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RESUMEN

En esta Tesis desarrollamos dos formulaciones diferentes (pero vinculadas entre
si) del principio de incerteza de la mecanica cudntica para pares de observables
actuando sobre un espacio de Hilbert finito, yendo méas alla del alcance de
las tradicionales relaciones de incerteza de Heisenberg, de Robertson y de
Schrondinger..

Una de las formulaciones que desarrollamos es una extensién de la desigualdad
de Landau y Pollak al caso de medidas de operadores con valores positivos
y estados mixtos. Para lograr esto hicimos uso de un enfoque geométrico,
definiendo la incerteza asociada al resultado de la mediciéon de un observable a
partir de métricas entre estados cuanticos. Esto nos permitié mostrar, entre
otros resultados, que la métrica de Wootters da la desigualdad mas restrictiva
a las probabilidades maximas de los observables.

La otra formulacién que desarrollamos se basa en un enfoque informacional.
Para ello introducimos una familia de entropias generalizadas que cuantifican
la incerteza asociada a un vector de probabilidad. Obtuvimos relaciones de
incerteza tipo entrdpicas resolviendo el problema de minimizaciéon de la suma
de entropias generalizadas sujeta a la desigualdad de Landau—Pollak. De
esta manera, extendimos los resultados de de Vicente y Sanchez-Ruiz que
consideraban la entropia de Shannon a otras entropias, medidas cudnticas
generalizadas y estados mixtos. Asimismo, realizamos un estudio comparativo
entre las cotas obtenidas y otras disponibles en la literatura, obteniendo que
en muchas de las situaciones consideradas nuestra cota es mas fuerte. Ademas,
consideramos el caso del qubit de manera particular y obtuvimos la cota éptima
para este caso.

Por ltimo, estudiamos la conexién entre los principios de incerteza y comple-
mentariedad, en el contexto del interferémetro de Mach-Zehnder. Encontramos
que las relaciones de Schrodinger y de Landau—Pollak para ciertos observables
son equivalentes a la relacién de dualidad onda—corptsculo. Con respecto a las
relaciones usando entropias, la equivalencia depende de la eleccién de los indices
entrépicos. En particular, si los indices son iguales no existe tal equivalencia.
Mostramos que esta situacion sirve para discernir entre los diferentes estados
de minima incerteza.

Palabras Clave: principio de incerteza, relaciones de incerteza tipo Landau-
Pollak, relaciones de incerteza tipo entrépicas, complementariedad.
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INTRODUCCION

“Quantum theory provides us with a striking illustration of the fact that we can
fully understand a connection though we can only speak of it in images and
parables.”

Werner Heisenberg

1.1 Principio de incerteza de Heisenberg. . . . . . . . ..
1.2 Estados cuanticos y medidas de observables

1.3 Relacién de incerteza de Robertson—Schrédinger
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1.4 Relaciéon de incerteza de Landau—Pollak

1.5 Relaciones de incerteza entrépicas . .. ... ... .. 10
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Principio de incerteza de Heisenberg

No es ninguna exageracion decir que el principio de incerteza de Heisen-
berg [Hei27] es una de las “piedras angulares” de la mecanica cudntica, marcando
claramente una de las diferencias entre nuestras concepciones del mundo clasico
v el cuantico. Esta diferencia se debe fundamentalmente a que la mecanica cuan-
tica es un teoria no determinista, en el sentido de que la teoria solo predice las
probabilidades -calculadas usando la regla de Born- de que en un experimento
se obtenga un determinado valor para un observable dado. En este sentido, la
medicién de una determinada magnitud, conlleva una incertidumbre intrinseca
respecto de su resultado. Sin embargo, esta incerteza asociada al resultado de
la medicién puede ser arbitrariamente pequena si el sistema es preparado en un
estado arbitrariamente “cercano” a alguno de los autoestados del observable en
cuestién. Més atn, puede existir certeza respecto del resultado de la medicién
si el estado del sistema viene representado por uno de estos autoestados. Esta
situacién cambia dristicamente cuando consideramos la medicién de dos (o
mas) observables incompatibles, lo que da lugar al principio de incerteza que
enunciamos a continuacién: existe una limitacion intrinseca en la prediccion
de los resultados de la medicon de dos (o mds) observables incompatibles en
un sistema cudntico. De forma equivalente, puede decirse que no es posible
preparar al estado del sistma de forma tal que las distribuciones de probabilidad
de los observables estén simultinemente bien localizadas.

Vale la pena aclarar que no existe en la literatura un acuerdo general de como
enunciar el principio de incerteza. De hecho, aparecen diferentes formulaciones
e interpretaciones del mismo [BHLO7]. Estas divergencias pueden rastrearse en
el problema mas general de la falta de consenso respecto de la interpretaciéon
de la mecanica cudntica, como asi también en las vagas definiciones respecto
del término “incerteza” en el trabajo seminal de Heisenberg. Si bien estas
cuestiones execeden el objeto de estudio de esta Tesis, nos limitaremos a senalar
que existen otros enunciados que también se conocen como principio de incerteza
de Heisenberg. Por ejemplo, aquellos que se refieren a la imposibilidad de
medir simultaneamente observables incompatibles o a la imposibilidad de medir
un observable sin perturbar al otro [BHLO7]. En nuestro caso, seguimos la
interpretacion estadistica de Ballentine [Bal70] y consideramos la preparacion de
un gran namero de sistemas cuanticos en estados idénticos. En unos sistemas
se mide un observable y, en el resto, el otro observable. De acuerdo a los
principios de la mecédnica cldsica ambas medidas podrian tener un grado de
predictibilidad arbitrario. Sin embargo, el principio de incerteza pone un limite
insalvable a esta posibilidad en el caso de observables incompatibles.
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En esta Tesis nos enfocamos en diferentes formulaciones cuantitativas del
principio de incerteza, mas alla del alcance de las tradicionales desigualdades
de Heisenberg, Robertson y Schrédinger. Denominamos relacion de incerteza a
cualquier desigualdad matematica que pretenda capturar la esencia del principio.
M4s atin, nos enfocaremos en relaciénes de incerteza de la forma [Deu83,Uff90]

U(A, B;p) > C(A, B), (1.1)

donde U(A, B; p) es una cantidad apropiada que refleja la incerteza conjunta
de los resultados de la medicién de los observables A y B cuando el sistema
se encuentra descripto por el operador densidad p, y la cota C(A, B) es una
cantidad fija, independiente del estado del sistema y positiva (salvo que los
observables posean al menos un autoestado en comun, cosa que ocurre cuando
Ay B conmutan).

La relacién de incerteza de Heisenberg [Hei27],
h
AvgAup > 5 (1.2)

es una de las desigualdades mas conocidas del ambito de la Fisica que incluso,
ha traspasado sus fronteras. La demostraciéon formal de la misma se debe a
Kennard [Ken27] quien la obtuvo usando propiedades bésicas de la transformada
de Fourier. Aqui Agq = [ (z — ()¢) |¥(z)|?dz denota la desviacién estdndar
en posicién, siendo (z)y = [z|¥(x)|?dz el valor de expectaciéon y ¥(z) la
funcién de onda en la representacién de posicién; de forma anéloga, Ay p denota
la desviacién estandar en momento. Luego, el producto de las desviaciones
estandar que, en este caso, cuantifica el grado de prediccién simultdanea de
los valores de la posicién y el momento, estd acotado inferiormente por una
cantidad fija dada por la mitad de la constante de Planck reducida. Es decir,
cuanto menor es la incerteza en posicion, mayor es en momento, y viceversa.
Por lo tanto, la desigualdad (1.2) es una formulacién cuantitativa del principio
de incerteza para los observables posicion y momento. Sin embargo, la extensién
de Robertson [Rob29] y de Schrérdinger [Sch30] a otros pares de observables
incompatibles, en general, no presenta el aspecto de (1.1) como mostramos en
la Seccién 1.3. Esto ha motivado al desarrollo de formulaciones alternativas
del principio. Discutiremos algunas de ellas en las Secciones 1.4 y 1.5.

Nuestro principal aporte es la formulaciéon de dos métodos (diferentes pero vin-
culados entre si) que permiten derivar relaciones de incerteza de la forma (1.1).
La primer formulacién se basa en el desarrollo hecho por Landau y Pollak [LP61]
y en su versién cudntica dada por Maassen y Uffink en [MU88, Uff90]. En el
Capitulo 2, presentamos un extension de los resultados de Landau y Pollak a
situaciones mas generales, haciendo uso de un enfoque geométrico en el espacio
de estados cuanticos. La segunda formulacién que consideramos es la mas
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usual en el drea de la informacién cuantica y se centra en el uso de entropias,
por ejemplo la de Shannon, como cuantificador de incerteza asociado a los
resultados de una medicién. Esta linea de trabajo se basa en los trabajos
pioneros de [Bec75, BBMT75, Deu83, Kra87, MU88], entre otros. En el Capi-
tulo 3, presentamos una extension de los resultados obtenidos por de Vicente
y Sénchez-Ruiz [dVSRO08], para entropias que generelizan a la de Shannon.
Finalmente, en el Capitulo 4 abordamos un topico que ha sido de debate en
las dltimas décadas en el area de los fundamentos de cuantica, como es la
conexién entre los principios de complementariedad y de incerteza [WZT79,
SEW91,STCW94, ESW95, JSV95, Eng96, BST99, DR00, Lui01, BS06, CKW14].
En particular, discutimos este punto en el contexto del interferémetro de Mach—
Zehnder estudiando los vinculos, si es que los hay, entre la relacién de dualidad
onda—corpusculo y las distintas relaciones de incerteza.

Estados cuanticos y medidas de observables

Antes de revisar diferentes formulaciones del principio de incerteza, enunci-
amos algunos de los postulados de la mecénica cudntica'! con el propésito de
establecer el marco tedrico general dentro del cual hemos desorrallado esta
Tesis doctoral.

Consideraramos sistemas cuanticos con un espacio de Hilbert asociado finito
de dimensién N, es decir, H = CV.

Postulado 1.1. Cada sistema fisico tiene asociado un espacio vectorial com-
plejo con un producto interno, es decir, un espacio de Hilbert H. FEl estado
del sistema estd completamente descripto por un operador densidad o matriz
densidad p que actia en H tal que p > 0 (semidefinido positivo) y Trp = 1
(normalizado).

Denominamos £ (H) = {p > 0y Trp = 1} al conjunto de operadores densidad
que acttan sobre H. Este conjunto tiene la propiedad de ser un conjunto
convexo. Esto significa que si p1 € L(H) y p2 € L (H) son operadores densidad,
la combinacién convexa Ajp;+A2ps con A, Ay > 0 tales que A\;+Xo = 1 también
lo es y pertenece a L (H). Los puntos puros de este convexo L (H), es decir,
aquellos puntos que no se pueden escribir como combinacién convexa de dos
0 més puntos del convexo, se conocen como estados puros y satisfacen que
p? = p. En este caso, el estado puede ser descripto por un vector |¥) € H de

Hntroducimos los postulados de la teorfa siguendo el desarrollo dado en el libro de Nielsen
y Chuang [NC10].
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norma uno, y la matriz densidad toma la forma p = |¥)(¥|. Por el contrario,
los puntos no puros, es decir, aquellos puntos que si se pueden escribir como
combinacién convexa de dos o mas puntos, se denominan estados miztos.

Postulado 1.2. Una medida cudntica (generalizada) sobre un observable con
N valores se describe por medio de un conjunto de operadores M = {MZ}ZZ\Q{‘
que actian sobre H y satisfacen la relacion de completitud: Zf\;"f M;Mi =1.
El indice i se refiere al i-ésimo posible resultado de la medicion o valor del
observable. Si el estado del sistema inmediatamente antes de realizar la medicion

es p, la probabilidad de que se dé el i-ésimo valor estd dada por
pi(M; p) = Tr(M] M;p). (1.3)

Ademds, inmediatamente después de realizado la medida, el estado del sistema

pasa a ser
M, pM]
T (14)
Tr(M; M;p)

en el caso de que se haya obtenido el i-ésimo resultado.

Este postulado da cuenta de dos aspectos fundamentales. Por un lado, la
expresion (1.3) da la regla (generalizacién de la regla de Born) que describe la
estadistica de la medicién, esto es, las respectivas probabilidades de ocurrencia
de los diferentes valores que puede tomar el observable. Por otro lado, la
expresion (1.4) da la regla que describe el estado del sistema luego de la
medicién.

Para el estudio de relaciones de incerteza lo que nos interesa es la estadistica
del observable. En este caso, podemos hacer uso del formalismo de las medidas
con valores de operadores positivos o abreviadamente POVM (sigla que viene
del inglés, Positive Operator Valued Measures). Un POVM sobre un observable
con N4 posibles valores es un conjunto de operadores positivos A = {Az}i\[:““1
que actian sobre H y satisfacen la relaciéon de completitud: Zf\;"‘l A;=1.8i
el estado viene dado por p, la estadistica de los posibles resultados del POVM
A esté dada por

pi(A; p) = Tr(Aip). (1.5)

Observamos que el POVM no es més que una consecuencia del Postulado 1.2
definiendo A; = MZ-TMZ-.

Una situacién de particular interés es cuando los elementos del POVM, ademés
de ser operadores positivos que satisfacen la relacién de completitud, son
proyectores ortogonales entre si. En este caso estamos ante las cominmente
denominadas medidas proyectivas o abreviadamente PVM (sigla que viene del
inglés, Projective Valued Measure). Denotamos con P = {P;} % al conjunto
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de proyectores que actian sobre H y decimos que es un PVM si, ademas, se
cumple que Zf\;”l P, =1y P,P; =§,;;P, para todo i,j =1...Np. Siel estado
estd dado por p, la estadistica de los posibles resultados del PVM P estd dada
por

pi(P; p) = Tr(Pip). (1.6)

Otro caso particular, el mas usual en los libros basicos de mecanica cudntica,
es considerar observables con espectro discreto y no degenerado. Este caso
corresponde a un PVM donde todos sus elementos son proyectores ortogonales
entre si y de rango uno: |a;){a;| siendo {|a;)}¥; la base de autoestados del
observable A. Si el estado estd dado por p, la estadistica de los valores de A se
reduce a

pi(A; p) = (ailplai). (1.7)

Finalmente, si el estado es puro, dado por p = |¥){¥|, recuperamos la regla de
Born en su formulacién més conocida:

pi(A;0) = [(a;| W), (1.8)

A modo de resumen, en la siguiente tabla damos la nomenclatura utilizada
para los diferentes casos en el calculo de las probabilidades:

] Caso \ Probabilidad
Medida cuantica generalizada M pi(M;p) = Tr(M;rMZ-p)
POVM A pi(A;p) = Tr(Aip)
PVM P pi(P;p) = Tr(Pip)
Observable A con espectro discreto y no degenerado | p;(A4;p) = {(ai|p|ai)
Regla de Born para A y estado puro |¥) pi(A;0) = |(a;|¥)]?

Tabla 1.1: Nomenclatura utilizada en el cdlculo de las probabilidades.

Relacion de incerteza de Robertson—Schrodinger

En 1929, Robertson [Rob29] generalizé la relacién de incerteza (1.2) planteada
por Heisenberg para posicién y momento a un par arbitrario de observables A

y B: 2
(8,4)° (A,B)" = 'MQBD

(1.9)
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Aqui (A,A)° = (A%), — (A)2 denota la varianza del observable A, siendo
(A), = Tr(Ap) el valor de expectacién y p la matriz densidad que describe el
estado del sistema; de forma andloga, (A,,B)2 denota la varianza de B. En
este caso, la cota inferior al producto de las varianzas es proporcional al valor
de expectacién del conmutador entre los observables, [A, B] = AB — BA. La
demostracién de (1.9) se basa en la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para
A =py B =q, larelacién de Robertson se reduce a la de Heisenberg, ya que
[p,q] = ihI. Este resultado es compatible con la concepciéon de Heisenberg,
dado que conectaba dos de las pecurialidades de la por entonces revolucionaria
teoria cuantica: el principio de incerteza y la no conmutatividad.

Un afo después, Schrodinger [Sch30] mejord la relacién de Robertson teniendo
en cuenta el término de covarianza,

2

(480, 110

(A,A)? (A,B)* > U4 Bh, {(A)o(B)p 9

2

"

donde {A, B} = AB 4 BA denota el anti-conmutador entre los observables.

Las desigualdades (1.2), (1.9) y (1.10) son tres formulaciones cuantitativas
del principio de incerteza. No obstante, existe una diferencia fundamental
entre ellas, una de las principales motivaciones de esta Tesis y del estudio de
otras relaciones de incerteza, a saber: en (1.2) la cota es una cantidad fija,
independiente del estado del sistema; por el contrario, en (1.9) y (1.10) la
cota depende (en principio) del estado del sistema por medio de los valores
de expectacién del conmutador y anticonmutador, o sea, no son, en general,
de la forma (1.1). De hecho, considerando observables actuando sobre un
espacio de Hilbert finito, siempre es posible preparar al sistema de forma
tal que las cotas en (1.9) y (1.10) se anulen. En este caso las relaciones de
Robertson y Schrodinger se vuelven triviales, y por lo tanto, no expresan
satisfactoriamnete al principio de incerteza. FKEsto ocurre, por ejemplo, si
uno considera el estado puro |¥) igual a alguno de los autoestados de de
los observables, ambas desigualdes se vuelven triviales: 0 > 0. Maés aun,
existen matrices densidad p para las cuales la cota se anula, mientras que el
producto de las varianzas no, resultando nuevamente triviales las formulaciones
de Robertson y de Schrodinger: (A/,A)2 (ApB)2 > 0.

Tlustramos esto tltimo con los siguientes ejemplos en un espacio de Hilbert de
dimensién 2. Sea p la matriz densidad de un estado cuantico bidimensional,
también conocido como un qubit. Existe una forma geométrica de visualizar
el estado del qubit por medio de la representacién de Bloch. De hecho, para
cada estado de qubit existe un vector s € R? con ||s|| < 1 de forma tal que la
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matriz densidad p se escribe como

_I+s~0'

T (1.11)

donde I es la matriz identidad de 2 X 2 'y o = (04,0, 0) es el vector formado
por las matrices de Pauli. Los estados puros p = |¥)(¥| de qubit tienen
asociados vectores s con norma igual a uno, es decir, vectores sobre la esfera
unitaria. Por otra parte, en esta representacion, observables con valores 41
toman la forma

A = a-o, (1.12)
B = bo, (1.13)

donde a y b son dos vectores unitarios de R3. Por lo tanto, las relaciones
de Robertson (1.9) y de Schrodinger (1.10), en la representacion de Bloch, se
escriben respectivamente como

(1—(a-8)*) (1—(b-5)%) > |(ax b) - s|? (1.14)
(1= (a-2) (1- (b-5)?) = l(a-b) — (a-5)(b-5) + (@ x b) - 5" (L15)

Observamos que para s # a,b, o sea, estados que no son autoestado de A
ni de B, el producto de las varianzas es no nulo. Tenemos que cualquier
vector s que pertenece al plano formado por a y b, anula la cota en (1.14)(ver
Fig. 1.1.(a)). Por lo tanto, la relacién de incerteza de Robertson se vuelve trivial.
En particular, si consideramos direcciones ortogonales de spin, por ejemplo
a =%y b=7, los vectores s paralelos a & o § con ||s|| < 1 (estados mixtos),
también anulan la cota (1.15)(ver Fig. 1.1.(b)). Por lo que, las relaciones
de Robertson y de Schrodinger no dan cuenta de la incompatiblidad entre
direcciones ortogonales de spinf%.

(b)

Figura 1.1: Representacion de estados sobre la esfera de Bloch que trivializan las
relaciones de incerteza de Robertson y de Schrédinger. (a) Cualquier vector s (con
s # a, b) en el plano formado por a y b anula la cota inferior en (1.14), y (b) cualquier
vector s (con ||s|| < 1) sobre el eje y o x, anula la cota inferior en (1.15)
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Otra critica que se les hace a este tipo relaciones de incerteza es el uso de
la varianza como cuantificador de la incerteza asociada al resultado de la
medicién [dV08]. Consideremos dos variables aleatorias X e Y distribuidas con
el mismo vector de probabilidad p € Py = {[p1 --- pn]* € [0;1]¥, 3, pi = 1}.
Las varianzas no son necesariamentes iguales ya que estas dependen no sélo
del vector de probabilidad, sino también de los valores que toman las variables
aleatorias, es decir, puede suceder que (A(X))? = Zf\[:l(:cZ —(X)p)?p; #
(A(Y))* = Zf\;l(yl — (Y),)?p; para un mismo p. Esta situacién resulta
insatisfactoria, pues la varianza no refleja que las dos variables aleatorias
regidas por la misma distribucién de probabilidad tienen asociada la misma
incertidumbre.

Estas criticas han motivado a diversos autores a revisar la formulacién original
del principio de incerteza proponiendo nuevas y modernas formulaciones del
mismo (ver, por ejemplo, las Refs. [BBM75, Deu83, MUSS, Lar90, Lui07, Uff90,
WW10,BBRI11, Zoz12]). Cabe mencionar que el desarrollo de relaciones de
incertezas es un campo de actualidad y de interés en la comunidad cuéntica,
aun a casi 90 afios del trabajo fundacional de Heisenberg, no sélo por ser una
cuestién fundamental de la teoria sino también por sus diversas aplicaciones en
problemas de informacién cuéntica, por ejemplo, en la deteccién y caracteri-
zacién del entrelazamiento [Gio04, GL04,dVSR05, Hual0,ZP10], en la prueba
de la seguridad de protocolos criptograficos [NBW12, BLMR13], entre otras
aplicaciones [BW07, WYMO09, BCC*10, WW10,0W10, Ras13, SBH14].

Relacion de incerteza de Landau—Pollak

Notablemente, el principio de incerteza también tiene su analogia en la teoria
de deteccién de senales [Gab46]. En este contexto, una relacién de incerteza
para tiempo y frecuencia que es bien conocida en la comunidad de senales,
es la que obtuvieron Landau y Pollak en 1961 [LP61]. Sin embargo, este
resultado no tuvo impacto en la comunidad cuantica sino hasta casi tres
décadas después de la publicacién de dicho trabajo, gracias a los pioneros
Maassen y Uffink [MUS88, Uff90] quienes dieron la versién cudntica de la relacién
de Landau y Pollak que enunciamos a continuacién.

Consideremos un sistema cudntico preparado en un estado puro |¥) € H y
sean {|a;)}L, y {|b;)}}_, bases de autoestados de dos observables A y B,
respectivamente. Entonces, se puede probar la desigualdad

arccos \/ Pa.w + arccos \/ Pp.g > arccosc, (1.16)



1.5. Relaciones de incerteza entrépicas 10

donde P4,y = max; p;(A4; ¥) con p;(A; ¥) dado por (1.8) (de forma andloga se
define PB;\I!) y

e = mx (sl < | (117)
ij

1

al
es el solapamiento entre las bases de los observables. Denominamos a la
expresién (1.16) relacién de incerteza o desigualdad de Landau—Pollak, que
abreviamos con las sigla LPI (sigla que viene del inglés, Landau—Pollak inequal-
ity).
Observamos que LPI (1.16) captura satisfactoriamente la esencia del principio
de incerteza y supera las criticas que discutimos en la Seccién anterior. Especi-
ficamente, LPI proporciona una cota no trivial e independiente del estado para
las estadisticas de los observables cuando ¢ < 1, impidiendo que las probabili-
dades méximas estén simultdnea y arbitrariamente cerca de 1. Ademas, la cota
se anula sélo cuando ¢ = 1, que corresponde al caso extremo de observables
con al menos un autoestado en comun.

El otro caso extremo, que es de particular interés, corresponde a la situacién de
observables complementarios, por ejemplo, o y 0y, en cuyo caso el solapamiento
vale ¢ = #N En este caso, LPI establece que si tenemos certeza acerca de un
obervable, entonces tenemos maxima ignorancia respecto del otro ya que su
estadistica viene dada por un vector de probabalidad uniformemente distribuido:
si Payp =1 = pj(B; ¥) = 1 Vj (lo mismo sucede intercambiando A con B).
Por lo tanto, el solapamiento mide el grado de incompatiblidad entre las dos
mediciones de los observables, yendo mas alld del alcance del valor medio del
conmutador (la cantidad originalmente empleada). Ademds, en este caso la
cota resulta 6ptima, en el sentido de que existen estado cuanticos para los
cudles se cumple la igualdad; esto sucede por ejemplo para cualquier autoestado
de uno de los observables involucrados.

En el siguiente capitulo veremos que LPI puede interpretarse en términos
geométricos, y puede obtenerse como consecuencia de la desigualdad triangular
para la métrica de Wootters [Woo81]. Ademés, extenderemos la desigualdad
de Landau y Pollak al caso mas general de POVM y estados mixtos.

Relaciones de incerteza entropicas

Con el advenimiento de la teoria de la informacién [CT12] en la fisica en
general, la mecanica cuantica no fue la excepcién, se empezaron a utilizar
conceptos y magnitudes informacionales en los mismos fundamentos de la
teorfa [Whe90]. En este contexto aparecieron los primeros trabajos donde se
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utilizé la entropia de Shannon [Sha48] para formular de manera alternativa
el principio de incerteza, dando inicio al desarrollo de las llamadas relaciones
de incerteza entropicas. La primera relacién de este tipo se formulé para los
observables posicién y momento. Esta relacion fue demostrada independien-
temente por Everett (en su famosa Tesis donde elabora la interpretaciéon de
muchos mundos [Eve73]) y por Hirschman [Hir57] en 1957, basdndose en la
desigualdad de Hausdorff-Young. Adema&s, ambos autores conjeturaron una
mejora de su desigualdad ya que no era éptima, sugiriendo que, al igual que
en la relacién de Heisenberg—Kennard (1.2), las distribuciones gaussianas de-
berfan ser las de minima incerteza. Efectivamente, esta conjetura fue probada
unos 20 afios después por Bialynicki-Birula y Mycielski [BBM75], siguiendo la
mejora a la desigualdad de Hausdorfl-Young hecha por Beckner [Bec75]. Cabe
recalcar que la relacion entrépica de Bialynicki-Birula y Mycielski resulta més
fuerte que la de Heisenberg y Kenard, ya que esta ultima puede deducirse de
la primera. Existen trabajos recientes que abordan la tematica en donde se
emplean otras entropias que generalizan a la de Shannon, por ejemplo, en las
Refs. [BB06,ZV07,ZPV08].

La primera relacion de incerteza entropica para observables de un espacio de
Hilbert de dimensién finita, que son los que nos interesan particularmente en
esta Tesis, fue deducida en 1983 por Deutsch [Deu83], quien demuestra que:

1+¢

Hlp(A; U)] + H[p(B; ¥)] > CP(c) con CP(c)=—2In ( ) . (1.18)

siendo

N
Hip(A; )] = =) pi(A; ) Inp;(4; ) (1.19)
i=1
la entropia de Shannon de la estadistica del obervable A, p(A; ¥) dada por (1.8)
(de forma similar para el observable B), y ¢ el solapamiento entre las bases de
autoestados de los observables definido en (1.17). La cota inferior de (1.18) es no
trivial para cualquier par de observables sin autoestados comunes; sin embargo,
a diferencia de LPI no es 6ptima para el caso de observables complementarios.
Maés atin, como observan Maassen y Uffink en [MUS8], la relacién de Deutsch
puede derivarse de LPI: maximizando el producto de las probabilidades méximas
sujeto a la desigualdad (1.16) uno obtiene que

PA;\pPB;\p S B_CD(C), (120)

y usando que H[p(A;¥)] > —In P,y y lo andlogo para B, se reobtiene la
relacion de Deutsch. Aunque ésta resulte més débil que LPI, su principal
mérito reside en que demuestra la posibilidad de formular el principio de
incerteza para observables de espectro discreto en términos entrépicos.
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Maassen y Uffink en [MU88], ademds, mejoraron la relacién de Deutsch estable-
ciendo que

Hlp(A; ¥)] + H[p(B; ¥)] > cMY(¢) con CMY(c)=—2Inc (1.21)

para un par de observables con espectro discreto y no degenerado. Este
resultado habia sido conjeturado con anterioridad por Kraus [Kra87]. La
desigualdad (1.21) se sigue de la aplicacién del teorema de interpolacién de
Riesz-Thorin.

En el caso particular de que A y B sean observables complementarios la cota de
Maassen y Uffink, In N, dada en (1.21) es éptima ya que es alcanzada cuando
el sistema se encuentra en algin autoestado de A o de B. No obstante, dejando
aparte este caso especial, la relacién no es 6ptima. El problema de encontrar
una cota éptima para un par arbitrario de observables resulta ser muy dificil.
De hecho, hasta ahora sélo se ha obtenido la cota 6ptima restringiéndose a un
espacio de Hilbert de dimensién 2 [GG90,SRI8, GMRO03].

La cota de Maassen y Uffink es plausible de mejora para ¢ > % Recientemente,
de Vicente y Sanchez-Ruiz [dVSRO08], siguiendo un razonamiento similar al
de Maassen y Uffink para reobtener la cota de Deutsch, mejoraron la cota de
Maassen y Uffink en un amplio rango del valor del solapamiento: minimizando
la suma de entropias sujeta a LPI, se obtiene [dVSR08, BPPZ11]

—2lne 0<e< L

Hp(A; @) +H[p(B; ¥)] >CV%(c) con CYV(c) = Hi(c) % <c S\/?:*
Flc) c¢*<e<1
(1.22)
f(c):—(l—l—c)ln(l;C)—(1—c)1n<12c) (1.23)
y

Hy(c) = —Paln Po—(1—P4) In(1—P4)—Pp In Pg—(1—Pg) In(1—Pg) (1.24)

donde
Py =cos’a, Pp=cos’(f—a), c=cosb, (1.25)

y « es solucién de la ecuacién

e (1) om0 (S50
(1.26)
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El valor de ¢* se obtiene resolviendo la ecuacién trascendente

1 *
c"In (1 i C*> =2 & " argtanhc® =1, (1.27)
—c

siendo su valor aproximado ¢* ~ 0.83.

Finalmente, observamos que dada la concavidad de la entropia de Shannon, se
tiene que si p = Y, wi|V;) (|, entonces H[p(A; p)] > >, wiH [p(A; ¥;)]. Luego,
la relaciones de incerteza entrépicas de Deustch (1.18), Maassen y Uffink (1.21)
y de Vicente y Sanchez-Ruiz (1.22), también son védlidas para el caso de estados
mixtos. Ademads, es posible extender el alcance de las mismas para POVM
usando un razonamiento similar al de [KP02].

En el Capitulo 3, mostramos una extension de estos resultados a otras entropias,
como asi también a POV M.
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Desigualdad de Landau—Pollak

En este Capitulo mostramos una generalizacién de la relacién de incerteza de
Landau y Pollak al caso de POVM y estados mixtos [BOLP14,BZP*14].

En primer lugar vamos a ver que la desigualad (1.16) no es més que una
consecuencia de la desigualdad triangular verificada por la métrica de Wootters
[Woo81], observacién realizada por Uffink en su Tesis doctoral [Uff90]. De
hecho, para la métrica de Wootters, la desigualdad triangular evaluada en |a;),
|b;) (autoestados arbitrarios de A y B respectivamente) y |¥) da

arccos |(a;|¥)| 4 arccos |(b;|¥)| > arccos [{a;]b;)], (2.1)

que es valido para para todo par de indices (i,7). En particular, para el
par de indices (¢™?%, ™) asociado a las probabilidades méaximas Pg.y =
max; p;(A; ¥) y P,y = max; p;(B; V), obtenemos

arccos \/ Pa,w + arccos y/ Pp,w > arccos |(a;max |[bjmax)|. (2.2)

Luego, teniendo en cuenta que |[(ajmax|bjmax)| < max; ;|(a;|b;j)| = ¢ y que el
arco coseno es una funcién decreciente, reobtenemos la desigualdad de Landau—
Pollak (LPI)

arccos v/ Pa.w + arccos v/ Pp,w > arccosc, (2.3)

donde

e = max falo < | (2.4

1

—.1

ol

es el solapamiento entre las bases de autoestados de los observables.
Veremos que LPI vale para el caso de estados mixtos. Sin embargo, la de-
mostraciéon no es directa, a diferencia de lo que sucede con las relaciones de
incerteza entrépicas para la entropfa de Shannon (1.18), (1.21) y (1.22). Esto
se debe a que la funcién arccos /z no tiene concavidad definida en el dominio
[0,1]. Sélo para el qubit (N = 2) se puede usar la concavidad y probar, de ma-
nera directa, la validez de (2.3) para estados mixtos del qubit [dV08, Teorema
2.1].

En lo que sigue de este Capitulo, vamos a explotar el enfoque geométrico con
el propdsito de obtener relaciones de incerteza validas para el caso de POVM
y estados mixtos, como asi también, basadas en otras métricas cominmente
usadas en informacién cudntica.
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Meétricas y medidas de incerteza

Se llama métrica entre estados puros a una funcién d : H x H — R que verifica
las siguientes propiedades:
(i) no negatividad: d(|¥),|®)) > 0, y d(|¥),|®)) = 0siy sélo si |[¥) = |D),
(ii) simetria: d(|¥),|®)) = d(|P),|T)),
(iii) desigualdad triangular: d(|¥),|YT)) 4+ d(|®), |T)) > d(|P),|P)).
En lo que sigue vamos a considerar métricas definidas en términos del producto
interno en H, y a partir de ellas, introducimos una medida de incerteza asociada
a la medicién de un observable cudntico. Para ello consideraremos funciones

f:]0,1] = [0,+00) tales que son estrictamente decrecientes y que verifican
f(1) = 0; definimos métricas entre estados puros, a través de la relacién

ds(|9),1®)) = f(|(]2)[*). (2.5)
Por ejemplo, algunas funciones f que caen dentro de esta familia son:

e f(r) = arccos/z, que da lugar a la métrica de Wootters [Woo81,
MLMPO05], también conocida como dngulo entre los estados [NC10],

o f(x) =+/2(1 — /), que da lugar la métrica de Bures [Bur69], y

o f(z) =+/1—x, que da lugar la métrica raiz de la infidelidad introducida
por Gilchrist et al [GLNO5].

Notar que estas métricas se pueden extender al caso de matrices densidad
usando el concepto de purificacién [Uhl76, Joz94]. Para este caso, se define

d¢(p,0) = f(F(p,0)), donde F(p,0) = (Tr, /\/f)a\/ﬁ)2 es la fidelidad entre las

matrices densidad.

A partir de la funcién f que define la métrica dy (2.5), introducimos la canti-
dad

1
Ur(A;p) = f(Payp) con Py, = mlaxpi(.A; p) € []VA, 1] (2.6)

que es una medida razonable de la incerteza asociada a la medicién de un
POVM A, cuya estadistica estd dada por (1.5) cuando el sistema cudntico
descritpo por el operador densidad p. Por construccién, la cantidad (2.6)
satisface los requisitos basicos de una medida de incerteza:

(i) Us(A; p) no depende los posibles resultados de la medicén, sino de su
probabilidad,
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(i) Us(A;p) =20,y
(iii) Ujs(A; p) decrece en términos de la probabilidad maxima Py;,, con

(a) Up(A;p) = 0siy sblo si Py, = 1, que es equivalente a tener una
distribucién delta de Kronecker, p;(A4; p) = d; x para algun k, y

(b) U(A;p) es maxima para Py, = N%w que es equivalente a tener una
distribucion uniforme con p;(4;p) = NLA para todo 1.

Relaciones tipo Landau—Pollak

Fl resultado principal de este Capitulo es la obtencién de una familia de
desigualdades tipo Landau—Pollak para dos conjuntos de operadores positivos
y matrices densidad.

Proposicién 2.1. Sean A= {A;}N4 y B = {Bj};-vjl dos conjuntos de opera-
dores positivos actuando sobre un espacio de Hilbert H de dimensién finita N.
Entonces, para cualquier estado descripto por la matriz densidad p € L (H), se
verifica la siguiente desigualdad

Up(A; p) + Us (B p) > f(cp), (2.7)

donde

CAB :HﬁxH\/A“/BjH (2.8)

es el solapamiento entre los conjuntos de operadores positivos.

Demostracion La demostracion se da en forma constructiva en las Subsec-
ciones 2.3.1-2.3.3.
[ |

El solapamiento entre los conjuntos de operadores positivos esta dado en
términos de la norma de un operador. Recordamos que para cualquier operador
O que actua sobre H, tenemos que

0'0))?
O]l = max 101l = max M = max |O]D)l,
leyer ([}l 1wer  (plp)z 0y eH: [ T]|=1

donde O denota el operador adjunto de O.

Observamos que si los conjuntos A y B satisfacen la relaciéon de completitud,
Zivzq A = Zjvfl Bj = I, entonces la Proposicién 2.1 aplica para POVM. Para
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este caso, enfatizamos que nuestro resultado captura la esencia del principio de
incerteza, en el sentido discutido en la Introduccién y en las Refs. [Deu83,Uff90],
debido a que se tiene que:

(i) la cota inferior de la suma de las incertezas es universal, es decir, no
depende del estado del sistema,

(ii) para cap <1 la desigualdad (2.7) es no trivial, es decir, la suma de las
incertezas es positiva, y

(iii) en el caso Ngo = Ng =Ny ca3 = + (observables complementarios), la
certeza respecto de un observable implica maxima ignorancia respecto del
otro.

Ademds, notamos que (2.7) es de hecho una familia de desigualdades tipo
Landau—Pollak que dependen de la funcién f definida en la Seccién anterior.
Por ejemplo, para las funciones f que dan las métricas de Wootters, Bures y
raiz de la infelidad tenemos, en particular, las siguientes desigualdades:

e métrica de Wootters:

arccos \/ P, + arccos \/ Pg;, > arccos c4 s, (2.9)

e métrica de Bures:

\/1— PA;p+\/1—\/PB;p > /1= cap, (2.10)

e métrica raiz de la infidelidad:

V1—="Pay+ /1= Ps,> /1= p (2.11)

La desigualdad (2.9) es la extensién natural de LPI para POVM y estados
mixtos, siendo uno de nuestros principales aportes en este tema. Ademads, las
desigualdades (2.10) y (2.11) son novedosas en la literatura de relaciones de
incerteza.

En el caso de observables A y B con espectro discreto y no degenerado, la
desigualdad (2.7) es éptima, para cualquier funcién f dentro de las condiciones
exigidas. Es decir, existen estados (al menos uno) para los cuales se alcanza
la igualdad, independientemente de la elecciéon de la funcién f. En efecto,
tenemos que A; = |a;){a;| para i =1,...,N y B; = |b;){b;| para j=1,...,N.
Denotamos con (i/,5’) al par de indices para el cual se tiene que cap =
VA7 /By || = {aw|bjr)| = c. Luego, para p = |¥)(¥] con |¥) = [aw) (6 |¥) =
|bj’)), se verifica la igualdad en (2.7). Aclaramos que esto no implica que todas
las desigualdades restringen de la misma manera los pares de probabilidades
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maximas (Pg;,, Pg;p). De hecho, vamos a demostrar que dentro de la familia
de desigualdes (2.7), la relacién (2.9) basada en la métrica de Wootters es la
mas restrictiva.

Proposicién 2.2. En el contexto de la Proposicion 2.1, la desigualdad mds
restrictiva para el par de valores de probabilidades mdximas (Pu,p, Pg,p) corres-
ponde a la funcion f(x) = arccos+/x, asociada a la métrica de Wootters.

Demostracién La demostracion se da en la Subseccién 2.3.4.
[ ]

Notemos que si Pg,, < 034757 entonces Uy (A; p) = f(Pa,p) > f(ciﬁ) , por
lo que la desigualdad (2.7) se satisface trivialmente para cualquier Pg,,. Un
resultado similar se obtiene intercambiadno A por B. Dicho de otra manera, la
desigualdad impone restricciones sélo cuando el punto (Py;,, Ps;,) pertenece
al cuadrado (¢% g, 1]*. Definimos la funcién:

hf [02 1]

{ W () = f- ( (02 ) ' (2.12)
En la Fig. 2.1 ilustramos de manera esquemédtica en el plano Py4.,—Pp., la
regién permitidas para los valores de las probabilidades méximas a partir
de la desigualdad (2.7) en el caso de observables con espectro discreto y no
degenerado. Esto nos permite visualizar que la regiéon permitida depende de la
eleccion de la funcién f. El hecho de que la cota es alcanzada se traduce en
que los puntos (c?,1) y (1,c?) pertenecen a la regién permitida para cualquier
eleccién de f.

Es interesante notar que la Proposicién 2.1 nos permite también abordar la
cuestion de cuantificar la incerteza inherente asociada a un unico POVM. Este
problema ha sido abordado desde las perspectivas de las relaciones de incerteza
de Robertson y entrépicas [KP02,Mas07,Mas08,Ras08]. En nuestro caso vamos
a ver que se obtiene un resultado no trivial cuando ningin elemento del POVM
tiene autovalor igual a 1.

Corolario 2.1. Sea un POVM A = {A;}N4 actuando sobre un espacio de
Hilbert H de dimension finita N. Entonces, para cualquier estado descripto
por la matriz densidad p € L (H), se verifica la siguiente desigualdad

Ur(A;p) = f(ch), (2.13)

donde
ca = max |y/A]| = | fmax |4 (2.14)

es el (auto) solapamiento entre los elementos del POVM.
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P Bip

Figura 2.1: Plano Pa;,—Pp;, en el caso de observables con espectro discreto y no
degenerado. Probabilidades maximas permitidas segtin (2.7) para una dada eleccién
de f = fi (regién azul). Las curvas limite Pg;, = thYB(PA;p) para dos funciones
f = f1 (curva azul) y f = f2 (curva roja punteada) tienen los mismos puntos extremos
(c?,1) y (1,¢%); sin embargo, las regiones por debajo de las mismas no coinciden (en

este ejemplo, f1 es mds restrictiva que fa).

La cota inferior en (2.13) es no trivial (diferente de cero) para los POVM
formados por operadores que no tienen ningin autovalor igual a 1.

Demostraciéon La demostracién del Corolario es directa evaluando la Proposi-
ci6n 2.1 en el POVM A y en el conjunto B = {I'}. También se puede demostrar
sin apelar a la Proposicion, partiendo de que

pi(A; ¥) (W[4 |w) < [[[) [l As[ W) |

TN Al = 114]) (2.15)

IN

para todo estado (normalizado) puro. Luego, escribiendo a la matriz p en la
base que la diagonaliza tenemos

pi(Asp) = TT<Aiszll><l|>

N
= YT (Al () < 4, (2.16)

=1

donde hemos usados la linealidad de la traza, el resultado (2.15) aplicado a
cada estado puro |[){I| y va w; = 1. La desigualdad (2.16) vale para todo i,
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en particular, tenemos que
P.A;p S ||AimaxH S Cil, (217)

donde i™?* es el indice que corresponde a la méaxima probabilidad. La prueba
(alternativa) finaliza aplicando la funcién f y teniendo en cuenta de que es
decreciente.

|

Ademas, encontramos que el (auto) solapamiento de un POVM A estd acotado
inferior y superiormente:

<cy <1 2.18

N, SoAs (2.18)

De hecho, por definicién ¢% > [[vA;||*? > (¥|V/A;/A;|¥) para todo i =
1,..., N4 y cualquier estado puro normalizado |¥). Luego, sumando sobre i,

considerando la relacién de completitud del POVM A y que el estado |¥) estd
normalizado, se llega a: N ac% > 1. Por otra parte, (¥|4;|¥) < 1 implica que
lv/A;]| <1, para todo 4, en particular, c4 < 1. Un resultado andlogo a (2.18)
se tiene para cg.

Consideremos nuevamente la situacion de dos POVM A y B, para la cual
obtenemos los siguientes Corolarios.

Corolario 2.2. En el contexto de la Proposicion 2.1, tenemos la siguiente
desigualdad

Us(A; p) +Up (B; p) > max{f(c}) + f(ck), f(chp)}- (2.19)

Demostraciéon La prueba es directa a partir de la Proposicién 2.1 y del
Corolario 2.1.
|

Corolario 2.3. En el contexto de la Proposicion 2.1, tenemos que la region
mds restrictiva para los pares de los valores (Pap, Ps,p) depende de la terna de
solapamientos

c=(ca,cB,ca8), (2.20)
y estd dada por
1 1
|:]V.A’C?4:| X |:ZVB7C%3:| ) (221)
st C% < hx,s (ci‘), o bien

DY = {(Pay: Pap) € [5:¢3] x |25 c3] ¢

(2.22)
PB;p < hz’E(PAW) Y P_A;p = 03476} ’



2.3. Relaciones tipo Landau—Pollak 22

st c% > hZ’B (ci).

Demostracion La prueba es directa a partir de las Proposiciones 2.1 y 2.2,

2
del Corolario 2.2 y de la funcién A (z) = (c\/i—i— V1 =e)(1- x)) que se
obtiene de (2.12) para f(z) = arccos \/x.
|

En la Fig. 2.2 ilustramos esquematicamente las regiones de las probabilidades
maximas permitidas de acuerdo al Corolario 2.3, segtn sea la terna de sola-
pamientos c.

| S S,
Gli i T ; 5 :
Pisip § 5 :
i 1 é E 1
L1 IR S | L I S
Ng Ng| :
Y — e S —
1 2 1 - 2
0 i i 1 0 a W) ¢ 1
Py Py

Figura 2.2: Plano P4;,,—Ps;, para los POVM A y B. Probabilidades méximas
permitidas (regién azul): (a) regién (2.21), si cg < hx‘:\‘s (ci\), (b) regién (2.22), si
ct > h‘cﬁys (Ci\).

Finalmente, observamos que el valor del solapamiento c4 5 (2.8) entre los
POVM A y B esta acotado inferior y superiormente por:

CA CB
max ’ < CA,B < cacg, (223)
{ VNB VN4 }
donde el (auto) solapamiento c4 del POVM A estéd definido en (2.14) (y de
forma anéloga se define c¢g). Por un lado, para obtener la cota inferior usamos
que ¢ g > [[VAi/Bj|I> > (¥|\/A;Bj\/A;|¥) para todo 4, j y estado puro |¥).
Luego, sumamos sobre j, consideramos la relaciéon de completitud del POVM
B, y tomamos el méaximo sobre |¥) y sobre i para obtener: Npc? 5 > ¢&.
Intercambiando A; por B; en la definicién del solapamiento, llegamos a una
desigualdad anéloga: N, Aca, B> 023. Obtenemos la cota inferior considerando la
mayor de estas cotas. Por otro lado, la cota superior en (2.23) es consecuencia
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de la propiedad submultiplicativa de la norma del operador y de la definiciones

de ca y es: |[VAi/Bjll < [IVAllW/Bjll < cacs, para todo 4, j.

2.3.1| Proyectores y estados puros

Con el fin de demostrar las Proposiciones de la Seccién anterior, en primer
lugar vamos a relajar la condicién de no degeneracién de los espectros de los
observables que supusimos en (2.1)—(2.4) para obtener LPI. De esta manera,
obtenemos nuestra primera generalizacion, que formalizamos en el siguiente
Lema:

Lema 2.1. Sean P = {Pl}fi”l y Q= {Qj};yfl dos conjuntos de proyectores
actuando sobre un espacio de Hilbert H de dimension finita N. Entonces, para
cualquier estado puro |U) € H se tiene la siguiente relacion

Us (P;[0)(W]) +Us (Q:[9)(P]) > f(cp o), (2.24)

donde
cp,o = max 125l (2.25)

es el solapamiento entre los conjuntos de proyectores.

Demostraciéon Dado un estado puro |¥), consideramos los proyectores tales
que ||P|¥)|| #0y [|Q;]¥)|| # 0, y definimos los estados puros normalizados:
P W) Q;|%)

=T Y T e (2.26)

Entonces, tenemos que

(| P;|w)?

ey = (R Y (e =(iQ,e) (227)

[(Plei)]* =

dado que P? = P; y Q} = Q; por ser proyectores.

Por un lado, tenemos que la desigualdad triangular verificada por la métrica
dy (2.5) aplicada a [1;), |¢;) v |¥) conduce a:

(P PQ; ) ?
||Pi|‘1’>||2||Qj|\If>||2> ) (2.28)

F(UIP0) + F(0Q,9)) > f (

valida para cualquier par de indices i, j.
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Por otro lado, notamos que

[(W[V/Pin/Pr/Qi/Qi1 W) (2.29)
VBV Pr/Qiv/ Qi )l (2.30)
VP V@) 1V Pi/Q5 (2.31)

donde la primera desigualdad se deduce de la desigualdad de Cauchy—Schwartz
y la segunda de la definicién de la norma de un operador.

(P[P:Q;]W)|

IN A

X smax

Luego, eligiendo los indices ™2*, j asociados a las probabilidades maximas
(U] Pimax | V) = max; (V| P;|¥) y (¥]|Q max|¥) = max;(V|Q;|¥), junto con la
definicién de Uy (2.6), obtenemos

Uy (P 0) () + U510 = f (max|VPVRIF). (232

Concluimos la demostracién, notando que en (2.29)—(2.31) podemos inter-
cambiar los roles entre P; y ;. Realizando esto se llega a una desigualdad
similar a (2.32), en donde la cota inferior es igual a f (max;; [|\/Q;vVF;|?).
Ambas cotas coinciden dado que los operadores v'P; y \/Qj son hermiticos
y que ||O]| = ||OT|| para cualquier operador linear y acotado actuando sobre
H [RS80]. Por tltimo, obtenemos el solapamiento (2.25) usando que /P; = P;

y /Qj = Qj, por ser proyectores.
|

Observamos que los conjuntos P y Q no necesariamente tienen que estar
formados por proyectores ortogonales entre si, ni satisfacer la relaciéon de
completitud; es decir, la desigualdad (2.24) aplica més alld de la descripcién
de los observables por medio de medidas proyectivas.

2.3.2 [ Operadores positivos y estados puros

Damos aqui una segunda generalizacién, considerando el caso de dos conjuntos
de operadores positivos, no necesariamente proyectores.

Lema 2.2. Sean A = {Ai}fifi yB= {Bj}j-vfl dos conjuntos de operadores po-
sitivos actuando sobre un espacio de Hilbert H de dimension finita N. Entonces,
para cualquier estado puro |¥) € H se tiene la siguiente relacion

Up (A [0)(T]) + Uy (B [)(T]) > f (ciy ) (2.33)
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donde

cas = max |[v/4iy/Bj| (231

es el solapamiento entre los conjuntos de operadores positivos.

Demostraciéon Consideremos el estado puro |®) = |¥) & 0 ® 0 que pertenece
al espacio de Hilbert extendido por medio de la suma directa H @ H>"™ @ HA™,
y sean los proyectores P; y @; de la forma [MI07]:

Ai \/Ai(I—Ai) 0

P = AI—4) I-4 0| vy (2.35)
0 0 0
B; 0 /B;(I-B))

Q; = 0 0 0 . (2.36)

B,(I-B;) 0 I-B,

Es fécil ver que P} = P; para cada i y que QF = Q; para cada j (aunque no
necesariamente se cumple que PPy = §,#P; 6 Q;Q; = ;;7Q;).

Usando que

@|PJ®) = (W]4]w), (2:37)

(@1Q;[0) = (V|B,[w) y (2:33)
(BPQIB  [(WABY) 2.39)
[PIolQ@ —  VAIYE)]

la desigualdad (2.28) aplicada a los operadores P;,Q; y al estado |®),
suponiendo (®|P;|®) # 0 # (P|Q,|P), da

VA2 1/B; )12

Ahora, siguiendo un razonamiento similar al de (2.29)- (2.31), llegamos a que

f(<‘If|Ai|‘I’>)+f(<\1’BjI‘I’>)Zf( (W14 ;| &) ) (2.40)

(¥ A B;|¥)| H
< ||V Ai\/Bjl|| . (2.41)
VA /B; 19| ’
La prueba finaliza de manera similiar a la demostraciéon del Lema 2.1.
|

Observamos que si los conjuntos A y B satisfacen la relacion de completitud,
entonces el Lema 2.2 aplica para POVM.
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2.3.3| Operadores positivos y estados mixtos

Ahora estamos en condiciones de probar la Proposicién 2.1.

Consideremos el estado descripto por la matriz densidad p € L(H) y sea
{IH}HY, la base ortonormal de H que diagonaliza a p, de modo que podemos
expresar la matriz densidad de la forma

p=3 wilt)(, (2.42)
=1

con 0 < w; <1 para cada [, y Zfil w; = 1. Por otro lado, sea |®’) una
purificacion de p, de forma tal que el estado puro pertenece a un espacio
de Hilbert extendido dado por el producto H ® H*™, y se escribe como
(descomposicién de Schmidt):

=S i o ), (2.43)

=1

donde {|I1#™)}¥ | es una base ortonormal de H*"™ (hemos supuesto, sin pérdida
de generalidad, que H*" es de dimensién igual a N). Por construccién, p se
recupera realizando la traza parcial sobre los grados de libertad auxiliares, es
decir,

Traux (|9 Zwlﬂ (2.44)

Ahora consideremos las siguientes identidades entre operadores que actiian
sobre el espacio extendido H ® H*"™* y operadores que actian sobre H:

(2']4; ® I|2') Tr (Aip) (2.45)
(¢|B; @ I|1®) = Tr(B;p), (2.46)

|(Vas1) (vEeT)| = |(Vaier) (vBie 1)
|(VaivE) o1
VA VB (2.47)

Finalmente, evaluando la desigualdad (2.33) en A; ® I, B; ® I y |®’) y usando
las identidades (2.45)—(2.47), obtenemos

Up(A; p) +Us (B p) > f(cE ), (2.48)
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lo que concluye la demostracion de la Proposicion 2.1, valida en general para
POVM y estados mixtos.

2.3.4| Desigualdad maés restrictiva

Ahora vamos a demostrar la Proposicién 2.2.

En primer lugar, recordemos que para la funcién arccos+/z asociada a la
métrica de Wootters tenemos que

hZ:B(x) = (CA,B\/J? +4/1— Ci\ﬁmf . (2.49)
Realizando el cambio de variables
caB = COSY (2.50)
r = cos’0 con 60¢€]0,9] (2.51)
reescribimos (2.49) como
hzv(cos2 6) = cos?(y — 0). (2.52)

En segundo lugar, fijamos una funcién f decreciente y suponemos que existe
un 65 € [0,7] de modo que

iLZ;((tos,2 0f) < hzv(cos2 0f) = cos?(y — 0y). (2.53)

De esta manera, tenemos que la desigualdad (2.7) definida a partir de esta
eleccion de la funcién f es mas restricitva que la desigualdad definida a partir
de la funcién arccos /z asociada a la métrica de Wootters.

En tercer lugar, tenemos que a partir de la definicion de h£ y del decreciemiento
de f, la desigualdad (2.53) se reescribe como

f(cos2 0f)+ f(cosz(’y —0f)) < f(cos2 7). (2.54)

Por ultimo, consideramos |¢1) y |¥) dos estados ortonormales de H, y los
estados puros

|¢) = cosb¢|ir) +sinbs|¥) (2.55)
|¥2) cosy[¢h1) + siny| W), (2.56)
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de modo que

[{$lun)]* = cos® Oy (2.57)
[(ol2)]* = cos®(v —bf) (2.58)
[{faltn)|* = cos®r. (2.59)
Por lo tanto, llegamos a que
FUBl) ) + F([Dl2)1?) < F(I(aln)?), (2.60)

es decir, para esta funcién f, tenemos que d¢(|®), |¥)) = f(|(®|¥)|?) no es una
métrica ya que no satisface la desigualdad triangular.

Luego, no es existe una funcién f que verifique (2.53), y al mismo tiempo, que
defina una métrica.

En conclusién, tenemos que de la familia de desigualdades (2.7) la métrica de
Wootters conduce a la desigualdad mas restrictiva, con lo que finalizamos la
demostracién de la Proposicién 2.2.

Resultados numéricos

En esta Seccion ilustramos con algunas simulaciones el alcance de la Proposi-
ci6n 2.1 (y los Corolarios).

En primer lugar, consideramos el caso de observables A y B con espectro discreto
y no degenerado actuando en un espacio de Hilbert de dimensién N = 3. En
las Figs. 2.3.(a)—(c), graficamos la suma de incertezas Us(A™; p") +Us(B™; p™)
para el par de observables m—ésimo y la n—ésima matriz densidad en funcién
del solapamiento ¢ y comparamos con la cota f(c?) para: (a) la métrica de
Wootters f(x) = arccos v/, (b) la métrica de Bures f(z) = /2(1 — V), y (¢)
la métrica rafz de la infidelidad f(z) = /1 — x. Estas figuras ilustran que, en
este caso, las cotas son 6ptimas, en el sentido de que se alcanzan las mismas en
un rango amplio del solapamiento, independientemente de la funcién f.

No obstante, como ya hemos mostrado, no todas las funciones f restringen de la
misma manera los valores de las probabilidades méximas. Ilustramos esto en la
Figs. 2.4.(a)~(c), donde graficamos los puntos (Pa;,n, Pp;,») fijando tres pares
de observables con diferente solpamiento c. Comparamos los puntos generados
con la regién definida en (2.22) (observar que, en este caso, cy =cg =1y
caB = c). Como era de esperar por la Proposicién 2.2, vemos que la métrica
de Wootters da la regiéon maés restringida. Ademads, estos ejemplos sugieren



2.4. Resultados numéricos 29

(a) (b) (c)
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Figura 2.3: Caso de observables con espectro discreto y no degenerado actuando sobre
un espacio de Hilbert de dimensién N = 3. Suma de incertezas Uy (A™; p')+Us (B™; p')
(puntos negros) y cotas f(c?) (lineas sélidas en colores) versus el solapamiento c,
para cada par A™, B™ y para cada estado pl, generados aleatoriamente, con: (a)

f(x) = arccos /z (Wootters), (b) f(z) = 1/2(1 — /z) (Bures), y (c) f(z) =+v1—=x
(raiz de la infidelidad).

que, en el caso de observables con espectro discreto y no degenerado, la regién
inducida por la métrica de Wootters (2.22) es éptima, en el sentido de que los
conjuntos DY y D(A, B) = {(Pa.p, Pg.,) Vp € L (H)} coinciden. No obstante,
resta probar formalmente esta conjetura.

(a) (b)

Pip

Py,

Py,

MH
.

Py

Figura 2.4: Plano Pa;,—Pp;, para el caso de observables con espectro discreto y
no degenerado actuando sobre un espacio de Hilbert de dimensién N = 3. Puntos
(Pa;pn, PB;pn) para estados p™ generados aleatoriamentes tomando un par de observ-
ables fijos con solapamiento igual a: (a) ¢ = 0.61, (b) ¢ =0.74 y (c) ¢ = 0.90. Se
indica también la regién dada por el Corolario 2.3 (regién delimitada por la curva

cerrada azul) y se grafican las curvas Pp,, = hl (Pa,,) para f(z) = v/2(1 — /)
(linea roja punteada) y f(z) = v/1 — z (linea verde punteada).

Por otro lado, en la Fig. 2.5 graficamos los puntos (Py.,n, Pg.pn) del plano
P4, Pg., generados aleatoriamente, yendo més alld del caso no degenerado.
En particular, consideramos N =3, Ny =4y Ng =5. En las Fig. 2.5.(a) y
(b), consideramos que cg > hg‘jw (cil), por el contrario, en las Fig. 2.5.(c) y (d),

fijamos ¢ < hZZ\,B (0?4), de esta manera, mostramos las dos situaciones para

las cuales el Corolario 2.3 da la regién DV o bien la regién [N—lA, ci} X [ﬁv c2 } ,

respectivamente. Ademéds, hemos considerados la misma terna de solapamientos
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c en las Figs. 2.5.(a) y (b) (y el mismo ¢ en las Figs. 2.5.(c) y (d)), es por
ello que el Corolario da las mismas regiones. No obstante, los pares de POVM
generados aleatoriamente son diferentes. A partir de estos ejemplos observamos
que la regién a la cual pertenecen los puntos (Pg4;,, Ps;») no depende sélo de
los solapamientos, sino que depende del par de POVM en si. Esto nos permite
clasificar entre dos tipos de regiones 6ptimas:

o (A, B)-6ptima: Dopi(A, B) = {(Pap, Paip) Vp € L(H)}, es decir, dado
los POVM A y B, es la regién formado por todos los puntos (Py.,, Ps;p)-

e c—6ptima: De_opt = U(A B)e Dopt (A, B), es decir, la unién de todas las
regiones (A, B)-6ptimas que tienen la misma terna de solapamientos.

En general, estas regiones no coinciden. Maés atn, los ejemplos muestran que las
regiones del Corolario 2.3 no son (A, B)-6ptimas. La pregunta: ;las regiones
del Corolario 2.3 son c—6ptimas? queda sin responder, pero los ejemplos
considerados permiten aventurar una respuesta afirmativa.

(b) (c) (d)

04 06 08 1 04 06 08 1 04 06 08 1 04 06 08 1
Pap Payp Payp Payp

Figura 2.5: Plano Pg,,—P5;, para distintos pares de POVM Ay B, con N = 3,
N4 =4, Ng = 5. Los puntos corresponden a los pares (Pa;,n, Pg;pn) para estados
p" generados aleatoriamentes. Las regiones del Corolario 2.3 estdn indicadas (regién
delimitada por la curva cerrada negra), siendo ¢ = (ca,cB, ca,8) igual a: (a) y (b)
(0.92, 0.95, 0.60), y (c) y (d) (0.84, 0.86, 0.84).
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“You should call it entropy, for two reasons. In the first place your uncer-
tainty function has been used in statistical mechanics under that name, so
it already has a name. In the second place, and more important, nobody
knows what entropy really is, so in a debate you will always have the advantage.”

John von Neumann a Claude E Shannon
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Entropias generalizadas

En este Capitulo estamos interesados en formulaciones cuantitativas del princi-
pio de incerteza, por medio del uso de cantidades provenientes de la teoria de la
informacién [Shad8, CT12]. Especificamente, como medida de incerteza asoci-
ada a un vector de probabilidad p € Py = {[p1 --- pn] € [0; 1], 3, pi = 1},
proponemos el uso de (f, \)-entropias generalizadas de la forma

_ (plR) f@ pﬁ)

Fxlpl = -\ — 1 (3.1)

siendo A un pardmetro mayor o igual que cero, al que denominamos indice
entrépico, || - ||x representa la (pseudo) A-norma de un vector, y la funcién f*
es tal que:

(i) su forma funcional es independiente del indice entrépico A,

(ii) f es continua, estrictamente creciente en R y, sin pérdida de generalidad,
consideramos que f(1) =0,

(iii) f es derivable en R} y, sin pérdida de generalidad, consideramos que
£ =1

Como consecuencia de estas condiciones, el caso limite A — 1 estd bien definido
y conduce a la entropia de Shannon [Sha48]:

Filp] = H[p] = —Zpi In p;. (3.2)

En este sentido decimos que F) generaliza la nocién de entropia de Shannon,
siendo el indice entrépico un parametro que caracteriza el “peso relativo” de
las probabilidades de los distintos eventos en la suma ), pf‘. Para A < 1, la
contribucién de las diferentes componentes del vector p en la suma tienden a
uniformizarse respecto del caso A = 1. Por el contrario, para A > 1, se acentia
la contribucién en la suma de las componentes de mayor valor. Por ejemplo,
los casos extremos A = 0 y A — oo dan cuenta de este comportamiento. El
primero corresponde a la (f,0)-entropia generalizada, siendo Fy[p] simplemente
una funcién del nimero de componentes no nulas del vector p; mientras que el

La funcién generadora de la entropia, f, no debe confundirse con la funcién que define la
métrica en (2.5).
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segundo corresponde a la (f, co)-entropia generalizada, donde F[p] depende
solo del méaximo elemento del vector de probabilidad.

Ademés, observamos que F\ satisface las propiedades (usuales) de una entropia
informacional, a saber:

(i)

(i)

(iii)

(vi)

Fy\[p] es una funcién Schur-céncava respecto de p, es decir, si p es ma-
yorizado por ¢, lo que denotamos como p < ¢° , entonces, Fi[p] > F\[q].
Esta propiedad es consecuencia de la Schur-convexidad (resp. concavi-
dad) de p — |[p||} para A > 1 (resp. A < 1; ver por ejemplo [MOT9,
Cap. 3, Prop. C.1]), y del hecho de que f es creciente. En el caso
limite A — 1, la entropia de Shannon es sabido que es Schur-céncava
[MO79, Cap. 3, Prop. C.1].

Fy\[p] > 0 V p € Pn, con la igualdad si y sélo si p; = 0, para algin k,
es decir, la entropia es una cantidad positiva salvo que se tenga certeza
respecto del resultado. Esto se puede probar directamente haciendo uso
de la Schur-concavidad de Fy, dado que p<[1 0 --- 0]* para todo
p € Py, junto con f(1) =0.

Filp] < 55 f(N'7*) V p € Py, con la igualdad si y sélo si el vector
de probabilidad es uniforme, p; = % para todo i, es decir, la incerteza
es maxima cuando todos los eventos tienen la misma probabilidad de
ocurrencia. De nuevo, esta propiedad se puede ver como una consecuencia
directa de la Schur-concavidad de F, dado que [% e %]t < p para

todo p € Py. En el caso limite A — 1, la entropia maxima vale In N.

F\[p| es una funcién céncava de p para A € [0;1] si f es coéncava. Esto se
debe a que p — ||p||3 para A < 1 es céncavo, al hecho de que la composicién
de funciones concavas preserva la concavidad, y a la positividad de
1 — X; en el caso limite A — 1, la entropia de Shannon es sabido que es
céncava [CT12].

Fy\[p] es una funcién céncava de p para A € (1;+00) si f es convexa.
Esto se debe a la convexidad de p — |[p|3 para A > 1, al hecho de
que la composicién de funciones convexas preserva la convexidad, y a la
negatividad de 1 — A.

Fy\[p] decrece con el indice entrépico A para p fijo.

Por motivos histéricos, dos casos de particular interés corresponden a las
funciones f tales que se obtiene la entropia de Rényi o la entropia de Tsallis:

2p < q significa que dados p y g con sus componentes ordenadas en forma decreciente, se
. N N
tiene que E Z.ilpi < E Zlqi, paratodom=1,...,N -1,y g e Pi = E i Qi
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e Para f(z) = Inx, la entropfa generalizada (3.1) corresponde a la entropia
de Rényi de indice \ [R61]:

N
1 A
Ralp] = — In (;lpz-) : (3.3)
La entropia de Rényi es concava en p para A € [0;1]; ademds, puede

demostrarse que existe un indice N-dependiente A.(N) mayor que 1,
hasta el cual la concavidad se mantiene [BZ06, pag. 57].

e Para f(x) = z—1, la entropia generalizada (3.1) corresponde a la llamada
entropia de Tsallis de indice A [HC67, Dar70, Tsa88|:
N
1=>
1

Sy[p] = — =L

=L (3.4)

La entropia de Tsallis, a diferencia de la de Rényi, es céncava en p para
cualquier valor del indice entrépico.

Adelantamos que el hecho de haber introducido la (f, A)-entropia nos va a
permitir trabajar dentro del mismo marco y al mismo tiempo con los casos
particulares de Shannon, Rényi y Tsallis.

Finalmente, observamos que dadas dos entropias generalizadas F y G, de la
forma (3.1) generadas a partir del mismo indice entrdpico pero con funciones f
y g diferentes, existe una correspondencia uno a uno entre ambas,

1 _
Galp] :mgof (=N Fx[p) (3.5)
para cada A. Por ejemplo, las correspondencias uno a uno entre las entropias
de Rényi (3.3) y de Tsallis (3.4) son

S\ = l—exp()(\li—l)\)R,\[p])’ (3.6)

Rl = (1 (- NS (3.7)

Formulacion del problema y estado del arte

Consideremos dos POVM A y B que actian sobre un espacio de Hilbert H
de dimensién finita N. Sean p(A;p) y p(B; p) vectores de probabilidad cuyas
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componentes tienen la forma (1.5), asociados a las estadisticas de los POVM
para un sistema cudntico descripto por la matriz densidad p € £ (H).

Una relacion de incerteza tipo entrépica es una desigualdad de la forma

Folp(A; p)] 4 Fplp(B; p)] > Ca ;5 (A, B) (3-8)

para una dada funcién f y un par de indices entrépicos (o, ) € Ry2, donde
la cota es no trivial (positiva) e independiente del estado del sistema. Por lo
tanto, la desiguldad (3.8) es de la forma (1.1) discutida en la Introduccién.

El objetivo ultimo es encontrar la cota éptima que, por definicién, es
Ca.pif (A, B) = min (Falp(A, p)] + Fslp(B,p)]) = Capis(A.B).  (3.9)

Este problema de optimizacién es, en una situacién general, muy dificil de
resolver. Por este motivo, en este Capitulo nos enfocaremos en encontrar cotas
que dependen de la terna de solapamientos:

ca = m?XH\/AiH
c=(ca,cB,ca8) con cB = mj’C.LXH\/Bj” (3.10)

cap = max IV/Ai /B

En el caso de que los observables sean de espectro discreto y no degenerado,
la cota 6ptima (3.9) depende de la matriz unitaria T, cuyos elementos vienen
dados por

Tji = (bjlas), (3.11)

con {la;)}Y, v {Ibj)}i_, bases de autoestados de los observables A y B,
respectivamente. El maximo de los médulo de los elementos de la matriz T
corresponde al solapamiento ¢ entre las bases:

1
c¢=max |T;;| = max |[(bjla;)| € |—,1]. 3.12
o T3] = mx (e € | =1 3.12)
Denominamos cota c-6ptima aquella para la cual se tiene
Coprn(c) = min Co5¢(T), 3.13
() = i G () (3.13)

donde U(N) es el conjunto de matrices unitarias de N x N. Encontrar cotas
c-6ptimas es, como veremos, un problema no trivial.

Con el propésito de una comparacion ulterior, vamos a revisar las formulaciones
entrépicas mas relevantes de la literatura, clasificindolas de acuerdo a la
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funcién f y al par de indices entrépicos (o, 8) que generan la entropia (3.1).
Introducimos las siguientes regiones en el plano a-f de indices entropicos:

R = {(a,B) € (3i400)?: = 2;_1}

R=[04] xRy U{(@p)eR?:a>1 g<z25) (3.14)

R={(@per}t:a>} 6> 52

a las cuales denominamos curva de conjugacion y regiones por debajo y por
encima de la curva de conjugacién, respectivamente (ver Fig. 3.1). Llamamos
par de indices conjugados al que pertenece a la curva de conjugacién.

NIF

Figura 3.1: Regiones (3.14) en el plano a-8 de indices entrépicos: curva de conju-
gacién R, rama positiva de la hipérbola i + % = 1, (linea azul), y regiones por
debajo R (regién azul oscuro) y por encima R (regién azul claro) de la curva de
conjugacién. Se indican en particular los puntos (o, 8) = (%, %) ,(L,1,)y (2,2) que
son relevantes en la literatura para el caso del qubit.

Resumimos los resultados principales de la literatura con los cuales vamos a
comparar:

e Entropia de Shannon: (a, 8) = (1,1)
o Cota de Deutsch (D) [Deu83]:

CP(c) = —2In (1 ; C) . (3.15)

¢ Cota de Maassen y Uffink (MU) [MUS8S|:

CMY(c) = —2Inec. (3.16)
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o Cota de de Vicente y Sanchez-Ruiz (VS) [dVSRO08]:

—2lne 0<e< 4
cVi(c) = Hi(c) = <ec<e (3.17)

con Hi(c), F(c) y c¢* definidos en (1.24), (1.23) y (1.27), respecti-
vamente.

e Entropia de Rényi (f = In):

o Para (a,8) € R, vale la cota CMU(c). Recientemente Raste-
gin extendié este resultado para el caso de estados mixtos y
POVM [Ras10,Ras12]. Estos trabajos estdn principalmente basa-
dos en el teorema de Riesz—Thorin que impone que lo indices
sean conjugados. La cota CMU(c) no es 6ptima salvo para ¢ =

Tlﬁ [BB06, ZPVO03].

o Para (o, B) € R, la cota CMY(c) es valida. Esto se debe al decrec-
imiento de la entropia de Rényi con el indice entrépico. Nuevamente,
s6lo para ¢ = ﬁ la cota es 6ptima [BB06,ZPVO08].

o Para (o, ) € R, la cota CP(c) es valida. Esto se deduce del trabajo
de Maassen y Uffink [MUS88] junto con el decrecimiento de la entropia
versus el indice entrépico. Notar que la cota de Deutsch es, de hecho,
valida en todo el primer cuadrante del plano a-f3, aunque claramente
no es c-6ptima.

o Para 8 = a, Puchata, Rudnicki y Zyczkowski (PRZ) [PRZ13] recien-
temente obtuvieron una series de N —1 cotas que dependen de la ma-
triz unitaria T, acotando el producto de Kronecker® p(A, ¥)@p(B, ¥)
usando la teoria de mayorizacién. Denotamos por

CPRZ () (3.18)

a;ln

a la mejor de todas las cotas, la cual no es éptima, aunque mejora
las anteriores en muchas situaciones. La cota mas débil de esta serie
depende exclusivamente del solapamiento y se expresa como

CERZ () = 1ialn ((1;c>2a+ (1 - (1;“)2)&) . (3.19)

aunque no es c-6ptima. Friedland et al. [FGG13] extendieron este
trabajo al caso de POVM y estados mixtos, como asi también

oy -

Nl ®@1 - an]' = @ - pigy - pNnan]t
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consideraron la situacién de més de dos observables.
e Entropia de Tsallis (f =id — 1):

¢ Para (a, 8) € R, disponemos de la cota de Rastegin [Rasll,Ras12,

Ras13]:
] R 1— C2()\71)
Capria—1(c) = a1 (3.20)

con A = max{a, 5}.

o Para (o, 8) € R, la cota Cgﬁ;id_l(c) es valida. Esto se debe a que
la entropia de Tsallis decrece con el indice entrépico.

Ademds, algunas de las cotas anteriores también son validas para el caso de
(f, A)-entropias generales:

e (f, \)-entropia generalizada:

o Para (o, 8) € RUR, con la condicién adicional de que xf'(x) sea
creciente, se tiene la cota de Rastegin extendida:

2(A—1)
Cl 4. 5(c) = % (3.21)

con \ = max{a, 3}, siendo casos particulares la cota CMY si se fija
f(z) =Inz, y la cota Cgﬁ;id_l(c) si se fija f(z) =2 — 1.

o Para 8 = «a, vale la cota de PRZ extendida, denotada por
CLRA(T). (3.22)

O Para a > 1, esto es consecuencia de la Schur-concavidad de
F), que junto con el Colorario 2 de [PRZ13] permite encontrar
una cota inferior a F,[p(4,p) ® p(B, p)] que depende de T.
Ademss, si f(z) + f(y) < f(zy) para (z,y) € [0,1]?, entonces
Falp(A, p)] + Falp(B, p)] = Falp(4, p) @ p(B, p)] (las entropias
de Rényi y de Tsallis con indice entrépico mayor o igual que 1
cumplen con este requisito).

O Para a <1 se debe, nuevamente, a la Schur-concavidad de Fl,
que junto con el Colorario 2 de [PRZ13] permite encontrar una
cota inferior a F,[p(4, p) @ p(B, p)] que depende de T. Ahora,
si f(x) + f(y) > f(zy) para z,y > 1, se tiene F,[p(A,p)] +
F,[p(B,p)] > Fulp(A,p) @ p(B,p)]. Un caso particular es la
entropia de Rényi con indice entrépico menor que 1 (la entropia
de Tsallis no satisface, en este caso, la condicién).

En lo que sigue del Capitulo, exponemos nuestras contribuciones al tema.
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Caso N—dimensional

3.3.1 | Cota a la suma de entropias generalizadas

En esta Seccién nos enfocamos en obtener una cota inferior a la suma de
entropias generalizadas para un par de observables arbitrarios actuando sobre
un espacio de Hilbert de dimensién finita.

La metodologia propuesta sigue el mismo espiritu que el de Maassen y Uffink
para obtener la cota de Deutsch (ver (1.20)) y, principalmente, que el de de
Vicente y Sanchez-Ruiz [dVSR08, BPPZ11] para obtener la cota inferior (3.17)
a la suma de entropfas de Shannon. Especificamente, resolvemos [ZBP14] el
problema de minimizacién de la suma de entropias generalizadas, sujeta a la
desigualdad de Landau y Pollak.

A continuacién damos el resultado principal de esta Seccién:

Proposicién 3.1. Sean A = {A;}N4 y B = {B; }jvfl dos POVM actuando so-
bre un espacio de Hilbert de dimension finita N. Entonces, para cualquier estado
descripto por la matriz densidad p € L (H), se tiene la siguiente desigualdad:

Falp(A, p)] + F3[p(B, p)] = Cap:5(c), (3.23)

con ¢ = (ca,cB,caB) la terna de solapamientos, y la cota Cq g f(c) dada por

{Zaia)) | f(Df_(gB)) YaB < YA+ B

wn (122000, Bora020)

>
1 —a -3 > YAB > YA+ VB,

(3.24)

0€(va , va,8—78]
siendo los dngulos
YA,B = arccosc4,pB, YA = arccoscy, YB = arccosca,

y la funcion

_ 1 2 g\ A . 1 2 A
Di(0) = LOSQHJ (cos®6)” + (1 L}OSQGJ cos 9) ,

con | - | la parte entera inferior.
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Demostraciéon Ver Apéndice B.1.1.

Observamos los siguientes puntos a partir de la Proposicién 3.1:
e La cota Cq p;r(c) no depende explicitamente ni de N, ni deN4 o Np.

e El resultado obtenido por de Vicente y Sédnchez-Ruiz [dVSRO8] es exten-
dido aqui a (f, A)-entropias generalizadas, recuperédndolo en el caso limite
(o, B) — (1,1). Més atin, nuestro resultado aplica para POVM vy estados
mixtos.

e Para la entropia de Tsallis y con 8 = «, resulta
Sa[p(A, p)] + Salp(B, p)] + (1 = @)Salp(A, p)]Salp(B, p)] =

1 —exp ((1 — a)Ca,aim(ca,B))
a—1

(3.25)

que mejora y generaliza el resultado obtenido en [PP96].

En lo que sigue de esta Seccidon consideramos observables con espectro no
degenerado. En este caso tenemos Ny = Ng = N, cqy =cg=1ycap =
c. Luego, la cota (3.24) obtenida en la Proposicién 3.1 depende sélo del
solapamiento entre las bases de autoestados, y se reduce a

f(Pa(0) | f(Ds(y—=0))
1-a * f—ﬁ )’

Ca,p;f(c) = min ( (3.26)

0€(0;7]

siendo v = arccos ¢ fijo, con ¢ € [O, ﬁ} Observamos que esta cota no es, en
general, c-6ptima. Esto se debe a que el método propuesto, en un primer paso,
trata separadamente las estadisticas de los observables; mientras que, recién en
un segundo paso, se tienen en cuenta las estadisticas de forma simultanea por
medio de la desigualdad de Landau y Pollak. Sin embargo, para ciertos valores
del solapamiento la cota si resulta c-6ptima:

Corolario 3.1. Para c > % y N =23 N >4, la cota (3.26) es c-dptima.

Demostraciéon Ver Apéndice B.1.2.
|

La relevancia de este Corolario se reside en que, en este rango del solapamiento,
la cota (3.26) coincide con la del qubit (3.33), por lo tanto, nuestra cota mejora
todas las demés que dependen del solapamiento ¢, tales como las cotas de
Maassen y Uffink CMY(¢) [MUS8S] y la de Rastegin Cf 5. ;(c) [Ras10, Rasl1,
Rasl12,Ras13]. La validez o no de este Corolario para el caso N = 3 queda ain
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por probar, aunque tenemos resultados numéricos que nos aventuran a dar una
respuesta afirmativa (ver Apéndice B.1.2). Por otro lado, lo que si podemos
asegurar es: para ¢ > % y N >2,

Capin(c) > CMY y  Capiplc) > Ciﬂ;f(c)'
Esto es consecuencia del Corolario 3.1 y de que las cotas CMY(c) y Cclzﬁ;f(c)
no dependen de N (dimensién del espacio de Hilbert).

Ahora, si en particular fijamos la funcién f(xz) = Inx (entropia de Rényi),
entonces tenemos los siguientes Corolarios.

Corolario 3.2. Para f(x) =Inz (entropia de Rényi), la cota (3.26) es mayor
que la de Deutsch:

Capinle)  €2(c) = =21 (135). (3.27)

Demostracién Ver Apéndice B.1.3.
|

Este resultado es particularmente interesante por sobre la curva de conjugacion,
(o, B) € R, ya que en esta region CP(c) es, segiin nuestro conocimiento, la tinica
cota inferior a la suma de entropias de Rényi que depende del solapamiento ¢ y
que tiene una expresién analitica.

Por debajo de la curva de conjugacién (o, f) € R, la suma de entropias de
1
727
de la Proposicién 3.1 mejoramos esta cota. Sin embargo, para ¢ < —= no

Rényi est4 acotada inferiormente por CMY(c). Para ¢ > como consecuencia

siempre logramos una mejora. De hecho, tenemos que:

Corolario 3.3. En el rango ¢ < 3, para f(z) = Inz (entropia de Rényi) e
indices entropicos (o, B) € R, la cota (3.26) es menor que la de Maassen-Uffink:

Copn(c) <CMY(c) = —2Ine. (3.28)

Demostracién Ver Apéndice B.1.4.
|

Para (a, 8) € R y en este rango del solapamiento, la cota de Maassen y Uffink
resulta, segiin nuestro conocimiento, la mejor de entre todas las cotas de la
literatura que dependen del solapamiento c.
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3.3.2 Comparacién con otras cotas

En la Subseccion precedente establecimos nuestros resultados analiticos, cuyas
demostraciones figuran en el Apéndice B. En esta parte mostramos, a modo de
ejemplo, algunos resultados numéricos, lo que nos sirve ademds para comparar
con resultados de la literartura en el caso de observables con espectro no
degenerado.

| 3.3.2.1 | Cotas de Maassen-Uffink y de Rastegin en R|JR

Comparamos nuestra cota (3.26) con la de Maassen y Uffink (3.16), y con la
de Rastegin (3.20) para indices entrépicos en la curva de conjugacién y en la
region por debajo de ella.

Por un lado, consideramos el caso de entropia de Rényi fijando f(z) = Inz.
Calculamos la diferencia relativa entre nuestra cota y la de Maassen—Uffink:

Capin(c) —CMY(c)
Capm(c) '
para (a, 8) € R|JR. En las Figs. 3.2.(a)—(d) graficamos mapas de nivel de

la diferencia relativa (3.29) en el plano a—f, para valores caracteristicos del
solapamiento ¢. En general, tenemos que:

(3.29)

e Para 0 < ¢ < 1 (mostramos el caso ¢ = 0.5 en la Fig. 3.2.(a)), la diferencia
relativa (3.29) es negativa o cero, en consecuencia nuestra cota no mejora

la de MU (Corolario 3.3).

e Para i <c < % (mostramos el caso ¢ = 0.706 en la Fig. 3.2.(b)), la
diferencia relativa (3.29) es positiva o negativa, en consecuencia nuestra
cota mejora la de MU en algunas regiones del plano a—_.

e Para % < ¢ < 1 (mostramos los casos ¢ = 0.708 y 0.9 en las Figs. 3.2.(c)
y (d), respectivamente), la diferencia relativa (3.29) es positiva, en conse-
cuencia nuestra cota mejora la de MU (Corolario 3.1); la mejora crece
significativamente con el solapamiento.

Por otro lado, consideramos el caso de entropia de Tsallis fijando f(x) =z — 1.
Calculamos la diferencia relativa entre nuestra cota y la de Rastegin:

Ca,Brid—1(c) — Clﬁﬁ;idfl(c)
Ca.psid—1(c)

, (3.30)
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para (a,3) € RIUR. En las Figs. 3.3.(a)—(d) graficamos los mapas de nivel
de la diferencia relativa (3.30) en el plano a—@, para valores caracteristicos del
solapamiento c¢. En general, tenemos que:

e Para0 <c < % (mostramos los casos ¢ = 0.5 y 0.706 en las Figs. 3.3.(a)
y (b), respectivamente), la diferencia relativa (3.30) es positiva o negativa,
en consecuencia nuestra cota mejora la de Rastegin en algunas regiones
del plano a—f. Remarcamos que, a diferencia del caso de Rényi, logramos
una mejora ain para ¢ < %

e Para % < ¢ < 1 (mostramos los casos ¢ = 0.708 y 0.9 en las Figs. 3.3.(c)
y (d), respectivamente), la diferencia relativa (3.30) es positiva, en con-
secuencia nuestra cota mejora la de Rastegin (Corolario 3.1); la mejora
crece significativamente con el solapamiento.

| 3.3.2.2 | Cotas para matrices de permutacion y f = «

Consideramos uno de los ejemplos estudiados en [PRZ13]. Especificamente,
evaluamos nuestra cota para pares de observables tales que la matriz T tiene
la forma de una potencia de una matriz de permutacién de 3 x 3:

S

010
T(s)=10 0 1|, (3.31)
100

para s € [0, %] . Observamos que el solapamiento depende del exponente:
¢ = ¢(s) . Calculamos las cotas para indices entrépicos iguales 8 = a.

Por un lado, consideramos el caso de entropia de Rényi fijando f(z) = Inz.
En las Figs. 3.4.(a) y (b) graficamos las cotas Cq a;in(c), CiﬁZ(T), CMU(e) y
CP(c) en funcién del exponente s, para o = 0.8 y 1.4. También graficamos
el solapamiento ¢ = ¢(s) correspondiente a la matriz T = T'(s). Observamos

que:

e Para a = 0.8, nuestra cota mejora las de PRZ y MU para un amplio
rango de valores de s.

e Para a = 1.4, nuestra cota mejora la de Deutsch (Corolario 3.2), como
as{ también mejora la de PRZ en todo el rango de valores de s.

Por otro lado, consideramos el caso de entropia de Tsallis fijando f(x) =z — 1.

En las Figs. 3.5.(a) y (b) graficamos las cotas Cq aid—1(c), Cf;a;idfl(c), y

Cide_I(T) en funcién del exponente s, para « = 0.8 y 1.4. Observamos que:
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Figura 3.2: Entropia de Rényi. Mapa de nivel en el plano a—f de la diferencia

lativa Cesn(O=C T RUR, para: (a) ¢ = 0.5, (b) ¢ = 0.706
realvaWcon(a,ﬁ)G R, para: (a) ¢ = 0.5, (b) ¢ = 0.706, (c)

¢=0.708,y (d) ¢=0.9.
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Figura 3.3: Entropia de Tsallis. Mapa de nivel en el plano a—f de la diferencia

. Cagria—1(@=CR 4. () . B -
relativa Co pria1() con (a, 8) € RUR, para: (a) ¢ = 0.5, (b) ¢ = 0.706,

(¢) ¢=0.708,y (d) ¢ =0.9.
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Figura 3.4: Entropfa de Rényi. Cotas Ca,ain(c) (linea roja), CE7 (T) (linea azul),
CMY(c) (izquierda, linea negra) y CP(c) (derecha, linea negra), en funcién del expo-
nente s de la matriz unitaria (3.31), para: (a) a = 0.8,y (b) @ = 1.4. Se muestra en
el mismo gréfico el solapamiento ¢ = ¢(s) (linea punteada).

e Para o = 0.8, nuestra cota mejora la de Rastegin en un amplio rango de
valores de s.

e Para o = 1.4, nuestra cota mejora la de PRZ en todo el rango de valores
s.

0.0k== 0.0
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
S S

Figura 3.5: Entropia de Tsallis. Cotas Ca,a:ia—1(c) (linea roja), Cf(c) (izquierda,
linea negra), CL57 1 (T) (derecha, linea azul), en términos del exponente s, para: (a)
a=0.8,y (b) a = 1.4. Se muestra en el mismo gréfico el solapamiento ¢ = ¢(s) (linea
punteada).

| 3.3.2.3 | Cotas para matrices unitarias aleatorias y f = «

Concluimos esta Subseccién de comparaciones evaluando nuestra cota en el
caso de pares de observables vinculados por matrices unitarias T' generadas
aleatoriamente. Especificamente, generamos 10° matrices unitarias T’ de 3 x 3 de
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acuerdo con la distribucién (uniforme) de Haar [ZK94,Mez07] (ver Apéndice A).
Calculamos las cotas para indices entrépicos iguales § = .

Por un lado, consideramos el caso de entropia de Rényi fijando f(z) = Inz. En
las Figs. 3.6.(a)—(c) graficamos las cotas Cq a:n(c), CMY(c), CLRZ(T), y CP(c)

a;ln
en funcién del solapamiento ¢, para a = 0.2,0.8 y 1.4. Observamos que:
e Para a = 0.2, nuestra cota mejora la de MU en todo el rango del
solapamiento ¢ € [%, 1] Ademsds, vemos que existen matrices T para

las cuales nuestra cota mejora la de PRZ, sin embargo, tienen baja
frecuencia de ocurrencia.

e Para o = 0.8, nuestra cota mejora la de MU para ¢ > % (Corolario 3.1).
Ademds, vemos que existen matrices T para las cuales nuestra cota mejora
la de PRZ, con una frecuencia de ocurrencia mayor que el caso anterior y

creciente con c.

e Para a = 1.4, nuestra cota mejora la de Deutsch en todo el rango del
solapamiento (Corolario 3.2). Nuevamente, vemos que existen matrices
T para las cuales nuestra cota mejora la de PRZ, con una frecuencia de
ocurrencia mayor que los casos anteriores y creciente con c.

02 cmd

Figura 3.6: Entropia de Rényi. Cotas Ca,a;in(c) (puntos rojos), CMY(c) (izquierda

y centro, linea negra), CE{t7 (T) (puntos azules), y C”(c) (derecha, linea negra), en

funcién del solapamiento ¢ para: (a) o = 0.2, (b) 0.8, y (c) 1.4.

Por otro lado, consideramos el caso de entropia de Tsallis fijando f(z) =z — 1.
En la Figs. 3.7 graficamos las cotas Cy.a:ia—1(c), CMY(c), ¥y Ciﬁ{l(T) en

funcién del solapamiento ¢, para o = 1,1.5 y 2. Observamos que:

e Para a =1 (caso Shannon), nuestra cota mejora la de MU en el rango
c> % (Corolario 3.1). Ademés, vemos que existen matrices unitarias
T para las cuales nuestra cota mejora la de PRZ, con una frecuencia de
ocurrencia relativamente alta.
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e Para a = 1.5, existen matrices unitarias T para las cuales nuestra cota
mejora la de PRZ en un amplio rango del solapamiento, con una frecuencia
de ocurrencia mayor que el caso anterior.

e Para o = 2, para todas las matrices generadas nuestra cota mejora la de
PRZ en todo el rango del solapamiento.

() (b)

06 07 08 09 10 06 07 08 09 10
C C

Figura 3.7: Entropfa de Tsallis. Cotas Ca,a;ia—1(c) (puntos rojos), CMY (c) (izquierda,

linea negra), y CE%7 | (T') (puntos azules), en funcién del solapamiento ¢, para: (a)

a=1,b)a=15y (c) a=2.

Para N >3yc> %, es de esperar que se den los mismos comportamientos
relativos entre nuestra cota y la de Maassen—Uffink, y entre nuestra cota y
la de Rastegin, ya que estas dependen solamente del solapamiento c. Por el
contrario, esperamos que la mejora de nuestra cota respecto de la de Puchata
et al. disminuya con la dimensién IV, ya que la cota PRZ depende de la matriz
T completa. No obstante, nuestra cota tiene la ventaja de que es mas facil de
calcular que la de Puchala et al., ya que la complejidad de calculo esta tultima
crece de manera combinatoria con N.

Caso qubit (N = 2)

3.4.1| Cota éptima y estados minimizantes

La Proposicién 3.1 vale, en particular, para el caso del qubit (N = 2). No
obstante, dada la importancia del qubit en informacién cudntica, vale la pena
tratar este caso por separado. Con este proposito, en lo que sigue consideramos
observables actuando sobre un espacio de Hilbert de dimensién 2. Para esta
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situacion logramos resolver el problema de optimizacién correspondiente a la
suma de entropias generalizadas [ZBP13]. En consecuencia, hemos logrado
obtener la cota 6ptima y generalizar los resultados de la literatura que sélo
consideran entropias de Rényi especificas, por ejemplo, aquellas con el par
(c, B) de indices entrépicos fijo e igual a (3, 3) [Ras12], (1,1) (caso entropia de
Shannon) [GG90,SR98, GMRO03] 6 (2,2) (caso entropia de colisién) [BPP12].

En las siguientes Proposiciones enunciamos nuestros principales resultados.

Proposicién 3.2. Sean A y B un par de observables con espectro no degenerado
actuando sobre un espacio de Hilbert de dimension 2, con sus respectivas bases
de autoestados {|a1),|az)} y {|b1),]b2)}. Entonces para cualquier estado del
qubit, descripto por la matriz densidad p, se tiene la siguiente desigualdad:

Fo [p(A; p)] + Fz [p(B; p)] = Capifia(c) (3.32)

donde la cota inferior resulta dptima y vale

éa”@;f;g(c) = OGH[%)i?,Y] (f(lpaf)) + f(Dlg(’yB— 9))) ’ (3.33)

con el solapamiento entre las bases de autoestados dado por

1
= Tyl € |—=,1|, 3.34
¢ 1?31},(2| il [\/ﬁ } ( )
siendo
vy =arccosc y Dy(0) = (cos® H)A + (sin® H)A . (3.35)

Demostracién Ver Apéndice B.2.1.
|

La relevancia de esta Proposicion reside en que, para el caso del qubit, da la
cota éptima, reduciendo el problema de optimizacién general (3.9) a uno més
facil de una séla variable (3.33). Mds aln, para este problema hemos logrado
hallar una expresién de los estados para los cuales la cota se alcanza, esto es,
los estados minimizantes de la suma entrépica.

Proposiciéon 3.3. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.2, consideremos
la parametrizacion de la matriz T en la forma [Dit03, Jar05]

T = ®(u) V(yr) (v) (3.36)
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donde

cosyr  sinqyr

®(-) =exp (2 Diag(-)) y V()= [ ] ; (3.37)

—sinyr cosvyr

en términos de yr € [0, g] y de los vectores u,v € R%. Denotamos con
{egp)t}iel el conjunto de argumentos que minimizan la expresion (3.33), donde
T es la lista de todas las posibles soluciones. Entonces, la cota se alcanza para
los qubits estados puros cuyas proyecciones en la base de autoestados de A son

_ cos (ETHC()Qt + ng)
Gop ) = 90 (~v) | (3.38)
sin (5Tt9(()2t + ng)

con -
p€el0,2r), er=sign (Z — 'yT) y n=0,1 (3.39)

Demostracién Ver Apéndice B.2.4.
|

Observamos que existe una conexién a posteriori de este resultado con la
desigualdad de Landau-Pollak (1.16). Con este propésito, introducimos los
vectores de probabilidad p(A4; ¥ept) ¥ P(B; ¢opt) que se obtiene de los estados
minimizantes (3.38)

cos? <€T9<(>gt + ng)
P(A;%opt) = . o y (3.40)
sin (ETGOpt + ng)

cos? (yp — sTH(()Qt — n%)
sin? (7T — ETQOpt — ng)

Por inspeccién de todos los casos de v v n, obtenemos que

arccos /mzlné Pi(A; Yopt) + arccos /maluépj(B; Popt) = Arccos ¢ (3.42)
=1, J=4

donde arccosc = vy = min (’YTag ffyT) =7- |% 77T| € [0, %] Dicho
de otra manera, los estados (3.38) que minimizan la relacién de incerteza
entrépica (3.32), también minimizan la relacién de incerteza LPI (1.16) para
el caso del qubit. Por este motivo la cota (3.26) para N = 2 y la cota (3.33)
coinciden.
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En lo que sigue de esta Secciéon nos concentramos en algunas derivaciones y
consecuencias de las Proposiciones 3.2 y 3.3. Ademas, con el propésito de
comparar con otros resultados disponibles en la literatura, nos restringiremos
al caso de entropia de Rényi (3.3) fijando f(x) = Inz.

Es evidente que nuestra cota (3.33) es mejor (o al menos igual) que todas
las cotas que se pueden encontrar en la literatura para el caso del qubit, ya
que resolvimos el problema de optimizacién correspondiente. No obstante, es
interesante tener una nociéon cualitativa del “grado de mejora” de nuestra cota
respecto de otras que no son éptimas.

Para ilustrar esto, por un lado, consideramos la diferencia relativa entre nuestra
cota y la de Maassen y Uffink (Fig. 3.8.(a)) para indices entrépicos conjugados

ﬂ = 20?:1:

Capins2(c) — CMY(c)
Ca,,B;ln;2

(3.43)

Por otro lado, consideramos la diferencia relativa entre nuestra cota y la de
Puchata et al. (Fig. 3.8.(b)) para indices entrépicos iguales 8 = a:

Co.aiiniz(c) — CPRZ (¢
; ,1_,2( ) = Conga( )_ (3.44)
Ca,a;ln;?(c)

Como mostramos en las Figs. 3.8.(a) y (b), las diferencias relativas son positivas
para todo ¢ y a, llegando, en algunos casos, hasta una mejora del 78% y 28%
respecto de las cotas de Maassen—Uflink y de Puchala et al., respectivamente.

(a) (b)

l0.78

2.5

.0.28

Io.oo

Figura 3.8: Mapa de nivel en el plano c-« de la diferencia relativa: (a)
Co gini2(e)—CMY (c) o . o Caoiins2(€)—CERZ, (o)
e pana indices conjugados 8 = 5%, v (b) T o
indices iguales 8 = a.

0.5 IL).UL)

c

=
=

C

para
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3.4.2 Cota para indices entropicos particulares

Como hemos sefialado, la cota éptima Cq g1n:2(c) tiene que ser calculada en
general numéricamente, resolviendo el problema de minimizacién unidimen-
sional (3.33). Sin embargo, existen algunas regiones en el plano a—3 para las
cuales hemos encontrado una expresién analitica o semi-analitica de la cota.
Presentamos esto en los siguientes Corolarios.

Corolario 3.4. En el contexto de las Proposiciones 3.2 y 3.8 con f(x) =Ilnz,
st los indices entropicos pertenecen a la region

(o, B) € [0 , ﬂ 2 ; (3.45)

la cota dptima (3.33) se reduce a la expresion analitica

0 ((¢2) — 22
al,ﬁ;ln;Z(C) = 1 (( ) 1+_(/1\ ) )

donde A = max{a, 8}. (3.46)

Mds ain, los estados minimizantes (3.38) para los cuales es alcanzada la cota
corresponden a: Oopt =0 st < 3, Oopt =y st o« > B, y ambas soluciones si

a=p.

Demostracién Ver Apéndice B.2.2.
|

En primer lugar, observamos que existe una “transiciéon” en términos de
los indices entrépicos para o = 3, ya que en esta situacion ambos angulos
Oopt = 0y Oopt = 7 conllevan a estados minimizantes. Ademads, notamos que el
Coralario 3.4 incluye como casos particulares a algunos resultados previos de
la literatura. Por un lado, cuando ¢ = %, y los indices son: (i) conjugados,
reobtenemos la cota dada en Refs. [BB06,ZPV08], o (ii) iguales, reobtenemos
nuestro resultado dado en Ref. [BPHP13]. Por otro lado, para cualquier

ce [%, 1] e indices = a = %, recuperamos la cota dada en Ref. [Ras12].

Sobre la recta 8 = «, obtenemos el siguiente resultado semi-analitico:

Corolario 3.5. En el contexto de las Proposiciones 3.2 y 8.8 con f(z) =Inz
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e indices entrépicos iguales (8 = «), la cota se expresa como

2\a _e2)e
ln((0)+(1 )) OSOZS%(];*(SC )+a1'56’

11—« 7 7
. V2 V2
_ B . InDu(0)+InDo(v=0) 1 (1 _ T *
Ca,aimz2(c) = 9;(%1711%] e 2 (1 567%) tol<a<a(c)
2 111((1;C1)a+(1;)a) a > a*(c)
(3.47)

[e% (0%
cony = arccosc, of ~ 1.43 dnica solucion de ﬁ In [(QZ‘E) + (274‘/5) } =

* . _ _ L .
In2, a*(c) se muestra en Fig. 3.9, y 507% =1 cuando c = 7Y 0 en cualquier
otro caso.

P () _ v, :(y .
Mids aiin, la cota es alcanzada para 0,5 = 3 + i (% = Oopt) con i = £1 y
Oopt = 0 en el primer intervalo, Oopy es la solucion (dnica y numérica) de la

minimizacion en el segundo intervalo, y Oope = 3 en el tercer intervalo.

X
2

Demostracion Ver Apéndice B.2.3.

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
c

Figura 3.9: a*(c) versus ¢ € [% , 1).

A partir de este Corolario hacemos las siguientes observaciones:

e Para c = %, tenemos que a* (%) = of. Luego, el segundo intervalo

en (3.47) se reduce a un solo punto y la cota toma el mismo valor, In 2,
que en el primer intervalo. En este caso, existe una transicién en el
valor de la cota versus «, en o = af. Esto se puede ver de los estados
minimizantes, ya que los dngulos 6ptimos son Oy = 0, 6 0y 4, 6 3,
dependiendo de si a es menor, igual o mayor que af, respectivamente.
Esto concuerda con las observaciones realizadas en [Luill], donde el valor

al es calculado como aquel que anula la derivada segunda respecto de 6

InD, (0)+In D, —0
do MPa@HNDa(1=0) o g _ 7,
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e Para ¢ € (%,1)7 la situacién correspondiente al primer intervalo

en (3.47) estd contemplada por el Corolario 3.4; el tamaifio del segundo y
tercer intervalo depende del valor de ¢, ya que o*(c) decrece con ¢ desde
ol a 3 (ver Fig. 3.9). Por encima de o = %, el dngulo 6ptimo o,y crece

con « continuamente desde 0 a 2, como se muesta en la Fig. 3.10. En

29
este caso no hay una transicién en el valor de la cota.

e Para ¢ = 1, tenemos v = 0 y obtenemos, como era de esperar, la cota
trivial: Ca,aiini2(1) = 0.

arccos(.75) |
— 2 8

0.3r 85 |
o |
0.2y 95 } /

/
/ ]
o I
1 *(.75)

Oopi(@)

/
0.5

o

Figura 3.10: Angulo 6ptimo Oopt en funcién de a > %, para algunos valores dados
de ¢. Como ejemplo ilustrativo, especificamos la situacién para ¢ = 0.75.

El caso 3 = a es precisamente el tratado por Puchata et al. en [PRZ13], en
el caso N-dimensional. Sin embargo, como ya hemos senalado, para N = 2
(iﬁ;ZQ(c) (3.19) no es 6ptima (ver Fig. 3.8.(b)). Ademds, observamos
que este Corolario incluye dos casos particulares de la literatura. Por un lado,
tomando el limite o — 1 reobtenemos la cota CV°(c) (3.17), es decir, la cota de
de Vicente y Sdnches-Ruiz [dVSRO8] es éptima para el caso del qubit. Por otro

lado, tomando « = 2 reobtenemos la cota éptima que derivamos en [BPP12)

la cota C

para la suma de entropias de colisién.

Finalmente, usando el hecho de que la entropia de Rényi Hy decrece con A,
obtenemos el siguiente resultado (no 6ptimo):

Corolario 3.6. En el contexto de la Proposicion 3.2, si f(x) =Inz, la suma
de entropias de Rényi estd inferiormente acotada de la forma

Ra[p(A; p)] + Rp[p(B; p)] = Cxxmp2(c)  con A = max{a, 8} (3.48)

para cualquier par (o, B) € RZ, con C an2(c) dada en la expresion (3.47).

Demostracién La prueba es directa usando el Corolario 3.5 y el hecho de que

la entropia de Rényi decrece con el indice entropico.
|
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Por tltimo, observamos que tomando el limite de § = a — oo en (3.48),
reobtenemos

Ra[p(A; p)] + Rp[p(B; p)] = Roo[p(4; p)] + Reo[p(B; p)] = CP(c),  (3.49)

donde CP(c) es la cota de Deutsch definida en (3.15).
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“The very nature of the quantum theory forces us to regard the space-time
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classical theories, as complementary but exclusive features of the description,
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Relacion de dualidad

El principio de complementariedad de Bohr [Boh28,Boh37] es, junto con el
principio de incerteza, otro de los pilares de la mecanica cuantica. Este principio
establece que los sistemas cuanticos pueden poseer propiedades mutuamente
excluyentes que dan lugar a experimentos incompatibles entre si, pero que al
mismo tiempo son necesarias para una descripcién completa de los fenémenos
que trata la teoria. El ejemplo paradigmatico es la dualidad onda—corpisculo de
una particula cudntica en un interferémetro de dos caminos. Segin Feynman,
todo el misterio de la cudntica se encuentra en este ejemplo [FLS63].

El interfer6metro de Mach—Zehnder (MZ) es particularmente adecuado para las
discusiones sobre la dualidad onda—corptisculo [JSV95, Eng96, BS06, LHG™12].
En este sentido, el aspecto ondulatorio (relacionado con las franjas de inter-
ferencia) y el aspecto corpuscular (relacionado con el camino seguido en el
interferémetro) estdn representados por las cantidades medibles visibilidad
V' y predictibilidad P, respectivamente, las cuales satisfacen la relacién de
dualidad [JSV95, Eng96]

P4V, (4.1)

Esta relacién también ha sido dada de forma implicita en las Refs. [WZ79,
Man91].

La desigualdad (4.1) es una formulacién cuantitativa de la complementariedad
que se expresa de forma similar a las desigualdades del principio de incerteza.
Sin embargo, la derivacién original de (4.1) no involucra a las fluctuaciones
inherentes de las cantidades medidas. La conexién entre entre ambos prinicpios,
si es que la hay, ha sido tema de debate en la tltima década [Lui01, DROO,
BST+99,BS06, LHG'12]. En concreto, nos vamos a concentrar en responder
la pregunta: jes la inecuacion (4.1) la expresion de una relacion de incerteza?
Respuestas en ambos sentidos han sido formuladas por otros autores [Eng96,
BST*99, DR00, BS06]. Nuestro objetivo es avanzar sobre las conexiones con
las relaciones de incerteza estudiadas en los Capitulos previos.

Antes de especificar los vinculos entre ambos principios, vamos a dar la de-
mostracién de la relacién de dualidad (4.1).

El interferémetro de MZ (ver Fig. 4.1) es un dispositivo que es usado en varias
ramas de la fisica, en particular, para el estudio del principio de complemen-
tariedad. En este contexto, una cantidad que mide la informacién sobre qué
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camino toma la particula es la predictibilidad:
P =2max{wy,w_} —1, (4.2)

donde wy y w_ son las probabilidades de que la particula tome el camino
“4+7 o “-” respectivamente. Por otra parte, la visibilidad de las franjas de
interferencia es cuantificada de la manera usual por

V= Pmax — Pmin (43)
Pmax + Pmin

donde p denota la probabilidad de la particula sea detectada por alguno de los
detectores D1 o D2, siendo pmax ¥ Pmin 12 maxima y la minima probabilidad
de deteccién. Las cantidades P y V toman valores entre 0 y 1. Sin embargo, la
expresion (4.1) prohibe que ambas magnitudes sean iguales a 1. Esto implica
que el sistema cudntico no puede manifestar al mismo tiempo los dos aspectos,
el corpuscular y el ondulatorio, bien definidos.

Ao
M1 camino "+" »
Bs2 D2
PS
camino "-" M2

BS1

Figura 4.1: Interferémetro de Mach—Zehnder: BS1 y BS2 son divisores de haz, PS
es un retardador de fase, M1 y M2 son espejos ,y D1 y D2 son detectores.

El interferémetro MZ tiene dos modos espaciales que pueden ser representados
por un espacio de Hilbert de dimensién 2. Expandimos el espacio de Hilbert
usando la base ortonormal {]0), |1)} formada por los autoestados del operador
0., que representan los caminos del interferémetro. Consideramos que el estado
del sistema luego del primer divisor de haz estd dado, indistintamente en
la representacion de Bloch, o bien, en la representacion matricial en la base

{10}, 11)}, por: )
I+s-o wy re’

= — = ! 4.4

P 2 ( re?  w_ > (44)

donde o = (0, 0y,0,) denota el vector de matrices de Pauli, I es la matriz

identidad de 2 x 2, y 8 = (8, Sy, 5.) = (2rcosf,2rsinf, 2w, — 1) es el vector
de Bloch (con ||s|| < 1) que caracteriza el estado del sistema. Luego, la
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predictibilidad P resulta:
P =2max{wy,w_} —1=s,|. (4.5)
Consideramos la acciéon del retardador de fase PS descripta por la transforma-

10
UPS:(O ei¢>a

mientras que, sin pérdida de generalidad, consideramos un segundo divisor de

cién unitaria,

haz 50:50, BS2, descripto por la transformacién unitaria

vZooV2
Ugs = \2/5 .
75

Ambas expresiones estan dadas en la representacion matricial en la base
{]0),]1)}. Teniendo en cuenta esto, el estado final del sistema estd dado
por la matriz densidad: pf = UBSUpspUgSUéS. Luego, la probabilidad de
deteccién en D1 o D2 es

o

Py = %(1 + 2rsin(f + ¢)), (4.6)

por lo que la visibilidad resulta

V =2r=,/s2+sl (4.7)

Finalmente, la relacién de dualidad (4.1) se obtiene directamente de la positivi-
dad de la matriz densidad

PP+ V2 =52+, +s2 <1, (4.8)

donde la igualdad se da para ||s|| = 1, o sea, para cualquier estado puro de un
qubit.

Para analizar la conexién entre la relacién de dualidad (4.1) con las diferentes
relaciones de incerteza, es necesario definir los observables pertinentes. En este
sentido, seguimos la definiciones de los observables dadas en la Ref. [BSTT99].
A la predictibilidad P se le asocia un observable P , mientras que a la visibilidad
V' se le asocia el observable V¢ o qu-, dependiendo de la eleccion de la fase ¢.
Expresamos estos observables en términos de las matrices de Pauli:

A

P = o, (4.9)
Vs = (cos¢) o+ (sing) oy, (4.10)

rl
Vs

—(sing) o + (cos @) oy (4.11)
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con ¢ en el rango de 0 a 2w. Observar que P, V¢, y V(j son (para cada ¢)
un conjunto de observables mutuamente complementarios, esto es, si se tiene
certeza respecto del resultado de uno, entonces se tiene maxima ignorancia
respecto de los otros dos. En [Lui01] se da una definicién alternativa de los
observables.

Vemos que los valores de expectacién de estos observables estan directamente
conectados con la predictibilidad y visibilidad, respectivamente. De hecho,
para un matriz densidad p con vector de Bloch s, tenemos que

[(P) =1s.| = P. (4.12)

Por otro lado, la visibilidad V' puede ser derivada de los valores de expectacion
Vs o de Vdf:

(V) = 2rcos(@—¢) y (4.13)
(Vi) = 2rsin(0 — ¢), (4.14)

eligiendo de forma adecuada la fase ¢. Luego, la visibilidad V es el maximo

valor de alguno de estos valores de expectacion, que se obtiene de V¢ si uno
fija la fase ¢ = 6, o de V" si se fija ¢ = 6 — 7/2.

Remarcamos que la medicién de los observables (4.9) y (4.10), o (4.9) y (4.11),
sé6lo puede ser llevada a cabo en arreglos experimentales incompatibles y en
ningin momento hacemos referencia a la medicién simultanea. Por lo tanto, la
relacién (4.1) expresa la complementariedad en la preparacion del estado [BS06],
esto es, la imposibilidad de preparar el sistema de tal forma que tenga los
aspectos corpuscular y ondulatorio bien definidos.

Dualidad y relaciéon de Robertson—Schrodinger

Las varianzas de los observables dados en las Ecs. (4.9)—(4.11) son obtenidas
en términos de la predictibilidad P y visibilidad V' como

(AP)? = 1-P? (4.15)
(AV5)2 = 1-V2cos?(6 — o) (4.16)
(AVFH)? = 1-V2sin®(0 - ¢), (4.17)

donde 6 es el dngulo relacionado con el estado del sistema (ver Ec. (4.4)).
Remarcamos que la eleccién adecuada de los observables (entiéndase operadores
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Hermiticos actuando en un espacio de Hilbert de dimensién 2), es el primer
paso a seguir para comprobar si la desigualdad (4.1) es la expresién de una
relacién de incerteza.

Este problema fue abordado, particularmente, en las Refs. [BST199, DROO,
BS06]. Comenzamos con algunas observaciones criticas respecto de los resulta-
dos de estos trabajos. En la Ref. [DR00], la equivalencia entre ambos principios
es afirmada: de hecho, la relacién de incerteza de Robertson es calculada para
los pares de observables Py VGJ-, oVpy VQJ- (fijando la fase ¢ = 6). Haciendo
esto, se obtienen las siguientes relaciones de incerteza

(AP}(AVH)? = 1-P2>V? (4.18)
(AVp)2(AVH)? = 1-V2> P2 (4.19)

De estas desigualdades (para cada ) se reobtiene directamente la relacién de
dualidad (4.1). La principal critica al respecto, de la que los mismos autores
también dan cuenta, es que el uso de ‘A/el no tiene interpretacién directa
en términos de la predictibilidad ni en términos de la visibilidad, dado que
<‘79J-> =0y AVQJ- = 1 para cualquier estado (4.4). M&s atn, si se eligen los
observables P y Vy, los cuales si tienen interpretacién directa en términos de
predictibilidad y visbilidad, entonces la correspondiente relaciéon de Robertson
se vuelve trivial: (AP)2(AVy)? > 0.

De forma independiente, en la Ref. [BSTT99] también tratan con el mismo
problema. En este trabajo insiniian que el uso de la relacién de incerteza de
Schrédinger podria servir para conectar ambos principios. Sin embargo, una
prueba acabada de la equivalencia entre ambos principios en el contexto del
interferémetro MZ, se da en [BS06], donde se evaliia la relacién de incerteza de
Schrodinger para los observables P y Vp. Para estos observables, la relaciéon de
incerteza de Schrodinger toma la forma

(1—P*H[1 —V?cos*(0 — ¢)] > P>VZcos?(0 — ¢) + VZsin?(0 — ¢), (4.20)

vélida para ¢ arbitrario. Se puede ver que la relacién de dualidad (4.1) se
obtiene directamente de (4.20), y que la igualdad se alcanza para cualquier
estado puro. Enfatizamos que la desigualdad (4.20) es valida para cualquier
fase ¢ introducida por el retardador PS en el interferémetro. En particular,
vale para la fase adecuada ¢ = 6. Por lo tanto, se tiene una equivalencia
entre la relacion de Schrodinger para los observables P y Vi con la relacién
de dualidad entre la predictibilidad y la visibilidad, superando la critica del
trabajo [DROO].

Finalmente, mencionamos que en el reciente trabajo [LHG'12], se investigan
experimental y teéricamente el vinculo de la dualidad onda—corpiisculo con las
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fluctuaciones cuanticas, obteniendo la siguiente igualdad entre las cantidades
P y V y sus respectivas varianzas:

P24+ V24 (AP +(AV)? =2. (4.21)

Sin embargo, esta expresion es obtenida independientemente de las relaciones
de incerteza.

Dualidad y relacién de Landau—Pollak

En esta Seccién vamos a ver que la expresién (4.1) también se puede derivar de
la desigualdad de Landau-Pollak (1.16), como hemos demostrado en [BPHP13].
Las probabilidades méximas asociadas a los observables p y Vg, en términos
de la predictibilidad y visibilidad, son

1+ P

Pp;p - T 5 (422)
1+V

PVe;p - T (423)

Reemplazando estas probabilidades en la desigualdad de Landau y Pollak (1.16)

y fijando el solapamiento ¢ = % (dado que los observables son complementa-

rios), obtenemos que

1+P 1+V 1
arccos T + arccos R > arccos —=. (4.24)

2 2 /2
Usando la identidad [GRO7, Ec. 1.6257]

arccos T -+ arccosy = arccos (xy —V1-122y1- y2>

obtenemos que (4.24) se reduce a

(OO o

Finalmente, operando algebraicamente esta desigualdad llegamos a
(1= P2)(1-V?) > (PV)?, (4.26)

expresién que coincide con la desigualdad (4.20) para ¢ = 6 y, como hemos
notado anteriormente, puede ser reescrita facilmente de la forma P? 4 V2 < 1.
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Esto implica que la relacion de dualidad puede ser deducida de la desigualdad
de Landau—Pollak. Como consecuencia, existe una completa correspondencia
entre las relaciones de incerteza de Schréodinger y de Landau y Pollak, un hecho
remarcable que no se mantiene para otros pares de observables.

Dualidad y relaciones entropicas

Este caso es atin mas interesante, ya que tenemos la libertad de elegir la entropia
y los indices entrépicos para comparar con la relaciéon de dualidad (4.1). Por
simplicidad vamos a trabajar con la entropia de Rényi para dos situaciones: (i)
en una, elegimos un indice entrépico igual a % y el otro igual a oo [CKW14], y
(ii) en la otra, tomamos los indices entrépicos iguales [BPHP13].

Para el estado del sistema p de la forma (4.4), las expresiones de las entropias
de Rényi para las estadisticas p(P; p)y p(%; p), en términos de P y V', son

Ra[P]zl1aln(<1—gp)a+(1_2p>a>, (4.27)
Rﬂ[V}z1iﬁln<<1_;v)5+<1_2‘/>5>. (4.28)

Por un lado, si consideramos el par de indices entrépicos (a, 8) = (%,00) (6
(o, B) = (00,3)) que pertenece a la curva de conjugacién R (ver Fig. 3.1),
de la Proposicién 3.2 (o de la cota de Maassen—Ufffink) con ¢ = % y de las

entropfas (4.27) y (4.28), obtenemos la siguiente desigualdad:

21n ((1+2P) + (1_2P>> —n (1J;V> > In2. (4.29)

Como se observa en [CKW14], manipulando algebraicamente la desigual-
dad (4.29) se llega a la expresion (4.1). Nuevamente podemos afirmar que

existe una equivalencia entre la relacién de dualidad y la relaciéon de incerteza
entrépica para el caso de entropia de Rényi con indices conjugados de valores
1

5600.

Aunque la elecciéon anterior de los indices entrépicos resuelve el tema de la
equivalencia, resulta interesante considerar otros casos como el de indices
entrépicos iguales: 5 = «. Usando el Corolario 3.5 con ¢ = %, obtenemos la
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siguiente relacion de incerteza entrépicas:

— 1
Ro[Pl 4+ Ra[V] > Coraiinge | —= 4.30
P+ RalV] > Coama 5 ) (4.30)
con las expresiones de las entropias dadas en (4.27) y (4.28) y la cota inferior
igual a

_ 1 In2 0<a<al
Ca,a;n;2 (\/5) = { 2 I [(1+12/\/§)a i (1—12/\/5)6‘} a>af,

(4.31)
donde af ~ 1.43. A diferencia del caso anterior, se puede ver que esta de-
sigualdad no se puede llevar a la forma: P2 + V2 <1 [BPHP13]. Por ejemplo,
en la Fig. 4.2 mostramos que los valores permitidos de P y V por las de-
sigualdades (4.1) y (4.30) para o =1 (Fig. 4.2.(a)) y o = 2 (Fig. 4.2.(b)) son
diferentes entre si.

@ (b)

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Figura 4.2: Plano P-V. Curva P24+ V? =1 (azul) y curva Ra[P] + Ra[V] =

Ca,a;lmg(%) (linea roja) para: (a) a = 1 (entropia de Shannon), y (b) a = 2

(entropia de colisién). Los valores posibles de P y V son los que verifican (4.1) (linea
azul y regién celeste).

Sin embargo, esta disparidad no resulta una desventaja de (4.30) respecto
de (4.29), si uno esta interesado en los estados para los cuales se alcanza la
cota. En efecto, la desigualdad (4.30) se satura para los estados puros que
son:

1. intermedios si a < af,
2. intermedios o extremos si « = of, y
3. extremos si a > af,

donde hemos empleado la misma clasificiacién que en [Luill]. Los estados
extremos son estados puros de la forma (4.4) con vectores de Bloch (normaliza-
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dos): £(0,0,1) 6 £(cos@,sind,0). Estos estados corresponden a la situacién
fisica de que el sistema manifiesta el aspecto corpuscular (P =1y V = 0),
o bien, a que el sistema manifiesta el aspecto ondulatorio (P =0y V = 1).
Por otro lado, los estados intermedios son estados puros de la forma (4.4), con
vectores de Bloch (normalizados): :I:%(cos 0,sinf,+1). En este caso, estamos
ante la situacon fisica de que el sistema no tiene ninguno de los dos aspectos
bien definidos, es decir, P =V = % Estas situaciones son transparentes para
la desigualdades (4.1), (4.20), (4.26) y (4.29) ya que no distinguen entre los
diferentes estados puros que la saturan.
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Discusion de los resultados

A lo largo de esta Tesis mostramos diferentes formulaciones cuantitativas del
principio de incerteza que derivamos para pares de observables actuando en
espacios de Hilbert finitos. En el Capitulo 1 motivamos el estudio de la temética
analizando los defectos de la formulacién original dada por las desigualdades
de Robertson y de Schrodinger. Vimos ejemplos concretos de como éstas fallan
a la hora de expresar el principio de incerteza en su expresién matematica mas
general (1.1).

Nuestros aportes originales los desarrollamos en los Capitulos 2, 3 y 4. Las
conclusiones principales de los mismos son:

Capitulo 2: Relaciones de incerteza tipo Landau—Pollak.

En primer lugar, introdujimos de manera geométrica una medida de la incerteza
asociada a la mediciéon de un POVM (2.6). El resultado principal de este
Capitulo es la obtencién de una familia de desigualdades (2.7) que expresan
satisfactoriamente el principio de incerteza, para un par de POVM y estados
mixtos (Proposicién 2.1). En consecuenia, la relacién de incerteza de Landau y
Pollak (1.16) dada por Maassen y Uffink en [MUS88, Uff90], se deriva de nuestro
resultado considerando la métrica de Wootters, observables con espectro discreto
y no degenerado, y estados puros. Ademads, concluimos que de todas las métricas
definidas en la Seccion 2.2, la de Wootters da la desigualdad maés restrictiva
(Proposicién 2.1). Este resultado es interesante ya que da una respuesta en
el contexto de las relaciones de incerteza, a la pregunta més general de ;cudl
es la métrica en informacion cudntica? Por otra parte, obtuvimos que un
POVM tiene asociado una incerteza inherente (Corolario 2.1) que es, como
era de esperar, no nula si ningtin elemento del POVM tiene autovalor igual a
1. Esto permitié mejorar la cota obtenida (Corolario 2.2) y dar la expresién
del dominio mas acotado de las probabilidades maximas asociadas a un par
de POVM (Corolario 2.3), que sirve de base en el Capitulo 3 para obtener
relaciones de incerteza tipo entrépicas.

Capitulo 3: Relaciones de incerteza tipo entrépicas.

En este caso abordamos el problema desde una perspectiva informacional. En
efecto, definimos una (f, \)-entropia generalizada que cuantifica la incerteza
de un vector de probabilidad (3.1). Esta definicién permite trabajar de manera
unificada con los casos particulares de Shannon (A = 1), de Rényi (f(z) =
Inz) y de Tsallis (f(z) = 1 — ). Nuestro principal aporte en este Capitulo
es la obtencién de una cota inferior a la suma de entropias generalizadas
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para un par de POVM (Proposicién 3.1). Este resultado es una formulacién
entrépica del principio de incerteza que generaliza la obtenida por de Vicente y
Sénchez-Ruiz en [dVSRO08]. Ademads, para el caso de observables con espectro
discreto y no degenerado, concluimos que nuestra cota es c—6ptima en el
rango del solapamiento ¢ comprendido entre % y 1 (Corolario 3.1). En
consecuencia, mejoramos la cota de Maassen—Uffink (3.16) en este rango. No
obstante, para ¢ < % mostramos que no se mejora dicha cota (Corolario 3.3)
mediante nuestra propuesta. Ademds, consideramos resolver el problema
de optimizacién (3.9) en el caso del qubit (N = 2) con el fin de obtener
la cota Optima a la suma de entropias generalizadas. Logramos reducir la
complejidad del mismo, resolviendo un problema equivalente de minimizacion de
una sola variable (Proposicién 3.2). Ademds, obtuvimos una expresién para los
estados que alcanzan la cota (Proposicién 3.3). En consecuencia, los resultados
obtenidos en las Refs. [GG90,SR98, GMR03,Ras12] se pueden derivar de nuestra
propuesta. Ademads, para la entropia de Rényi y ciertas regiones del plano
a—f de indices entrépicos, encontramos que la cota 6ptima tiene una expresion
analitica (Corolario 3.4) o semi-analitica (Corolario 3.5), lo cual simplifica su
célculo. Finalmente, sefialamos que es posible extender los resultados de este

Capitulo para el caso de las (h, ¢)-entropias de Salicru [SMMP93, MMPS97]*:

N
Hp,g)lp] = b (Z ¢(pi)> ; (5.1)

i=1

donde p € Py y las funciones involucradas h : R - Ry ¢ : [0, 1] — R son tales
que:

e h creciente y ¢ concava, o bien

e h decreciente y ¢ convexa.

La F) entropia introducida en (3.1) es un caso particular, con h(z) = % y

o) = .
Capitulo 4: Conexion entre los principios de complementariedad e incerteza.

Estudiamos la conexién entre los principios de complementariedad y de incerteza
en el contexto del interferémetro de Mach—Zehnder. En efecto, analizamos los
vinculos entre la relaciéon de dualidad onda—corpusculo y las relaciones de in-
certeza previamente obtenidas. Concluimos que, eligiendo de manera adecuada
los observables (4.9)—(4.11), las relaciones de Schrédinger (1.15) y de Landau—
Pollak (1.16) son equivalentes a la relacién de dualidad (4.1). Con respecto a
las relaciones de incerteza entrépicas surgen dos situaciones, dependiendo del

valor de los indices entrépicos. Si los indices son 3 e oo (conjugados), también

INo incluimos este resultado en el cuerpo principal de la Tesis, ya que este surgié una vez
finalizada la redaccién de la misma luego de una revisién de nuestro trabajo [ZBP14].
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se obtiene una equivalencia con la relacién de dualidad [CKW14]. No obstante,
si los indices entrépicos son iguales, entonces no existe tal equivalencia. Este
caso permite discernir entre diferentes estados de minima incerteza, extremos e
intermedios, que dan lugar a situaciones fisicas completamente diferentes.

Perspectivas

Quedan, sin embargo, varias cuestiones abiertas por abordar. Presentamos
algunas de ellas:

Varios observables y bases mutuamente no sesgadas.

Una pregunta vélida es si es posible extender los resultados de los Capitulos 2
y 3 para mas de dos observables. En particular, este problema es interesante
tratarlo en el caso de bases mutuamente no sesgadas (MUB), que se puede
interpretar como una generalizacién de observables complementarios. De hecho,
se dice que las M bases de autoestados {|a)}}¥; de los observables A™ que
actiian sobre un espacio de Hilbert de dimensién finita N son mutuamente no
sesgadas, si el solapamiento entre todas las bases es el mismo e igual a
1

¢ = [{ai"|ai")] = N (5.2)

para todo 4,4 =1,...,Nym,m'=1,...,M con m # m/'.

La respuesta trivial consiste en considerar las relaciones de incerteza de a pares
y realizar la suma correspondiente. Realizando esto para las relaciones de
incerteza tipo Landau—Pollak obtenemos que:

M
S upamin) = 5t () (53)

m=1

Por otro lado, para el caso entrépico tenemos que:

M
PILNEERE Yewws () (5.4)

Sin embargo, esta manera de obtener relaciones de incerteza para M MUB,
no es 6ptima y es plausible mejorar la cota. Por ejemplo, Miyadera e Himai
obtienen una cota superior no trivial a la suma de las probabilidades méaximas
de las M bases. Ademas, generalizan el resultado para el caso de M POVM.
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Para el caso entrépico, la mayor parte de los resultados se centran en el uso
de la entropia de Shannon [Iva92, SR95, BW07, WYMO09], y algunos resultados
con la min—entropia y la entropia de colisién se dan en [WW10]. Estudiar si es
posible extender nuestros métodos a MUB y comparar con los resultados de la
literatura es una posible linea de investigacién.

Critero de entrelazamiento.

Otra posible linea de investigacién es estudiar la caracterizacion del entrelaza-
miento de sistemas bipartitos a partir de las relaciones de incerteza obtenidas.
La idea esencial es que los estados separables del sistema compuesto heredan
las relaciones de incerteza de los subsistemas. Una violacion de estas relaciones
a nivel global da cuenta del entrelazamiento del estado. Esta propuesta fue in-
troducida originalmente por Hofmann y Takeuchi en [HT03], usando relaciones
de incerteza basadas en la suma de varianzas. Este método permite una real-
izacién experimental [KHO04], y es capaz de detectar algunos estados entrelazados
ligados [Hof03]. Sucesivos trabajos [Giith04,SB06, GMTA06, KB07,ZNZG10]
exploran la eficiencia del criterio y mejoran la propuesta original. Por otra parte,
las relaciones de incerteza entropicas también son ttiles para derivar condiciones
necesarias de separabilidad en este contexto. Por ejemplo, en [Gio04] se emplean
desigualdades entréopicas basasdas en la entropia de Shannon, mientras que
en [GL04] se emplean desigualdades entrépicas basadas en la entropia de Tsallis.
Los resultados obtenidos hasta el momento muestran que, sorprendentemente,
el uso de varianzas serfa mas eficiente para detectar estados entrelazados [dVO08].
También han sido desarrollados criterios de entrelazamiento a partir de una
versiéon débil de la desigualdad de Landau—Pollak [dVSR05,MI07]. A la luz
de los antecedentes en el tema, resulta interesante evaluar estas conexiones en
detalle para identificar el alcance de las relaciones de incerteza propuestas en
esta Tesis.
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A.l Generacion aleatoria de estados cuanticos

El problema de la generaciéon de estados cudnticos aleatorios es un topico de
de un gran interés en el area de informacién cuantica. Los estados aleatorios
aparecen de forma natural en muchas situaciones en el procesamiento de
la informacion, especialmente cuando hay que hacer frente a la interaccion
inevitable del sistema en cuestién con el medio ambiente (ver por ejemplo la
Ref. [Mis12] y sus referencias). Si bien estas cuestiones exceden el objeto de
estudio de esta Tesis, nos limitaremos a sefialar los métodos que utilizamos para
generar de forma aleatoria estados cuanticos para usarlos en las simulaciones
del Capitulo 2.

FEstdos puros.

Sea |¥) € CV, usamos la parametrizacién del estado

W) = (), (A1)

donde ®(yp) es una matriz diagonal de N x N y ﬁ un vector unitario

en la hiperesfera S¥~1. Para generar estados aleatorios de la forma (A.1),

procedemos en dos pasos:

1. generar aleatoriamente N fases ¢; independientes e idénticamente dis-
trubuidas (i.i.d.) con distribucién uniforme en el rango [0, 27),

2. generar aleatoriamente el vector H}iill € SN~ a partir de las N compo-

nentes i.i.d. con distribucién normal estdndar (esperanza 0 y varianza

1) [Mar72].
Estados miztos.
Para generar estados mixtos, seguimos el siguiente procedimiento [Mis12]:

1. generar una matriz compleja Z de N x N a partir de elementos z;; =
Zi5 + tyi; con los x5 e y;; id.d. con distribucién normal estdndar,

zzt
TeZZT*

2. generar la matriz densidad p =

A modo de ejemplo, en la Fig. A.1 visualizamos en la esfera de Bloch 104
matrices densidad de qubit generadas aleatoriamente.



A.2. Generacién aleatoria de matrices unitarias 73

Figura A.1l: Visualizacién sobre la esfera de Bloch de 10* matrices densidad de
qubit generados aleatoriamente. Indicamos, mediante un mapa de temperatura, la
pureza Trp? del estado.

A.2 Generacion aleatoria de matrices unitarias

Reproducimos a continuacion el algoritmo que implementamos para generar
matrices unitarias 7' de N x N (TTT = TT' = I donde T denota la transpuesta
conjugada) con distribucién uniforme (dada por la medida de Haar):

1. generar una matriz compleja Z de N x N a partir de elementos z;; =
%35 + Lyi; con los x5 e y;; i.d.d. con distribucién normal estdndar,

2. realizar la descomposicién QR de Z,
3. generar la matriz diagonal

T11
?”11\

TNN
[P |

donde los r;;’s son los elementos diagonales de R,
4. generar la matriz T = QA.

De acuerdo a [Mez07], el resultado de este algoritmo es una matriz unitaria
distrubuida con la medida de Haar.
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A.3 Generacion aleatoria de POVM

Hasta donde conocemos, no hay en la literatura algoritmos para generar POVM
aleatorios con distribucién dada.

Una posibilidad para generar un POVM consiste en:

1. generar una matriz unitaria U de acuerdo al procedimiento de la Seccion
anterior,

2. generar N4 matrices diagonales D, cuyos elementos estdn i.i.d. con
distribucién uniforme en el rango [0, 1],

1
3. fomar el POVM A cuyos elementos son A; = U (Z] Dj) D,UT.

Por construccién los A; son positivos y cumplen con la resolucién de la identidad.
Sin embargo, este método tiene la desventaja de que los A; comparten el
mismo subespacio propio. Una forma de evitar esto es seguir el siguiente
procedimiento’:

1. generar N4 matrices unitarias U; de acuerdo al procedimiento de la
Seccién anterior,

2. generar N4 matrices diagonales D; cuyos elementos estin i.i.d. con
distribucién uniforme en el rango [0, 1],

3. formar el POVM A cuyos elementos son

A; = R U D;U' Rl para i=1...Ny—1 y
AN, Rn,-1 Uny—1 (I = Dny—1) UvaA—l R;rVA—l’

donde R1 :IyRZ :RiflUiflx/I—Di parai:2...NA—1.

Por construccién los A; son positivos y cumplen con la resolucion de la identi-
dad.

L Agradecemos a Pr. Pierre Comon de GIPSA-Lab quien le sugirié a Steeve Zozor esta
posibilidad.
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B.1 Caso N—dimensional

B.1.1| Demostracién de la Proposicion 3.1

Nuesto objetivo es, dadas las estadisticas p(A; p) y p(B; p), minimizar la suma
de entropias generalizadas sujeta a la desigualdad de Landau y Pollak. En este
sentido, seguimos y avanzamos sobre la propuesta de de Vicente y Sanchez-Ruiz,
la cudl consiste en dos pasos:

1. Minimizar F)[p] sujeto a max; p; = P. En este punto, las dos estadisti-
cas son tratadas separadamente. Luego, denotando con F) yin[P] a la
entropia minima, llegamos a la desigualdad

Fo [p(A; p)] + Fs [p(B; p)] > Fo min [PA;p] + F3,min [PB;p] )

donde el lado derecho depende sdlo de las probabilidades méximas.

2. Minimizacién de
Fa,min [PA;p] + Fﬁ,min [PB;p]

sujeto a la desigualdad de Landau—Pollak:

arccos \/ P4, + arccos y/ Pg,, > arccoscy 5.

| B.1.1.1 | Primer paso: entropia minima

El problema consiste en encontrar los vectores p = [p1 ... pn]t € Px que
minimizan a la (f, \)—entropia con la restriccién de la probabilidad maxima
dada, es decir, resolver!

N
1
in Fy(p) = mi 2 , = P. B.1
Jnin A(p) nin o f <I§1pk> con  maxp; (B.1)

LEn el contexto de la entropia de Shannon, este problema fue resuelto en [FM94], usando
las condiciones suficientes de Karush-Khun—Tucker.
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La prObabﬂidad mélea €es tal que
N ’ ' '

Ademds, en el caso de P = %, todos los p;’s son iguales a % (distribucion
uniforme), por lo que el problema se vuelve trivial.

Ahora vamos a reformular el problema original por uno equivalente. Dado que
f es creciente, tenemos que:

A A
T -1
A<1l: argmin w = argmin ||z]|3 = arg max ”x/\”’\il (B.3)
A A
z -1
A>1: argmin fi”f”;) = argmax ||z||{ = arg max ”x)|\|>\71)(B_4)

donde el caso A = 1 se recupera tomando el limite correspondiente. Luego,

para cualquier funcién f e indice entrépico A, minimizar Fy[p] es equivalente a

A
-1 . . Ly
Hp)‘\l%l. De esta manera, nos independizamos de la funcién f y nos

permite tratar de forma unificada a las entropias de Rényi y Tsallis.

maximizar

Ademsds, usando el hecho de que la funcién a ser maximizada es invariante
ante permutaciones del vector de probabilidad, reducimos la dimensionalidad
del problema de la siguiente manera: fijamos, sin pérdida de generalidad,
p1 = P ydefinimos q=[g1 ... qn_1]'=[p2 ... pn]% luego, resolver el
problema (B.1) es equivalente a resolver

B.5
Dax ©x(q), (B.5)

siendo la funcién?®

N—-1
ea(g) = ﬁ lz g —(1-P)
k=1

y el dominio de ¢

N—-1
PTP:{QGRN_11 0<qg <P A Zkal—P}ZHCPﬂHPR (B.7)
k=1

con el hipercubo (N —1)-dimensional HCp = [0, P]¥~! y el hiperplano (N —2)-
dimensional HPp = {q € RN-1: Zg;ll qr =1— P} que es perpendicular al

28i P < % = Zk pr < NP < 1, lo que contradice la normalizacién.
N-1

3El caso limite A — 1 estd bien definido y da ¢1(q) = Z qr Inqg.
i=1
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vector 1=[1 --- 1]°. Notamos que el punto e LIEEE 1]* pertenece al
hipercubo HCp y al hiperplano HP p, garantizando que la interseccién entre
ambos no es vacia. Ademas, se puede ver que P7Tp es un politopo convexo
embebido en HCp [LFC09], es decir, es la envoltura convexa de los vértices del

politopo, los que son, adem4s, los puntos puros del mismo [Egg66].

Por otro lado, observamos que ) es una funcién convexa en R frv “Lyloes
también en el politopo PTp [HLP52]. Por lo tanto, la funcién ¢, alcanza su
maximo en uno o més puntos extremos (puntos puros) de PTp. Luego, el
problema de maximizacién (B.5) es equivalnete a determinar el conjunto de
puntos puros de (B.7).

Antes de pasar al caso general N, vamos a estudiar los casos N =3y N =4
(el caso N = 2 es trivial ya que PTp se reduce al punto 1 — P, y la solucién al
problema es el vector [P,1 — P]* con P € [3,1]).

Caso N = 3:

La interseccién de la recta q; + g2 = 1 — P con el cuadrado [0, P]? da a lugar a
dos situaciones:

e si % < P < 1, la recta intersecta al cuadrado en los lados inferior e
izquierdo, es decir, la recta restringida al primer cuadrante se encuentra
dentro del cuadrado: HPp C HCp, entonces PTp = HPp es el segmento
que une los puntos [1 — P,0]" y [0,1— P]* (ver Fig. B.1.(a)). Estos son los

puntos puros de PTp y ambos dan lugar el mismo valor méximo de .

e si % <P< %, la interseccion de la recta con el cuadrado es el segmento
que une los puntos [P,1 —2P]" y [1 — 2P, P]* (ver Fig. B.1.(b)). Estos
son los puntos puros de P7Tp y ambos dan lugar el mismo valor maximo
de @j.

En ambas situaciones, los puntos puros estan sobre los lados del cuadrado.

(a) (b)

1 1

08 0.8
06 06
a o
> o
0.4 0.4 \
0.2 \ 0.2
0 0
0 05 1 0 05 1

q1 q1

Figura B.1: Interseccién de la recta g1 + g2 = 1 — P con el cuadrado [0, P]27 que
da el dominio PTp (linea negra) en el caso N = 3, para: (a) P = 0.6,y (b) 0.4. Se
indican los puntos puros del politopo PTp sobre los lados del cuadrado.
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Caso N = 4:

Ahora, la interseccién del plano q; + g2 + g3 = 1 — P con el cubo [0, P]? da a
lugar a tres situaciones:

e si % < P <1, el plano intersecta al cubo en las caras traseras e inferior,
es decir, el plano restringido al primer octante estd dentro del cubo (ver
Fig B.2.(a)). Luego, el dominio PTp es el cuerpo convexo delimitado por
el triangulo de vértices [1 — P,0,0]*, [0,1 — P,0]* y [0,0,1 — P]*. Estos
son los puntos puros y todos alcanzan el mismo valor de @.

e si % <P< %, el plano intersecta las 6 caras del cubo, de modo que P7Tp
es el cuerpo convexo delimitado por los vértices del hexdgono [P, 1—2P, 0],
[1-2P, P 0]t [0,1-2P, Pt [0, P,1-2P], [1-2P,0, P,y [P,0,1—2P]¢,
que son los puntos puros (ver Fig. B.2.(b)). Todos ellos dan el mismo
valor @y.

e si i <P< %, el plano intersecta al cubo en las caras delantera y superior
del cubo, de modo que PTp es el cuerpo convexo delimitado por el
triangulo de vértices [P, P,1 — 3P, [1 — 3P, P, P]' y [P,1 — 3P, P]*, que
son los puntos puros (ver Fig. B.2.(c)). Nuevamente, todos ellos dan el
mismo valor de ).

Notamos que los puntos puros pertencen a las aristas del cubo.

(a) (b) (c)

q3 q3 q3

1 1 1 1 1 1

1 1
z 2

Figura B.2: Interseccién del plano ¢1 +¢2 4¢3 = 1 — P con el cubo [0, PP, que da el
dominio PTp (superficie en gris) en el caso de N = 4, para: (a) P = 0.6, (b) P = 0.4,
y (¢) P = 0.3. Se indican los puntos puros del politopo PTp sobre las aristas del
cubo.

Caso N arbitrario:

Como hemos mencionado antes, la interseccién de un hipercubo con un hiper-
plano es el politopo formado por la envoltura convexa de sus vértices, los cuales
son, ademas, lo puntos puros del convexo. Mas atin, los vértices del politopo
estan en las aristas del hipercubo [LFC09]. Encontrar los vértices (puntos puros)
de tal politopo es, en general, una tarea dificil de llevar cabo, ya que el niimero
de ellos crece exponencialmente con la dimensién N [LFC09]. Sin embargo, en
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nuestro problema la complejidad se simplifica dada la regularidad del hipercubo
HCp = [0, P]N 1. De hecho, las (N — 1) 2V=2 aristas del hipercubo son de la
forma
EL={[P,...,P,s, 0,...,0]", 0<s<P (B.8)
—— ———
M—1 veces N—-M-—1 veces

para cada M =1,2,...,N — 1, donde -+ denota que las componentes de la
(N — 1)-tupla estdn en orden decreciente.

Un punto en Eﬁ, es un vértice del politopo PTp si, ademds, pertenece a HPp.
Esto ocurre para s* € [0, P) tal que (M —1)P + s* = 1 — P. Luego, tenemos
que: % —1< M= % < %. Finalmente, dado que M es un entero (positivo),
encontramos que, dado P, los puntos puros son tales que

M= UDJ v st =1 UDJ P, (B.9)

donde | - | denota la parte entera inferior.
Vector dptimo y entropia minima:

En definitiva, encontramos que los vectores de probabilidad que minimizan
la entropia generalizada con la restriccién de la probabilidad maxima dada,
problema (B.1), son de la forma

t
pr=[P ... P 1-|5/P 0 ... 0] (B.10)
| L] veces N—|L|-1 veces

v la expresién de la entropia minima es

FrminlP] = %f (H’J P4 (1 - EJ P)/\> , (B.11)

donde P € [% ,1].

El resultado (B.10) no es sorprendente ya que podemos verificar a posteriori
que este vector mayoriza a todos los vectores de probabilidad con probabilidad
méaxima P dada. Luego, usando la Schur—convexidad de la (f, A\)—entropia se
llega que el vector de probabilidad (B.10) minimiza la entropia.
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| B.1.1.2 | Segundo paso: minimizaciéon de la suma de entropias sujeta a LPI

Ahora seguimos con el segundo paso, resolver el problema de minimizacion:

min Fomin [Pa;p] + Fmin [PB:p)] - (B.12)
arccos y/ Pa;p+arccos y/ P, ,>arccos ca,5

Por un lado, tenemos que del Corolario 2.3 la desigualdad de Landau—Pollak
restringe los valores de (P4, Pg;,) segin el valor de ¢ = (ca, ¢, c4,8). Luego,
la restriccién en el problema de minimizacion (B.12) es:

[ 1 : w
i [N—A,ci} X {N—B,c%}, sicz < he's s (ci‘), )
ii DY dado en (2.22), si cg > bl , (c%).
Por otro lado, observamos que, para M =1,2,..., N — 1, la funcién F min[P]

. . . 1 1
es diferenciable a trozos en el intervalo P € (m’ M), con

OF) min[P] P M1 (1 - MP)!
S S — MAf (MP? +(1 - MP? :
oP / ( + ) 1—A
Dado que f es diferenciable y creciente, el signo de M%;;[P] es el mismo que

. Pl _(1-pMm)*? . R .
el signo de ———————_ Esta cantidad es negativa independientemente
del valor de A, ya que P > 1 — MP. Por lo tanto, F) min[P] decrece en cada

1 1
M+1° M

todo el intervalo [%,

las entropias de Rényi y de Tsallis.

intervalo ( ) Luego, por la continuidad de F) min[P], ésta decrece en

1]. Tlustramos este comportamiento en la Fig. B.3 para

@ (b) (© (d
15 15 08§
c c c 2 COG
£l 1 El-i 04
i3 i3 g 7
05 05 o 02
O O 111 O3
54 3 2 54 3 2 54 3 2 54 3 2
P P P P

Figura B.3: F) min[P] versus P € [ﬁ 1] con N = 5, para: entropia de Rényi con
(a) A=0.5y (b) A =2, y para entropia de Tsallis con (c) A=0.5y (d) A =2.

Luego, obtenemos que el minimo se alcanza en:
: (2 2 o o2 w 2
i (Pasp, Pip) = (CA’CB)’ sicig < Nly (CA)7 o

ii Pg,, = hK,B(PA;p) con Py, € [hgz"s(c%) , Ci}, si ¢k > hl";ys (c%).
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Definiendo los angulos
YA B = arccosc4p, YA =arccosc4, -y = arccoscs,
el cambio de variables
Pa,=cos’0 con 0€[ya,va8— V5]

y la funcién

- 1 2 )\ A 1 2 *
Dy(0) = LOSQQJ (cos® )" + (1 {00829J cos 9) ,

obtenemos que

e la condicién cB < hl’z s (034) se simplica a y4.8 < 74 + V35,

f(D, f(D
L4 Fa min [0?4] w y FB mm[CB] (]_#ZB))’

f(D —0
® Fomin[Pa; P} f(D (9)) y F ,mm[hCA B(P.A P)] (ﬁ(l’yff‘[f)).

Por lo tanto, el valor minimo de la suma de entropias minimas esta dado por
la expresion

(D1 (ZA)) + f(Dﬁ(gg)) YAB < YA+ V8

wn _(L20) , [Calyas =)

1—a 1-3 ) YAB > YA+ B,

0€(va , va,5—78]

con lo cual finalizamos la demostracion de la Proposicién 3.1.

B.1.2 | Demostracién del Corolario 3.1

En lo que resta de este Apéndice vamos a considerar obervables con espectro
discreto y no degenerado. Recordamos que, en este caso, tenemos Ny = N =
N, CAZC[3=1yC_A’3=C.

Para ¢ > f tenemos que Lﬁj =1, por lo que la cota (3.26) se reduce a la
cota del qubit (N = 2) dada en (3.33).

Caso N = 2:
En este caso, la cota es c—6ptima como vimos en la Seccién 3.4.

Caso N > 3:
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Sea p = |U)(P¥| un estado puro actuando sobre un espacio de Hilbert de
dimensién finita N, con |¥) € H. Expresamos al vector de estado |¥) de la
forma:

N N N
) = Y ila) = D 1b), (.13

siendo ; y zzj coeficientes complejos, y {|a:)}¥; v {|b;)}}¥, las bases de
autoestados de A y de B, respectivamente. Reagrupamos los coeficientes

~ ~ — At
complejos en los vectores: ¢ = [1h1--- ¢y € CN y p = [1/}1 = ~¢N} € CN.
Por la ortonormalidad de las bases tenemos que

G =T¢ con Ty = (bsla). (B.14)

Bajo esta notacion, definimos los vectores de probabilidad

¢ ~ ~ ~ t
WP =p(A5p) = [[0a]? - [on Pl v [P =p(B;p) = |l [on ]
(B.15)
asociados a los observables A y B, respectivamente.

Ahora, consideramos matrices unitarias de N x N de la forma

73 0
T:{ ; w—m]’

donde T(™ denota una matriz unitaria de n x n, con la condicién de
que el maximo elemento de T se encuentre localizado en T(?, es decir,

¢ = max;; |T;;| = max;; |ﬂg2)| Esta condicién puede ser verificada sélo si
(N=2) 1
N >4, dado que ¢ > max;; |[T;; 7| € [m 1].

Sea |¥(?)) = 1p§2) lai) + wéz) |az) el estado puro del qubit que minimiza la suma
de entropias para una dada matriz T, de modo que

Fu [[0® ] + Fs [[62] = Capas o).

Consideremos ahora la matriz densidad p = |¥)(¥| construida a partir del
estado puro extendido |¥) cuyo vector de coeficientes en la base de A estd dado

t
por ¢ = [z/)gz) wéz) 0... 0} . Luego, obtenemos que

Fo [[0P2) + Fs [[9F] = Fo [[6@P] + B [[9F]

= Ca,ﬂﬂ;f(c) = Ca,B;f(C)a

donde la primer igualdad se sigue de la eleccién de T y p, mientras que la
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tltima igualdad se debe a que en este rango del solapamiento (¢ > %) la cota
para N arbitrario, Ec. (3.26), coincide con la cota del qubit (N = 2), Ec. (3.33).
Finalmente, tenemos que

Cap:f(€) = Fa [p(A, p)] + Fz [p(B, p)] > Ca, s (c).

Por otro lado, de la definicién de cota c-Optima se llega a

Capir(€) < Ca it (c),

dando por probado que la cota (3.26) es c-6ptima para ¢ > % y N >4.

Para N = 3 queda atn por probar si la cota es c-6ptima. Sospechamos que si lo
es, de hecho no hemos encontrado contraejemplos que muestren lo contrario.

B.1.3 Demostracion del Corolario 3.2

Consideremos la cota (3.26) evualuada en f(x) = Inz (entropia de Rényi) y
tomemos el limite (o, 8) — (o0, 00):

Coo,00in(c) = min (—21In(cosf) — 21n (cos(y — 0))) .

Observamos que el minimo se alcanza en § = 7, de modo que recuperamos la

cota de Deutsch: Coo,o0;m(c) = —21n (1<) = CP(c).

Ahora consideremos la cota Cq g,in(c) para un par de indices arbitrarios y sea
Py, la probabilidad méxima para la cual se alcanza dicha cota.

Dado que la entropia de Rényi decrece con el indice entrépico, tenemos que
Capin(c) = Ramin [Pasp] + Rgmin [hZV(PA;p)]

= Roo,min [PA;p] + Roo,min I:h};/v (PA;p)]
2 Coo,oo;ln<c) = CD<C)7

V

que prueba que mejoramos la cota de Deutsch en todo el rango del sola-
pamiento.
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B.1.4| Demostracion del Corolario 3.3

Reescribimos la cota (3.26) para f(z) = Inx (entropfa de Rényi) y el par de
indices (a, 8) = (0,0) de la forma:

Coom(c) = min, (Ro,min [Pa,] + Romin [he (Pa;p)]) -

1+c) _ 14+c

Por simetria de las cantidades en la suma, dado que 2}V (1 < se puede

restringir el intervalo de busqueda a [02, 1;”]. Entonces:
e Para Py, = c? se tiene que h)'(Pa,) = 1. Por lo tanto,

R0 min [hZV(PA;p)] = 0y Romin[Pa,] = In ({C%D, donde [-] denota
la parte entera superior.

e Para Py, € (02, 1;”], se tiene que hY (Pa,,) € [1;”3, 1) C (%, 1) por lo
que Ry min [hXV (PA;p)] = In2 para todo Pj., en este intervalo. Por otro
lado, se tiene que Rg min [Pa,,] decrece en este intervalo y el minimo da

In 2. Entonces,

min  (Romin [Pa,p] + Ro.min [t (Pa;p)]) =2In2.

PA,;;E(C?%]

Co,0:1n(c) = min {ln ([;D , 21n2} )

Por otro lado, cuando ¢ < % tenemos que

Luego,

CMY(¢c) = —2Ine > 2In2 = Cop an(c).

Mas atn, en este caso Coon(c) = 2 Ro min [136], de modo que usando el

decrecimiento de R min Vs A, obtenemos

IN

1+¢ 1+¢
Capin(c) }

Roz,min |:2:| +R5,min |:2

1
< 2Romm [ﬂ = Coom(c) <CMU(e),  (B.16)

con lo cual concluimos con la prueba del Corolario.
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Caso qubit (N = 2)

En esta Seccién vamos a dar las demostraciones de las Proposiciones 3.2 y 3.3,
y de los Corolarios 3.4 y 3.5 concernientes a las relaciones de incertezas tipo
entrépicas para el caso del qubit.

B.2.1| Demostracion de la Proposiciéon 3.2

| B.2.1.1 | Simplificacién del problema

Consideramos el sistema preparado en un estado puro p = |¥)(¥| actuando
sobre un espacio de Hilbert de dimensién N = 2. Usando la notacién de (B.13)-
(B.15), nuestro objetivo es resolver el problema de minimizacién:

min, P (6] + Fs |97 (B.17)

para (o, 8), f y T dados.

El vector ¢ es tal que ||1||2 = 1 y podemos parametrizarlo de la forma:

= d(p) s, (B.18)

donde s € R? es un vector de norma uno y ® (¢) es una matriz diagonal de
2 x 2 dada por

® () = exp(z Diag(p)), (B.19)
con ¢ € R? un vector de fase.
Parametrizamos a la matriz T' como el producto de tres matrices [Dit03,

Jar05]:

cos YT sin yr
T=2(u)V(yr)®(w), donde V(yr)= . (B.20)

—sinyr cosyr

con yp € [O, g) v u,v € R? vectores de fase. Esta parametrizacién también es
conocida como “descompsosicién Z—Y de un qubit” [NC10, Th. 4.1]. Observamos
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que el solapamiento ¢ = max; ; |T;;| = max; ; |Vi;(vr)| no depende de las
fases.

Combinando las Ecs. (B.18)—(B.20), obtenemos que
J = B(w) Virr) dv + ) 5. (B.21)

Por lo tanto, el objetivo original de encontrar la cota inferior éptima a la suma
de entropias generalizadas para el caso del qubit, se transforma en

Co iz = min (Fu [|0(0) 8’| + s [|0(w) V(rr) @(v + 9) sP] ) (B.22)

®,s
para «, B8, f y T dados.
El problema B.22 se simplifica debido a las invarianzas y simetrias:

e Invarianza de fase:
Fo [I(P(so)sﬂ + Fp [|(I>(u)V(fyT)<I>(v + (p)s|2] —
Fu 18] + Fs [V (vr) (v + )3

Dado que ¢ — v + ¢ es un isomorfismo, la minimizacién en (B.22) se
reduce a

Capisiz = min (o [|s] 4+ Fs [IV(yr) @) sP]) con r € [0, 7).

(B.23)
De esta manera llegamos a que la cota depende sélo del angulo vr y no
de los vectores de fases u y v. Veremos que éstos entran en juego a la
hora de calcular los estados minimizantes.

e Invarianza de permutacién:
Fu[ls?] + Fs |[V ()0 (sl | =
Fu[lsl?] + F3 [V (3 = 9r) (e~ [r 0])s*].

Por lo tanto, reducimos un paso més el problema de minimizacién (B.23)

Ca i = min (Fa [Is] + F5 V() @(¢) 5] ) (B.24)
donde
yzmin{vT, g—'yT} € {0, Z] . (B.25)

De esta manera llegamos a que la cota Cy 5. 7.2 = Cqo g.f.2(c) depende sélo
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del solapamiento ¢ = cos~y. En principio, este resultado no es extendible
al caso mas general de sistemas de IV niveles con N > 2.

e Simetrias y periodicidades de s, con la parametrizacién s(0) =
[cosf sind)]t.

¢ m-periodicidad:
Fa [ls0)P] + Fs [V (1)0(0)s(0) | =
Fo[ls(0+m)I2] + Fs [[V(0)2(e)s(0 + )]

por lo tanto 8 € [—g , g]

o g—simetria:

Fa [ls0)P] + Fs |V (1) @(0)s(0) | =
Fu 16+ 3)) + Fs [[V(1)®(J0)s(60 + 3)[°]

0 1

siendo J = { 1 0

], por lo tanto 6 € [-T, T].
o 4ngulo opuesto: s(—0) = ([0 7]*)s(A) de modo que
Fo [IsO)2] + Fs [V (1)@ ()s(6) ] =
Fu [Is(=0)P] + Fs [[V(n)@(e+ 10 a])s(-0)[] .

finalmente llegamos a que 6 € [O ) %]

Luego, usando estas invarianzas y simetrias obtenemos que el problema de
minimizacion se simplifica y se reduce a

Copisale) = min_ (Fa [IsOF] + F5 [[Vinoe)s@)F]) . (B:26)

donde -
7 = min {’YT g ’YT} : (B.27)

| B.2.1.2 | Caso trivial c =1

En este caso v = 0y V(0) = I. Eligiendo s = [1 0], obtenemos que

F.[ls|?)] = 0y Fs[[V(0)®(p)s|’] = Fslls]] = Luego, como era de
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esperar, tenemos la solucién trivial:

Coz,ﬁ;f;Q(l) =0. (B28)

| B.2.1.3 | Caso no trivial ¢ € [%, 1}

Para este caso vamos a proceder en dos etapas:

1. fijamos s (i.e. 8) y minimizamos la suma de entropias generalizadas sobre
la fase ¢;

2. para la fase 6ptima que depende (en principio) de 6, determinamos el
valor de # que minimiza la suma.

Minimizacion sobre la fase @:

Notamos que la fase ¢ sélo entra en juego en el término Fj [|V(7)<I>(go)s(0)|2},

el cual es invariante ante una multiplicaciéon del argumento por un escalar

exp(1p’), es decir, ante el mismo corrimiento de fase de ambas componentes

del vector ¢. Por este motivo podemos elegir, sin pérdida de generalidad,

@ = [—p2 p2]t. Luego, tenemos que

. 2 9 cos?(y — 6 . 9 cos?(y+ 6

2 = [V(7) () 8(6)]? = cos? s [ SinQEV - 93 ] + sin? g [ SmQEW N 9; ] .

(B.29)

La entropia generalizada es invariante ante los mapas g — —@2 y @2 — T— 2,
de modo que es suficiente considerar g € [0 , g}

Usando los mismos argumentos que en (B.3)— (B.4), la minimizacién sobre ¢
se reduce a 5
[IV(n)2(0)sO) ]
max .
@26[0’ %] p-1

(B.30)

Ahora, notamos que (B.29) es una combinacién convexa de los vectores x =

2 B
[cos2(y—8) sin?(y— )] e y = [cos2(y+6) sin?(y+0)]'. El mapa z s 212

es una funcién convexa de z*, entonces el méximo de (B.30) se alcanza en los

Para B > 1, z Hz||g es convexo [HLP52,Bul03] y (8 — 1) > 0, por lo que el mapa

=15
;Jf es convexo. Para 8> 1, z+— ||ZH§ es céoncavo [HLP52,Bul03] y (8 —1) <O,
B
2|

\
por lo que el mapa z — ﬁ—{i

€s convexo.
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bordes del conjunto convexo: {z =pr+ (1 —p)y: p=-cos®pa,ps € [O, %]}
(ver Fig. B.4). Luego, tenemos que

max

[Ive)e@s@Pl; (Pr=0) Dalr+)
@2€[0, Z] p-1

e } (B.31)

donde
D) (0) = (cos? G)A + (sin® G)A . (B.32)

(o . o
El méximo se corresponde con oz =0 0 2 = 7.

funcién convexa

Figura B.4: El vector z = |V () ®(¢) s(#)|* pertenece al segmento (conjunto con-
vexo) que une los vectores z = [cos®(y—0) sin®(y—0)]" ey = [cos®(y+0) sin*(y+
0)]". Esquematizamos el compartamiento tipico de una funcién convexa R? — R
(linea negra) sobre un conjunto convexo, ilustrando el hecho de que los maximos se
alcanzan en los bordes del convexo.

Da(z—e) y Ds(y+0)

Ahora, comparamos T R considerando el signo de la diferencia

Dg(y —0) —Dg(y +0)
B—1

A(0,7) = (B.33)

donde (0,7v) € [O, %]2. En lo que sigue justificamos que A(6,) > 0, es decir,
Ds(y=0) - Ds(y+0)
B—1 =~ B—1 -

Haciendo uso de las simetrias A(6,7) = A(v,0) = A(F =0, —v) = A(
v, § — 0), restringimos el estudio de sign(A) al triangulo

N

{(0,7)6[0,Z}Q:OgﬁgminCy,Z—’y)}, (B.34)

como ilustramos en la Fig. B.5. Dado que A(#,0) = 0, estudiamos la variacién
A en el segmento v = 0y — 6 dentro del tridngulo, para cada 6y entre 0 y 7
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(Fig. B.5). La derivada repecto de 6 da

aA(e’ 90 _ 9) 25 sin(49 — 290) {[sin2(29 — 90)] p-t — [0082(29 — 90)] B_l}
a0 B B—1 '

(B.35)
Dado que %0 < 60 < 0, tenemos que 0 < 20—0y < 7; por lo que sin(46—26p) > 0
y que sin?(20—6y) < cos?(20 —6y), lo que lleva a que (B.35) es positiva. Luego,
A(6,09 — 0) crece con 6 y es no negativa, en el triangulo (B.34).

2

INE

Figura B.5: Ilustracién de las simetrias de la funcién A(6,7v) = A(v,0) = A(F —

0,% —7) =A(F —~, % —0). Por ejemplo, el punto representado por el circulo tiene
“asociado por simetria” otros tres (representados por los cuadrados), para los cuales
el valor de A es el mismo. Luego, es suficiente estudiar (el signo de) la diferencia
A en el tridngulo (regién rayada), definida en (B.34). La linea negra representa el
segmento v = 0y — 0 dentro del tridngulo.

Finalmente, la minimizacién sobre la fase ¢ da

i F V)00 = N CED

que se alcanza en @3 opt = 0. Podemos decir que existe una “tnica” fase ¢
que minimiza la suma de entropias, dado que la entropia es invariante ante la
multiplicacién de los vectores de onda por un escalar exp(1¢’). Més ain, “esta
fase” no depende de s.

Minimizacion sobre el dngulo 0:

Hasta el momento, hemos reducido el problema de minimizacién (B.26) a

f(Da(0) | f(Dsly = 9))) _

(B.37)

Ca,pp;2(c) = min ] ( 1—a 1-3

ocfo, =
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Obtenemos que la derivada respecto de 6 de la suma en (B.37) es igual a

f'(Da(0)) Do(0) ' (Pp(y —0)) Dy —0)

(1-a) O
donde
Di(0) = 88% = \sin(20) {(sin2 9)A71 — (cos? 9))\71} : (B.39)

Dado que 6 € [0, 7/4], tenemos que sin(20) > 0 y sin? @ < cos? 0; luego, el
primer término de (B.38) es positivo. Méas ain, dado que y—0 € [—7/4, 7/4], el
segundo término de (B.38) tiene el mismo signo que el faactor sin[2(y —0)]. Por
lo tanto, para 6 € (v, w/4] la suma de las entropias es creciente. Necesariamente
el minimo de la suma corresponde a 6 € [0, 7], reduciendo el problema a

_ (f (Da(0) | f(Ds(r— 9») , (B.40)

Capifia(c) = eem[oiny] -« 1-3

Para concluir la demostracion de la Proposicién 3.2, observamos que la extensién
del resultado a estados mixtos p es directa. En efecto, la cota obtenida en el
Coralario 3.1 evaluada en N = 2 vale para estados mixtos y coincide con la
cota calculada aqui.

En general, la cota B.40 tiene que ser calcualda de forma numérica. No obstante,
para ciertos valores de los indices entrépicos obtenemos un expresion analitica
o semi-analitica.

B.2.2 | Demostracion del Corolario 3.4

La derivada segunda respecto de 6 de la funcién a minimizar da

0 (InDy(0)  WmDs(y—0)\  Kal0) Ks(y—90)
i (1 ) = D.0F st M
donde K, = (DX DA DY) da

(1=X)

. A-1
Kx(0) = 22 l(?)\ —1) <51n2(29)> — (cos? 9)2/\_1— (sin? 0)”_1

1—A 4
(B.42)
Esta cantidad es estrictamente negativa para A < %, de modo que la funcién

lnlDfOEG) + 1nD157(';379) es concava respecto a 6 € [0,7]. Luego, el minimo se
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alcanza en los extremos del intervalo, es decir, para 6 = 0 o § = v, o ambos

. . InD InD,
si @ = 3. Para estos valores de 6 la funcién toma el valor =5 féw) ) nl_o(ﬁ).

Luego, usando que la entropia de Rényi R) es decreciente con A y recordando

que ¢ = cosy, concluimos la prueba del Corolario 3.4.

B.2.3| Demostracion del Corolario 3.5

La funcién a ser minimizada en (B.40) es

Folp) = PO E DG 20), (B.43)

Usando la simetria F,(0) = Fo(v — ), el problema de minimizacién se reduce
a

Ca.aini2(c) = min Fy(6). (B.44)
oclo. 3]

Elcaso f=a €0, %] ha sido tratado en la Subsecién anterior, por ello ahora
nos restringimos a o = § > % La derivda de F, respecto de 6 da

rogy O _ 1 (D) Di(y—10)
Fil0) = 55 Fal0) = T— (Daw) - Da(,y_e)). (B.45)

Esta expresion se anula en § = 2. Ademds, existen otros dngulos que anulan la

o'
7.
derivda que depende del valor de c.

[B.2.3.1] Casoc=J;
En este caso, v = 7. Como observamos, en § = % se anula la derivada.

El otro dngulo en el que se anula la derivada corresponde a 8 = 0, ya que
D, (0) = D, () = 0. Como hemos notado en [BPHP13], existen diferentes
comportamientos dependiendo si o es menor, igual o mayor que of &~ 1.430,
2in[(252)"+(252)"]

-«

que es la tinica solucién de = In2. Resumimos los

resultados:

e para o < af, # = 0 es la tinica solucién del problema de minimizacién,
siendo el valor de la cota In 2;

e en a = af, tenemos dos soluciones, § =0y 6 = 5 que dan la cota In 2;
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epara o > aof, 8 = % es la tnica solucién, siendo la cota

[ (252)"+ (35)"]

l—o

| B.2.3.2 | Caso c € (1/v/2, 1)

En este caso v € (O , %) Se puede ver que # = 0 no es solucién de F.,(0) = 0:
(v)

aunque D7 (0) = 0 tenemos que > 0. Luego, los posibles d4ngulos que
anulan la derivada pertenecen a 9 € ( , 2]. Obtenemos numericamente que,

dado ¢ existe un o*(c) tal que

e si 2 < a<a*(c), el dngulo 6ptimo Gy (cx) se obtiene numericamente en

el intervalo ( ) Encontramos que @op¢ () crece continuamente de 0 a

» 2
7 (ver Fig. 3.10). El valor de la cota también se calcula numericamente;

2n[()+(19)"]

11—«

e sia>a*(c), 0 = 7 es el tinico minimo, siendo la cota

De esta manera, concluimos la demostracién de la cota dada en el Coro-
lario 3.5.

B.2.4| Demostracién de la Proposicion 3.3

Denotamos con {Q(EQt}ieI el conjunto de dngulos que minimizan la suma de
entropias generalizadas (o sea las soluciones de (B.40)), donde Z es la lista
de todas las posibles soluciones. Remarcamos que los 4ngulos minimizantes
dependenden de la eleccién de la entropia generalizada (o sea de f, ay ).
Ademés, recordamos que pertenecen al intervalo [0,7], donde « es el minimo
entre yr y § — 7 como mostramos en (B.26), siendo vz € [0, 5] uno de los
pardmetros que caracterizan a la matriz unitaria T', Ec. (B.20). Luego, tenemos
dos situaciones:

s

o yp =1 € [O , 4]: recordemos que hemos redefinido la fase p — v + ¢,
en consecuencia, los vectores de onda minimizantes v son del a forma
@(—v)s(ﬁ(()p)t) Por otro lado, teniendo en cuenta las simetrias § — —6,
0 + 5 y 0 + m obtenemos, para este caso, la expresion final:

cos (93& + n%)

Q/JC();:L) O(—v) o con i€Z y n=0,1,

sin (HOpt )
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a menos de un factor de fase global. En la Fig. B.6.(a) representamos
todos los posibles dngulos éptimos (circulos) para un situacién dada.

ey = 5 —7 € [%, g] ahora, el vector de fase 6ptimo cambia de

—v — —v—[0 7]". Usando las misma simetria que en el caso anterior,

obtenemos que:
cos (—G(i) + nﬂ)

) opt 2
w(();’f):(b(—v) ‘ con i€Z y n=0,1,

sin (—Q(Egt + ng)

a menos de un factor de fase global. En la Fig. B.6.(a) representamos

todos los posibles dngulos éptimos (cruces) para un situaciéon dada.

Unificamos la‘dos expresiones usando que el signo de 7 — 7 es el mismo que
el signo de Oc(fp)t

Proposicon 3.2.

en ambas expresiones. Esto concluye la demostracién de la

Caso o = (: para este caso tenemos un tnico fopy € [O , %] (con v = arccos c).
Ma4s atn, hemos visto que la suma de entropias es invariane ante la transforma-
cién 8 — v — 6. Esto da los posibles 4ngulos representados en la Fig. B.6.(b),
respectivamente para yp € [0 , %] (circulos) y yr € [% , %] (cruces). En

conclusion,
Hc(fp)t = % +i (% - 90pt) con ie€Z={-1,1},

dando los dngulos minimizantes del Corolario 3.5.

o+
° + o +
Y Y 0
+ + o7 — Uopt
°f),
opt 0
- + 9Vopt
° +
o +
o +
+ ° e ple®

Figura B.6: (a) Representacién de todos los dngulos 6ptimos para un .p¢ dado,

cuando yr € [O, g] (circulos) o yr € [g , 5] (cruces). (b) Lo mismo que en (a),
para el caso especial 8 = a.
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