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Capitulo 1

Introduccién

Consideraremos problemas de optimizacién con restricciones los cuales seran resueltos sin

hacer uso de las derivadas de la funciones involucradas. Formalmente,

(1.1) minimizar f(z) s.a. x € Q, C(z) =0,

donde Q ={z € R" : L <z <U},conLyU vectores fijosen R",y f : R” - Ry C: R" - R™
son funciones continuamente diferenciables.

Observar que si las restricciones C'(x), lineales o no lineales fueran de desigualdad, podriamos
transformar el problema a uno de restricciones de igualdad agregando variables de holgura.

Nos restringimos a problemas con una cantidad moderada de variables y asumimos que el
costo de evaluar la funcién objetivo y las restricciones es mayor que el dlgebra lineal requerida
en la iteracién de optimizacion.

Supondremos que los problemas son diferenciables, pero sus derivadas no se pueden calcular
ya sea porque el valor f(z) (o C(x)), dado un vector z, es el resultado de una medicién fisica,
quimica o méds comunmente, porque es el resultado de un calculo computacional posiblemente
muy largo y complejo, para el cual el cédigo fuente no esta disponible o no es modificable.

En la literatura se pueden encontrar varios métodos para resolver problemas diferenciables
sin calcular derivadas tales como diferencias finitas, busqueda por patrones y métodos de region
de confianza basados en modelos de interpolacién, entre otros. Debido al costo computacional,
correspondiente a la gran cantidad de evaluaciones necesarias de la funcién objetivo, estos
métodos estén restringidos a resolver problemas de pocas variables.

Los métodos de regién de confianza basados en interpolacién polinomial forman un mo-
delo lineal o cuadratico de la funcién objetivo y utilizan la regiéon de confianza para lograr la
convergencia.

En el caso en que la funcion objetivo sea diferenciable, la idea de usar métodos de region de
confianza basados en interpolacion polinomial resulta muy atractivo ya que se puede reemplazar

una evaluacion de la funcién objetivo, la cual resulta muy costosa, por una evaluacién del modelo
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aproximante, cuyo costo es mucho menor. En especial, para problemas complejos, se logra un
progreso considerable obteniendo mejores soluciones a un costo moderado.

En el Capitulo 2 describiremos los métodos de regién de confianza basados en modelos de
interpolacién y, luego, algunos de los métodos mas utilizados para optimizacion sin derivadas
que utilizan esta metodologia.

En este trabajo presentaremos dos métodos de optimizacién sin derivadas basados en mo-
delos de interpolacién y regién de confianza.

El primer algoritmo desarrollado para este trabajo es el algoritmo TRB-Powell [12]. TRB-
Powell fue propuesto para resolver un problema de optimizacién irrestricto o con restricciones
de caja sin derivadas basado en el método de Powell, NEWUOA [90, 91], para optimizacién
(sin restricciones) sin derivadas. El método NEWUOA, en cada iteracién, construye un modelo
de interpolacion cuadratica de la funcion objetivo alrededor del iterado actual y este modelo es
minimizado para obtener un nuevo punto de prueba. Todo el proceso estd inmerso en un marco
de regién de confianza usando la norma Euclidea. En nuestro método, TRB-Powell, usamos
norma infinito en vez de norma Fuclidea y resolvemos el subproblema cuadratico usando una
estrategia de conjuntos activos para explorar las caras de la caja. Inicialmente hemos considerado
el problema irrestricto y luego extendimos el algoritmo, de manera natural, para la resolucion
de un problema con restricciones de caja. En el Capitulo 3 presentaremos el Algoritmo TRB-
Powell y mostraremos los resultados obtenidos al compararlo con NEWUOA y BOBYQA para
problemas irrestrictos y con restricciones en las variables, respectivamente.

El segundo algoritmo es el IR-DFO, el cual se propone para resolver problemas de programacion
no lineal general sin hacer uso de derivadas y estd basado en el método de Restauracién Inexacta
(IR), el cual fue introducido por Martinez y Pilotta (2000) [77] y posteriormente analizado en
el ano 2005 [78]. Estos métodos proceden en dos fases y generan una sucesién de puntos,
posiblemente no factibles respecto de las restricciones de igualdad,con iteraciones intermedias
que consisten en puntos inexactamente restaurados. En nuestro método, todos los calculos de
derivadas del método IR han sido adaptados adecuadamente para resolver el problema sin el uso
de éstas. La importancia de este nuevo método sin derivadas, IR-DFO, es que se ha demostrado
la convergencia a puntos factibles. En el Capitulo 4 describiremos el Algoritmo IR-DFO y
expondremos los resultados de convergencia y experimentacién numérica.

Finalmente, en el Capitulo 5 presentaremos algunas conclusiones y daremos perspectivas

del trabajo realizado.
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1.1. Estado del arte

En la literatura existen varios métodos para resolver problemas de optimizacién sin deri-
vadas. Ver [35]. Un grupo lo conforman los métodos que calculan las derivadas de la funcién
objetivo, ya sea por aproximacién como por ejemplo usando diferencias finitas (ver Gill et al
[48, 49], Dennis y Schnabel [64] y Nocedal y Wright [83]), o por procedimientos de diferencia-
cién automéatica (ver Griewank y Corliss [59], Gilbert [47] y Griewank [57, 58]) o calculando
el gradiente basandose en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales, si el problema depende de la
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales (ver [26, 50, 99]). En general, dado el costo
de evaluar la funcién objetivo, evaluar su Hessiano o gradiente por diferencias finitas o diferen-
ciacién automética puede ser mucho mas costoso pero, cuando los recursos estan disponibles o
las evaluaciones no son irracionalmente caras, este tipo de métodos resulta muy util y eficiente.

Otro grupo de métodos de optimizacién que no utilizan derivadas lo forman los métodos
de busqueda directa o métodos de busqueda por patrones. Estos estdn basados en explorar el
espacio de variables evaluando la funcién objetivo en puntos muestrales dados por un patréon
geométrico predeterminado. Es el caso de los métodos en donde las muestras son guiadas por
un conjunto de direcciones adecuadas [41, 98] y en base a simplexes y operaciones sobre los
mismos, tales como el algoritmo de Nelder-Mead [82]. Estos métodos no explotan la suavidad
de la funcién objetivo y, por lo tanto, requieren un gran nimero de evaluaciones funcionales.
Son 1tiles para problemas no suaves. Un amplio estudio de estos métodos ha sido realizado
por Kolda, Lewis y Torczon [68]. En esta clase se encuentra el método GSS [69, 72] el cual es
utilizado cuando las restricciones del problema (1.1) son lineales. El método GSS abarca muchos
algoritmos, incluyendo Generalized Pattern Search (Busqueda por patrén generalizado) [72].
Otra generalizacion de los métodos de busqueda por patrones es el reciente desarrollo de la
adaptacion de la malla en los métodos de busqueda directa (ver Audet y Dennis [14, 15],
Abramson y Audet [3], Audet y Orban [16], Audet, Béchard y Le Digabel [13], Abramson,
Audet, Dennis y Le Digabel [4]). Méas ain, dentro de la clase de los métodos de busqueda directa
se encuentran unos métodos hibridos que han sido desarrollados e implementados para mejorar
la eficiencia de los mismos. Algunos de ellos son el SID-PSM de Custodio, Rocha y Vicente
[37, 39], el cual es una implementacién en MATLAB para problemas con restricciones lineales

de desigualdad, el NOMADm de Abramson [2] y el APPSPACK [56, 61, 63, 67, 70, 84].
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Un tercer grupo de métodos se basa en el modelado de la funcién objetivo mediante inter-
polacién multivariada en combinaciéon con técnicas de regiéon de confianza. Estos métodos se
introdujeron por Winfield [100, 101]. Un modelo polinomial es construido con el fin de inter-
polar la funcién objetivo en los puntos donde los valores funcionales son conocidos. El modelo
es entonces minimizado en una region de confianza y un nuevo punto es calculado. La funcién
objetivo se evaltia en este nuevo punto y por lo tanto, posiblemente, se amplia el conjunto de
interpolacién. En este nuevo punto se verifica si la funciéon objetivo ha disminuido su valor
funcional y todo el proceso se repite hasta que se logre la convergencia. Asi, la geometria de
los puntos de interpolacién de ajuste y la minimizaciéon del modelo son las claves para un buen
desempeno de los algoritmos.

Actualmente existen variadas implementaciones, de algoritmos basados en modelos de inter-
polacion, para problemas de optimizacion irrestrictos y con restricciones de caja sin derivadas
tales como Powell [86, 88, 89], Wild et al [95], Fasano, Nocedal y Morales [44], Scheinberg y
Toint [97], Conn, Scheinberg y Toint [31, 32] y Gratton, Toint y Troltzsch [55]. La mayoria de
estos métodos se diferencian en la forma de adaptar el conjunto de interpolacién. Para el caso
de problemas con restricciones lineales existe un nuevo método de Powell [94].

Algunos autores han desarrollado métodos para tomar ventaja de la estructura especial del
problema con el fin de resolver problemas mas grandes (ver Colson y Toint [28, 29], Griewank
y Toint [60]).

Los métodos basados en interpolacién polinomial son ampliamente usados en la préactica. Al-
gunos de ellos son el DFO de Conn, Scheinberg y Toint [31, 32, 33|, la implementaciones de
Powell UOBYQA [87], NEWUOA [90, 91] y BOBYQA [92], el software Wedge de Marazzi y
Nocedal [74] y el cédigo creado por Berghen y Bersini [20], llamado CONDOR, el cual incluye
una versién en paralelo basada en NEWUOA.

El problema principal de estos métodos es que, si bien tienen buen desempeno en la practica,
no se ha obtenido buenos resultados teéricos de convergencia. Es por esto que varios grupos
de investigacién se han dedicado a buscar resultados de convergencia. En el caso de problemas
irrestrictos existen varios estudios tales como los realizados por Scheinberg y Toint [97], Powell
[93] y Nocedal y Marazzi [74] (en el caso de interpolacién lineal).

Con el fin de demostrar convergencia tedrica, ademds de buenos resultados en la practica,
es que surge un cuarto grupo de métodos para resolver el problema (1.1) el cual contiene a los

métodos que son hibridos como por ejemplo aquéllos que, sobre el esquema de métodos que han
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demostrado tener buenas propiedades de convergencia en el caso con derivadas, utilizan cuales-
quiera de los métodos ya reconocidos sin derivadas para resolver subproblemas internos. Estos
métodos son transformados a métodos sin derivadas con la ventaja que heredan las propiedades
de convergencia. Por ejemplo, Restauracion Inexacta de Bueno, Friedlander, Martinez y Sobral
[27], el cual es parcialmente sin derivadas ya que no calculan derivadas de la funcién objetivo
pero calculan las derivadas de las restricciones, Lagrangiano Aumentado de Diniz-Ehrhardt,
Martinez y Pedroso [42] o el algoritmo de Conejo, Karas, Ribeiro, Pedroso y Sachine [30].
En [27] los autores proponen resolver la fase de optimalidad de un algoritmo de Restauracién
Inexacta mediante el algoritmo GSS [69, 72] evitando asi el célculo de las derivadas de la fun-
ci6én objetivo. En [42] cada subproblema se puede resolver utilizando cualquier método adecuado
sin derivadas. El algoritmo de regién de confianza presentado en [30] resuelve un problema de
minimizacién de una funcién en un dominio convexo para el cual, en cada iteracion, genera un
modelo cuadrético y busca minimizadores del mismo en una regién de confianza intersecada por
el dominio convexo, por cualquier método adecuado pero satisfaciendo ciertas hipétesis. Bajo

dichas hipotesis, los autores demuestran convergencia global del algoritmo.






Capitulo 2

Métodos de region de confianza basados en modelos de

interpolacion

Existen muchos articulos de optimizacion sin derivadas en los que se han considerado es-
trategias de regién de confianza con interpolacién polinomial de la funcién objetivo [31, 32,
33, 89, 90, 91]. Los métodos propuestos para resolver problemas de optimizacién irrestricta o
restringida con cotas en las variables sirven de base para resolver problemas mas generales de
optimizacién no lineal.

En este capitulo daremos una breve descripcién de los conceptos basicos utilizados en los
métodos de regién de confianza con interpolacién polinomial lineal o cuadratica. También des-
cribimos los conceptos de interpolacién polinomial lineal o cuadratica de una funcién diferen-

ciable.

2.1. Ideas principales de métodos de region de confianza

En el marco de un método iterativo para resolver el problema

min f(z),

donde f es una funcién a valores reales con Vf(x) y V2f(z) continuos, en cada iteracién, en
lugar de minimizar la funcién f, se minimiza un modelo aproximado de ella.

En los métodos de regién de confianza para resolver problemas de optimizacién, la informa-
cion de la funcién objetivo se utiliza para formar un modelo my el cual, cerca del punto actual
Tk, tenga en lo posible un comportamiento similar al de la funcién objetivo. Como el modelo
puede no ser una buena aproximacién de la funcién considerada, cuando se toman puntos x
alejados de xp, se debe restringir la busqueda del minimizador de mj a puntos que estdn en un
entorno de z. Tal region restringida se denomina “regién de confianza”.

En cada iteracién de esta metodologia, se resuelve el subproblema

1
(2.1) minmy (v, +8) = cx+ ghs+ istGks
S

sujeto a ||s|]| < Ag,



8 Métodos de region de confianza...

donde ¢, € R, g € R" y Gi € R™" es una matriz simétrica.

Usualmente las regiones de confianza son esferas definidas por la norma 2 centradas en xj,
con radio Ay llamado radio de la regién de confianza (||s|l2 < Ag). También se usan regiones
de confianza elipticas o en forma de cajas usando la norma infinito (||sljcc < Ag).

Cuando se utilizan derivadas, si my, es la aproximacién de Taylor de primer orden entonces
ck = f(xk), g = Vf(xg) vy Gk es la matriz nula. Luego, si my es la aproximacién de Taylor de
segundo orden, ¢ = f(xx), g = Vf(xr) y Gx = V*f(xy).

La solucién exacta del modelo mj es mas o menos dificil segin sea el modelo cuadratico
o lineal y segin como sea la region de confianza. Si la region de confianza estd definida por
la norma 2, y si el modelo es lineal, la solucién se encuentra en el borde de la region y en la
direccion de —gg. Con igual tipo de regién, si el modelo es cuadratico la solucién, s*, cumple:

TEOREMA 1. El vector s* es una solucion global del problema de region de confianza
(2.2) min m(s) = c+g's+ 1stG.s:

sER™ 2

sujeto a [|sl]ls < A,

siy solo si s* es factible y existe un escalar A > 0 tal que se satisfacen las siguientes condiciones

(2.3) (G+A)s" = —g
(2.4) AMA—Is™]l2) = 0
(2.5) G+ es semidefinida positiva.

Observar que, si A # 0, la solucién s* es colineal con —Vm(s*) pues, de (2.3), se deduce que
As* = —(g+ Gs*) = —=Vm(s"),

y normal a las curvas de nivel. En este caso, ||s*||2 = A o sea, s* se encuentra en el borde de la
regién, ya sea porque el minimo de la cuadratica es exterior a la regién o porque hay curvaturas
nulas o negativas. Cuando la matriz G es definida positiva, la solucién s* esta sobre una curva
p(A) = (G + XI)71(—g), tal que para ||[p(\)|| = A da la solucién en la esfera de radio A, si el
Optimo global es exterior a la esfera de radio A. Cuando el minimo de la funcién cuadratica es
interior a la esfera de radio A, la solucién del subproblema es s* = (G)~!(—g), la direccién de
Newton, correspondiente a A = 0. En la Figura 1 se ilustra lo anterior.

Para definir el iterado 341, un punto posible es un punto xj + sj,, donde sj es el minimo

del modelo my, en la region de confianza o una aproximacion del mismo.
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FIGURA 1. Curva p(A\) = (G + XI)~(—9)
Asi, en zj se considera el subproblema cuadratico

(2.6) min my (g + s),

sEQ,
donde Qf = {s:s € R": s < Ag}.

En particular, cuando se usan derivadas, si la regién de confianza es “pequena”’ y el mo-
delo aproximado es “bueno”, al resolver el problema (2.6) podriamos perder la oportunidad de
acercarnos lo mas posible al minimo real de la funcién objetivo. Si la regién es “grande” y la
aproximacion ‘no es muy buena”, el minimo del modelo puede estar lejos del minimo de la
funcién objetivo en la regién de confianza (podriamos estar en el caso en el cual el modelo no es
una buena aproximacién de f en toda la regién). Esto motiva a que los radios de las regiones de
confianza puedan modificarse al cambiar de iteracion, dependiendo del tamano de la regién y
del analisis comparativo del comportamiento del decrecimiento de my, y de la funcién objetivo.

Para elegir el radio de confianza de la regién en la iteracién k£ + 1, dado el paso sj obtenido

al resolver el problema (2.6) en la iteracion anterior, se define

f(wg) — fzr + s5)

my(xy) — my(zp + s§)

Pk =

El numerador indica la variacién de la funcién objetivo, se denomina reduccién actual, y el
denominador mide la variacién del modelo y recibe el nombre de predictor. Este iltimo es

siempre no negativo pues proviene de la minimizacion, exacta o aproximada, del modelo my
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en la region de confianza. Cuando el punto z; es un punto estacionario del problema original,
s; = 0, es un caso particular.
Si pi, es negativo, la reduccién actual de f es negativa, es decir f(xx) < f(x + s}), por tanto
la funcién objetivo crece. Esto motiva el rechazo del paso si, la definicion de x4 = g, y
la reduccion del radio Ayyq1 cuando se tienen modelos definidos mediante las derivadas de la
funcion original.
Por otro lado, si pg es cercano a 1, el modelo se comporta de manera similar a la funcién en ese
punto. Se propone entonces para la préxima iteracion aumentar el radio. Si pg es no negativo
pero no cercano a uno, en general no se altera el tamafo de la region y si pi es no negativo pero
cercano a cero, se disminuye el tamano de la regién.

Un esquema general del método de Regién de Confianza (RC) es el que se enuncia a conti-

nuacién [83].

ALGORITMO 1. Algoritmo (RC)
Dados zg, € >0, 0<m <n2 <1,v € (0,1), 2> 1, A, >0, Ag € (0,A,).
k<0

Paso Iterativo: Dados xy, f(zk), 9k, Gr, Ak
e Test para finalizar.
e (1) Obtener si resolviendo aproximadamente el problema (2.6)
e Calcular py
e Si pr < my definir Ag, = 1 Ag y volver a (1)
e Si pi > ny definir xp41 =z + si
Si pr, > mo definir Ay = 1A
Sino Agyq = Ag.
o k+—k+1
Fin

Es ilustrativo describir algunos resultados sobre esta metodologia cuando se usan derivadas,
que sirven de base para justificar que se pueden obtener buenos resultados de convergencia resol-
viendo los subproblemas en forma aproximada. Esos resultados también ayudan al desarrollo de

resultados tedricos y practicos cuando las derivadas de la funcién objetivo no estdn disponibles.
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En particular para nuestro trabajo, cuando las derivadas del problema no estan disponibles, mo-
tivan a considerar modelos my tal que su gradiente g; logre una buena aproximacién asintética

2.1.1. Punto de Cauchy y propiedades de convergencia. En esta seccién se analizan
las condiciones que debe cumplir el paso s; para obtener buenas propiedades de convergencia
del método de Regién de Confianza, cuando se usan derivadas.

Se dice que un algoritmo iterativo es globalmente convergente si
llgx|| — O cuando k& — oo.

Se ve que, para demostrar la convergencia global del método de Regién de Confianza, es su-
ficiente encontrar una solucién aproximada sy del problema (2.6) que proporcione una reduccién
“suficiente” en el modelo my.

La reduccién requerida puede ser cuantificada en términos de un punto particular que se
denomina punto de Cauchy y serd denotado por sf.

Cuando la region de confianza se define usando la norma 2, el punto de Cauchy es el minimo
del modelo my(zr+s) = cx + g,’;s +5TGys, restringido a la direccién de —gy, dentro de la regién
de confianza.

El minimo buscado s§, es de la forma s = 7 (—gx) con 7 tal que ||sf| < A.

Si gingk < 0, como my decrece mondtonamente a lo largo de —gi, entonces 7 satisface

A
oy llsgll = A

T = 757
llg|

Si g} Grgr > 0, es decir Gy, es definida positiva a lo largo de —gy;, el minimo en esa direccién
puede estar dentro o fuera de la regién de confianza.
Si el minimo estuviese en el exterior, el punto buscado s§, estd en la frontera de la regién y
. o Ak
como en el caso anterior 7 = Mol
2
Si el minimo de my en la direccién de —g, que se conoce es de la forma %(—gk),
e

llgell?

estuviese dentro de la region de confianza, se obtiene 7 = PR
L kIE

Asi, el paso de Cauchy puede escribirse de la siguiente manera sj = Jm(—gk) donde

1 si gpGrgr < 0

‘ llgell® ot
mln{]., m} S1 ngkgk >0

El punto de Cauchy xj, + sf, cumple el siguiente resultado, del cual se desprende la convergencia

global del método de Regién de Confianza [83].
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PROPOSICION 2. El punto de Cauchy satisface

1 , Ik
mp(xg) — mg(zp + 55) > = ||gk||mm{Ak, g }
2 G|l

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior se tiene el siguiente teorema.
TEOREMA 3. Sea xj, + si cualquier punto tal que ||sg||2 < Ak, cumpliendo que

my(xg) — mi(zk + sg) > ¢ [me(zr) — myg(xg + s5)],

siendo ¢ > 0. Entonces sj, satisface

c 7
mk(l'k) - mk(xk + sk) > 7Hng min {Ak, HQkH } .
2 Gkl

En particular, la solucién exacta del problema (2.6) satisface la desigualdad anterior con

c=1.

Una demostracion de los resultados anteriores puede encontrarse en J. Nocedal, S. Wright
[83].
Para demostrar la convergencia global del método de Regién de Confianza, usando derivadas,

se asumen las siguientes hipotesis generales:

i) f es una funcién a valores reales con Vf(z) y V2f(z) continuos;
i1) el conjunto de nivel A = {z: f(x) < f(x0)} es acotado y f estd acotada inferiormente
sobre A;

i7i) las matrices G}, estdn uniformemente acotadas en norma, es decir |G| < M Yk > 0.

También se le permitird a la solucién aproximada sj del problema (2.6) que exceda la
frontera de la regién de confianza pero asegurando que quede dentro de un multiplo fijo del
radio de confianza en cada iteracion, es decir ||s;|| < v A para alguna constante v > 1.

Se obtiene entonces el siguiente resultado:

TEOREMA 4. Sea m; € (0, %) en el Algoritmo RC de regién de confianza. Supongamos que
se verifican 1), ii) y 4i) y que las soluciones aproximadas s; del problema (2.6) satisfacen las

siguientes desigualdades

(2.7) my(zx) — my(zg + ) > ¢ [|gyl| min {Ak, ’”é’j‘“ }

(2.8) skl <~ Ag,

donde ¢ > 0y v > 1. Entonces ||gx| — 0 cuando k — oc.
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Se desprende de este teorema, cuya demostracién puede encontrarse en [83], que no es
necesario resolver de manera exacta el problema (2.6) para obtener la convergencia global del
método. Alcanza con encontrar soluciones aproximadas que verifiquen las condiciones (2.7) y
(2.8).

Como el punto de Cauchy satisface la condicién (2.7) con ¢ = %, los puntos s en €, tales
que su reduccion en el modelo cuadratico sea mayor que la reduccion obtenida en el punto de
Cauchy, también verifican la misma desigualdad. Por lo tanto, aceptando tales puntos como
soluciones aproximadas del problema (2.6), se garantiza la convergencia global del método de
Region de Confianza.

En la siguiente seccién se describird un método que puede ser utilizado para resolver en

forma aproximada el problema (2.6).

2.1.2. Meétodo de Steihaug. Este es un método que esta basado en el algoritmo de
Gradientes Conjugados [83] y su ventaja mas importante es que, en la solucién sy, el modelo
my, obtiene una reduccién mayor o igual al del punto de Cauchy. Esto demuestra que el método
de Region de Confianza usando este algoritmo de Steihaug para resolver el problema (2.6) es
globalmente convergente.

El algoritmo de Steihaug aplica el método de Gradientes Conjugados a partir del punto xj
aunque el modelo no sea convexo. En este caso especial, si obtiene una direcciéon de curvatura
negativa, puede quedarse con un punto de la frontera de la region que se encuentra en tal
direccién.

Suprimimos los indices k para simplificar la notacién, recordando que, en cada iteracion k
del método de Regién de Confianza, el problema (2.6) se resuelve en forma aproximada usando

el método de Gradientes Conjugados. Un algoritmo estandar es el siguiente:

ALGORITMO 2. Algoritmo (ST)
Dados €4 > 0, A > 0. Sean pg = 0, 79 = g, dg = —g.
j+<0
Iteracién j- ésima: Para obtener d;j;1 se hacen los siguientes pasos:
Paso 1: Si d;Gdj <0,
buscar 7 tal que p = p; +7d; y ||p|| = A;
definir s* = p.
Paso 2: Calcular a; = ||r;]|*/ (d}Gd;).
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Definir pj1 = p; + a;d;.
Si [[pj41ll > A,
buscar 7 tal que p =p; +7d; y ||p|| = A;
y definir s* = p.
Paso 3: Calcular 7,11 =7; + a;Gd;,
Si 1111 < egellroll definix 5 = py1.
Paso 4: Calcular 8; = ||rj1?/ ||Ir;]1*
Definir dj 11 = — rj41 + B;d;.
Jj—J+1
Fin

OBSERVACION 2.1. El punto p; definido en la primera iteracién es exactamente el punto
de Cauchy. Por tanto, como cada iteracién del método de Gradientes Conjugados produce una
reduccién en el modelo m, el punto s* obtenido por este algoritmo cumplira la condicién (2.7)

necesaria para la convergencia global.

Otra propiedad importante de este método es que el iterado p; es més grande en norma
que el iterado p;_1. Su principal consecuencia es que se puede finalizar la iteraciéon tan pronto
como la frontera es alcanzada, pues los iterados posteriores quedaran afuera de la region y los
anteriores dan una reducciéon menor en el modelo. Se enuncia este resultado en el siguiente

teorema (la demostracién puede hallarse en [83]).

TEOREMA 5. La sucesién de puntos generados por el algoritmo de Steihaug (ST) satisface
0= [lpoll < ... <llpjll < llpjsall <. <llp*[l < A.

OBSERVACION 2.2. En el caso en que no se puedan calcular las derivadas de la funcién
objetivo se consideran modelos aproximados [35], donde g # Vf(zx) vy G # V2f(z1), y, en
ausencia de interpolacion, ¢ # f(zx). En este caso sin derivadas es necesario asegurar que el
radio de la regién de confianza sea acotado inferiormente, esto es, que no sea muy pequeno.
Los modelos basados en interpolacién polinomial no necesariamente mejoran la aproximacion a
la funcién objetivo a medida que se reduce el radio de la regiéon de confianza. Esta aclaracion
se hace porque, cuando los modelos se basan en aproximaciones con polinomios de Taylor, el
modelo representa mejor a la funcién a medida que el radio de confianza se hace mas pequeno.

El radio de la regién de confianza se asegura que estd acotado inferiormente, siempre que no se
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haya alcanzado un punto estacionario.

Asi cuando no se dispone de las derivadas, es necesario asegurar que el radio de la regién de
confianza se reduce sélo si se asegura que la reduccién de la funcién objetivo no es satisfactoria
debido a que el radio es muy grande y no porque el modelo no sea suficientemente bueno.

Con esta aclaracién, se puede demostrar que cuando el entorno se hace pequeno, la prediccién
se hace buena y luego el radio de la region de confianza permanece acotado inferiormente con

resultados similares a los obtenidos para el caso con derivadas. Ver para més detalles [35].

Notar que, en el caso en que se tengan p = n + 1 puntos de interpolacién, el modelo a
construir es un modelo lineal tomandose G, = 0 y, si se usa la norma 2, la solucién se encuentra
en el borde de la regién y en la direcciéon de —gy.

También en el caso de norma 2, si p > n + 1 entonces la solucion s* para el problema de

regién de confianza (2.1) satisface
(Gg + AN)s* = —gy,
para algin A > 0 cumpliendo propiedades adicionales que se explicitaron en el Teorema 1.

2.2. Interpolacién polinomial lineal o cuadratica

Para definir el modelo my, como en (2.1) se necesita obtener el vector g; y la matriz simétrica
Gi.. Los coeficientes son determinados de tal manera que el modelo my, interpola a la funcién

f en un conjunto de puntos Y = {y!', 42, ..., yP} que contiene al iterado actual xy
(2.9) F(y') = my(y’)  para todo y' € Y,

donde p es un entero dado que es independiente de k, pero las posiciones de los puntos de

interpolacion son generadas automaticamente y deben satisfacer las siguientes propiedades:

(1) El modelo cuadratico my, debe satisfacer las condiciones de interpolacién (2.9) cuales-
quiera sean los valores funcionales en los puntos de interpolacién.
(2) Los puntos de interpolacién no deben estar en un mismo hiperplano {x : =(z) = 0}

donde 7 es un polinomio lineal.

Observar que, segun la cantidad de puntos que se tengan para interpolar y la posicién de éstos,
va a ser la forma del modelo.
La condicién (2) implica que p > n+1. Si se tiene p = n+1 puntos, entonces el modelo a utilizarse

va a ser lineal, y se obtiene solucién unica del subproblema, como ya se dijo anteriormente. Si
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p = n+2 puntos, se utiliza la poca informacién disponible de la curvatura de la funcién objetivo
para formar un modelo de interpolacién cuadritico con V2my, = ail, oy € R. Esto hace que la
cantidad de iteraciones, para resolver el subproblema de regién de confianza, sea muy grande
ya que la regién de confianza es pequenia y por lo tanto el modelo interpolante no se pega muy
bien con la funcién objetivo. En cambio, si p = 2n + 1 entonces existe mas informacién sobre
la curvatura pues se podria obtener por ejemplo, V2my = diag(aj,...,a}) con ai € R para
i =1,...,n y asi, en el caso sin derivadas, se tiene la misma cantidad de restricciones que
cuando se tienen derivadas.

(n+1)(n+2)

W . De tomarse p = ““—5""= entonces no hay grados

La condicién (1) implica que p <
de libertad por lo que el modelo se obtiene de las condiciones de interpolacion.

Por tanto, se debe tomar p € [n + 2, W] para que haya algiin cambio en las derivadas
segundas del modelo cuadratico en cada iteracién.

En algoritmos iterativos de minimizacién irrestricta sin derivadas, las aproximaciones cuadra-
ticas a la funcion objetivo producen buenas estimaciones de las primeras y segundas derivadas.
Por tanto, quisiéramos saber como obtener buenas aproximaciones cuadraticas interpolando
valores funcionales de la funcién objetivo.

En cada iteracion, la funcién objetivo es evaluada en el punto que minimiza o en un punto
aproximado al minimizador del modelo en una regién de confianza acotada, y éste valor de f
aporta informacién importante para adaptar el modelo cuadratico, con el agregado de algunos
pocos valores extras que se necesitan para evitar degeneracion.

La cantidad de puntos de interpolacién y sus posiciones pueden ser controlados adecuadamente
extrayendo un punto de los actuales para ser reemplazado por uno nuevo.

En cada iteracién, se resuelve el problema (2.1) obteniendo un nuevo punto xy.1 = x + Sk por

lo que en la siguiente iteracién tendremos el nuevo problema:

s _ t 1 tG
min Mp41(The1 +5) = Chr1 + GpaS + 55 Gras
S n

sa. [|s]] < Agga.

Luego, al finalizar la k—ésima iteracién, se debe definir gi 1 y Giy1. Por ello, es necesario decir
como se define el modelo en la nueva iteracién en base al modelo usado en la iteracion previa.
Es ilustrativo recordar cémo se trabaja en optimizacion cuando se conocen las derivadas

primeras.
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Asi, supongamos que se tienen las derivadas primeras de la funcién objetivo, por lo tanto

k1 = V fip1 = Vf(xpp).

Luego, para adaptar la matriz G de una iteracion a otra, se pone como condicién para la nueva

matriz que satisfaga la condicion secante, esto es

Gr415k = 2k,

con z; = V frir1 — V fr. Observar que la condicién secante siempre se satisface cuando se cumple
stz > 0 (pues st Gjy1s, > 0). Tal condicién se denomina “condicién de curvatura”.

Cuando se satisface la condicién de curvatura, el sistema definido por la ecuacion secante siem-
pre tiene solucién Gyy1. De hecho, admite infinitas soluciones ya que hay n(n + 1)/2 grados de
libertad en la matriz simétrica y la ecuacion secante sélo representa a n restricciones. Cuando
se agrega la condicion de positividad para los autovalores de la matriz, representando n restric-
ciones més’, atin restan n(n — 1)/2 grados de libertad.

Para determinar Gy univocamente, deben imponerse condiciones adicionales sobre todas las
matrices simétricas que satisfacen la ecuacion secante y que, en algun sentido, herede propieda-

des y/o esté cerca de G. En otras palabras, se resuelve el problema

min |G — Gyl

s.a. G=G' y Gs,=z,

donde s v zj, satisfacen la condicion de curvatura y Gy, es simétrica, y también se puede requerir
que sea definida positiva.
Se pueden usar distintas normas de matrices y cada una define un método Quasi-Newton dife-
rente. Powell (ver [64]) propone el uso de la norma Frobenius, en cambio, los métodos BFGS
y DFP proponen el uso de la norma Frobenius pesada’. En estos métodos, G4 difiere de
G} en una matriz de rango 2. También se puede adaptar con una matriz simétrica de rango 1
utilizando el método SR1 pero, dada G} simétrica definida positiva, no se puede garantizar que
G411 sea definida positiva.

Esto sucede cuando se dispone de las primeras derivadas de la funcién objetivo, pero no

es nuestro caso. Sin embargo, se puede observar que, si p = 2n + 1 se tiene igual cantidad de

los menores principales deben ser definidos positivos

2|Allw = [[WY2AWY2||p con el peso W elegido tal que Wy = sg.
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restricciones que en el caso de los modelos Quasi-Newton descriptos cuando se tienen derivadas.
Por tanto, se podria pensar en usar alguna estrategia similar que se adapte al caso sin derivadas
y que permita adaptar la matriz en cada iteracién usando los restantes n(n — 1)/2 grados de

libertad.

2.2.1. Modelos de interpolacién. Sea P? el espacio de los polinomios de grado < d, en
R". Una base de polinomios ® = {¢1(z), ¢o(x), ..., op(z)} de P es un conjunto de p polinomios
de grado menor o igual a d que generan P;Li como por ejemplo, la base de monomios, en el caso
de interpolacion lineal, o las bases de polinomios de Lagrange o Newton, en el caso cuadratico.

Asf, todo polinomio m(x) en PZ puede escribirse como
P
m(z) =) a;é;(x),
j=1

donde los coeficientes «; son reales.
Dado un conjunto de interpolacién Y, los coeficientes de un modelo m(z) de grado d que

interpole a f en tales puntos, se pueden obtener resolviendo:
M(®,Y)a = f(Y),

siendo o = (a, .. .,ap)t, fY) = (f(yl)a cee f(yp))t7 y

P1(y”) - dp(yP)

Considerando lo anterior, se dice que el conjunto de puntos Y es “equilibrado” (o poised)
si la matriz M (®,Y) es no singular, para alguna base ® en P?.
En el libro [35] hay un extenso tratamiento sobre la definicién de conjuntos de interpolacién

apropiados y las propiedades correspondientes.
Modelos de interpolacion lineal

En el caso de interpolacién lineal, p = n + 1y sea Y = {3, y',... "} un conjunto de

puntos de interpolacién. Sean los monomios de grado 1, ® = {1, 1,...,2,}, una base para P}.
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Luego,
T Yn
M(®,Y) =
Loy

Siguiendo [35], definimos la cdpsula afin del conjunto ¥ € R™ como el conjunto afin més
pequeno que contiene a Y. La capsula afin de Y estd univocamente determinada y consiste de
todas las combinaciones lineales de los elementos de Y cuyos escalares suman hasta 1. También
decimos que Y es afinmente independiente si su capsula afin tiene dimensién n. Asi, equilibrado
es sinénimo de independencia afin.

La capsula convexa de un conjunto de n 4+ 1 puntos afinmente independientes o conjunto
equilibrado, Y = {y",y',..., 4"} se llama simplex. Los n + 1 puntos se llaman vértices del

simplex. Como el conjunto Y es equilibrado, la matriz

S=[' -y ..,y =)

es no singular y el gradiente simplex en 3 estd definido en la literatura de optimizacién (ver

[35, 66]) mediante
(2.10) Vsf(y’) = S710(f,5),

en donde §(f,S) = [f(y") — f(¥"),- .., F(y") — F¥O)I"-

El gradiente simplex estd intimamente relacionado a los modelos lineales de interpolacién
polinomial.

El calculo del gradiente simplex requiere la seleccién de un conjunto de puntos. Las propieda-
des geométricas del conjunto de puntos seleccionado determina la calidad del correspondiente
gradiente simplex en relacién a la bondad de la aproximacién al gradiente verdadero de la
funcion objetivo.

Luego, observar que, en el caso de interpolacion lineal, el gradiente simplex coincide con el

gradiente del modelo m(y° + s) = f(y") + g's, denotandose:

st(yO) =g

Si Y estd contenido en la bola B(y", A(Y)) de radio A = A(Y) = méxi<;<n |[v* —3°|| v f
y V£ son Lipchitz continuos en un abierto que contiene a B(y°, A) con constante v, entonces,

para todo y € B(y°, A) ([35])

(2.11) IVF(y) = Vm(y)l] < regA
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(2.12) 1F(y) = m(y)| < kepA?,

donde keg ¥ Key son niimeros que dependen del nimero de condicién de la matriz M(®,Y), n

y de v.
Modelos de interpolacion cuadratica

Las bases que usualmente se usan son las bases de monomios, polinomios de Newton o de
Lagrange, siendo la iltima la mas utilizada por poseer ciertas propiedades para mantener el
conjunto de interpolacién equilibrado.

Dados un conjunto Y = {y,... v}, f(Y) = {f(y})),..., f(¥P)}, la funcién objetivo evalua-
da en Y, y una base de polinomios de Lagrange {l;(x)}}_, (ver [[35], pag. 39]), el modelo de

interpolacién queda univocamente determinado por

La calidad del conjunto Y en relacién al “buen equilibrio” (well-poised)(ver [35]) puede
medirse usando los elementos siguientes:
Dado un conjunto B en R™ y una base en P?, un conjunto equilibrado ¥ = {y', 42, ..., 47} se
denomina A-equilibrado en B, para algin A > 0, si y sélo si para la base de Lagrange asociada

con Y se cumple:

i<i<p | 2€B

A > mix {maxu< )|}.

La acotacién del error entre los valores funcionales de f y m(z), y entre los gradientes de las
mismas, considerando Ba(z,A) = {v € R" : [[v — z|2 < y/nA}, el conjunto de interpolacién
equilibrado Y C Ba(x, A) y la base de polinomios de Lagrange asociada {l;(x)}, se obtiene para
y € Ba(z,A):

(2.13) 1f(y) = !<KefZHy ylPllw)D,

(2.14) IVf(y) = Vm(y)|| < KegAA,
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donde A = méx;<i<p{max,cp, (s ) [li(2)|}, siendo Ky y K.y constantes positivas.
Otra forma alternativa para analizar el “equilibrio” puede realizarse analizando el nimero de
condicién de una matriz cuando se utiliza una base de monomios, ®, y es una versién escalada
de las direcciones determinadas por Y, S. Con tal objetivo se considera el centro del conjunto
de interpolacién Y, generalmente un iterado corriente xj, representado por ejemplo por y' en
Y, y los incrementos: s* =y’ —y', parai = 2,...p. La regién considerada es Bo(0, A(Y)) siendo
el radio A = A(Y) = méxa<i<p ||y* — y'l]2. El conjunto escalado: S = {s'/A}}, estd contenido
en una esfera de radio 1, centrada en el origen.
s2/A
Notacién: Denominamos M = M (®, S) =

sP/A
El siguiente resultado de [35](pag.5) se transcribe a continuacién:

TEOREMA 6. Si M es no singular y | M~"|s < A, entonces el conjunto S es /PA-equilibrado
en B(0,1). Reciprocamente, si S es A-equilibrado en B(0,1), entonces el niimero de condicién

IQQ(M ) < 0p?A, donde 0 > 0 es dependiente de n y d es independiente de S y A.

Este resultado indica que el nimero de condicién de M puede usarse para analizar la geo-
metria del conjunto de puntos de interpolacién sin calcular los polinomios de Lagrange y A.
También se puede concluir que si el conjunto S estd bien equilibrado entonces los calculos
numéricos a partir de usar M no tendrdn errores numéricos significativos.

En el contexto del uso de modelos de interpolacién, diferentes autores han propuesto distin-

tas estrategias para mantener a lo largo del proceso iterativo un conjunto “equilibrado” [55, 74].

2.3. Meétodos de optimizacion sin derivadas

Los métodos basados en métodos de regién de confianza explotan la suavidad de la funcién
objetivo y pretenden conservar las propiedades de convergencia de los métodos basados en
gradientes. Un modelo my, es creado para aproximar a f alrededor del iterado actual xj. El
modelo requiere que se interpole a f en un conjunto Y de puntos que contiene al iterado actual
xr v a (p — 1) puntos muestrales a los cuales llamaremos puntos satélites. Se pueden escribir
estas condiciones de interpolacién como un sistema lineal de ecuaciones, como en (2.9), cuyas
incognitas son los coeficientes del modelo. Para que este sistema lineal esté bien definido, se

debe asegurar que los puntos muestrales sean tales que las columnas formadas por las ecuaciones
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(2.9) sean linealmente independientes; a esto lo llamamos condicién geométrica, y si se cumple
decimos que el conjunto de puntos muestrales es no degenerado o equilibrado.

En el método descripto por Conn, Scheinberg y Toint en [33], se obtiene un paso s; mini-
mizando mg(z; + s) sujeto a la regién de confianza ||s|2 < Ay, donde el radio A se ajusta
automaticamente de acuerdo a reglas establecidas. Después de reemplazar uno de los puntos
muestrales por el nuevo punto xy = z + s; la condiciéon geométrica puede, de todas formas,
no satisfacerse. Para evitar este inconveniente se utilizan dos tipos de iteraciones para generar

un nuevo punto xy:

1. iteraciones de “minimizacién” para reducir f;
2. iteraciones de disenios “simplex” para definir un modelo que aproxime a f adecuada-

mente.

Si el punto de prueba x4 no reduce el valor funcional de f, entonces se considera que el modelo

no es muy bueno como aproximacién local de f y se toma uno de los siguientes caminos:

= Si el conjunto de puntos muestrales es casi degenerado, o se considera que alguno de
los puntos interpolados por my estd muy lejos de x, entonces se requiere de un nuevo
conjunto muestral y se hace una iteracion de simplex. Esta devuelve un punto que es
cercano a xx y que aumenta, en alguna medida, la bondad de la geometria del simplex
(por ejemplo, el determinante del simplex inducido por (2.9)).

= Si no, al nuevo punto x; se lo considera lejos de z; como para que my sea una buena
aproximacion de f. Entonces, el radio de la regién de confianza se reduce y se hace otra

iteracién de minimizacion.

2.3.1. Meétodo de cunas.

En contraste con el método de Conn, Scheinberg y Toint, el método de Marazzi y Nocedal
[74] sélo hace un tipo de iteracién. En vez de resolver un subproblema de regién de confianza
estdndar y prestar atencion si el nuevo punto x4y = xj + Si satisface o no las propiedades
geométricas, impone una condicion geométrica implicitamente en el cdlculo, garantizando que
el nuevo conjunto de puntos defina al modelo adecuadamente. Esto, junto con un mecanismo
que asegura que el modelo my aproxima bien a f, son las claves de este método, el cual tiene
dos versiones, dependiendo de si se usa un modelo my, lineal o cuadratico.

Supongamos que se comienza la iteracion actual con un conjunto de puntos Y no degenerado.

Antes de calcular el nuevo punto de prueba usando el modelo my, se identifica al punto de Y que
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estd més lejos de xy,, llamémoslo ylowt, el cual serd extraido de Y cuando se obtenga un nuevo
punto. Esta eleccién hace que el conjunto de puntos muestrales sea tal que dan informacién de
f alrededor de zj. Luego, se define una region tabi en R™, T}, que contiene a los puntos xj + s
que, de ser incluidos en el conjunto de interpolacién en lugar de ylowt, darfa como resultado un
conjunto de puntos muestrales degenerado. También se define un conjunto Wy, llamado “cuna”,
que contiene a T}, y que es disenado de tal forma que evade los puntos cercanos a T},.

Una vez que la “cuna” W} es determinada, se calcula el paso de prueba s; resolviendo de

forma aproximada

1
(2.15) minmy(zy +5) = f($k)+gi;8+§stGkS
(2.16) sa. ||| < A
(2.17) s & Wk,

y se define x4 = x} + sg. Si el nuevo punto x4 reduce el valor funcional de f, entonces z es
el nuevo iterado, y xj se convierte en un punto satélite. Si, por el contrario, x4 no reduce el
valor funcional de f, z; permanece como el iterado actual, y x4 puede o no ser descartado,

dependiendo de cuan lejos estd de xj, comparado con ylout.

satélite saliente

FIGURA 2. Ejemplo para n = 2 con modelo de interpolacién lineal. El conjunto de
puntos muestrales en la iteracién actual es Y = {xg, y1,92}. Como yo es el punto més
alejado de zy, es el candidato a ser removido del conjunto muestral. Si el paso de prueba
sk estd sobre la regién tabu, el nuevo conjunto muestral, Y = {z,xy, y1}, serd degene-

rado.
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satelite sclienie

regian tahi

Fiaura 3. Ejemplo para n = 2 con modelo de interpolacién cuadratico. Los pasos s
que caigan en el drea sombreada deben satisfacer (2.17) y no deben pertenecer a la regién
tabu T}. El circulo representa la regién de confianza y el vector by es perpendicular a

las direcciones que definen la regién tabu.

La regién tabu T}, que es la regién que se pretende evitar al calcular el nuevo punto, para
que el conjunto de puntos muestrales sea no degenerado, esté definido por un subespacio (n—1)-

dimensional generado por los vectores de desplazamiento
(2.18) {s" - 1=1,...,n, I # lout},

correspondientes a los satélites que permanecen en el conjunto muestral, en el caso de inter-
polacién lineal y de manera similar, luego de algunas cuentas, para el caso de interpolacion

cuadratica. Una representacién mas conveniente es
Ty = {s € R" : bis =0},
donde by € R™ es normal a los vectores de desplazamiento (2.18).

2.3.2. El algoritmo NEWUOA.

NEWUOA es un algoritmo propuesto por Powell en [90] basado en sus articulos [86, 87,
88, 89]. Este método presenta una sofisticada estrategia con el fin de manejar el radio de la
region de confianza y el radio del conjunto de interpolacion. El més chico de los dos radios es
usado para forzar que los puntos de interpolacion se mantengan suficientemente alejados para
evitar la influencia de ruido en las evaluaciones funcionales. Luego, el paso de adaptacién de

la regién de confianza en NEWUOA es méds complicado que el paso de un método cldsico de



2.3 Métodos de optimizacion sin derivadas 25

region de confianza [35].

Las principales caracteristicas de NEWUOA son las siguientes:

(i)

(iii)

Usa aproximaciones cuadraticas de la funciéon objetivo con el fin de obtener una con-
vergencia mas rapida en algoritmos iterativos para optimizacién irrestricta. De todas
maneras, cada modelo cuadratico tiene %(n +1)(n+2) coeficientes independientes a ser
determinados, y este nimero puede ser demasiado grande en problemas con n grande.
Por lo que, NEWUOA construye modelos cuadraticos adecuados con una menor cantidad
de datos. Cada conjunto de interpolacién tiene p puntos donde n+2 < p < 1(n+1)(n+2).
El valor por defecto en NEWUOA es p = 2n + 1.

Como p puede tomar un valor menor que %(n—i—l)(n—i—Q), el conjunto de interpolacién
Y puede no ser completo. Los grados de libertad restantes son calculados minimizando
la norma Frobenius de la diferencia de dos modelos Hessianos consecutivos [89]. Este
procedimiento define al modelo de manera tunica, siempre que las restricciones (2.9)
sean consistentes y p > n + 2 pues, la norma Frobenius es estrictamente convexa.
Las actualizaciones a lo largo de las iteraciones aprovechan la suposicién de que cada
actualizacion de los puntos de interpolacion es la sustitucion de un solo punto por uno
nuevo. Powell justifica en [89] que, usando polinomios de Lagrange en los puntos de
interpolacién, cuando un punto z; es reemplazado por uno de los puntos de Y, es
posible mantener la independencia lineal de las condiciones de interpolacién (2.9). Se ha
demostrado que estas condiciones son heredadas por los nuevos puntos de interpolacion,
cuando z, reemplaza a y' en Y, cada vez que se eligen de manera que el polinomio
de Lagrange l;(x4) es no nulo. Mas aun, la preservacién de la independencia lineal del
sistema lineal (2.9) en las iteraciones sucesivas, en presencia de errores de redondeo
computacionales, puede ser mas estable si |l;(x4 )| es relativamente grande.
Resuelve el subproblema cuadréatico de minimizacién en una regién de confianza usando
un método de gradientes conjugados truncados. Adopta la norma Euclidea para definir
la regién de confianza.
Adapta el conjunto de puntos de interpolacién siguiendo los siguientes pasos:

(a) Sila minimizacién en la regién de confianza en la k-ésima iteracién produce un
paso s el cual es demasiado corto comparado con la distancia méxima entre los puntos
muestrales y el iterado actual, entonces la funcién f es evaluada en zp + s y se lo acepta

como nuevo iterado, xy11, siempre que la reduccion de f sea suficiente. Mds atn, si
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el nuevo punto z; + s es aceptado como nuevo iterado, éste es incluido en el conjunto
de puntos de interpolacién Y, eliminando el punto y' cuya distancia ||z — y|]2 v el
valor |li(z) + s)| sea lo més grande posible. La compensacién entre estos dos objetivos
se alcanza mediante la maximizacién del valor absoluto ponderado w|li(xy, + s)|,donde
wy refleja la distancia ||z — y||2.

(b) Si el paso s es rechazado, el nuevo punto zj + s podria ser aceptado en Y,
eliminando el punto y' que maximice al valor absoluto w|l;(xy + s)|, siempre y cuando
[li(z + s)| > 10 |lzx — yt|l2 > rAg se satisfaga para un 7 > 1 dado.

(c) Si la mejora en la funcién objetivo no es suficiente, y se considera que el modelo
debe ser mejorado, entonces el algoritmo elige un punto en Y, que es el que estd més
lejos a partir de xj, e intenta reemplazarlo con un nuevo punto que maximice el valor

absoluto del correspondiente polinomio de Lagrange en la regién de confianza.

El esquema general de NEWUOA es el siguiente:

Paso 0:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 2.1:

Paso 2.2:

Paso 3:

Paso 4:
Paso 5:

Paso 6:

Inicio. Dados zg, NPT el niimero de puntos de interpolacién, Y el conjunto de puntos
de interpolacién, pg > 0, 0 < peng < 0.1pg, A = pg, p=po, t =0, k < 0.

Construir un modelo cuadrético inicial mg(zo + s) de la funcién f(z).

Resolver el problema cuadratico en la regién de confianza. Calcular 5 =
argmin mg(zy + s) sujeta a [[s||2 < A.

Test de aceptacidn. Si ||5]|2 > 0.5p, calcular

ratio = (f(zx) — f(xr +5))/(mr(xr) — mi(zr + 5)).

Actualizacién del radio de la regién de confianza. Reducir A y mantener p.
Establecer y' el punto de interpolacién més lejano desde xy. Si [yt — xx| > 2A ir al
Paso 3, sino ir al Paso 5.

Actualizacion del radio de la regién de confianza y de p. Ir al Paso 6.
Iteracion alternativa. Recalcular s con el fin de mejorar la geometria del conjunto de
interpolacién.

Actualizacion del conjunto de interpolacion y del modelo cuadratico.
Actualizacién de la aproximacioén. Si ratio > 0, fijar xx11 < g,k < k+ 1 e ir al
Paso 1.

Criterio de parada. Si p = pnq declarar “fin del proceso”, si no fijar xy11 — 2k,

k—k+1eiral Paso 1.
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El procedimiento anterior finaliza si se satisface alguna de las siguientes opciones: el modelo

cuadratico no decrece, p = pepq O si se alcanza la cantidad méaxima de iteraciones.

El algoritmo BOBYQA
Los resultados numéricos de NEWUOA [91] alentaron al autor a introducir algunas modi-
ficaciones en éste con el fin de resolver problemas de optimizacion con cotas. Como resultado,

Powell ha propuesto el algoritmo BOBYQA [92] para resolver el problema
min f(x) sujeto a x € Q,

con Q ={z e R"|L <z <U},y sin hacer uso de las derivadas de la funcién objetivo la cual,
como antes, se la considera diferenciable.

BOBYQA tiene un esquema similar al NEWUOA aunque las principales diferencias son:

1. Los iterados x; satisfacen las cotas del problema. Luego, en el Paso 1 se minimiza la
aproximacién cuadratica de f(z) en la interseccién de la regién de confianza con 2 = {z €
R"|L<x<U}.

2. También tiene iteraciones alternativas en donde el nuevo punto es determinado de tal
manera de asegurar la independencia lineal en las condiciones de interpolacion. En este paso,
se ignora el modelo my con el fin de darle mas atencién a la actualizacién de la matriz inversa
del sistema, necesaria para adaptar el modelo cuadratico de f(x) cuando se cambia el conjunto
de puntos de interpolacién.

3. Ademds tiene un nuevo dispositivo que intenta restablecer normalidad en el caso en que

haya pérdida de la precision al calcular la matriz para adaptar el modelo cuadratico my.

2.3.3. Convergencia global de algoritmos de Region de Confianza en optimiza-
cion sin derivadas. La convergencia de algoritmos de optimizacion sin derivadas ha recibido
mucha atencién en los trabajos de Conn, Scheinberg y Vicente (1997, 2009a, 2009b)[31, 34, 35].
Ellos han desarrollado gran parte de la teoria publicada sobre métodos sin derivadas que usan
pasos de regién de confianza, usando aproximaciones lineales o cuadraticas a f(z) en toda
iteracién.

Powell, en [93], hace un estudio de estos métodos para optimizacién sin restricciones, cuando
f(x) es diferenciable. Considera el modelo lineal o cuadratico. Los modelos interpolan a f en

n+ 1 puntos, definiendo univocamente al modelo lineal. En el caso cuadratico, G es derivada de
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la informacién de las iteraciones previas aunque tales pocos datos no estiman necesariamente
bien las segundas derivadas. Propone un método donde los iterados provienen de los pasos de
region de confianza o son disennados para mantener el volumen y didmetro de la cdpsula convexa
de los puntos de interpolacién.

Se asume que la aproximacion my satisface las n + 1 condiciones de interpolacion:

(2.19) mi(y)) = f(y),i=0,1,...,n,

donde 3 es el punto x, y todos los valores f(y') han sido previamente calculados. Es importante
que las condiciones de interpolacién previas definan univocamente al gradiente g;. Un enunciado

nt1) - de los

equivalente de esa condicién de no degeneramiento es que la matriz Dy € R(+1)x(
vectores [y; 1], para i = 0, 1...,n sea no singular. Otro resultado equivalente es que el volumen
de la cdpsula convexa en R” de los puntos 3’ sea no nula, ya que tal volumen es |detDy|/n!.

En el andlisis realizado por los autores citados, G es una matriz simétrica y acotada y gi
esta definido por las ecuaciones con my(zy) = f(zx) = f(y°). En general, se usa G no nula,
porque frecuentemente el progreso de algoritmos iterativos es demasiado lento si se ignora la
curvatura de la funcién objetivo.

Sea Ay > 0 el radio de la regién de confianza en la k-iteracién, lo cual significa que, el paso

sy satisface que ||sg|| < Ag. Ademads consideran que las aproximaciones lineales a f, definidas

por condiciones de interpolacién, satisfacen las condiciones
(220) Hyl - xk“ < clAka para i = 17 27 s 1,

y la condicién |det Dy| > ¢ A7, donde ¢; y c2 son constantes positivas. Estas condiciones también
fueron empleadas en el Algoritmo COBYLA de Powell (1994) [85]. Las desigualdades anteriores,

junto con la acotacién de V2f(z;) y V2my, implican que el gradiente g del modelo, satisface:

(2.21) g — V f ()] < 3y,

donde c¢3 es una constante positiva. Una demostracién de ese resultado estd dada en Conn et
al. (2009b) [35].
También se observa que, si la norma de V f(zy) es mucho més grande que c3Ag, es posible

demostrar que la condicién anterior implica que el error relativo de la aproximacion

f(xg) — f(og + sk) = m(zy) — m(xg + sk),
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es pequeno. En ese caso, la reduccién de my debido al paso de la “regién de confianza”, es
heredada por f. En esa situacion Agy1 > Ag. Entonces, se deduce que, cuando Ay < Ay,
Vf(zg) < csAg.

Basado en los resultados previos, se define el conjunto K de indices, que incluye el indice de
una iteracién k si y solamente si Ajy; es menor a todos los Aj, tales que j = 1,2, ..., k. Luego,
si el nimero de elementos de K es infinito, y si la sucesién decreciente {Ag.1}rex tiende a cero,
entonces se puede demostrar que ||V f(zy)||kex tiende a cero.

Finalmente, Powell [93] demuestra que un algoritmo de regién de confianza, bajo las con-
diciones descriptas, y satisfaciendo ciertas hipdtesis comunes para esta clase de problemas,

satisface el resultado siguiente:

TEOREMA 7. Sea un algoritmo descripto en la Seccién 2 del trabajo [93], aplicado a una
funcion f, que es acotada inferiormente y que tiene segundas derivadas continuas, y el ntimero
de iteraciones es infinito. Entonces, la sucesién de los V f(z), k = 0,1,2, ... converge al vector

nulo.






Capitulo 3

Método de restricciones activas en el Método de Powell

En este capitulo presentamos el algoritmo TRB-Powell (Trust-Region Box)[12]. Este método
se utiliza para resolver problemas de optimizacién, irrestrictos o con restricciones en las variables,
sin calcular derivadas de la funcién objetivo. El método TRB-Powell estd basado en el método

de NEWUOA de Powell [90].

Consideramos el siguiente problema de optimizacion,

min f(x) s. a x € Q,

donde 2 = R™ para problemas irrestrictos y 2 = {x € R" |L <2z < U}, L < U, para problemas
de optimizacién con restriccion en las variables.

Recordemos que, para la resolucién de problemas irrestrictos, en cada iteracién construimos
un modelo cuadrético que interpola a la funcién objetivo alrededor del iterado actual y, luego,
minimizamos el modelo para obtener un nuevo punto. Todo el proceso se realiza dentro de un
esquema de region de confianza. En TRB-Powell utilizamos norma infinito, en vez de la norma
Euclidea usada en NEWUOA, y resolvemos el subproblema cuadratico restringido a una caja
usando una estrategia de conjuntos activos para explorar las caras de la caja, segin la estrategia
descripta por Birgin y Martinez en [23]. Luego, extendimos la implementacién para problemas
con restricciones de cotas.

Comparamos numéricamente TRB-Powell con NEWUOA y BOBYQA, los algoritmos sin

derivadas para problemas irrestrictos y problemas con restricciones de cotas de Powell [90, 92].

3.1. Conjuntos activos para la resolucién del subproblema cuadratico en una caja

En los algoritmos NEWUOA y BOBYQA, el subproblema de minimizaciéon del modelo
cuadratico en la regién de confianza es una de las partes mds caras en cuanto a calculo. Ambos
algoritmos usan la norma Euclidea para definir la regiéon de confianza. En nuestro caso, por

tener restricciones de cotas en las variables, usamos la norma infinito.
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Dados zp y Ar > 0, la aproximacién y el radio de la region de confianza actual, definimos
la regién de confianza por

B ={s € R"|[|s|loc < Ax}.

El subproblema de regién de confianza esta dado por

(3.1) min - my(vk +8) = fr +gi s+ %STGks
s.a s€Qy

donde Q) = {s € By : zr+s € Q}, fr = f(zr), g9 € R™ y Gk es una matriz simétrica de

n X n. En TRB-Powell hemos reemplazado el solver de NEWUOA y BOBYQA por un método

de conjuntos activos que utiliza la estrategia descripta por Birgin y Martinez en [23].
Especificamente, como lo han propuesto Friedlander y Martinez en [46], definimos una cara

abierta de Q = {s € R" : | < s < wu} como el conjunto F; C y, tal que
Fr={seQglsi=Lsiiel,s;=usin+icl,l; <s;<u caso contrario}

siendo I un subconjunto (posiblemente vacio) de {1, 2,..., 2n} tal que ¢ y n + ¢ no pueden

pertenecer simultdneamente a I para todo i € {1,...,n}.

EJEMPLO 3.1. Sea Oy ={z €R3 : 0<2; <1, 0<2,<1, 0< a3 <1},
Luego,

F{l}:{xeR3 1 =0,0<z9<1, 0<x3 <1},
Fuosmp={z€R® : 21=0, 25=1, 0<a3< 1},
Fy 060 =1{(0,0,1)}, Fp={z€R® : 0<a1 <1, 0<ay<1, 0<a3<l}, etc
También, definimos V7, como el menor subespacio afin que contiene a Fr, y Sy, el subespacio
lineal paralelo a V. La clausura de Fy, V7 y Sy dividen al conjunto factible, Q, en 3" caras

disjuntas.

El gradiente proyectado continuo en s € ), se define como
gp(s) = Po,(s — g(s)) — s,

donde g¢(s) es el gradiente del modelo evaluado en zj + s. Ver Figura 1.

Para todo s € Fy, definimos el gradiente proyectado interno

91(s) = Ps;[gp(s)]
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________________________________________________

Ficura 1.

el cual es la proyeccion de gp en el subespacio lineal S;.

Luego, supongamos que s’ es el iterado actual, el cual se encuentra en una cara, Fy, de €.
Para decidir si es conveniente dejar esa cara o continuar explorandola para obtener un valor
menor de my, calculamos el gradiente Vmy(zy + s7), su proyeccién sobre Q, (gp(s’)) y la pro-

yeccién sobre Sy (gr(s?)).

Dado n € (0,1), si

(3-2) lgr(s))ll = nllgp(s”)|

se calcula un minimo aproximado de my(z) + s) sobre la clausura de F1 usando el método de
Gradientes Conjugados ([83]). La Figura 2 ilustra este caso.
Si la condicién (3.2) no se satisface, la cara es abandonada y s/*! es calculado realizando una

iteracién del método de gradiente espectral proyectado (SPG) como se describe en [23].

El procedimiento de conjuntos activos finaliza cuando ||gp(s*)|| es menor que cierta tole-
rancia, ep > 0, para algin iterado s*.

Usando el paso de SPG varias restricciones activas pueden agregarse o eliminarse en cada
iteracién, al pasar de un s/ a un s?*!, por lo que el método resulta muy ttil en problemas
grandes. Ademas, los resultados numéricos han demostrado que esta estrategia es exitosa y

eficiente para problemas medianos y grandes [7, 8, 22, 23, 25].
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1

Ficura 2.

En la Figura 2 se observa que, usando una iteracién del método SPG se puede pasar de un punto
interior (s € Fy) a un punto sobre una arista o sobre un vértice, ilustrando la posibilidad de
pasar de un punto sin restricciones activas a otro con tres restricciones activas. Analogamente,
se podria ilustrar el caso en el cual desde un punto que satisface varias restricciones activas se
pasa a un punto en donde no hay restricciones activas.

Los resultados tedricos en [23] nos permiten asegurar que la aplicacién de éste método al
modelo cuadratico restringido a 2 esta bien definido y se obtiene el criterio de convergencia del
método. De hecho, Birgin y Martinez han demostrado que es posible hallar, con una precisiéon
arbitraria, un punto que satisface las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). También,
asumiendo que todos los puntos estacionarios son no degenerados, el algoritmo identifica la cara

a la cual pertenece en una cantidad finita de iteraciones [23].

3.2. Detalles de implementacion

Hemos usado los parametros default para los codigos NEWUOA y BOBYQA. Ejecutamos
ambos cédigos con 2n-+1 puntos de interpolacién usando la aproximacién de la norma Frobenius,
tal como lo sugiere Powell [90].

Los puntos iniciales y el radio inicial de la region de confianza son los mismos que en las

referencias citadas [55, 62, 80, 81, 90].
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El criterio de parada que hemos usado es el mismo que ha usado Powell, este es, el proceso
iterativo para cuando el radio de la region de confianza es menor que una tolerancia dada,
pend = 1075 0 cuando el méximo de evaluaciones funcionales permitidas es alcanzado.

La cantidad méxima de evaluaciones funcionales permitidas para el caso irrestricto son:
mazx fun = 9000, para problemas de pequeno porte, y
max fun = 80000, para problemas de medio porte.

La cantidad maxima de evaluaciones funcionales permitidas para el caso de restricciones de
cota es:
max fun = 9000, para problemas de pequeiio porte, y
max fun = 20000, para problemas de medio porte.

En las siguientes tablas, el simbolo (xx) indica que el solver respectivo no ha podido encontrar
una solucién o que se ha alcanzado el nimero maximo de evaluaciones funcionales permitido.

Los pardmetros algoritmicos en TRB-Powell (Paso 1) usados:
ep=1075.
1n = 0.1. Hemos analizado otros valores, pero los mejores resultados se obtuvieron con este valor
de n.

7 =104 opmm = 10710 y o4 = 1010,

En el método de gradientes conjugados hemos usado & = 1078,

3.3. Experimentacion numérica

Hemos comparado TRB-Powell con NEWUOA y BOBYQA en cantidad de evaluaciones
funcionales, como usualmente se hace en los articulos de optimizacién sin derivadas. Hemos
elegido dos grupos de problemas test, de pequeno y medio porte. TRB-Powell ha sido desa-
rrollado en Fortran 77, como asi también NEWUOA y BOBYQA. Hemos usado Intel Fortran
Compiler 9.1.036. Los c6digos han sido compilados y ejecutados en una PC que opera con Linux

OS, AMD 64 4200 Dual Core.

3.3.1. Problemas test. En el caso irrestricto, hemos considerado un conjunto de pro-
blemas de pequeno porte propuestos por Moré y Wild en [81]. La mayoria de estos problemas de
minimizacién son de minimos cuadrados con restricciones no lineales los cuales fueron adquiridos
de la coleccién CUTEr [53]. La cantidad de variables de estos problemas varia entre 2 y 12.
Ademas, con el objetivo de testear problemas con dimensiones mas grandes, hemos considerado

varios problemas empleados por Powell [90] en donde n varia de 20 a 100. Estos problemas son
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Arwhead, Chrosen, Chebyqad, Extended Rosenbrock, Penaltyl, Penalty2, Penalty3 y Vardim.
Todas estas funciones son suaves y los respectivos resultados verdaderos se encuentran en la
Tabla 3.

Por otro lado, para el caso de optimizacion con restricciones de cotas, hemos considerado
algunos problemas de pequeno porte de [62, 80, 81] cuyos nombres y dimensiones se exponen
en la Tabla 4.

Con el fin de testear problemas de medio porte, hemos considerado las funciones Arwhead,
Chebyqad, Penaltyl y Chrosen sujetas a restricciones de cotas. Las restricciones de cotas de
los primeros tres problemas requieren que todas las componentes de x estén en el intervalo
[—10,10] y en el caso de la funcién Chrosen en el intervalo [—3, 0]. Mds atin, hemos considerado
un problema test en particular estudiado por Powell en [92]. Este problema, llamado “puntos en
el cuadrado (Invdist2)”, tiene muchos minimos locales diferentes. La funcién objetivo es la suma
de los reciprocos de todas las distancias de a pares de puntos entre los puntos P, 1 =1,..., M
en dos dimensiones, donde M = n/2 y las componentes de P; son x(2i — 1) y x(2i). Luego,
cada vector x € R" define los M puntos F;. El punto inicial considerado, xg, esta dado como el
punto que estd equidistante a todos los puntos sobre un circulo. Las restricciones de cotas de
este problema requieren que todas las componentes de z esten en el intervalo [—1, 1].

Los detalles de los resultados dados en [92] muestran que estos son muy sensibles a errores
de redondeo computacionales. También hemos considerado problemas de medio porte de [80].
Estos son Ackley, Griewank y Rastrigin los cuales tienen muchos minimos locales al tomarse los
diferentes dominios de busqueda: 15 < x(i) < 30, —600 < x(i) < 600, y —5,12 < z(7) < 5,12,
i =1,...,n. Estas funciones tienen minimo global en z* = 0 y el correspondiente valor funcional
es f(z*) = 0.

Mas atin, hemos considerado algunos problemas de CUTEr que han sido usados en Gratton
et al. [55], en donde los autores comparan su programa BC-DFO con BOBYQA. La lista
detallada de estos problemas y sus caracteristicas se encuentra en la Tabla 1. La Tabla muestra
el nombre y la dimension del problema, la cantidad de variables que estan acotadas inferior y
superiormente y el valor minimo f* el cual ha sido reportado en [55]. Si alguna variable no tiene
cota inferior o superior, nosotros hemos utilizado una cota muy grande para consideraciones
numéricas (—10'° or 100 respectivamente). Los resultados de estos experimentos pueden verse

en la Tabla 6.
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Problema n | lbound ubound (I4+u)bound f*

Biggsbl 25 24 1.50000000000000D-02

Bgplvar 1 1 0.00000000000000D+-00
Camel6 2 2 -1.03162845348988D+-00
Chebyqad 4 4 2.56057805386809D-22

Chenhark 10 10 -2.00000000000000D+-00
Cvxbgpl 10 10 2.47500000000000D+00
Explin2 12 13 -7.09247239439664D4-03
Hatflda 4 4 1.61711062151584D-25

Hatfldc 25 24 3.43494690036517D-27

HS1 1 1 7.13660798093435D-24

HS110 10 10 -4.57784755318868D+-01
HS2 2 1 4.94122931798918D+-00
HS25 3 3 1.81845940377455D-16

HS3 2 1 1.97215226305253D-36

HS38 4 4 2.02675622883580D-28

HS3mod 2 1 0.00000000000000D+00
HS4 2 2 2.66666666400000D+-00
HS45 5 5 1.00000000040000D+-00
HS5 2 2 -1.91322295498104D+00
Logros 2 2 0.00000000000000D+-00
Mccormck 10 10 -9.59800619474625D+-00
Mdhole 2 1 7.52316384526264D-35

Ncvxbgpl 10 10 -2.20500000000000D+-04
Ncvxbgp2 10 10 -1.43818650000000D+-04
Oslbgp 8 5 6.25000000000000D+00
Probpenl 10 10 -2.11912948080046D+-05
Pspdoc 4 1 2.41421356237309D4-00
Qudlin 12 12 -7.20000000000000D+-03
Simbgp 2 1 0.00000000000000D+-00
Sineali 4 4 -2.83870492243045D+-02

TABLA 1. Problemas test con restricciones de cota de CUTEr

3.3.2. Resultados numéricos: problemas irrestrictos. Las Tablas 2 y 3 muestran el
nombre de los problemas de optimizacion irrestrictos de pequeno y medio porte respectivamente,
la cantidad de evaluaciones funcionales (Feval) realizadas hasta alcanzar el criterio de parada y
los valores funcionales obtenidos para los cédigos TRB-Powell y NEWUOA (f(zend))-

Los resultados en la Tabla 2 nos permiten hacer las siguientes observaciones.
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La cantidad de evaluaciones funcionales requeridas por NEWUOA es menor en 16 de los 36
problemas mientras que para TRB-Powell este niimero es menor en 17 problemas. En el resto
de los problemas, ambos algoritmos hicieron la misma cantidad de evaluaciones funcionales.

El promedio de evaluaciones requeridas en todo el conjunto de problemas fue de 1119 para
TRB-Powell y 1272 para NEWUOA.

En el problema Bard, NEWUOA encuentra un minimo local mientras que TRB-Powell
obtuvo el minimo global.

Los valores funcionales obtenidos por ambos métodos son similares.

NEWUOA obtuvo menores valores funcionales en 18 problemas mientras que TRB-Powell
lo hizo en 14 de ellos.

Los resultados obtenidos se resumen en la Figura 3 usando el perfil de desempenio descripto
por Dolan y Moré en [43]. Dados un conjunto de problemas P y un conjunto S de solvers de
optimizacién, se compara el desempeno del problema p € P por un algoritmo en particular
s € S, con el mejor desempeno hecho por alguno de los solvers en este problema. Notamos
tps la cantidad de evaluaciones funcionales requeridas para resolver el problema p € P por el

método s € S, se define el cociente de desempenio

tp7s
min{t,s: s € S}

Tps =

y se asume que 7y s € [1,77] con rp, s = a7 s6lo en el caso en que el problema p no es resuelto

por el solver s. También se define la fraccion

1
0s(1) = n—size{p €eP:ry,, <7},
p

donde n,, es la cantidad de problemas resueltos. Luego, dibujamos os(7), con 7 € [1,77). En el
grafico de perfil de desempeno, la curva superior representa al método més eficiente dentro de
un factor 7 de la mejor medida. El porcentaje de los problemas test para los cuales un método
dado es mejor, en cuanto al criterio de desempeno que ha sido estudiado, se representa en el eje
izquierdo del grafico. Es necesario senalar que cuando ambos métodos coinciden con el mejor
resultado, ambos reciben la misma marca. Esto significa que la suma de los porcentajes exitosos
puede exceder el 100 %.

La Figura 3 muestra el perfil de desempeno para ambos solvers en el intervalo [1,1.97].

Se puede observar que NEWUOA realiza menos evaluaciones funcionales en el 52% de los
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Problema Feval f(Tend)

nombre n | NEWUOA | TRB-Powell NEWUOA TRB-Powell
Linear Full Rank 9 42 42 3.600000D+01 3.599990D+01
Linear Rank 1 7 159 308 8.380200D+00 8.380202D+-00
Linear Rank 1* 7 151 225 9.880500D+-00 9.880507D+00
Rosenbrock 2 195 134 1.382200D-17 1.089153D-16
Helical valley 3 124 146 2.066500D-13 4.180530D-14
Powell singular 4 476 477 1.099100D-10 1.350267D-10
Freudenstein & Roth 2 76 74 4.898420D+01 4.898420D+01
Bard 3 114 145 1.774900D+00 8.215013D-03
Kowalik & Osborne 4 278 274 3.075000D-04 3.075056D-04
Watson 6 937 1023 2.287600D-03 2.287600D-03
9 9000 9000 | (**) 2.160293D-06 | (**) 1.782082D-06

12 9000 9000 | (**) 5.562963D-07 | (**) 4.902148D-08

Box 3-dimensional 3 212 282 3.336000D-17 2.476166D-12
Jennrich & Sampson 2 55 65 1.243621D+02 1.243621D+02
Brown & Dennis 4 191 180 8.582220D+04 8.582220D+04
Chebyqad 6 177 212 4.763800D-13 1.298316D-14
7 229 267 3.148000D-13 2.429278D-14

8 390 247 3.516800D-03 3.516803D-03

9 529 533 2.201700D-13 3.092237D-13

10 666 535 4.772700D-03 4.772713D-03

11 538 657 2.799700D-03 2.799751D-03

Brown almost-linear | 10 1255 1153 1.553300D-12 1.588711D-12
Osborne 1 5 1012 1000 6.745600D-05 6.869259D-05
Osborne 2 11 1709 1024 4.013700D-02 4.013741D-02
Bdgrtic 8 432 507 1.023890D+01 1.023897D+01
10 670 522 1.828100D+-01 1.828118D+01

11 758 614 2.226000D+-01 2.226062D+-01

12 781 636 2.627200D+01 2.627277D+01

Cube 5 2842 2050 7.617000D-07 1.277429D-07
6 4625 3080 4.772300D-06 3.328595D-06

8 6825 4580 5.613800D-06 4.744310D-06

Mancino 5 39 55 3.712400D-11 9.547387D-14
8 52 68 1.013600D-08 1.067564D-10

10 68 67 2.292100D-09 1.024540D-08

12 83 89 1.216000D-08 9.571743D-10

Heart 8 8 1118 1001 1.516400D-11 5.108511D-13

*con columnas y filas nulas

TABLA 2. Problemas irrestrictos de pequetio porte: NEWUOA vs TRB-Powell
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problemas mientras que TRB-Powell lo hace en el 55 % de los problemas y éste ltimo tiene un

Problema Feval f(@end)

nombre n | NEWUOA | TRB-Powell NEWUOA | TRB-Powell
Arwhead 20 409 495 6.827872D-12 | 3.321787D-13
40 1441 1079 6.320278D-12 | 1.322941D-12

80 3226 2791 8.715428D-11 | 3.022693D-11

100 3859 3705 4.438583D-11 | 4.041300D-11

Penalty 1 20 7348 6768 1.577771D-04 | 1.577771D-04
40 14620 18217 3.392511D-04 | 3.392511D-04

80 31180 20037 7.130502D-04 | 7.131754D-04

100 39364 22341 9.024910D-04 | 9.027157D-04

Penalty 2 20 19060 11180 6.389751D-03 | 6.389759D-03
40 15301 11889 5.569125D-01 | 5.569250D-01

80 19357 16863 1.776315D4-03 | 1.776315D+03

100 15388 12523 9.709608D+4-04 | 9.709608D-+04

Penalty 3 20 4660 1645 3.636060D+-02 | 1.008361D-02
40 80000 5423 | (**) 1.045973D-03 | 1.000000D-03

80 80000 33231 | (**) 6.285525D+-03 | 1.000000D-03

100 80000 78017 | (**) 9.882811D+03 | 4.658901D-02

Chrosen 20 911 1005 2.031934D-11 | 2.128075D-13
40 2048 2329 4.950602D-12 | 5.195116D-12

80 4764 4529 1.803505D-10 | 5.955498D-11

100 4987 5814 4.664747D-10 | 1.350874D-10

Vardim 20 4791 6449 5.365843D-11 | 6.547327D-12
40 18725 28972 7.200291D-11 | 6.995020D-12

80 62562 46687 4.743123D-10 | 1.196846D-09

100 80000 77995 | (**) 2.408154D-08 | 9.065575D-08

Rosenbrock Ext. 20 8585 9301 1.491622D-10 | 5.035342D-12
40 36435 30310 7.109087D-09 | 3.092178D-12

80 80000 78360 | (**) 1.131952D-07 | 2.712245D-08

100 80000 52891 | (**) 2.812546D-07 | 2.572285D-09

Chebyqgad 20 1817 2177 4.572955D-03 | 4.572955D-03
40 26743 19970 5.960843D-03 | 5.961027D-03

80 73006 30800 4.931312D-03 | 4.931938D-03

100 46964 35200 8.715769D-03 | 4.517172D-03

TABLA 3. Problemas irrestrictos de porte medio: NEWUOA vs. TRB-Powell

mejor desempeno para 7 € [1.18, 1.58].
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F1curA 3. Evaluaciones funcionales para problemas irrestrictos de porte pequerio.

Para los problemas de porte medio hemos testeado ocho problemas obtenidos de [90], con
dimensiones n = 20, 40,80, 100. En la Tabla 3 estan volcados los resultados numéricos, de los
cuales se puede sacar las siguientes conclusiones:

TRB-Powell requiere menos evaluaciones funcionales que NEWUOA en 23 de los 32 pro-
blemas.

El promedio de evaluaciones hechas por TRB-Powell fue 21219 y para NEWUOA fue 29611.
Para ocho problemas, TRB-Powell obtuvo mejores resultados que NEWUOA (NEWUOA nece-
sité mas de 10000 evaluaciones funcionales que TRB-Powell).

En los problemas Arwhead, Penalty 3, Rosenbrock Extended, Chrosen (n = 20) y Chrosen
(n = 80), se puede ver que TRB-Powell fue mds eficiente respecto al valor funcional final
obtenido (f(Zeng)). En particular, Penalty 3 fue resuelto significativamente mejor por TRB-
Powell que por NEWUOA.

TRB-Powell obtuvo menores valores funcionales que NEWUOA en 18 de los 32 problemas
mientras que NEWUOA lo hizo en 9. En el resto de los problemas ambos métodos alcanzaron
el mismo valor funcional.

Esto parece indicar que para los problemas de medio porte TRB-Powell tiene un mejor
rendimiento que NEWUOA. Estos resultados se pueden observar en la Figura 4 usando el perfil
de desempeno descripto anteriormente.Como 7, es grande para varios problemas de medio

porte, hemos usado una escala logaritmica de base 2 en el eje z, tal como se recomienda en [43].
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—— NEWUOA
‘‘‘‘‘ - TRB-Powell
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F1cURrRA 4. Evaluaciones funcionales para problemas irrestrictos de porte medio.

Luego, graficamos p5(7) = n—lpsize{p € P :loga(rps) <1}, con a € [0,log2(rar)), donde rpr > 0
es tal que 7, s < rj7, para todo py s.
En la Figura 4 se muestra que TRB-Powell resolvié satisfactoriamente este conjunto de

problemas. TRB-Powell ha tenido un mejor comportamiento en el 71 % de los problemas.

3.3.3. Resultados numéricos: Problemas con restricciones de cotas. Las Tablas 4
y 5 muestran el desempenio de BOBYQA y TRB-Powell para problemas con restricciones de
cota de pequeno y medio porte, respectivamente. Se observa en la Tabla 4 que la cantidad de
evaluaciones funcionales requeridas por TRB-Powell es menor que en BOBYQA en 14 de los 16
problemas test. Mas atn, los valores funcionales obtenidos son similares para ambos métodos.
Este desempeno de TRB-Powell se ve reflejado en la Figura 5, en donde éste ha requerido menos
evaluaciones funcionales en el 93 % de los problemas.

Por otro lado, para problemas con restricciones de cota de medio porte, se observa en la
Tabla 5 que TRB-Powell requiere menos evaluaciones funcionales que BOBYQA en 23 de los 33
problemas test. Ademads, nuestro método es comparable con BOBYQA en el sentido que TRB-
Powell necesita menos evaluaciones funcionales con valores funcionales finales similares para
ambos métodos. La Figura 6 muestra que TRB-Powell resuelve los problemas usando menos
evaluaciones funcionales en el 84 % de ellos.

En la Tabla 6 se muestran los resultados obtenidos por BOBYQA (BQA) y TRB-Powell

(TRB) para los problemas descriptos en la Tabla 1. La primera columna se corresponde con el
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Problema Feval f(@end)
nombre n | BOBYQA | TRB-Powell BOBYQA TRB-Powell
Linear Full Rank 9 31 31 1.699999D+02 | 1.699999D—+02
Linear Rank 1 7 84 82 | 8.380281D+4-00 | 8.380281D+00
Linear Rank 1* 7 90 82 | 9.880597D400 | 9.880597D+00
Rosenbrock 2 171 170 4.720012D-12 4.213517D-09
Powell singular 4 131 83 4.840000D-04 4.840000D-04
Kowalik & Osborne | 4 162 90 4.470176D-04 4.470176D-04
Brown Dennis 4 170 168 | 8.582220D+04 | 8.582220D+04
HS45 5 44 43 | 1.000000D+-00 | 1.000000D+00
HS46 5 49 38 4.930380D-32 4.930380D-32
HS56 7 119 98 1.052166D-12 2.148472D-12
HST77 5 140 108 2.130995D-11 2.424337D-11
HS79 5 128 133 8.368490D-13 1.026634D-12
HS107 9 195 158 5.909464D-13 3.809796D-13
HS110 10 206 172 | -4.577847D+01 | -4.577847D+4-01
Rastrigin 10 69 68 | 2.487372D4-02 | 2.487372D+02
Schwefel 10 90 73 | -4.189829D+03 | -4.189829D+4-03

*
con columnas y filas nulas

TABLA 4. Problemas con restricciones de cota de pequenio porte: BOBYQA vs. TRB-Powell

pg (1)

—— BOBYQA
- ==+ TRB-Powell
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FicurA 5. Evaluaciones funcionales para problemas con restricciones de cota de pe-

queno porte.

nombre del problema, las siguientes columnas contienen la cantidad de evaluaciones funcionales

requeridas por TRB-Powell y BOBYQA hasta obtener 2, 4, 6 y 8 cifras significativas del valor de
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Problema Feval f(@end)
nombre n | BOBYQA | TRB-Powell BOBYQA TRB-Powell
Invdist2 20 182 236 3.220305D4-01 3.220305D4-01
40 943 826 1.677709D+02 1.677709D+02
60 6990 4832 4.081079D+-02 4.087195D+-02
80 5158 6125 7.699010D+-02 7.689744D+-02
100 20000 20000 | (**) 1.251662D+03 | (**) 1.248745D+03
Arwhead 20 636 558 1.826050D-11 4.961897D-11
40 1458 1468 1.208688D-09 1.054593D-08
80 3677 4332 8.622840D-10 1.097986D-09
100 6605 2927 3.969482D-08 2.774640D-09
Chrosen 20 242 235 1.900000D+-01 1.900000D+-01
40 464 612 3.900000D+-01 3.900000D+-01
80 864 825 7.900000D+-01 7.900000D+-01
100 1055 1037 9.900000D+-01 9.900000D+-01
Penalty 1 20 5677 5253 1.577706D-04 1.577901D-04
40 15006 11645 3.392511D-04 3.392517D-04
80 19410 15680 7.130502D-04 7.130518D-04
100 20000 17458 | (**) 9.024911D-04 9.024942D-04
Chebygad | 20 2245 2020 4.572955D-03 4.572956D-03
40 20000 19617 | (**) 5.960849D-03 5.960854D-03
80 20000 20000 | (**) 4.932619D-03 | (**) 4.933963D-03
100 20000 20000 | (**) 4.523622D-03 | (**) 4.566568D-03
Rastrigin 20 120 114 4.974745D+4-02 4.974745D4-02
40 1301 297 9.949489D+-02 9.949489D+-02
80 600 613 1.989898D+03 1.989898D+03
100 820 795 2.487372D+-03 2.487372D4-03
Griewank 20 882 523 6.312884D-11 3.234968D-12
40 2091 1309 7.525736D-11 1.494938D-11
80 12436 3031 2.297593D-10 1.809503D-10
100 5213 3927 2.405037D-10 6.107597D-10
Ackley 20 570 526 9.132573D-06 9.355251D-07
40 1129 1231 9.987129D-07 1.001365D-06
80 2112 1923 9.156053D-06 9.086830D-06
100 2968 2406 8.297680D-07 9.516777D-06

TABLA 5. Problemas con restricciones de cota de medio porte: BOBYQA vs. TRB-Powell
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Problema Feval
2-dig 4-dig 6-dig 8-dig
nombre n| TRB BQA | TRB BQA | TRB BQA | TRB BQA
Biggsb1 25 107 144 315 341 389 489 464 548
Bgplvar 1 4 7 5 7 5 7 5 7
Camel6 2 15 17 25 29 29 37 31 41
Chebyqad 4 10 15 18 50 28 60 48 64
Chenhark 10 108 90 124 121 143 151 161 172
Cvxbgpl 10 30 26 30 39 30 39 30 39
Explin2 12 126 224 210 233 219 236 227 258
Hatflda 4 36 46 152 104 167 141 180 182
Hatfldc 25 56 131 87 247 196 360 276 441
HS1 2 102 135 128 158 145 167 158 172
HS110 10 23 144 44 260 82 436 188 521
HS2 2 40 33 44 35 44 39 44 39
HS25 3 97 107 710 734 968 978 f 995
HS3 2 9 6 9 9 9 10 9 10
HS38 4 375 408 431 440 468 474 501 503
HS3mod 2 16 21 21 24 21 24 21 24
HS4 2 6 7 7 7 7 7 7 7
HS45 5 16 16 16 16 16 16 16 16
HS5 2 9 13 12 15 17 18 22 21
Logros 2 82 443 399 609 445 652 547 661
Mccormck 10 40 29 82 54 83 75 99 87
Mdhole 2 218 220 220 220 227 225 228 225
Ncvxbgpl 10 28 31 28 31 28 31 28 31
Ncvxbgp2 10 28 31 28 31 28 31 28 31
Oslbgp 8 20 22 20 22 20 22 20 22
Probpenl 10 f f f f f f f f
Pspdoc 4 40 41 50 55 57 57 65 65
Qudlin 12 32 34 32 34 32 34 32 34
Simbqp 2 12 12 12 12 12 12 12 12
Sineali 4 12 36 17 260 17 387 17 432

TABLA 6. Resultados de la cantidad de evaluaciones funcionales alcanzadas hasta ob-

tener la precisién de 2, 4, 6 y 8 digitos en f* en problemas con restricciones de cota del

conjunto test de CUTEr.
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F1caURA 6. Evaluaciones funcionales para problemas con restricciones de cota de medio

porte (escala logaritmica).

la funcién objetivo f*, reportado por los autores de [55]. Indicamos con “f” cuando el problema
no ha logrado alcanzar la precisién deseada.

Los resultados reportados en la Tabla 6 muestran que ambos métodos fallan en tratar de
resolver uno de los problemas en los cuatro casos. Mas atin, TRB-Powell no alcanzo la precision
de 8 digitos en el problema HS25. Para ser mas exactos, BOBY QA resolvié 17 % de los problemas
test mds rapido que TRB-Powell, mientras que TRB-Powell lo hizo més rapido en el 73% de
los casos. Para 8 cifras significativas correctas, BOBYQA resolvi6 el 17 % de los problemas test
mas rapido y TRB-Powell el 67 %. Para 4 y 6 cifras significativas, BOBYQA resolvié 13 % de los
problemas test més réapido que TRB-Powell y TRB-Powell resolvié 67 % y 70 % de los problemas

mas rapidamente, respectivamente.



Capitulo 4

Restauracién Inexacta para optimizaciéon sin derivadas

Los métodos de optimizacién sin derivadas (DFO) son necesarios para resolver problemas en
los cuales las derivadas de la funcién objetivo y/o de las restricciones no estan disponibles para
su aplicacion en un procedimiento. En este capitulo proponemos un algoritmo en la metodologia
DFO basado en el esquema de resolucién del método de Restauracién Inexacta (IR) propuesto
por Martinez y Pilotta (2000) [77] y atendiendo a sus posteriores modificaciones [24, 45].
En el algoritmo propuesto los subproblemas son apropiadamente modelizados con el objetivo
de no emplear derivadas, usando interpolacién polinomial lineal o cuadratica en una cantidad
minima de puntos en los que se conocen los valores funcionales. Se estudian las condiciones
del decrecimiento requerido en las dos etapas del algoritmo para obtener convergencia global
a puntos estacionarios del problema. Se presentan resultados numéricos obtenidos con una
preliminar implementacién computacional del método.

Consideramos el problema de optimizacién no lineal con restricciones
(4.1) Min f(z) s.a z €, C(zx) =0,

siendo Q={z e R"|L<2<UL<U}, f:R"— R, C:R"— R™, funciones continuamente
diferenciables. Asumimos que las derivadas de f y C(z) no pueden ser calculadas. Como hemos
mencionado, esta situacién frecuentemente ocurre en problemas donde los valores funcionales
de f(x) y C(x) provienen de medidas experimentales o son el resultado de complejos célculos de
simulacién. En [12, 35, 42, 92] se describen diferentes situaciones de esta clase de problemas
de optimizaciéon y el estado de avance en la resolucién correspondiente.

En este capitulo proponemos la resolucién sin derivadas del problema (4.1) aplicando el
esquema algoritmico del método de Restauracion Inexacta introducido por Martinez y Pilotta
[77], originalmente propuesto con el uso de derivadas. En la literatura existen varios méto-
dos tradicionales [1, 17, 18, 19, 96| y también actuales [52, 54, 75, 76, 77] que usan un
procedimiento de resolucién en dos fases.

Los pasos caracteristicos de esta clase de metodologia son los siguientes:
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Paso de Restauracién: Dado un iterado actual z¥ € R”, se calcula un punto y donde
una funciéon de mérito, que mide la infactibilidad del problema, decrece en relacion al
valor en el iterado z*. El procedimiento algoritmico utilizado para obtener ese punto
puede ser elegido de acuerdo al que resulte mas conveniente para la estructura de cada
problema particular.

Paso de Minimizacién: Se calcula un punto z en una regién de confianza centrada en
y, sobre una aproximacién lineal al dominio C'(z) = C(y), satisfaciendo que el valor de
la funcién que mide la “optimalidad” mejore en z respecto del valor de la misma en y.

Aceptacién o rechazo del minimizador: Se define z#+!

= z si el punto z, obtenido
en el paso previo, es “aceptable” de acuerdo a un criterio que combina factibilidad y
optimalidad. Si no es aceptable, se reduce el radio de la regién de confianza centrada en

y y se repite el Paso de Minimizacién.

Las dos fases, optimalidad y factibilidad, son totalmente independientes y, con el fin de medir
el progreso del proceso, se combinan los valores funcionales de la funcién objetivo y de las
restricciones, evaluadas en el punto de prueba, usando funciones de mérito [76, 77| o filtros

[62, 65]. Aqui utilizaremos la funcién de mérito

(4.2) P(2,0) = 0f(2) + (1 - 0)|C(2)],

donde € € [0,1] es un pardmetro de penalidad y |- | es una norma en IR™, para analizar la
aceptacién o rechazo de z como el nuevo iterado zF+1.
Como hemos mencionado, utilizaremos el método IR propuesto por Martinez y Pilotta [77].
Este trabajo es posterior a otro publicado por Martinez [76] en el cual se considera la funcién
lagrangiana del problema en vez de la funcién objetivo f(x). En este trabajo, sin el calculo de
derivadas en los pasos del esquema previo, consideramos sélo el método de [77] ya que usamos
modelos y aproximaciones de la funcién objetivo y de las restricciones.

Para concretar la resolucion sin derivadas se utilizan modelos cuadraticos o lineales obtenidos
mediante interpolacién funcional en 2n + 1 o n + 1 puntos, respectivamente.

Notaciones. || indica una norma en R™; ||- || norma arbitraria en R"; || - ||, la norma infi-

nito; || - |2 la norma Euclidea en R"™; h(z) = ||C(z)||2 representa una medida de la infactibilidad

en x; C'(y) indica el Jacobiano de C(y).
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4.1. Msétodo de Restauracién Inexacta (IR)

En esta seccién describimos el algoritmo presentado en [77] para resolver el problema (4.1).
Mencionamos algunos resultados de los autores que son relevantes para nuestra investigacion.

Como se dijo antes, el método de Restauracién Inexacta introducido por Martinez y Pilotta
[77], genera una sucesién {z*} considerando la factibilidad y optimalidad en diferentes fases de
una iteracién. En la fase de factibilidad, un punto “menos infactible” (con respecto del iterado
corriente) se calcula y en la fase de optimalidad, un punto “més cercano a la optimalidad” se
obtiene sobre un hiperplano aproximante a la region factible y en una region de confianza con-
veniente. En este procedimiento, este tltimo punto obtenido es un punto intermedio o tentativo
en el cual se debe evaluar una funcién de mérito. Si su comportamiento es satisfactorio se acepta
como el nuevo 21, En el caso contrario, se desecha y se repite el paso de minimizacién en una
region de confianza con un radio menor.

Asi, la region de confianza se usa para reducir el paso en la fase de optimalidad. Tal region
de confianza estd centrada en el punto obtenido en el paso de restauracién. Por tal motivo,
cuando un punto no es aceptado, se repite el paso de minimizacién después de reducir el radio

de la region de confianza. Esta es una caracteristica particular de esta metodologia.

4.1.1. Fase de Factibilidad. Dado el iterado z* € R", el algoritmo calcula un punto
y* que es menos infactible en relacién al punto z*. Tal punto intermedio se obtiene al resolver

aproximadamente el problema

(4.3) min  h(y)?
(4.4) sujeto a ly — 2| < Bh(z")
(4.5) h(y) < ah(ajk),

siendo 0 < a < 1, § > 0, parametros independientes de k.
La primer restriccién controla que el paso de restauracion no sea significativamente grande

k

e impone que y* debe ser igual a zF cuando z* es factible. La segunda restriccién establece

la necesidad de obtener un punto al menos tan bueno como el punto z* con respecto de la
factibilidad.

El procedimiento para la obtencién del y* puede fallar, en una particular iteracién, depen-
diendo de las propiedades del algoritmo que se aplique para la resolucién de esta fase. Una causa,

por la cual puede no encontrarse una solucién y*, es la existencia de un punto estacionario



50 Restauracién Inexacta para optimizacion sin derivadas

de h(x), con C(x) # 0. En tal caso el algoritmo se detiene, declarando falla en obtener la

factibilidad.

4.1.2. Fase de Optimalidad. Se asocia a y* € R™ un conjunto T'(y*) el cual es una

linealizacién del conjunto factible,
T(y*) ={z € Q| C'(y")(x —y*) = 0}

El algoritmo de resolucién de esta fase de optimalidad debe hallar, en el conjunto 7'(y*), un
punto 2+ tal que f(z*+1) < f(y¥) y, ademés, satisfaga un criterio de aceptacion.
En el caso del uso de derivadas para calcular el punto en T(yk) se puede aplicar cualquier

algoritmo conveniente que resuelva aproximadamente el problema ([83]):

(4.6) min  f(z)
sujeto a z e T
lz ="l <4,

donde § > 0 es el radio de la regién de confianza.
Notar que, si la norma ||.|| es la norma infinito, el problema que se resuelve en esta fase es

un problema de minimizacién con restricciones lineales

4.1.3. Funcién de mérito. En el algoritmo propuesto por Martinez y Pilotta [77], el
progreso se mide mediante la funcién de mérito que depende de un parametro de penalizacion 6.
Este ltimo es usado para dar diferentes pesos a la funcién objetivo f y a la norma del residuo
(|C(x)|) de las restricciones del problema original.

La funciéon de mérito propuesta es
(4.7) U(z,0) = 0f(z) + (1 - 0)|C()],

donde 6 € [0, 1] es el pardmetro de penalizacién.

En cada iteracion se elige el pardmetro 6 mediante consideraciones practicas y tedricas [77].
Por ejemplo, si |C(x)| es muy grande, el peso asignado a f(z) debe ser pequeno, pues no es
razonable exigirle demasiado a la minimizacién de f en un punto que estd alejado de la region
factible.

En el trabajo original de Martinez y Pilotta [77], el pardmetro de penalizacién se adapta

usando una estrategia no monétona introducida en [51]. Eso se obtiene mediante la introduccién
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de un parametro no negativo w, permitiendo un moderado incremento del parametro de pena-
lizacion entre diferentes iterados. Tal estrategia evita la posibilidad de trabajar con pardmetros
de penalizacién demasiado pequenos en relacion a los usados al comienzo del proceso iterativo.

Otra consideracién a tener en cuenta es que se desea que la evaluacién de la funcién de
mérito en un nuevo iterado z**1, proveniente de la optimizacién sobre T(yk), sea menor que en

k

el iterado previo z¥, es decir

(4.8) Aredy, == (x*,0) — w(zT 0,) > 0.

4.1.4. Condicién AGP. Sea T'(z) un conjunto cerrado, se define la direccién d.(z), como

la proyeccién ortogonal de la direcciéon —V f(z) sobre T'(z),
(4.9) de(2) = Prey(z = Vf(2)) — 2.

LLamamos punto estacionario del problema (4.1) al punto factible z tal que d.(z) = 0.

Se dice que un punto factible z satisface la condicién de optimalidad AGP si existe una
sucesién {z*} que converge a z y tal que d.(z*) — 0. Esta condicién de optimalidad fue intro-
ducida por Martinez y Svaiter [79].
Los puntos que satisfacen la condicion de optimalidad AGP se llaman puntos AGP. La condi-
ciéon AGP es més fuerte que la condicién de Fritz-John, ya que se ha demostrado ([79]) que el
conjunto de minimizadores locales de un problema de optimizacién no lineal esta contenido en
el conjunto de puntos AGP y éste esta contenido en el conjunto de puntos Fritz-John. Tam-
bién, bajo condiciones de calidad en el z, la condicién AGP es equivalente a la condicién de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [9, 79].

En [76] y [77] se demuestra que el método de Restauracién Inexacta converge a puntos que

satisfacen la condicién de optimalidad AGP.

4.1.5. Algoritmo IR. A continuacién se describe el Algoritmo IR de Martinez y Pilotta
[77]:

ALGORITMO 1. Algoritmo IR
Dados 2° € R", 8> 0, a € (0,1), dnin, > 0, 6_1 € (0, 1), una sucesién wy, > 0 tal que Y, wy sea

convergente.
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k<« 0.
Iteraciéon k-ésima :

Paso 0: Pardmetro de penalizacién Definir 6, = min{l, min{f;_1,...,0_1} + wy}

Paso I: Fase de Factibilidad Si h(z"*) = 0, definir y* = ¥,
sino, calcular y* tal que satisfaga las condiciones del problema (4.3).
Si no es posible satisfacer las condiciones requeridas,
terminar declarando “falla en mejorar la factibilidad”.

Paso II: Fase de Optimizacién Si y* = 2* y d.(z*) =0,

terminar declarando “convergencia finita”.

Definir 6 = max(dyin, 20)

+1 no sea obtenido:

= Repetir mientras el punto z*
(1) Calcular 2* sobre T'(y*) resolviendo el problema (4.6).
(77) Eleccién del pardmetro de penalizacién Definir, para todo 6 € [0, 1],
Pred(8) = 0(f(z*) — F(u)) + (1 - 0)(IC(=)] - [C(*)]).
o Calcular 65, el valor méximo de 6 € [0, 0] tal que
Pred(8}) = 3(C(=)] - [C(*))
(iii) Criterio para aceptar 2**! Definir
Aredy, = (2, 05) — (z¥*1,08), Predy = Pred(65)
o Si Aredy, < 0.1Predy, adaptar § = 0.56 y 0 = 63, ir al paso (7).
o Si Aredy, > 0.1Pred,, definir 2*t! = 2 6, = 0%,
k< k+1.

Fin k- iteracion.

4.2. Hipdtesis generales y resultados preliminares para optimizacion sin

derivadas

4.2.1. Hipdtesis generales. Asumimos que valen las siguientes hipdtesis.

(A1) Q es convexo y compacto.

(A2) La matriz Jacobiana de C(x), C'(x), existe y satisface la condicién de Lipschitz:
(4.10) IC"(y) — C"(@)| < Lally — @|, para todo z, y € Q.
También,

(4.11) IVC;(y) - VCy(@)]| < Lylly — 2], para todo z, y € 2,
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si Cj(x) es la j-ésima restriccion Cj(x) =0, para j =1,...,m.

(A3) El gradiente de f existe y satisface la condicién de Lipschitz:
(4.12) IVf(y) = V()| < Lally — =, para todo z, y € Q.

(A4) Asumimos que cada conjunto de puntos interpolantes Y = {y,2!,... 2"} C R, conte-
nido en un entorno B(y, A(Y)) con radio A(Y) = méxi<;<n ||2* — y||, es “equilibrado”
para construir un modelo de interpolacién lineal. Se asume que satisface las condiciones

propuestas en ([35]).

La hip6tesis A4 nos permite obtener resultados de acotacién (2.11 y 2.12 en el Capitulo 2) para
las magnitudes que miden la diferencia entre el comportamiento de las funciones y la de los
modelos aproximantes obtenidos usando el conjunto de interpolacion Y .

Sean L(z) = f(y) + gfT(xz —y) y me(x) = |C(y)| + g7 (x — y) las aproximaciones lineales de
f(x) y |C(x)|, respectivamente. Luego, para x € B(y, A(Y)), se cumple:

(4.13) [f(z) = L(z)| < LokegAZ,
(4.14) IC(@)] = me(x)] < LikegA?,
(4.15) IVf(@) = gfll < LokiegA,

siendo keg = (1 +n%5| M~ /2), M = M/A, M;; = Yo=Yy |M~Y| < ¢ para algin ¢ > 0
(135]).
Otra propiedad que usaremos en este trabajo, relacionando los gradientes exactos con los

gradientes simplex calculados mediante el conjunto Y :
(4.16) IC"(x) = A(y)|| < LikiegA,

para x € B(y,A(Y)), si A(y) es la matriz cuyas filas son los gradientes simplex, calculados en
y, de las restricciones Cj(z), para j =1,...,m.
Remarcamos las siguientes propiedades provenientes de las hipotesis de Lipschitz continui-

dad asumidas en (4.10) y (4.12):

(4.17) C@) ~ O) ~ ) ) < Lyl
(115) 7@) ~ F) ~ VI @) < Ly ol
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4.2.2. Resultados preliminares. En el presente trabajo, para resolver los problemas
(4.3) y (4.6) del método IR, reemplazamos las derivadas exactas por el cdlculo de las derivadas
simplex.

En particular, para aproximar al hiperplano C’'(y)(z — y) = 0, en la fase de optimalidad,
se obtiene una aproximacién del Jacobiano C’(y) calculando las derivadas simplex de Cj, j =
1,...,m, mediante interpolacién polinomial de primer grado usando un conjunto de puntos Y =
{y, 21,22, ..2"}, tal que A = méx{||z* —y| :i =1,...,n}. Como antes, denominamos A(y) a la

matriz obtenida.

DEFINICION 4.1. Dado y, A(y) y el hiperplano A(y)(x — y) = 0, denominamos
(4.19) m = {xeQ|Aly)(z—y) =0}

Notacién: En particular, en cada punto intermedio y* proveniente del Paso de Restauracién

del algoritmo, se obtendrs un hiperplano aproximado al C’(y*)(z — y*) = 0.
(4.20) m, = {z € Q| Ay")(z — y*) = 0}.

En el trabajo de Martinez y Pilotta [77], usando las hipétesis (A1)-(A3), se establece una
cota para el deterioro de la factibilidad sobre el hiperplano C’(y)(z — y) = 0, comparando la
factibilidad en x respecto de la factibilidad en y. Tal resultado muestra que existe L1 > 0 tal
que |C(z)] < |C(y)|+ L1||x —yl|/?, y prueba que el deterioro de la factibilidad sobre el hiperplano
tangente es de segundo orden respecto de la distancia entre los puntos z e y.

En nuestro caso, calculando A(y) como una aproximacién del C’(y), el comportamiento del
deterioro de la factibilidad sobre A(y)(z —y) = 0, es de orden 1 y dependiente del radio A del

conjunto de puntos interpolantes.

TEOREMA 8. Dado el sistema de ecuaciones no lineales C'(x) = 0 del problema (4.1). Existe

L1 > 0 (independiente de k) tal que, si y €  es el resultado de la fase de factibilidad, x € =

entonces

C(2)] < [C(y)| + LikegAllx =yl + Lil|lz — y]*.
Demostracién. Como =z € 7, A(y)(z —y) = 0, siendo A(y) la matriz cuyas filas son los
gradientes simplex de las restricciones Cj(x), j = 1,...,m. Se asume que tales calculos fueron

realizados sobre un conjunto de puntos de interpolacion con las caracteristicas dadas en A4.
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Luego, considerando (4.17),
C2)] < 1C ()| + 10" () (= — y)| + Ll — y]|*.
Usando la desigualdad (4.16), se tiene
C)] < 1C()| + 1€ (y) = AWl = )| + Liflz - yl®
< |CW)| + LikegAllw = y|| + Lz — y||*.
Obteniéndose asi el resultado deseado.

O

OBSERVACION 4.2.1. Cuando A tiende a 0 el deterioro de la factibilidad tiende a comportarse

como en el caso del verdadero hiperplano tangente.

Los siguientes resultados son necesarios para establecer el Algoritmo 3 IR-DFO y obtener
los resultados de convergencia del mismo.

Dada una aproximacién lineal de la funcién objetivo f del problema (4.1) en y, L(z) =
f(y) + gfT(x —y), el hiperplano A(y)(z — y) = 0, el conjunto 7 definido en (4.19), denotamos
P, al proyector ortogonal sobre 7.

Entonces la proyeccién de —gf sobre 7 se define mediante:
DEFINICION 4.2. Dado el vector —gf € R", y Py, se denomina
(4.21) 9ftan = Pr(y—gf)—vy.

4.2.3. Propiedades de ¢ fiqp.

2
PROPIEDAD 4.2.1. (g fian, 9f) < —Hgftg"HQ

Demostracién. Como y € 7, P, (gf) = (9f) — Pr(gf). Sea « el angulo comprendido ente

™y gf,
Iy = 9.f) = Pey = 9D = Ity — 9f) = Prly) + Pr(g.f)II3
= | Px(g.f) = 9113
= llgf = Px(9N)l3

= [P (913
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= llgfll3cos*(a)

< llgfII5.

Por otro lado,

Iy —gf) = Pe(y — /)5 = | (—=y + Pr(y — 9f)) + 9/

=Pe(y—gf) —yl5 + lgfll5 +2(Pe(y — gf) — v, 9f)

< llgflI5-
Entonces,
Poly— of) -y, of) < ML= —gf) —yl3 _ _Hgf;mH%
Luego,

<gftanagf> < 9

O

Observacion: En los desarrollos de esta seccidn se usaré la siguiente relacién entre normas:

[2]loo < lz]l2 < V7|70, si 2 € R™.

La siguiente propiedad indica que, si el modelo L(z) es una buena aproximacién lineal de
la funcién objetivo f, la norma de la proyeccién de —V f es pequena si y solo si la norma de la

proyeccién del gradiente del modelo, g fian, 1o es.

PROPIEDAD 4.2.2. Sea e; > 0 tal que ||[Vf —gf|l2 < 5.

Si ||y —Pr(y—Vf)|leo > €1 entonces ||g franllcoc > 5. Andlogamente, si ||g fian|| > €1 entonces
Iy = Pe(y = V)lloo > S

Demostracién. Primero demostraremos la primer implicacion, ||g fian|lco > & siempre que

1y = Pr(y = Voo > €1

Para ello, observamos que

(4.22) 1y = Pr(y = V)lle = lly=Pely=Vf=9f+9f)llw
(4.23) ly = Pr(y = 9 )llc + IVf = 9flloc

|y = Pe(y — 9)lloo + [IVf — g fll2,

IN

(4.24)

IN
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donde gf es el gradiente del modelo lineal L(x). Luego,

HgftanHoo = Hy_PW(y_gf)Hoo
> |y = Pr(y = Vo = IVF = gfll2
> € — %

como se queria demostrar.

Andlogamente se puede ver que

ly—=Pr(y—9f)llec = lv—Pely—9f =V + V)l
< Ny =Pr(y—VhHlloo +IVF = 9flleo

< Ny =Prly =Vl +IVF = gfll2

Luego,

|y —=Pr(y— Voo = v —Prly—9f)lloc = IVf —9gfll2

€
> 61_52713

como se queria demostrar.

4.2.4. ;Cuando gf;,, es una direccion de descenso de f7

Analizamos cuando se puede asegurar que la direccién ¢ fiqn, la proyeccién del gradiente
negativo del modelo (—gf) sobre la aproximacién tangente 7, es una direccién de descenso de
la funcién objetivo f.
Es importante analizar este tema para conocer si usando el gradiente del modelo se puede

obtener una direccién de descenso de f.

LEMA 4.2.1. Sea ||gfianlloo > €1, €1 > 0. Si |V f — gf|l2 < ¢ entonces (g fian, Vf) < 0.

En particular, (g fian, Vf) < —ngftanH%.
Demostracién. Calculamos

(9ftan, V) = (9ftan, Vf +39f —gf)

= (9 frans VI — gf) + (9 fran, 9f)
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< HgftanHZva - gf||2 + <gftanvgf>

IVf—gfll 1
< Hgftan\@(m - 5)
1 1
< ||gftan||%(1 - 5)

1
< _ZHgftanH%'

Luego, como || ftan|lco > €1 (también lo es la norma 2), se obtiene (g fian, Vf) < 0, cuando
la aproximacién entre Vf y gf es buena. Por lo tanto, g fiq, es una direccion de descenso para
I

O

PROPIEDAD 4.2.3. Sea ¢; > 0, y € 7 y el modelo L(z) = f(y) + gf%(z — y) que interpola
a f(r) en un entorno de y. Si |ly — Pe(y —9f)[| < 5 y (IVf(y) — gfll2 < 5 entonces || Pr(y —
Vi) -yl <e.

Demostracion.

[Py = VW) —yloo = llv—Pely—VI(y)—gf + 9l

€ €
< |y =Pr(y—9N)lloo + IVF(y) —gfll2 < 51 + 51 = €1

OBSERVACION 4.2.2. Decimos que el modelo L(z) es bueno si éste es una buena aproximacién
lineal de la funcién objetivo f.

Si el modelo L(z) es bueno y ||gfianllco > €1, es decir, suficientemente grande, se puede asegurar
que en la direccién de g fiqn la funcién objetivo desciende.

Por otra parte, cuando ||g fian|| < €1, pequeno, y el modelo es bueno, se sabe que la proyeccién
de —V f también tiene una magnitud pequena, por ello no es posible asegurar que f desciende
significativamente en esa direccién.

El Algoritmo 3 IR-DFO que presentamos en la seccién siguiente incluye, cuando no es posible
asegurar que el modelo se ajusta suficientemente bien a la funcién f en un iterado y* o cuando
la magnitud de g fiq, no permite asegurar el descenso de la funcion f, el estudio del descenso

de la funcién objetivo sobre un conjunto de direcciones Dy, en 7. A continuacién se describen

tales direcciones.
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4.2.5. Base positiva de un espacio. Conjunto generador positivo.

La idea de buscar una base positiva D C R" es la de garantizar que, dado un vector no
nulo v € R”, existe al menos un vector d € D tal que v7d < 0. Si el vector no nulo es g fian,
la proyeccién del gradiente negativo (—gf) del modelo lineal (L) de la funcién objetivo (f),
cualquier direccién d € D que forme un angulo agudo con ¢ fiq, es una direccién de descenso, al
menos en un entorno del punto base para la linealizacién. Por lo que, en un entorno del punto
base, existe « > 0y d € D tal que f(y + ad) < f(y).

Seguiremos las notaciones del libro [35].

Se llama conjunto generador positivo de vectores [v1,...,v,] C R™ al cono convexo

r
{veR" : UZZCWH, a;>0,i=1,...,r}h
i=1

Luego, un conjunto generador positivo de vectores en R™ es un conjunto que genera R™ posi-
tivamente. El conjunto [vy,...,v,] se dice positivamente dependiente si uno de los vectores es
combinacién positiva de los otros; caso contrario, el conjunto es positivamente independiente.
Una base positiva en R™ es un conjunto positivamente independiente que genera positivamente
a R™.

Si [v1,...,v,] genera R™ positivamente, entonces este contiene un subconjunto de r — 1
elementos que genera R™ (Teorema 2.2, [35]) pero una base positiva de R™ no puede contener
un subconjunto propio positivamente generador de R™. Una base positiva tiene un ntmero de
elementos entre n + 1 y 2n y esos nimeros se refieren a bases positivas minimal y maximal,
respectivamente.

Propiedades y ejemplos de bases positivas de R"™ se pueden encontrar [6, 38, 40, 66].

Algunos ejemplos de bases positivas en R son [I —e¢|y [I — I], donde e es un vector de
“unos”, y la matriz I es la matriz identidad en R".

Consideremos, en la iteracién k-ésima del Algoritmo 3 IR-DFO, el hiperplano tangente en
y*, Ap(z — y*) = 0. Notemos N (A) al subespacio anulador de Aj en R™ y sea By una base
positiva de N (A). Observar que, como Ay, es una matriz de R™*" de rango maximo con m < n
(o sea, de rango m), entonces By, es un matriz de n X |Bg|, donde |Bg| es la dimensién de By.

Si en el iterado y*, las restricciones de cotas no son activas, es posible considerar una base
positiva minimal de N'(Ay) relacionada a [I — e]. En nuestro caso, si Zj es una base de N (A4y)

consideramos By, = Zi[I —e].
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Consideremos ahora el caso en que hay cotas activas en y*, es decir, se tiene yf =U;, o
yf = L;, para alguna i-componente de y*. En este caso, se debe construir un conjunto generador
positivo Dy, de los gradientes de las restricciones activas en y*.

En tal situacién, una posibilidad para estudiar el decrecimiento de f en y* es considerar un
problema equivalente en R” ™", haciendo un cambio de variables.

Considerando f(y*+(y—y*)), y—y* € N(Ax), Z), una base ortogonal de N'(A;), y haciendo

Zrw =y — y* obtenemos el problema equivalente:
(4.25) min f(y* + Zyw) = g(w), w € R*™™,

con las restricciones, Zyw < U —y*, —Zw < y* — L.

Asf, si en y* existe alguna componente (y*); = U;, o (y*); = L, se genera el cono polar de
(Zp)iw < U; — yF, —(Zy)w < yé“ — Lj, en el espacio R™™".

En la literatura hay distintos procedimientos para construir el conjunto de direcciones Dy
[5, 72] en los casos particulares antes citados.

En el software SID-PSM [37, 39], que resuelve problemas con restricciones de desigualdades
(gi(z) <0), la funcién gen.m calcula un conjunto generador positivo de R™, cuando el problema
es irrestricto o cuando tiene solo restricciones de cotas, o cuando en el punto analizado no hay
restricciones casi activas, es decir no ocurre g;(x) ~ 0, para las restricciones del problema. En
otro caso, cuando hay restricciones de desigualdad activas, SID-PSM, calcula un conjunto de
generadores positivos para el cono tangente de los gradientes de las restricciones aproximada-
mente activas. La implementacién se hace usando la descomposicién en valores singulares (SVD)
de la matriz de los apropiados gradientes, siguiendo el algoritmo descripto en [72].

En [72] Lewis y Torczon proponen un algoritmo, basado en el uso de la factorizacién LU,
para construir el conjunto de generadores en el caso no degenerado. El caso degenerado no fue
tratado por los autores en ese trabajo.

En el trabajo [5] Abramson et al. estudian en especial el caso de restricciones activas redun-
dantes (degenerado). Desarrollan un algoritmo para obtener el conjunto generador del cono polar
del cono de los gradientes de las restricciones activas para el caso de desigualdades (g;(z) < 0).
Para construir el conjunto de generadores, identifican las restricciones activas redundantes y
activas no redundantes mediante la metodologia de proyecciones y usan la descomposicién QR
o LU. Ellos dan un algoritmo para determinar el conjunto de generadores y discuten detalles

de la implementacién para obtener las direcciones [5].



4.3 Algoritmo de Restauracién Inexacta sin derivadas 61

En este trabajo utilizamos la idea de Lewis y Torczon [72] para el caso no degenerado y el de

Abramson et al [5] para el caso degenerado.

4.3. Algoritmo de Restauracién Inexacta sin derivadas

En esta seccién presentamos el algoritmo de Restauracion Inexacta sin derivadas para re-

solver el problema (4.1).

AvrcoriT™mo 3. IR-DFO
Dados 0 < €y < 1,0 < epr < 1. Dado {r} > 0, klin;ork =0,ac(0,1),8>12°¢cQ,
F(@%), h(z%) = |C (%), Gmin > 0, {wr} >0, D" wi < o0, 0_1 € [0,1].
k+0
Iteracion k- ésima: Para obtener .1, se hacen los siguientes pasos:
Paso 0: Definir 6, _; = min {1,m1’n{c9_1, e ,Hk_l} + wi}.
Paso I: Fase de Factibilidad Dado z* € Q, r, € [0, 1).

Calcular y* € Q, resolviendo en forma aproximada el problema

(4.26) min h(y)* sujeto a |y — 2| < Bh(z")
ye

sin usar derivadas, satisfaciendo la condicién h(y*) < ah(z").
- Si no es posible obtener tal y*, terminar declarando falla al mejorar la factibilidad:
FIN.
Paso II: Célculo aproximado del Jacobiano en 3":
Paso I1.a Considerar un conjunto de puntos interpolantes centrados en y*:

YR = {yFV ULzt 22, ..., 2", tal que Ap = méx{||z" — y¥||} satisfaga
(4.27) Ag < min{ry, By},

siendo B, = Bh(z*) si h(zF) # 0, si no B, = 7.
Paso I1.b Generar Ay, aproximacién del Jacobiano de C(z) en y*. Calcular Z, base del
N (Ay). Definir 1, = {z € Q| Ap(z — y¥) = 0}.
Paso III: Fase de Optimizacién:
Paso IIL.a Dado 05,0 > dmin, ¢ < 0.
Resolver aproximadamente el problema (4.6), reemplazando T'(y*) por 7%, con ||z —
yF|| < 0k,0, mediante un algoritmo sin derivadas, siguiendo el esquema del Algoritmo

Basico 4 el cual se encuentra mas adelante.
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o SiZF0 =¥ (gfian = Pe(y* — gf) — " suficientemente pequeno), definir ;. =
y*, d. = gfian, iacc(k) = 0.
k < k+ 1. Ir al Paso 0.
o Si M0 £k (F(2M0) < f(y")), definir dio = g fran.
Paso III.b Mientras (zx41 no esté definido) repetir:
Si (i > 0), calcular z"¢ € m;, siguiendo el esquema del Algoritmo Bésico 4, satisfa-
ciendo [[2%% — y¥|| < 6k, tal que f(2P7) < f(yF).

= Eleccion del parametro de penalizacién Definir
Predy(0) = 0[f(«") = F(z*)] + (1 = O){|C(")] = [CM)I].
Asignar 0, ; al supremo de los valores de 6 en el intervalo [0, 0 ;1] que satisfacen:
(125) Predy(6s) 2 5[1CG)] - 0GP
Criterio de aceptacién del punto z** Definir
Aredy ;i (01,0) = Orilf (2*) = ()] + (1= Op)[|C (") = [C(z")]].

e Si Aredy ;(0;) < 0.1 Predy,;(0r):
o cuando ¥ es factible (C(2*) = 0) y 61, < min{ens, 71},
definir 41 = ¥, 0, = Or.i, tacc(k) =1, di, = g fran;
o en otros casos, adaptar 0y ;41 € [0.16;,, 0.9y ;], adaptar i < ¢ + 1.
o Si Aredy ;(0;) > 0.1 Predy;(0r),
definir @1 = 2%, 0), = Or.i, tacc(k) =i, di, = g fran-
k<« k+1.

Fin k- ésima iteracion.

OBSERVACION 4.3.1. La fase de factibilidad (Paso I), del algoritmo previo, estd definida por
las condiciones (4.5) y (4.4) como en el trabajo [77]. Notar que no interviene la funcién objetivo
en tales condiciones.

Un aspecto atractivo de los algoritmos del tipo IR es que no es necesario establecer con
precision el método interno ha utilizar, es decir, se tiene libertad de disponer de diferentes proce-
dimientos para los pasos de Restauracién y de Minimizacién. En nuestro caso, se pueden utilizar
distintos algoritmos sin derivadas para obtener el decrecimiento requerido de la infactibilidad.

En este trabajo se daran mayores precisiones en la seccién de experiencias numeéricas.
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El calculo del Paso II, aproximacién del C’(y¥), se hace usando derivadas simplex en un
conjunto interpolante siguiendo las definiciones descriptas en el Capitulo 2.

El Paso III requiere la resolucién aproximada de un problema de optimizacién con restric-
ciones lineales. La idea bésica de tal paso es la minimizacién de la funcién f en una region
de confianza de radio 4, sujeta a la restriccién lineal, con el objetivo de no perder una magni-
tud significativa de la factibilidad lograda en el Paso I. A continuacién damos un esquema de
resolucion del Paso II1.

El procedimiento para adaptar el pardmetro de penalizacion 6 en la funcién de mérito es

similar al empleado en [77].

Parametro de penalizacion y Funcion de mérito. En el Paso III. b del Algoritmo 3
IR-DFO se compara el punto z** con el punto z* usando una funcién de mérito que involucra un
parametro de penalizacion. Este tltimo es usado para dar diferentes pesos a la funcién objetivo
y a la norma de las restricciones del problema original, tal como se usa en [77]. La funcién de

mérito que usamos es
(4.29) U(x,0) =0f(x) + (1 - 0)|C(x)]

donde 6 € [0,1] es el pardmetro de penalizacién.

En cada iteracién se elige el pardmetro 60}, ; mediante consideraciones practicas y tedricas
[77].

Una consideracién a tener en cuenta es que se desea que la evaluacion de la funcion de

ki

mérito en el nuevo punto 2z sea menor que en el iterado actual ¥, es decir

(4.30) Aredy,; = (2", 015) — (2", 04) > 0,

siendo Aredy,; la reduccién verdadera o actual. Una reducciéon pequena en la funcién de mérito
43 : 7 : : 4 13 M 7
no es “suficiente” para garantizar convergencia. Por tanto, se desea una reduccién “suficiente

de la funcién de mérito, la que es evaluada mediante el siguiente test:

(4.31) Aredy,; > 0.1Predy, ;,

donde Predy,; es la prediccién de la reduccién de la funcién de mérito entre zF oy 2Rt
(4.32) Predy; = Or[f (%) — F(Z5)] + (1= 0) [|C(®)] = [CM)]]-

Se observa que Predy; puede ser no positiva, dependiendo del valor de 6y, ;. Si 8 ; es pequeno,

entonces el valor que toma Predy, ; es muy cercano al de |C(z*)| —|C(y*)| el cual es no negativo.
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Por tanto, se elegird como pardmetro de penalizacién un 6 ; € [0, 1] tal que

(4.33) Prede; > 3 [ICGH)] - 106N

+1

Luego, cuando se satisface el criterio (4.31), se acepta el punto P+l = 2k7_Si no se obtiene

la reduccién suficiente estipulada, se reduce el radio dj; de la regién de confianza y se calcula

ki

un nuevo punto z™* con el objetivo de mejorar la relacién con Predy ;.

ALGORITMO 4. Algoritmo Baésico del Paso III (Minimizacion)
Dados 7y, y*, 2*, f(y*), Ak, Z) base ortogonal del N'(Ay), Y* = {y*} {21, 22, ...2n}, Bx
base positiva de N'(A), Dy conjunto generador positivo, i > 0, 0k >0,0< 2 <1,0<n <1
Paso 1: Si (i = 0), calcular L(w) = f(y*) + gf" (w — y*) por interpolacién en Y* cuyo
maximo radio es menor a 7.
Calcular g fian = Pr, (v" — gf) — y*.
Paso L.a Si ||gfian|| # 0, calcular thn, = min{1, 0.0/ |9 fran| }-
-Analizar si f(y* + tgfian) < f(y¥), para algin t = tf’}{%w/Qj, j = 0,1,2...; hasta
cierta tolerancia.
Si existe tal ¢, definir 20 = y* + tgfian v di,0 = 9ftan- Retornar.
Paso 1.b Caso contrario, definir Tpe. = ming;ep, {1, dx0/d;}, v = 0.
- Definir 7, = T4, /27, analizar si existe un d; € Dy, tal que fF + T,d;) < fly").
Si existe dj, tal que f decrece, definir 2k0 = gk 4 T,dj, adaptar Y* v gfian usando
las nuevas evaluaciones y dio = ¢ fian- Retornar.
Sino, adaptar 7,41 = Tmae /2" 1!, y repetir la bisqueda para v = v + 1, hasta cierta
tolerancia.
Paso 1.c Si no hay éxito en el Paso 1.a y Paso 1.b, definir 2#0 = ¢/, dk,0 = 9ftan- Retornar.
k,0

Paso 2: Si (i > 0) (se conoce el gf, calculado en i = 0, y el decrecimiento de f en z"" y

dr,0 = 9ftan)
Paso 2.a Calcular t&, = min{1, 0./l g fran| }-
-Determinar el mayor t € (0, tﬁfaz] tal que f(y* + tgfian) < f(y*).
Si existe tal ¢, definir 2¥¢ = y*¥ + tg fian € ir al Paso 2.c. Sino, ir al Paso 2.b.
Paso 2.b Definir 7,0, = ming,ep, {1, ox,i/[|d;|}
Determinar el mayor 7 € (0, Tmaz] tal que f(y* + 7d;) < f(y*) para algiin d; € Dj.
Definir ¢4 = y* + Td;.

Adaptar ¢ ftan usando las ultimas evaluaciones de f en Dy.
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Paso 2.c Definir 2%/, tal que f(2*') < max{f(z""), f(y*) =2, F(¥*) — mllgfranll O}

dk,i = gftan

Detalles del Algoritmo Basico del Paso 111

1. El conjunto de puntos interpolantes, Y*, dependiente de rj, > 0, garantiza la asintética
calidad del gradiente simplex calculado al inicio del Paso III (en ¢ = 0). De igual modo,
la alternativa de recalcular (en ¢ = 0) el gradiente simplex usando los pasos calculados
en las direcciones Dy, también contribuye al mejoramiento de la calidad del gradiente
simplex. (ver Teoremas 3.1 y 5.1 en [39] ).

2. La alternativa de analizar el decrecimiento de f sobre las direcciones Dy, cuando no
se ha encontrado decrecimiento de f sobre gfi.n, tiene el proposito de averiguar si la
funcién tiene o no un punto estacionario en y* sobre 7.

Bajo propiedades de diferenciabilidad de f, se conoce que el paso de busqueda sobre
Dy, debe resultar exitoso salvo que el iterado y* sea un punto “estacionario” sobre 7
[39]. En efecto, en el caso que no hay restricciones activas de cotas en y*, sean w en
N (Ag) un vector arbitrario y By base positiva en N'(Ay). Luego, existe por lo menos
un vector d; € By, tal que wde > 0.

Por tanto, si se considera w = — Py, (V f(y*)), no nulo, entonces el resultado previo
garantiza la existencia de una direccién en By, tal que wde > 0. En consecuencia,
existe alguna direccién de descenso de f, d; en Bj,.

Asi, si y* no es estacionario, se puede hallar una direccién d; en By, donde existe
un paso 7 > 0 suficientemente pequeiio, tal que f(y* + Td;) < ).

En el caso que existan cotas activas en y*, como se explicé en Seccién 4.2.5, se debe
considerar un conjunto Dy, generador positivo del cono polar del cono de las restricciones
activas, y de manera similar a lo explicado previamente, si w = — Py, (Vf(y*)) es no
nulo, se garantiza la existencia de una direccién de descenso para f en Dy. Debe existir
alguna direccién dj, tal que wde > 0. Por tanto, esa direccién d; es de descenso para
f v se podrfa hallar un punto tal que f(y* + 7d;) < f(y*).

3. En el Algoritmo Bésico del Paso III, si en la direccién ¢ fian se obtiene un punto 2%, se
declara la iteracion exitosa, y no se realiza el estudio sobre el conjunto de vectores Dy,.

En caso contrario, se analiza el conjunto P, = {yk + 7dj : dj € Dy} en cierto

orden, para un cierto 7, 0 < 7. Si se encuentra un punto y* + 7d; satisfaciendo que
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f(yF +7d;) < f(yF), se define 2% = y* + 7d;, declarando éxito y terminacién. En caso
contrario, se declara no exitoso al paso 7 y se retorna al andlisis de Dy con un nuevo
paso 7/2.

Si no se obtiene éxito, en ¢fien ni en las direcciones Dy, se declara “no éxito” y se
sale con el punto y*, asumiendo que y* es un punto estacionario en 7.

4. En el Algoritmo Bésico del Paso III, se ha incluido, cuando es necesario analizar las
direcciones en Dy, y existe una direccién de descenso d; en el Paso 1.b, la redefinicién
del g fian usando las evaluaciones de f, al menos sobre la d;.

Es interesante observar que el nuevo gradiente simplex, g f, cumplird TdJTg f=rfr+
7d;) — f(y*) < 0, d; € N(Ag), por tanto el nuevo modelo de la funcién f hereda la
propiedad de descenso de f en la direccién d;. Es decir, que el nuevo modelo también

desciende en esa direccién d;.

Teniendo en cuenta las observaciones realizadas en los parrafos previos obtenemos el siguien-

te resultado:
LEMmA 4.3.1. El Algoritmo Bésico del Paso III esta bien definido.

Demostracién. Si la proyeccién del verdadero —V f(y*) sobre m es cero, después de un
numero finito de pasos en Paso 1.a y Paso 1.b, el algoritmo termina en el Paso 1.c con el mismo
punto 2k0 = yk.

Si la proyeccién sobre m, de —V f(y*) es no nula, el algoritmo encuentra en un ntimero
finito de pasos un z®9 donde f(2%°) < f(y*). Tal punto se encontrara sobre ¢fiu, si es una
direccion de descenso de f, o en caso contrario, de acuerdo a lo explicado previamente, con
seguridad existird una direccién de descenso d; en Dy, y un 0 < 7, tal que f (y* + Tdj) < f (y*).
En consecuencia, en un nimero finito de pasos aceptard un z#0 = y¥.

Cuando ¢ > 0, se hace una bisqueda en una regién de confianza dy ; < dj,, correspondiente

al caso con “éxito” en ¢ = 0, por tanto existe una direcciéon de descenso.

O

En el siguiente teorema de esta seccion probamos que el Algoritmo 3 IR-DFO esta bien

definido. Esto equivale a demostrar que existe un 6y ; suficientemente pequeno, tal que la de-

ki

sigualdad Aredy, ;(#) > 0.1 Predy ;(#) se cumple, y un punto z*" es aceptado como nuevo iterado

zF*1 o eventualmente cuando z* es factible y el 8;; < min{epr, 7} termina con L
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TrEOREMA 9. El Algoritmo 3 IR-DFO estd bien definido.

Demostracion. Consideramos
Aredy; — 0.1Predy; = 0.9 | f(2*) = F(5)] + (1= 01,) [|C(9)] = |C(R)] | -
C@h) - lowh)]

= 0960 [ £(a%) = F(FD] +0.9(1 = 619) [[OGH)] ~ [OGH] +

| - =0 [le@h) - 1cwh]
.

Luego, por la propiedad (4.28), Predy;(0y;) > 3 [|C(z*)| — |C(y*)|] y por la condicién (4.5),

—0.1(1 — Oy

—
L

+ (1= ) |[C@")] = |CG)

= 0.9Predy,; + (1 — 0x) [|C(yk)| — Ok

|C(y*)| < a|C(z¥)], y teniendo en cuenta que 1 — 6 ; > —1 (pues 6, € [0, 1]), se obtiene
Aredy; —01Predy; > 045 [|C(")| = |CWH] = e - oG]
> 0.45(1 - a)|C(b)| - ||ICh] - [C )|,

Entonces, si z* no es factible, esto es |C(z¥)| # 0, como ||y* — 25| < 6, v |C(x)| es una
funcién continua, se tiene que Aredy; > 0.1 Predy; para un ¢, suficientemente pequeno.
Define zF+1 = 27,

Cuando % es factible, y* = 2% y C(z¥) = C(y*) = 0. En este caso, en el Paso IIL.b del
Algoritmo 3 IR-DFO hay dos posibles terminaciones. Una posibilidad es que exista i > 0y

O > 0 para el cual se cumpla
Aredy; — 0.1Predy; > 0,

y en consecuencia, termina aceptando el nuevo iterado ¥t = 2%, Sino, debido al decrecimiento

del entorno, se llega a un radio d;; < min{eys, 7} y termina definiendo zhtl = gk,

k+

Por tanto, queda demostrado que 2! estd bien definido en ambos casos. Luego, el Algo-

ritmo 3 IR-DFO estd bien definido.

O

Recordar que la funcién de mérito que se usa es ¥(z,0) = 0f(z) + (1 — 6)|C(z)| donde
0 € [0, 1] es el pardmetro de penalizacién y que, como se dijo previamente, en cada iteracién la

k+1 ki

evaluacién de la funcién de mérito en el nuevo punto x = 2z"" es menor que en el iterado

actual ¥, es decir Aredy,; := p(xk, Or.i) — PP, Or.i) > 0.

En el Algoritmo 3 IR-DFO se pide una reduccién “suficiente” para garantizar la convergencia
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del mismo. Dicha reduccién se evalia, en cada iteracién, mediante la desigualdad Aredy; >

0.1Predy,; para aceptar un nuevo zhtl,

Teniendo en cuenta las condiciones del Algoritmo 3 IR-DFO obtenemos el siguiente resul-

tado.

TEOREMA 10. Supongamos que el Algoritmo 3 IR-DFO genera una sucesién infinita. En-

tonces

lfm (2", 0r) — (", 6;) = 0.

k—o0

(EStO es, limy o0 Aredk,iacc(k)(ek,iacc(k)) = O')

Demostracion. La hacemos por contradiccion.

Supongamos que existe un conjunto infinito de indices K; C N y un nimero v > 0 tal que
w(l‘k+17 gk) < ¢($ka ek) -7

para todo k € K.
Denotamos 1, = (¥, 0)) para todo k € N.

Para todo k£ € N tenemos que
Y1 = O f(@H) + (1= Oppn)[C ()]

= |:9k+1f(xk+1) + (]- - 9k+1)‘0($k+1)’} — [ka(karl) + (1 _ Hk)|c(xk+1)‘j|
+ [0 + (1 - ICE )]

= |:(9k+1 - Hk;)f(xk-l—l) + (0k - 9k+1)|0(x/€+1)|1| + |:9kf(l'k+1) + (1 o Qk)|C(l‘k+1)|]

= (0 — Ors1) (|c<a:’““>| - f(w’”l)) + [uf @) + (1= 8[| =

(4.34) = (6 = 011) (106 = F@H) + v =,

donde v;, = (x**+1 0;) —(2F, ;) > 0 para todo k € Ny v, > v > 0 para todo k € K;. Ahora,

por definicién de 0, ;1 en el Paso 0 del Algoritmo 3 IR-DFO, tenemos que
(4.35) Or — Ox11 + wi > 0,para todo k € N.
Luego, por la propiedad de compacidad de €2, existe una cota superior ¢ > 0 tal que

Cah)] — fe")] < e,
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para todo k € N. Luego, por (4.34) y (4.35), tenemos que
bjr1 = (05 = 0501+ wp) (10| = f(27T) + 105 =95 — w; (ICTTH] = f(27H))

< (0 — 011 +wj)e + by — 5 T wje,

para j =0,1,...k — 1. Sumando estas k desigualdades, tenemos que

k—1 k—1 k—1 k—1
(4.36) k< o+ (00— Op)c+ Y 2ew; — > 5 <dho+2+ > 20w — Y
J=0 J=0 Jj=0 j=0

para todo k£ > 1.

Como la serie Z;io w; es convergente, y 7, es estrictamente mayor que 0 (por estar acotado
por v > 0) para k € K, (4.36) implica que 1, no estd acotada inferiormente. Esto contradice
la propiedad de compacidad de €.

Por tanto, vale que limg_,o 1 (2*, 0;) — 1 (2*+1, 0;) = 0.

4.4. Convergencia a la factibilidad

TEOREMA 11. Si el Algoritmo 3 IR-DFO no termina en el Paso I, Fase de Factibilidad, para

algiin k € N, entonces

lim |C(z®)| = 0.

k—o0

(En particular, todo punto limite de {2*} es un punto factible.)

Demostracion.

Por la condicién (4.5), |C(y*)| < a|C(z¥)|, 0 < a < 1. Luego,
C(™)] = M) = (1 = a)|o(")].
Ademés, por la condicién (4.28) se tiene que

C")] = 1CEM)|-

N =

Predy, jace(r) >
Por la condicién (4.31), se cumple
0.1Predy jace(r) < Aredy jace(k)-
Por tanto, usando las tres desigualdades antes explicitadas, se tiene

CEM—1CWHI _

C(2")] <

20
s — @Predk7mcc(k) < mAredk,mcc(k)'
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Luego, usando la igualdad (4.30) se obtiene
k 20 k k1
CEM) < g (V% ) = (=", k) |

Por tanto, considerando el resultado del Teorema 10, limy_,o |C(z¥)| = 0.

O

OBSERVACION 4.4.1. Como la sucesién {y*} cumple que [C(y*)| < |C(z*)], también se
obtiene que limy_, |C(y*)| = 0. Por tanto, todo punto limite de esa sucesién es factible.

Como consecuencia del Paso I del Algoritmo 3 IR-DFO, y* satisface ||y* — z¥|| < B|C(z%)],
luego ||y* — «*|| tiende a cero.

Ademds, si Z es punto limite de la sucesién {z¥}, es también punto limite de {y*}, pues
ly* — z|| < [|y* — 2*|| + ||#* — Z||. De igual manera, todo punto limite de {y*} es también punto

limite de {x*}.

4.5. Convergencia a la optimalidad

Demostraremos la convergencia de la sucesién {z*}, k € N, generada por el Algoritmo 3
IR-DFO, suponiendo primero que vale cierta hipotesis, a la cual llamaremos Hipdtesis B y luego,

en el Teorema 13, probaremos que no es posible satisfacerla.
Hipédtesis B. Existe e >0 y ko € N tal que
||dk|| > € para todo k > k.
Los siguientes resultados seran usados para establecer los resultados de convergencia de la

sucesién {z¥}.

TEOREMA 12. Supongamos que la Hipotesis B es verdadera. Entonces existe k1 > kg tal que,

para todo k > ki, existen constantes ¢z y c3 (independientes de k) para las cuales se satisface
F" + topedy) < f(y*) — min{ea||di ]|, e3dpqll i},
Demostraciéon. Como f es Lipschitz continua
Fy) < @) + (VI @)y =)+ lly — I,

para todo z, y € Q. Luego, y* + d;, € © implica que para todo t € [0, 1],

t2 L

F&F +td) < £GP+t (VP de) + =2 i
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tLQ

= £+ 010 (VFH), di) +0.90 (VI ), di) + 2 i

Por la Hipétesis B, para k > ko, ||di|| > €, siendo di = g fian. Como el célculo de g fian, en
cada iteracién k-ésima del Algoritmo 3 IR-DFO, depende de la condicién del radio del conjunto
interpolante Y*, {rr}, que es decreciente a cero, existe k; > ko tal que para todo k > ki,
Tk < Irone L - Entonces, de acuerdo al resultado del Lema 4.2.1 se puede afirmar que, para todo
k> ki, <Vf YY), di) < —|dy||>.

Luego, para todo k > k1,

PP+ ) < 1) + 016 (V1)) — Sl + S22 a2
= 1)+ 01t (V5. di )+t (ﬂf’ 15
Entonces, si t < % se tiene, usando nuevamente el Lema 4.2.1, que
FF + tde) < FF) + 0.1 (VF(5h), di )
< S = 2
Considerando tp,u. = ml’n{l, ”i’l“u} € [0,1], ¥* + tminde € m tal que |[tpindi| < Oki

(yk + tmindy se encuentra dentro de la regién de confianza) y por tanto, el “mejor” t, top es tal

que

Ori 0.9 }
topt <min< 1, —— —— 5.
o { ldill” 2L2

Entonces,

0.1 ) 0.9
k < k , ki
f(y toptdk) = f(y ) min {1 Hd H 2[ }H ||

, 0.1 0.1 0.9
< 1) - min { S 1l ol % g

En consecuencia,

F* + topedr) < f(y*) —min {ea|ldi||?, cadyqlldill},

con c3 = y Cco = C3 mm{l, 27,
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LEMA 4.5.1. Si vale la Hipétesis B, existe un ko > kq, tal que si k > ko y 2¥ es factible

(C (ack) = 0), entonces existe un d;; > 0, ¢ > 0, para el cual se cumple la condicién de aceptacion
Aredy; — 0.1Predy; > 0,
en el Paso I11.b del Algoritmo 3 IR-DFO.

ki

Demostracién. Si 2" es factible, |C(z*)| = 0, e y* = 2*. Por tanto, dado el 2% calculado

para un i > 0, siendo f(:5%) < f(y¥), Aredy; = Oi [f(z%) — F(59)] — (1 = 0,)|C()]

Predy,; = 0r;[f(z¥) — f(2"7)], se tiene la expresion:

Aredy,; — 0.1Predy,; = 0.96y ; [f(xk) - f(zkl)] — (1= 0y)|C (=)

Como f(x*) = f(y*), para todo i, i > 0 y para todo 6 € (0,1] se cumple que Predy;(6) =
0(f (%) — f(zP1) > $(|C ()| — |C(y*)]) = 0. Asi, resulta 6 ; = 0),_1 para todo 4, i > 0.
Por tanto,

Aredy,; — 0.1Predy,; = 0.99k7_1[f(:nk) — f(zk’z)] - (1- 0k7_1)|0(zk’i)|.

Por contradiccién, asumimos que para todo k > ki, si C' (xk) = 0 no se cumple la condicién
Aredy; — 0.1Pred,; > 0, asi como d; decrece se llega a un d;; < min{ey, 74}, tal que
Aredy; —0.1Predy; < 0.

En tal caso, si 2%% # y¥ = 2*, por el Teorema 12 y el Teorema 8 se tiene para k > ki,
0 > Aredy; —0.1Predy;
> 0.905, -1 min{ca||di|?, csl|dil|6ki} — (1 — Ok —1)(L1kicgArdy; + L1y ;).

Luego, por las condiciones del Algoritmo 3 IR-DFO, en particular la condicién (4.27) requiere

que Ap < g,

0.90) —1||dg|| min{ca||dg||, 30k} < (1 —0k_1) (LmegAkék,i + Llé,%ﬂ») )
Dividiendo por ¢ ; > 0, en la desigualdad anterior se obtiene
(4.37) 0.90k —1||di|| min{ca||dg || [0k, c3} < (1 =0k —1)(L1KegAx + L10k)

Luego, si ||di|| < d,i, entonces ||dy| < 71 (por ser di; < ry).
En el caso contrario, si ||dg|| > dj;, entonces reemplazando en el lado derecho de (4.37),

Oki <1y A <1, y considerando que % >1,

0-90k,71“dk” min{CQ, Cg} < (1 — Hk,fl)(Llﬁegrk + Lﬁ“k).
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10k, 1
0.90),

Luego, si A =min{co, c3} y B = L1 (Keg + 1), se obtiene ||dy|| < Bry.

Por la Hipétesis B, sabemos que ||dg|| > € para todo k > k.

Como no puede ocurrir simultdneamente que € < ||di|| v [|di| < 75 o ||d|| < Bry, para un
k suficientemente grande, pues 7 tiende a cero, se llega a un absurdo.

Tal absurdo provino de suponer que para todo k > ky > ko, si C(z¥) = 0, en el Paso IILb
del Algoritmo 3 IR-DFO, se aceptaba x**1 = 2* debido a que no existia un Ok,i > min{epr, ry}
para el cual se cumpliese Aredy,; — 0.1Predy; > 0.

Por tanto, si la Hipodtesis B vale, existe un ko suficiente grande ko > ki, para el cual si

k>kyy C (xk) = 0, existe un ¢ > 0, para el cual se cumple la condiciéon de aceptacién para

OBSERVACION 4.3. La demostracién previa es similar a la realizada para el caso de IR con
derivadas con la dificultad que, en nuestro caso, el deterioro de la factibilidad sobre el hiperplano
tangente es de primer orden. Ver Teorema 8. Esta dificultad plantea la necesidad de una cota
dependiente de los términos de una serie convergente (rj) para ;. Los términos r, también

son una cota para la distancia de los puntos de interpolacién (Ag).

LEMA 4.5.2. Supongamos que la Hipdtesis B es verdadera. Entonces existen ¢4, ¢5 > 0

(independientes de k) tales que
F(*) = (M) = min{ey, 50k}
para todo k > k1 > ko, i = 0,1,...,iacc(k).

Demostracién. Por el Teorema 12, para todo k > ki > kg, existen constantes cs v c3

independientes de k tales que

FF) = f(z5) > min{ca|dy||?, c30k,il|di | }-

Luego, por la Hipétesis B,

FOF) = f(z"") > min{cae?, c30k i€}

Sean ¢4 = co€? y ¢5 = c3e queda demostrado el Lema.
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LEMA 4.5.3. Supongamos que se cumple la Hipdtesis B. Si existen constantes i, 72 > 0,
independientes de k e 1, tal que ]C’(a?k)| < min{vs, 710k, } entonces se puede definir 0 ; = 0 ;_1,

para k > kj.

Demostracion. Considerando que

Predi;(1) = f(=%) — f(z")
> fF) = FER) = R = F)]
> ) = FEM) =yt - 2",

donde ¢ es una constante que indica una cota superior del |V f(z)|| en Q. Luego, por (4.4) se

tiene |ly* — 2¥|| < B|C(2%)|, y usando la desigualdad del Lema 4.5.2, para k > ki, se obtiene
1 L , 1 &
Predy;(1) = 5|C(2")] 2 min{es, e50,i} — (B + 5)|C(27)].

Definiendo 2 = 5555 v 11 = y si |C(z%)| < min{ya, 710x;} se obtiene que

C5
cf540,5°

1
Predy, (1) — §\C($k)\ > 0.

Por tanto, f(z*) — f(z") > 3(IC(a")| - |C(y"))).

Como Predyi(0ri) = Oui[f(2") = f(P)] + (1 = 0r,0) [|C(2")] = |C(y")]], la desigualdad
previa implica que para cualquier valor de 6y ; en el intervalo (0,1] se cumple la condicién
(4.28), Predyi(9x:) > 5(1C(*)] = 1C(y*)).

Entonces, en particular, 6, ;1 satisface (4.28), como se querfa probar.

O

LEMA 4.5.4. Asumiendo que la Hipétesis B es verdadera y sea 71 del Lema 4.5.3. Si |C/(a")|

es suficientemente pequena, un dy; que satisface
(4.38) i < 105,
10
es necesariamente aceptado en el Paso I11.b del Algoritmo 3 IR-DFO.

Demostracién. Asumamos que (4.38) se cumple. Entonces, por (4.5), |C(y*)| < o|C(z¥)],

y condicién (4.28) del algoritmo IR-DFO

l—a & (I—a)m
> Ok
5 1CEN) 2 5 Ok

Predi; > 3 [|06M] - [0GH)] 2
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Por tanto, (4.38) implica que

20
(I—a)m
Por el resultado del Teorema 8, |C(z54)| < |C(y*)| + Likeg Ak || 257 — y*|| + L1 |25 — y*||2, y por

(4.39) O < Predy ;.

ser 1 —0p; > —1,
Aredy; = Predy; + (1= 0r;) ||C(y")| = [C(z")|| > Predy; — LikiegArdii — L16j ;-

Luego, por (4.39), (4.38) implica que

Aredy; > Predy,; — LmegAk(lfz)%Predkﬂ- - L15k7i(1_2[;)%Predk’i
> Predy; — LmegAk(l_Q[;)%Predk’i — Llfly?\C(mk)\ a _2(()1)% Predy, ;
> Predy, {1 - Lmegak(lfzm - L1}£|C(:z:k)|(l_2(;)%}
> Predy, {1 - LmegB\C(mk)\(l_Q(;)% - Ll}}fl)]C(xk)](l_Q((im]
> Predy [1 — (") <L1“€9£7122;12L1200>] .

0.9(1—a)~3?

T 2012000, = H, el punto de prueba 2! cumple la

Luego, cuando (4.38) vale y |C(z)| <
condicién para ser aceptado en el Paso IIL.b del Algoritmo 3 IR-DFO.

O

LEMA 4.5.5. Supongamos que la Hipétesis B es verdadera. Entonces, existe § > 0 tal que

0 > 0 para todo k > k3, k€ {1,2,...,}.

Demostracion.

Sea €2 = min{y2, H,¥10min}, siendo v1 y 72 las constantes definidas en el Lema 4.5.3, y

H 0.9(1—a)v?

= 77153073000, la constante de la demostracion del Lema 4.5.4.

Sea k3 > ko > ki tal que |C(2¥)| < ez para todo k > ks, es posible considerar lo anterior

por el resultado conocido que |C(z*)| — 0.

k k
Como dypip > wgif)', por ser Opmin > %, implica que para todo k > k3, 050 > w por ser
5k,0 > 5mm
k
Entonces, un radio de regién de confianza tal que d0; < w no corresponde a i = 0.

Entonces, debe existir un d; ;1 el cual verifica

C k
St < 100, < 101CE
a!
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Es decir, 0y ;—1, cumplirfa la condicién (4.38), {§0k,i—1 < |C(2*)|, entonces por lo demostrado

en Lema 4.5.4, se hubiese aceptado el z#i=1,

k
Luego, debe cumplirse que dj,; > w

En consecuencia, como |C(z¥)| < ez para todo k > ks, y |C(2%)| < dk i1, por el resultado del
Lema 4.5.3 el parametro de penalizacién 6 ; no cambia para todo k > k3, i = 0,1,...,iacc(k).
Luego, existe # > 0 tal que 6 >  para todo k > k3, k € {1,2,...,}. Se tiene el resultado

deseado.

Finalmente probaremos que la Hipdtesis B no puede ser verdadera. Se vera que los resultados

obtenidos bajo esa hipétesis llevan a un absurdo.

TEOREMA 13. Sea {z*} la sucesién infinita generada por el Algoritmo 3 IR-DFO. Entonces,

existe K5, un subconjunto infinito de N, tal que

(4.40) lim ||d|| = 0.
k—o00
keKo

Demostracién. Supongamos que la tesis de este Teorema no es cierta. Entonces, dado

€ > 0, existe kg € N para el cual la Hipdtesis B es verdadera.

Consideramos la expresién de Aredy,; — 0.1Predy, ;, y el resultado del Teorema 8,
Aredy,; — 0.1Predy,; =
= 0.9 {07 — FEI] + (1 - B [I0EH] — [06H]}+
+ (1= 0k [|[CWM) = 1C(")]
> 0.900[£(4") = F()] + 090, [£(ah) — F(5)] — (1 — @)|C(ah)] -
— L1kegDily; — L1653 ;.
Entonces, por Lema 4.5.2, existen ¢4, c¢5 > 0 tales que

FF) — f(ZM) > min{cq, esdpi} VE > k1 > ko, i =0,1,... iacc(k).

[C(ah)]
Y1

Por el resultado del Lema 4.5.5, existe § > 0 tal que 6, > 6, y Ok > , para todo

k > k3 > ki1, por (4.4), se cumple ||y* — 2*|| < B|C(2*)|. Ademas, por la condicién del radio del
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conjunto de puntos interpolacién Y*, se cumple Ay < B|C(z¥)|, entonces,
k A
Ok,i > (el > = paratodo k> ks, i =0,1,... yiace(k).
gl B
Aredy; — 0.1Predy; > 0.90 min{cy, c56y,:} — cﬁ\C(xk)\ — LiKeg A0k, — Lléiﬂ-
> 0.99 min{cy, 50k} — cB|C (zF)] — Lmegﬁfylé,%,i — Llé,%ﬂ»

> 0.90 min{cy, c505,;} — cB|C(z)| — ‘3651%,1"

para todo k > kg > ko > k1 > ko, i = 0,1, ... ,iacc(k), donde ¢ es una constante que depende

de una cota de ||V f(z)|| en Qy cg = LikegBy1 + L.

- { <0.459‘C4>§ 0.45§C5}
0 = min , .
C6 Ce

06(5,%’1- < 0.450 min {c4, 50k},

Definimos

Si o < d tenemos que

por tanto, cuando dj; < § tenemos que

(4.41) Aredy; — 0.1Predy; > 0.450 min{cy, 56y} — ¢B|C(2")],
para todo k > k3, i =0,1,... iacc(k). Sea kg > k3 tal que
(4.42) cB|C(z*)| < 0.450 min {04, 05150} )

para todo k > k4. Por (4.41) y (4.42) tenemos que para todo k > ky, si i € N se corresponde
con el primer radio de confianza d;; menor o igual que § (por tanto, § > O > 1%),
Aredy; — 0.1Predy; > 0.

Esto significa que 05, ; > % debe ser aceptado. Luego,

9

S|

5k,iacc(k) >

para todo k > ky.

Observar que,
F") = @) = =[F") = f(=),

por (4.5),

(1 - 9k,iacc(k)) ‘C(xk)‘ - ’C(yk)‘:| > (1 - ek,iacc(k))(l - a)‘C(ij)‘
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> —|C(a)],

ya que (1 - ek,iacc(k))(l - O‘) > —1.
Por tanto, si k > kg, por el resultado del Lema 4.5.2, Lema 4.5.5 y (4.4), se tiene que

Predy jacetsy = O acets) |1 (75) = ()] + (1= Opiacey) [ 10 = 1CGH)]
- Hk,iacc(k) |:f(yk) - f(zk7z):| + ek,iacc(k’) [f(yk) - f(xk)} +
(1= O iaceqy) |10 = 00|

> 0[£(4") ~ 1] = |16F) = )] - 10@h)

(4.43) > fmin {04,0155} —d1C(M),

donde ¢ es una constante que depende de ||V f(z)]| en €.
Sea ks > ky tal que ¢/|C(2F)] < 0,50 min {04, %g}’ para todo k > ks.

Luego, se obtiene Predy jace(k) > 0,50 min{cy, C%Og}, para k > k5. Esto implica, por (4.31),
como Aredy jqee(r) = 0.1Predy joce(r), que Aredy joee(r) S¢ mantiene acotado por arriba de cero
por una constante, para todo k > ks.

Claramente lo anterior contradice el resultado del Teorema 10. Esto significa que la Hipotesis
B no puede ser cierta, y asi se obtiene el resultado deseado.

O

En el siguiente Teorema 14 demostramos que existe una subsucesién de la sucesién {z*},
k € N, generada por el Algoritmo 3 IR-DFO, tal que la norma de la proyeccion del gradiente de
la funcién objetivo sobre el hiperplano tangente aproximado a las restricciones 7 tiende a cero.
Con este resultado, el Teorema 13 y si se satisfacen algunas otras propiedades demostramos que
si la sucesién, {z*}, k € N, generada por el Algoritmo 3 IR-DFO converge a un punto z factible

entonces T es un punto KKT.

TEOREMA 14. Sea {y*} una sucesién infinita generada por el Algoritmo 3 IR-DFO. Enton-

ces,
(4.44) lim || Pr, (y" = Vf(")) —y"| = 0.
keKo
Demostracién. Por la condicién (4.15),

IVf (") = gfl| < LokegAr,
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con {Aj} una sucesién que tiende a cero. Por tanto, considerando una desigualdad similar a la

(4.22), usada en la Propiedad 4.2.2:
Iy = Pro(y* = VSN2 = " = Pr(y" = V") = af + /)2
1y = Pro(y* = gf)ll2 + IV f(5") = 9ll2

1y* = Pr, (v — gf)ll2 + IV F(&F) — gfl2.

IN

IN

Por tanto, cuando k € Ks, k tiende a infinito se obtiene el resultado requerido.

Sea T un punto factible del problema de programacién no lineal. Se dice que Z satisfa-
ce la condicién de calidad de Dependencia Lineal Constante Positiva (CPLD) [7] si cualquier
combinacién lineal no negativa (no trivial) de los gradientes de las restricciones activas, corres-
pondientes a las desigualdades activas, implica que los gradientes en esa combinacion lineal son
linealmente dependientes para todo z en un entorno de .

En [7] se demostré que la condicién CPLD es una condicién de calidad y que es mas débil que
la condicién de Independencia Lineal de los gradientes de las restricciones activas (LICQ) y la
condicién de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ). Luego, los resultados de convergencia a puntos
KKT basados en la condicion CPLD, son mas fuertes que aquellos resultados dependientes de
la condicién LICQ.

A continuacién, demostramos que si el punto limite de la sucesién generada por el Algoritmo

3 IR-DFO satisface la condicién de calidad de CPLD [7, 11], entonces es un punto KKT.

TEOREMA 15. Sea {z*} una sucesién infinita generada por el Algoritmo 3 IR-DFO. Sean
{2*} e {y*}, con k € Ky, las subsucesiones de los Teoremas 13 y 14 respectivamente, y T el
punto limite factible. Si |4z — C'(y")|| tiende a cero y si en Z se cumple la condicién de calidad

CPLD entonces T es un punto KKT.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 14 que

limper, [|(Pr, (y* — VF(y") =yl = 0.

Considerando que py, = Pr, (y¥ — V£(y*)), es la solucién éptima del problema:

(4.45) min ||p — (y* — Vf(5))||%, sobre p € 7,

™ = {peQ|A(p—yF) =0}
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usaremos en lo que sigue que py satisface la condicion de optimalidad de ese problema, por ser
un problema con restricciones lineales.

Sea Q) = {zx € R": L; < x; < U,;}. Existen vectores A\, € R™, u! € R,y ,uk € R”, para los
cuales se cumple,

(b= " = VIWD) = ATV Y piies+ D pha(—e),

i=1 =1
sujeto a Ap(pe — v*) = 0,y pit; = 0, phy > 0, pit (Ui — pri) = 0, y piy (i — Li) = 0,
1=1,...,n.

Luego, se tiene
n n
pr =" = (VW) = AT =D piie = > phi(—ei).
i=1 i=1

Como pi, — y* tiende a cero, e y* tiende a Z como punto limite, entonces pj, también tiene
a T como punto limite.

En el punto limite factible Z, consideramos los siguientes conjuntos de indices Iy = {i €
{1,2,.n}:z;=U;} , I ={ie{1,2,.n}: 2, =L}y Ip={i € {1,2,..n} : L; < T; < U;}.

Entonces, para ¢ € Iy, existe un kg € Ks, tal que para k > ko, k € Ks, se cumple que
L; < pr; < U;, considerando que pj, tiende a Z. En consecuencia, ,u};’i = 0 para todo i que no
pertenece a I;. Analogamente, uﬁc,i = 0 para todo ¢ que no pertenece a [y.

Asi, para k > ko, k € Ko,

P =y = (=VFW)) = AT = D e = > phi(—ei),
iely =0

Ar(pr—y*) = 0, siendo pjt ; > 0, . ; > 0, it {(Ui—pri) = 0,0 € Iy y pif, ;(pri—Li) =0, i € I,

Por tanto, por el Teorema de Caratheodory sobre Conos [21] (en Exercise B.1.7, pag. 689),
para todo k € Ky, k > ko existe I* C {1,2,...,n}, Iﬁ C Iy, e IF C Iy tal que el conjunto de

vectores:
k
{1k Yier feikiers {=€ibiery }

es linealmente independiente. En consecuencia, siendo af = [Ak]iT, se puede expresar

pr—yF = (VW) =Y ai e — D pitiei = > wii(—ea),

ielk el el

que sabemos que tiende a cero, porque p; — y* tiende a cero.
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Como hay un numero finito de posibilidades para generar tales conjuntos independientes,
existe un conjunto infinito de indices K3 C {k € K2 : k > ko}, para los cuales tales conjuntos
deben repetirse. Asi, para k € K3, I¥ =1, I(’} = Iy, IE =1I.

Por tanto, para todo k € K3,

P —y" = (=VFW)) =D afhi — Y uitiei— Y ph(—e),
i€l i€ly i€l
el conjunto de vectores {{a¥},1, {€iticr, > {—¢i}ticr, } es linealmente independiente.

Si se considera Sj = méx{méx{\)\k,i\,i € It max{pk,i € Iy}, max{uy,,i € I:L}}, k € K3,
analizamos los casos siguientes:

Si {Sk}rek, es acotada, entonces limye g, Aki = Ai,

limpers iy s = 1> Y limiercs iy ; = -

Ademés, por hipétesis cuando k tiende a infinito, |4, — C’'(y¥)| tiende a cero y C’(y*)
tiende a C'(Z). Por tanto, tomando limites en la igualdad

pr—y" = (=VFW") =D (af = VCi(y*) + VO )i — Y piiei = Y phi(—ed),

iel iely =

pis 20, gy 20, it (Ui — prg) = 0, para i € Iy y pj;(pri — Li) = 0, @ € I1, se obtiene

0= (-Vf(z)) - Z VC;i(Z)\i — Z pi'ei — Z pi(—ey),

iel i€ly iely,
v >0, ,uizO p(U; — ;) = 0, para i € Iy yul(azz—L)zo,iEfL. Por lo tanto, T es un

punto que satisface las condiciones de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Si {Sk }rek, no es acotada, dividiendo por Sy, se tiene,

k k u l
=y VWY ko k kAR X Mei o o Pri
S, S, Z(ai VCi(y®) + VCi(y")) S, Z S, € Z S, (—ei),

iel i€ly i€l

l
M i
&t >0,

/‘z,i
5 >0y
Tomando limite para k € K3 se obtiene
=Y VCi(@Ni = Y plei— Y pi(—ei),
iel i€ly ielr,
ui >0y ,ué > 0, con coeficientes no todos nulos, pues para cada k hay un coeficiente que vale

1 o -1, entonces existe una subsucesién de indices en K3 que tiende al valor 1 o -1.
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Por tanto, lo anterior indica que los vectores en el conjunto de indices I, I7, I, son positi-
vamente dependientes en Z. Como por hipdtesis, en T se cumple la condicién de calidad CPLD,
en un entorno de ese punto en particular los vectores en I, Iy e Iy, deberian ser linealmente
dependientes. Esa consecuencia, bajo la hipotesis de no acotacion de Sy, es absurda, ya que
existe una sucesién de puntos en el entorno de z, donde los vectores asociados a I, Iy e Iy, son
linealmente independientes.

Por tanto, vale que cuando k tiende a infinito se cumple en Z la condicién KKT bajo las

hipdtesis dadas.

4.6. Detalles de implementacion

Una de las mas atractivas caracteristicas de los métodos de Restauracion Inexacta es la
libertad para elegir los métodos para resolver la fase de factibilidad y la fase de optimalidad.

Ello permite usar métodos diferentes segin la estructura o caracteristica de cada problema.

4.6.1. Fase de Factibilidad.
En esta fase, resolvemos, en cada iteracion del Algoritmo 3 IR-DFO, en forma aproximada

el problema de factibilidad:
min h(y)?, sobre z € Q, ||y — z*|| < Bh(z¥),

siendo h(x) = ||C(z)||2. Para resolver el problema de minimizar una funcién con restricciones
de cotas se conocen distintos métodos sin derivadas (ver [35]). Asi, se puede usar para resolver
este subproblema varios métodos, incluyendo métodos de bisqueda directa por patrones [71],
métodos simplex [82] o algoritmos basados en interpolacién polinomial [12, 92]. Estos iltimos
basados en el uso de aproximaciones cuadréticas de la funcion objetivo y técnicas de region de
confianza.

Por ejemplo, la aplicacién de BOBYQA [92] o TRB-Powell [12] para resolver esta fase en
cada iteracién del método IR-DFO (Paso I), requiere iterar hasta obtener el descenso requerido
por la condicién [|C(y)|| < af/C(z)||, o hasta que se cumpla la condicién de terminacién propia
del algoritmo usado.

Otra implementacion, sin usar un método conocido, puede seguir el esquema siguiente:

ALGORITMO 2. Paso de Restauracién

Dado ¢, ¥e = {z:.} U {yt, 92, ...y}, Ag, m(ze + 5):
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l’+ = T¢, Z+ = ZC; A+ = Ac-

(i): Hallar el punto de ¥, més alejado del iterado actual: ylout.

(ii): Calcular el paso s que resuelve el subproblema y evaluar la funcién h(z) en el punto
hallado.
-Si " + s satisface la condicién requerida en el Paso I, definir y = 2™ + s, eliminar el
satélite ylovt e incluir el nuevo y al ¥ . Terminar.
Si no, hacer una buisqueda en la direcciéon s:
- Si existe un y = 2+ +ts, 0 < t < 1, que cumple la condicién del Paso I, eliminar ylout
como punto satélite en > e incluir y. Terminar.
- Si existe un 2t + 7s, tal que h(zt 4 75) < h(z.), definir 2+ = 2+ + 75, eliminar ylout
del conjunto satélite e incluir 1 e ir al paso (iii).
- Si no, reemplazar el punto satélite yl«* por un punto conveniente z+ + 7s.

(iii): Adaptar el modelo m(z™ +s), ¥y = {zT} U {y}, 9%, ..., y"}, y A, ir al paso (i).

Como hay libertad para elegir el algoritmo sin derivadas para aplicar al subproblema con
restricciones de cotas, hemos testeado dos algoritmos sin derivadas: el software BOBYQA [92],
y el TRB-Powell [12], basados en aproximaciones cuadréticas de la funcién h(z)? = Y1 | Cj(x)?

y regién de confianza.

4.6.2. Fase de Optimalidad.

Por otro lado, en la fase de optimizacién el Algoritmo 3 IR-DFO resuelve aproximadamente
la minimizacion de la funcién objetivo, en una regiéon de confianza, con restricciones lineales de
igualdad y cotas en las variables.

Para problemas de optimizacién con restricciones lineales existen algoritmos conocidos sin
derivadas. En particular, el método GSS introducido por Kolda, Lewis y Torczon [72, 69],
también el SID-PSM [39, 37], que es una implementacién en MATLAB, para problemas con
restricciones lineales de desigualdad. La diferencia principal entre el SID-PSM y otros softwares
de uso libre, sin derivadas del tipo de bisqueda por patrones, como el NOMAD/NOMADm [2]
y el APPSPACK [84], es el uso de las evaluaciones previas guardadas de la funcién objetivo.

En particular en el SID-PSM, las evaluaciones previas de la funcién objetivo, se usan en un
iterado corriente para calcular el gradiente simplex, o el Hessiano simplex cuando se requiere,

lo cual mejora la eficiencia de esta clase de métodos. Se reporta en [36, 39], que el uso del
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gradiente simplex puede conducir a una significativa reduccién del nimero de las evaluaciones
de la funcién, y también su uso aporta una estrategia para ordenar los vectores del conjunto de
direcciones analizadas en el procedimiento.

En este trabajo, como la fase de optimizacién esta dirigida a resolver la minimizacién de
f en una regién de confianza, creemos conveniente implementar un algoritmo especial, usando
el esquema propuesto en la seccién 4.3, Algoritmo 4. Tal implementacién para resolver el sub-
problema del Paso III de IR-DFO, usa un modelo aproximante de la funcién objetivo, sobre el
tangente aproximado en la regién de confianza ||y — y*|| < 6. El modelo usado, podria ser
cuadratico o lineal. En nuestra actual implementacién usamos un modelo lineal.

Para implementar el Paso III del IR-DFO, hemos usado dos subrutinas del IMSL, la su-
brutina DLSVRR para realizar la descomposicién de valores singulares de Ay, y la subrutina
DQPROG para hallar la proyeccién de —V f(z) cuando hay cotas en las variables. Para calcular
el gradiente simplex usamos las direcciones V', de la descomposicién en valores singulares SVD,
con un paso 7y, de acuerdo al Algoritmo 4.

En la implementacion del algoritmo IR-DFO, consideramos los siguientes valores de los pa-

ramétros:
a = 0.7d0.
6 = 100.

we = (nr+1)/(1+ k)%
e =1/(1+ k)%
€f = 1075,

En la aplicaciéon de BOBYQA y TRB-Powell, en la fase de Restauracion, usamos los pardme-
tros originales en ambos algoritmos, salvo para el radio inicial de la regién de confianza, RHO-

BEG= min (0.1, 8]|C(2)]))-

4.7. Experimentacion numérica

En esta seccién, presentamos algunos resultados computacionales obtenidos con una imple-
mentacién del algorimo IR-DFO en Fortran 77.

Denominamos la implementacién de IR-DFO con BOBYQA, IR-DFOBQA, y la implemen-
tacién de IR-DFO con TRB-Powell, IR-DFOTRP.
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Consideramos que IR-DFO encuentra una solucién aceptable de un problema si la norma
de la proyeccion del opuesto del gradiente simplex, ||gfian| < 1075, en un punto z que es
suficientemente factible, en el sentido que ||C(x)|| < 107°. También, termina el proceso iterativo
si la fase de Factibilidad falla a decrecer la norma ||C(z)]| siendo ya menor a 1075.

Consideramos que el algoritmo falla al resolver un problema en los casos:

Falla 1: cuando no encuentra la condicién de terminacién en 100 iteraciones del algoritmo
principal.

Falla 2: cuando en la fase de Restauracién no es posible satisfacer el decrecimiento ||C(y)|| <
al|C(z)]|, y el valor de ||C(x)| > 1075.

Falla 3: cuando la cantidad de evaluaciones de la funcién (EvalF) supera la cantidad

maxima de evaluaciones establecida (fmax = 5000).

4.7.1. Problemas de Hock-Schittkowski. Se presentan los resultados obtenidos, con
nuestra implementacién del IR-DFO, con los problemas test de Hock y Schittkowski [62]. Este
conjunto de problemas estd compuesto por 112 problemas. Hemos resuelto, en esta experi-
mentacién preliminar, 33 que tienen restricciones generales y/o restricciones de cajas. Estos
problemas presentan distintas dificultades numéricas que se observan en la préctica, por ejem-
plo, la funcién objetivo y/o restricciones tienen problemas de escalamiento, problemas con mal
condicionamiento, soluciones en puntos no regulares, en puntos donde las restricciones de cali-
dad no se satisfacen, o tienen diferentes soluciones locales o infinitas soluciones 6ptimas. Estos
test permiten analizar interesantes propiedades de problemas con diferentes dificultades que se
presentan en la vida real. La dimensién (n) de los problemas corridos en nuestras experiencias
varia entre 2 y 10, mientras el nimero de restricciones varia entre 1 y 6.

En la Tabla 1 se describen las caracteristicas de los problemas elegidos, sus dimensiones en
relacién a las variables y restricciones.

La Tabla 1 muestra el nombre, la dimensién del problema (n), la cantidad de restricciones de
igualdad (nr), la cantidad de variables con cota inferior solamente (nL), la cantidad de variables
con cota superior solamente (nU), la cantidad de variables con ambas cotas (nL+nU) y el valor

6ptimo de la funcién objetivo (f*).
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Problema HS: n nr |nL nU nL+nU f*

5 2 1| - - 2 -2.21560D+-00
6 2 1| - - 2 0.00000D+-00
7 2 1 2 -1.73000D+00
8 2 2 2 -1.00000D+-00
9 2 1 2 -0.50000D+-00
14 3 2|1 1.39350D+00
18 4 2| 2 - 2 5.00000D+-00
26 3 1 - - 3 0.00000D+-00
27 3 1 - - - 4.00000D-02
32 4 2|14 0 0 1.00000D+00
33 5 2|5 1 1 -4.58580D+-00
34 5 2| 2 - 3 - 0.83400D+00
35 4 1|4 0 0 0.11111D+-00
39 4 2,0 0 0 -1.00000D+-00
40 4 3| - - 0 - 0.25000D+00
41 4 1| - - 4 1.92590D+00
46 5 210 0 0 0.00000D+-00
47 5 3]0 0 0 0.00000D+-00
48 5 210 0 0 0.00000D+-00
52 5 3| - - 0 5.32660D+-00
53 5 3| - - 5 4.09300D+00
55 6 6| 4 - 2 6.33333D+-00
56 T o407 - 0 -3.45600D+-00
60 3 1 - - 3 3.25682D-02
61 3 2 - - 0 -1.43646D+02
63 3 2|3 - - 9.61715D+-02
77 5 2 - - 5 0.24150D+-00
78 5 3 5 -2.91970D+00
79 5 3 5 7.87768D-02
80 5 3 5 5.39498D-02
81 5 3 5 5.39498D-02
111 10 3| - - 10 - 4.77610D+01
112 10 3|10 - - - 4.77610D+01

TABLA 1. Problemas de Hock-Schittkowski

La Tabla 2 muestra el desempefio de cada algoritmo para los problemas elegidos, con respec-
to al valor de la funcién objetivo (f(xcnq)) v al nimero de evaluaciones funcionales requeridas,
indicando la relacién entre el nimero de evaluaciones de C(x) (EvalC) y el niimero de evalua-

ciones de la funcién objetivo (EvalF).
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Problema IR-DFOBQA IR-DFOTRB

HS n | EvalC/EvalF f(xena) EvalC/EvalF f(Zena)

) 2 91/37 | -2.21056D+00 94/57 | -2.21084D+00
6 2 58/78 2.22279D-08 61/86 1.13584D-06
7 2 66/175 | -1.73197D+00 130/166 | -1.73203D+00
8 2 129/6 | -1.00000D+00 96/5 | -1.00000D+00
9 2 119/430 | -4.99999D-01 84/44 | -5.00001D-01
14 3 111/11 | 1.39350D+00 144/17 | 1.39353D+00
18 3 242/17 | 5.00006D+00 308/101 | 4.99918D+00
26 3 128/67 8.25334D-05 148/180 5.18823D-05
27 3 103/88 4.00302D-02 91/35 4.00416D-02
32 4 143/13 | 1.03257D+00 398/44 | 1.00038D+00
33 ) 213/13 | -4.58578D+00 160/46 | -4.58534D+00
34 ) 542/86 | -0.47402D+00 969/72 | -0.49003D+00
35 ) 140/99 | 0.11375D+00 128/38 | 0.11208D+00
39 4 1440/224 | -1.00032D+00 1142/122 | -1.00004D+00
40 4 194/81 | -0.25000D+00 247/57 | -0.25000D+00
41 4 155/88 | 1.92990D+-00 143/56 | 1.92364D+00
46 5 613/192 1.38629D-04 391/105 1.87575D-04
47 ) 285/205 1.22742D-04 299/205 7.41711D-06
48 5 492/783 1.75504D-06 250/91 1.20194D-05
52 ) 717/58 | 5.32668D+00 526/310 | 5.33456D+00
53 5 822/613 | 4.09134D+00 680/464 | 4.09330D+00
95 6 133/2 | 6.33330D+-00 263/3 | 6.33328D+00
56 7 998/365 | -3.45584D+-00 T77/223 | -3.45604D+-00
60 3 386/110 4.13611D-02 151/71 3.25694D-02
61 3 690/138 | -1.43184D+02 528/138 | -1.43599D+02
63 3 449/739 | 9.61715D+02 356/22 | 9.61715D+02
77 ) 301/112 | 0.24607D+00 427/270 | 0.24154D+00
78 ) 150/213 | -2.91812D+00 396/293 | -2.91949D+00
79 ) 196/136 7.88399D-02 304/216 7.87871D-02
80 ) 230/9 5.35669D-02 232/10 5.35668D-02
81 ) 225/9 5.35653D-02 220/11 5.35654D-02
111 10 823/74 | -4.77650D+01 907/101 | -4.77691D+01
112 10 4015/1799 | -4.73636D+01 1946/600 | -4.73698D+01

TABLA 2. IR-DFOBQA vs IR-DFOTRB
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Problema IC(zena)ll

HS n | IR-DFOBQA | IR-DFOTRB
) 2 3.74480D-06 2.53470D-06
6 2 0.00000D+-00 0.00000D+-00
7 2 1.19050D-07 5.37679D-06
8 2 1.75649D-06 1.65404D-06
9 2 1.20486D-06 1.72558D-06
14 3 1.65235D-06 3.16411D-06
18 3 1.43588D-06 4.06747D-06
26 3 5.38046D-06 5.09938D-07
27 3 1.67146D-06 1.00939D-08
32 4 5.02984D-06 1.39407D-06
33 ) 1.02069D-06 2.43517D-06
34 ) 5.95758D-05 5.28458D-05
35 ) 1.33807D-06 1.73429D-06
39 4 1.82384D-06 1.59677D-06
40 4 7.33480D-06 4.32512D-06
41 4 6.35654D-06 1.78677D-06
46 5 5.02523D-06 1.30806D-06
47 ) 6.12510D-06 5.59864D-06
48 ) 8.47764D-06 6.17700D-06
52 ) 7.27966D-10 3.14638D-11
53 5 3.09026D-06 1.52701D-06
55 6 6.81039D-06 6.13105D-06
56 7 1.54035D-06 7.51571D-06
60 3 6.57546D-06 2.40603D-06
61 3 2.58698D-06 1.28866D-06
63 3 2.83179D-06 3.13069D-06
77 ) 1.17902D-06 5.68880D-06
78 5} 3.97461D-06 3.62110D-06
79 ) 2.61147D-06 1.06133D-06
80 ) 3.35462D-06 2.35462D-06
81 ) 6.00920D-05 2.35092D-05
111 10 5.31760D-05 5.39942D-05
112 10 9.55757D-06 6.56257D-06

TABLA 3. Factibilidad alcanzada por los IR-DFOBQA e IR-DFOTBR.
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En la Tabla 3 se muestra la factibilidad alcanzada en cada problema (||C(Zenq)||) por los
algoritmos testeados.

Los resultados de las Tablas 2 y 3 nos permiten hacer las siguientes observaciones.

Para los problemas HS34, HS81 y HS111 los dos algoritmos finalizan por Falla 2, esto es, el
algoritmo falla en la Fase de Factibilidad por lo que finaliza por no poder encontrar un punto
mas factible que el hallado en una iteracién previa. Ninguno de los problemas finaliza por la
Falla 3 para ninguna de las dos implementaciones.

La cantidad de evaluaciones de la funcién objetivo f requeridas por IR-DFOBQA es menor
en 15 de los 33 problemas mientras que para IR-DFOTRB este ntimero es menor en 16 pro-
blemas. Cabe destacar que en 2 de los problemas ambas implementaciones obtienen la misma
cantidad de evaluaciones funcionales de f. El promedio de evaluaciones requeridas por IR-
DFOBQA es de 214 y de 129 para IR-DFOTRB. Los valores funcionales obtenidos para ambas
implementaciones son similares.

En cuanto a la cantidad total de evaluaciones realizadas en la Fase de Factibilidad, IR-
DFOBQA es menor en 16 de los 33 problemas mientras que para IR-DFOTRB este ntimero
es menor en 17 problemas y no se presentan empates. El promedio de evaluaciones requeridas
por IR-DFOBQA es de 467 y de 394 para IR-DFOTRB. También, en este caso, los valores
funcionales obtenidos para ambas implementaciones son similares. Notar que el problema HS6

finaliza con un punto factible ya que ||C(zeng)|| = 0.

1 e e ) e
S T

0.51 r

0.48

= = =IR-DFOBQA
‘‘‘‘‘ IR-DFOTRB

1-.()3 2.84-

Ficura 1. Comparacién de evaluaciones totales de la funcién objetivo (f).
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En la Figura 1 se muestra el perfil de desempeno que compara el nimero de evaluaciones
funcionales, de la funcién objetivo (f), realizadas por las implementaciones IR-DFOBQA e IR-
DFOTRB. Se puede observar que IR-DFOTRB realiza menos evaluaciones funcionales en el

48 % de los problemas mientras que IR-DFOBQA lo hace en el 51 %.



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis hemos considerado el problema de minimizar una funcién no lineal
suficientemente regular con restricciones no lineales de igualdad y restricciones de cotas en las
variables (cajas), donde las derivadas de todas las funciones involucradas no estéan disponibles.
Este tipo de problemas aparece en diversos problemas de la vida real donde tales funciones
no estan dadas en forma explicita o los datos que las definen provienen de mediciones fisicas,
quimicas o de experimentos numéricos con alto costo computacional. Las dimensiones de estos
problemas no son muy grandes debido a la complejidad de los mismos. Consideramos que es un
problema de gran interés en el drea de optimizacién numérica por sus potenciales aplicaciones
a diferentes problemas y disciplinas. Como hemos mencionado, actualmente se conocen varios
métodos basados en busqueda de patrones, diferencias finitas y estrategias de regién de confianza
en combinacion con modelos de interpolacién. Tomando en cuenta los buenos resultados para el
caso diferenciable, hemos trabajado sobre el iltimo enfoque que utiliza modelos de interpolacién
lineales y cuadraticos.

En una primera etapa de este trabajo se consideré un problema irrestricto o sélo con res-
tricciones de cotas en las variables. Consideramos como referencia el método NEWUOA [90],
desarrollado por M. J. D. Powell, el cual ha mostrado ser el més eficiente para funciones suaves
segun el articulo de Moré y Wild [81]. Este algoritmo de Powell fue propuesto para resolver
problemas irrrestrictos donde, en cada iteracion, construye un modelo cuadratico de la funcion
objetivo, a partir de la informacion de las aproximaciones anteriores, y busca minimizadores
usando el método de regién de confianza. Este algoritmo es bastante complejo dado que debe
actualizar la regién de confianza y el conjunto de puntos de interpolacién de modo de obte-
ner un conjunto adecuado geométricamente. Pensando en resolver con restricciones de cotas,
se adapto este algoritmo usando norma infinito y se utilizé una estrategia de conjuntos ac-
tivos para resolver el subproblema cuadratico explorando las caras de la caja. Esta idea nos
permitié extender nuestro método, de una manera natural, a problemas con restricciones de

caja. El marco tedrico de la estrategia del método de conjuntos activos nos permitié asegurar
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la convergencia de nuestro método. Se realizdé una implementacién y experimentos numéricos
con comparaciones con otros algoritmos similares (NEWUOA y BOBYQA) mostrando el muy
buen desempeno de la nueva propuesta.

El problema con restricciones generales es mucho mas complicado en el caso sin derivadas
que en el caso con derivadas. Nosotros consideramos que tanto la funciéon objetivo como sus
restricciones no poseen derivadas disponibles. El método propuesto se basa en el método de
Restauracién Inexacta, el cual ha mostrado ser muy exitoso en programacién no lineal cuando
estd disponible la informacion de primer orden de la funcién objetivo y de las restricciones. La
complejidad, por la imposibilidad de usar derivadas, hace que obtener resultados tedricos sea una
tarea dificil y ha sido una de las partes méas importantes de esta tesis, junto con la respectiva
implementacién. Bajo adecuadas hipdtesis, se mostraron resultados de buena definicién del
algoritmo y resultados de convergencia a puntos factibles que satisfacen adecuadas condiciones
de optimalidad. La implementacion incluye diferentes subalgoritmos para obtener una mejor
aproximacion en cada iteracién. Se realizaron diferentes experimentos numéricos obteniéndose
resultados muy prometedores lo cual motiva a seguir trabajando en esta direccion. Es importante
destacar que este nuevo método basado en Restauracién Inexacta presenta una alternativa muy
sélida y atractiva para resolver problemas de optimizacion general sin usar derivadas de la
funcién objetivo ni de las restricciones, resultando en un aporte significativo en el drea de
Optimizacion.

Finalmente indicamos algunas posibles lineas de investigacién en las que planeamos conti-

nuar trabajando en el futuro:

= Analizar la convergencia de IR-DFO con condiciones de calidad mas débiles, tales como
RCPLD de Andreani, Haeser, Schuverdt y Silva [10] o lo cual implica condiciones de
optimalidad mas fuertes.

= Reemplazar, en la implementacién computacional de la fase de minimizacién del algo-
ritmo de restauracién inexacta sin derivadas, las aproximaciones lineales de f(z) por
aproximaciones cuadraticas. También estudiar la posible aplicacién del solver SID-PSM
[37, 39] para resolver la fase de optimalidad de IR-DFO, y realizar comparaciones de
los resultados obtenidos.

= Adaptar el algoritmo IR-DFO usando otras versiones de la metodologia de dos fases

para el problema de optimizacién general [52, 45].
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= Adaptar el mismo algoritmo usando la funcién lagrangiana en el paso de minimizacién,
estimando los multiplicadores convenientemente.

= Recientemente, en el afio 2010, Liuzzi, Lucidi y Sciandrone [73] presentaron un algoritmo
que usa penalizaciéon secuencial para un problema de optimizacién general sin usar
derivadas. Serfa interesante comparar nuestro algoritmo con este método, dado que
ambos convergen secuencialmente a un punto factible.

= Aplicar el algoritmo de restauracién inexacta a un problema de la vida real.
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