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Resumen

El radar es un sistema de sensado remoto que utiliza técnicas de procesamiento
estadistico de senales para obtener informacion de interés de la senal recibida. Una
de las dificultades que se encuentra en los radares es que la senal recibida suele ser
débil debido a la gran distancia entre el radar y los objetos. Por lo cual, el sistema
debe ser capaz de operar en condiciones de baja relacién de senal a ruido. Otro pro-
blema importante consiste en que la senal de interés suele encontrarse obscurecida
por la reflexiones producidas por el ambiente y por la posible existencia de senales
de interferencia. Con el avance de la tecnologia, la tendencia en la construcciéon de
radares es reemplazar los sistemas mecanicos de orientaciéon del haz por sistemas
electronicos basados en arreglos de antenas. La cantidad de antenas del arreglo y su
geometria determinan la resolucion angular y la capacidad de filtrar espacialmente
senales no deseadas. Por otro lado, la complejidad y el costo de un arreglo de an-
tenas crece con el nimero de elementos. Por lo tanto, un diseno debe considerar en

maximizar el desempeno del arreglo sin incrementar el nimero de sensores.

Para afrontar estos desafios, buscando maximizar el desempeno del sistema de
radar, en esta tesis se analizan sus diferentes componentes y se desarrollan métodos
para el diseno de arreglos de sensores y procesamiento de senales de radar en el

marco de formulaciones ralas.

En primer lugar se considera el diseno de arreglos robustos, definiendo qué tipo
de configuracién espacial de los elementos del arreglo de sensores es optima para
maximizar el desempeno en la estimacion de senales y minimizar el ntimero de
elementos. Se analizan diferentes configuraciones clasicas y se optimizan mediante

algoritmos genéticos en base a restricciones relacionadas con formulaciones ralas. En
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segundo lugar se realiza un analisis del desempeno de clases de algoritmos basados
en formulaciones ralas para arreglos de sensores. Con él se busca saber qué tipo de
algoritmos resultan eficaces para permitir una buena estimacién tanto de la direccién
de arribo de la senal de interés como de la informacion transmitida por ella en un
escenario con fuertes interferencias. Finalmente, debido a la gran cantidad de datos
que manejan estos sistemas de tiempo real, se desean optimizar los tiempos de
computo de los algoritmos de estimacion aprovechando la raleza intrinseca de las
senales de radar. Para ello se desarrollan métodos basados en modelos ralos para
reducir significativamente, respecto de sistemas convencionales, la cantidad necesaria

de datos y adicionalmente reducir el error de estimacion.
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Capitulo 1
Introduccion

En sus inicios la palabra radar se gesté como un acrénimo, RADAR, deteccion y
localizacion por radio (radio detection and ranging). Hoy en dia la tecnologia es tan
ubicua que es un sustantivo comun de la lengua espanola. La historia del radar se
extiende a los primeros dias de la teoria electromagnética moderna. En 1886 Hertz
demostrd la reflexion de los ondas electromagnéticas, y en 1900 Tesla describié el
concepto de usarlas para deteccion y medicion de velocidad. Finalmente, en 1904
el ingeniero aleman Hiilsmeyer patentd su dispositivo “telemobiloscope” para evitar
colisiones entre barcos basado en reflexion de ondas de radio. En los anos siguientes
el desarrollo de sistemas de radar fue impulsado principalmente por necesidades
militares incluyendo vigilancia, navegacién y guiado de misiles para vehiculos de
tierra, aire y agua. Hoy en dia los sistemas de radar cubren un mayor rango de
aplicaciones. Una de las més comunes es la del radar de transito para verificar
velocidades méximas. Otra aplicacion es la de radar meteorolégico usado por los
noticieros cuya extension son sistemas mucho mas sofisticados para ser usados en
prediccién y monitoreo del tiempo a gran escala e investigacion atmosférica. Otra
aplicacion que afecta a un gran niimero de gente son los sistemas de control de trafico
aéreo usadas para guiar aviones comerciales en ruta y en vecindades de aeropuertos.
La aviacion también utiliza radares para el control de altitud y evitar clima severo y
pronto podré ser reutilizado para asistir el aterrizaje con baja visibilidad. El radar es

comunmente utilizado en barcos para evitar colisiones y deteccion de boyas, y hoy en
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dia esta empezando a ser usado en automoviles con el mismo objetivo. Finalmente,
radares espaciales y aerotransportados son herramientas importantes para relevar
mapas de la topologia terrestre y caracteristicas ambientales como las condiciones

del agua y de los hielos, condiciones forestales, utilizacion del suelo y polucion.

El radar es un sistema de sensado remoto que utiliza técnicas de procesamiento
estadistico de senales para obtener informacién de interés de la senal recibida [1].
Los radares convencionales son sistemas activos que operan transmitiendo energia en
forma de ondas electromagnéticas y recibiendo las seniales reflejadas por la regién y el
objeto iluminado. Las reflexiones del ambiente, usualmente referidas como clutter [2],
son consideradas como fuentes de interferencia que reducen el desempeno del sistema.
La mayoria de los radares pueden clasificarse como de deteccién, de seguimiento o
de relevamiento de imagenes. En este trabajo el énfasis estd puesto en las técnicas
de adquisicién de senales y de reduccion de interferencias necesarias para un buen

desempeno de estas tareas.

El problema fundamental del radar es la deteccién de un objeto o un fenémeno
fisico. Esto requiere determinar si la senal de salida del receptor en un determinado
instante representa el eco de un objetivo o sélo ruido. La calidad del radar puede
cuantificarse mediante diferentes figuras de mérito, dependiendo de la funcion a ser
considerada. Al analizar el desempeno en la deteccién los parametros fundamentales
son la probabilidad de deteccién Pp y la probabilidad de falsa alarma Pr4. Si otros
parametros del sistema se mantienen fijos, aumentar la Pp requiere aceptar una
mayor Pra, y las combinaciones viables estan determinadas por estadisticos de la
senal y la interferencia, especialmente la relacién senal a interferencia (signal to
interference ratio, SIR). En el caso de haber multiples objetivos en el campo de
vision del radar, deben considerarse la resolucion y los lébulos laterales para el
desempeno del radar en deteccién. Esto se debe a que si los objetivos estan muy
cercanos pueden enmascararse y presentarse al radar como uno sélo. La resolucion
en rango y los 16bulos laterales en rango estan determinados por la forma de onda

y en angulo por el patréon de la antena.

El objetivo principal del procesamiento de senales en radar es mejorar las figuras

de mérito mencionadas. Este procesamiento tiene varias cualidades tnicas que se



diferencian de otros campos de procesamiento de senales. Los radares utilizados en
este trabajo son coherentes, por lo cual las senales recibidas, una vez demoduladas a
banda base seran complejas en vez de reales. Por otro lado las senales de radar poseen
un alto rango dinamico desde decenas de decibeles a casos extremos de 100 dB. Por
lo tanto, es usual el uso de control de ganancia y el control de l6bulos laterales es
critico para evitar el enmascaramiento de senales débiles. Por otra parte, el SIR en

general es muy bajo, incluso debajo de los 0 dB.

En muchas aplicaciones, caracteristicas usuales de la senal medida, como ser
tiempo, frecuencia y orientacion no son suficientes para discriminar al objetivo del
clutter. Por ejemplo, cuando ambos son estaticos o se mueven a una velocidad si-
milar, el desplazamiento Doppler de frecuencia no puede ser usado para detectar el
objetivo. Adicionalmente, en escenarios de propagacién de angulo rasante, la refle-
xién de la tierra no puede ser removida por filtrado espacial. La polarizacion de la
senal provee informacion adicional que puede ser explotada para mejorar la deteccion

del objetivo y el desempeno en el seguimiento.

Las antenas poseen un rol importante en determinar la sensibilidad y la resolucion
angular del radar. Se utiliza un amplio rango de tipos de antena. Los mas comunes
son reflectores parabdlicos, antenas lentes y arreglos de antenas en fase (Phased
Arrays). Estos ultimos, utilizados en esta tesis, estan compuestos por una coleccién
de antenas individuales denominados elementos del arreglo. Estos elementos son
tipicamente dipolos idénticos u otro tipo simple de antena con patrones de radiacion
anchos. En general, los radares convencionales utilizan un arreglo de sensores lineal
cuyos elementos se encuentran separados a una distancia constante, denominado
arreglo uniforme lineal (ULA). Como la complejidad y el costo de un arreglo de
antenas crece con el niimero de elementos, un disenio debe considerar en maximizar

el desempeno del arreglo sin incrementar el ntimero de sensores.

El procesamiento de senales de radar requiere una representacion de los datos
medidos para poder procesarlos y aplicar algoritmos de estimacion necesarios para
extraer la informacion deseada. Una representacion posible es mediante modelos ra-
los, donde se trabaja sobre un espacio definido por un diccionario sobrecompleto de

forma tal que s6lo unos pocos componentes de la senal son distintos de cero. Adicio-
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nalmente puede considerarse que las variables son aleatorias obteniendo un modelo
ralo estocastico. Si se considera un modelo lineal, éste esta dado por y = Xb + w,
donde y son las mediciones, X es la matriz de sensado o diccionario, b es la senal de
interés rala y w es ruido. El objetivo del algoritmo de estimacion es hallar b dado

el modelo y las mediciones, denominado problema inverso.

Buscar una solucién rala de un modelo lineal es un problema de optimizacién
no convexo ya que estd restringido a minimizar el niimero de componentes no-nulos
de la senal, llamado norma f¢,. Un procedimiento comin para evitar esta dificul-
tad consiste en utilizar la norma ¢, para p € (0,1] como una medida alternativa
de la raleza. Ejemplos de este tipo de algoritmo son: focal undetermined system
solver (FOCUSS) [3], basis pursuit denoising (BPDN) [4], Dantzig selector [5], y
01-SVD [6]. Otra clase de algoritmos son los que utilizan busqueda voraz (greedy
pursuit) aproximando iterativamente el soporte de la solucién, como ser orthogonal
matching pursuit (OMP) [7], y sus variantes [8,9]. Adicionalmente, existe otra clase
de métodos para resolver el problema inverso ralo que utilizan modelos y herra-
mientas estadisticas, como ser sparse bayesian learning (SBL) [10]. Una variante de
este tltimo se denomina enhanced sparse bayesian learning (ESBL) [11]. Cada ite-
raciéon de este algoritmo consta de dos pasos, en el primero se utiliza el algoritmo de
esperanza-maximizaciéon (EM) para obtener los parametros del modelo, y como esta
solucion no es rala, en el segundo paso se introduce un test de decision que, aplicado
en forma iterativa, garantiza la raleza eliminando gradualmente los componentes

estadisticamente no significativos de la solucion.

En esta tesis se estudian distintos aspectos que influyen en el desempeno de
los sistemas de radar utilizando modelos ralos para la representacién de las senales
involucradas. En primer lugar se estudia el efecto de la configuracion espacial de los
elementos del arreglo de antenas. En segundo lugar se estudia desempeno de distintos
algoritmos basados en modelos ralos para la determinaciéon de la direccion de arribo
de senales de interés en un ambiente de alta interferencia. Finalmente se disena un
método para comprimir las mediciones en un sistema de radar y adicionalmente

mejorar su desempeno frente a interferencias.

Cabe mencionar que si bien este proyecto se enfoca en el problema de radar, los
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métodos de andlisis de arreglos que proponemos desarrollar pueden ser utilizados en
otras areas, tales como muestreo de senales o analisis espectral. De la misma forma,
los algoritmos de procesamiento de datos pueden extenderse para ser aplicados en

iméagenes biomédicas, exploracion sismica y ensayos no-destructivos de materiales.

1.1. Resultados preexistentes

Una configuracion comun para un arreglo de sensores es el arreglo lineal uni-
forme, donde la distancia inter-elemento es constante. Para satisfacer la condicion
de muestreo de Nyquist, la distancia maxima entre elementos no debe ser mayor a
media longitud de onda de la portadora A. Esto se traduce en una apertura maxima
del arreglo para un ntimero de sensores fijo, que limita su capacidad de localizacién
y resolucion de fuentes de senal. Para alcanzar mayores aperturas y mejor resolucio-
nes, se puede utilizar un arreglo no uniforme, donde la distancia inter-elemento es
variable. Una posible estrategia para el disefio del arreglo no uniforme es distribuir
los sensores de forma aleatoria. Este problema fue analizado desde un punto de vista
probabilistico para determinar diferentes propiedades del arreglo como ser niveles de
l16bulos laterales, ancho de haz, y ganancia [12]. Recientemente se propuso la aplica-
cion de modelos ralos y técnicas de compressive sensing para el estudio de arreglos
aleatorios [13,14] y para el disefio de arreglos no uniformes [15]. Este problema tam-
bién esta relacionado con la estimacion espectral a partir de datos muestreados no
uniformemente [16].

El objetivo de los modelos ralos es representar una senal como una combinacion
lineal de funciones béasicas llamadas atomos, correspondientes a un diccionario [4].
En el caso especifico de arreglos de sensores, este diccionario puede estar dado por la
respuesta del arreglo para cada posible dngulo de arribo [6]. Asumiendo que existen
pocas fuentes de senal, los datos de salida del arreglo posee una representacion
rala. La teoria de compressive sensing afirma que, bajo estas condiciones, el niimero
de sensores y datos necesarios para resolver el problema inverso puede ser reducido
significativamente sin afectar el desempeno del sistema [17,18]. Estas técnicas ya han

sido usadas en diferentes dreas de procesamiento de senal, incluyendo procesamiento



6 Introduccion

de imagenes, bioingenieria, comunicaciones y sensado remoto.

Debido a la raleza de la senal de interés b, las mediciones pueden comprimirse
sin perder informaciéon. Una forma de reducir la cantidad de datos a procesar en
este modelo es proyectando las mediciones sobre un espacio de dimensién reduci-
da que contenga la informacién necesaria para reconstruir la sefial de interés. Esta
operacién se representa mediante una matriz de proyeccion A. Trabajos anteriores
analizaron la construccién de esta matriz de proyeccion a través de diferentes estrate-
gias y en diferentes escenarios. En el caso de reconstruccién sin ruido, [19] introdujo
un algoritmo iterativo basado en shrinkage, denominado proyeccién optimizada, que
minimiza una medida promedio de la coherencia mutua del diccionario efectivo AX.
El articulo [20] construyé la matriz de proyeccién basado en Multidimensional Sca-
ling que fuerza a las distancias entre pares de atomos del diccionario efectivo AX a
ser lo més parecidas posible a los dtomos del diccionario original X. Similarmente,
en [21] el objetivo del algoritmo es que la matriz de Gram (AX)#(XA) sea lo mas
cercana posible a la matriz identidad. Construcciones mas especificas fueron intro-
ducidas en [22] basadas en teoria de codificacién sobre grafos ofreciendo garantias
de reconstruccion; y en [23] basadas en codigos BCH ofreciendo una construccién de

matrices de muestreo binarias.

Extendiendo el escenario para incluir fuentes de interferencia y ruido, [24] analiz6
la aplicacién de radar MIMO y propuso dos métodos de construccion de la matriz
de proyeccion, el primero minimiza una combinacion lineal de la coherencia de la
matriz de sensado y de la inversa de la SIR; y el segundo fuerza una estructura en la
matriz de proyeccion para mejorar la SIR manteniendo una coherencia similar a la
de matrices Gaussianas. Otros trabajos que abordaron aplicaciones especificas impu-
sieron estructura adicional a la matriz de proyeccion resultando en raleza a bloques.
En [25] se usé un marco ajustado equiangular (equiangular tight frame) en lugar
de la matriz de identidad para aproximar la matriz de Gram del diccionario equiva-
lente; y [26] minimizé una suma pesada de la coherencia inter-bloque y sub-bloque.
Adicionalmente, [27] extendid los resultados de [21] para sefiales pertenecientes a un

modelo de mezclas Gaussianas.

Mas relacionado con nuestro trabajo es el realizado en [28] que utilizé un modelo
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similar, cubriendo senal de interés, interferencia y ruido pero usando un proceso de
dos pasos. Primero aplicando una proyeccién sobre el espacio ortogonal a la interfe-
rencia y luego resolviendo el problema inverso con una matriz Gaussiana aleatoria
mediante compressive sensing. Similarmente, [29] minimiza la informaciéon mutua
entre la senal y las mediciones pero aplica la matriz de proyeccién solamente a la

senal y no la interferencia.

1.2. Contribuciones originales

Las contribuciones originales de esta tesis estan relacionados con los distintos
componentes del sistema de radar. Se enfocan en analizar la influencia del arreglo
de sensores y el tipo de algoritmos y métodos utilizados en el procesamiento de las
senales recibidas.

En primer lugar se realiza una modificacién del modelo ralo para mejorar su
desempeno. Usualmente, al tener un grupo de mediciones, se utiliza para todas ellas
la misma matriz de sensado. Sin embargo, si durante esas mediciones la senal de
interés a estimar mantiene sus valores (intervalo de coherencia), el método propone
utilizar una matriz de sensado distinta para cada instantanea. Este cambio conjun-
tamente con el algoritmo de estimacién basado en modelos ralos permite disminuir
el error en la estimacion de los parametros. Los resultados presentados en esta tesis
aun no han sido publicados.

En segundo lugar, con el fin de analizar la configuracion 6ptima de los elementos
de un arreglo de sensores se proponen diferentes disenos. En particular se estudian
tres tipos de configuraciones, un arreglo estructurado o virtual con ubicaciones pre-
fijadas de los elementos, un arreglo aleatorio y un arreglo aleatorio restringido con
una distancia minima entre elementos. Adicionalmente se propone optimizar estos
arreglos mediante algoritmos genéticos con el fin de mejorar su desempeno en dis-
tintos rangos de niveles de SNR. Para altos niveles de SNR se propone minimizar
el error de estimacion de un estimador perfecto u oraculo y para bajos SNR se
agregan restricciones que por un lado disminuyan los 16bulos laterales del patron de

radiacién del arreglo, y por otro lado, mediante una distancia minima interelemento,
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no permitan elementos del arreglo muy cercanos. Se analiza el desempetio de estos
arreglos lineales no uniformes utilizando diferentes clases de algoritmos basados en
modelos ralos para estimar distintas fuentes de senal y su direccion de arribo. Se
proveen simulaciones del desempeno de cada configuracion para diferentes valores
de apertura del arreglo y nimero de fuentes de senal. Parte de los resultados se pre-
sentaron en el congreso regional ARGENCON 2014 [30] y se publicaron en IEEE
Latin American Transactions [31]. Se estén finalizando sus detalles para publicarlo
en una revista internacional del drea (Probablemente IEEE Transactions on Signal

Processing).

En tercer lugar se analiza el comportamiento de algoritmos basados en modelos
ralos cuando son aplicados a estimacién de senales y sus direcciones de arribo con
arreglos de sensores. En particular se estudia el caso en el que existen fuentes de
interferencia que afectan la correcta estimacion de la senal de interés. Se introducen
los conceptos de arreglos de sensores y los fundamentos del algoritmo ESBL aplica-
do especificamente a esta situacion. Este escenario es propicio para la utilizacién de
ese algoritmo, ya que explota la informacion de la interferencia y asi disminuye sus
efectos no deseados. Se compara su desempeno con distintos algoritmos en cuanto
al error en la estimacion de las senales de interés y sus direcciones de arribo y en el
tiempo de computo utilizado. Se encuentra que el algoritmo presentado obtiene una
buena relacion de compromiso entre el tiempo de cémputo y los errores de estima-
cién. Parte de los resultados se presentaron en el congreso regional RPIC 2013 [32]

y fueron publicados en IEEE Antennas and Wireless Propagation Letters [33].

Finalmente se propone un enfoque Bayesiano para el diseno 6ptimo de la ma-
triz de proyeccién. Se elige una matriz que minimiza el error de estimacion de los
pardmetros de interés. Esto se logra con la minimizaciéon de la traza de la covarianza
posterior, resultando en una distribucion posterior altamente concentrada. Para evi-
tar el alto costo de optimizar cada elemento de la matriz de proyeccién, se elige una
solucién que pertenece a un espacio restringido. Se muestra que el diseno propues-
to para la matriz de proyeccién combinado con el algoritmo ESBL reduce tanto el
tiempo de computo como el error de estimacion. Hasta donde se tiene conocimiento,

no hay otro algoritmo para resolver el problema ralo inverso que separe la fuente de
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contaminacién en interferencia y ruido blanco. Como consecuencia, los métodos ralos
convencionales no aprovechan al maximo el procedimiento propuesto para el diseno
de la matriz. Parte de los resultados se presentaron en el congreso regional RPIC
2011 [34] y en el congreso internacional CAMPSAP 2011 [35]. Fueron enviados a

IEEFE Transactions on Signal Processing y ya pasaron una primera revision.

1.3. Organizaciéon de la tesis

En el siguiente Capitulo se presenta una breve introduccion a las formulaciones
ralas y a los algoritmos clédsicos para resolver problemas inversos que las involucren.
Se detallan tres clases diferentes de este tipo de algoritmos con ejemplos de cada
una. Dentro de éstos se encuentra el algoritmo ESBL que discrimina la interferencia
del ruido blanco. Adicionalmente, aqui también se describe una propuesta de la
formulacion rala para mejorar el desempeno modificando la matriz de muestreo

entre instantaneas.

En el Capitulo 3 se definen los distintos tipos de configuraciones de arreglos
de sensores no uniformes, aleatorio, estructurado y restringido. Se comparan estas
configuraciones con el arreglo uniforme mostrando sus mejorias y se optimiza una
de las configuraciones en funcién de la densidad de potencia espacial de las fuentes

de senal.

En el Capitulo 4 se estudia el escenario de senales inmersas en interferencias que
inciden en un arreglo de sensores. Se muestra el comportamiento de algoritmos ralos

para la estimacién de esas senales y de sus direcciones de arribo.

En el Capitulo 5 se describe el método de optimizacién de la matriz de proyeccién
para la estimacién de senales de modelos ralos. Se muestran simulaciones revelando
su desempeno para algoritmos ralos y la robustez del método frente a imprecisiones
en los parametros estadisticos estimados. Adicionalmente se ejemplifica su uso en

una aplicacién real de radar polarimétrico.

Finalmente se concluye la tesis en el Capitulo 6 donde se discuten los resultados

obtenidos y se presentan posibles lineas de trabajo futuro.
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Notacion

Se adopta la siguiente notacién. Una variable escalar se denota x, un vector es
x y una matriz es X. Los vectores X.; y X,. representan la columna j y la fila 7 de
la matriz X, respectivamente. El escalar X;; es la componente 75 de la matriz X,
vy x; es la componente ¢ del vector x. La matriz identidad de tamano P es Ip. El
transpuesto conjugado de un vector o matriz compleja es ' y X, La traza de una
matriz cuadrada es tr(X) y la traza a bloques es btr(X) definida en el Apéndice B.1.
El operador ® denota al producto de Kronecker. || X||¢ es la norma de Frobenius de
la matriz X.

El vector aleatorio @ ~ CNp(p,X) es un vector Gaussiano complejo circular-
mente simétrico de dimension P con media p y covarianza 3. La variable aleatoria

escalar x ~ X? posee distribucién Chi cuadrada con n grados de libertad.



Capitulo 2

Algoritmos basados en modelos

ralos

2.1. Introduccion

Las representaciones de senales ralas a partir de diccionarios sobrecompletos han
ganado relevancia en un gran numero de campos de aplicacion [3,4,36]. Estas repre-
sentaciones ralas permiten resolver problemas lineales inversos de gran importancia
en el procesamiento de senales. Ejemplos de aplicaciones incluyen tratamiento de
imagenes EEG/MMG [37-39], eliminacién de ruido de senial [40,41], muestreo sub-
Nyquist [42-44], estimacion y ecualizacién de canal [45-48], estimacion espectral [49],
estimacién de direccién de arribo [50], aproximacion funcional [51-53], cancelacién
de eco [54,55], estimacién y deteccién en radar [56-58] y radar MIMO [59, 60].

Una de las formas mas comunes de representacion rala es en base a un modelo

de regresion lineal.
y=Xb (2.1)

La senal observada y puede ser asi representada a través de un diccionario X,
que contiene, en sus columnas, diferentes formas de onda llamadas atomos [4]. Los
coeficientes de regresion b definen como combinar esos atomos para generar la senal.
La representacién sera rala si sélo algunos de esos coeficientes de b son distintos de

Ccero.
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El problema ralo inverso consistira en estimar b en base a las mediciones y. Esto
quiere decir que el objetivo es minimizar alguna métrica basada en el residuo y—Xb,

o error en la estimacion de b dado que este tltimo es ralo.

mgn f(y — Xb) tal que b ralo (2.2)

Por lo tanto, dada una sefial y € CV, se busca el vector de coeficientes b € C
que posea el menor numero de coeficientes distintos de cero tal que Xb = y. For-

malmente,
ml;'n 116]]0 tal que y=Xb (2.3)

Usualmente la cantidad de mediciones disponibles ser4a mucho menor que el nime-
ro de atomos del diccionario. Luego, el problema resulta ser subdeterminado y no
puede ser resuelto por métodos clasicos. Sin embargo, si el vector de coeficientes
de regresion es ralo es posible resolver el problema inverso, ain cuando el soporte
sea desconocido [17,18]. Lamentablemente, encontrar el soporte de este vector es un
problema NP, ya que seria necesario probar todos los potenciales soportes y quedarse
con el que minimice el error y la raleza. Este procedimiento de minimizar la norma
ly con restricciones resulta en un problema de optimizacién combinatorio, que no es
factible atin para vectores de tamano reducido [18]. En consecuencia, se propusieron
algoritmos computacionalmente realizables que intentan aproximarse a la solucion
correcta de este problema inverso mediante diferentes técnicas.

Algunos de estos algoritmos fueron también extendidos para resolver el problema

de la senal contaminada por ruido descrito por el siguiente modelo,
y=Xb+w (2.4)

donde w representa el ruido aditivo del modelo. En este caso dependiendo del nivel
de ruido, la senal recuperada por los algoritmos previos no es rala. Sin embargo
muchos de sus coeficientes son estadisticamente despreciables, y unos pocos de ellos
son significativos. Para obtener una senal realmente rala donde la mayoria de sus

coeficientes resulten ser estrictamente cero, algunos algoritmos anaden una etapa de
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purga en el procedimiento para hacer nulos los coeficientes despreciables y mejorar
la estimacion de la senal verdadera.

Una forma de garantizar que se pueda reconstruir la senal en base a las mediciones
dadas, es que la matriz de medicion X de tamano M x N cumpla la condicion RIP
(Restricted Isometry Property). Esta condicién establece que esa matriz obedece la
hipétesis de isometria restringida. Dada la submatriz Xp, T C {1,..., N} de tamano
M x |T|, obtenida al extraer de X las columnas correspondientes a los indices en
T, en [61] se define la constante de isometria S-restringida dg de X que es la menor

cantidad que cumple
(1= dy)llell?, < [IXrell7, < 1+ 65)llellz, (2.5)

para todos los subconjuntos 7" con |T'| < S'y secuencias de coeficientes {¢; };er. Esta
propiedad requiere que cada conjunto de columnas con cardinalidad menor a S se
comporte aproximadamente como un sistema ortonormal. En ese mismo articulo se
muestra que si S cumple que dg + dog + 035 < 1 entonces resolviendo el problema
(2.3) se puede recuperar cualquier senal b cuyo soporte cumpla |T'| < S.

Estos algoritmos de estimacion pueden agruparse en diferentes clases de acuerdo
a las bases tedricas usadas para su funcionamiento. Existen algoritmos que buscan
minimizar la norma ¢; del error como una alternativa a la norma ¢, los algoritmos de

busqueda voraz (greedy pursuit) y los algoritmos basados en un marco probabilistico.

2.2. Clases de algoritmos

2.2.1. Algoritmos de relajacion

Estos algoritmos relajan la funcién de costo en el problema de minimizacién re-
emplazando la norma ¢, con la norma ¢, para algin valor de p € (0,1]. Un ejemplo
de estos algoritmos es el cldsico focal underdetermined system solver (FOCUSS) [3]
que utiliza cuadrados minimos pesados iterativos (IRLS) para resolver la norma
¢,. En general otros métodos utilizan la norma ¢;, que resulta en un problema de
optimizacién convexo garantizando una unica solucién global. Esta solucién pue-

de alcanzarse mediante programacion lineal con un alto costo computacional. Por
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ejemplo, basis pursuit (BP) resuelve el problema que no considera ruido [4].
ml;'n |1b]|1 tal que Xb=y (2.6)

Existen otros métodos de relajacién que consideran ruido en el modelo, como ser
basis pursuit denoising (BPDN) [4] también conocido como LASSO [62]. Este algo-

ritmo utiliza programacién cuadratica para hallar la solucién 6ptima al problema
min ly — X3 + Allb]ls (2.7)

donde A es un parametro de regularizacién donde su valor, atin cuando existen varios
procedimientos para elegirlo, influird en la determinaciéon una soluciéon correcta. Sin
embargo, una forma mas natural de utilizar un parametro de regularizacién aparece
en el método conocido como Dantzig selector (DS) [5]. Este método también tiene
en cuenta el error en las mediciones y su principal ventaja es que utiliza solamente

programacion lineal para hallar la solucién del siguiente planteo,
mé’n ||b]]1 tal que X7 (y — Xb)||o < €. (2.8)

Notese que el parametro de regularizacién € en este caso esta relacionado con el nivel

de ruido o cuantizacion.

2.2.2. Algoritmos greedy

Los algoritmos greedy se basan en aproximaciones iterativas de los coeficientes
de la senal y su soporte, ya sea identificando el soporte de la senal hasta satisfacer
un criterio de convergencia, o alternativamente obteniendo una mejor estimaciéon de
la senal rala en cada iteracion al tratar de tener en cuenta la diferencia con los datos
medidos. En cada iteracién calcula el residuo entre las observaciones y la solucion
anterior, y actualiza el soporte, basandose en el atomo del diccionario que mejor
se correlacione con el residuo. Puede demostrarse que algunos algoritmos greedy
pueden alcanzar el desempeno de los métodos de relajacion.

Ejemplos basicos de estos algoritmos son el algoritmo original matching pursuit

(MP) [63] y orthogonal matching pursuit [7] aplicado a modelos ralos, que pueden
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obtener una soluciéon moderadamente aceptable rapidamente. El algoritmo OMP co-
mienza encontrando la columna de X mayormente correlacionada con las mediciones
y. Luego, se repite esta operacion correlacionando las columnas con el residuo de
senal r = Xb — y, que se obtiene al restar la contribucién de la estimacién parcial
de la senal del vector original de mediciones. Por lo tanto el algoritmo OMP em-
pieza con un modelo “vacio” y construye el modelo de senal un atomo a la vez, en
cada paso anade al modelo el &tomo mas importante de todos los que atin no fueron
tenidos en cuenta. Por otra parte, el algoritmo de relajacién Basis Pursuit, previa-
mente descrito, empieza con un modelo “completo” y luego iterativamente mejora
este modelo completo dejando de lado atomos que no contribuyen al modelo y los
intercambia por nuevos atomos que aporten informacion mas util. Entonces se dice
que OMP es un algoritmo que construye atomos hacia arriba y BP es un algoritmo
que intercambia dtomos hacia abajo [64].

Variantes de estos algoritmos mejoran la estimacion utilizando distintos tipos de
ajustes, como ser stagewise orthogonal matching pursuit (SSOMP) [65], y compres-

sive sampling matching pursuit (CoSaMP) [66].

2.2.3. Algoritmos probabilisticos

La mayoria de los métodos probabilisticos para la reconstruccion de senales ra-
las son Bayesianos y explotan informacion a priori de los coeficientes de regresion
para regularizar el problema subdeterminado [67]. Estas técnicas poseen un desem-
peno superior cuando el modelo probabilistico es una representacion razonable del
proceso fisico que genera las observaciones. Aun mas, la formulacién Bayesiana no
s6lo provee una estimacién puntual de los coeficientes sino que ademas estima su
distribucion a posteriori. Uno de los métodos de esta clase es sparse Bayesian lear-
ning (SBL). Este método fue desarrollado para relevance vector machine (RVM) [68]
en el campo de machine learning y luego adaptado para seleccion de bases a par-
tir de diccionarios sobrecompletos [10]. Luego fue aplicado para para resolver el
problema inverso de mediciones comprimidas y renombrado Bayesian Compressive
Sensing (BCS) [69]. El algoritmo SBL supone que los coeficientes de regresién son

variables aleatorias independientes con distribuciones Gaussianas de media cero. La
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varianza de estos coeficientes son hiperparametros que se obtienen de las observa-
ciones maximizando la funcién de verosimilitud, en general a través del algoritmo
de esperanza-maximizaciéon (EM). Esta funcién de verosimilitud alcanza su maximo
global para la solucién més rala, y sus maximos locales también son ralos [10]. Este
algoritmo posee una etapa de constriccion (shrinkage), en la cual los hiperparame-
tros irrelevantes se anulan, que posee una elevada complejidad y un alto consumo
de tiempo. El método BCS logra reducir este tiempo de cémputo adoptando un
algoritmo rapido basado en RVM a cambio de una pérdida en el desempeno [70].

Existen otras formulaciones de algoritmos probabilisticos. Por ejemplo, automatic
double relazation (ADORE) utiliza seleccion de modelos para determinar la raleza
de la senal y luego la compara con un umbral para asegurarse de que la senal tenga
la raleza estimada [71]. Por otra parte, el algoritmo fast Bayesian matching pursuit
(FBMP) utiliza un promediado de modelos en vez de seleccion de modelos, consi-
derando una mezcla de Gaussianas como la distribucién a priori de los coeficientes
desconocidos [72].

Finalmente, algunos de los algoritmos greedy y de relajacion poseen una inter-
pretacion Bayesiana en la cual las distribuciones a priori poseen alguna distribucion

que promueva la raleza de la senal [73,74].

2.3. Multiples vectores de mediciones

Una extensién del problema inverso que utiliza el modelo ralo (2.4) surge cuando
se dispone de varias instantaneas (snapshots) de las mediciones y correspondientes
a distintos tiempos de adquisicién. Adicionalmente se supone que estos vectores
pueden ser representados por los mismos atomos del diccionario X, compartiendo
asi un perfil comun de raleza. Por ejemplo si se poseen D instantaneas, se puede

escribir el siguiente modelo extendido,
Y =XB+ W, (2.9)

donde cada una de las matrices, Y, B y W, se construye con los respectivos vectores

como sus columnas. Por ejemplo B = [B.1,...,B.p|. Suponiendo entonces que los
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datos pueden ser representados por los mismos elementos del diccionario, la matriz B
posee un numero bajo de filas distintas de cero. El objetivo es estimar las columnas de
B bajo la condicién de un perfil comin de raleza y estacionareidad de la interferencia
y el ruido durante las diferentes instantaneas.

Esta formulacion es una representacién realista de multiples realizaciones de una
senal contaminada por ruido. Este nuevo problema se conoce como una represen-
tacién rala de multiples vectores de mediciones (MMV) [75] o aprozimacion rala
simultdnea [76]. Algunos de los algoritmos mencionados previamente fueron exten-
didos para multiples realizaciones y adicionalmente para manipular ntimeros com-
plejos. Estos algoritmos son MOMP [77], MFOCUSS [78], MSBL [79], y los métodos
Rx-Penalty y Rx-Error [80].

2.4. Algoritmo de estimacion ESBL

Dentro de las clase de algoritmos probabilisticos bayesianos se encuentra el al-
goritmo ESBL, cuyo funcionamiento se describe brevemente a continuaciéon. Para

detalles especificos y desarrollo de sus fundamentos se refiere al lector al articu-
lo [11].

2.4.1. Modelo

Este algoritmo extiende el modelo (2.4) para considerar el siguiente modelo lineal

con P factores de interferencia independientes.

P
y:Xb+ZZpup+'w, (2.10)

p=1
donde y es el vector de mediciones de tamano M, b = (by,by,...,by) es el vector

de tamano NN correspondiente a la senal de interés, u, es el vector de tamano @)
que representa a cada una de las interferencias, X y Z, son matrices de regresores y
w es el ruido. Como ya se menciond, la matriz X es el diccionario cuyas columnas
son los atomos, y la funcion del vector b es elegir algunos de éstos para formar la

senial deseada. Se supone que las matrices X y Z, son conocidas y complejas, que
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la interferencia w, y el ruido w poseen una distribucién gaussiana de media cero
con covarianzas X, v oly respectivamente, y existe independencia estadistica entre

ellos.
w ~ CNK(O, O'IK),
Up ~ CNQ(Ov Eu)a
Los datos medidos también puede escribirse en forma condensada como

y=Xb+Zu +w, (2.11)

donde u es el vector de tamano P que agrupa las interferencias y Z = [Z, ..., Zp].
Considerando D observaciones independientes, la distribucién de los datos medidos

para cada instantdnea resulta
Yap ~ CNu(Xb, Z(I1p @ 2,)Z" + olyy),
y el modelo puede reescribirse como un MMV,
Y =XB+7ZU+ W, (2.12)

donde las matrices se construyen tomando los correspondientes vectores de (2.11)
como sus columnas.

Se considera que el vector b es ralo, cuya raleza es ||b|lo = S << N. De acuerdo
a la formulacion de SBL, a este vector se le asigna una distribucién gaussiana de
media cero y covarianza ¥, = diag(83). El vector 8 = (5, 55, ..., Bx) contiene los

hiperparametros que controlan qué dtomos del diccionario se encuentran activos.
b~ CNy(0,%). (2.13)

El objetivo del algoritmo es hallar la solucién al problema inverso subdeterminado

de estimar b dado que N > M y que X, ¥, y ¢ son desconocidos.

2.4.2. Algoritmo

Cada iteracién del algoritmo posee dos pasos. El primer paso consiste en deter-

minar el estimador de méaxima verosimilitud de ¥,, 3, y o, mediante el algoritmo
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EM. Luego de calcular las estimaciones de los parametros, se obtiene una estimacion
puntual de b aplicando la media posterior. La estimacion del vector b no serd rala,
||E)H0 = N. Sin embargo, el algoritmo EM generard unos pocos coeficientes signifi-
cativos y varios despreciables cuando b sea ralo. Por lo tanto se necesita generar
una regla de decision para eliminar estos ultimos. En el segundo paso se utiliza un
test estadistico para decidir si un componente del vector b estd presente o no en
cada iteracion del algoritmo EM. El umbral necesario para el test de decision esta

determinado por la probabilidad de falsa alarma del estimador Pp4.

Paso 1. Estimacion de parametros

En este paso de la iteracién se utiliza el algoritmo EM para estimar los parametros
del modelo. De acuerdo al Apéndice A los datos observados y y los datos ocultos
z = [b",u"]" generan los datos completos = [y”,b",u”]”. En este caso los
pardametros desconocidos son 8 = {%,, ¥, 0}.

En base al modelo estadistico descrito previamente, la covarianza de los datos

resulta ser
¥, = X5,0X7 + Z(1p @ 2,27 4+ D1y, (2.14)

y la covarianza muestral de ellos cuando se tienen D instantaneas,
12
S H
=5 ; vyl (2.15)

En base a estas covarianzas se define C, = 2;1§y2;1 — E;l y C, = 1p® 3,
para simplificar la notaciéon. Se muestra en el Apéndice B que la estimacién de los

parametros provista por el algoritmo EM resulta

1
Y :MU (O'(t)IM + (U(t))2 Cy> ; (2.16)
1
() — b (€ + ¢z c,zel). (2.17)
B =B+ (30X, 1C, X (2.18)

Si se tiene un modelo lineal y = Xb 4+ w, donde X es una matriz conocida de

tamanio M X N, b ~ CNn(0,%,) y w ~ CNp(0,01), entonces y es compleja
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Gaussiana con media cero y covarianza 3, = X3, X7 + 3. Adicionalmente la

distribucién posterior de b también es compleja Gaussiana con media y covarianza,

oy, = T XTE Ny (2.19)
Sy = By — B X7 IXE,. (2.20)

Con esta informacion y las estimaciones de los parametros, se calcula la estimacién

puntual de b

A Hs—1

b=3%X"Y "y (2.21)
que como ya se menciond, no cumple con la condicién de raleza. Por lo tanto se aplica
un test de deteccion para purgar sus componentes estadisticamente insignificantes.
Paso 2. Deteccién de componentes

Para determinar si una componente del vector de senales b esta presente o no en

cada iteracién del algoritmo, se define el siguiente test de hipdtesis,

Ho : =0
o: P (2.22)
Hi: B, #0
paran = 1,---, N. En la iteracion t+1 del algoritmo EM, asumiendo que los valores

estimados de 3, o, y X, son los verdaderos, se construye un test de Neyman-Person
basado en los datos completos . Considerando las definiciones de los pasos del
algoritmo EM, un estadistico es Q (ﬁgfﬂ), O(t)>, la funciéon maximizada en el paso
M. Preservando sélo el término que depende de los datos observados, se muestra en

el apéndice B que el test estadistico es
-~ H
TO — 415 ¢, § a, (2.23)
0

donde t,, = E;an.
Un aspecto importante en el diseno de un algoritmo de deteccién es poder fijar
el valor del umbral o con el fin de alcanzar determinados resultados, por ejemplo

la probabilidad de falsa alarma. Para ello se observa que la matriz fly posee una
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distribucion Wishart compleja de dimension M con D grados de libertad y una
matriz de covarianza X,/D, es decir fly ~ CWn(2,/D, D) [81]. Por lo tanto, el

estadistico de deteccién esta distribuido de acuerdo a

2DT™ )

Bajo Ho: T\ =" ~y 2.24

o: Tp SRR (2.24)
2DT™

Bajo H; : T =221 o X2 2.25

1 1 thZyltn 2D ( )

donde flyo y flyl son las covarianzas de los datos bajo las respectivas hipodtesis,

relacionadas por la siguiente ecuacion

3, =32, +/0X, X" (2.26)

Para determinar el desempeno de este detector se calcula la probabilidad de falsa
alarma

Pry = P(To(n) > R A; 7‘[0) =1- fng(OéFA) (2.27)

donde a4 es el umbral requerido para alcanzar un determinado nivel de falsa alar-

ma. Este umbral puede entonces calcularse como

aps = ]—";%11)(1 — Pry). (2.28)
donde F representa la funcién de distribucion acumulada. Finalmente, el algoritmo
debe verificar si la siguiente desigualdad es valida para decidir si la componente
n-ésima esta activa.

2DX% 13, 51X,
Hy—1 Hy—1
Xn2, X, (1 — B,X5%, Xn)

< apa. (2.29)

El funcionamiento del algoritmo se resume en la figura 2.1. Es importante recalcar
que el umbral de deteccion ars no depende de la covarianza X2, ni de o, ni tampoco
de las matrices X o Z. Por lo tanto, Tén) posee la propiedad de nivel de falsa alarma
constante (CFAR). Adicionalmente, se destaca que en ningin momento se debe
indicar al algoritmo ESBL la cantidad de senales presentes, es decir la raleza de la
senal de interés. Por otra parte, este algoritmo es el tinico de los mencionados que
utiliza la informacién de la interferencia, es decir que discrimina el ruido estructurado

del ruido blanco permitiendo una mejor estimacion del soporte de la senal de interés.
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e Inicializacién: fijar i =0y

e [teracién: Incrementar ¢ una vez y realizar los pasos siguientes

— Paso EM:
BY = gl 4 (pi-VyxC, X,
o = M7 (0D 1y + (07D, )

2,0 = Pl (€070 + €,z ¢ 20,7
— Paso de actualizacion:

Eb(i) = diag( (1i), . ,Bgff))

Cu(i) =Ip® Eu(i)

2,0 =x3,0xX" 1 2C, D72 + 01y,
Cy — (Ey(z‘))—liy(zy(i))—l o (Ey(z‘))—l

— Paso de poda: Fijar Bg) =0si

2DXIx 18,3 X,
X051 X, (1-8,X0%,1X )

< aFA.

— Regla de parada: Iterar si

N
Error = Z[ﬁ,(f) — BU=Y12 > Tol

n=1

e Salida: Luego de ¢ iteraciones,

B=x3x,0x#x,0) 1y

Figura 2.1: Pseudo-cédigo del algoritmo ESBL.
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2.5. Modelo ralo con fusion de mediciones

2.5.1. Introduccion

En algunas aplicaciones se puede tener control sobre el diccionario X, es decir
que no esta restringido al escenario o equipo de mediciéon y entonces puede elegirse
arbitrariamente para mejorar el desempeno del sistema [21,24]. En particular, si la
senal de interés b se mantiene constante durante un ntmero de instantdneas, una
posibilidad es elegir una matriz distinta para cada una. Intuitivamente, este pro-
cedimiento permite mejorar la estimacion ya que una mala eleccion del diccionario
en una instantanea puede ser compensado por un diferente diccionario en otra ins-
tantanea. Formalmente esto quiere decir que los diccionarios elegidos en distintas

instantaneas sean aproximadamente ortogonales.

Dependiendo de la aplicacién, una opcién es elegir aleatoriamente un diccionario
X cuyas componentes tienen una distribuciéon Gaussiana, y por lo tanto diccionarios
de distintas instantaneas seran practicamente ortogonales con una alta probabilidad.

Este caso es estudiado en la siguiente Seccion.

Otra opcion es tener un diccionario inicial X y formar matrices X, para cada
instantanea a partir de un subconjunto de columnas o atomos del diccionario origi-
nal. Por ejemplo, un escenario particular donde sucede esto es cuando se tiene un
arreglo de una gran cantidad de sensores y acceder a la informacién de todos ellos
al mismo tiempo es muy costoso, ya sea por energia o velocidad de respuesta. En
este caso se puede elegir el acceso a una cantidad menor de ellos y en base a esa
informacion tratar de estimar la senal de interés. Si se accede siempre a los mis-
mos sensores, todas las mediciones estardn expuestas a los mismos riesgos, pero si
en cada instante de muestreo se accede a distinto conjunto de sensores entonces se
incrementa la robustez. La desventaja de utilizar una menor cantidad de sensores
a la totalidad de ellos es que se pierde desempeno en la estimacién de la senal de

interés.

A continuacion se describe el modelo ralo a usar en este escenario, y se muestran

simulaciones del desempeno del algoritmo para las dos aplicaciones mencionadas.
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2.5.2. Modelo

En este caso el modelo a utilizar se basa en (2.4) pero la matriz de mediciones

X se considera distinta para cada instantanea.
Yg = de + wy, (230)

donde y, es el vector de mediciones de tamano M, b = (by,bs,...,by) es el vector de
tamano N correspondiente a la senal de interés, X, es la matriz de regresores para
la instantanea d y wy es el ruido. En este caso como X difiere entre instantaneas, no
se trata de un modelo MMV, sin embargo es equivalente a tener una tnica matriz
X = [XT, X2, ..., X}]", y apilar los vectores y, y wg para d=1,...,D.

Yy X, w
yg _ XQ b ’U.?Q
i Yp | i Xp | i wp |
y=Xb+w (2.31)

donde I y w son vectores de tamaiio M D, y X es una matriz de tamaiio M D x N.
Para resolver este problema inverso se vuelve a utilizar el algoritmo ESBL de la
seccion anterior con el modelo (2.31). Ese modelo usa las matrices apiladas y supone

que se tiene una sola instantanea.

2.5.3. Desempeno

Para mostrar las ventajas de utilizar una matriz distinta en cada instantanea
e ilustrar el desempenio se realizan simulaciones comparando el modelo (2.4) con
(2.30). Los resultados aqui presentados corresponden a promedios de MC= 1000
realizaciones independientes de Monte Carlo, en cada una de las cuales se genera
aleatoriamente el soporte de la senal b y el ruido aditivo. Se define la potencia de
la senal como P, = |[|b]|3, la potencia de ruido como P, = No y la relacién senal
a ruido como SNR=101log,,(F,/P,). Para resolver el problema inverso y hallar la

estimacion de b se utiliza el algoritmo ESBL, con una probabilidad de falsa alarma
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Figura 2.2: Error en la estimacién de b para diferentes niveles de SNR, utilizando D=10

instantaneas y una raleza S=1.

de Pra=107° y en este caso no se hace uso de la interferencia, (Z = 0). Para evaluar

el desempeno del algoritmo se utiliza como métrica el error cuadratico medio en la
MC

estimaciéon de b, MSE = Z I[B; — b||2/MC.

i=1
X, aleatoria

En primer lugar se analiza el desempeno de este algoritmo para el caso en que
las matrices X, son aleatorias. Se adquieren D = 10 instantdneas de un vector de
mediciones de tamano M =5 a partir de una senal de interés b de tamano N =100
cuya raleza es S=1. Para cada realizacién de Monte Carlo se generan las D matrices
X, donde cada componente de ellas se genera con una distribuciéon Gaussiana de
media cero y varianza 1, [Xg;; ~ CN(0, 1), luego normalizadas mediante sus normas
de Frobenius.

En la Figura 2.2 se muestra el error cuadratico medio de la estimacion de b para
distintas relaciones senal a ruido SNR. Se aprecia en la Figura que para obtener un
error de 0, 03 puede utilizarse una potencia de senal 10 veces menor al usar distintas

matrices en cada instantdnea. Sin embargo, esta ganancia en potencia de senal no
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Figura 2.3: Tiempo de cémputo para las dos opciones de eleccion de Xy y su relacién
(pérdida), para diferentes niveles de SNR, utilizando D = 10 instantédneas y una raleza
S=1.

es gratuita, el costo de este beneficio es un mayor tiempo de computo del algoritmo
de estimacién, como se muestra en la Figura 2.3. Alli se muestran los tiempos de
cémputo para las dos opciones de eleccion de X,. Si se elige siempre la misma matriz,
puede usarse el modelo original donde el diccionario X es de tamano M x ND y el
costo del algoritmo al invertir 3, serd de O(M?). Por otro lado, cuando se elige una
matriz aleatoria en cada instantanea, la matriz resultante X es de tamafio M D x N
por lo tanto en este caso el costo es O((M D)?). Este tltimo alcanza a ser de 2 a 5
veces mayor, relaciéon ilustrada en la misma figura como pérdida, y es el costo que

tiene la ganancia obtenida en el desempeno ilustrada en la Figura previa.

En la Figura 2.4 se muestra el error para distinta cantidad de instantaneas D, con
una relacion senal a ruido fija de 15 dB. Se observa que a medida que se incrementa
el nimero de muestras, la ganancia (diferencia entre los dos MSE) crece rapidamente
para pocas instantaneas y luego se mantiene practicamente constante. Por un lado,
esto indica que aumentar indefinidamente el niimero de instantaneas con distintos

diccionarios no aporta més informacién. Esto puede explicarse intuitivamente porque
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Figura 2.4: Error en la estimacion de b para diferentes cantidades de instantaneas dispo-
nibles D, para un SNR=15 dB y una raleza S=1.

al ir agregando distintos diccionarios una vez que se forma una base del espacio
de senal, los nuevos diccionarios son combinaciones lineales de ellos y no aportan
informacion sustancial para la resoluciéon del problema inverso. Por otro lado, este
comportamiento nos indica que se puede obtener una gran ganancia con sélo unas
pocas instantaneas. Esta es una gran ventaja ya que el tiempo de cémputo del

algoritmo crece con la cantidad de instantaneas que se tomen.

En la Figura 2.5 se analiza el desempeno para distinta cantidad de mediciones
M. En la Figura 2.5a, se muestra el error en la estimacién de ambos métodos para
3 niveles de SNR, 5, 15 y 25 dB. Es claro que no siempre se puede conseguir una
ganancia implementando el muestreo aleatorio propuesto. En el caso en que se tenga
control sobre el total de mediciones a tomar en cada instantanea, la Figura 2.5b
permite cuantificar este resultado. Si el nivel de trabajo para la SNR es alto, con
pocas mediciones se puede obtener una gran ganancia. A medida que disminuye el
nivel de SNR, se debe utilizar una mayor cantidad de mediciones para que el método

propuesto brinde una ventaja comparativa.

Ganancia
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Figura 2.5: (a) Error en la estimacién de b y (b) ganancia para diferentes cantidades de

mediciones M disponibles en cada instantanea, con tres niveles de SNR, 5, 15y 25 dB y
una raleza S=1.
X, basada en arreglos de sensores

En segundo lugar se analiza el caso cuando las matrices X, poseen una estruc-

tura particular, detallada en el Capitulo 3. Se tiene un arreglo de V =60 sensores
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Figura 2.6: Error en la estimacién de b para diferentes SNR, utilizando D =10 instantdneas

y una raleza S =1, para una aplicacién de arreglo de sensores.

espaciados uniformemente a 0,2\ en forma lineal. Para este arreglo se genera la
matriz X de tamano V' x N con V > M cuyas columnas son los vectores variedad
del arreglo. Esta matriz se corresponde con el diccionario inicial de la aplicacion.
Se adquieren D = 10 instantaneas de un vector de mediciones de tamano M =5,
que se obtiene al aplicar la matriz X, al vector de senal b. Esa matriz se genera a
partir de M filas distintas del diccionario original. Nuevamente se estudiaran dos
opciones, la primer manteniendo la misma matriz X,;=X; en todas las instantaneas
y la segunda tomando una distinta para cada instantdnea. En esta aplicaciéon, con el
fin de realizar una justa comparacién, los arreglos deben tener la misma apertura,
por lo tanto la primera y la ultima fila de X, correspondientes al primero y al iltimo
elemento del arreglo de sensores, forman parte de la matriz X,;. Se genera una senal

de interés b de tamano N =100 cuya raleza es S=1.

En la Figura 2.6 se muestra el error cuadratico medio de la estimacion de b
para distintas relaciones senal a ruido SNR. En esta aplicacion la ganancia es atun
mayor, para obtener un error de 0, 03 puede utilizarse una potencia de senal 30 veces

menor al usar distintos sensores para cada instantanea. Nuevamente, esta ganancia
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Figura 2.7: Error en la estimacién de b para diferentes cantidades de instantaneas dis-
ponibles, para un SNR= 15 dB y una raleza S = 1, para una aplicacién de arreglo de

sensores.

en potencia de senal sufre el costo de un mayor tiempo de computo del algoritmo
de estimacién. También se muestra, como referencia, el desempeno al utilizar todos
los sensores (el arreglo completo) en cada instanténea.

En la Figura 2.7 se muestra el error para distinta cantidad de instantdneas D,
con una relacién senal a ruido fija de 15 dB. En este caso se alcanza rapidamente la
saturacion. Para este ejemplo con sélo 5 a 10 instantaneas se obtiene practicamente
la ganancia maxima.

Finalmente, en la Figura 2.8 se muestra el error para distinta cantidad de sensores
M utilizados en cada instantanea, con tres niveles de SNR, 5, 15 y 25 dB. En esta
aplicacion, se obtiene una ganancia importante en un amplio rango de nivel de SNR.
Adicionalmente, esta ganancia se logra utilizando un bajo nimero de sensores. En
base a estos resultados la aplicacion podria estimar el nivel de SNR y decidir la

cantidad de sensores a medir.

Ganancia
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Figura 2.8: (a) Error en la estimacién de b y (b) ganancia para diferentes cantidades de

mediciones M disponibles en cada instantanea, con tres niveles de SNR, 5, 15y 25 dB y

una raleza S =1, para una aplicacién de arreglo de sensores.
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2.6. Discusion y conclusiones

En este capitulo se introdujeron las representaciones ralas, base de la tesis. En
base a estas representaciones ralas se definio el problema inverso cuya resolucion
permite estimar senales que puedan ser descritas por estas representaciones. Se des-
cribieron distintas clases de algoritmos para la resolucion del problema, identificando
sus ventajas y desventajas.

Entre esos algoritmos se encuentra el algoritmo iterativo ESBL cuyo funciona-
miento se describio en detalle ya que es es usado ampliamente en la tesis y es objeto
de estudio en el Capitulo 4 para una aplicacion estimacion de direccién de mediante
un arreglos de sensores.

Finalmente se introdujo una modificaciéon del modelo ralo para optimizar su
utilizacion en aplicaciones capaces de realizar varias mediciones con diferentes sen-
sores, dentro de un intervalo de coherencia de la senal de interés. Al tener varias
instantaneas, se propuso utilizar un diccionario distinto para cada una de ellas y
compararlo con el procedimiento clasico de utilizar siempre el mismo. Se mostré que
esta eleccion mejora el desempeno con el costo de un mayor tiempo de cémputo del

algoritmo de estimacion.



Capitulo 3

Arreglos no uniformes lineales

3.1. Introduccion

Un arreglo de antenas consiste en un nimero de sensores ubicados en una deter-
minada posicion relativa cuyo fin es el de adquirir muestras espacio temporales del
campo electromagnético circundante. En contraste con una sola antena, el arreglo
provee informacion adicional para mejorar la relacién senal a ruido, resolver diferen-
tes seniales y cancelar interferencias [82]. Una importante aplicacién de los arreglos
de sensores es la caracterizacion del campo electromagnético incidente con el fin de
determinar el nimero de fuentes, sus ubicaciones y las sefiales transmitidas [83]. La
complejidad y el costo de un arreglo de sensores aumenta con la cantidad de sus
elementos. Por lo tanto, un buen diseno debe considerar en maximizar el desempeno
del arreglo sin incrementar el nimero de sensores.

En este capitulo se presentan tres configuraciones de arreglos lineales de sensores.
Se analiza su desempeno comparandolos con un arreglo ULA con el mismo niimero
de sensores y apertura. Se evaltia la capacidad de estos arreglos para reconstruir una
senal rala aplicando diferentes técnicas de compressive sensing. Mediante ejemplos
numéricos se muestra que la capacidad de los arreglos aleatorios mejora si se agrega
una restriccién minima a la distancia entre sensores. Adicionalmente, se analizan
arreglos optimizados mediante algoritmos genéticos que cumplen diferentes requeri-

mientos para una buena estimacion de la senal de interés. Mediante simulaciones se
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Figura 3.1: S senales incidentes a un arreglo de M sensores.

analiza el desempeno de estas configuraciones bajo distintas condiciones del entorno.

El capitulo se organiza como sigue. En la siguiente seccion se presenta el modelo
ralo para arreglos de sensores. En la Seccion 3.3, se definen las diferentes confi-
guraciones de arreglos bajo estudio. En la Seccién 3.4 se define un estimador de
referencia para el algoritmo ESBL. En la Seccién 3.5 se describe el método para di-
senar algoritmos 6ptimos basados en algoritmos genéticos. Se analizan los resultados
de simulaciones comparando estas configuraciones en la Secciéon 3.6. Finalmente, se

concluye y se discuten futuros trabajos en la Seccion 3.7.

3.2. Modelo

Se considera un arreglo lineal compuesto por M sensores y S senales incidentes de
banda angosta provenientes de los angulos aq, as, . .. ag, mostrado en la Figura 3.1.

La envolvente compleja de la sefial a la salida del arreglo es [84]
y=V(a)b+ w, (3.1)

donde y es el vector de mediciones de tamano M, V(a) = [v(aq),v(az),. .., v(ag)]
es la matriz cuyas columnas corresponden a cada una de los vectores variedad del
arreglo v(«;) de tamano M para la direccion de arribo a4, b es un vector deter-
ministico desconocido de tamano S que representa las muestras de la envolvente

compleja de las senales transmitidas, y w ~ CN(0,c1;) corresponde al ruido y
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errores de modelado. La estructura del vector variedad del arreglo para un angulo
« estd dada por

27
A

el T cos(a)

ej%(zg—zl)cos(a)

v(a) = | , (3.2)

eJQTW(xM—’M) cos(a)

donde x1,xs,...,x) son las coordinadas de ubicacién fisica de los elementos del

arreglo, y A es la longitud de onda de la senal incidente.

A partir de las mediciones anteriores, se busca generar una representacién rala
que se ajuste al modelo (2.9). En primer lugar se discretiza el espacio de angulos de
arribo en N componentes, 61, 0s, . . ., 6y formando una grilla. Usualmente se tiene que
N > M > S, resultando en una matriz X de M x N cuyas columnas corresponden
a vectores variedad del arreglo evaluado en esos angulos, que seran los atomos del
diccionario [4],

ej2TTr cos(01)z1 L ej%” cos(On)x1

ejQTW cos(01)(zpr—z1) ... ejQT” cos(On)(zrr—z1)

Luego, el vector b de tamano NN se convierte en ralo con S componentes distintas
de cero, iguales al nimero de fuentes. Este problema puede extenderse para el caso
de mltiples vectores de mediciéon (MMV) descrito previamente. Si se considera una

secuencia de D instantaneas, los datos de salida son
Y=XB+W, (3.4)

donde las matrices Y, B, y W se construyen utilizando los respectivos vectores de
(3.1) como sus columnas. Asumiendo que las ubicaciones de las fuentes son cons-
tantes durante el tiempo de observacién, la matriz B tiene un nimero bajo de filas
distintas de cero. El objetivo es estimar las columnas de B con la condiciéon de que

existe un perfil de raleza comun.
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3.3. Configuraciones de arreglos

Para poder resolver el problema inverso se necesita conocer las ubicaciones
X1, T, ..., Ty de los elementos del arreglo. En este capitulo presentamos tres posi-
bles arreglos lineales no uniformes. Como linea base se considera el arreglo uniforme
con una distancia constante interelemento d y una apertura L=d(M — 1). Para una
comparacion justa, cada arreglo posee el primer elemento en x; = 0 y el dltimo en
xy = L; asi todas las configuraciones poseen la misma cantidad de sensores M y la

misma apertura L.

La primera configuracién, denominada arreglo afinado (thinned), se basa en un
ULA de K elementos con K > M. Las K posiciones estan distribuidas uniforme-
mente en la misma apertura L, resultando en una menor distancia inter-elemento
L/(K —1). El arreglo no uniforme resulta de elegir aleatoriamente M de las posibles
K ubicaciones, sin repeticién. La Figura 3.2b muestra un ejemplo de esta configu-
racion, donde los circulos blancos son las posiciones equiespaciadas y los circulos

negros corresponden a los sensores separados irregularmente.

La segunda configuracion, denominada arreglo aleatorio, se ilustra en la Figu-
ra 3.2c. En ésta la posicion de los sensores se elige aleatoriamente segtin una distri-
bucién uniforme, x; ~ U (0, L).

Finalmente, en la Figura 3.2d se muestra la tercera configuraciéon analizada,
denominada arreglo restringido. Los sensores también se ubican aleatoriamente en
la apertura L. Sin embargo, existe una cota inferior d,,;, para la distancia minima

entre elementos.

El desempeno de estos arreglos se analiza en la Seccién 3.6. En general el arreglo
restringido por una distancia minima interelemento es el que presenta las mejores
cualidades para distintas aperturas. Sin embargo, este desempeno puede mejorarse si
se realiza una optimizacion posterior del arreglo. Para poder plantear este problema
de optimizacion se necesita una funcién de costo o métrica del desempeno. En la
siguiente Seccion se describe una funcién de costo propuesta, con buenos resultados
para altos valores de SNR, y a continuacion se formula el problema de optimizacion

y se describen extensiones de éste que incluyen restricciones adecuadas para mejorar
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Figura 3.2: Diferentes configuraciones para una arreglo de M elementos con la misma
apertura L. (a) Arreglo lineal uniforme, (b) arreglo afinado, (c) arreglo aleatorio, y (d)

arreglo restringido.

aun mas el desempeno.

3.4. Estimador perfecto

Para cuantificar el desempeno de las distintas configuraciones de arreglos pre-
sentadas se propone una métrica basada en un estimador perfecto u ordculo. Este
estimador supone conocido el soporte de cada una de las columnas de B y los
parametros estadisticos del modelo ¥, v 0. Aunque el estimador es ideal y por lo
tanto no realizable, provee una referencia contra la cual comparar el desempeno de
los estimadores reales implementados por los algoritmos basados en modelos ralos
descriptos en el Capitulo 2. Sabiendo que la distribucion a posteriori de b esta da-

da por la ecuacién (2.20), el error cuadréatico medio producido por este estimador
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donde el conjunto S esta compuesto por los indices de las senales incidentes, gene-
rando asi a partir de 3, la matriz 3g de S x S y a partir del diccionario X la matriz
Xsde M x S.

El objetivo de aumentar la apertura de las antenas a través de distancias in-
terelemento mayores a la media longitud de onda es incrementar la capacidad del
arreglo en discriminar senales cercanas. Por lo tanto, para este andlisis, se suponen
dos senales incidentes y se evalia el desempeno cuando sus angulos de arribo se
asemejan. Esto se traduce en que la raleza de la senal de interés es S = 2, pudiendo
representarse por dos columnas contiguas del diccionario vy = v(6), vo = v(6s).
Adicionalmente, sin perder generalidad, se supone que la potencia de estas senales
es la misma, g = (1. Luego el error del estimador perfecto utilizado para resolver

estas dos senales resulta,

[—

H —1
MSE, = ( s % XS)

(3.6)

donde ji15 = ||[vHv,|| depende exclusivamente de las distancias entre elementos del
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arreglo y de la separacion entre senales.

12, = ffjexp (j%cos(el) — cos(0))(: — xn)

- iZM:eXp (j 2W)\A€ (2 — 95]')) ; (3.7)

donde A = (cos(f1)—cos(fz)). Si se considera una grilla uniforme para el pardmetro

u = cos(f) usualmente utilizado en la teorfa de arreglos de sensores [84], el valor de
A6 puede tomarse como constante para senales contiguas. Este tipo de grilla permite
tener mayor resolucién en angulos cercanos a /2 (broadside) a costa de una menor

resolucion en dngulos rasantes al arreglo (grazing). En este caso A0 =2/M y

M M A
iy = Z Zcos (M—)\(xl — x])) : (3.8)
=1 j=1
Esta cantidad podria aproximarse mediante una simple funcién de la varianza mues-
tral, como se sugiere en [16]. Alli se busca minimizar su valor al maximizar la varianza
de las posiciones de los elementos. Sin embargo para altos valores de apertura L esta
aproximacion es muy pobre y no resulta til su uso. Esto implica que no se podra
trabajar con la varianza muestral como proxy y se tendra que usar p1o en el analisis.
Por otra parte, o esta directamente relacionada con la coherencia mutua del
diccionario X, definida como p = max [vy v;| [85]. La coherencia mutua es otra
k,l

métrica comunmente utilizada en modelos ralos para caracterizar los diccionarios y
en base a su valor poder garantizar determinado desempeno y capacidad de resolu-

cion del problema inverso.

3.5. Arreglos optimizados

Se propone un algoritmo genético para la minimizacién del estimador perfec-
to. Este tipo de algoritmos comienza con un numero de posibles configuraciones de
arreglos, como poblacion inicial. En este caso se utilizan diferentes realizaciones del

arreglo restringido y del arreglo aleatorio. Estas configuraciones son luego filtradas
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utilizando posibles restricciones al compararlas con respecto a ciertos umbrales. A
cada una de estas configuraciones que pasa los umbrales se le asigna un valor de
aptitud asociado con el MSE,. Luego se realiza una recombinacién o cruzamiento
dandole mas chances a las configuraciones con mejor aptitud. Adicionalmente se
generan mutaciones de las configuraciones generando una mayor diversidad en la
poblacién de arreglos. Luego de estas operaciones se seleccionan los descendientes
que posean la mejor aptitud y se anaden a la poblacién para volver a repetir el pro-
ceso con la siguiente generacién. Esto se repite hasta alcanzar un ntimero suficiente
de iteraciones en el cual la poblacién ya no cambie y permite hallar la configuracion

del arreglo que minimice el MSE,, cumpliendo las restricciones [86].

3.5.1. Arreglo optimizado 1. Sin restriccion

En primer lugar se propone simplemente minimizar el MSE,,, equivalente a mini-
mizar (3.8), considerando las restricciones bésicas de las posiciones de los elementos

del arreglo,

magniicos <%(;¢ - xj)> (3.9)

i=1 j=1

tal que r1=0, =L x1<z9<...<xpy_1<2xm

3.5.2. Arreglo optimizado 2. Distancia minima restringida

En base al buen desempeno del arreglo restringido, ilustrado en la siguiente
Seccion, se propone agregar esta restriccion a la optimizacion fijando una distancia

minima entre sensores.

magnfjfjcos (j%(xi - xj)) (3.10)

i=1 j=1
tal que r1=0, zy=L 1 <xo<...<zxp1<TpNy



3.6 Desempeno de los arreglos 41

3.5.3. Arreglo optimizado 3. Distancia minima y lébulos la-

terales restringidos

Basandose en el clasico diseno de arreglos de sensores se puede agregar una
restriccién para minimizar los 16bulos laterales, error grosero del arreglo [87,88].
Se desea minimizar la coherencia entre distintos vectores variedad v(0)7v(¢). El
angulo de arribo de la senal 6 se encuentra en un rango © y el angulo ¢ pertenece
al rango ® donde se desea minimizar los lobulos laterales. En principio, © abarca
todo el espacio de angulos de arribo de 180 grados, pero si se posee informacion a
priori sobre la potencial direccién de arribo de la senal de interés, este rango puede

ser mucho menor. Por otro lado, ® deberd excluir el l6bulo principal.

magniicos <j%(xi - xj)) (3.11)

i=1 j=1
tal que r1=0, zy=L, 1 <a9<...<xp1<TpNy

i — x; > dpin Vi<i,7<N
M

> e (55 o) — cox(0)

i=1

max

<a V0eOB,pcd
0,6

donde 0 < a < M representa la restriccion en el nivel de los 16bulos secundarios del

patron del arreglo para los distintos angulos de arribo.

3.6. Desempeno de los arreglos

En las simulaciones se utiliza un arreglo de M = 30 elementos, con N = 100
atomos en el diccionario, equivalente a 100 dngulos de arribo (DOA). Se procesan
D =10 instantaneas y el arreglo afinado se basa en un ULA de K =60 elementos.
La distancia interelemento d y la apertura L se normalizan con la longitud de onda

A. Se utiliza el error cuadratico medio por instantanea como medida de desempeno,

: (3.12)

MSE = BM—(J Z HB
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Figura 3.3: Desempeno de las distintas configuraciones del arreglo utilizando el algoritmo

ESBL para valores de distancia interelemento d de 0.5, 0.6, 0.8 y 1.

donde ]/3\»(@) representa la estimacion de B para la corrida i-ésima de Monte Carlo
de las cuales se realizan MC' =500. Para cada realizacion Monte Carlo, se generan

aleatoriamente los arreglos y las ubicaciones de las fuentes de senal.

En primer lugar se calcula el desempeno de los arreglos en funcion de la relacién

sefial a ruido (SNR) para diferentes valores de la distancia interelemento d y por
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Figura 3.4: Desempeiio de las distintas configuraciones del arreglo utilizando los algoritmos

MOMP y MFOCUSS para valores de distancia interelemento d de 0.5, 0.6, 0.8 y 1.

consiguiente de apertura L. Se considera una sola fuente de senal, (S =1) y una

distancia minima d,,;, =0,25 para el arreglo restringido. La Figura 3.3 muestra los

resultados cuando se aplica el algoritmo ESBL. Para d=0.5, la mejor configuracion

es el arreglo uniforme, ya que se satisface la condicion de Nyquist. Su desempeno

empieza a degradarse cuando d aumenta, y falla completamente para una distan-
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Figura 3.5: MSE para diferentes valores de distancia minima interelemento usando el

arreglo restringido y los algoritmos ESBL, MOMP and MFOCUSS.

cia d =1. La Figura 3.4 muestra similares resultados para los algoritmos MOMP
y MFOCUSS, respectivamente, excepto que no hay una diferencia notable entre
configuraciones para MFOCUSS. Se nota que el mejor desempeno estd dado por el
algoritmo ESBL, como se esperaba, ya que estd basado en un marco Bayesiano, el

cual sobrepasa a los algoritmos greedy y de relajacién [11,69].

Como la configuracion del arreglo restringido es la més interesante basada en las
simulaciones previas, se fija el enfoque en sus parametros. Se analiza el efecto de
la distancia minima interelemento d,,;, para una apertura fija de 29\, equivalente
a d=1, y una unica fuente de senal. La Figura 3.5 muestra que la sensibilidad del
desempeno con respecto a d,,;,, es muy baja para MOMP y practicamente inexistente
para MFOCUSS. En el caso de ESBL, a medida que se decrece la restriccion, el
arreglo se hace cada vez mas similar al arreglo aleatorio y su desempeno se ajusta al
de éste. Por el otro lado, para valores de d,,;,, mayores a 0,5 el desempeno permanece
constante. No existen indicios de desempeno pobre cuando se decrece la distancia
minima interelemento por debajo de d,;,, = 0,5, como se sugiere en [13,14] para

satisfacer la condicion de RIP.
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Figura 3.6: MSE para diferentes valores de raleza S usando el arreglo restringido.

En la Figura 3.6 se muestra la degradacion en el desempeno del arreglo restringido
cuando se aumenta el nimero de fuentes de senal S (raleza de la senal) para una
apertura fija L =29, equivalente a d=1, y con d,,;, = 0,25, utilizando el algoritmo
ESBL. La degradacién es mondtona y se espera un desempeno razonable aun para

un alto namero de fuentes de senal.

En la Figura 3.7 se muestra el desempeno de los arreglos optimizados con las
distintas restricciones. En este caso la raleza de la senal es S = 2 y se encuentran en
angulos contiguos del diccionario. Se analiza una apertura correspondiente a d=0,5,

mostrada en la Figura 3.7a, y otra correspondiente a d=1 en la Figura 3.7b.

La primera optimizacion sélo busca minimizar g1 que esta relacionado con la
coherencia mutua entre dtomos contiguos del diccionario [85]. Esta medida, basada
en el estimador perfecto, maximiza el desempeno en relaciones senal a ruido altas,
como se ve en el detalle de la Figura 3.7a. Sin embargo, descuida el desempeno
para relaciones senal a ruido bajas, como se observa claramente en la misma Figura.
En segundo lugar se muestra el resultado cuando se agrega una restricciéon en la
distancia minima entre elementos, que en este caso es d,,;, =0,5. Esta optimizacion

logra una gran mejora en el desempeno a bajas SNR y el costo a pagar en altas SNR
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Figura 3.7: Desempernio de los tres arreglos optimizados para dos aperturas correspondien-

tesa (a) d=0,5y (b) d=1.

es de aproximadamente 0.5 dB en el arreglo de d=0,5 y practicamente imperceptible
para d=1. Finalmente se agrega la restricciéon a los 16bulos laterales para un valor

de a=15 (-3 dB) que logra un desempeno aun mejor a bajos SNR. Es interesante
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notar que el desempeno alcanza el ideal cuando se tiene una buena relacion senal a

ruido.

En la Figura 3.8 se muestran los patrones del arreglo para los tres algoritmos
optimizados para el caso d =1. La primera optimizacién del MSE, afina el 16bulo
principal pero no optimiza los 16bulos laterales. La segunda optimizacién mejora
los 16bulos laterales lejanos pero los secundarios adyacentes al 16bulo principal ain
tienen una gran energia. La tercera optimizacion limita los 16bulos laterales a costa de
ensanchar levemente el principal y aumentar los lobulos lejanos, aunque atin dentro
del limite propuesto. Adicionalmente se muestra la distribucion de los sensores para
cada configuracién en la apertura. En la primera opcion los elementos se ubican en
dos grupos para aumentar p15 pero sin la restriccion, en cada grupo los elementos se
encuentran muy cercanos, con el efecto de empobrecer la estimacién a bajos SNR.
En el segundo arreglo se siguen manteniendo los dos grupos pero los elementos ya
no estan tan pegados debido a la restriccion de distancia minima. Y en el tercer

arreglo ya no es tan notable la existencia de dos grupos de sensores.

En la Figura 3.9 se compara el desempeno del arreglo optimizado segin distan-
cia minima y lobulos laterales restringidos con los arreglos previamente descritos
para una senal de raleza S =2. Se muestra el desempeno para distintas aperturas
correspondientes a valores de d = 1, 2, 4 y 10. Adicionalmente se incluye como re-
ferencia el desempeno de un arreglo uniforme de la misma cantidad N de elementos
con distancia interelemento d = 0,5, que corresponde a una menor apertura. Esto
muestra claramente el objetivo principal del trabajo que busca maximizar el desem-
penio del arreglo sin incorporar nuevos elementos. Para una apertura de d = 1 el
arreglo optimizado es el que ofrece el mejor desempeno en todo el rango de SNR.
A medida que aumenta la apertura esta ganancia es menor en bajas SNR, ya que
todas las configuraciones tienen un comportamiento similar. Sin embargo, el arreglo
restringido es el mas robusto a estos cambios, ofreciendo un buen desempeno para

las distintas aperturas.

En la Figura anterior puede también observarse que el arreglo afinado aumenta
el error para d = 2 y aunque en menor medida algo similar le ocurre al arreglo

optimizado para d = 10. La Figura 3.10 permite analizar este comportamiento en
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Figura 3.9: Desempeno de las tres configuraciones y las optimizaciones del arreglo para

valores de distancia interelemento d de 1, 2, 4 y 10.

detalle.

Manteniendo el ULA de referencia de K' = 60 elementos, la Figura 3.10a muestra
este efecto para distintos valores de SNR sobre el arreglo afinado. Este posee un
comportamiento peculiar al incrementar la apertura, la mejora en su desempeno no

es mondtona. Al incrementar la distancia interelemento d, y consecuentemente su
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Figura 3.10: Variacién del MSE al aumentar la apertura de los arreglos (a) afinado con

K =60, (b) afinado con K =2dN, (c) restringido y (d) optimizado con ambas restricciones.

apertura, el MSE para cada SNR tiene saltos de desempeno pobre. Este efecto es
debido a la estructura impuesta por el arreglo uniforme de referencia. Al cambiar este

arreglo en un ULA de distancia interelemento d = 0,5, correspondiente a K =2dN,
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® Restringido 1 ®  Restringido 2 ® Optimizado

Figura 3.11: Histogramas de distancia interelemento A para dos realizaciones del arreglo

restringido y una para el arreglo optimizado.

se muestra en la Figura 3.10b que este efecto desaparece. En las figuras Figura 3.10c
y Figura 3.10d se muestra que el algoritmo restringido no posee este problema, y en
el arreglo optimizado no es tan importante. Adicionalmente, estas figuras muestran
que no es necesario aumentar la apertura mas alla de la correspondiente unos pocos
A, para bajos SNR.

Finalmente, se analiza el desempeno de una realizacion especifica del arreglo res-
tringido y del arreglo éptimo con ambas restricciones. La Figura 3.11 muestra dos

ejemplos del arreglo de M =30 sensores para d=1y d,,;, =0,25, y un arreglo optimi-
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Figura 3.12: MSE en funcién del angulo de arribo para valores de SNR entre —20 y —10

dB usando dos realizaciones del arreglo restringido y el arreglo optimizado.

zado. Adicionalmente se muestran los histogramas para las distancias interelemento
reales A = |z; — x;| para cada una de estas realizaciones. Se aprecia que ambas
configuraciones del arreglo restringido involucran diferentes perfiles de distancias y

las ubicaciones fisicas de los elementos se concentran en diferentes regiones.

Para valores de SNR altos, la Figura 3.12 muestra que el desempeno de estas tres
realizaciones es practicamente el mismo para todo el espacio de angulos de arribo.
Por otro lado, para bajos valores de SNR hay una diferente respuesta para senales
que arriban de diferentes angulos. El arreglo optimizado es el que posee una menor
variacién y el mejor comportamiento en todo el rango rango. Adicionalmente, la
Figura 3.12 muestra que el arreglo restringido es robusto contra la eventual realiza-
cién que define la posicion de sus elementos. Se puede esperar obtener un desempeno

similar sin importar la eleccién especifica del arreglo restringido.

-20dB

-18 dB

= -15dB
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3.7. Discusiéon y conclusiones

El objeto del presente capitulo fue estudiar el impacto de la posicion de los
elementos del arreglo en su desempeno. En particular se analizaron arreglos no
uniformes aplicando diferentes clases de algoritmos de compressive sensing para la

estimacion de direcciones de arribo de fuentes de senal y su informacion transmitida.

En primer lugar, el enfoque se centré en tres configuraciones: un arreglo estruc-
turado con ubicaciones de los elementos prefijadas, un arreglo aleatorio y un arreglo

aleatorio con una restriccion en la distancia minima interelemento.

En segundo lugar, se introdujeron arreglos optimizados que buscan minimizar
el error de estimacion. En base a simulaciones del desempeno que muestran que el
arreglo restringido combinado con el algoritmo ESBL consiguen buenos resultados,
se modifico la optimizacién para agregar el requisito de una distancia minima entre
sensores. Adicionalmente se incorpord una restriccion para minimizar los l6bulos la-
terales del arreglo, permitiendo asi un mejor desempeno. Se mostré que esta tltima
optimizacién minimiza el error comparado con las otras configuraciones cuando se
trabaja con valores de SNR bajos. Sin embargo, para altos valores de SNR es prefe-
rible el uso de la primera configuracion, ya que alcanza un menor valor de error en

la estimacion.

También se mostré que cuando se aumenta la apertura, el desempeno de los los
arreglos afinados y optimizados no tienen una degradacion mondétona, lo cual indica
que dependiendo de la realizacién el aumentar la apertura no implica una mejora
en el desempeno. Este efecto no ocurre con el arreglo restringido, por lo cual resulta

mas robusto en este sentido.

Finalmente se establecié que el desempeno del arreglo restringido es similar para
diferentes realizaciones. Adicionalmente, para un escenario de altos valores de SNR,
su comportamiento es constante para distintos dngulos de arribo de la senal de
interés. Lo mismo ocurre con el arreglo optimizado, con la ventaja de que también

posee una menor variabilidad en su desempeno para valores bajos de SNR.

En este trabajo se consideraron senales cuyos angulos de arribo correspondian a

angulos presentes en el diccionario. Esto no se ajusta a la realidad, donde el angulo
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de arribo es arbitrario. En trabajos futuros se analizara el caso de senales cuyos
angulos de arribo se encuentren entre dos columnas del diccionario, conocido como
discrepancia de grilla (grid mismatch) [89]. Por otra parte, este tipo de anélisis
puede extenderse a arreglos planos en dos y tres dimensiones, donde se incorporan

méas grados de libertad para para mejorar el desempeno del arreglo.



Capitulo 4

Estimacion de senales en modelos

ralos con interferencias

4.1. Introducciéon

En muchas aplicaciones que involucran arreglos de sensores se desea estimar una
senal de interés incidente y su direcciéon de arribo. Lamentablemente suele haber
senales interferentes que también inciden sobre el arreglo, incorporando errores en
la estimacién de la senal de interés. Asumiendo que la cantidad de fuentes de senales
de interés es escasa, este escenario de senal mas interferencia se corresponde con el
problema de estimacion de senales ralas, debido a que en el espacio de posibles
angulos de arribo, s6lo unos pocos angulos poseen energia de la senal, resultando asi
en una raleza espacial. En general la interferencia se debe a efectos de multicamino;
por lo cual, se tiene informacién parcial sobre el rango posible de su direccién de
arribo. En este capitulo se analiza el desempeno del algoritmo ESBL cuando se lo
aplica a las mediciones obtenidas mediante un arreglo de sensores, en las condiciones
previamente mencionadas. Se realiza una comparacion de su desempeno con con
algoritmos similares.

El presente capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccion 4.2 se pro-
vee una breve introduccion a los arreglos de sensores utilizados. En la Seccién 4.3

cémo aplicar el algoritmo ESBL para el caso de arreglos de sensores. En la Sec-
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cion 4.4, se ilustra el desempeno del algoritmo, obteniéndose mejorias sobre otros

métodos. Finalmente, se concluye en la Seccién 4.5.

4.2. Arreglos de sensores

En este capitulo se utilizan arreglos lineales uniformes (ULA) como el descrito
en la Figura 4.1, que consiste en M sensores colineales y equidistantes separados
una distancia d. En este arreglo inciden K senales de banda angosta, de las cuales
K, son senales de interés, con direcciones de arribo o, ag, ... ak,, y K, son senales
de interferencia, con direcciones de arribo 7y, s, ...V, . Estas tltimas se presume

que provienen de un rango entre vy y . La senal a la salida de los sensores resulta
ser [84]

Kb Ky
Y= va((xi)bl- + Z v(7y;)u; + w, (4.1)
i=1 j=1

donde y es el vector de mediciones de largo M, v(«;) es el vector variedad del arreglo
de largo M para la direccion «;, b; es el escalar que representa la informacion trans-
portada por la sefial de interés i-ésima, v(7,) es el vector variedad del arreglo para
la direccién v;, u; es la informaciéon de la interferencia j-ésima, y w es ruido blanco.
La estructura del vector variedad de un ULA para una angulo « es la descripta por
la ecuacién (3.2). Las mediciones a la salida de los sensores (4.1) también pueden

expresarse equivalentemente en forma matricial
y = Viy(a)b+ V,(7)u +w, (4.2)

donde V, es una matriz de M x K, cuyas columnas son los vectores variedad para
cada direccién de arribo de las senales, b es el vector de tamano K, con la infor-
macion de las senales de interés, V,, es la matriz de M x K, equivalente para la
interferencia, y el vector u de tamano K, contiene la informacién de cada interferen-
cia. Finalmente, si se toman D instantaneas, situacién que usaremos para analizar

el desempeno, también puede escribirse en forma matricial como

Y=V,B+V,U+W, (4.3)
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Figura 4.1: Arreglo de M sensores con Kj senales de interés y K, interferencias incidentes.

donde las matrices Y, B, U y W se construyen usando los correspondientes vectores
de (4.2) como sus columnas. Nétese que una fila de la matriz B corresponde a

muestras temporales de la envolvente compleja de la senal de interés.

4.3. Representacion rala

El escenario de arreglo de sensores (4.3) puede ser convertido a una represen-
tacion rala que se ajusta al modelo MMV (2.10). Como se describe en el capitulo
previo, se discretiza el espacio de dngulos de arribo en N componentes. Asi se genera
el diccionario X de M x N, descrito por la ecuacion 3.3, cuyas columnas corresponden
a vectores variedad del arreglo evaluado en esos dngulos.

Los vectores variedad correspondientes a la interferencia seran columnas de la
matriz X, las que corresponden a los angulos 6; tales que v; < 6; < g, formando

la matriz Z de tamano M x P,

ejQT” cos(0r)x1 - eJ'QTW cos(0p)z1

Z = (v(0)),...,v(0r) = : : L (44)

eI X cos(Or)(@n—z1) .. i 5 cos(OF)(za—x1)
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Notese que esta matriz representa los posibles angulos de arribo de las interferen-
cias, ya que contiene los vectores variedad de todos los angulos discretizados dentro
del rango. Sin embargo, el niimero real de senales de interferencia K, es menor. En
el escenario propuesto el algoritmo de estimacién ESBL discrimina la senal de la
interferencia a través de la informacion de direccion de arribo. Por lo tanto, el rango
de dngulos [v7,vr] de la interferencia no incluye la direccién de arribo de la senal.
Otros problemas podrian considerar diferentes caracteristicas de las senales para se-
parar la interferencia de la senal de interés, como ser informacién sobre polarizaciéon
o Doppler, pero ese escenario excede el alcance de esta tesis.

Por otra parte la informacion de la senal estard contenida en la matriz B cuya

fila i-ésima serd distinta de cero si 0; = «;.

4.4. Analisis de desempeno

Para ilustrar el desempeno se propone el siguiente ejemplo para el escenario
(4.3). Se utiliza un arreglo de M = 20 sensores con una distancia entre sensores
d=M\/2 y una grilla de N =90 dngulos posibles de arribo entre 0 y 180 grados. Se
realizan D instantaneas donde el vector b tiene una raleza S = 2 con dos senales
que arriban desde a; =120 y as = 160 grados. Existen K, = 10 interferencias que
arriban aleatoriamente en el rango de #; =20 a =100, resultando en un rango con
P=40. Esto implica que una de las senales esté cercana a la interferencia y la otra
estd practicamente limpia. La potencia de las sefiales es P, = [|b]|2 vy la potencia de
cada interferencia es P, =||3,||r. La potencia del ruido de mediciones es o= P, /10.

Para evaluar empiricamente el desempeno se realizaron 500 corridas de Monte
Carlo. Se estima b para distintas relaciones senal a interferencia definida como SIR=
10log,o(P,/P,) para una tasa de falsa alarma de Prs = 107%. Se utilizaron los
siguientes algoritmos para la comparacién, MSBL, MFOCUSS, MOMP, ¢,-SVD y
MUSIC. Estos dos tultimos no pueden estimar por si solos el valor de la senal, sélo
su espectro espacial (y consecuentemente las direcciones de arribo), por lo que se
combinaron con el estimador Minimum Variance Distortionless Response (MVDR)

[84] para realizar la estimacién de la senal.
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Figura 4.2: 500 Corridas de Monte Carlo del espectro espacial para dos fuentes con angulos
de arribo de 120 y 160 con 10 interferencias. (a) Valor verdadero de senal e interferencia,
(b) ESBL, (c) MSBL (d) MFOCUSS (e) MOMP, (f) ¢;-SVD y (g) MUSIC. (SIR=30 dB)

usando una grilla de N =90 angulos.
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m— ESBL MSBL — MFOCUSS — = —=[1SVD -+ MUSIQ
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Figura 4.3: Ejemplo de un espectro espacial tipico para dos fuentes con DOAs de 120 y 160
grados (flechas azules) y 10 interferencias en el rango de 20 a 100 grados (flechas rojas),
usando los algoritmos MUSIC, ESBL, MSBL, ¢;-SVD y MFOCUSS con un SIR=30 dB.

En la Figura 4.2 se muestran los espectros espaciales de las 500 corridas de Monte
Carlo con una senal a interferencia SIR= 30 dB para los algoritmos mencionados.
En la Figura 4.2a se muestran las senales originales en 120 y 160 grados y las
interferencias que son aleatorias para cada corrida dentro del rango de 20 a 100
grados. En la Figura 4.2b se muestra el resultado del algoritmo ESBL que, al explotar
la estructura de la interferencia y el conocimiento previo de que se encuentran en
un rango determinado, puede recuperar los angulos de arribo de ambas senales sin
problemas. El resto de los métodos no pueden deshacerse de la interferencia y esto

afectara en mayor o menor medida la estimacion de la senal.

En la Figura 4.3 se muestra una realizacién del espectro espacial normalizado
para algunos de los algoritmos analizados (ESBL, MSBL, MFOCUSS, ¢;-SVD y
MUSIC) en el escenario propuesto. Las direcciones de arribo de las senales de interés
estdan marcadas con las flechas gruesas azules y las interferencias por las flechas finas
rojas. Aqui puede apreciarse claramente que el espectro de ESBL es cero para todos

los dngulos salvo para los de las senales, donde es maximo. MSBL también tiene



4.4 Analisis de desempeno 61

40 T T T T T T T
’IL

S o

o

D _20

2 -

——ESBL
_4gl —©— MSBL
—— MFOCUSS
—%— MOMP

_60 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

SIR

Figura 4.4: Error en la estimacion completa del espectro espacial en funciéon de SIR.

maximos en estos angulos pero no tiene un gran rechazo de las interferencias. Lo
mismo sucede con los algoritmos MFOCUSS y ¢;-SVD.

Se analizan dos formas de evaluar o medir el desempeno de los algoritmos. Por
un lado se quiere evaluar la capacidad del algoritmo de recuperar el espectro espacial
correcto. Esto es equivalente a calcular el promedio sobre 500 simulaciones del error

de estimacion de la matriz B, es decir

e R
MSE{B} = UC > 1B - Bl (4.5)
=1

En la Figura 4.4 se muestra que utilizando esta medida el algoritmo ESBL es
claramente el que presenta el mejor desempeno. Este resultado implica que el algo-
ritmo ESBL recupera correctamente los angulos de arribo de las senales de interés,
sin interferencias. Para muchas aplicaciones ésta seria la medida mas importante y
decisiva para comparar los algoritmos.

En el caso de arreglos de sensores se desea saber el comportamiento especifico en
las direcciones de arribo de las senales, y recuperar la informacién transmitida por
cada una de ellas correctamente. Por ello es que también se analiza el error en cada

una de estas direcciones. En la Figura 4.5 se muestra el error en la estimacién de la
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sefial proveniente de 120 grados, S ||B(ay) — B;(c1)|[2/MC, y en la Figura 4.6
el de la senal de 160 grados, Zﬁ? ||B(ag) — ﬁi(dg)H%/MC. El comportamiento del
algoritmo ESBL con respecto a la senal cercana a la interferencia es similar a los
otros algoritmos, lo que indica que en estos casos no habria una gran ganancia. Por
otro lado, para la senal limpia proveniente de 160 grados el error en su estimaciéon es
mucho menor para el algoritmo ESBL. El desempeno del algoritmo ESBL en estas
ultimas dos figuras es mas cercano a los otros algoritmos porque esta medida de
desempeno no refleja el error de elegir componentes espurios. Las Figuras 4.2 y 4.3
ilustran que el algoritmo ESBL posee un tasa muy baja de seleccionar componentes
falsos.

Otra medida importante es el error en la estimacién de la direccion de arribo
de cada una de las sefiales de interés, ||& — al|3. Para evaluar esta medida se toma
un promedio de los errores en las 500 corridas Monte Carlo. Esto se muestra en las
Figuras 4.7 y 4.8 para las senales de 120 y 160 grados respectivamente. A partir de
un SIR de 15 dB, los angulos de arribo son detectados sin error por casi todos los
algoritmos, salvo MUSIC, y ello se indica con un 0 virtual en los ejes logaritmicos.
Se puede apreciar que el algoritmo ¢1-SVD es el que necesita una SIR menor para
detectar correctamente las direcciones de arribo, pero lamentablemente no es bueno
en la estimacion de la senal como se mostré previamente.

También se desea evaluar el tiempo de computo para cada uno de los algoritmos
de estimacion para esta aplicacion de arreglos de sensores en particular. Estos pueden
apreciarse en la Figura 4.9. El algoritmo MOMP es el mas rapido pero su desempeno
en la estimacion de los parametros de interés no es confiable. El algoritmo ESBL
es similar a MSBL, MFOCUSS y MUSIC. El algoritmo ¢1-SVD tiene una mayor
complejidad computacional porque debe resolver el problema de relajacién mediante
una costosa programacién cénica de segundo orden (SOCP [90]) implementada con

el paquete CVX en Matlab [91,92]. La comparacién se realiz6 en una computadora
con un procesador INTEL CORE i3-540 con 8 GB de RAM.
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Figura 4.9: Tiempos de cémputo para los distintos algoritmos utilizados.

4.5. Discusion y conclusiones

Se estudié el desempeno de varios algoritmos de métodos ralos para la aplicacién
especifica de arreglo de sensores. En esta aplicacién se busca estimar tanto la senal
como su direccion de arribo, en presencia de fuentes de interferencia. En particular
se analizé el algoritmo ESBL, introducido en un trabajo previo. Este algoritmo no
requiere informaciéon de la cantidad de fuentes dado que anula los dngulos donde
considera que no hay senal, mientras que los otros algoritmos deben buscar los
picos mayores, pero es necesario saber a priori la cantidad de senales presentes
K. Utilizando distintas medidas de desempeno se encontré que este algoritmo se
comporta igual o mejor que otros algoritmos en varias condiciones, haciendo un

mejor uso del tiempo de computo.
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Capitulo 5

Proyeccion 6ptima en modelos

ralos con interferencia

5.1. Introduccion

En este capitulo se concibe un método para disenar una matriz de proyeccién
optima basado en un enfoque Bayesiano. En este contexto, optimalidad se refiere al
hecho de que la matriz resultante no solo comprime las mediciones sino que mejora
los resultados de estimacién al rechazar sefiales no deseadas. Se elige una matriz que
minimiza el error de estimacién de los pardmetros de interés. Esto se logra con la
minimizacion de la traza de la covarianza posterior, resultando en una distribucion
posterior altamente concentrada. Para evitar el alto costo de optimizar cada ele-
mento de la matriz de proyeccion, se elige una solucion que pertenece a un espacio
restringido. Se muestra que el disenio propuesto para la matriz de proyecciéon com-
binado con el algoritmo ESBL reduce tanto el tiempo de computo como el error de
estimacion. Hasta donde se tiene conocimiento, no hay otro algoritmo para resolver
el problema ralo inverso que separe la fuente de contaminacién en interferencia y
ruido blanco. Como consecuencia, los métodos ralos convencionales no aprovechan
al méximo el procedimiento propuesto para el diseno de la matriz.

En la siguiente seccién se presenta el modelo de datos usado y se formula el

problema de optimizaciéon. En la Seccién 5.3 se analiza la funciéon de costo para
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convertir el problema a uno resoluble, se encuentra su solucion cuando se agrega
una restricciéon de energia, y se propone una solucién subéptima libre de parametros.
En la Seccién 5.4 se proveen diferentes simulaciones para analizar el desempeno del
algoritmo propuesto. Se muestran resultados tanto para un valor fijo de la restriccién
de energia como para valores seleccionados automaticamente. Adicionalmente se
analiza la robustez del método cuando los parametros estadisticos del modelo no son
estimados en forma precisa o exacta y se analiza el comportamiento del método para
deferentes grados de raleza de la senal. En la Seccion 5.5 se muestra una aplicacion
del método para datos reales de radar con un objetivo estatico y luego se aplica el
método para un objetivo dindmico sintético sobre clutter de radar real. Se concluye

en la Seccion 5.6.

5.2. Formulacion del problema

5.2.1. Modelo

Se considera el siguiente modelo lineal libre de ruido,

P
Yy =Xb+ Y Zyu, =Xb+ Zu, (5.1)
p=1
donde y,,; es el vector de tamano M de datos observados o mediciones libres de
ruido, b es el vector de tamano N que representa la senal de interés, con M <
N. Cada u, es un vector de tamano () representando una de las P fuentes de
interferencia. X and Z, son matrices de regresores lineales de tamanos M x N y
M x @ respectivamente, u = [u),...,up|' v Z = [Z1,...,Zp|. En este trabajo se
asume que la raleza S = ||b||o del vector b es menor que M y por lo tanto puede
ser comprimida aiin mas y menos mediciones pueden utilizarse para estimar b. Esta
operacion puede representarse como una matriz de proyeccion A de tamano K x M,
donde K es tal que S < K < M.

Luego, el modelo para las mediciones comprimidas puede expresarse como

y=AXb+ AZu + w, (5.2)



5.2 Formulacién del problema 69

donde y es el vector de tamano K de mediciones comprimidas y w representa
al ruido introducido por el sistema y por errores de modelado. Una forma clasica
de atacar el problema de adquisicion comprimida es optimizar simultdneamente la
matriz de proyeccién A y el diccionario X [21]. Sin embargo, en varias aplicaciones,
el diccionario X esta restringido por consideraciones fisicas y debe mantenerse fijo.

Por lo tanto, solo se considera la optimizacién de la matriz A.

La motivacion del procedimiento propuesto es aplicaciones de radar y sistemas de
comunicaciones. como el descrito en la Seccion 5.5 donde la informacién involucrada
esta representada tipicamente por datos complejos. Luego, se asume que todas las
variables aleatorias involucradas en el modelo de senal (5.2) poseen una distribucién
Gaussiana compleja circularmente simétrica. El caso de variables reales pude ser in-
cluido dentro de los mas generales complejos. Adicionalmente, existe independencia
estadistica entre las interferencias, entre la componentes del ruido y entre ellos. Las
matrices de covarianza para b, w y u, son 3, olx y 3, respectivamente. Luego,

las distribuciones de densidad de probabilidad son

w ~ CNK(0,0'IK),
u ~ CNPQ(O,IP ® Eu),

Como ya se menciono en el Capitulo 2, una generalizacion del problema anterior
aparece cuando se realizan varios grupos de mediciones en el tiempo, cada una
denominada instantanea. Luego, considerando una secuencia de D instantaneas, los

datos de salida son

Y = AXB+ AZU + W, (5.3)

donde las matrices Y, B, U, y W se construyen usando los respectivos vectores de
(5.2) como sus columnas. Asumiendo que los datos pueden ser representados por los
mismos elementos del diccionario, la matriz B posee un pequeno numero de filas
distintas de cero. El objetivo es estimar las columnas de B dado que existe un perfil

de raleza comun a todas ellas. Todas las matrices de (5.3) son complejas.
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5.2.2. Presentacion del problema

El objetivo es hallar la matriz A que minimiza el error de reconstruccién de
b, asumiendo que los parametros estadisticos de la senal, la interferencia y el rui-
do son conocidos. Para poder minimizar este error se debe elegir una funcién de
costo escalar que mida la dispersion de la distribucién a posteriori. Suponiendo es-
tadisticas Gaussianas, la matriz de covarianza esta directamente relacionada con la
denominada elipsoide de confianza que encierra los valores cuya probabilidad excede
un cierto umbral. La longitud de los ejes de esta elipsoide son proporcionales a los
autovalores de la matriz de covarianza [90, Cap. 7.5]. Una opcién clasica es utili-
zar el determinante de la covarianza posterior X, que minimiza el volumen de la
elipsoide de confianza. Otra opcién es utilizar la traza de esa matriz, que minimiza
la suma de la longitud de los ejes. Con esta ultima métrica, se obtiene una forma
cerrada de la solucién al problema. Adicionalmente, se obtiene una ganancia signi-
ficativa en el desempeno, como se muestra mediante simulaciones en la Seccién 5.4
y en una aplicacion real de radar en la Seccién 5.5. Por lo tanto, se adopta la traza
de la covarianza posterior 3, que conlleva a una distribucion posterior altamente

concentrada. Luego el problema puede presentarse como
rrlAl'ntr(Eb|y) tal que ||Al} = E, (5.4)

donde la restriccion se introduce para acotar la energia de la matriz de proyeccion
A.

5.3. Solucion

5.3.1. Funcion de costo

Para poder hallar la solucién éptima del problema (5.4), en primer lugar se
analiza la funcién de costo para encontrar una buena expresion con la cual trabajar.
A partir de (5.2) se obtiene la covarianza de las mediciones comprimidas X, =
ASA" + oI, donde

Y =XEX" +Z2(1p 0 2,)Z7, (5.5)
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y luego la covarianza posterior es [93, Teorema 10.3]
Sy = Zp — SXTAT (AZAT 4 015) " AXE,. (5.6)
Aplicando la identidad de Woodbury [94, ec. 145]

P pX
gy = Xy — FbXHAH [IK —A (IM + ;AHA) ;AH AXY,. (5.7)

Definiendo G = A¥ A, una matriz de tamano M x M de rango K, y aplicando una
de las identidades de Searle [94, ec. 154] se obtiene

) AN

Como el problema de minimizacién (5.4) no puede ser resuelto ficilmente para
una matriz A arbitraria, inspirdndose en el procedimiento introducido en [95], se
restringe el espacio de soluciones A a matrices A con una estructura particular.
Este espacio restringido se define a través de los autovectores de la matriz G, que
seran iguales a los autovectores de la matriz de covarianza 3. Idealmente, los au-
tovectores de G deberian obtenerse a partir del espacio de senal mediante ;. Sin
embargo, como esta opcién hace que el problema sea insoluble, se proyecta sobre
el espacio de senal mas interferencia. Esto resulta en una soluciéon que ya no es
6ptima para el problema (5.4), y por lo tanto se tiene una matriz A subéptima. En
las siguientes secciones, se muestra mediante simulaciones y datos reales de radar
que este procedimiento, a pesar de su suboptimalidad, provee una gran mejora en
el desempeno comparado con una proyeccion aleatoria. En base a lo expuesto, se

realiza la descomposicion de X y G,
¥ =VDV? G =TAT", (5.9)

donde V es la matriz de tamano M x M de autovectores de Xy D = diag{dy, ..., dy}
es la matriz diagonal de tamano M x M de autovalores de 3; A = diag{\q,..., \g}
es la matriz de tamano K x K de autovalores de G y I' es la matriz de tamano
M x K de autovectores de G. A partir de la discusion anterior, los autovectores de G

corresponderan a un subconjunto de las columnas de V, y se definen con la solucién
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suboptima del problema en la siguiente Seccion. De aqui en mas, por simplicidad
y sin pérdida de generalidad, se asumird que ese subconjunto son las primeras K
columnas de V. Dadas esta consideraciones, se puede reescribir (5.8) como

-1

) )
Sy = Xy — ?bXH (IM + I‘AI‘H;) TATHXS,

X

» )\ Y
=3 — —XHI‘ Iy — (IK + AI‘H—I‘) AT?ZT | ATPXE,.  (5.10)
g g

Dado que

I
I‘HZI‘:I‘HVDVHI‘:<IK O>D< g)

= diag{dy,--- ,dx} = D, (5.11)

luego usando nuevamente una identidad de Searle [94, eq. 154]

by
Sy = 2 — —XATQrXs,, (5.12)
g
donde
D\ D
Q= |Ix— (IK + A—) A=A (5.13)
g g

es una matriz diagonal con elementos

M
= 5.14
Con esta definicion, la funciéon de costo puede reescribirse como
SN
tr(yy,) = tr(Zy) — Y — ¢ 5.15
I'( bly) I'( b) ; U_'_dk)\k k ( )

donde t, = ||vg||3 vy vi = [EZpXH V] esla columna k de la matriz X, X7 T'. Nétese que
se ha transformado un problema de minimizacion sobre matrices de tamano K x M

a uno de minimizacion sobre vectores de tamano K, que contiene los autovalores de

G.
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5.3.2. Solucion optima restringida

Teniendo en cuenta las restricciones del espacio de soluciones mencionadas en la
seccién anterior, y el hecho de que [|A[|2 = tr(A’A) = tr(G) = Y0, A\, se define

un problema modificado descrito por

cA

K
min tr (By,) talque Y A=E, M\ > 0V (5.16)
k=1

Se demuestra en el Apéndice D que el valor 6ptimo para los autovalores de G para

el problema (5.16) es

o Lo - (5.17)

>
7
I
SV
ES
g
St
~
&

0, k> L

donde L es el numero de autovalores distintos de cero determinado en el proceso de
optimizacién descrito en el Apéndice D. Finalmente, la matriz de proyeccién A puede
obtenerse a partir de G usando los L autovalores 6ptimos y los correspondientes

autovectores de X,

A = diag{\/A1, ..., VALV, (5.18)

Es digno de mencionar que la restriccién de energia F tiene un impacto en el valor
de L y puede ser usada como un parametro de ajuste que afecta el comportamiento
del algoritmo.

Notese que el procedimiento de optimizacion necesita los valores de 3, 3, v
o como parametros de entrada. En aplicaciones reales sus valores verdaderos no
son conocidos, sin embargo, pueden ser estimados aproximadamente a partir de
instantaneas previas con algoritmos de estimacién adecuados. En la seccién 5.4.3
se analiza la sensibilidad de la optimizacion con respecto a las estimaciones de los

parametros.
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Figura 5.1: Valor 6ptimo de L para diferentes valores de la restriccion de energia E, y su

correspondiente costo.

5.3.3. Seleccion automatica de F

Si la aplicacién no requiere una restriccion de energia E en las filas de la matriz, se
tiene un nuevo grado de libertad. En esta seccion se introduce un método heuristico
para elegir un valor quasi-Optimo para esta restriccion E y consecuentemente L, el
numero de autovalores usado.

La Figura 5.1 muestra los valores éptimos de L, obtenidos como solucién del
problema (5.16), cuando se varia la restriccién E para un escenario tipico del pro-
blema. El valor éptimo de esta restriccion tiende a infinito a medida que E crece,
esto se traduce en importantes errores numéricos en el algoritmo y por lo tanto un
desempeno pobre. Puede apreciarse en la Figura que existen valores umbrales para
la restriccion E en los cuales el tamano L de la matriz aumenta. Estos umbrales,
denotados E, pueden calcularse como sigue. Para un valor fijo de L, fijar los auto-
valores A\py1, Apio, ..., Ag a zero y calcular el valor requerido de F necesario para

anular Az, de (5.17)

EL:ZI;d%( b —1), (5.19)
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y consecuentemente, usando (5.19) en (5.17) para cada L, los autovalores requeridos

A; son

o t;
A = max< 0, — L1 5.20
od (Vi) (520

La expresion analitica de la funcion de costo resulta

Fﬁ;
5

A de = di
tr () = tr(y) — Zd— : (5.21)
k=1

L g
2 g *F

B
Il
—

cuyo valor cuando F — 0 es tr(X;) y cuando F — oo es tr(X;) — 25:1 Z—k
k

Adicionalmente, se ilustra en la Figura 5.1 el comportamiento de la funcion de
costo (5.21) a medida que E aumenta, conduciendo a un valor 6ptimo infinito de F,
como se mencion6 anteriormente. Por lo tanto se tiene una relacion de compromiso
entre un L bajo, para comprimir la senal, y un alto L, para decrecer el valor de la
funcion de costo. Este tltimo resulta en valores muy altos E que introducen errores

numéricos en el procedimiento.

Se introduce un método heuristico para resolver esta relacion de compromiso.
En la Figura 5.1 hay dos grupo de puntos, el primero tiene valores bajos de E y
de L y el segundo grupo tiene valores demasiado altos de E que se quieren evitar.
Entonces se desea elegir el valor méas grande de E';, correspondiente al primer grupo.
Para conseguir esto en forma automatica se propone el uso de Multivariate Adaptive
Regression Splines (MARS) [96] para ajustar una funcién lineal a trozos en estos
puntos y tomar el punto de quiebre eligiendo el correspondiente valor de E. Los
detalles de este procedimiento exceden el alcance de la presente tesis y pueden ser
leidos de la referencia indicada. Los resultados de este procedimiento se muestran

en la siguiente seccién.



76 Proyeccion 6ptima en modelos ralos con interferencia

5.4. Analisis de desempeno

5.4.1. Valor fijo de F

Para calcular el desempeno empirico, se propone el siguiente ejemplo del modelo
(5.2). La longitud de los vectores y, b y u, son M =30, N=60 y (Q=5, respec-
tivamente. Existen P = 3 fuentes de interferencia y los datos y son observados
independientemente en D =10 instantes.

El uso de diccionarios aleatorios es frecuente en el procesamiento de senales
ralas [10,36,97]. En muchas aplicaciones reales las mediciones pueden usualmen-
te modelarse como aleatorias, por lo tanto estos diccionarios aleatorios representan
una amplio rango de fenémenos y pueden utilizarse como un justo indicador del
desempeno del procedimiento. Adicionalmente, un buen desempeno con un diccio-
nario aleatorio seria un buen indicador de que uno puede esperar que el algoritmo
no tendrd un pobre desempeno en otro caso [10]. Las matrices X y Z son generadas
aleatoriamente una vez, al comienzo de la simulacion, cuyas componentes poseen
distribucién CN (0, 1) y normalizadas con sus normas de Frobenius. El vector ralo
b posee una componente distinta de cero, luego S = 1. La potencia de la senal es
Pp=|b|]3. La covarianza de cada interferencia es X, = Pylg/+/Q. Luego, la poten-
cia de interferencias es Py, =||2,||r. La potencia de ruido de medicién es o= Py /10.
Para evaluar el desempend empirico se realizaron 1000 corridas de simulaciones Mon-
te Carlo donde el soporte de b se define aleatoriamente para cada corrida. Se estima
b usando el algoritmo ESBL para diferentes relaciones senal a interferencia, definida
como SIR=101log,,(Pp/Py) con una probabilidad de falsa alarma Pps=10"".

Para la compresion, se empieza con un valor de K = 30 y una restriccion de
energia £/ =>500. Los parametros 3, 3, y 0 se asumen conocidos en las simulacio-
nes, pero podrian ser aproximados usando datos de entrenamiento o estimaciones
previas, como se muestra en la siguiente seccion. Adicionalmente, se incluye el uso
de una matriz aleatoria A para comparar su desempeno con el de la optimizacion
propuesta. En esta matriz aleatoria cada componente posee una distribucion com-
pleja Gaussiana A;; ~ CN (0, 1) normalizada para satisfacer la restriccién de energia

y con las mismas dimensiones que la matriz optimizada para permitir una justa
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Figura 5.2: Error de estimacién relativo en funcién de la SIR utilizando el algoritmo ESBL
con un valor fijo de E sin proyeccion, con proyeccién 6ptima y con proyeccion aleatoria;
y los algoritmos alternativos para el disenio de la matriz de proyeccién propuestos por
Lu [28], Carson [29] y Duarte [21].

comparacion.

Como se muestra en la Figura 5.2, usando el algoritmo ESBL con la proyeccién
6ptima se obtiene una ganancia de 12 dB para un error de estimacién de 10~ sobre
el caso sin compresion. Esto se logra a pesar de haber usado un menor nimero de
observaciones, entre 10 y 15, en vez de las 30 originales. Adicionalmente, se aprecia
que el uso de una matriz cualquiera, en lugar de la éptima, empeora el error de
estimacion.

También se incluyen en la Figura 5.2 los desempenos para los algoritmos de
Lu [28], Carson [29] y Duarte [21]. El algoritmo de proyeccién ortogonal de Lu se
comporta casi como si fuera una matriz aleatoria, dado que el nimero de interfe-
rencias es muy alto comparado con las mediciones. Como se explica en su trabajo,
la proyecciéon ortogonal suprime tanto a la senal de interés como a la interferencia
en este escenario. Mientras que el modelo (5.1) considerado en esta tesis aplica la
matriz de proyeccion tanto a la senial de interés como a la interferencia, el algoritmo

de Carson disena la matriz de proyeccion basandose en el modelo y = AXb + w.
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esto quiere decir que solo aplica la matriz de proyeccién a la senal de interés. La no
proyeccién de la interferencia resulta en un comportamiento similar al sin optimiza-
cion. Finalmente el algoritmo de Duarte utiliza un modelo que no tiene en cuenta
la interferencia y se comporta pobremente para bajas SIR. Mejora a medida que la
SIR aumenta y la interferencia no es significativa pero no tanto como el algoritmo

propuesto.

5.4.2. Seleccion automatica de F

Para esta modificacion se utilizan los mismos parametros que en la seccion an-
terior, pero en este caso la restriccién de energia E se determina automaticamente
por el procedimiento explicado anteriormente. Los resultados se muestran en la Fi-
gura 5.3, donde se analizan tres niveles de raleza S de la senal, desde 1 a 3. Para
S = 1 se obtiene atin un mejor desempeno que fijar £ =500. Para mayores valores de
raleza, S =2y S = 3, se pierde un poco de desempeno, pero se gana independencia
de una posible pobre eleccion del parametro F, objetivo de la modificacion. Por otro
lado, el costo de esta independencia, se traduce en un ntimero mayor de mediciones
a ser utilizadas, pero ain menor que las originales.

También se analiza el comportamiento de la matriz de proyeccién en combinacién
con otros algoritmos ralos. La Figura 5.4 muestra que el mejor desempeno se alcanza
con la aplicacién de la matriz de proyeccion al algoritmo ESBL. Ademas, como se
muestra en la Figura 5.5, esta combinacion obtiene la mayor ganancia sobre el caso
sin proyeccion. Este es el resultado de ser el tinico algoritmo que explota informacion
sobre la interferencia en el proceso de estimacion.

En la Figura 5.6 se ilustra el tiempo requerido para cada método, con y sin com-
presion, para resolver el problema de estimacion. Como las dimensiones de entrada
para los algoritmos de estimacién se reducen, estos operan mas rapido resultando
en un menor tiempo de cémputo. Aqui, aunque OMP es el algoritmo mas rapido,
su desempeno, mostrado en la Figura 5.4, no es aceptable. El tiempo adicional con-
sumido en calcular los autovalores para el diseno de la matriz de proyeccion éptima
A es insignificante frente a estos tiempos.

La Figura 5.7 muestra el error de estimacion para diferentes niveles de raleza S



5.4 Analisis de desempeno 79

MSE [dB]

ESBL Optimizado
ESBL Optimizado + MARS

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
SIR

Figura 5.3: Error de estimacién relativo en funcion de la SIR para distintos valores de

raleza S, con un valor fijo y seleccién automatica del pardmetro F.

ESBL  —»— OMP
——— ESBL Opt. —#— OMP Opt]
—o6— SBL —a— DS |
—e— SBL Opt.

MSE [dB]
O
o o o o

|
D
o
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
SIR

Figura 5.4: Error de estimacién relativo, ||b — b||3/||b]|3, en funcién de la SIR usando

seleccion automatica del pardametro F.

de la senal. Como es esperado, cuando la raleza aumenta, el error de estimacién au-

menta. Para S = 1 se obtiene una ganancia considerable sobre el caso sin proyeccion,
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Figura 5.5: Ganancia al usar la matriz de proyeccién con diferentes algoritmos ralos, para

distintos valores de SIR y selecciéon automatica del parametro E.
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Figura 5.6: Tiempo de computo medio para los algoritmos con y sin optimizacion.

pero para una raleza de S = 9 esta ganancia se pierde.
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Figura 5.7: Error de estimacién relativo en funcion de la SIR para distintos valores de la

raleza S de la senal original.

5.4.3. Robustez

En la practica, los parametros estadisticos %3, 3, 0, no son conocidos y deben
ser estimados. Esto resulta en errores de estimacion que afectan la optimalidad del
método y potencialmente degradacion en su desempeno. Se analizan varios escenarios
de posibles fuentes de discrepancias en las estimaciones.

En primer lugar se analiza la falta de precisién en la estimacién del soporte
de 3, esto es que no esté tan concentrado en el soporte verdadero como deberia.
Esta estimacion imprecisa se simula mediante una distribucién gaussiana con una
desviacién estandar del valor verdadero en el rango de 0,5 a 1,5 elementos del soporte.
Los resultados se muestran en la Figura 5.8 donde cada linea sélida corresponde a
un valor diferente de desviacién estandar. Puede apreciarse que todavia se tiene
una ganancia importante sobre el caso sin proyeccién para este rango de valores.
Existe un comportamiento no esperado en bajas SIR, donde se observa una ganancia
resultado de la estimacion imprecisa, pero se cree que este efecto se debe a la quasi
optimalidad del procedimiento original.

En segundo lugar, se analiza el caso en que la estimacion de 3 no es exacta,



82 Proyeccion 6ptima en modelos ralos con interferencia

10 T T T T T T T
- — —ESBL
Oo——- - = - = ESBL Opt. DN verdadero

— ESBL Opt. I impreciso |

MSE

0 5 10 15 20 25 30 35 40
SIR

Figura 5.8: Error de estimacion relativo en funcién de la SIR cuando la estimacion de 33

no es precisa, con un rango de 0,5 a 1,5 para la desviacién estandar.
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Figura 5.9: Error de estimacion relativo en funcion de la SIR cuando la estimacién de 33

no es exacta, con un rango de 1 a 6 para el sesgo.

esto es que el soporte 2, no es el correcto. Utilizando un sesgo de 1 a 6 elementos

de soporte, los resultados mostrados en la Figura 5.9 indican una pequena pérdida
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Figura 5.10: Error de estimacién relativo en funcion de la SIR cuando la estimacién de 3,

no es precisa, con un rango de 0,1 a 1 para la desviacién estandar.

en el desempeno cuando el soporte no es el verdadero, pero esta pérdida no depende
fuertemente del tamano del sesgo. Sin embargo, ain se obtiene un mejor desempeno

que al no usar compresion.

En tercer lugar, se explora la falta de precision en la estimacion de X, anadiendo
a su valor verdadero una matriz Gaussiana afectada por un factor de escala. Para
cada factor de escala, en el rango de 0,1 a 1, se obtiene una diferente linea sélida en
la Figura 5.10. La degradacion es grande para pequenos valores de SIR indicando
que una estimacion precisa de las propiedades de la interferencia es critica en este
régimen. Sin embargo, para niveles medio y altos de SIR se obtiene una desempeno

aceptable.

Finalmente, se muestra en la Figura 5.11 que errores en la estimacion de o
practicamente no tienen efecto en el desempenio ya que los niveles de ruido son

insignificantes contra la interferencia propuesta en estos escenarios.
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Figura 5.11: Error de estimacién relativo en funcién de la SIR cuando la estimacién de o

no es precisa, con un rango de 0,5 a 5 para la desviacién estandar.

5.5. Datos reales de radar

5.5.1. Objetivo estatico

Se ilustra el funcionamiento del método optimizado mediante el uso de datos de
radar recogidos por el radar polarimétrico IPIX de la Universidad de McMaster [98].
Se proceso el grupo de datos starel grabado el 11 de Noviembre de 1993. Estos datos
corresponden a una pelota envuelta en aluminio flotando en la superficie del mar
en clima medio (altura de ola de 0.67 m y velocidad del viento de 21 km/h). Una
explicacion detallada sobre la forma de ajustar este radar al modelo (5.1), incluyendo
el diseno de las matrices X y Z, se muestra en el Apéndice C en base al articulo [99)].

Se genera el diccionario sobrecompleto permitiendo la presencia del objetivo en
cada una de las 54 celdas de rango que forman la huella del radar. Cada objetivo se
representado usando la descomposicién de Krogager de la matriz de scattering [100].
Para cada celda de rango se consideran nueve componentes: una esfera, hélices iz-
quierda y derecha, y seis diplanos con diferentes orientaciones. Esta configuracion

resulta en un vector de senal de tamano N = 486. Por otro lado, Se tienen 4 polariza-
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ciones para cada celda de rango resultando en M = 216 mediciones. El valor inicial
de la covarianza del clutter 3, y de la varianza del ruido o se estiman a partir de la
primera instantdnea usando el MLE concentrado [101] y la covarianza de senal %,
se fija como la matriz identidad. Luego, las estimaciones resultantes del algoritmo
ESBL correspondientes a las instantaneas previas son usadas como entrada para el
procedimiento de optimizacion en las siguientes instantaneas. Cada estimacion del

algoritmo ESBL utiliza D=10 instantaneas.

En primer lugar se muestra en la Figura 5.12a la energia para los diferentes ca-
nales polarimétricos de los datos crudos en escala logaritmica. Es posible ubicar el
objetivo aproximadamente a 2.7 km, que corresponde ala celda de rango 47; adicio-
nalmente, esta Figura muestra que el clutter maritimo genera reflexiones casi tan
fuertes como el objetivo, especialmente en el canal VV. En la Figura 5.12b se muestra
la imagen de radar reconstruida utilizando el algoritmo ESBL con una probabilidad
de falsa alarma Ppy = 1077 sin aplicar la matriz de proyeccién. La respuesta del
objetivo se mantiene practicamente sin cambios; sin embargo la amplitud del clutter
es ahora 20 dB mas débil que el objetivo. En la Figura. 5.12¢ se aplica la proyeccion
optima propuesta, resultando en un mejor rechazo del clutter, la mayor parte de él
es al menos 30 dB mas débil que el objetivo, como sugieren las simulaciones previas.
También se procesaron los datos reales mediante los algoritmos de Lu [28], Car-
son [29] y Duarte [21], previamente mencionados en las simulaciones. Los primeros
dos algoritmos fallaron en estimar correctamente el objetivo en la mayoria de las
instantaneas, a pesar de que Carson utiliza informacion sobre la interferencia, y no
fueron incluidos en las figuras. El mejor desempeno de estos algoritmos alternativos
es alcanzado por el algoritmo de Duarte, mostrado en la figura 5.12d. Como este
algoritmo no explota informacién previa de la interferencia, no puede rechazar tan

eficientemente el clutter y degrada el objetivo cuando la senal es pobre.

Como se mencioné previamente, se comienza con M = 216 mediciones. El pro-
cedimiento toma un conjunto de 10 instantaneas, calcula la matriz de proyeccion
optima y la aplica a estas mediciones. Para este conjunto de datos especifico, el
tamano del problema inverso se reduce entonces desde 216 hasta el rango de 20 a

120 mediciones comprimidas, como se muestra en la Figura 5.13. Nétese que se ob-
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Figura 5.14: Comparacién del tiempo de computo para el procesamiento de datos reales

de radar.

tiene una mejor compresion y rechazo de clutter cuando la senal del objetivo es mas
fuerte. Esta reduccién se traduce en un menor tiempo de computo para el algoritmo

ESBL. La Figura 5.14 muestra que al aplicar la matriz de proyeccién 6ptima, el
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tiempo de cémputo se reduce a 1/3 en este caso.

5.5.2. Objetivo sintético dinamico

Se analiza el desempenio del algoritmo cuando hay dinamica presente en el es-
cenario en oposicién al caso previo de objetivo estatico. Debido a la falta de datos
reales de radar con objetivos dindmicos, se simula su comportamiento anadiendo un
objetivo sintético sobre datos reales de clutter maritimo correspondientes al mismo
radar polarimétrico IPIX. El grupo de datos utilizado es el stare4 grabado el 12 de
Noviembre de 1993, que consiste s6lo de clutter maritimo y sin un objetivo como en
la seccion anterior. El target anadido posee una matriz de scattering correspondiente
a un diplano en el canal polarimétrico VV; se aleja a 22,5 m/s del radar durante 10
segundos de observacion; y tiene una potencia aproximada de 10 dB sobre el clutter.
La Figura 5.15a muestra los canales polarimétricos de los datos crudos para este es-
cenario. La Figura 5.15a muestra la imagen reconstruida con el algoritmo ESBL sin
compresion revelando evidente clutter en algunas regiones. El algoritmo propuesto
provee un mejor rechazo del clutter indeseable en la escena, como se observa en la
Figura 5.15c, atin cuando el objetivo es mévil y por lo tanto las estimaciones de su
covarianza no son precisas. El algoritmo de Duarte tiene un comportamiento acep-
table pero aun presenta altos niveles de clutter en algunas regiones de la imagen,

como se observa en la Figura 5.15d utilizando un mayor tiempo de computo.

5.6. Discusion y conclusiones

En este capitulo, se introdujo un método para comprimir éptimamente las me-
diciones de un modelo lineal ralo con ruido estructurado. La compresién se obtiene
proyectando la senal contaminada en un espacio de menor dimension. Para el disenio
de esta matriz de proyeccion, se propone minimizar la traza de la covarianza condi-
cional de la senal rala condicionada a los datos comprimidos. Este método resulta
en un procedimiento de water-filling para la construccién de la matriz. El algoritmo
presentado tiene un mejor desempeno que otros métodos actuales para el diseno de

la matriz de proyeccién.
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Figura 5.15: Iméagenes de radar en dominios de rango y tiempo con un objetivo sintético
y dindmico para (a) datos crudos originales para los distintos canales polarimétricos, (b)
datos reconstruidos sin compresién, (c) datos reconstruidos con compresién éptima, y (d)

datos reconstruidos usando el algoritmo de Duarte
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Para demostrar el desempeno del algoritmo en un escenario de la vida real se
procesaron datos de radar polarimétrico correspondientes a un objetivo inmerso en
clutter maritimo intenso. En este caso el algoritmo mostré tener un mejor rechazo
de clutter comparado con el caso sin compresion, atin cuando utiliza menor ntimero

de mediciones.



Capitulo 6
Conclusiones

En esta tesis se presentaron distintos aportes relacionados con los sistemas de

radar y los arreglos de sensores utilizados en ellos.

Se evaluo el desempeno de arreglos no uniformes para la estimacion de direccio-
nes de arribo de fuentes de senal y la informacion transmitida. Se propusieron tres
tipos de configuraciones de los elementos de los arreglos comparandolos a su vez
con un arreglo uniforme, todos con la misma cantidad de elementos. Una configu-
racion ubica sus elementos aleatoriamente en la apertura prefijada, otra los ubica
aleatoriamente pero impone una restriccién a la distancia minima entre elementos y
la tltima los ubica aleatoriamente en posibles posiciones prefijadas que resultan de
un arreglo uniforme de mayor cantidad de sensores. Adicionalmente se estudiaron
arreglos optimizados basados en estas configuraciones. Para la optimizacion se apli-
caron algoritmos genéticos y restricciones relacionadas con los algoritmos basados
en modelos ralos. Una de las restricciones esté inspirada en el buen desempenio del
arreglo restringido que impone una distancia minima entre sensores, y otra restric-
cion esta dada por el nivel en los 16bulos laterales del patrén de radiacion del arreglo.
Se realizaron simulaciones aplicando diferentes clases de algoritmos de compressive
sensing siendo el algoritmo ESBL el que aporta una mejor estimaciéon de las senales
de interés, y para el cual se obtienen diferencias de comportamiento entre las dife-
rentes configuraciones del arreglo. De las primeras configuraciones, se concluyé que

el arreglo restringido consigue mejores resultados, aunque el arreglo optimizado es
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levemente superior a éste. Adicionalmente se establecid que, para diversos escena-
rios, la realizacién especifica del arreglo restringido es robusta frente a diferentes
angulos de arribo de las senales, aunque no constante. Finalmente, se encontré que

esta configuracién mantiene un desempeno aceptable para altos valores de raleza.

Volviendo a la aplicacién de arreglos de sensores lineales uniformes, se estudio el
desempeno en ella de varios algoritmos basados en métodos ralos. En este escenario
se busca estimar nuevamente tanto la senal como su direccién de arribo, pero en
presencia de fuentes de interferencia. Se formulé el problema de medicién de senales
mediante arreglos de sensores como un modelo ralo, creando el diccionario en base
a los angulos de arribo. Luego, se compararon varios algoritmos clasicos y en par-
ticular se analizo el algoritmo ESBL. Este algoritmo no requiere informacion de la
cantidad de fuentes presentes dado que anula los angulos donde considera que no
hay senal, mientras que los otros algoritmos deben realizar una busqueda exhaus-
tiva para determinar de todos los picos mayores cuales corresponden a senales de
interés, pero para ello es necesario saber a priori la cantidad de senales presentes,
tanto de interés como interferencias. Mediante distintas medidas de desempeno se
encontrd que este algoritmo se comporta igual o mejor que otros algoritmos tanto
en la estimacién de la senal en si como de su angulo de arribo. Atin mas, se mostro

que este desempeno puede obtenerse con un menor tiempo de cémputo.

Se introdujo un método para disminuir la cantidad de datos que debe manejar
el algoritmo de estimacién. Se analizd en particular el escenario de un modelo li-
neal con ruido estructurado cuya particularidad es que es ralo. Esta caracteristica
permite comprimir las mediciones, manteniendo la informacion y consecuentemente
el desempeno. La compresion se obtiene proyectando la senal contaminada en un
espacio de menor dimension. Para el disenio de esta matriz de proyeccién, se propuso
minimizar la traza de la covarianza condicional de la senal rala condicionada a los
datos comprimidos. Esta eleccion permitié obtener una estimacion de los parame-
tros altamente concentrada en su valor verdadero. Se demostré que el diseno de la
matriz 6ptima se basa en un procedimiento de water-filling inverso. Mediante simu-
laciones se mostroé que el procedimiento presentado tiene un mejor desempeno que

otros métodos actuales para el diseno de la matriz de proyeccion. Pudo observarse
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que el método propuesto para la proyeccién, al hacer uso de informacion sobre la
interferencia, provee la mayor ganancia al combinarlo con el algoritmo ESBL que
también explota esa informaciéon. Adicionalmente, se mostro la robustez del método
aun cuando la estimacion de los parametros estadisticos necesarios para el disenio de
la matriz no es precisa. Finalmente, para demostrar el desempeno del algoritmo en
un escenario de la vida real se procesaron datos de radar polarimétrico correspon-
dientes a un objetivo inmerso en clutter maritimo intenso. Se analizaron los casos
de un objetivo estatico y uno dinamico. En estos caso el método propuesto mostréd
tener un mejor rechazo de clutter comparado con otros métodos de proyeccién. Aun
mas, utilizando menor niimero de mediciones, su desempeno es mucho mejor que el
caso sin proyeccion.

Existen muchas lineas de investigacién que pueden continuarse mas alla de los
resultados mostrados en esta tesis, asi como resultados parciales que requieren mayor
confirmacién tedrica y experimental.

En relacién a las configuraciones de arreglos de sensores, el tipo de arreglos
introducido puede extenderse a arreglos planos en dos y tres dimensiones, donde se
incorporarian mas grados de libertad para para mejorar el desempeno del arreglo.

Los algoritmos basados en modelos ralos pueden extenderse para incluir otras
caracteristicas de las senales recibidas, como ser la polarizaciéon o Doppler, y poder
asi tener mas grados de libertad para poder discriminar entre las senales de interés
y la interferencia o clutter.

En ambos trabajos de arreglos de sensores, se consideraron senales cuyos angulos
de arribo correspondian a dngulos presentes en el diccionario. Esto no se ajusta a
la realidad, donde el angulo de arribo puede ser arbitrario. En trabajos futuros se
analizara el caso de senales cuyos angulos de arribo se encuentren entre dos columnas
del diccionario, conocido como discrepancia de grilla (grid mismatch) [89].

Finalmente, en cuanto a la proyeccion de datos, es de interés analizar cémo
aplicarlo al seguimiento de objetivos. En este escenario los pardmetros estadisticos
deberian ser actualizados mediante algiin modelo dindmico correspondiente al obje-
tivo e incorporados en el procedimiento de diseno de la matriz de proyeccién. Esto

permitiria una mejor robustez frente a imprecisiones en la estimacién.
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Conclusiones




Apéndice A

Algoritmo EM

Los modelos estadisticos utilizados en esta tesis consisten en un conjunto de datos
observados x y otro de datos ocultos z que se generan de acuerdo a los parametros
0 especificos del modelo. Estas cantidades se encuentran relacionadas mediante la
funcién de verosimilitud P(x, z|0). El objetivo es hallar los valores de los pardmetros
para los cuales los datos observados y ocultos son los més probables, es decir que se

busca maximizar esta funcion.

El algoritmo de esperanza-maximizaciéon (EM) es un método numérico para de-
terminar este estimador de maxima verosimilitud (MLE) [102]. Es un procedimiento
iterativo que garantiza un incremento en la verosimilitud en cada paso y convergen-
cia al menos a un maximo local. Este algoritmo aumenta los datos observados y
con un conjunto de datos ocultos z para producir un nuevo conjunto de datos «,

llamado datos completos, que simplifican el calculo del MLE.

Con el objetivo de encontrar una estimacién de los parametros 6, cada iteracién
del algoritmo EM consiste en dos pasos: el paso de esperanza E y el paso de maxi-
mizacién M. El paso E calcula la esperanza de la verosimilitud logaritmica de los
datos completos L(0; x) = In p(x; @) con respecto a la distribucién condicional de los
datos ocultos dados los datos observados y los parametros @ en su valor actual 0.
Luego, el paso M actualiza la estimacién del parametro @ maximizando la funcion

calculada en el paso previo con respecto a 8. En resumen,
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Paso E 8) (9, 0<t>) ~E,_, 0 {E(G; x) ’y 9<t>} (A.1)

Paso M 9+ — arg méx Q (9, 0<t>) (A.2)

Es decir que en el primer paso los datos ocultos son estimados dados los datos
observados y las estimaciones actuales de los parametros. Luego, en el segundo
paso, se utilizan esas estimaciones de los datos ocultos, como si fueran los valores

verdaderos, para maximizar la funcion de verosimilitud.



Apéndice B

Algoritmo ESBL

B.1. Block trace

Dada una matriz A de tamano (PQ x PQ) cuyos bloques de tamano (@ x @),
llamados A;;, para i,j = 1,..., P; el operador traza bloque es [103]

btr(A) =) A, (B.1)

Noétese que btr(A) es una matriz de tamano (Q X Q).

B.2. Obtencion de los estimadores de los parame-

tros

Para una de las instantaneas en particular, la funcién logaritmica de verosimilitud

de los datos completos x es

L(0;x) =1Inp(x;0). (B.2)
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Luego, por el teorema de Bayes, p(x; 0) = p(y|b, u; 0)p(u|b; 0)p(b; 0), donde

p(ylb,u;8) = p(w; o), (B.3)
p(ulb; 0) = p(u; Xy), (B.4)
p(b;68) = p(b; B) = [ [ p(bn; B,)- (B.5)

Entonces,

N
L(6;x) = Inp(w;o) +Inp(u;,) + Y Inp(by; B,)

= L(w;0)+L(u; )+ L(bui ) (B.6)

Notese que los parametros estan desacoplados. Si se consideran las D observaciones
independientes de los datos Y, usando las variables del modelo MMV, B, U y W,

D
1
B,:3,)=-D|1 1 1N B B.
L(B,;5,) (nﬂ+nﬁn+ﬁn D;\ dl ) (B.7)
C1 &
L(U;X,)=-D (Pler +1In|C,| + tr ( 5 ZU-dU-IéT))
d=1
2_1 D P
= —DP <an7r +1n |3, |+ tr (D} > ) (U, [Ufﬂp)) . (B.8)
d=1 p=1
1
. _ -1 H
L(W;0)=—-DM <ln7r +Ino+o " tr (W ;W.dw_d>> ; (B.9)

donde se usaron las propiedades del producto de Kronecker, |C,| = 1p®@X,| = |Z,|F
yCl=(Ip®X,) ' =Ip®3%,". Aplicando el valor esperado a (B.6) se obtiene la

funcion Q necesaria para el algoritmo EM,

Q0 (9, 9@)) o) <a, 9<t>) o) (zu, 0@)) + iv: 0 <ﬁn, 0@)) . (B.10)
n=1

Se debe maximizar esta ultima funciéon para obtener los mejores estimadores de los

parametros. Como éstos estan desacoplados se puede trabajar con cada término por
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separado. Luego,

o) <ﬁn, 0<t>) - D (m +10, + 6, By y 0 {Sbn y.0® }) (B.11)
donde
_ 1 ED: 16, |, (B.12)
D d=1

En este caso es simple demostrar, igualando la derivada a cero, que la funcion

Q (ﬁn, O(t)> se maximiza cuando

B, = EB|Y7‘9 () {Sbn ‘Y, O(t)} . (B.13)

La esperanza condicional es

D
1
EB‘Y’B(” {Sb" |Y’ O(t)} - 5 ZEBIY o) {|b |2 |Y,0(t)}
df

D
Z +(BYPXT (2 Y YIRS -2 ) X,

Yy
d:

=80+ (B0)PX, (20,2 -2 X, (B4)

Y

donde se utiliza el teorema 10.3 de [93] para el célculo de la esperanza condicional.
De esta manera se obtiene la actualizacion de la ecuacién (2.18)

Por otra parte,
) <2u,0<t>) — DP <an7r+ln|2u| +tr (2; Eopy.o0 {s Y, 0" })) (B.15)

donde
Su Z btr (U ,U%) . (B.16)

Siendo A una matriz definida positiva de tamano ) x () y B otra matriz definida
positiva, entonces la desigualdad In |A|+tr(A"'B) > Q +In |B| es valida y alcanza
la igualdad cuando A = B [101]. Por lo tanto, la funcién Q <2u, O(t)> se maximiza

cuando

3. =E {s Y, } (B.17)

uly,e!
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siendo
1

Bypy o0 {8.1Y,00} = Sbir (¢l + ¢z c,z0) (B.18)

Se obtiene asi la actualizacién del pardmetro ¥, de la ecuacién (2.17).

Finalmente para el ruido, la funcién a maximizar es

Q (a, O(t)> =—DM (lnﬂ +Ino + Jfle|Y79<t) {Sw Y, O(t)}) , (B.19)
donde
L 2D

También en este caso se demuestra facilmente que la funcién Q (0, O(t)> se maximiza

cuando
0= EW\Y,g(i) {Sw |Y> O(t)} ) (B21)
donde
1
EW|Y,9(” {Sw |Y’ O(t)} — Mtr (O'(t)IM + (O'(t))2 Cy) ) (B22)

Se demuestra entonces la actualizacién del parametro o de la ecuacién (2.16).

B.3. Obtencion del test de deteccion

Se construye un test de Neyman-Person basado en los datos completos C =
[Y, B, U], donde el test logaritmico decide por H; si

T™ = L(H1; C) — L(Ho; C) > a (B-23)

donde L(H;;C) y L(Ho; C) son las funciones logaritmicas de verosimilitud de C
bajo las hipotesis H; v Ho respectivamente. La primera esta definida en la ecuacion
(B.6) y la segunda es similar pero no posee el término correspondiente al parametro

B,,- Entonces,

T = Inp(B,.; ) (B.24)
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Un test equivalente resulta de aplicarle una funcion mondétonamente creciente a la
expresiéon anterior. Aplicamos la esperanza con respecto a la distribucion condicional

de los datos ocultos dados los datos observados con el valor de los parametros 8 =

g(t)’
70 = [ (8,5 5")p(C/Y.6) dC (B.25)

Considerando el Paso E definido en (A.1), se trata entonces de la funcién Q evalua-
da en ﬁff“), Q (ﬁﬁf“’, e(t))a que resulta ser la funciéon maximizada en el paso M
definido en (A.2). Combinando (B.11) y (B.13) el test es,

70 =D (147 +1n (By, 0 {£6:C) Y00 })) > a (B.26)

Quitando el signo, la funcién logaritmica y dejando el término que sélo depende de

los datos a la izquierda se obtiene el test estadistico descrito en (2.23).
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Apéndice C

Radar polarimétrico

C.1. Introduccion

La orientaciéon de los campos eléctrico y magnético en el plano perpendicular a la
direccion de desplazamiento de la onda electromagnética, se denomina polarizaciéon
de la onda. Los diversos estados de polarizacién de esta onda permiten capturar la
misma informacion de un objetivo de distintas formas.Esto se denomina diversidad
en polarizacion.

Los radares polarimétricos aprovechan la polarizaciéon de la onda transmitida
para describir distintas propiedades del objetivo y del clutter presente en el terreno
iluminado por el radar. Esto es importante cuando se desea detectar y seguir un
objetivo que posee una pequena seccién radar equivalente (RCS) inmerso en un
fuerte clutter.

Los sistemas de radar convencionales operan con la misma polarizacién en sus
antenas para transmision y recepcion. Los radares polarimétricos, en cambio, trans-
miten y reciben ondas electromagnéticas con distinta polarizacién, permitiendo asi
obtener informacion polarimétrica del objetivo y el ambiente. Esta informacién pue-
de ser la geometria, el material o la orientacién del objetivo. El uso de esta in-
formacion puede mejorar notablemente el desempeno del radar, sobre todo si las
caracteristicas usualmente usadas, como ser tiempo, frecuencia o direccion de arri-

bo, no son suficientes para discriminar el objetivo del clutter.
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C.2. Modelado

Se considera un radar mono-estatico capaz de transmitir senales con polariza-
ciones arbitrarias pulso a pulso. Para poder identificar completamente los aspectos
polarimétricos del objetivo, el tiempo de integracién del radar (dwell) debe consistir
en pulsos con diversidad en polarizacion. Por ejemplo, un radar polarimétrico con-
vencional transmite una secuencia alternante de pulsos con polarizaciéon vertical y
horizontal.

El campo electromagnético reflejado por el objetivo esté relacionado con el campo

incidente mediante la matriz de scattering S,

S S
g _ 11 O12 7 (C.1)
So1 Sa2

donde las variables S1; y Sao son los coeficientes de scattering co-polar y Sis y Soq
son los coeficientes cross-polares. Para el caso del radar mono-estatico estos ultimos
son iguales.

El campo electromagnético transmitido f puede expresarse en funcién de las
bases polarimétricas del transmisor, f = [f, fg]T. Por ejemplo cuando se tienen
bases polarimétricas correspondientes a polarizaciéon horizontal y vertical, pueden

representarse mediante dos angulos,

o [ cos(a) sen(oz)] [ cos(f) ]’ (C2)

—sen(a) cos(a) jsen(a)

donde « indica la orientacién y 3 la elipticidad de la polarizaciéon. Otras bases
polarimétricas usadas frecuentemente son polarizacion circular derecha e izquierda,
y polarizacion oblicua izquierda y derecha.

Cuando el radar transmite el pulso j-ésimo, el campo reflejado por la celda de
rango p-ésima resulta de la contribucion del objetivo presente y del clutter. Este
campo es medido por el receptor mediante R antenas, cada una con su polarizacion,
obteniendo el vector de mediciones y,,; de tamano R del campo reflejado correspon-

diente al pulso j y a la celda p

Yp; = G (S) +S;) f; +wy, (C.3)
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donde G es la matriz de tamano R x 2 representando las polarizaciones del arreglo
de antenas del receptor, S y S, son las matrices de scattering correspondientes al
objetivo y al clutter, f; es el campo incidente correspondiente al pulso j y w repre-
senta el error en la medicién. Estas mediciones pueden agruparse para las distintas

celdas de rango en

ylj G---0 Si Si w1,
ij 0---G S?; S?g wp;
= (Ip@G) (SO+SC) fj+wj, (CE))

donde y; y w; son vectores de tamarno 2R, y S” y S° son matrices de tamano 2P x 2.
Agrupando los datos para los distintos pulsos podemos reescribir las mediciones del

receptor,
Y =(Ip®G)(S°+S)F+W. (C.6)

donde Y y W son matrices de RP x J, y la matriz F = [f,,..., f;], de tamano
2 x J, representa la polarizacién de los pulsos transmitidos. Aplicando las propie-
dades del producto de Kronecker, vec(A + B) = vec(A) + vec(B) y vec(ADB) =
(BTA) vec(D), los datos pueden apilarse en un vector de longitud N = JRP,

y=vec(Y) = (F' @ Ip ® G)vec(S° + S°) + (I; ® G) vec(W). (C.7)

Otra forma de describir los coeficientes de scattering es en forma vectorial

Sll
512

Luego,

vec(S°) = ZHp'u,p. (C.9)
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donde H, son matrices de tamafio (4P x 3) que tienen componentes nulas excepto

por los elementos

Hylop-11 =1 [HyJ2ps =1
[Hylopip)1 =1 Hyl2p4+p)3 =1 (C.10)

En forma similar se puede expresar vec(S®) mediante ug. Luego, renombrando el
vector de tamano M, w = (I; ® G) vec(W)

P
y=(F'olp®G)> H,(u)+u)+w. (C.11)

p=1

C.3. Representacién rala

Para generar un diccionario sobrecompleto se considera la descomposicion de
Krogager de la matriz de scattering [100]. Esta descomposicién se bas en que la ma-
triz de scattering puede representarse por la combinacién de tres formas candnicas:
una esfera, un diplano y una hélice. Luego, la vectorizacion de la matriz de scattering

del objetivo S es

L
ud = bty (C.12)
=1

donde by,; son los coeficientes de peso para cada uno de los objetivos canénicos y L es
el numero total de componentes incluyendo la esfera, las helices izquierda y derecha
y los diplanos (dos planos a 90 grados) para distintos angulos de orientacion ¢. Los

vectores de scattering para cada forma son:

1 1 cos ¢
1], Uhaix=75 | —1 |, Udiplane = —Cos ¢ (C.13)

0 +J sen ¢

UWUgsphere =

S
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Luego, el término correspondiente al objetivo puede descomponerse como

T

L
(F"®@I,®G)vec(8) =) > (F @1, ® G) Hyuy

p=1 I=1

Xnbm

E'qg

3
Il

I
o

(C.14)

donde M = PL. El vector b resulta ralo ya que solo unas pocas celdas de rango
se encuentran ocupadas por objetivos, y éstos pueden ser representados por po-
cas componentes fundamentales de las L posibles formas canodnicas de polarizacion.

Similarmente, para el clutter

]~

(F"®Ip®G)vec(S) =) (F' ©Ip®G)Hyu

1

p

Z,u

c
p="p

I
]~

I
—

I
N
g

(C.15)

Combinando (C.14) y (C.15) en (C.7) se obtiene el modelo (2.11) utilizado por el
algoritmo ESBL.
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Apéndice D
Demostracion del 6ptimo A,

Para resolver el problema (5.16), se introduce el lagrangiano

K K
L= tr(2b|y) + a <E — Z )\k> + Z Vk)\k- (Dl)
k=1 k=1

Usando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker [90], en el punto éptimo (A", a*, v*)

se tiene, parat=1,..., K,

M
E-) X\N=0 (D.2)
k=1

Es posible deshacerse de v utilizando la primera condicién en el lagrangiano

- 8tr(2b|y)

D.
o (D3)

Vv, =«
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luego las condiciones para la solucion éptima se reducen a

Vv <t1‘(2b|y + < Z)\k> + Zl/k)\k> = , (D4)

Otr (Zyy )
N <0, (D.5)
Otr(Bp)y) B
K
d Mh—E=0. (D.8)
k=1

A continuacién se necesita hallar la derivada parcial de la covarianza condicional

otr(Zy,) 0 - Ak
o on |t /; ot dihg "
t,o
SR — D.9

En este punto se tlenen dos condiciones para a.. Si v < & t entonces por (D.5) A\; >0

y por (D.6), a = Luego

A = d% (&— 1) . (D.10)

t
Por otro lado, si o > £ entonces \; debe ser cero. Para demostrar esto, si se asume

(o+ dA)

que \; es positivo, entonces

(D.11)

(<t7‘7)2 ~ a) A\ 20, (D.12)
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Figura D.1: Solucién inverse water-filling para los autovalores de H basada en la relacién

entre t; y a.

que viola la optimalidad de la solucién en la ecuacién (D.6). Por lo tanto, \; debe

ser cero. En resumen, los autovalores éptimos de H son

o t;
A; = ma — . | . D.1
; max{(), Z ( . )} (D.13)

Esta en una solucion del tipo inverse water-filling donde la restriccién de la
energia se distribuye entre aquellos autovalores cuyo correspondientes valores de ¢;
son mayores que o, como se muestra en la Figura. D.1. Asumiendo que los primeros

L autovalores éptimos A; son distintos de cero, se utiliza (D.13) en (D.8) y se halla

(2 /58)
(Zhg+e)

Para poder hallar el valor de L, se asume que los T; estan en orden decreciente,

el multiplicador de Lagrange

o =

(D.14)

luego se fija L = K yse calcula a y Ap. Si A\p es negativo entonces el valor éptimo
de L debe ser menor y se intenta con L = K — 1. Este proceso se repite hasta que
A sea positivo. Luego, el resto de los autovalores \; pueden calcularse con el valor

correcto de a y L, de acuerdo a (D.13).
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