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Prefacio

De nino, nunca quise dedicarme a la ciencia. Siempre me sedujeron las disciplinas
artisticas. Sin embargo aqui estoy, presentando felizmente mi tesis de licenciatura en As-
tronomia.

Las oraciones anteriores pueden parecer discordantes, pero no lo son. Es verdad que
hacer ciencia inluye tareas sistémicas, légicas y controladas pero, previamente, incluye
tareas guiadas por la intuicién, la imaginacién y la creatividad. A lo largo de esta carrera,
descubri mi pasién por estas actividades y me entusiasma saber que voy a trabajar en
ellas.

Dicho esto, presento esta tesis como parte de los requisitos para obtener el grado
académico de Licenciado en Astronomia de la Universidad Nacional de La Plata. La misma
contiene los resultados de los estudios desarrollados bajo la direccién del Dr. Gustavo E.
Romero y la co-direccién de la Lic. Daniela Pérez, junto con la colaboracién de otros

investigadores miembros del Grupo de Astrofisica Relativista y Radioastronomfia.

Federico Gaston Lopez Armengol.
e-mail: fedela@carina.fcaglp.unlp.edu.ar

La Plata, febrero de 2015.






Resumen

A partir de enunciados de leyes invariantes ante inversién y traslaciéon temporal, resul-
tan procesos macroscépicos irreversibles. La fuente de irreversibilidad no se encuentra en
las leyes mismas sino en las condiciones de borde o iniciales que exigimos a las ecuaciones
que representan las leyes. En este trabajo, proponemos que el apantallamiento de corrien-
tes electromagnéticas por el horizonte de eventos de un agujero negro en las soluciones a
las ecuaciones de Maxwell determina, localmente, una direccion preferencial temporal para
el flujo de energia electromagnética que sigue a la expansién del universo. Especificamente,
calculamos el crecimiento del area del horizonte de eventos de un agujero negro debido a la
expansion del universo y a la acrecién de fotones del fondo césmico de microondas (CMB),
para distintos modelos cosmolégicos. Encontramos que, para los modelos cosmolégicos de
Friedmann plano, abierto y cerrado, el cociente entre el area del horizonte de eventos de
un agujero negro y el drea de una hipersuperficie de tipo espacio comdévil a la expansién
cosmica, es siempre mayor que uno. Esto implica que, para cualquier evento, el pasado
y futuro causal no son simétricos, generando un flujo de de energia electromagnética no
nulo hacia el futuro global que sigue la expansion del universo; relacionamos este flujo

electromagnético con la segunda ley de la Termodindmica.
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Abstract

Macroscopic irreversible processes emerge from fundamental physical laws of reversi-
ble character. The source of the local irreversibility observed, seems not to be in the laws
themselves but in the initial and boundary conditions of the equations that represent the
laws. In this work we propose that the screening of electromagnetic currents by black
hole event horizons in the solution of Maxwell’s equations determines, locally, a preferred
temporal direction for the flux of electromagnetic energy that follows the expansion of the
universe. Specifically, we calculate the growth of black hole event horizons due to the cos-
mological expansion and accretion of cosmic microwave background radiation, for different
cosmological models. We find that for the flat, open, and closed Friedmann cosmological
models, the quotient of the area of the black hole event horizon and the area of a como-
ving space-like hypersurface is always larger than one. This implies that for any spacetime
event, its causal past and future are not symmetric, causing a preferred direction for the
electromagnetic energy flux in the global future direction; the latter is in turn related to

the ever increasing thermodynamic entropy.
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Capitulo 1

Introduccion

El mundo se constituye por cosas concretas que tienen propiedades. La ciencia teorica,
sin embargo, no trabaja con cosas sino con conceptos que las representan.

Representamos al mundo M con un conjunto cuyos elementos x designan cosas. Cada
propiedad p; de las cosas puede ser representada por una funcién proposicional de dominio
M, tal que = — p;(x). Las funciones de estado s(x) son funciones proposicionales de
dominio M tales que x — (pi(x),...,pn(z)), n € N.

Definimos el espacio de estados S(x) como el conjunto de todos los estados posibles
(p1(2), ..., pn(x)), n € N, de una cosa x. Llamamos leyes a las restricciones sobre los estados
posibles de una cosa y definimos el espacio de estados legales S (x) como el conjunto de
estados permitidos de una cosa. Las leyes no implican lo que va a ocurrir sino lo que es
posible (Bunge, 1967, p. 44).

En las ciencias naturales exactas, algunas propiedades pueden ser representadas con
funciones matemadticas (i. e. masa, carga eléctrca). Consecuentemente, ciertas leyes fisi-
cas pueden ser representadas por relaciones matematicas. Las cosas concretas no tienen
propiedades matemaéticas intrinsecas, sélo nuestros modelos conceptuales de ellas pueden
tenerlas. El mundo no es matematico, nuestra idea de él puede serlo (Bunge, 1977, p. 118).

Los enunciados de leyes fisicas pertenecen (idealmente) a un sistema hipotético-deductivo
seménticamente interpretado. Podemos diferenciar dos tipos de leyes: fundamentales y de-
rivables. Mientras que una teoria fisica contiene un nimero finito de enunciados de leyes
fundamentales incluidas en sus axiomas, también contiene todas los enunciados derivables
que de ellos se deduzcan (Ver Bunge, 1977, p. 151).

Todas las representaciones matematicas de las leyes fundamentales de la fisica son in-

variantes ante inversién y traslacién temporal. Los procesos macroscépicos, sin embargo,
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

no reflejan estas invarianzas. Por ejemplo: envejecemos pero no rejuvenecemos; la tempe-
ratura media del universo disminuye; el desorden siempre aumenta.

Los procesos asimétricos en el tiempo mencionados pueden explicarse en términos de
otros més fundamentales. Basados en el trabajo de Roger Penrose (1979), proponemos los

siguientes procesos asimétricos fundamentales, o “flechas del tiempo”! (ver Savitt, 1995,

p. 4):

1. La sequnda ley de la Termodindmica: la entropia de sistemas fisicos aislados crece

hasta alcanzar un valor maximo.

2. La flecha de radiacion: consideramos potenciales retardados, nunca avanzados, a

pesar de estar ambos permitidos por las ecuaciones de Maxwell.

3. La expansion del universo: incluye procesos asimétricos como la disminucion de la

temperatura media universal o la recesién de galaxias lejanas.

4. La formacion de agujeros negros: los agujeros negros y blancos son soluciones de las
ecuaciones de campo de Einstein de la Teoria de la Relatividad General. No obstante,

sélo los primeros parecen existir.

Siendo las leyes fundamentales invariantes ante inversién y traslacién temporal, ;cudl
es el origen de la irreversibilidad en las llamadas “flechas del tiempo”? ;Existen relaciones
entre ellas?

Debido a su indiscutible validez y a la vastedad de fenémenos que explica, nos in-
teresamos particularmente en la “flecha termodindmica”. En palabras de Sir Arthur S.

Eddington (1928, p. 74):

“[...] si encuentras que tu teorfa va en contra de la segunda ley de la Termo-
dinamica no puedo darte esperanza; no le queda més que colapsar en la més

profunda humillacién”.

En 1872, Ludwig Boltzmann demostré que el movimiento aleatorio de las moléculas
en un gas (caos molecular) ocasiona que la entropia del mismo aumente hasta su valor

méximo (Boltzmann, 1872, 1877). Ciertamente, al suponer caos molecular los microestados

'La expresién “flecha del tiempo” es formalmente incorrecta ya que el tiempo no es un vector, sino un

pardmetro. El tiempo no es asimétrico, los procesos que parametriza pueden serlo (Horwich, 1987).



compatibles con un dado macroestado son equiprobables. El nimero de microestados y la

entropia del sistema satisfacen la ecuaciéon de Boltzmann:
S=kglnW, (1.1)

donde kg ~ 1.38 10723J K~! es la constante de Boltzmann y W es el volumen del espacio
de estados que se corresponde con el macroestado de entropia S. Boltzmann demostré que
los macroestados de baja entropia se corresponden con relativamente pocos microestados y,
consecuentemente, son poco probables. El sistema evolucionard al macroestado compatible
con la mayor cantidad de microestados, es decir, al macroestado de mayor entropia. Este
es el famoso Teorema-H.

En 1894, Samuel Burbury senalé que la irreversibilidad del Teorema-H se origina en
la hipétesis de caos molecular (Burbury, 1894, 1895). En efecto, Boltzmann supone que
las velocidades de las moléculas son independientes antes de cada colision pero no pos-
teriormente. Las colisiones entre particulas, en verdad, generan correlaciones futuras que
Boltzmann ignora; los microestados posibles no son equiprobables (ver Price, 1996, p. 18).
El argumento de Burbury es notable pues muestra que el incremento de la entropia es una
consecuencia de las condiciones iniciales impuestas al estado del sistema. Boltzmann, mas
tarde, reconoceria este hecho (Boltzmann, 1895).

En el presente trabajo, suponemos que la irreversibilidad en las “flechas del tiempo”
tiene su origen en condiciones iniciales cosmoldgicas. Si aceptamos esta hipotesis, dos
problemas se presentan: 1) ;jcuédles fueron exactamente estas condiciones? y 2) jes posible
que condiciones iniciales globales puedan ocasionar la irreversibilidad local observada en
todo tiempo y lugar?

Respecto al primer problema, suponemos que las condiciones iniciales cosmolégicas
deben corresponderse con estados de baja entropia. En palabras de Price (2004, p. 219):
“La baja entropia en nuestra regién parece estar asociada completamente con condiciones
de baja entropia en el pasado”; esta es la Hipdtesis del Pasado. Sin embargo, en el pasado,
la materia y la radiacién se encontraban en equilibrio térmico, maximizando la entropia
termodindmica. Para explicar la baja entropia inicial, Penrose sugirié (Penrose, 1979)
asignarle entropia al campo gravitatorio. Ciertamente, aunque la radiaciéon y la materia
se encontraban localmente en equilibrio térmico, el campo gravitacional se encontraba
globalmente fuera de equilibrio pues la gravedad es una fuerza atractiva y el universo
carecia de estructura. Es decir, la baja entropia inicial estaba dominada por la entropia

del campo gravitatorio. Desde el trabajo de Penrose (1979), distintos autores han intentado
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definir estimadores de la entropia gravitacional pero el tema se mantiene en discusién (ver
Rudjord, et al., 2008; Clifton, et al., 2013; Romero, et al., 2012; Perez & Romero, 2014).

En ausencia de una teoria cudntica de la gravedad, no podemos dar detalles de las
condiciones iniciales inferidas. De todas formas, suponemos que estas condiciones globales
son responsables de la irreversibilidad en las “flechas del tiempo” de naturaleza gravita-
toria, como la expansién del universo y la existencia de agujeros negros. Aceptando esta
hipotesis, afrontamos el segundo problema.

Sugerimos que existe una relacion global-local entre las “flechas del tiempo” globales
de naturaleza gravitatoria y los procesos irreversibles locales que percibimos. Estos ulti-
mos se deben principalmente a interacciones electromagnéticas. Luego, deberia existir un
acople entre el campo gravitatorio y el campo electromagnético que determina el sentido
de los procesos locales. El objetivo de este trabajo es mostrar esta relacién. Para ello,
estudiaremos los llamados agujeros negros cosmoldgicos que son sistemas fisicos sensibles
a la expansion del universo.

En esta tesis, calculamos el crecimiento del area del horizonte de eventos de un agujero
negro debido a la expansién del universo y debido a la inevitable acrecién de fotones del
fondo césmico de microondas (CMB). Para los modelos cosmolégicos de Friedmann, en-
contramos que este crecimiento supera al de una hipersuperficie esférica de tipo espacio en
expansiéon cosmolégica. El incremento del area del horizonte de eventos en los modelos de
Friedmann conlleva a la acreciéon de particulas cargadas y corriente electromagnética. El
apantallamiento de corrientes electromagnéticas en el tiempo césmico por el horizonte de
eventos de un agujero negro determina, localmente, una direccién preferencial de flujo elec-
tromagnético que sigue a la expansién del universo. Asociamos este flujo electromagnético
hacia el futuro global con la “flecha de radiacién” y lo relacionamos con la “flecha termo-
dindmica” por medio de la ley de Stefan-Boltzmann. Este trabajo es una extensiéon del ya
realizado por Romero y Pérez (2011) para universos en expansién acelerada.

El trabajo se presenta con la siguiente estructura: en el Capitulo 2 mostraremos que las
ecuaciones fundamentales de la Electrodindmica y de la Teoria de la Relatividad General
son invariantes ante inversion y traslacion temporal. En el Capitulo 3 mostraremos cémo
pueden obtenerse resultados asimétricos en el tiempo desde teorias reversibles. Demostra-
remos el Teorema-H en el marco de la Mecanica Estadistica Clédsica y obtendremos las
soluciones llamadas modelos cosmolégicos de Friedmann desde la Teor{a de la Relatividad
General. En el Capitulo 4 analizaremos los procesos a los que estd sometido un agujero

negro de Schwarzschild en un contexto de evoluciéon cosmolégica. Este sistema fisico nos



permitird vincular las distintas “flechas del tiempo”. En el Capitulo 5 aplicaremos lo re-
sultados obtenidos a los modelos cosmoldgicos de Friedmann. Finalmente, en el Capitulo

6, presentaremos las conclusiones del trabajo.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Leyes fundamentales invariantes
ante inversion y traslacion

temporal

Una ecuaciéon de movimiento es invariante ante inversion temporal si la forma de la
ecuacién no cambia ante la transformacion ¢ — —t. Como consecuencia, dada una solucion
f(t), f(—t) también es solucién. Andlogamente, una ecuacién de movimiento es invariante
ante traslacion temporal si su forma no cambia ante la transformacién ¢ — ¢ + tg, tg € R.
Esto implica que, dada una solucién f(t), f(t + tp) también es solucién. En este capitulo
mostraremos que, en efecto, las ecuaciones fundamentales de la Electrodinamica y de la
Teoria de la Relatividad General son invariantes ante inversién y traslacién temporal.

Es importante distinguir claramente los siguientes conceptos (ver Bunge, 1967):

1. Covarianza general: Un enunciado de conceptos primitivos de una teorfa fisica ! es

covariante general si se mantiene verdadero ante una transformacién de coordenadas

arbitraria con Jacobiano no nulo.

2. Invarianza general: Un enunciado de conceptos primitivos de una teoria fisica es

invariante general si no cambia ante una transformacién de coordenadas arbitraria

'Llamamos conceptos primitivos a los conceptos fundamentales de una teorfa. Son los conceptos en
los cuales se basan sus definiciones y postulados. Ninguna teoria incluye definiciones de sus conceptos
primitivos, aunque otras teorfas complementarias pueden hacerlo. Algunos ejemplos de conceptos primitivos
de la Teoria de la Relatividad General son: una variedad cuadridimensional diferenciable o el conjunto de

sistemas de referencia.
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con Jacobiano no nulo.

Trabajaremos con las formulaciones covariantes general de la Electrodindmica y de la
Teoria de la Relatividad General para estudiar sus invarianzas.

En la primer seccion expresaremos las ecuaciones de Maxwell en forma covariante
general, en el espacio-tiempo de Minkowski. Definiremos el difeomorfismo o transformacion
de coordenadas inversion temporal T, lo aplicaremos a las ecuaciones y mostraremos que
estas se mantienen invariantes. Finalmente, mostraremos que las ecuaciones también se
mantienen invariantes ante el difeomorfismo traslacién temporal.

En la segunda seccién presentaremos las ecuaciones de campo de Einstein de la Teoria
de la Relatividad General en forma covariante general y mostraremos que son invariantes
general; es decir, las ecuaciones fundamentales de la teoria de la Relatividad General son
invariantes ante difeomorfismos generales. En particular, las ecuaciones son invariantes

ante el difeomorfismo de inversién y traslacién temporal.

2.1. Electrodinamica

Las ecuaciones de Maxwell en el espacio-tiempo de Minkowski (M*), expresadas en

forma covariante general son (ver Hobson, 2006, p. 143):

v, = AT
M ¢’

(2.1)
Vo F' +V,F" +V,F"7 =0,

donde V, denota derivada covariante, F),, es el tensor antisimétrico de campo electro-
magnético, c la velocidad de la luz en el vacio, y j” la cuadridensidad de corriente electro-
magnética. Utilizamos la convencién de signos para la métrica en coordenadas cartesianas:
net = diag(—1,1,1,1).

Para demostrar que las ecuaciones 2.1 son invariantes ante inversién y traslacion tem-
poral es necesario definir una coordenada temporal t. Siendo estdtico el espacio-tiempo
de Minkowski, existen sistemas de coordenadas (¢, %) donde la métrica 7, toma la forma

(ver D’Inverno, 1992, p. 183):
ds? = —dt® + hyj(Z)dx'da’, (2.2)

con ¢,j = 1,2, 3. Decimos que la coordenada ¢ es temporal pues su eje coordenado coincide

con un vector de Killing global tipo tiempo.
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Adoptando el sistema de coordenadas (t, ), definimos el difeomorfismo de inversion

temporal:

T:M* = M, 2 = (t,7) — 2" = (—t,3). (2.3)

Ante esta transformacién de coordenadas, las componentes de tensores contravariantes

/ /
transforman como p* = T* ,p”, donde:

-1 0 0 O
/ o+ 0 1 00

™, = = (2.4)
Oz 0 010
0 0 0 1

Los tensores covariantes, en cambio, transforman como p,, = T},,"p,,, donde:

-1 0 0 O
ox¥ 0 1 00

T = = (2.5)
Okt 0 010
0 0 01

Desarrollando las derivadas covariantes, la ecuaciones de Maxwell 2.1 en coordenadas

arbitrarias resultan: A
T
O™ +TH, FY = —7]'”,

O FF' + TH (o FY + TV (o FF+ (2.6)
Oy F°H 4+ T FH + T+, F7%+
OuF" + 17 F + 174, F¥* =0,
donde I'*,, son los simbolos de Christoffel, simétricos en los dos 1ltimos indices.
Apliquemos la transformacién de coordenadas inversién temporal T a las ecuaciones
de Maxwell 2.6. La forma tensorial de las ecuaciones se mantiene pues estan expresadas

en forma covariante general:

i / 13,0 471',/
8#/F‘“’ 4T a/#/FaV :_?]Va

8U’F'ulyl + FN’@’J’FO/VI + FV’a’U’F'u/al‘F
&/Fa'u' + Fa’a/ylFa'u' + FH,O/V/FU/O/—I—
O FY " 4TV F¥ 417 0 FV =0,

/i ’ / / , .
donde FFY =T# TV ,F* y I'" ys son los simbolos de Christoffel en las nuevas coor-

denadas.
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Comparando las ecuaciones 2.6 y 2.7 notamos que las ecuaciones de Maxwell se man-
tienen invariantes si y sélo si, los simbolos de Christoffel se mantienen invariantes ante el
difeomorfismo 7.

Los simbolos de Christoffel se transforman ante el difeomorfismo 7" segin:

/ /
/ oz Oz¥ Oz ox® Ozt Ozt
r# a'v = 7 7 MOU/ - 7 7
oz dx# Oxt 0z Jx# QrHox™

=TT, T T, (2.8)

donde las componentes de T u Y T,/" se muestran en 2.4 y 2.5, respectivamente. Puede
comprobarse facilmente de la ultima ecuacién que los simbolos de Christoffel son invarian-
tes ante el difeomorfismo de inversién temporal T, i.e. F“/a/w =T*a.

Hemos expresado las ecuaciones de Maxwell en forma covariante general. Ante el difeo-
morfismo inversion temporal 1" las ecuaciones mantienen su forma tensorial y los simbolos
de Christoffel en las ecuaciones se mantienen invariantes. Ambos hechos implican que las
ecuaciones de Maxwell son invariantes ante inversion temporal.

Finalmente, definimos el difeomorfismo de traslacion temporal para las coordenadas
estéticas como R : (t, @) — (t + to, &). Las matrices R, y R,/" asociadas coinciden con
la identidad. Siendo las ecuaciones covariantes general, se mantendran invariantes ante la
transformacion R. Por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell también son invariantes ante

traslacién temporal.

2.2. La Teoria de la Relatividad General

Las ecuaciones de campo de la Teoria de la Relatividad General, expresadas en forma
covariante general son:

rG

1
R}U/ - iRg“V = CTTIU‘V’ (29)

donde R, es el tensor de curvatura de Ricci, R el escalar de curvatura de Ricci, g, la
métrica de la variedad cuadrimensional M, G la constante de gravitaciéon universal, ¢ la
velocidad de la luz en el vacio y T}, el tensor de energia-impulso.

Si desarrollamos las ecuaciones de campo 2.9 para cierto sistema de coordenadas z*

obtenemos (Westman, 2009):

0 |:g>\n <agm\ + agnu _ 8g,u>\>:| 0 |:g,\,.§ <8gnu + agn,u _ aguu>:| i

oxV ozt dz> ozt )| 9 oxt  Oxv  Oxr
1 agn)\ 895 89 A 690 agau agu
= _pK AC no M P _ [ 2.1
o9 <8:L"“ dzr Oz dzv ~ OxP  Ox° (2.10)
B }gpn Ao <8gfw 4 89Hu . ag,uu) <890p + 9o . 89)42) _ 8rG

Ty,
2 Ozt oxv ok oz OxP ox° A r
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donde g"”(x) son las componentes de la matriz inversa a g, ().

Consideremos un difeomorfismo genérico:
Mo M, 2t 2t (2.11)

. . /
Las ecuaciones de campo 2.10 en el nuevo sistema de coordenadas z* son:

8 |: N/ <agnl)\/ agnlul 89#/)\/>:| _ 6 |: K (89511,/ 895’#’ 89#’”’)] +

ox’ OxH oz Oxr’ oxN OxH ox”’ Oxr’
+ lgp/“/gA/U/ 89;4)\/ agﬁ/l/«/ _ 8gﬂ/>‘/ 8go’p’ aga/y’ B 8gy’p’ B
2 oxt oxN oxr ox’ Oxr' ox”
. 1 o'k No! Grrv 895’/# . 8gu’u’ 8ga’p’ 0o’ N _ 89/\’/)’ _ 87TGT .
29 9 Oxt OxV' Oxr oxN Oxr' oxo' ) & THYY
(2.12)
donde: Ot O
X A
g:“'/l’/ (x/) — 782:“/ Wguy(l') = ENIVZV,VQMV(Q;>7 51
, ox* Ox” e b (2.13)
Tu’u’(-r ) = W?Tuy(aj) = EM/ ZV/ TM,/(ZL‘).

Comparando las ecuaciones 2.10 y 2.12 notamos que las ecuaciones de campo de Eins-
tein son invariantes ante un difeomorfismo genérico ¥, es decir son invariantes general.

No definiremos el difeomorfismo de inversién temporal como en la seccién anterior pues
el espacio-tiempo podria no ser estdtico. En cualquier caso, la inversiéon temporal es un
difeomorfismo y mostramos que las ecuaciones de campo se mantienen invariantes ante un
difeomorfismo genérico. Por lo tanto, las ecuaciones de campo de Einstein son invariantes
ante inversion temporal. De la misma forma, podemos justificar que las ecuaciones de
campo son invariantes ante el difeomorfismo de traslacién temporal, o ante cualquier otro

difeomorfismo que podamos definir.

En sintesis, hemos demostrado que las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de campo
de Einstein son invariantes ante los difeomorfismos de inversion y traslaciéon temporal. En
este sentido decimos que la Electrodindmica y la Teoria de la Relatividad General son

teorias invariantes ante inversién y traslacién temporal. Curiosamente, esto no garantiza
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que los resultados que de ellas se deduzcan mantengan estas invarianzas. Este problema

serd abordado en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Asimetrias temporales en fisica

Como mencionamos en la Introduccion, todas las representaciones formales de las leyes
fundamentales de la fisica son invariantes ante inversion y traslaciéon temporal. Sin embar-
go, de ellas pueden derivarse ecuaciones que no posean estas invarianzas. También pueden
resultar soluciones que no sean temporalmente simétricas'. En cualquiera de estos casos,

habremos realizado hipdtesis o exigido condiciones iniciales temporalmente asimétricas?.

En este capitulo mostraremos cémo esto es posible con dos ejemplos. Primero deduci-
remos el teorema-H original, formulado por Ludwig Boltzmann en 1872 en el marco de la
Mecanica Estadistica Clasica, una teoria invariante ante inversion y traslacién temporal.
La originalidad del trabajo de Boltzmann radica en obtener una funcién Hg(t) que no po-
sea esas invarianzas. Haremos hincapié en la hipdtesis que incluye esta asimetria temporal,
a saber el caos molecular.

Como segundo ejemplo obtendremos las soluciones a las ecuaciones de campo de Eins-
tein de la Teorfa de la Relatividad General llamadas universos de Friedmann. Estas solucio-
nes son casos particulares de los modelos de universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW), una de las aplicaciones mas importantes de la Teoria de la Relatividad
General. Presentaremos el formalismo necesario para encontrar y analizar estas soluciones.
Los modelos de Friedmann son soluciones temporalmente asimétricas (con una excepcién)
aunque las ecuaciones de campo de Einstein sean invariantes ante inversién y traslacion
temporal. Argumentaremos que la asimetria del resultado se de debe al tensor de energia-

impulso impuesto.

!Una solucién f(t) es temporalmente simétrica si existe un tiempo ts tal que f(ts+1t) = f(ts —t), para

todo tiempo t.
2Ver paradoja de Loschmidt (Loschmidt, 1876).

15
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3.1. El teorema-H

3.1.1. La funcion de Boltzmann

Consideramos un gas de baja densidad compuesto por N moléculas monoatémicas
similares y no interactuantes. Es imposible conocer con exactitud las posiciones 7; y ve-
locidades ¥; de las N moléculas pues, en general, N >> 10?3. Recurrimos entonces a un
estudio estadistico.

Llamamos f(7, ¥, t) a la funcién densidad de probabilidad de una particula en el espacio
de las fases®. La cantidad de particulas, en promedio, con posicién 7 € [, 74d7] y velocidad
U; € [U,7 4 dU] es igual a:

(7, 0, t)drdv. (3.1)

Suponiendo homogeneidad espacial, la funcién densidad de probabilidad no depende de
las coordenadas espaciales: f(7,v,t) = f(¥,t).

Dividimos el espacio de las fases en células finitas, numeradas 1,2, 3, ..., con volimenes
iguales w; = wy = w3 = .... Denotamos N;(t) = f(vj,t)w; al nimero de moléculas cuyas
coordenadas en el espacio de las fases se encuentran dentro del volimen w;. Para todo

tiempo t debe cumplirse:
N =) _N;j (3.2)

J
E = ZN]'EJ', (33)
J

donde N es el nimero de moléculas; €; la energia promedio de los estados en la célula w;;
FE la energia total del gas.

Debido a las colisiones entre moléculas, las cantidades INj(t) cambian con el tiempo.
Suponemos que las velocidades de dos particulas previas a una colisién son independientes,
es decir, introducimos la hipdtesis de caos molecular. El niimero de colisiones entre dos
moléculas por unidad de tiempo con estados pertenecientes a las células w; y w; que ter-
minan en estados pertenecientes a las células wy y w; es ijlNiNj, donde los coeficientes
ijl cuantifican la probabilidad de dicha colisién. Debido a la simetria de estas colisio-

nes, estos coeficientes deben cumplir: ijl = Bﬁl = Bllf Suponemos también el principio

3Fl espacio de las fases de un sistema fisico dindmico es un espacio de geometria simplética tal que
cada uno de sus puntos representa un estado posible del sistema. Para el sistema mecanico en estudio, los
estados estdn determinados por las posiciones §; y velocidades ¥; de cada molécula. Luego, es un espacio

de 6 N dimensiones.
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de reversibilidad microscépica que iguala las probabilidades de colisiones temporalmente

inversas: Bikjl = BZJZ Con estas hipétesis, la tasa de cambio de la cantidad N;(t) es:

Ni(t) =SSN (BENuN — BiINiN;) =
J k l

(3.4)
=222 By(Neli = NibVj).
i ko1
Definimos la funcién de Boltzmann:

Hg(t) =Y N;InN;. (3.5)

i

La derivada de Hp(t) respecto del tiempo es:

DD BRI

i ko1 (3.6)

IS > 5 B (VN = NN i+ ;) =
(]

:i E E Ek El BE(NyN, — N;N;)(In N;N; —In Ny ) < 0,
i

pues (x —y)(Iny —Inz) < 0, Vz,y > 1. Por lo tanto, la funcién Hp(t) decrece mondto-
namente con el tiempo, mantiéndose constante sélo si N;N; = NN, 4. Este es el famoso
teorema-H formulado por Ludwig Boltzmann en 1872.

La asimetria temporal del resultado 3.6 se relaciona directamente con la segunda ley

de la Termodinamica, como mostraremos a continuacién.

3.1.2. La segunda ley de la Termodinamica

Segun la ecuacion de Boltzmann, la entropia S de un macroestado termodindmico es:
S=kglnW, (3.7)

donde kp ~ 5.6704 x 107 8Wm 2K~ es la constante de Boltzmann, y W es el volumen
de la region del espacio de la fases compatible con el macroestado termodinamico. Para

el gas en estudio, suponiendo que los microestados permitidos son equiprobables, W es

4Puede demostrarse que la condicién N; N 7 = Ny N, se corresponde con la distribucién de velocidades

estacionaria de Maxwell-Boltzmann (ver Yourgrau, 1982).
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la cantidad de maneras en que las N moléculas similares pueden agruparse en grupos

Nl, NQ,
N!

W (N1, N ) = e

(3.8)
Segun las ecuaciones 3.7 y 3.8, la entropia del gas es:

S(t)=kglnW ~ kgNInN — kg Y N;InN; =
i (3.9)
=kgNInN — kgHg(t),

donde hemos utilizado la aproximacion de Stirling: In N!~ NIn N — N, N >> 1.
Derivando la Ecuacion 3.9 respecto del tiempo y haciendo uso del resultado 3.6 obte-
nemos:

S(t) = —kgH(t) > 0, (3.10)

que se interpreta como la segunda ley de la Termodindmica para el gas: la entropia de un
sistema, fisico cerrado crece con el tiempo hasta alcanzar el valor maximo.

Hemos deducido la segunda ley de la Termodindmica para el gas diluido desde la
Mecanica Estadistica Clésica. Esta teoria es invariante ante inversion temporal pero la ley
deducida no hereda esta propiedad. En la siguiente subseccién explicamos esta paradoja

aparente.

3.1.3. Caos molecular

La segunda ley de la Termodinamica no es invariante ante inversion temporal pues su
representacion matemadtica no mantiene la forma ante el cambio de coordenadas T : t —
—t. Sin embargo, la hemos deducido para un gas diluido desde la Mecénica Estadistica
Clasica, una teorfa invariante ante inversién temporal. La aparente paradoja se resuelve
pues, en la deduccion, hemos realizado una hipdtesis temporalmente asimétrica.

En 1894, Samuel Burbury senalé que la hipdtesis de caos molecular es temporalmen-
te asimétrica. En efecto, las velocidades de las moléculas se correlacionan luego de cada
colision y es necesario conocer estas correlaciones para que las colisiones sean procesos
reversibles. Ignorar estas correlaciones y suponer que las velocidades antes de cada coli-
sién son independientes es una aproximacion que facilita el cdlculo pero impide que estos
procesos sean reversibles. Entonces, debido a la hipdtesis de caos molecular, estamos estu-
diando procesos irreversibles que no reflejan la invarianza temporal de la teoria. No debe

sorprendernos obtener un resultado que tampoco refleje esta invarianza.
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El teorema-H no explica la asimetria temporal que expresa la segunda ley de la Ter-
modinamica pero desplaza esta asimetria a la hipdtesis de caos molecular. Esta reduccién
a manifestaciones mas fundamentales de la asimetria temporal nos acerca al origen de la
irreversibilidad en las “flechas del tiempo” y mejora nuestro entendimiento de la dindmica
detras de cada una de ellas (ver Price, 1996, p. 27).

En el presente trabajo proponemos explicar la irreversibilidad de las “flechas del tiem-
po” mencionadas en la Introduccién con condiciones iniciales cosmoldgicas. En la siguiente
seccién mostraremos cé6mo esto es posible, obteniendo soluciones cosmolégicas temporal-
mente asimétricas desde la Teoria de la Relatividad General, una teoria invariante ante

inversién y traslacién temporal.

3.2. Modelos cosmolégicos de Friedmann

3.2.1. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker

En el marco de la Teoria de la Relatividad General, representamos al espacio-tiempo
ET con una variedad real M de dimensién 4, pseudo-Riemanniana y C*> diferenciable.
La métrica g,,, de esta variedad queda determinada por el tensor de energia-impulso 7},

segun las ecuaciones de campo de Einstein 2.9.

FLRW

Las métricas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker g,

, junto con las fuentes

correspondientes TEVLRW, conforman una clase de modelos de espacio-tiempo del universo:
FLRW __ FLRW ~nFLRW
Mep™ = (M, g, ", T, ) (3.11)

Estos modelos estan basados en suposiciones fuertes como homogeneidad e isotropia espa-
cial en la distribucién de materia. En esta seccion justificaremos estas hipotesis y obten-
dremos soluciones particulares de las métricas de FLRW, llamadas modelos de Friedmann.
Para un desarrollo matematico detallado se recomienda el libro de M. P. Hobson, et al.
(2006).

Existe evidencia observacional para aceptar isotropia en la distribucién de materia
espacial del universo. Por ejemplo, se observan distribuciones aproximadamente isotrépi-
cas de galaxias lejanas, fuentes de radio, el fondo de radiacién en rayos-X y rayos-y. La
evidencia més contundente, sin embargo, es el fondo césmico de radiacién de microondas
(CMB) cuya distribucién espacial es isotrépica con una precisién extraordinaria.

Aceptamos también el principio cosmoldgico que propone que no nos encontramos

en una posicién especial en el universo. La isotropia observada junto con el principio
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[
e

Figura 3.1: A la izquierda vemos un esquema de las lineas de mundo de observadores con

cuadri-velocidades u®. Debido a la isotropia, para cualquier par de vectores s{, s§ tangentes
a p y ortogonales a u?, existe una isometria que mantiene p y u® fijos pero rota s§ hacia
s9. A la derecha vemos un esquema de hipersuperficies tipo espacio homogéneas. Para

cualquier par de puntos p, ¢ € X, existe una isometria que traslada p a q.

cosmoldgico implican que la distribucién de materia en el universo debe ser homogénea a
gran escala. Esta homogeneidad serfa visible a distancias del orden de 10?'m.
Matematicamente, la isotropia y la homogeneidad espacial de un modelo de espacio-

tiempo se definen como (ver Wald, 1984, p. 92):

= Un modelo de espacio-tiempo es espacialmente isotrdpico respecto al punto p si existe
una congruencia de curvas tipo tiempo en p (observadores) con cuadri-velocidades
tangentes u®, que cubren todo el espacio-tiempo. Ademas, si s{, s§ son dos vectores
tipo espacio tangentes al punto p (ortogonales a u®), entonces existe una isometria
que mantiene fijos a p y a u® pero rota s{ hacia s§. En la Figura 3.1 mostramos un

esquema de estos constructos.

= Un modelo de espacio-tiempo es espacialmente homogéneo si puede foliarse por un
conjunto de hipersuperficies tipo espacio Y, cada una definida por un valor del
parametro t. Ademas, dada una hipersuperficie X; y dos puntos p, ¢ € ¥, existe una

isometria que traslada p a q. Ver la Figura 3.1 para un esquema de estos constructos.

Debido las hipétesis de homogeneidad e isotropia, las hipersuperficies homogéneas

tipo espacio X; son ortogonales a las lineas de mundo de los observadores coméviles® con

5Llamamos observadores o sistemas coméviles a aquellos cuyo movimiento estd determinado solamente
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Hipersuperficie
tridimensional tipo
espacio

~ Superficie de simultaneidad
para espacio-tiempo de
I Minkowski local
Lineas de mundo ' : :
de observadores A : 4 : i
comdviles : | :

Figura 3.2: Esquema de la topologia M = ¥ x R. Cada hipersuperficie tridimensional tipo
espacio Y; define una coordenada temporal ¢ € R. Los sistemas de referencia fijos a las
galaxias son coméviles pues su movimiento estd determinado sélo por la accién gravita-
toria. Sus lineas de mundo son geodésicas tipo tiempo, ortogonales a las hipersuperficies

tipo espacio.

vectores tangentes u®. Si no lo fuesen, la proyecciéon de u® sobre ¥; determinaria una
direcciéon espacial preferencial, violando la hipdtesis de isotropia. Matematicamente, esto
significa que la topologia de la variedad M es ¥ x R, donde ¥ denota el conjunto de
hipersuperficies tipo espacio ¥; y R el conjunto de valores para el parametro t. En la
Figura 3.2 mostramos un esquema de esta topologia.

Las galaxias recorren las geodésicas de tipo tiempo ortogonales a las hipersuperficies
tipo espacio pues su movimiento estd determinado sélo por la accién gravitatoria (postu-
lado de Weyl). En un sistema de coordenadas (r, 6, ¢) comévil al movimiento geodésico,
las coordenadas espaciales de las galaxias se mantendran constantes. Utilizamos el tiempo
propio t de estos sistemas para definir un sistema de coordenadas global comévil (¢, 7,6, ¢).
En estas coordenadas, el elemento de linea del espacio-tiempo homodgeneo e isotrépico es-

pacialmente toma la forma:

2

.
1 — kr2

ds? = —dt* + R*(t) + 7% (d6? + sin® 0d¢?) | | (3.12)

por la accién gravitatoria.
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donde k = —1,0, 1, es una constante que define la curvatura de las hipersuperficies espacia-
les, y R(t) es una funcién a determinar que llamamos factor de escala. El elemento de linea
3.12 es propio de las métricas de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker en coordenadas
comoviles.

Hasta aqui, s6lo hemos hecho hipdtesis sobre la estructura del espacio-tiempo cos-
moldgico. Esto nos condujo al resultado 3.12 pero no fue suficiente para caracterizar a la
funcién R(t). La forma de esta funcién determina la simetria o asimetria temporal de las

distintas soluciones 3.12.

3.2.2. El fluido cosmolégico

Para determinar el factor de escala R(t) en la métrica 3.12 recurrimos a las ecuaciones

de campo de Einstein, sin constante cosmoldgica, que estudiamos en la seccion 2.2:

rG

1
RNV — ERQ“V = CTTIU‘V' (313)

Con la métrica 3.12 calculamos los términos de naturaleza geométrica en el miem-
bro izquierdo de las ecuaciones. El miembro derecho hace referencia a la distribucién de
energia-impulso a escalas cosmoldgicas. En este sentido, tenemos en cuenta la materia ba-
riénica ordinaria concentrada en galaxias y los fotones del CMB. En cada hipersuperficie
>t, modelamos a las galaxias como particulas de polvo sin velocidades peculiares y a los fo-
tones del CMB como un gas de fotones en equilibrio térmico. El tensor de energia-impulso

de ambos sistemas puede aproximarse con el de un fluido perfecto:

To = [p(t) + p(t)] Wt + P(t) gy (3.14)

donde p(t) y p(t) son la densidad y presién del fluido, respectivamente; u# es la cuadrivelo-
cidad de las particulas que lo componen, en coordenadas coméviles u* — (1,0,0,0); ¥ guv
son las componentes de la métrica 3.12. Habiendo despreciado las velocidades peculiares
de las galaxias, la ecuacion de estado del polvo es p = 0. Para los fotones, en cambio, la
ecuacién de estado es 3p = c?p.

Reemplazando las cantidades geométricas propias de la métrica 3.12 y el tensor de
energia-impulso de un fluido ideal 3.14 en las ecuaciones de campo 3.13 obtenemos, en
principio, diez ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Sin embargo, debido a las

simetrias del espacio-tiempo, sélo dos de ellas son independientes:
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R ATC g =0, (3.15)

L\ 2
R 8tG Ak
—_——— — .1
(R) 3 p+ 5 0, (3.16)

denominadas ecuaciones de Friedmann.

Utilizamos también la ecuacién de conservaciéon T#”.,, = 0, de la cual obtenemos:

it _

p

p+ (p+ 6—2) 0. (3.17)

Por conveniencia, definimos el factor de escala normalizado a(t) y la funcién H(t)

CcOoImo:

H(t) = 7 (3.18)

Sip>0yp >0 entonces, de la Ecuacién 3.15, resulta R < 0. Equivalentemente,
resulta d¢ < 0. Esto implica que a # 0 y el universo debe expandirse o contraerse. En la
época actual tg, midiendo los corrimientos al rojo de galaxias lejanas se obtiene el valor

(Planck collaboration, 2014):

km
s Mpc’

a(ty) = Hy ~ 67.3 (3.19)

que llamamos constante de Hubble.

Ademas, siendo d < 0, el factor de escala normalizado es céncavo hacia abajo y debe
anularse para ciertos eventos con coordenada temporal ¢t = 0, que constituyen el llamado
big bang. Cuando t — 0 el volumen de las hipersuperficies tipo espacio tiende a cero y tanto
la densidad como la curvatura divergen. Evidentemente, la solucién tiene un comporta-
miento patoldgico t = 0. El espacio-tiempo es singular en el sentido de que es incompleto
(ver Romero, 2013). Bajo condiciones muy generales, los teoremas de singularidad de Haw-
king y Penrose (1970) predicen la incompletitud de ciertos espacios-tiempo, mostrando las
limitaciones de la Teoria de la Relatividad General en representar estos sistemas.

Teniendo en cuenta las ecuaciones de estado correspondientes, resolvemos la ecuacién

de conservacién 3.17 y resultan las densidades:
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m(tO)

s

pm(t) = O para el polvo, (3.20)
pr(t) = prito) para la radiacién. (3.21)
a(t)*’

Estas expresiones muestran que la densidad de radiacién domina cuando a << 1 pero
puede despreciarse, respecto a la de polvo, en la época actual.

Los modelos cosmolégicos de Friedmann representan universos de FLRW sin constante
cosmologica y s6lo con contenido de materia tipo polvo. Reemplazando la expresién 3.20

en la segunda ecuacién de Friedmann 3.16 obtenemos:

1= Qm+ U, (3.22)

donde hemos definido las densidades adimensionales de materia y curvatura:

&G 2

m(t) 3H2(t) Pm(t)a Qk(t) = —Wk. (3.23)

Teniendo en cuenta que €2 o+ Q2,0 = 1, la ecuacién de Friedmann 3.22 puede reescri-

birse como:

da\? Qo 1 [e . 1/2
<dt> 0 ( a * ’0> Hy /o [Qm,o + (1= Q) z. (3.24)

Esta integral puede resolverse facilmente para los distintos valores de ), ¢. Distinguimos

tres clases de soluciones, diferenciadas por el signo de las densidades de curvatura espacial:

» Si Qo =1 (k=0), se obtiene rdpidamente:

a@)::<§£hé>W3. (3.25)

Este modelo recibe el nombre de univero de Einstein-de Sitter o universo de Fried-

mann plano.

» Si Qo > 1 (k = 1), la integral se resuelve por medio del cambio de variables
T = [Qno/(Qmo — 1)]sin?(p/2), donde ¢ se llama dngulo de desarrollo y toma

valores en el intervalo [0, 27]. La solucién es:

QmO
s —
a STEom. 1)( cosp), t

_ Qm,O
2H, (Qm,g -1

EE (p —singp) |, (3.26)

y la llamamos modelo de Friedmann cerrado.
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» Si Qp0 <1 (k= —1) la integral se resuelve por medio del cambio de variables

z = [Qno/(1 — Qno)]sinh?(p/2) y se obtiene:

QmO
=m0 (eoshp—1), ¢
a 2(1—Qm,0)(COS % ),

_ Qm,O
2Ho(1 — Qg

72 (sinh — ) | (3.27)

Llamamos a esta solucién modelo de Friedmann abierto.

Como mencionamos, estas soluciones se denominan modelos de Friedmann, representan
universos de FLRW, sin constante cosmoldgica y con contenido de materia tipo polvo. En

la Figura 3.3 graficamos los distintos factores de escala en funcién del tiempo césmico ¢.

3.2.3. Asimetrias temporales en los modelos de Friedmann

En la Figura 3.3 notamos que el universo de Friedmann cerrado es una solucién tem-
poralmente simétrica pués existe un tiempo tg = tpc/2 tal que a(ts —t) = a(tg + t), para
todo t. Sin embargo, los universos abierto y plano no poseen esta propiedad. Decimos que
estas ultimas son soluciones temporalmente asimétricas. Se podria argumentar que las tres
soluciones son simétricas respecto al tiempo ¢t = 0 pues a(t) = a(—t) pero, formalmente,
la singularidad ¢ = 0 no es parte del espacio-tiempo.

Para el universo cerrado, con densidad de curvatura negativa, el tensor de energia-
impulso impuesto implica condiciones idénticas para los instantes inicial y final. De alli
la simetria de la solucién. En cambio, para los universos abierto y plano, el tensor de
energia-impulso impuesto implica condiciones muy distintas para los instantes inicial y

final. Imponiendo estas condiciones, hemos incluido la asimetria temporal del resultado.

En este capitulo hemos mostrado como desde teorias invariantes ante inversion y tras-
lacién temporal pueden deducirse resultados que no poseen estas invarianzas, como el
teorema-H desde la Mecanica Estadistica Clasica. Hemos senalado que este resultado no
es invariante ante inversién temporal debido a la hipdtesis de caos molecular realizada.

Mostramos también como pueden resultar soluciones temporalmente asimétricas desde
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Figura 3.3: Grafico de la evolucién de los factores de escala de los modelos de Friedmann
abierto, plano y cerrado, en funcién del tiempo césmico t. Puede demostrarse (ver Hobson,
et al., 2006, p. 401) que los comportamientos de estos factores de escala son similares cerca
del big bang. Sin embargo, su evolucién depende crucialmente de los pardmetros €2, o y
Q0. Mientras que los factores de escala de los modelos abierto y cerrado tienden a infinito
cuando t — oo, el factor de escala del modelo cerrado se anula en un tiempo finito tgc # 0
en un evento denominado big crunch. Por otro lado, el valor de la velocidad de expansién
a(t) del modelo abierto tiende a una constante positiva cuando ¢ — co. Para el modelo
plano, en cambio, el valor de la velocidad de expansion tiende a cero en ese mismo limite.
La velocidad de expansion para el modelo cerrado tiene la particularidad de anularse en

un tiempo finito tpc/2.
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teorias invariantes ante inversién y traslacién temporal, como los universos de Friedmann
desde la Teoria General de la Relatividad. En estas soluciones, la asimetria temporal fue
incluida por medio del tensor de energia-impulso que impone condiciones fisicas muy dis-
tintas en el inicio y final del universo (excepto para el universo de Friedmann cerrado).
Destacamos que reducir la asimetria temporal a sus manifestaciones méas fundamen-
tales implica un mayor entendimiento en la dindmica detras de los procesos irreversibles
y nos permite inferir sobre el origen de dicha irreversibilidad. En el siguiente capitulo
estudiaremos un sistema fisico que nos permitiréd relacionar condiciones cosmoldgicas glo-
bales con procesos irreversibles locales de naturaleza electromagnética. El sistema fisico a

estudiar son los agujeros negros cosmologicos acretantes.
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Capitulo 4

Agujeros negros cosmologicos

acretantes

En este capitulo estudiaremos las propiedades de los agujeros negros cosmolégicos
acretantes. En particular, calcularemos una cota minima para el crecimiento del area de
sus horizontes de eventos. Como veremos en el préximo capitulo, el crecimiento de estos
objetos permite un acoplamiento entre procesos globales de naturaleza gravitatoria con
procesos electromagnéticos locales.

En la primera seccién daremos una definiciéon formal y estudiaremos las propiedades de
un agujero negro de Schwarzschild. Luego, en la segunda seccién, discutiremos los efectos
producidos sobre el area del horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild al
ser embebido en un espacio-tiempo de FLRW. Llamamos a estos objetos agujeros negros
cosmologicos. En la tercera seccién calcularemos el incremento de la masa de un agujero
negro de Schwarzschild por la inevitable acrecion de los fotones del CMB. Finalmente, en la
cuarta seccién, definiremos el factor de llenado como el cociente entre el area del horizonte
de eventos de un agujero negro cosmoldgico acretante y el area de una hipersuperficie
cosmologica esférica de tipo espacio. Este factor caracteriza el crecimiento minimo del

area del horizonte de eventos con respecto a la expansién del universo.

4.1. Agujero negro de Schwarzschild

En 1783, el gedlogo inglés John Michell model6 un cuerpo con densidad tan grande que
ni siquiera la luz podia escapar de su atraccion gravitatoria. Este modelo fue desarrollado

en el marco de la teoria gravitacional de Newton y se descarté al descubrir la naturaleza

29
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ondulatoria de la luz.

En 1915, Albert Einstein completé la Teoria de la Relatividad General y, desde en-
tonces, sus predicciones han sido comprobadas exitosamente. Entre estas predicciones se
encuentra que la luz es influenciada por interacciones gravitatorias. A lo largo del siglo
XX, importantes fisicos como K. Schwarzschild, S. Chandrasekhar, R. Oppenheimer, R.
Kerr y R. Penrose, estudiaron soluciones a las ecuaciones de Einstein y las propiedades de
la materia ante el colapso gravitatorio. La implosién de una estrella con masa M > 10M
es un mecanismo posible para la formacion de objetos completamente colapsados gra-
vitacionalmente. Los fisicos soviéticos, entre quiénes destacamos a Yakov B. Zeldévich,
utilizaban el término estrella congelada para designarlos. En 1967, el fisico estadouniden-
se John Wheeler decidi6 resaltar la existencia del horizonte de eventos e implementé el
término agujero negro que fue aceptado rapidamente por la comunidad cientifica.

Actualmente, existen evidencias astronémicas considerables que apoyan la existencia
de agujeros negros en el universo (ver Casares, 2006; Camenzind, 2007; Paredes, 2009;
Romero & Vila, 2013). En esta seccién definimos formalmente el modelo mas sencillo
de estos objetos, llamado agujero negro de Schwarzshild. Trabajamos en el contexto de la
Teoria de la Relatividad General pues, como mencionamos, los agujeros negros son objetos
puramente relativistas.

La métrica de Schwarzschild es la solucién a las ecuaciones de campo de Einstein que
representa al espacio-tiempo en el exterior de una cuerpo esféricamente simétrico de masa
M. Esta solucion, aplicada al exterior del Sol, se ha utilizado para entender y corroborar
las principales predicciones de la Teoria de la Relatividad General en régimen de campo

débil. La métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas y estéaticas (¢,r,0, ¢) es:

—1
ds® = — <1 — 2GM> Adi? + <1 — 2GM> dr? 4 r*(d6* + sin? 0d¢?), (4.1)

rc2 rc?
donde G es la constante de gravitacion de Newton y ¢ la velocidad de la luz en el vacio.
La solucion de Schwarzschild 4.1 es una solucién de vacio pues el tensor el Ricci es nulo, y
suele unirse a una solucién de interior estelar para completar la representacién del espacio-
tiempo.

Ademas del Sistema Solar, la solucién 4.1 posee otras aplicaciones importantes. No se
conoce fuerza alguna que detenga el colapso gravitatorio una estrella con masa M > 10M.
El espacio-tiempo que resulta de este colapso estd representado completamente por la
métrica 4.1. Luego, la solucién de Schwarzschild también describe al espacio-tiempo en un

régimen de campo fuerte.
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La métrica 4.1 parece tener patologias en r = 0y en r = 2GM/c?, este tltimo llamado
radio de Schwarzschild rg. Para determinar si estas patologias son propias de regiones
singulares o se deben a la eleccién de coordenadas, analizamos algiin escalar independiente
de las coordenadas. El escalar de Kretschmann para la métrica de Schwarzschild es (e. g.

Henry, 2000):
48G?M?

= pvpo _
K =R, 0R =~

, (4.2)

donde RM"P7 es el tensor de curvatura de Riemann. De la expresién 4.2 notamos que el
espacio-tiempo de Schwarzschild es singular en r = 0. Por otro lado, la singularidad en
r = rg es aparente y se debe a la eleccién de coordenadas'. Deben existir sistemas de
coordenadas en los cuales la métrica de Schwarzschild es regular en r = rg.

En las coordenadas de Eddington—Finkelstein:

_ 2GM —2GM/c?
Ty =T+ 2 10g T2GM/CQC 5 (4 3)
v=ct+ 71y,
la solucién de Schwarzschild 4.1 toma la forma:
2GM
ds? = — <1 - — ) dv? + 2drdv + r*(d6? + sin® 0d¢?), (4.4)
re

que es regular en r = rg.

En la Figura 4.1 mostramos un diagrama del espacio-tiempo de Schwarzschild y sus
conos de luz, en coordenadas de Eddington—Finkelstein. De esta figura notamos que la
superficie r = rg es de tipo luz y que, al cruzarla, no existen curvas causales de tipo tiempo
que permitan regresar al espacio exterior. En otras palabras, los eventos que ocurren en
r < rg estdn desconectados del resto del espacio-tiempo. En este sentido decimos que la
superficie r = rg es un horizonte de eventos y llamamos agujero negro a la regién del
espacio tiempo con r < rg.

Pueden utilizarse distintos sistemas de coordenadas para describir un agujero negro de
Schwarzschild. Por este motivo, buscamos una definicién del mismo que sea independiente
del sistema de coordenadas elegido. Para ello, es necesario introducir algunos conceptos

preliminares (ver Hawking & Ellis, 1973; Wald, 1984):

= Una curva causal en un espacio-tiempo (M, g,,) es una curva, o seccién de curva,

que no es de tipo espacio.

'El primero en notar que el horizonte de eventos era una singularidad aparente fue monsefior G. Lemaitre

(1933).
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Figura 4.1: Diagrama de espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Edding-
ton—Finkelstein. Se muestra el comportamiento de los conos de luz y de una geodésica
tipo tiempo en las proximidades del horizonte de eventos rs = 2M (unidades de Planck:
¢ =G =1). La regién 11 representa al agujero negro de Schwarzschild y la regién 1 al resto

del universo.
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= Un modelo de espacio-tiempo (M, g,.,) es temporalmente orientable si puede definirse

sobre la variedad M un campo vectorial suave, de tipo tiempo.

= Si (M, gu) es un modelo de espacio-tiempo temporalmente orientable, entonces de-

finimos el futuro (pasado) causal de p € M, denotado J*+(=)(p), como:

Jt)(p) = {g € M | 3 una curva causal futura (pasada) desde p hasta ¢}. (4.5)

» El futuro (pasado) causal de una regiéon S C M es:

T = 7 0. (4.6)
peS
= Una superficie S de tipo espacio es una superficie de Cauchy si toda curva causal en

M cruza a S una y sélo una vez.

= Un modelo de espacio-tiempo (M, g,.) se dice globalmente hiperbélico si, y sélo si,

M incluye una superficie de Cauchy.

Consideremos un espacio-tiempo (M, g,,) dénde todas las geodésicas tipo luz que
comienzan en la regién J~ terminan en la regién J T, y existe una regién abierta V € M,
tal que M N J~(JT) € V y (V,gu) es globalmente hiperbdlico®. Este espacio-tiempo
contiene un agujero negro si M no estd contenida en J~(J 7). En otras palabras, existe
una regién donde las geodésicas nulas no pueden alcanzar al futuro asintético plano®.
Dicha regién estd causalmente desconectada del futuro global y es igual a BH = [M —
J=(J1)]. Llamamos agujero negro a la region BH y horizonte de eventos a su frontera
H=J(J")NM (ver Romero, 2014).

En la Figura 4.1 presentamos el diagrama conforme de Penrose-Carter de un agujero
negro de Schwarzschild. Estos diagramas se obtienen de ciertos cambios de coordenadas
conformes sobre la métrica 4.4 y son muy utiles ya que permiten visualizar la estructura
causal del espacio-tiempo infinito en regiones acotadas.

La definicién de agujero negro que presentamos no hace referencia a ninguna propie-
dad local, como la intensidad del campo gravitatorio. Por el contrario, hace referencia a
propiedades de la estructura causal global del espacio-tiempo. Segin esta definicién, es im-

posible identificar un agujero negro sin conocimientos globales del espacio-tiempo. Puede

2Los espacios-tiempo con esta propiedad se denominan predecibles fuerte y asintdticamente.
3Un espacio tiempo es asintéticamente plano si, en coordenadas apropiadas, los lfmites de los coeficientes

de la métrica en infinito tienden a los coeficientes de la métrica plana de Minkowski.



34 CAPITULO 4. AGUJEROS NEGROS COSMOLOGICOS ACRETANTES

Singulatidad (r = 0) I

Agujero negro

Figura 4.2: Diagrama conforme de Penrose-Carter de un agujero negro de Schwarzschild.
Las geodésicas tipo luz se representan con semirectas de pendientes +1. Ninguna curva
causal puede alcanzar el futuro infinito tipo luz desde el agujero negro. Como es usual en
estos diagramas, denotamos J (=) al futuro (pasado) infinito tipo luz que es la regién del
espacio-tiempo donde se dirigen (originan) las geodésicas tipo luz cuando el tiempo tiende
a +00 (—00). Anédlogamente, denotamos it(~) al futuro (pasado) infinito tipo tiempo. Por
dltimo, denotamos i al infinito tipo espacio que es la regién del espacio-tiempo dénde

divergen las coordenadas espaciales radiales (ver Booth, 2005).
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argumentarse que la existencia de un objeto no puede depender de la ocurrencia de eventos
en el futuro infinito global. En este sentido, existen otras definiciones de agujero negro en
términos de propiedades locales como la intensidad del campo gravitatorio o superficies

de captura (ver Booth, 2005).

4.2. Agujeros negros cosmologicos

La definicién de agujero negro que presentamos en la seccién anterior es conceptual-
mente importante pero no sirve para representar sistemas astrofisicos reales como los resul-
tantes del colapso de una estrella, la fusion de dos agujeros negros, la acrecion de particulas,
etc. Tampoco sirve para representar a un agujero negro embebido en un espacio-tiempo
distinto al de Minkowski. En todas estas situaciones dindmicas, el concepto de agujero ne-
gro debe ser generalizado. En esta secion estudiamos el efecto sobre la masa de un agujero
negro al ser embebido en un universo de FLRW.

Llamamos agujero negro cosmoldgico al sistema fisico representado por una solucién
de agujero negro de las ecuaciones de campo de Einstein que asintéticamente representa
algin modelo cosmoldgico. Definir formalmente a estos objetos o estudiar en detalle las
propiedades de sus horizontes es una tarea que excede los objetivos de este trabajo. Para
un andalsis completo ver los trabajos de Booth (2005) y Faraoni (2013).

Suponemos que los agujeros negros cosmoldgicos son sensibles a la expansién del uni-
verso. Al ser regiones del espacio-tiempo, inferimos que aumentan o reducen su tamano
en forma comovil al mismo. En este sentido, aceptamos la propuesta de masa cuasi-local
de Hawking-Hayward para un agujero negro cosmoldgico en funcién del tiempo césmico

(Hawking, 1968; Hayward, 1994):

Mgy (t) = Moal(t), (4.7)

donde Mj es la masa del agujero negro en la época actual tg y a(t) es el factor de escala
normalizado en el modelo de universo FLRW asintético.

Utilizando la propuesta de Hawking-Hayward 4.7, Sultana y Dyer (2005) encontraron
soluciones exactas a las ecuaciones de campo de Einstein que representan a un agujero
negro embebido en un universo de FLRW plano con a(t) o« t*/3 (ver también Gao, et
al., 2008). Con la misma propuesta, Faraoni y Jacques (2007) obtuvieron soluciones que
representan a un agujero negro en un universo de FLRW plano con factor de escala a(t)

genérico. Por otro lado, hemos estudiado la validez de la propuesta de Hawking-Hayward
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en modelos de universos con curvatura no nula. Detallamos nuestros calculos y resultados

en el Apéndice A de esta tesis.

4.3. Acreciéon del fondo cosmico de microondas

Las particulas més abundantes del universo son los fotones del fondo césmico de micro-
ondas (CMB). La densidad actual de estos fotones es: n§™B = 411 cm ™2, mucho mayor que
la densidad de fotones emitidos por objetos estelares. Se distribuyen homogéneamente en
el espacio y presentan un espectro térmico muy preciso, con temperatura TOCMB =272 K
(ver Figura 4.3). A pesar de la alta densidad, su temperatura es muy baja y la densidad
de energfa despreciable: Q§MB oc 107 (ver Rich, 2001, p. 12).

Debido a la universalidad de estas particulas, todos los objetos del universo necesaria-
mente interactian con ellas. En esta seccién estudiaremos como aumenta la masa de un
agujero negro de Schwarzschild debido a la acrecién de fotones del CMB. Calcularemos
la tasa de acrecion de fotones por un agujero negro de Schwarzschild inmerso en un baino

térmico y luego aplicaremos este resultado para los fotones del CMB.

4.3.1. Acrecién de radiacién térmica

Sea un agujero negro de Schwarzschild de masa M inmerso en un bafio térmico de
fotones en equilibrio termodindmico. Algunos de estos fotones cruzaran el horizonte de
eventos, incrementando la masa M del agujero negro. Decimos que habrd acrecion de
radiacion térmica.

Las condiciones termodinamicas de equilibrio son distintas para distintos espacios-
tiempo. La temperatura de un bafio térmico es una medida de la distribucion de frecuencias
ny. La frecuencia asociada a un fotén en el espacio-tiempo de Schwarzschild depende de
la coordenada r por medio del factor de corrimiento a(r) = /—goo(r). Esto sugiere que la
temperatura del gas en equilibrio dependera del mismo factor. Para demostrarlo, utilizamos
la conservacién del tensor de energia impulso T#”., = 0 y una ecuacién de estado para el

gas de fotones:

dp dlna
0 = (u+p) e (4.8)
1
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Figura 4.3: Espectro del fondo césmico de microondas, la radiacién de cuerpo negro mas
precisa que se haya observado. Se muestran los resultados del satélite COBE, obtenidos
entre 1989 y 1996. Actualmente existen mediciones més precisas realizadas por la misién

WMAP y el satélite Planck.

donde p y u son la presién y densidad de energia del bano térmico, respectivamente, y
a(r) = /=goo(r).

Reemplazando la Ecuacién 4.9 en la Ecuacién 4.8 e integrando, resulta u(r) = e /a(r)?,
donde u es la densidad de energia cuando r — oco. Combinando este resultado con la
ecuacién de estado u(r) o T(r)4, la temperatura del gas de fotones que mide un observador

estdatico en r resulta:

T(r) = (4.10)

donde T, es la temperatura medida en r — oo. La expresién 4.10 para la temperatura
del gas de fotones se denomina temperatura de Tolman.
Analizamos la acrecién de fotones como observadores estaticos espacialmente “en el

infinito”. La cuadrivelocidad unitaria de un observador estatico en la geometria de Sch-
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warzschild es u# — (1 / \/gR,0,0,0). Tomando el limite 7 — oo encontramos para un
observador estatico en infinito: u# = t* — (1,0,0,0). Si medimos la energia de un fot6n
que se dirige al agujero negro por medio de la geodésica nula k = k#9, obtendremos el
valor Eo, = ut'k, = ko = hv.

El espacio-tiempo de Schwarzschild es estacionario. Luego, el campo vectorial ¢ = t#9,,
es un campo vectorial de Killing, implicando la conservacién de la cantidad t*k, = ko =
hvs alo largo de la geodésica k. Esta cantidad conservada es la energia del fotén y coincide
con nuestra medicién en el infinito. Si el fotén cruza el horizonte de eventos, aportara dicha
cantidad de energia al agujero negro.

Nos proponemos calcular el nimero de fotones capturados por el agujero megro por
unidad de tiempo N, o F en términos de la energia incorporada. Para ello, recurriremos a
resultados clédsicos de dispersion de particulas.

Cuando un flujo de particulas J incide sobre un dispersor, el nimero de particulas

dispersadas por unidad de tiempo es:

N = Jo, (4.11)

donde o es la seccion eficaz total que cuantifica el area de impacto del sistema. En caso
que el dispersor sea una esfera rigida de radio R, vale 0 = mR2. Modelamos al agujero
negro como un blanco dispersor y a los fotones como las particulas proyectiles, que no
serdan dispersadas, sino capturadas.

El radio de la esfera rigida dispersora sera la menor distancia a la que puede acercarse
un fotén al agujero negro sin ser capturado. Designamos a esta distancia radio de captura
R.. Del estudio de las geodésicas nulas en la geometria de Schwarzschild resulta:

V27

RC = TTS, (412)

donde rg es el radio de Schwarzschild del agujero negro.

Por homogeneidad, el flujo de fotones a través de la superficie r — oo es:
Joo = PooC, (4.13)

donde po es la densidad de fotones en » — 0o y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

Combinando las ecuaciones 4.11, 4.12 y 4.13 resulta la tasa de acrecion:

N = poocmR2. (4.14)
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Multiplicando la tasa de acrecién 4.14 por la energia de cada fotén obtenemos la tasa de

energia incorporada:

E = uscmR2, (4.15)

donde u es la densidad de energia de los fotones en infinito.
La energia de un agujero negro de Schwarzchild es Fgy = Mprc?. Luego, debido a la

acrecién, su masa aumentara como:

R?

Mgy = Uoo (4.16)

La densidad de energia de los fotones en infinito depende de la temperatura segin:
Uoo = bTL, (4.17)

donde b = 1.917 x 10~ Perg K=% cm™3. Reemplazando la densidad de energfa 4.17 en la

tasa 4.16 resulta:

: 27G?b
Mgy = iJ\[ZT;*O. (4.18)

c2

A continuacion, utilizaremos este resultado para calcular como crece la masa de un
agujero negro de Schwarzschild debido a la acrecién de los fotones del CMB en funcién

del tiempo césmico t y de la temperatura del CMB observada “en infinito”.

4.3.2. Aplicacién al fondo césmico de microondas

Un agujero negro aumenta su masa debido a la acrecién de fotones del CMB. Pa-
ra estimar la tasa de acreciéon simplemente debemos reemplazar en la Ecuacién 4.18 la
temperatura del CMB observada. Sin embargo, debido a la expansién del universo, la
temperatura del CMB no es constante sino una funcién del tiempo césmico t.

En la Seccién 3.2.2 encontramos cémo depende la densidad de radiacién del tiempo
césmico t en un universo de FLRW (Ecuacién 3.21). Combinando este resultado con la

Ecuacién 4.17 obtenemos que la temperatura del CMB depende de ¢ segun:

TOCMB
"oty

donde T, SMB es la temperatura del CMB en la época actual y a(t) es el factor de escala

TCMB (t)

(4.19)

normalizado.
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Finalmente, de las Ecuaciones 4.18 y 4.19 obtenemos la tasa de acrecién dependiente

. 27G2b T, \*
MSMB _ M2 (=2 . 4.20
BH 2 a(t) ( )

del tiempo:

Integrando la ecuacion anterior en el tiempo, la masa del agujero negro para t > tg

por acrecion de fotones del CMB es:

L27G?D To \*
MENB(t) = My + AMSNB () = M, + / 7? MZ( 0)) dt, (4.21)
to

donde My es la masa en la época actual ¢y del agujero negro.

En la siguiente seccion calcularemos el aumento total del area del horizonte de eventos
de un agujero negro de Schwarzschild debido a la expansién del universo y a la acrecién
de los fotones del CMB. Compararemos el crecimiento del area del horizonte de eventos

con la expansion cosmoldgica del area de una hipersuperficie esférica tipo espacio.

4.4. FEl factor de llenado

En las secciones anteriores estudiamos procesos por los cuales aumenta la masa de
un agujero negro de Schwarzschild en un contexto cosmolégico. Este aumento en la masa
implica el crecimiento del radio de Schwarzschild del agujero negro y del area del horizonte
de eventos. Por otro lado, una hipersuperficie esférica tipo espacio en la geometria de
FLRW crece debido a la expansién del universo. En esta seccién calculamos el cociente
entre el area de estas superficies para mostrar que la expansion del horizonte de eventos
de un agujero negro supera a la expansion de una hipersuperficie esférica tipo espacio.

Definimos el factor de llenado f(t) como el cociente entre el drea App(t) del horizon-
te de eventos de un agujero negro de Schwarzschild cosmolégico, y el drea X(t) de una

hipersuperficie esférica tipo espacio de la geometria FLRW:

Apn(t)
t) = . 4.22
£ = "5 (4.22)
El drea del horizonte de eventos Agy(t) en funcién del tiempo césmico ¢ es:
167 G> 5
Agu(t) = a Mgru(t)*, (4.23)

donde Mpp(t) es la masa total del agujero negro en funcién del tiempo césmico ¢. Si

suponemos que el crecimiento de la masa del agujero negro se debe tnicamente a la
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expansién del universo y a la acrecion de fotones del CMB, combinamos las Ecuaciones

4.7, 4.21 y obtenemos:
Mgy = ML + AMSY® = Mya(t) + AMSHE. (4.24)

El drea de de una hipersuperficie esférica tipo espacio en la geometria FLRW se obtiene
de la métrica 3.12:

Y (t) = 4rR2r%a(t)?, (4.25)

donde r es la coordenada radial comévil de la hipersuperficie esférica y Ry = R(to).
Reemplazando las Ecuaciones 4.23, 4.24 y 4.25 en la Ecuacion 4.22, el factor de llenado

toma la forma:

4G* 2
f(t) = ARZ2a(l)? (Moa(t) + AMgP (1)) =
0 (4.26)
_ 4G Mg 2AMSNEB(t)  AMSNB(t)?
c* R2r? Myal(t) MZa(t)?

Ademas de los fotones del CMB, el drea del horizonte de eventos podria crecer por la
acrecion de otros objetos. Sin embargo, nuestra intencién es estimar una cota minima para
este crecimiento. Esta cota serd suficiente para demostrar que el crecimiento del horizonte

de eventos supera la expansién del universo.

Hemos estudiado los efectos sobre la masa de un agujero negro de Schwarzschild al
introducirlo en un contexto cosmoldgico. Tuvimos en cuenta el aumento de la masa debido
a la expansién del universo y aceptamos la propuesta de masa cuasi-local de Hawking-
Hayward para agujeros negros cosmolégicos. Por otro lado, calculamos la tasa de acrecion
de fotones del CMB. Finalmente, sumamos el aumento en la masa debido a estos procesos
y definimos el factor de llenado. Este factor compara el crecimiento minimo del area del
horizonte de eventos de un agujero negro cosmolégico con el crecimiento del area de una
hipersuperficie esférica tipo espacio en expansién césmica.

En el siguiente capitulo calcularemos explicitamente el factor de llenado f(¢) para un

agujero negro supermasivo en los modelos cosmolégicos de Friedmann. Luego, explicaremos
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la importancia conceptual de este resultado al relacionar procesos irreversibles globales de

naturaleza gravitatoria con procesos irreversibles locales de naturaleza electromagnética.



Capitulo 5

Resultados

A continuacién, presentamos los calculos realizados con el objetivo de encontrar e
interpretar la forma del factor de llenado f(¢) para un agujero negro supermasivo en los

modelos cosmoldgicos de Friedmann.

En la primera secciéon determinaremos los pardmetros cosmolégicos de estos modelos
imponiendo ciertas condiciones como la constante de Hubble Hy observada recientemen-
te. En la segunda seccién integraremos la tasa de acrecién de fotones del CMB por un
agujero negro supermasivo en funcién del tiempo césmico ¢ para los distintos modelos de
Friedmann. Con estos resultados, en la tercera seccién procederemos a calcular y graficar
el factor de llenado f(t) para los distintos modelos de Friedmann. Finalmente, en la cuarta
seccién, interpretaremos el comportamiento de este factor en el tiempo. Argumentamos
que implica el apantallamiento de corrientes electromagnéticas futuras y la existencia de

una direccion temporal preferencial para el flujo de energia electromagnética.

5.1. Parametros cosmoloégicos

Los modelos cosmolégicos de Friedmann estudiados en la Seccién 3.2 quedan comple-
tamente determinados si se conocen los valores de los parametros cosmoldgicos actuales:
densidad de curvatura €2, o, densidad de materia £}, o, el factor Ry, la constante de Hub-
ble Hy y la edad del universo tg. Como mostramos en dicha seccién, estos parametros se

relacionan por medio de las siguientes ecuaciones:

43
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Modelo de Friedmann

Cerrado Plano Abierto
Qo ~0.30 0 0.21
Qo 1.30 1 0.79

Ry [em] | 2.52 x 102 2.75 x 108 2.98 x 10%®
Hp [s71] | 218 x 1071 218 x 1071  2.18 x 10718
to [s] 2.90 x 101" 3.06 x10'7  3.20 x 10'7

Tabla 5.1: Pardmetros cosmoldgicos de los modelos de Friedmann. Estos valores resultan
del sistema de ecuaciones 5.1 al fijar la constante de Hubble observada por el satélite

Planck (Planck collaboration, 2014).

a(to) = 1,
o dt
Ro = C/ —
2k :
Q. —_ Ck
k,0 HgR(Q)v
Qm,O =1- Qk,O-

Hay cuatro ecuaciones independientes y cinco pardmetros a determinar. Es necesario
imponer el valor de uno de ellos. Para los tres modelos cosmoldgicos a considerar, fijamos
el valor de la constante de Hubble medida recientemente por el satélite Planck (Planck

collaboration, 2014):

km
s Mpc’

Hy ~ 67.3 (5.2)

Los parametros de los modelos de Friedmann que resultan del sistema de ecuaciones
5.1 se muestran en la Tabla 5.1. Utilizamos estos pardmetros para calcular los factores de
escala dados por las Ecuaciones 3.25, 3.26 y 3.27. En la Figura 5.1 graficamos los resultados
correspondientes y comprobamos que son consistentes con la Figura 3.3 de la Seccién 3.2.

Conociendo los pardametros actuales y factores de escala de los modelos cosmolégicos,
procedemos a calcular la tasa de acrecién de fotones del CMB por un agujero negro

supermasivo.
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Figura 5.1: Factores de escala normalizados en funcién del tiempo césmico para los modelos
de Friedmann abierto, plano y cerrado. Los calculos fueron realizados con los parametros

de la Tabla 5.1.
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5.2. Acrecion de fotones del CMB por agujero negro super-

masivo

Consideremos la acrecion de fotones del CMB por un agujero negro supermasivo. Estos
objetos suelen encontrarse en centros galacticos y su rango de masa se encuentra entre
106M, v 10° M. El apantallamiento de corrientes electromagnéticas por agujeros negros
de masa estelar puede despreciarse frente a la acreciéon de estos objetos supermasivos.

La tasa de acrecion 4.20 para un agujero negro supermasivo con masa actual My =

108 M, es:

T g
MEYB =111 x 103 [ =2 .
0 a(t)) sKY (5-3)

donde Ty = 2.725 K es la temperatura actual del CMB. Utilizando los parametros cos-

moldgicos de la Tabla 5.1, integramos la tasa 5.3 en el tiempo césmico desde la época

actual ty para los distintos modelos de Friedmann:

AMg™P (1) = 1.11 x 103g/ ( To > dt. (5.4)
to

Graficamos el resultado de esta integral como funcién del tiempo césmico ¢ en la Figura
5.2.

En los graficos de la Figura 5.2 vemos que la masa de un agujero negro crece con
el tiempo césmico t debido a la acrecion de fotones el CMB. En los modelos plano y

018 5. Esto se

abierto, AMSHB(¢) tiene un comportamiento asintético para t > 6.3 x 1
debe a que la densidad y energia de los fotones del CMB es inversamente proporcional al
factor de escala normalizado a(t). Los agujeros negros, por lo tanto, acretan fotones cada
vez menos energéticos debido a la expansién del universo. Contrariamente, en el modelo

de Friedmann cerrado, AMSYB(t) tiende a infinito cuando el universo recolapsa pues la

densidad y energia de los fotones diverge.

5.3. Calculo del factor de llenado

Habiendo integrado la tasa de acrecién de fotones del CMB para un agujero negro
supermasivo en los distintos modelos cosmoldgicos de Friedmann, procedemos a calcular

el factor de llenado f(t) definido en la Seccién 4.4.

Para realizar el calculo recurrimos a la expresion 4.26. Elegimos la coordenada radial
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Figura 5.2: Graficos de la funcién AMSYB(t) en funcién del tiempo césmico para los

modelos cosmolédgicos de Friedmann cerrado, plano y abierto, respectivamente.
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para la hipersuperficie esférica tipo espacio:

2G My
T =
2Ry’

(5.5)

de forma que el factor de llenado sea igual a 1 en la época actual. Con esta eleccién, la

expresion 4.26 toma la forma:

2AMGHP (1) | AMGHP (1)
Moa(t) MZa(t)?

F)=1+ (5.6)

En la Figura 5.3 graficamos los dos tultimos términos de la ecuaciéon anterior para
los distintos modelos cosmolégicos de Friedmann en funcién del tiempo césmico t. Para
realizar el cdlculo, utilizamos los pardametros cosmoldgicos de la Tabla 5.1, la masa actual
del agujero negro supermasivo My = 10°My vy la funcién AMgll}/[B(t) calculada en la
seccién anterior.

De la Figura 5.3 notamos que f(t) — 1 es siempre positivo, es decir, f(t) es siempre
mayor que su valor actual para t > 3. El crecimiento de los agujeros negros cosmolégicos
supera al crecimiento de las hipersuperficies esféricas tipo espacio en expansion césmica.
Para los modelos abierto y plano, f(t) — 1 crece hasta un méximo local en t = 6.6 x 10'7s
y luego tiende a cero cuando t — oo. Contrariamente, en el modelo cerrado, f(t) —1 tiene
un méximo y un minimo local en ¢t = 6.76 x 10'7s y t = 5.37 x 10'8s, respectivamente.
Luego, f(t) — 1 diverge hacia el recolapso, o big crunch. Las formas de f(¢) — 1 para los
distintos modelos esta directamente relacionada con la energia y densidad de los fotones

del CMB para t > tg.

5.4. Agujeros negros y Electrodinamica

Las interacciones electromagnéticas dominan los procesos macroscépicos que percibi-
mos diariamente. Las interacciones fuertes y débiles son despreciables pues poseen un
rango de accién microscépico. La gravedad, por otro lado, domina a escalas cosmoldgicas
pero puede despreciarse localmente frente a las interacciones electromagneticas. Por este
motivo, en la bisqueda de los origenes de la irreversibilidad de los procesos macroscopicos,
comenzamos buscando soluciones temporalmente asimétricas de la Electrodinamica Clasi-
ca.

La radiacién electromagnética puede describirse en términos del cuadripotencial A*

que satisface las ecuaciones de Maxwell (gauge de Lorenz):
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Figura 5.3: Gréficos de f(t) —1 en funcién del tiempo césmico ¢, para los distintos modelos

cosmolégicos de Friedmann.
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0,0V AF(7, t) = dmjH (7, 1), (5.7)
donde hemos utilizado unidades tales que ¢ = 1, y j* denota la cuadricorriente electro-
magnética.

Las soluciones de la Ecuacion 5.7 son funcionales de las fuentes j#. Resultan soluciones

retrasadas y avanzadas:

y FPEE—T =) 5y
ALbL(Ft) = /Vrer ] d°v, (5.8)
(2 > o
n - _ J (T’,t—|— ‘7“ r ’) 3~
AL = /V o (5.9)

Estas funcionales de la cuadricorriente j#(7,t) se relacionan por inversién temporal. Mien-
tras que la solucién 5.8 depende de la cuadricorriente electromagnética en el pasado causal
(Viet = J~(p)) del evento p(7, t), la solucién 5.9 depende de la cuadricorriente en el futuro
causal (Vaqy = JT(p)) del mismo evento.

Argumentando que la solucién avanzada “viola causalidad”, suele considerarse sélo la
solucién retrasada para calcular el tensor de campo electromagnético: F),,, = 0,4, —0,A,.
Esta eleccién es una hipdtesis temporalmente asimétrica que no contribuye a la compren-
sién de los origenes de la irreversbilidad observada. Por la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell y por el Principio de Superposicién, una combinacion lineal de soluciones también
es solucién. Consideramos entonces la solucién temporalmente simétrica:

A= (A

ret

+ AL ). (5.10)

adv

En el espacio-tiempo de Minkowski, los conos de luz pasado y futuro que determinan la
estructura causal de un evento p(7,t) son idénticos. Las fuentes en el pasado causal coinci-
den con las fuentes del futuro causal; las soluciones retrasada y avanzada son iguales. Esto
no sucede en un espacio-tiempo donde existen interacciones gravitatorias. Ciertamente,
las fuentes electromagnéticas en los conos de luz pasado y futuro del evento p(7,t) pueden
diferir debido a la curvatura del espacio-tiempo.

Romero y Pérez (2011) mostraron que, si el universo se expande aceleradamente, las
fuentes electromagnéticas en J~(p) y J1(p) son distintas debido a la existencia de hori-
zontes de particulas. En estos universos, las soluciones retrasadas y avanzadas difieren, y

puede definirse un campo vectorial L* no nulo:

Lt = AL

ret

— Al ] £ 0. (5.11)
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La asimetria en la distribucién de cargas se debe a la expansién del horizonte de particu-
las. Dicha expansién sigue a la expansién del universo. Por este motivo, esperamos que
g LFt” # 0, donde t¥ — (1,0,0,0). Es decir, esperamos que exista una direcciéon temporal
preferencial en el espacio-tiempo para el flujo de energia electromagnética hacia el futuro
global.

El trabajo de Romero y Pérez estd basado en la expansién acelerada del universo y la
consecuente existencia de horizontes de particulas. El objetivo de esta seccién es mostrar
que también existe una direccion temporal preferencial para el flujo de energia electro-
magnética en modelos cosmolégicos sin expansiéon acelerada. En estos casos, el apantalla-
miento de corrientes se debe a la existencia de horizontes de eventos de agujeros negros.

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo desconectadas causalmente del
futuro global (ver Seccién 4.1). Los modelos cosmolégicos de Friedmann poseen conteni-
do de materia tipo polvo. Eventualmente, un agujero negro inmerso en un universo de
Friedmann acreta cargas y corrientes electromagnéticas. Cuando esto sucede, ocurre un
apantallamiento de corrientes electromagnéticas en el dominio causal de algunos eventos

(,t) y A, (7 t) difieren y podemos definir nuevamente un

p(7,t). Las soluciones A i

ret

campo vectorial no nulo:

DH(F, 1) = [AF

ret

(7, t) — AL (7 )] (5.12)

tal que g, DHt” # 0, con t¥ — (1,0,0,0). Es decir, surge una direccién temporal preferen-
cial en el espacio-tiempo para el flujo de energia electromagnética debido a la existencia
de horizontes de eventos.

En la seccién anterior mostramos que, para t > tg, el factor de llenado f(t) es mayor
que el valor actual f(tp)=1 en los modelos cosmoldgicos de Friedmann. El crecimiento del
area del horizonte de eventos de un agujero negro cosmolégico es mayor que el crecimiento
del area de una hipersuperficie esférica tipo espacio en expansién césmica. En otras pala-
bras, los agujeros negros cosmoldgicos tienen un crecimiento neto en el tiempo dentro de
un elemento de volimen cosmoldgico. Este crecimiento neto asegura la acrecién y apan-
tallamiento de corrientes electromagnéticas que genera la asimetria en la distribucion de
corrientes pasada y futura respecto a cualquier evento p(7,t) del espacio-tiempo.

Como mencionamos, la direccion temporal preferencial para el flujo de energia elec-
tromagnética en cada evento p(7,t) estd determinada por el apantallamiento de corrientes
futuras por los horizontes de eventos de los agujeros negros cosmolédgicos. La acrecion de

corrientes por estos objetos se produce debido al crecimiento de sus horizontes de eventos
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a medida que el universo se expande. Por lo tanto, la direccion preferencial para el flujo de
energia electromagnética sigue al crecimiento de los agujeros negros cosmoldgicos y coin-
cide con la direccién hacia el futuro global del espacio-tiempo. Es decir, esperamos que
g DFt” > 0; donde ¥ — (1,0,0,0) marca la direccién de expansién cosmoldgica hacia el

futuro global.
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Conclusiones

Para explicar procesos irreversibles en términos de leyes fundamentales, es necesario
incluir hipétesis o condiciones iniciales temporalmente asimétricas. Encontrar estas condi-
ciones no es una tarea sencilla pero significa un avance en la comprension de la dindmica
detras de estos procesos y del origen de la irreversibilidad.

Suponemos que condiciones iniciales cosmoldgicas ocasionan procesos irreversibles, o
“flechas del tiempo”, de naturaleza gravitatoria como la expansion del universo y la exis-
tencia de agujeros negros. Ante la falta de una teoria cuantica de la gravedad, no podemos
detallar cuales fueron estas condiciones. Sin embargo, inferimos condiciones iniciales de
baja entropia gravitacional.

Calculamos una cota minima para el crecimiento de un agujero negro supermasivo
inmerso en los modelos cosmolégicos de Friedmann. El factor de llenado f(t) de estos
objetos en un elemento de volimen césmico resulté ser mayor al valor actual ¢g, si t > #g.
Esto conlleva a que haya mas corrientes apantalladas en el futuro causal que en pasado
causal de cualquier evento p(7,t). Mostramos que este hecho implica la existencia de una
direccién temporal preferencial para el flujo de energia electromagnética local, que sigue
a la expansién del universo hacia el futuro global.

Interpretamos esta direccion preferencial para el flujo de energia electromagnética como
la “flecha de radiacion” que mencionamos en la Introduccién. Por otro lado, el flujo de
energia electromagnética S se relaciona con la temperatura macroscépica T' de un cuerpo
por medio de la ley de Stefan-Boltzmann: S = ¢T*, donde o es la constante de Stefan-
Boltzmann. La radiacién electromagnética emitida por un cuerpo a temperatura T' seguird
a la “flecha de radiacion”. Luego, por conservacién local de la energia, la temperatura T

del cuerpo debe decrecer hacia el futuro global, aumentando la entropia segun la segunda
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ley de la Termodindmica.

Concluimos que existe un acoplamiento entre procesos irreversibles locales de naturale-
za electromagnética con procesos irreversibles globales de naturaleza gravitacional. Estos
ultimos provocados por condiciones iniciales cosmologicas.

Hawking predijo que el sentido en que ocurren los eventos debe invertirse en un universo
en contraccion. Nuestro trabajo implica que esta prediccién es errénea pues mostramos
que la entropia debe aumentar incluso durante el periodo de contraccion en el modelo de
Friedmann cerrado.

Para finalizar, utilizamos nuestros resultados para analizar la factibilidad de universos
ciclicos. En los modelos de Friedmann abierto y plano, la temperatura del CMB tiende a
cero cuando t — co. Entonces, existe un instante ty; en el cual la temperatura del CMB
serd menor que la “temperatura” del agujero negro supermasivo. Es decir, en el instante
ty las pérdidas de energia del agujero negro por radiaciéon de Hawking son mayores que
la energia incorporada por la acrecién de fotones del CMB. A partir de ese momento,
el agujero negro comenzara a perder energia o “evaporarse”. Cuando el agujero negro se
haya evaporado completamente, el universo contendrd sélo un gas de fotones en equilibrio
térmico. La entropia termodindmica de este sistema serd maxima. Sin embargo, ante la
ausencia total de estructuras, la entropia gravitacional de este sistema sera minima. Estas
condiciones son similares a las condiciones iniciales que inferimos anteriormente para el

origen del universo. La posibilidad, pues, de un universo ciclico es sugerente.



Apéndice A

La propuesta de
Hawking-Hayward

En esta tesis estudiamos dos aplicaciones importantes de la Teoria de la Relatividad
General: la solucién de Schwarzschild (Seccién 4.1) y los modelos cosmoldgicos de FLRW
(Seccidén 3.2). A continuacién, buscaremos soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein
que modelen al espacio-tiempo de un agujero negro de Schwarzschild embebido en un
universo de FLRW y apoyen a la propuesta de masa cuasi-local de Hawking-Hayward

para la masa de un agujero negro cosmoldgico (Seccién 4.2).

Las soluciones de McVittie

En 1933, George McVittie encontré soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein
que inclufan a la solucién de Schwarzschild y a la geometria de FLRW en los limites
apropiados (McVittie, 1933). El contenido de materia en el modelo de McVittie es de tipo
polvo y tiene simetria esférica respecto al origen de coordenadas » = 0, donde se encuentra
una particula con masa constante Mj.

La métrica de McVittie en coordenadas isotropicas y en unidades de Planck para un

modelo de universo asintdtico de tipo FLRW plano es:

[1 - 2%&)}2 My 1*
ds® = -~ a1 + a(t)? [1 + ] (dr* + r?dQ?) , (A1)
2ra(t)

2ra(t)
donde M) es la masa central, a(t) el factor de escala normalizado del modelo cosmolégico

asintético y d2? el elemento de linea de la 2-esfera unitaria. La métrica A.1 se reduce a la
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solucién de Schwarzschild en coordenadas isotrépicas si a(t) = 1, y describe una geometria
de tipo FLRW plana si My = 0.
Para los casos en que el modelo cosmolégico asintético tiene curvatura no nula, Mc-

Vittie propuso las métricas:

2
M 2 1/2 M 2 1/2
9 |:1 - 2ra(()t) (1 + W) :| 9 |:1 + 2ra?t) <1 + W)
ds® = —

:|4
- PNTEE (1 . ﬁ)Z a(t)? (dr® +r%dQ?),
[1 + 2D (1 + W) } iR?

(A.2)
donde la constante R? = —1,1 determina el signo de la curvatura espacial.

Interpretar al modelo de McVittie como el espacio-tiempo de un agujero negro de Sch-
warzschild embebido en un universo tipo FLRW es tentador, pero incorrecto. La superficie
r = My/2, que deberia representar al horizonte de eventos, es una superficie singular de
tipo espacio (Nolan, 1999). Ademas, la presién y el escalar de Ricci divergen en r = M /2.
Debido a estos problemas, las interpretaciones fisicas de las soluciones de McVittie se

mantienen en debate (ver Sussman, 1985; Ferraris, et al., 1996; Nolan, 1999).

La propuesta de Hawking-Hayward en el modelo de Fried-

mann plano

En la Seccién 4.1 definimos a un agujero negro como una regién particular de algunos
espacios-tiempo. Entonces, en caso que el espacio-tiempo se expanda globalmente, es de
esperar que el agujero negro lo haga de la misma forma. En este sentido, aceptamos la
propuesta de masa cuasi-local de Hawking-Hayward para la evolucién de la masa de un

agujero negro cosmolégico (Hawking, 1968; Hayward, 1994):
MEE(t) = Moat). (A.3)

En la métrica de McVittie A.1, reemplazamos la masa central por la propuesta de

Hawking-Hayward: My — Mpa(t). Obtenemos el elemento de linea:

2
P 7 AT alt)? [1 . MO} ' (dr? + r2d9?) (A.4)
1+ M 2r | |
2r

Gao, et al. (2008) demostraron que la métrica A.4 se corresponde, por medio de las

ecuaciones de campo de Einstein, con el tensor de energia-impulso:
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T,UV = (P + p)uMuV + Pg;u/ + quuy + Qg (A5)

donde u* — (|goo|~/2,0,0,0) y ¢* — (0,¢,0,0). Ademés:

8mp = —GY, (A.6)

8tP =Gt =G3 =G3, (A7)
_ My

87Tq = ]\2/};) [1)7 (A 8)
L+ 35

donde G, es el tensor de Einstein.
Si calculamos el tensor de Einstein para la métrica A.4 con el factor de escala del

modelo de Friedmann plano obtenemos las componentes no nulas:

. 2
-3 (0" w
8 a(t)

T Ta() (A.10)

Go1 =

Reemplazando estas expresiones en las Ecuaciones A.6, A.7 y A.8 podemos interpretar al
contenido de materia como polvo (P = 0) que estd siendo acretado por la masa central
(g < 0). De esta forma, la métrica A.4 con el factor de escala del modelo de Friedmann
plano es una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein que valida la propuesta de

Hawking-Hayward.

La propuesta de Hawking-Hayward en los modelos de Fried-
mann abierto y cerrado
Procediendo en forma andloga a la secciéon anterior, reemplazamos la propuesta de

masa cuasi-local de Hawking-Hayward A.3 en las métricas de McVittie A.2 para modelos

cosmologicos con curvatura espacial no nula. Obtenemos el elemento de linea:

2 4
[1—1‘2@(117;12)1/1 [1+J‘24;](1if>1/2]
ds® = — dt® + a(t)? (dr2 + TQdQZ) , (A.11)

(i) (1)

donde los signos + determinan el signo de la curvatura espacial.
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No hemos encontrado trabajos que analicen el tensor de energia-impulso correspon-
diente a la métrica A.11.

Calculamos las componentes del tensor de Finstein para las métricas A.11 con los
factores de escalas de los modelos cosmolégicos de Friedman cerrado y abierto. Obtuvimos

las componentes no nulas:

o - <<;> e

Go = (A.13)

Gi ~ +1078n(r), i=1,2,3 (A.14)

donde las funciones f(r),g(r), h(r) son funciones adimensionales cuyo comportamiento
debemos analizar. Las componentes del tensor de Einstein sugieren una interpretacién de
contenido de materia tipo polvo (P = 0), consistente con los modelos cosmoldgicos de
Friedmann. La propuesta Hawking-Hayward parece ser validada por las métricas A.11 con

los factores de escala de los modelos de Friedmann cerrado y abierto.
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