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Resumen

Este trabajo de tesis aborda el estudio de la dindmica fuera de equilibrio en sistemas
con interacciones de largo alcance que decaen de manera algebraica con la distancia.
Para su desarrollo se eligieron dos modelos de espines para incorporar dicha interaccion,
el modelo de Ising y el modelo de Votante. El primero entendido como un modelo
ferromagnético representante de una amplia clase universal de equilibrio y el segundo
como un modelo que define una clase universal de sistemas sin equilibrio que presenta
una dindmica de ordenamiento caracterizada por la formacion de dominios sin tension
superficial.

En una primer etapa se estudiaron los efectos de incorporar dicha interaccién so-
bre los algoritmos usuales de corto alcance. Respecto al modelo de Ising se utiliz6 una
constante de acoplamiento de la forma J(r) ~ 1/r(@+) (Ising-LA), para estudiar la di-
namica critica en dimension d = 1 a partir de simulaciones Monte Carlo. En este caso el
interés es debido a predicciones teoricas de la teoria del grupo de renormalizacion (GR)
y simulaciones Monte Carlo que muestran que en d = 1 y para valores del pardmetro
o en la region 1/2 < o < 1 existe un orden de largo alcance, comportamiento que no
se corresponde con los del modelo de Ising con interacciones de corto alcance en d = 1.
Region donde los exponentes criticos resultan ser funciones continuas del parametro
() que regula el decaimiento de la interaccion. Los resultados permitieron verificar la
validez del estudio de las dinamicas criticas de relajacion (DCR) y de tiempos cortos
(DCTC) como un método alternativo para obtener los exponentes criticos y que se
encuentra libre de los efectos de enlentecimiento critico.

En el modelo de Votante, se estudiaron los efectos sobre la dindmica fuera de equili-
brio al incorporar interacciones probabilisticas que dependen de la distancia de la forma
P(r) ~ 1/r@9) (Votante-LA) y su dependecia con el valor de . Cabe remarcar que
para el modelo de Votante no hay antecedentes sobre la incorporacion de interaccidénes
de largo alcance, por lo que su dindmica de ordenamiento proporciona un escenario
distinto para observar el efecto de la interaccion propuesta. Este estudio permiti6 iden-
tificar un comportamiento multidimensional que relaciona los distintos valores de o con
el comprtamiento del modelo Votante Estandar MVE en distintas dimensiones.

En una segunda etapa se estudié una manera emular las interacciones de largo alcan-
ce propuestas en los modelos anteriores, a partir de modelos de dindAmica mixta. Para
esto se desarrollaron dos variantes de los modelos mencionados que incorporan sobre las
dindmicas usuales de corto alcance (Glauber generalizada y Votante) un intercambio
entre espines separados una distancia r pesados con una probabilidad P(r) ~ 1/r(@+7)
mecanismo que puede entenderse como un vuelo de Lévy. Modelos que denominamos
Ising-GL y Votante-Levy, respectivamente. En el primer caso los resultados verifican
la validez del estudio de las dindmicas criticas y demuestra la equivalencia del estado
critico de este modelo con el modelo Ising-LA. Mientras que para el Votante-Levy se
reprodujo la dinamica de ordenamiento del Votante-LA para valores representativos de
cada régimen observado en el Votante-LA. Por lo que fue posible verificar que este tipo
de dindmica reproduce el comportamiento fuera de equilibrio de los respectivos modelos
de largo alcance.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Transiciones de Fase y fené6menos criticos en equi-
librio

Los dos marcos tedricos que conforman hoy en dia la base de cualquier estudio de
un fené6meno térmico en condiciones de equilibrio son, la Termodindmica que provee
una descripcion macroscopica y la Mecanica Estadistica que pretende modelar esta-
dos y procesos termodinamicos como emergentes de fenémenos a escalas microscopicas
[1, 2|. Dentro de ésta érea, el estudio de transiciones de fase y fenémenos criticos tuvo
relevancia por su aplicabilidad para el desarrollo de procesos industriales y por permitir
demarcar los limites de validez de diferentes modelos tedricos. La manera de detectar
estas transiciones es observando magnitudes que permitan distinguir las distintas fases
en una transicion. Se llaman “pardmetros de control “a las variables de estado por-
que pueden ser calibradas para aproximarse a un determinado punto del diagrama de
fases del sistema. Sin embargo hasta la década del 50 toda una familia de fen6menos
termodindmicos de gran importancia como las transiciones de fase continuas no fueron
completamente entendidos. El motivo de esto es que en éstas transiciones se manifies-
tan divergencias en varias magnitudes termodinamicas, que si bien podian ser obtenidas
desde diferentes aproximaciones analiticas, como las teorias de Van der Walls, Weiss y
Landau, su forma analitica no se correspondia con los resultados experimentales. Pa-
ra determinar el punto critico es necesario observar una magnitud que sea no nula en
una fase y se anule al ocurrir la transicion. Esta magnitud se denomina “parametro de
orden “(PO), nombre de origen histérico introducido por Landau en 1937 para las tran-
siciones de tipo orden-desorden [3]. Si bien, el parametro de orden utilizado depende
del fenémeno a estudiar, como veremos mas adelante, en general es una de las deriva-
das primeras de la energia libre de Gibbs. A modo de ejemplo, podemos mencionar el
volumen molar v utilizado para el sistema liquido-gas, y la magnetizaciéon para el sis-
tema ferro-paramagnético A su vez, las fluctuaciones del parametro de orden también
son parametros relevantes que se vinculan a la compresibilidad y a la susceptibilidad,
respectivamente.



Respecto al tipo de transiciéon se distinguen dos clases:

= 1) Transiciones discontinuas:

Son aquellas donde el parametro de orden presenta una discontinuidad en el punto
de transicion siendo discontinuas las derivadas primeras y de orden superior de
la energia libre de Gibbs. Como ejemplos, podemos mencionar el cambio de fase
liquido-gas al variar la presion (ebullicion) [4], como se ve en las figuras 1.1 (a) y
1.1 (b). Asi como en la transicion ferromagnética de inversion que ocurre cuando
se aplica un campo externo opuesto al estado de magnetizacion, ver figuras 1.2 (a)
y 1.2 (b). En ambos casos el cambio de fase se produce a temperatura constante
por debajo del valor critico (7). Otras caracteristicas relevantes de esta transicion
son la presencia de calor latente e histéresis, asi como metaestabilidad.

» 2) Transiciones continuas:

Se denominan asi a las transiciones donde el parametro de orden cambia de ma-
nera continua pero son divergentes las derivadas de orden mayor de la energia
libre de Gibbs. En la transicion ferro-paramagnética |5] esto se observa al elevar
la temperatura del sistema hasta superar la temperatura critica o de Curie (7,),
como puede verse en los diagramas 1.2 (a) y 1.2 (b). En ése caso, los cambios
de la magnetizacion son continuos respecto de la temperatura reducida definida
como € = (T'—T,)/T. y en las proximidades del punto critico se manifiestan con
una dependencia como ley de potencia, ver tabla 1.1. Algo andlogo se observa en
el sistema liquido-gas (ver también las figuras 1.1 (a) y 1.1 (b)). Estas transicio-
nes, como detallaremos méas adelante, se relacionan a su vez con la propiedad de
invariancia de escala que resulto ser de gran importancia a la hora de sentar las
bases de una teoria para fenoémenos criticos. Como fue mencionado, la manera de
determinar estas transiciones es observando el pardmetro de orden y el comporta-
miento singular en los calores especificos, la compresibilidad o la susceptibilidad
magnética, segiin sea en caso. Estos comportamientos se manifiestan como leyes
de potencia en las proximidades del punto critico. Para el caso de la transicion
ferro-paramagnética se listan en la tabla 1.1.
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Figura 1.1: En estas figuras se observan dos esquemas representativos, tomados de la
referencia [6], del diagrama de fase del agua, utilizada aqui como ejemplo canonico. En
la figura (a) se ve el diagrama P-T donde se denotan con lineas continuas las curvas de
coexistencia de fases que se corresponden a las transiciones de primer orden. A su vez
el punto critico con coordenadas (P.,T.) indica la transicion continua liquido-gas. En
la figura (b) puede observarse lo mismo pero desde un diagrama P-V donde en lineas
continuas se muestran las distintas isotermas y con una linea mas gruesa se representa
la isoterma critica (7" = T.). Ademads, en las regiones de color gris se ven las zonas de
coexistencia asociadas a cada transicién de primer orden
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Figura 1.2: En estas figuras se observan esquemas representativos, tomados de la refe-
rencia 6], del diagrama de fase para un sistema ferromagnético. En la figura (a) se ve el
diagrama M-H donde se indican con lineas continuas tres valores de temperatura 1" > T,
(roja), T < T. (azul) y T = T, (verde). Ademas se denota con linea de segmentos la
discontinuidad asociada una transicion de primer orden que ocurre para la temperatura
menor al valor critico. En la figura (b) se observa el diagrama M —T', donde con una li-
nea de segmentos se muestra la curva correspondiente a H = 0, mientras que con lineas
continuas se ven los casos M(T) >0, H >0y M(T) <0, H < 0, respectivamente.



Observables Leyes de escala
Calor especifico cn(€,0) o |e|~@
Magnetizacion M (€,0) o< £(—¢)?
Susceptibilidad Isotérmica X(€) o< |e| ™
Isoterma critica M(0, h) o< hY/°
Longitud de Correlacion Eox (—e)v

Cuadro 1.1: Observables correspondientes a un sistema ferromagnético con sus respec-
tivas leyes de escala, para regiones proximas al punto critico (e = (7/1. — 1) ~ 0).

Como ya mencionamos, la motivacion de esta area ha sido tanto teoérica como tec-
nologica, en el primer caso dirigida al estudio de las simetrias elementales y de las
caracteristicas comunes que dominan en estos fenémenos. En el segundo caso, centra-
da en la bisqueda y caracterizacion de nuevas propiedades fisicas y de intervalos de
estabilidad de los procesos en las proximidades al punto critico. Como consecuencia
muchos modelos fueron propuestos para caracterizar los estados criticos termodinami-
cos dando inicio a lo que se conoce como el estudio formal de la fenomenologia critica.
Entre las transiciones continuas de méas trascendencia podemos agregar a las ya men-
cionadas, la transicion de superconductor [7], de saper-fluido [8], de ferroeléctricos [9]
y de metal-semiconductor [10] y de mojado [11], entre muchas otras. En cuanto a los
modelos utilizados para estudiar fené6menos magnéticos, en el contexto de la fenome-
nologia critica en materia condensada podemos mencionar: el modelo de Heisenberg; el
modelo de Ising usado para modelar magnetismo axial y del cual hablaremos con méas
detalle en los capitulos siguientes y el modelo XY para el estudio de magnetizacion en
el plano, todos casos particulares del modelo espin N-vector. Cada uno construido con
las caracteristicas microscopicas y simetrias de cada sistema, resultando ser en cada
caso el modelo més simple que reproduce un comportamiento critico especifico.

1.1.1. Las leyes de escala en la proximidad del punto critico

Como se menciona al comienzo de la seccion 1.1, la observacion de leyes de po-
tencia en las transiciones continuas resulté ser una de las caracteristica distintivas de
estos fendmenos que contribuyd a consolidar un marco teoérico [12|. Entre los aspectos
relevantes se observo que:

» Experimentalmente las leyes de potencia observadas en la proximidad del punto
critico se repetian en fenémenos de microscopia muy distintas.

= La teoria de campo medio de Landau también proporciono leyes de potencia en
la region critica pero los exponentes diferian de los valores esperados.

= Modelos teoricos muy simplificados como el modelo de Ising y el de Heisenberg
permitian reproducir los exponentes criticos de dichos fendémenos.

= Dichos exponentes se podian relacionar entre si empiricamente por las siguientes
identidades generales:



Igualdad de Rushbrooke: a4 25 + v = 2
Igualdad de Griffiths: o + S(1 +9) =2

Igualdad de Fisher: (2 — n)v =~

Igualdad de Josephson (hiper-escala): dv =2 — «

Las tres primeras habian sido predichas desde los criterios de estabilidad termodiné-
micos como desigualdades. Basado en éstas evidencias, las primeras ideas formales para
explicar estas relaciones entre los exponentes criticos obtenidos de observables termo-
dindmicos (ver 1.1), fueron propuestas por B. Widom [13] al estudiar las propiedades
criticas de un fluido. Sin embargo su idea resulto ser valida para una gran variedad de
fendbmenos criticos, proporcionando las primeras leyes universales de la fenomenologia
critica. Para ilustrar su propuesta de una manera acorde con los fenémenos que de-
tallaremos en esta Tesis, y haciendo uso del caracter universal de estas leyes vamos a
utilizar una descripcion en el contexto de sistemas magnéticos.

Las magnitudes termodinamicas observables se obtienen a partir de alguno de los
potenciales termodinadmicos como la energia libre de Gibbs F, la energia libre de Helm-
holtz A, la Entalpia F, etc. Luego, usando la energia libre de Gibbs por particula
f(h,T) a partir de las derivadas parciales respecto de sus dos parametros relevantes, la
intensidad de campo magnético (h) y la temperatura, obtenemos:

= El calor especifico: ¢, (T, h) = —T%M
» La Magnetizacion: M (T, h) = —Wh
= La susceptibilidad magnética: xr (7, h) = —%h

El razonamiento que emple6 Widom fue suponer que la energia libre en funcion del
campo h y de la temperatura reducida e = (T'— T¢) /T se pueda descomponer de la
forma f(h,€) = f,.(h,€)+ fs(h, €), siendo el primer término la parte regular de la energia
y el segundo un término la parte singular. De manera que en el punto critico f,.(h,€)
resulta un término irrelevante, y a su vez f,(h, €) es una funcion homogénea generalizada
tal que sus derivadas proporcionan los exponentes criticos. De esta manera la propuesta
fue que fs(h,€) se comporte como:

e f (h/e®)  sie>0

Jolhi€) =3 (Cepef(hfe) sie<0 (1.1)

donde f. y f. son las funciones de escala para cada region de temperatura. Luego,
derivando la funcion 1.1 podemos obtener las tres magnitudes mencionadas m(h, e),
c(h,€) y x(h,€). Y evaluando entorno al valor critico y con h = 0 obtenemos tres leyes
de escala:
cle) x(2—a)(l—a)e®*~e™
m(e) o €2mem8) B
x(€) o €27a72A)
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de manera que el exponente A puede ser eliminado y es posible obtener la relacion de
Rushbrooke:
v+28=2-—aq, (1.5)

Otro observable relevante es la funcion de correlacion conectada entre espines:

Clrr') = et = (5 = ()5 = (50)) (16)

donde la derivada parcial en h representa la accidon externa sobre un espin s;, y co-
mo veremos mas adelante se denominan campos conjugados. Esta funcion describe las
caracteristicas espaciales de un fenémeno critico y establece una conexién con la micros-
copia, ya que mide el grado de correlacion entre dos particulas cualesquiera separadas
una distancia |r —r’|. Esta magnitud presenta dos comportamientos diferentes segin lo
cerca que se encuentre de un punto critico:

e~Ir=r'l/¢ lejos del punto critico

Clr,r') ~ (1.7)

| r —p' |7(@=2)n e~0

De manera que lejos del punto critico la funcion decae de manera exponencial y permite
definir una distancia caracteristica mediante el parametro £&. Lo que implica que en
estas regiones del diagrama de fases la correlacion entre espines a distancias mayores
a & resulta despreciable. Mientras que en las proximidades al punto critico, como la
funcion se vuelve dependiente de la distancia como una ley de potencia (invariante de
escala), implica que en el punto critico no existen longitudes caracteristicas y por lo
tanto todas las escalas resultan relevantes en el proceso. De manera que mediante éstas
funciones y usando la ley de escala que satisface la longitud de correlacion en el punto
critico con la temperatura reducida

E~e”, (1.8)

es posible obtener el resto de las relaciones de escala. Si bien sobre éstas no vamos a
profundizar para no extender esta seccion, a modo de esquema podemos mencionar que
para la obtener la igualdad de Griffiths es preciso usar la energia libre f(e, h) y recurrir
ademas la ley de escala m(e = 0,h) ~ h'/% que se indica en la Tabla 1.1. Para obtener
las relaciones de Fisher y Josephson, es preciso vincular la funciéon de correlaciéon entre
espines con la energia libre. Para mas detalle puede verse las referencia [12].

En resumen podemos decir en primer lugar que en el punto critico los observables
fisicos presentan dependencias como leyes de potencia, con exponentes que se relacio-
nan entre si mediante unas pocas relaciones universales. Para obtener este esquema se
requiere que la funcién de energia libre tenga una parte singular que se comporte como
ley de potencia al acercarse al punto critico. A su vez el hecho de que la longitud de
correlacion se haga infinita implica que todas las escalas espaciales se vuelvan relevantes
en el sistema, lo que se manifiesta como una invariancia de escala espacial, es decir, el

11



sistema se vuelve idéntico a si mismo para cualquier escala de observacion [14]|. Sumado
a esto, las escalas de temperatura y longitud se encuentran vinculadas a partir de la
ley de escala de la ecuacion 1.8, lo que permite que se puedan interpretar variaciones
de temperaturas proximas al punto critico como un cambio de escala espacial en el sis-
tema. Por ultimo, y como fue mencionado al comienzo de esta seccion, éstas relaciones
fueron verificadas tanto experimental y numéricamente para diferentes sistemas criticos
e incluso de manera analitica por la teoria de campo medio. Con la excepcion de la
relacion de hiperescala donde los exponentes de campo medio solo la verifican para la
dimension critica superior (d = 4, para el modelo de Ising ).

1.1.2. La Teoria del Grupo de Renormalizaciéon

Si bien para el desarrollo de este trabajo de tesis no se realizaron calculos bajo
este formalismo, las principales referencias de exponentes criticos utilizadas, han sido
obtenidas mediante célculos de Grupo de Renormalizacion. Ademaés, siendo que los
conceptos utilizados por esta teoria resultan troncales para un mejor entendimiento de
los fendomenos criticos, detallaré a continuaciéon una breve introduccion a la misma.

Su origen, como aplicacion al campo de la criticalidad surgi6 a partir de la ob-
servacion de invariancia de escala, la propuesta de Kadanoff en el ano 1966 [15] (y
formalizada luego por Wilson [16]), quien puso énfasis al hecho de que los cambios de
los parametros en la vecindad de un punto critico causan el mismo efecto que un cam-
bio de escala de los objetos que interactian. Por lo tanto propuso modificar las escalas
de observacion de un sistema de manera que las magnitudes relevantes permanezcan
invariantes. Para esto se utilizo un sistema magnético modelado por un Hamiltoniano

efectivo H(K, {s}, h, N) tipo Ising

N N
H= Z Ki,jsi‘sj + Kh ZSZ' (19)

<>

donde {s} son los estados de espin y K;; = J;;/kgT y K, = h/kgT los acoplamientos
efectivos que incluyen el producto de la constante de Boltzmann (kg) por la tempera-
tura T'. De esta manera, para cambiar las escalas se transforma esta funcion de manera
sucesiva en Hamiltonianos {H({K’,s', ', N'}), H{K",s",h", N"})...}, con un nimero
cada vez menor espines efectivos asociados a un bloque {N’ = N/ N” = N'/\4, ..},
Entonces cada nuevo estado de espin se obtiene al promediar el estado de cada blo-
que de espines y ademas las interacciones entre bloques se obtienen de transformar las
interacciones de espines { K’, K", ...} de manera que la funcion de particion resulte inva-
riante por la transformacion (ver esquema 1.3). Como consecuencia de esta condicion,
tanto la energia libre de Gibbs, como la longitud de correlacion resultan ser funciones
invariantes.
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Figura 1.3: En este esquema se representa graficamente una transformacion de Renor-
malizacion en el espacio de coordenadas para el modelo de Ising bidimensional. En éste
caso se mapean nueve espines s= +1 de una red en un espin transformado S = +1.
De esta manera, los circulos denotan en cada caso los estados de espin (s,5) de la red
mientras que con lineas continuas se muestran los respectivos acoplamientos (k,K),
antes y después de dicha transformacion de escala.

Otro aspecto importante de la transformacion son los puntos fijos, es decir los puntos
donde se cumple que K’ = R(K), donde R es la transformacion del grupo de renorma-
lizacion y K = (K;j, K3) son los acoplamientos. Estos puntos pueden ser interpretados
como los estados de equilibrio del sistema y se representan por un conjunto de acopla-
mientos invariantes K* de la transformacion, lo cual resulta vélido incluso en el punto
critico. Como la longitud de correlacién debe cumplir ¢(K*) = £(K*)/) en un punto
fijo, entonces {(K*) solo puede valer 0 o co.

Podemos clasificar estos puntos fijos en:

= El punto de longitud de correlacion infinita (§ — oo) que representa al punto fijo
critico o multicritico.

= El punto de correlacion nula (£ = 0), es llamado punto fijo trivial, y dependiendo
de la codimension de la hipersuperficie critica en el espacio de las constantes
de acoplamiento, puede relacionarse con una fase o con la coexistencia de fases
(transiciones discontinuas). Cabe aclarar que estos puntos cobran relevancia al
ser los estados iniciales desde donde se estudia la evolucion dindmica critica fuera
de equilibrio, tal como en el presente trabajo de tesis.
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Los campos escaleables

Basandose en estas premisas, fue posible obtener de una manera més justificada las
mismas relaciones que propuso Widom. Para mostrar esto es preciso usar la idea de
campos escaleables y que la parte singular de la energia libre es una funcién homogénea
generalizada de dos campos escaleables (¢, h) que ante un cambio de escala A se debe
transformar como:

f(R, €)= f(h,e)A\%, (1.10)
donde d es la dimension del sistema. Si suponemos que los campos cerca del punto
critico son muy pequenos podemos esperar que los campos transformados (h/, €'), sean
una combinacion lineal de los campos (h,€). Por tdltimo si como condicion adicional
se pide que los campos no puedan mezclarse en la transformacion debido a que tienen
diferentes simetrias, deja como la opcién mas general la transformacion A’ = A\¥h y
¢’ = M. Por lo tanto, a partir de esto podemos expresar la ecuacion 1.10 como:

f(hy€) = X"LF(RAY" eXVe), (1.11)

donde ya puede verse una expresion similar a la ecuacion 1.1. Seguido a esto, como el
punto critico es un estado de equilibrio y por lo tanto puede ser representado a partir
de los campos invariantes de un punto fijo, el término de la izquierda no debe depender
de . Lo que se obtiene para ésta relacion al hacer A = 1/¢'/¥7. Obteniéndose asi la
buscada relacion de Widom:

f(hy€) = VT f(R]ernlor), (1.12)
cony%zQ—ayA:yh/yT.

De esta forma, es posible obtener las leyes de potencia y los valores de los exponentes
criticos para cualquier fenomeno critico, donde el esquema a seguir es: I) identificar
campos de cambio de escala K = (hg, hy, ..., hy,); 1I) realizar una transformacion de
escalas cerca del punto critico, pensada como una variaciéon de los campos escaleables
respecto al vector critico K*; III) Usar relaciones de escala para los campos de la
forma h!, = AYh, y IV) buscar los invariantes correspondientes a dicha transformacion
(para mas detalle pueden verse las referencias |12, 14]). Como ya mencionamos, una
vez obtenidos los exponentes asociados a cada campo escaleable, y como los cambios
de escala son siempre positivos (A > 1) los campos se pueden clasificar en punto critico
como:

= “relevante “(si y, > 0): Su efecto es preponderante en el punto fijo, ya que el
correspondiente flujo de renomalizacion aleja al sistema del dominio del punto
fijo.

= “marginal " (si y, = 0): Contribuye de manera débil, y son asociados a correcciones
logaritmicas al escaleo presentes en las dimensiones criticas superior e inferior.

» “irrelevante " (si y, < 0): Su efecto se desvanece en el punto critico al realizar
sucesivas transformaciones y estan asociados a la universalidad, correspondiendo
a un flujo de renormalizacion hacia el punto fijo.
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Entre los campos relevantes para los fenémenos criticos podemos hallar por lo general
solo tres: I) Un campo asociado a la ruptura de alguna simetria inherente del sistema
(lease campo magnético h para el Modelo de Ising). II) Otro seria el apartamiento de
la temperatura critica, € donde el signo de este campo establece si el sistema se ordena
o no. III) Adem4s del campo constante K, que se transforma como Ky ~ AKj,.

De ésta manera, la teoria de Grupo de Renormalizacion permitié abordar las diver-
gencias de los observables cuando el sistema se aproximaba al punto critico y explicar
los fenémenos criticos, a partir de tan solo unos pocos aspectos del modelo como son la
simetria del parametro de orden, la dimension y el alcance de las interacciones entre las
particulas. Por lo tanto, la existencia de unos pocos campos relevantes resulto ser la jus-
tificacion de la gran coincidencia entre resultados numéricos y experimentales donde el
mismo comportamiento critico se observaba en modelos de muy diferente microscopia.
Sumado a esto, puso en relieve la utilidad en este area de modelos de extrema simpleza
para reproducir un comportamiento critico. Siendo un ejemplo arquetipico el modelo
de Ising, ya que siendo un modelo de acoplamiento magnético elemental reproduce el
comportamiento critico y las transiciones ferromagnéticas continuas y discontinuas.

1.2. Fendmenos criticos en sistemas de particulas con
interacciones que decaen de manera algebraica
con la distancia

Como hemos mencionado en la seccion anterior la fenomenologia critica no depen-
de de los detalles microscopicos, como el valor de las constantes de acoplamiento o la
estructura de red, sino de caracteristicas generales como la dimension espacial, la sime-
tria del parametro de orden y el alcance de las interacciones. En particular en lo que
respecta a las interacciones, para obtener los diferentes modelos criticos en general se
han considerado acciones de corto alcance. Esto se debe, por una parte a la complejidad
analitica de incorporar interacciones de largo alcance y por otro debido a los requeri-
mientos computacionales que limitan en la practica el estudio a sistemas pequenos y
hacen necesario algoritmos més eficientes.

Por otra parte, aumentar el alcance de las interacciones mientras éste permanez-
ca finito, no provoca un cambio en el comportamiento critico. Estudios en esta linea
fueron realizados por G. A. Baker [17, 18], asi como M. Kac y E. Helfand [19], quie-
nes estudiaron al modelos de Ising en una y dos dimensiones, respectivamente, con
interacciones de decaen de manera exponencial con la distancia. En estos trabajos se
determind que solo para el limite en que la exponencial adquiere alcance infinito se
observa una transiciéon de fase que se corresponde con campo medio. Para esto, la in-
variancia de escala jugé un papel primordial, ya que implica que un sistema critico se
comporta siempre de igual manera sin importar la escala de observacion. O sea que
por més largo que sea el alcance, siempre que la interacciéon tenga una longitud carac-
teristica, como en el caso exponencial, existird una escala a partir del cual el sistema
se comporta como si bloques de espines interactien a primeros vecinos. Mas atn, si la
longitud caracteristica de interaccion es del orden del tamano del sistema es esperable
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que el fenémeno adquiera un comportamiento critico de campo medio. Luego, a partir
de estas evidencias se comenz0 a especular de una posible regiéon intermedia entre es-
tas dos clases de comportamientos, corto alcance y campo medio. En esta linea, varios
trabajos analiticos en una dimension fueron realizados [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26|, asi
como algunos trabajos numéricos que abordaron tanto modelos con interacciones que
dependen de la inversa del cuadrado de la distancia [27, 28|, asi como interacciones mas
generales de la forma J ~ 1/rdte |29, 30, 31, 32, 33, 34|. Siguiendo este enfoque los
primeros resultados en célculo del Grupo de Renormalizacion se realizaron para casos
particulares (referencias|35, 36, 37, 38|. Sin embargo, el mayor aporte en esta area fue
realizado en 1972 por Fisher, Ma y Nickel [39] y luego Sak [40| (obtenido de manera
independiente por Suzuki y colaboradores [41]), quienes obtuvieron las predicciones de
Renormalizacién para los exponentes criticos del modelo de Ising con interacciones de
la forma J ~ 1/r%t° (Ising-LA) con dimension arbitraria d < 4. Finalmente un trabajo
extensivo acerca de simulaciones Monte Carlo y calculos del Grupo de Renormalizacion
fue publicado por Binder y Luijten [42], donde se exploraron distintos valores de ¢ en
dimensiones d = 1,2,3. De ésta manera, una interaccion que decrece de manera uni-
forme al aumentar r de la forma J(r) oc 1/r4t, permitié controlar la intensidad de la
interaccion a una distancia dada, al variar el pardmetro o. Obteniéndose los distintos
regimenes que se detallan a continuacion:

= Para curvas de distribucion angostas con ¢ > 2 —n, donde 7 es el exponente de
la funcion de correlaciéon para el modelo con interacciones de corto alcance, solo
contribuyen como una interaccion local recuperandose los exponentes de la clase
de universalidad del modelo de corto alcance.

= Para curvas de decaimiento mas suaves (o < d/2) el sistema presenta un compor-
tamiento critico de campo medio

» Para regiones intermedias (d/2 < o < 2 —n) el comportamiento critico es de una
clase an6mala ya que no pertenece a ninguna de las dos mencionadas y presenta
exponentes criticos que dependen del valor de o.

Como se ve, el interés en estos modelos tiene dos aristas, por un lado permite co-
nectar dos comportamientos criticos relevantes, es decir, corto alcance y campo medio.
Por otro lado, en medio de éstos dos extremos, es posible observar caracteristicas cri-
ticas propias como la presencia de transiciones de fase con leyes de escala donde los
exponentes criticos son funciones continuas del pardmetro o. En particular centraremos
nuestra atencion en el caso unidimensional del modelo Ising-LA, del cual hablaremos
en el capitulo 3. Ya que, a diferencia del modelo de corto alcance el orden global es
posible, de manera que pueden verse transiciones de fases ferromagnéticas con tempe-
raturas criticas no nulas dependientes del valor de o 39| para el intervalo d/2 < o < 1.
Donde el caso o = 1 se corresponde a una transicion de Kosterlitz-Thouless.

Ademaés, en el estudio de criticalidad de sistemas io6nicos, se supone que efectos de
apantallamiento puedan generar interacciones efectivas que decaen de manera algebraica
con la distancias 1/r%* (ver referencias [43| [44] [45] ). En esta linea podemos mencionar
el trabajo de Burkhardt [46] donde fluctuaciones criticas en un sistema de particulas
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sin carga dentro de un fluido provocan como resultado emergente, fuerzas efectivas de
largo alcance (Efecto Casimir). Por otro lado, es interesante la propuesta de Anderson
y Yuval [35, 36] de que el problema de Kondo ! se corresponde con un modelo de Ising
con interacciones mixtas unas a primeros vecinos y otras de largo alcance dependientes
de la inversa de cuadrado de la distancia. Y como referencia experimental podemos
mencionar el trabajo de Boxberg [47] donde se han podido observar los exponentes
correspondientes a una interacciéon con o = 1,7 en una transicion ferromagnética. Por
ultimo, en contexto de modelos de interaccién mixta otros resultados provenientes de
la fenomenologia critica fuera de equilibrio, se han incorporado a esta area porque,
en ciertos casos permiten modelar comportamientos emergentes analogos a los que se
obtienen en modelos con interacciones de largo alcance. En este grupo se encuentran
los modelos de de Ising cinéticos, que combinan dos dindmicas, una asociada a procesos
cohesivos, como las dinamicas de inversion de espin, y la otra a mecanismos difusivos
como las dindmicas de intercambio entre espines. Obteniéndose en general que el orden
de largo alcance depende de el balance entre ambas dinamicas.

Volviendo a las interacciones de tipo J(r) o< 1/r%*?, resultados teoéricos fueron ob-
tenidos por Hioe |48] a partir de un caminante aleatorio con vuelos de Lévy, donde los
pasos del caminantes se pueden hacer a cualquier distancia pesados con una distribu-
cion de la forma P(r) oc 1/r%T°. Lo interesante de sus resultados fue que exponentes del
caminante coincidieron con los exponentes criticos del modelo espin esférico ferromag-
nético 2, con una interaccion de la forma J(r) oc 1/r%+7 |50|. Resultados que también
coinciden con los exponentes obtenidos por Fisher para la region clasica (0 < o < d/2)
del modelo Ising-LA. Basados en este vinculo, Bergensen y colaboradores [51] obtu-
vieron posteriormente los exponentes criticos del modelo de Ising-LA en d = 1 y para
o = 0,75, al simular un modelo de Ising cinético con una dindmica Glauber generalizada
[52] y una dindmica de intercambio analoga a los vuelos de Lévy. Modelo que resultd
de especial importancia en esta tesis, por lo que profundizaremos sobre el mismo en los
capitulos 2 y 6.

1.3. Los Sistemas Fuera del Equilibrio

Usualmente, cuando se habla de una transicion de fase se lo hace desde la termo-
dindmica de equilibrio, como se traté en la seccion anterior, donde los observables y
el parametro de orden son magnitudes termodinamicas bien definidas. En cambio, un
proceso fuera de equilibrio es algo mas delicado, ya que aqui las magnitudes fisicas en
muchos casos no tienen una connotacién termodinamica y en otros casos se vinculan
al valor de equilibrio de manera asintotica, es decir para tiempos en que el sistema
alcanza el estado de equilibrio. La principal distincién que se manifiesta en estos feno-
menos es la presencia de variaciones temporales de los observables, que como veremos
a continuacion en algunos casos satisfacen una dependencia como ley de potencia. En

IEfecto termo-resistivo inverso que se observa en materiales semiconductores dopados, donde al
descender la temperatura por debajo de 10 Kelvin se incrementa la resistencia eléctrica del material

2propuesto en 1952 por T. H. Berlin y M. Kac como una aproximacioén a una transicién ferromag-
nética tridimensional [49]
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particular se centrara la atencion en dos clases de sistemas fuera de equilibrio, por un
lado en la dindmica de sistemas termodindmicos bien definidos en equilibrio pero que
evolucionan desde un estado inicial fuera de equilibrio, a los que llamaremos sistemas
apartados de equilibrio. Por el otro, en sistemas que evolucionan irreversiblemente hacia
estados absorbentes y que no poseen atn una teoria termodinamica definida y a los que
se denominan sistemas sin-equilibrio |66].

1.3.1. Los sistemas "apartados “del equilibrio

En ésta categoria se engloban los modelos que poseen estados de equilibrio y por ende
una descripcion Hamiltoniana que permite una descripcion en términos de ensambles
de Gibbs. Para éstos sistemas es posible estudiar su evolucién temporal desde un estado
inicial apartado del equilibrio hacia un estado de equilibrio. En este contexto hablaré
de dindamica critica cuando el estado al que el sistema evoluciona es un estado critico.

Las leyes de escala en la dindmica critica

El estudio de éste comportamiento ha sido introducido en 1977 por Hoenberg y
Halperin |54] y estudiado por diversos motivos, ya sea por interés en el propio compor-
tamiento dindmico, para determinar la velocidad de convergencia al estado de equili-
brio de una determinado modelo, o como veremos a continuacioén, por ser una manera
alternativa de obtener los exponentes criticos universales. Luego, en 1989 Janssen y
colaboradores [55] demostro la existencia de leyes de escalas dinamicas para sistemas
que evolucionan al estado critico partiendo desde un estado con 1" = oo, en el caso
de modelos de tipo A (dindmica no conservada). Para este caso los exponentes de la
evolucion dindmica de los observables fisicos también fueron relacionados con los expo-
nentes definidos en equilibrio. Lo que no solo permitié cotejar desde una observacion
diferente los exponentes criticos obtenidos desde la dindmica de relajacion, sino que
agregb un nuevo exponente xy de caracter universal. De manera que a partir de este
trabajo, su uso se fue incrementado considerablemente. Para méas detalle sobre el estado
del arte puede verse el articulo de revision de Zheng [56] asi como uno mas reciente
de Albano y colaboradores [57]. En resumen, la caracteristica principal que presentan
éstos fendmenos es la dependencia como ley potencia de los observables, de manera
analoga a lo que ocurre con las leyes de escala para el estado critico en equilibrio, pero
con el tiempo como variable de escala. Donde existen relaciones entre los exponentes
de ambas dindmicas criticas con los exponentes criticos universales del correspondiente
modelo en el punto critico.

En particular las relaciones usadas en la dindmica critica de relajacion fueron de-
mostradas por Honeberg y Halpering para una gran variedad de modelos en régimen
de tiempos largos |54] y verificadas numéricamente incluso en el régimen de tiempos
cortos (DCR) [56|. Por su parte la dindmica de tiempos cortos (DCTC) obtenida desde
un estado inicial desordenado fue probada teoérica y numeéricamente para modelos de
corto alcance [55, 57| y predicha teéricamente para modelos con interacciones de largo
alcance [58].
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La dinamica critica de relajacién

Esta dinamica se observa cuando el sistema se aproxima al equilibrio en el punto
critico desde una configuracion inicial correspondiente a ' = 0 (punto fijo trivial del
grupo de renormalizacion) y siempre que la longitud de correlacion temporal £(t) que
satisface una ley de potencia de la forma &£(t) ~ t'/# [56], donde z es el exponente
dinamico, sea menor al tamano L del sistema. Lo que se supone es la validez de la
relacion de escala propuesta en el régimen de tiempos largos

M(t,e, L) = b~P"m(b=*t,b"/"e, b7 L). (1.13)

De esta manera, tomando b = t'/% y en el limite termodinamico (L — oco) obtenemos
la relacion:

M(t) ~ t=P/"m(t %) (1.14)
Donde m es una funcién de escala que en general afecta la dependencia como ley de
potencia y solo se hace constante al situar el sistema en el punto critico (e = 0).
Por lo que es posible obtener la temperatura critica al identificar los apartamientos
modulados por la funciéon de escala m(t!/?¢). A partir de estos observables también se
pueden obtener otras magnitudes, que permitan la determinacion de los exponentes
criticos. Como se verd en el capitulo 2 seccion 2.3, donde se detallan los observables
utilizados junto a sus relaciones de escala.

Dinadmica critica en el régimen de tiempos cortos

Otra relacion de escala independiente proviene de observar los primeros tiempos de
evolucion una vez pasado el tiempo microscopico (tiempos cortos). Para éste intervalo,
en 1989 Janssen y colaboradores |55] predijeron la existencia de un exponente dinamico
nuevo al que llamaron 6. Este exponente surge al estudiar la evoluciéon dindmica del
parametro de orden al estado critico partiendo de un sistema totalmente desordenado.
Bajo estas condiciones la proximidad al estado critico depende también del valor de
la magnetizacion inicial de manera que esta condiciéon inicial sera interpretada como
un nuevo campo de escala de la forma m{ = A"my. En particular, para un sistema
ferromagnético, la ley de escala toma la forma.

M(t,mg, e, L) = b= P"m(b=*t, b e, b= L, b*my). (1.15)
De esta manera, tomando b = t'/# y el limite termodinamico, se obtiene que
M(t,mg, €) = t P/ m(t/7%e, 150/ my) (1.16)

La manera de extraer el exponente zy del argumento es usar las siguientes condicio-
nes: 1) por un lado linealidad m(z) ~ z, valida cuando el argumento tiende a cero; 2)
por el otro una dependencia del tipo m(x) ~ cte esperada para z > 1.

De esta manera, la relacion de escala de tiempos cortos queda de la forma:

txo/z—ﬁ/yzm(tl/uze) motmo/z <1

M(t, mg, €) x (1.17)

t=PEm(tvEe)  mgt™o/z > 1,
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donde en el punto critico el exponente = x¢/z — /vz gobierna en un primer intervalo
la dindmica evolutiva, resultando en un crecimiento transitorio de la magnetizacion
para en este intervalo temporal. Por otro lado para tiempos suficientemente largos se
recupera la ley dindmica de relajacion al estado critico. Ademas, de igual manera que
en la dindmica de relajacion, apartamientos de ¢ = 0 implican desviaciones de la ley de
potencia determinadas por la funciéon de escala.

Los efectos de tamano finito

El comportamiento que hemos descrito en las secciones anteriores se verifica solo
en el punto critico (¢ = 0) y en el limite termodinamico (L — o0). Pero en cualquier
otro caso tendremos dinamicas apartadas de una ley de potencia. En sistemas con
tamano finito, la longitud de correlacion esta limitada por el tamano del sistema. De
esta manera, para valores de £ < L la correlacion finita entre espines lleva a la ausencia
de efectos de tamano. Para definir una longitud caracteristica fuera de equilibrio es
preciso retomar la ecuacion general de escala usada para la magnetizacion (ecuacion
1.13). Tomando b = L como variable de transformacion y € = 0, se obtiene:

M(t, L) ~ L™%"m(L~*t) (1.18)

De forma que se obtienen relaciones invariantes de escala, que permiten vincular al
tamano no solo con la temperatura, como ocurre en equilibrio, sino también con el
tiempo. Por su parte se sabe que para tamano finito (L) y tiempos suficientemente
largos esta magnitud satisface una dependencia exponencial de la forma.

M(t,L) ~e7t" (1.19)

donde 7 se denomina tiempo de equilibracion y representa la escala del tiempo que
tarda el sistema en desordenarse [56]. Por lo tanto, combinado las ecuaciones 1.18 y
1.19 es posible obtener una relacion de escala 7 ~ L* de forma que como z es un
exponente siempre positivo, un aumento de L implica un incremento del tiempo de
equilibracion, efecto que se conoce como enlentecimiento critico. De esta manera, siendo
que el pardmetro que mide la escala espacial de un sistema en equilibrio es la longitud
de correlacion &, lejos del equilibrio, el campo de escala asociado al paso del tiempo
permite definir una la longitud de correlacion dinamica £(t), que satisface la relacion
£(t) ~ tY*.Y cuyo valor se incrementa con el tiempo hasta alcanzar para tiempos t ~ 7
el valor esperado en equilibrio £(t) ~ L. En este sentido durante la evolucion dinamica
la condicion £ < L determina el intervalo de validez de las leyes de potencia. Por otro
lado, dicho tiempo se relaciona a su vez con el apartamiento del punto critico como
T~ €V,

De esta forma, solo para € = 0 y en una ventana temporal (£, — tmic) las leyes
de escala dinamicas son validas y se encuentran vinculadas con los exponentes criti-
cos universales. Permitiendo asi obtener los exponentes de equilibrio (5, v, ) y los
exponentes dinamicos 6 y z, estudiando un intervalo temporal en que la longitud de
correlacion es mucho menor que el tamano del sistema, y que por ende no requiere
esperar a equilibrar las magnitudes y se ve libre del ya mencionado enlentecimiento
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critico. Por su parte, como se mencion0, los cambios en la temperatura respecto del
valor critico permiten variar la funcion de escala (m(L'/¥7)), de manera que modifican
también el comportamiento dinamico incluso para tiempos t < 7:

= Para € > 0 la dindmica converge al estado paramagnético de equilibrio con M = 0
y se acelera de forma exponencial por efectos de tamano finito.

= Para € < 0 la dindmica evoluciona inicialmente hacia el estado equilibrio, que se
corresponde con una magnetizacion no nula (M(7)), para luego decrecer expo-
nencialmente hacia el estado paramagnético por efectos de tamano finito.

1.3.2. La dinamica en sistemas "sin equilibrio ”

En la seccion anterior describimos el caso mas sencillo de sistemas fuera de equilibrio
que constituyen una extension dinamica de los sistemas en equilibrio. En esta seccion
se consideran fenomenos fuera de equilibrio que no se pueden modelar a partir de un
Hamiltoniano y por ende tampoco es posible definir un estado de equilibrio. En estos
sistemas se hace necesario aclarar el uso preciso de los términos fase y transicion de
fase. Reconocemos una fase a partir de determinadas y reproducibles relaciones entre
las propiedades macroscopicas y los parametros que gobiernan la dindmica; mientras
que una transicion de fase esta dada por una dependencia de estas propiedades con el
parametro de control. En este sentido, los sistemas en equilibrio son un caso particular
donde estas relaciones pueden ser obtenidas desde la energia libre. Entre otros muchos
ejemplos de sistemas sin equilibrio podemos destacar la propagacion de epidemias [59,
60, 61|, de poblaciones |62], procesos cataliticos [63, 64] o en procesos biolégicos |65]. En
los mismos la evolucion dinamica ocurre desde estados estacionarios fluctuantes hacia
estados absorbentes, desde el los cuales el sistema no puede escapar.

Una diferencia clave es que en sistemas sin equilibrio la distribuciéon de probabilida-
des debe ser determinada desde la ecuacion maestra:

dP(X,t)

S STW(X = X)P(X' 1) - S W(X - X')P(X,1) (1.20)

donde {X, X'} representan las dos configuraciones iniciales y finales del sistema, las
funciones W(X — X'), W(X’ — X) son las probabilidades transicion que aqui no
satisfacen balance detallado, y las funciones { P(X), P(X’)} son las probabilidades de
que a un tiempo t el sistema se encuentre en las respectivas configuraciones {X, X'}.
En general, esta determinacion es compleja y puede ser llevada a cabo solo en forma
aproximada [66].

En transiciones de fase absorbentes es posible establecer una teoria de escala en
forma fenomenologica, donde ademés de la invariancia de escala espacial existe una in-
variancia de escala temporal, permitiendo obtener grupos de exponentes que definen las
clase de universalidad. Como aspectos relevantes podemos mencionar que las transicio-
nes de fase aqui definidas son posibles incluso en bajas dimensiones en contraposicion
con lo que ocurre en modelos de equilibrio [66]. La clase de universalidad mas robusta,
es decir aquella en la que se engloban una gran variedad de modelos [61], es la cla-
se de percolacion dirigida PD, la cual esta delimitada por la conjetura de Janssen y
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Grassberg [61]: Los modelos que pertenecen a la clase PD son aquellos que presentan
i) una transicion de fase continua absorbente caracterizada por un parametro de orden
de una componente; ii) reglas dinamicas de corto alcance y iii) sin simetrias, leyes de
conservacion o desorden. Aunque esta conjetura ha sido ampliamente confirmada nu-
méricamente, el comportamiento critico de PD no ha sido obtenido experimentalmente,
con la excepcion de recientes resultados de Takeuchi y colaboradores [67|. Probable-
mente debido a la dificultad de obtener sistemas sin desorden. Por otra parte cuando
estos requisitos son violados se obtienen otras clases de universalidad, tales como la
clase de paridad conservada cuando esta simetria esta presente, o la clase del Votante
|68| para procesos con simetria Z,, impulsados por fluctuaciones en las interfaces.

Este ultimo, en su formulacion original, modelo de Votante Estandar, es un modelo
simple con dos estados (o) o (e), que pueden pensarse como espines s =1 0 s = —1.
Su evolucion dindmica permite reproducir procesos formacion de opinion [66], de com-
petencia entre dos especies [69], cataliticos [64] y crecimiento de dominios magnéticos
sin tension superficial [68].

La regla dindmica establece que dos sitios vecinos seleccionados al azar solo interac-
tien si tienen estados diferentes (o, @) y en ese caso tiene una probabilidad de transicion
p = 1/2 de caer en cualquiera de los estados (ee) o (0o).

A partir de este esquema un espin rodeado de vecinos con el mismo estado, como
ocurre en el interior de un dominio, se encuentra imposibilitado de cambiar, por lo que
se dice que el proceso ocurre solo en las interfaces. Mas atin, cuando todos los sitios de la
red adquieren el mismo estado, desaparecen todas las interfaces, se dice que el sistema
llega a un estado absorbente. El modelo de votante estandar no posee pardmetro de con-
trol por lo que formalmente no tiene una transicion de fases. El estudio de su dinamica
de ordenamiento suele ser incluido en el contexto de procesos de envejecimiento [70]. En
este sentido, al situar el sistema en un estado inicial desordenado, este manifiesta una
dindmica de evolucion al estado ordenado (de magnetizacion total M = +£1), caracte-
rizado por el crecimiento de agregados o dominios magnéticos sin tension superficial.
En particular para dimension d = 1, el sistema se ordena irreversiblemente con una
dindmica que presenta una dependencia como ley de potencia, de manera similar a lo
que ocurre en el modelo de Ising cinético a temperatura 7' = 0. Mas atin, la dindmicas
de crecimiento de los agregados en ambos modelos se comportan de igual manera, con
un tamafio de dominio que crece como ((t) ~ v/£, cuando el modelo de Ising se utiliza
la dindmica de Glauber a 7' = 0. En d = 2 se tiene la dimension critica, donde la dina-
mica de ordenamiento sigue una dependencia logaritmica y para dimensiones mayores
en el limite termodinamico el sistema no alcanza el estado absorbente. En resumen a
la hora de elegir un modelo sin equilibrio para estudiar los efectos de la incorporacion
de interacciones de largo alcance, se tuvieron en cuenta las siguientes caracteristicas:

i) El modelo de Votante resulta ser un modelo sencillo que al no poseer parametro
de control presenta una dinamica determinada solo por la dimensiéon de la red y las
correspondientes reglas de evolucion. Proporcionando un buen escenario para estudiar
los efectos de interacciones de largo alcance en sistemas con crecimiento de dominios
sin tension superficial.

ii) Es un modelo extensamente estudiado que posee resolucion analitica en cualquier
dimension entera en redes regulares [4]. Mas atin, a partir del agregado de ruido en las
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interfaces, como pardmetro de control, se pudo identificar una transicion de fase y
conformar una nueva clase universal para sistemas sin equilibrio |68].

iii) Por ultimo hasta la presente tesis, segin nuestro conocimiento, no existen tra-
bajos previos que incorporen para éste modelo en redes regulares interacciones de largo
alcance. De manera que los dos estudios que abordaremos permitirdn profundizar el
conocimiento sobre sistemas sin equilibrio.

1.4. Objetivos

La presente tesis tiene como objetivo general contribuir al conocimiento acerca de la
dindmica de sistemas de particulas interactuantes fuera de equilibrio con interacciones
de largo alcance. En este contexto, los objetivos especificos son:

= Comprobar las predicciones tedricas acerca de la validez de la dindmica critica en
el régimen de tiempos cortos para estudiar el comportamiento critico de modelos
con interacciones de largo alcance. En particular para el modelo de Ising con
interacciones que decaen de manera algebraica con la distancia (Ising-LA).

s Estudiar el efecto de la extension del alcance de las interacciones sobre la evo-
lucién dindmica hacia estados absorbentes del modelo de Votante. En este caso
generando las interacciones de manera probabilistica a partir de una distribucion
de distancias que decae de manera algebraica.

= Construir un modelo de Votante de dindmica mixta, donde al modelo de Votante
Estandar se suma un intercambio entre espines pesado con la distancia, de manera
analoga a un vuelo de Lévy. El objetivo fue el de emular la interaccion efectiva
de largo alcance utilizada en el modelo de Votante anterior.

= Comprobar la hipotesis propuesta en esta tesis de que una dindmica mixta que
incluya intercambios de Lévy y una dindmica Glauber de corto alcance, presenta
una dindmica critica en el régimen de tiempos cortos que permite obtener los
exponentes universales del modelo de Ising-LA. Esto ultimo resulta de gran interés
debido a que reduciria el costo computacional y por ende se superaria una de las
principales limitaciones de las simulaciones de modelos LA.
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Capitulo 2

Método

2.1. Observables y Estimadores en la Mecanica Esta-
distica

Uno de los problemas centrales de la Mecanica Estadistica es calcular los observa-
bles termodinamicos de un sistema macroscopico, a partir de un modelo microscépico
definido mediante una funcion Hamiltoniana conocida, como ejemplo el Hamiltoniano

de Ising definido como:
H(s) = —JZsisj—thi (2.1)
(i.9) i=1

donde los s; los espines de una red que toman valores discretos 41 e interactian a
primeros vecinos, mediante una constante de acoplamiento para el caso ferromagnético
J > 0, y asu vez con un campo externo de magnitud h. A partir de esta funcion
hamiltoniana y usando el ensamble canoénico, es posible calcular magnitudes como la
energia media (U) o la magnetizacion (M) de un ferromagneto a partir del promedio
sobre todos los posibles “microestados “compatibles con un macroestado dado [1]. Si
se conocen todas las configuraciones posibles de espines s para una dada temperatura,
tanto la energia media como la magnetizacion (M (7)) se calculan como:

U(T. ) = (H(s))r 2:2)
MT,) = (53 s, 23)

donde () representa el promedio de microestados asociados una determinada tempe-
ratura y N la cantidad total de particulas de la red. Dentro de este esquema tanto el
volumen como el nimero de particulas son constantes, la probabilidad p({s;}) de hallar
al sistema en un microestado {s;} con energia H({s;}) esta dada por la distribucion de

Boltzmann.
exp[_H/kBT}

P = 2 — (2.4
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donde Z =" (51} expl=H/k8T] eg 1a funcion de particion canoénica . En equilibrio térmico
el valor de expectacion de un observable macroscopico estd dado por el valor medio:

= S 0s{a) = 7 S e O((s) (23)

{si} {s1}

En el caso de que el espectro de energia sea continuo la sumatoria se transforma en
una integral. Resolver esta expresion ya sea de manera analitica o numérica resulta ser
esencial en el presente formalismo. Un método eficiente para calcular estas expresiones
es el método Monte Carlo (MC), el cual puede entenderse como un experimento numé-
rico capaz de reproducir de manera estadistica una fluctuacion térmica aleatoria de un
estado a otro, permitiendo obtener el valor de los observables canénicos. Simulaciones
computacionales del método MC en modelos de diferente complejidad pudieron repro-
ducir una gran variedad de fen6menos fisicos, incluso en sistemas fuera de equilibrio y
sistemas criticos |2, 10, 3, 16]. Como se detallara a continuacion, este método incorpora
un mecanismo de evoluciéon temporal, que se vincula al promedio sobre configuraciones

(ergodicidad) |2].

2.2. El método Monte Carlo

El método Monte Carlo (MC) fue creado para resolver los calculos de dispersion
en colisiones atomicas |3]. Estos calculos requerian realizar integrales muy complejas e
inabordables de manera analitica. En este sentido se propuso un integrador numérico,
que no requeria fraccionar el espacio de fase a manera de grilla ni interpolar la curva a
integrar y se basaba en un promedio de configuraciones conocido como muestreo simple
|3]. Su formalizacion como método de simulacion para procesos térmicos fue realizada
por Metropolis y colaboradores en 1953 [4].

2.2.1. El método MC de muestreo “simple”

Para describir este método tomaremos la terminologia de la Mecanica Estadistica.
La idea es aproximar el valor medio de un observable O(T") por un estimador Og(T)
obtenido a partir de un nimero finito de configuraciones (), de acuerdo a la expresion:

Zl expHWN/EBT] (L5 1)O({s})
9 p({s:}) expl-HUsD/ksT]

donde p({s;}) es la probabilidad de la configuracion {s;}. Para ) — oo el estimador
converge al valor medio. Sin embargo, si se tiene un nimero finito de configuraciones
Q@ la precision del estimador estard condicionada por la eleccion de la probabilidad
p({si}). El caso de muestreo simple se corresponde a p({s;}) = 1/Q, eleccion que si
bien no siempre resulta eficiente, permite calcular observables fisicos donde otros méto-
dos son inviables |3]. En este sentido resulté de gran utilidad para estudiar caminantes
aleatorios, procesos de adsorcion secuencial aleatorea, percolacion, etc. Sin embargo, en
el contexto termodinamico solo resulto eficiente en sistemas donde todas las configu-
raciones tienen aproximadamente la misma probabilidad, como en el caso de estados

Oq(T) = (2.6)
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de temperatura alta donde resulte exp[—H/kgT] ~ 1 |2|. En cambio, para simular
eventos a temperaturas bajas este método es ineficiente ya que de todo el espacio de
configuraciones muy pocas contribuiran al valor medio.

2.2.2. EIl Método MC de muestreo "de importancia”

Este método fue desarrollado por Metropolis y colaboradores 4], como una manera
de solucionar las debilidades del método anterior y se basa en que los observables
termodinamicos son magnitudes auto-promediables. Es decir, una magnitud medida a
partir de diferentes configuraciones en equilibrio es esencialmente igual a su valor medio.
Lo que llevo a buscar que el estimador de la ecuacion 2.6 se aproxime efectivamente a
su valor medio dado por la ecuaciéon 2.5.

Para lograr esto, en vez de elegir las configuraciones {s;} de manera aleatoria se utili-
za una cadena de Markov, donde la probabilidad de transiciéon de cada nuevo microesta-
do {s;+1} depende del microestado anterior [2]|. A su vez, dicha probabilidad debe verifi-
car que la distribucion de estados generados, en el limite de eventos infinitos (Q — 00),
sea convergente a la distribucion de equilibrio de Boltzmann, P.,({s;}) = Leaxp(—2).

kBT
Una condicion suficiente para esto es suponer valido el principio de balance detallado:

P({si})egW ({51} = {s1}) = P({s1})eaW ({51} = {s1}), (2.7)

donde se ve que el cociente de probabilidades de transicion {s;} — {s;} sobre {s;} «
{s}} dependera del cambio de energia 0H = H({s}}) — H({s:}):

W({siy = {s1}) o

(2.8)

T = o) P T

Luego, es necesario especificar la eleccion de las funcion W ({s;} — {s;}) de manera que
satisfaga las ecuaciones 2.7 y 2.8. Las funciones mas usadas son las que conforman las
llamadas dinamicas de Glauber (eq. 2.9) y Metropolis (eq. 2.10), respectivamente:

Wk = {s41) = =11 — tanh(5 ) 29)
T—lsexp(—,i—f;) si AH >0
W({si} = {si}) = (2.10)

L otro caso

Ts

donde 7, es un factor arbitrario, que puede interpretarse como la unidad de tiempo
Monte Carlo y W ({s;} — {s]}) es entendida como una probabilidad de transicién por
unidad de tiempo. Por lo tanto, en ambos casos se llega al mismo estado de equilibrio
pero cada meétodo lo harda mediante dindmicas diferentes, lo que debera ser tenido en
cuenta al elegir la funcion W({s;} — {s;}) si se quiere estudiar particularmente la
dinamica del sistema.
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2.3. Los Modelos Utilizados

Como se mencioné en el capitulo anterior, para esta tesis se utilizan modelos de
particulas interactuantes con interacciones que decaen algebraicamente con la distancia.
La dindmica de cada uno de ellos se simula mediante el método Monte Carlo. Como
modelos de base, se utilizaron dos modelos representativos transiciones orden-desorden,
a los que se incorporan interacciones LA. Por un lado el modelo de Ising propuesto
en 1920 por Lenz [5] como un modelo ferromagnético y resuelto en 1925 por E. Ising
[6] v en 1944 por Onsager |7|, para dimensiones d = 1 y d = 2, respectivamente. Por
otro lado, el modelo de Votante fue propuesto por Clifford y Subdbury en 1973 [§|
como modelo de competencia entre especies. Posteriormente fue formalizado por Holley
y Ligget como un modelo elemental capaz de simular una dinamica de formacion de
opinion [9].

En el primer modelo, tomado como arquetipo de un sistema apartado del equilibrio,
se estudio la evolucion dindmica hacia el estado critico. En el segundo modelo se estudio
la evolucion dinamica hacia el estado absorbente desde un estado desordenado y es un
modelo representativo de un sistema sin equilibrio.

En el caso del modelo de Ising las fluctuaciones son controladas mediante la tem-
peratura 7', mientras que el modelo de Votante estandar (MV) no tiene parametro de
control. Sin embargo recientemente se conformo la clase universal de Votante al incor-
porar ruido sobre las interfaces, permitiendo que el ordenamiento pudiese ser controlado
[10]. En cuanto a su comportamiento cabe aclarar que el modelo de Ising con dindmica
Glauber [11] a T' = 0 e interacciones de corto alcance presenta la misma dinadmica de
crecimiento de dominios que el modelo de Votante estandar (sin ruido).

A partir de estos dos modelos se armaron cuatro variantes con interacciones de lar-
go alcance. Entre las cuales, las variantes del modelo de Ising (Ising-LA e Ising-GL)
han sido tomadas de la bibliografia a partir de la referencias [12, 13, 14]. Mientras que
la de los modelo de Votante (Votante-LA y Votante-Lévy) son propuestas originales.
En las primeras se estudia la dindmica critica con el objeto de obtener algoritmos de
mejor eficiencia para avanzar en el conocimiento acerca del comportamiento critico del
Ising-LA. Mientras que las ultimas han sido de utilidad para caracterizar el efecto del
alcance de las interacciones en la dindmica de sistemas sin equilibrio. Asimismo, per-
mite estudiar formas de implementar interacciones de alcance en modelos sin equilibrio
mediante vuelos de Lévy. Dichos modelos fueron estudiados en redes unidimensionales.

2.3.1. El modelo de Ising-LA

Como mencionamos al comienzo de la seccion a partir del modelo de Ising ferromag-
nético, se construyé el modelo de Ising con interacciones que decaen algebraicamente
con la distancia (Ising-LA) y cuyo Hamiltoniano a campo externo nulo (h = 0) esta
dado por la siguiente funcion,

S;S;
H=-JY" Td—+{7 (2.11)

(ij) W
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donde J > 0 es el la constante de acoplamiento ferromagnética, d es la dimension de
la red, s; es la variable de espin en el sitio 7, la cual puede tomar solo dos valores
s; = £1. La sumatoria se extiende a todos los pares de espines separados una distancia
rij = |ri—7;|, y o es un parametro que controla el decaimiento del alcance [14]. A partir
de éste Hamiltoniano se utiliz6 la dindmica de Metropolis (eq. 2.10) 4], cuyo algoritmo
puede resumirse en los siguiente pasos:

1. Se elige un sitio {1 < ¢ < L} de la red, al azar.

2. Se calcula la diferencia de energia que implica intercambiar el estado del espin
i-ésimo (AH)

3. Se evalia la probabilidad de transicion de Metropolis (P/™) de ese sitio, a partir
de la variacion de energia como lo indica la ecuaciéon 2.10.
4. Se sortea un numero al azar 0 < a < 1.

5. Solo si @ < P™ entonces se cambia s; por —s;.

6. Se itera esta secuencia tantas veces como espines tenga la red (L), para asi con-
formar un paso de evolucion Monte Carlo (PMC) o unidad de tiempo.

Cabe remarcar que calcular el cambio de energia para un sistema con interacciones
de largo alcance para un tamano L y dimension d implica una suma de L? términos, lo
que se traduce en un costo de calculo elevado incluso para d = 1. Por este motivo, se
hace relevante estudiar la dindamica critica a tiempos cortos ya que se encuentra libre
del enlentecimiento critico asi como también implementar algoritmos mas eficientes.

Observables

Los observables fisicos utilizados, son magnitudes dindmicas que manifiestan un
comportamiento como ley de potencia, algunas de las cuales fueron definidas en el
capitulo 2. Sin embargo para una mayor comodidad detallaremos a continuaciéon en
forma completa las que fueron utilizadas en este caso [15, 16].

Para la dindmica critica de relajacion:

Partiendo del estado inicial de orden total, es decir con todos los espines en el mismo
estado (M (0) = 1), las magnitudes utilizadas fueron:

= El valor medio de la magnetizacion

M(te) = =) si(t.e)) (2.12)

1=1

S

donde L el nimero total de espines y los corchetes () representan un promedio para
distintas realizaciones de la dindamica. Magnitud que satisface para la dinamica
en el punto critico una dependencia de la forma,

M(t,0) oc t=5/v=, (2.13)
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Mientras que para apartamientos del punto critico es modulada por una funciéon
de escala.

El cumulante de Binder de segundo orden (U(t))
Ult,e) = (W - 1), (2.14)
donde M2(t,€) = 2 ((3F

-, si(t,€))?) es el segundo momento de la magnetizacion.
Esta funcion presenta en el punto critico una dependencia temporal de la forma

U(t,0) o t%2,

(2.15)
donde d es la dimensién del modelo.

La derivada del logaritmo de la magnetizacion respecto de la temperatura reducida
y evaluada en el punto critico (0, log M|.—y), calculada numéricamente como

1 AM(t,¢)
O log M|—o = M(0) X ( A ). (2.16)

con una dependencia en el punto critico de la forma:

DelogM | —g oc tY/7=, (2.17)

Para la dindmica critica de tiempos cortos partiendo desde el estado con
magnetizacion nula:

Se consideran como condicién inicial estados iniciales desordenados con magnetiza-
cion estrictamente nula (M (0) = 0). Las medidas utilizadas fueron:

= La susceptibilidad, calculada a partir de las fluctuaciones de la magnetizacion

x(t,€) =

1
M?(t,e) — M(t,€)? 2.18
k;BTL( (76) (76) )? ( )
que el punto critico satisface una dependencia como ley de potencia de la forma

x(t,0) oc 7772 (2.19)

= La autocorrelacion del espin

1

L
Zs, t,€)s:(0,¢€)). (2.20)
1=1

h

con la dependencia dindmica critica

A(t,0) oc t=@/==0), (2.21)
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» La correlacion temporal para dos espines separados una distancia 7:

L L L
1
= Z<Z si()sir(8) = Qs (D sinn()), (2.22)
i=1 i=1 i=1
que en el punto critico satisface la ley de escala:

Ot,r) =~ e(r/&(t)). (2.23)

donde ¢(r/£(t)) es la funcion que modula los apartamientos del comportamiento
critico.

Para la dindmica critica de tiempos cortos desde estados desordenados
con magnetizacion inictal M(0) — 0:

Tomando como condicién inicial estados desordenados, pero a diferencia del caso
anterior, la magnetizacion pequena pero no nula M (0) # 0. Los observables fueron:

= El valor medio de la magnetizacion (M (t, €)) con condicion inicial M (0) ~ 0. Mag-
nitud que presenta, en el punto critico, un incremento inicial con una dependencia
temporal de la forma:

M(t,0) oc t", (2.24)

con un intervalo de validez desde el tiempo microscopico t,,;. hasta un tiempo que
cumple t*°/*my < 1. El exponente #* toma el valor del exponente critico 8 en el
limite My — 0.

= La autocorrelacion de la magnetizacion partiendo de una configuracion inicial des-
ordenada, con un valor de magnetizacion inicial M (0) aleatoria, calculada como:

_ Li S s> si(0)), (2.25)

=1 =1

con una dependencia temporal en el punto critico,
Qt) o t°. (2.26)

Esta magnitud permite obtener el exponente  de una manera alternativa al caso
anterior y sin necesidad de extrapolacion alguna. Sin embargo este ultimo caso es
de un mayor costo computacional [17]

Determinaciéon de T'c y de los exponentes criticos
Para determinar la temperatura critica y el intervalo de validez del comportamiento
como ley de potencia (tic,tmas) €n sistemas con interacciones de largo alcance, resulta

necesario considerar al menos dos fuentes de error, la funciéon de escala cuando € # 0 y
los efectos del tamano finito del sistema.
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Para separar los efectos causados por el apartamiento de la temperatura critica se
elige un tamano L para el sistema y se simula la dindamica critica de relajacion (DCR)
para varias temperaturas. Luego se realiza un grafico log-log de M(t) y uno de la
derivada numeérica d;‘ffg(ég).

En el primer grafico, la temperatura para la cual se obtiene una curva que se ajusta
mejor a una ley de potencia determina la temperatura critca (e = 0). Respecto al
intervalo de validez, el tiempo microscopico no depende ni de la temperatura ni del
tamano del sistema, mientras que el tiempo maximo ¢,,,,, para el cual la longitud de
correlacion es del orden del tamano del sistema, estd determinado por el inicio de un
rapido decrecimiento de M(t) para todas las temperaturas en la proximidad del punto
critico. Una observacién més directa de lo anteriormente descripto puede realizarse a
partir de la derivada numérica, donde la curva critica se correspondera a una sucesion
de puntos de valor medi6 aproximadamente constante en el intervalo (¢mic, timaz). El
error de T, estd determinado a partir de las curvas que presentan una pequena pero
notable desviacion de la ley de potencia en dicho intervalo.

A partir de éste procedimiento, una vez determinada la 7, es posible obtener el
exponente (3/vz a partir del ajuste de la curva critica M(t) y el resto de los exponentes
dindmicos a partir de los restantes observables simulados en el punto critico.

Cabe remarcar que un procedimiento similar puede ser realizado utilizando la dina-
mica critica de tiempos cortos (DCTC). Sin embargo, las curvas de evolucion temporal
obtenidas desde ésta dinamica resultan menos sensibles al cambio de temperatura que
el caso anterior, lo que dificulta una determinacion precisa de la temperatura critica.

2.3.2. El Modelo de Votante con probabilidad de enlaces de
largo alcance

El modelo de Votante estandar es un modelo de dos estados s = 41, como el modelo
de Ising, pero no dispone de un Hamiltoniano sino de reglas de evolucion, donde dos
fases absorbentes entran en competencia. La regla dindmica propone que dos particulas
vecinas solo interactiien si tienen estados de espin diferentes (1)) y en ese caso tienen
una probabilidad de transicion P = 1/2 de caer en cualquiera de los estados (1) o
(44). Como veremos a continuacion, el parametro de orden dindmico es la densidad
de interfaces (p(t)), donde una interface (I;; = 1) se asocia a pares formados entre
sitios vecinos (4, 7) con espines (1)) o (1) mientras que una dupla de tipo (11) o ({J)
representa la ausencia de interface (I;; = 0) !

A diferencia del modelo de Ising todos los cambios en el sistema ocurren a través
de las interfaces entre dominios y sin una temperatura como parametro de control.
La inclusion de ruido global debilita el orden de largo alcance e inhibe la formacion de
dominios magnéticos. En cambio, a partir de la inclusiéon de ruido en las interfaces, pudo
conformarse la clase del modelo de Votante |18], donde puede observarse una transicion
de fase orden-desorden hacia el estado absorbente. Por otra parte, en redes regulares la
dindmica también es determinada por dimension d, lo cual ha sido resuelto exactamente

!Los estados de interface (1,0) también se pueden entender como particulas, por lo que este modelo
se puede mapear también a la clase de modelos de creacién-aniquilacion fuera de equilibrio [10].
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para cualquier dimension entera [19]. Como se mencioné en la introducciéon se tienen
tres tipos de comportamientos:

= Por debajo de la dimension critica d < d. = 2, se observa que la dindmica irrever-
sible hacia el estado absorbente (p = 0) sigue una ley de potencia, cuyo exponente
se corresponde con el del modelo de Ising cinético unidimensional con dinamica
Glauber a temperatura 7' =0 (a = 1/2).

s Para d = d. = 2 el ordenamiento se vuelve mucho més lento y con dominios
magnéticos més rugosos, caracteristica que vincula a éste modelo con un proceso
de crecimiento sin tension superficial [18, 20].

= Por ultimo, para d > d. no se alcanza un orden global. En el caso de tamano finito
se observa una dinamica de tipo exponencial que se relaciona con fluctuaciones
estadisticas que llevan al sistema hacia uno de sus estados absorbentes.

Las interacciones de largo alcance

A partir de las reglas dinamicas del modelo estandar se propuso la inclusion de
interacciones de largo alcance. En particular se utiliz6 una dependencia algebraica para
la distribucion de probabilidad de la distancia de interaccion, analoga a la utilizada en
el modelo de Ising-LA, ya que a partir de resultados conocidos [20, 21] se espera que
permita pasar de forma continua entre un comportamiento de corto alcance y uno de
tipo campo medio. De esta forma la distancia de interaccion r se selecciona de manera
aleatoria pero pesando con la distribucion:

P(r)= —— (2.27)

donde A es la constante de normalizacion.
De esta manera el algoritmo de simulacion queda de la siguiente forma:

= Se elige un sitio ¢ al azar con estado s;

= Se sortea una distancia de interaccion de manera que satisfaga la distribucion de
probabilidad P(r) = —#.

= Se elige un sitio j que se encuentre a distancia r del sitio ¢, de manera aleatoria
entre los sitios j =t+roj=i—7r

= Se asigna al sitio j el valor del estado del sitio 7, es decir s; = s;

= Se repite el algoritmo L veces, donde L es el nimero total de sitios, para simular
una unidad de tiempo o paso Monte Carlo (PMC).

La distancia de interaccion (r), utilizada para este modelo y los siguientes, es obte-
nida como una variable aleatoria con una distribucién de probabilidad no uniforme de

la forma:
P(r) = or~ (09, (2.28)
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definida para r > 1. Para obtener dicha variable, primero es preciso generar una variable
aleatoria continua de distribucién uniforme z, definida en el intervalo (0,1). Luego,

mediante la transformacion:
r=z"1/°), (2.29)

es posible obtener un vector de distancia r que respete la probabilidad mencionada.
Para mas detalle del algoritmo, puede verse la referencia [21], donde esta distancia de
vuelo ha sido utilizada para simular un caminante aleatorio de largo alcance.

Magnitudes medidas

Para estudiar la dindmica del Votante-LA se situa al sistema en un estado inicial
desordenado y se observa la evolucién temporal para distintos valores del pardmetro o.
Para esto medimos las siguientes magnitudes:

La densidad media de interfaces (p):

Esta magnitud es utilizada como parametro de orden dindmico para estudiar el
ordenamiento del sistema, y para d = 1 se calcula como:

ZiL:_ll(l - 5i5i+1)/2
2(L — 1)

p={ ) (2.30)
donde () indica que es un promedio sobre un nimero ny de diferentes configuraciones.
Cabe resaltar que un estado de magnetizaciéon nula se correspondera con una densidad
media de interfaces con valor p = 1/2, mientras que para el sistema en el estado
ordenado, con magnetizacion M ({s}) = %1, tendremos una densidad de interfaces con
valor p = 0.

Los resultados conocidos para este parametro en el modelo de Votante estandar
sobre redes regulares muestran un comportamiento dindmico bien distinto, seglin sea
la dimension de la red estudiada [19]. En este sentido, para el limite termodinamico
tendremos:

= Para redes de dimension d = 1 un proceso de formacion de grandes aglomerados
que provoca un decaimiento del parametro de orden siguiendo una ley de potencia

de la forma,
p(t) o< t™ (2.31)

con o = d/2.

= Para la dimension critica (d. = 2) se obtiene ordenamiento mas lento con una
dependencia logaritmica de la forma:

p(t) o< (In(t)) ™ (2.32)

= Para dimensiones mayores d > 2 el parametro de orden evoluciona hacia un estado
estacionario con una densidad media constante:

p(t) = po. (2.33)
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El tiempo de vida de las interfaces (7):

A partir de la densidad de interfaces para sistemas finitos es posible considerar
otra magnitud: el tiempo de vida de las interfaces (7), que consiste en un tiempo
caracteristico que se relaciona con el tiempo medio que demora el sistema en alcanzar el
estado absorbente p(t) = 0. El valor 7 depende de los diferentes procesos que actien en
la evolucion dindmica. Para el modelo estandar en el régimen estacionario (d > d. = 2),
7 esta determinado por la presencia de fluctuaciones capaces de llevar a un sistema
de tamano finito al estado absorbente. Mientras que para la region d < d., donde
domina la formacion de grandes dominios, 7 esta determinado por fluctuaciones en las
interfaces [22|. En cualquier de los dos casos, esta magnitud siempre esta relacionado
con el tamano del sistema L. Mas atin, la manera en que escala 7 con el tamano es
una medida que puede ser usada para clasificar diferentes tipos de comportamientos en
redes regulares [22, 23]. Para diferentes dimensiones se tiene:

» Para d = 1 el tiempo de ordenamiento depende como 7(L) ~ L?.

= Para la dimension critica d. = 2 el tiempo de ordenamiento depende con el tamano
segin 7(L) ~ LIn L

= Para dimensiones d > 2 el tiempo de ordenamiento satisface 7(L) ~ L
La distribucion de tamanos de dominio (D(()):

Otro estudio realizado fue la determinacion de la distribucion de los tamanos de
dominios para diferentes tiempos durante la evoluciéon dindamica. En este caso, el calculo
se realizo para distintos valores de o y se compararon con los resultados para el modelo
estandar en redes de d = 1 y d = 2. El tamano maximo de los dominios representa una
medida de la longitud de correlacion del sistema (§) [10]. En el modelo estandar en la
dimension critica, se observa una distribuciéon de tamanos de dominios libre de escala,
de la forma:

D(¢) ~ ¢ (2.34)

donde ( es el tamano de dominio y p es un exponente depende del modelo.

2.3.3. EIl Modelo de Votante con Vuelos de Lévy

Este modelo surge como una variante del modelo anterior en la que se implement6
un mecanismo de dindmica mixta. En la misma se combina la dindmica de Votante
estandar (a primeros vecinos) con una dinémica de intercambio entre espines ubicados
a una distancia r, seleccionada de manera aleatoria y pesada con la misma distribucion
utilizada en el modelo de Votante-LA, ecuacion 2.27. En este sentido, si se interpreta un
espin con estado (s = +1) como un sitio ocupado de una red (), y a un espin con estado
(s = —1) como un sitio vacio (o), un intercambio entre éstos objetos puede entenderse
como un salto del sitio ocupado al vacio. A su vez, si es realizado con una probabilidad
que depende de la distancia 7 como P(r) o 1/r%? este mecanismo se conoce como
vuelo de Leévy [24, 25], por lo que denominamos a este modelo como Votante-Lévy.
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La dinadmica del Votante-Lévy

Para una mayor claridad se enumeran a continuacion los pasos de la dinamica uti-
lizada en nuestro algoritmo Monte Carlo para la red unidimensional:

1. Se sortea un sitio 0 < ¢ < L de la red, con estado s;.
2. Se asigna a uno de sus dos primeros vecinos con el mismo estado de s;

3. Se sortea una distancia 7 en el intervalo (1 < r < L/2) pesada por la distribucion
propuesta en la ecuacion 2.27 y se elige al azar entre uno de los dos sitios 7 = i%r.

4. Teniendo en cuenta condiciones de contorno periddicas se intercambia el espin del
sitio i-esimo con el del sitio j elegido en el paso anterior.

5. Se itera esta secuencia tantas veces como espines tenga la red (L), para asi con-
formar un paso de evoluciéon Monte Carlo (PMC).

Observables

Los observables medidos, asi como las magnitudes de interés, son los descriptos para
el modelo de Votante-LA, en la seccién anterior.

2.3.4. El Modelo ferromagnético de Ising con dinAmica Glauber-
Lévy (Ising-GL)

En éste modelo se utiliza una dindmica mixta conformada por interacciones a pri-
meros vecinos y vuelos de Lévy. De todas las opciones propuestas para la dindmica de
inversion de estados de espin a primeros vecinos, se utilizo la dinamica generalizada de-
finida por Glauber [11] para el modelo de Ising ferromagnético, y usada por Bergensen
y colaboradores [12|. Esta definida a partir de una la probabilidad de transicion P,(7)
para un sitio ¢ de la red, de la forma:

Py(i) = 1 — psi(siv1 + Si-1) + #2Sip15i-1, (2.35)

donde s; es espin i-esimo de una cadena de L espines, s;4+1 son los dos primeros vecinos
del espin s; y p es el pardmetro térmico dado por p = tanh(J/kgT). La particularidad
que tiene esta dindmica generalizada es el término de producto cruzado, el cual establece
una dependencia de los estados de espin con la correlacion entre los estados de los espines
vecinos. Como puede verse en la ecuacion 2.35, si despreciamos el segundo término
la expresion se reduce a la probabilidad de Glauber usual. Ademéas su importancia
radica en que para dimension d = 1 los estados ordenados del modelo de Ising de
dindmica mixta no podrian ser generados utilizando una dinamica independiente de la
correlacion entre espines vecinos. Esta regla general fue demostrada por [. Kanter y
D.S. Fisher en 1989 [26], y observada previamente como resultado particular por De
Masi y colaboradores [27].
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A su vez, como en el caso del Votante-Leévy, el proceso de intercambio fue efectuado
mediante un sorteo entre pares de vecinos {s;, s;} pesados por la distribucién de pro-
babilidades definida en la seccion anterior, ecuacion 2.27. En este sentido valores de o
grandes determinan una distribucion angosta de distancias, implicando un predomino
de intercambios cercanos, mientras que valores pequenos de o implican una distribucion
méas ancha y por ende mayor cantidad de espines lejanos intervienen en el proceso.

La dindmica de Glauber-Lévy

Los pasos de la dindmica utilizada en nuestro algoritmo Monte Carlo son:

1. Se sortea un sitio de la red al azar elegido con probabilidad uniforme en el intervalo
(0<i<L).

2. Se evalta la probabilidad de Glauber (P,(i)) de ese sitio mediante la ecuacion
2.35.

3. Se sortea un numero al azar 0 < x < 1.
4. Si x < P,(i) entonces se cambia s; por —s;.

5. Se sortea una distancia r en el intervalo (1 < r < L/2) pesada por una distribucion
que genere la probabilidad de vuelo propuesta en la ecuacion 2.27. A continuacion
se sortea entre los sitios s;1, V S;i_;.

6. Teniendo en cuenta condiciones de contorno periodicas se intercambia el espin
1-esimo con uno de sus dos vecinos, elegido al azar, ubicados a distancia r y con
un espin s; = ;.

7. Se itera esta secuencia tantas veces como espines tenga la red (L), para asi con-
formar un paso de evoluciéon Monte Carlo (PMC).

Cabe remarcar que en esta propuesta la probabilidad de intercambios de Glauber,
ecuacion 2.35, depende explicitamente de la temperatura (7") del sistema a través del
parametro g, mientras que no resulta asi en el caso de la probabilidad de vuelo de
Lévy, ecuacion 2.27,. ya que una vez sorteada la distancia r el vuelo siempre ocurre
independientemente de la energia. Sin embargo, como fue propuesto en la referencia
|28| también es posible utilizar una dinamica mas general si en el paso 6 del algoritmo
se incluye una probabilidad de intercambio que tenga en cuenta ademds el cambio
de energia. Lo que requeriria a su vez, incorporar una nueva temperatura para los
intercambios (7;) diferente del valor de temperatura 7" usado para la inversion del
estado de espin. Por lo tanto, los estados estacionarios del sistema aqui dependeran del
cociente T;/T como regulador de la taza de reaccion/difusion (I') del modelo. En este
sentido, la eleccion particular del esquema propuesto fija la tasa reaccion/difusion (I')
permite comparar nuestros resultados con los de otros autores [12, 13|, donde fue posible
relacionar el estado estacionario del Ising-GL con el estado de critico de equilibrio del
Ising-LA
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Por otro lado, como se indica en el paso (5), al momento de realizar un vuelo en lugar
de sortear dos sitios al azar y luego pesar su probabilidad con la funciéon de distribucion
de distancias definida por la ecuacion 2.27, se toma como criterio de optimizacion el
propuesto por Hinrichsen en algoritmos de vuelo de Lévy [21], se genera una distancia
de vuelo que respete la distribucion propuesta por la ecuacion 2.27. De esta manera se
fuerza a que siempre ocurra un evento de vuelo.

Observables

Empleando este algoritmo se simul6 la dindmica del modelo de Ising-GL para un
valor de 0 = 0,75 y distintos tamanos de sistemas. Los observables utilizados fueron los
ya descriptos para el modelo de Ising-LA (ver seccion 2.3.1).
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Capitulo 3

Estudio de la dinamica critica del
modelo de Ising con interacciones de
largo alcance

3.1. Antecedentes

Este capitulo se centra en el estudio del modelo de Ising unidimensional con interac-
ciones de largo alcance dependientes de manera algebraica con la distancia, de la forma
J(r) ~ 1/r?to (Ising-LA). Como fue detallado en la seccion 1.2, una serie de estudios
sobre el comportamiento critico de éste modelo fueron realizados a partir de céalculos
del grupo de renormalizacion (GR) [1, 2, 3] y posteriormente verificados mediante si-
mulaciones Monte Carlo en equilibrio [4]. En estos trabajos se demostro la existencia
de tres regimenes parametrizados por o. En el caso particular de d = 1 los regimenes

estan delimitados de la siguiente manera [5]:

= I) Un régimen de comportamiento de corto alcance en la region con o > 1.

= II) Un régimen de comportamiento intermedio en la region con 1/2 < o < 1,

donde los exponentes criticos son funciones continuas del pardmetro o.

= III) Un régimen de comportamiento clasico en la region (o < 1/2), donde los
exponentes se corresponden con los de campo medio, a excepcién de 1 y de v
quienes toman los valores v = 1/o0 y n = 2 — 0. Siendo esta ultima relacion

también valida en el régimen intermedio.

m [V) Para ¢ = 1 se observa que la longitud de correlaciéon no manifiesta una
dependencia como ley de potencia y la magnetizacion presenta una discontinuidad.
Comportamiento que se puede asociar a una transicion de fase tipo Kosterlitz-

Thoulless [6, 7]

Para este caso, Binder y Luijten |5] obtuvieron mediante simulaciones Monte Carlo,
los exponentes de escala del campo magnético y, (exponente magnético) y de la tem-
peratura reducida y. (exponente térmico), definidos en capitulo 1 seccion 1.1.2 a partir

de las relaciones de GR (ver ecuaciones 1.10, 1.11 y 1.12) )
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Exponentes que permiten determinar los exponentes criticos estaticos utilizados en
las leyes de escala mostradas en la tabla 3.1. Las figuras 3.1 y 3.2 (tomadas de la
referencia [5]) muestran el comportamiento de y, e y, con o, incluyendo los exponentes
corregidos y.x e yp* para la region de campo medio. En las mismas figuras se indica con
lineas punteadas las predicciones de GR. Los datos mostrados en dichas figuras seran
utilizados como referencia a lo largo de la tesis. Centrando la atencién en el régimen
intermedio, resultados recientes de Chen y colaboradores [8], basados en calculos de GR
aplicados al modelo de Ginsburg-Landau, predicen la validez de la dinamica critica en el
régimen de tiempos cortos para el modelo con interacciones de largo alcance estudiadas
en esta tesis. A partir de estos resultados se obtuvieron expresiones analiticas que
predicen los valores de los exponentes criticos n, v, 8 y z.

1.00 ‘ : ;
mean-field theory — L
0.95 | RG e
090 |  RG (conjectured) P i
- MC (Chapter 4) s i
5085 | MC e P .
=1 y:
e 0.80 5 1
% J_,.m"ﬂ
g 075 T |
= 070 ¢ ]
éo 0.65 | .
0.60 T |
055 + .
0.50 | I I |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o

Figura 3.1: Exponente magnético y; del modelo Ising-LA en funcién de o, obtenido por
Binder y Luijten [5] mediante simulaciones Monte Carlo en equilibrio. Los valores yj,*
corresponden a una correccion de los exponentes mencionados, la cual se hace relevante
solo en la region de campo medio (o < d/2). La figura muestra también las predicciones
de GR [1, 5].
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Figura 3.2: Exponente térmico y. del modelo Ising-LA, en funcion de o, obtenidos
por Binder y Luijten [5], mediante simulaciones Monte Carlo en equilibrio. Los valores
de y.x corresponden a una correccion de los exponentes mencionados, la cual se hace
relevante solo en la region de campo medio, para valores (¢ < d/2). Se indican también
las predicciones obtenidas de GR |1, 5]

Exponentes criticos | Exponentes de GR
en la region clasica
a=2—d/y Ye =0
B=(d—yn)/y Ye = 0,5
v = (2yn — d)/y:
d=yn/(d—yn) yn=(14+0)/2
n=2-2y,+d yr =0,75
v=1/y,

Cuadro 3.1: La tabla muestra las relaciones entre los exponentes ¥, e y,. y los exponentes
criticos. En la segunda columna se indican los exponentes y;, € y. vy las correcciones y
e yp* propuestas por calculos de GR [5] validos para la region clésica.

Este capitulo tiene por objetivo contribuir a la compresion de la dindmica de sistemas
apartados del equilibrio con interacciones de largo alcance. Especificamente se busca
comprobar las predicciones tedricas de Chen y colaboradores [8], estableciendo la validez
de la dindmica critica en el régimen de tiempos cortos para estudiar el comportamiento
critico de modelos con interacciones de largo alcance mediante simulaciones Monte
Carlo.
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3.2. Detalle de las simulaciéones

Los aspectos generales de la dinamica critica del modelo Ising-LA fueron discutidos
en el capitulo 1 seccion 1.3.1 y el capitulo 2 seccion 2.3.1. En la ultima seccién se
detallan los observables utilizados, el algoritmo y el procedimiento para obtener el
punto critico. Las simulaciones fueron realizadas para un valor de ¢ = 0,75, para
este valor se espera que los exponentes criticos sean suficientemente diferentes de los
correspondientes a campo medio (o < 0,5) y a su vez se encuentra alejado de los efectos
de la transicion tipo Kosterlitz Thouless esperada en ¢ = 1. Las simulaciones fueron
realizadas para sistemas de tamafios L < 10° usando condiciones de frontera periddicas,
asi las sumatoria involucrada en el Hamiltoniano dado por la ecuaciéon 2.11 se evalia
hasta valores de distancia r = L/2. Para aplicar el escaleo de alcance finito, propuesto
por Glumac y colaboradores [9], se realizaron simulaciones truncando las interacciones
en el N-ésimo vecino, es decir la sumatoria en el Hamiltoniano se extiende para todos
los valores de 7 < N siendo el valor maximo Ny, = L/2.

3.3. Resultados y Discusion

3.3.1. La determinacién del punto critico 7.

Determinacion del intervalo de validez de las leyes de potencia en la dinamica
de relajacion

La figura 3.3 muestra la dindmica de relajacion de la magnetizacion (M (t)) a diferen-
tes temperaturas pertenecientes a la region critica de un sistema de tamano L = 2 x 10,
Como se describio en la seccion 2.3.1 la temperatura critica corresponderia a la mejor
ley de potencia dada por la ecuacion 2.13 en un intervalo (¢mic, tmax)-

Para la determinacion tanto de la temperatura como del intervalo se debe considerar
el origen de las desviaciones de la ley de potencia: i) la funcion de escala dada en la
ecuacion 1.14 cuando T' < T, o T > T; ii) los efectos debidos al tamano finito del
sistema L, dados por un rapido decaimiento exponencial (ecuacion 1.19) a partir de
tmaz esperados para £ ~ L vy iii) los efectos de tamano finito debido al truncamiento
del alcance de la interaccién, que son propios de sistemas con interacciones de alcance
infinito, como las estudiadas en esta tesis. Los tltimos estan presentes aun cuando
¢ < L, dado que el tamano finito del sistema necesariamente conlleva a un truncamiento
de la interaccion (N, = L/2) y su caracterizacion es un tema abierto que resulta de
fundamental importancia para la determinacion del comportamiento critico mediante
la dinamica critica en el régimen de tiempos cortos. Por su parte el ,,;. solo depende
de las caracteristicas microscopicas del modelo y no se ve afectado por los efectos antes
mencionados.

En el grafico insertado en la figura 3.3 se muestra el comportamiento temporal
de la derivada d(log(M(t)))/d(log(t)), obtenida en forma numeérica, para tres de las
temperaturas mostradas en la figura principal. A partir de este comportamiento es
posible identificar el intervalo ¢, = 10 PMC y t,.; = 10> PMC, donde el ultimo
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valor se corresponde a un tiempo a partir del cual las curvas evidencian una desviacion
hacia M(t) = 0. Por su parte, siguiendo el procedimiento aplicado a sistemas con
interacciones de corto alcance, la temperatura critica es aquella para la cual se obtiene
un valor constante 7. = 26525(25). El analisis descrito es complementado buscando
la curva que mejor ajusta a la ley de potencia dada por la ecuaciéon 2.13. El intervalo
de ajuste resulto consistente con el previamente determinado y se obtuvo el exponente
B/vz = 0,129(6). Las barras de error en la T, se estimaron a partir de las curvas que
presentan una notable pero pequena desviacion de la ley de potencia.

1
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] + T=2.6500 n_=1.0x10
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Figura 3.3: Evolucion temporal de la magnetizacion M(t) en las temperaturas indica-
das a partir de una configuracion inicial ordenada correspondiente a 7' = 0. Los datos
pertenecen a redes de tamano L = 2 x 10%. La linea continua indica el ajuste de la curva
a T = 2,6525, con la ecuacion 2.16. En la leyenda se indica también el nimero de con-
figuraciones promediadas. El grafico interior muestra la derivada del 0log(M)/0log(t)
y la linea continua el ajuste que determina el exponente (5/vz.

Los efectos de tamano finto

rior, el procedimiento descripto fue llevado a cabo para varios tamanos de sistema (L)
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y diferentes alcances de las interacciones mediante un truncamiento hasta el N-ésimo
vecino. El objetivo de un analisis de este tipo es distinguir entre los efectos debido al
tamano finito del sistema de los correspondientes al truncamiento de la interaccion. La
figura 3.4 muestra las leyes de potencia obtenidas para la dinamica de relajacion per-
tenecientes a cuatro tamanos del sistema, tales que L < 2 x 10* y sus correspondientes
temperaturas, indicadas en la leyenda. Por su parte la figura 3.5 muestra las leyes de
potencia obtenidas para el tamano L = 1 x 10* y diferentes alcances de interaccion,
tales que N < Ny La comparacion de ambas figuras lleva a la conclusion que la
temperatura a la cual se observa la ley de potencia (indicadas en las leyendas) y el
intervalo de validez de la misma solo depende del truncamiento, es decir del alcance N
de interaccion. Esto lleva a la conclusion de que la temperatura a la cual se observa la
ley de potencia es una temperatura critica efectiva T.(NV).

1 i = L=5x10" T =2.635(2) n_=3.8x10"

] e L=7x10° T =2.640(2) n_=3.5x10°

0.8 v L=1x10" T=2.645(2) n =3.1x10’

] L=2x10" T =2.6525(25) n =1.8x10’
0.6
~~ :
3 .
N 1
0.4

'-.__.‘.

S &

T T T T T T T T T

0 1 S e s
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Figura 3.4: Relajacion de la magnetizacion M () a la temperatura “critica efectiva ”,
indicada en la leyenda, desde el estado ordenado correspondiente a I’ = 0 y para diferen-
tes tamanos de sistema (L). La linea continua indica el ajuste de la curva obtenida para
L = 1x10% En la leyenda se indica también el nimero de configuraciones promediadas.

Por otra parte, la superposicién de las curvas en los correspondientes intervalos
(tmics tmaz (V) indica que los exponentes de la dindmica critica de relajacion no son
afectados por los efectos de tamano finito. Estas afirmaciones son reforzadas por los
resultados mostrados en las figuras 3.6 (a) y 3.6 (b). En dichas figuras se han obte-
nido las dindmicas de relajacion criticas para dos valores fijos del truncamiento de la
interaccion N = 2 x 102 y N = 5 x 10® y para diferentes tamafos del sistema en los
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intervalos (5 x 103,4 x 10%) y (1 x 10%,1 x 109), respectivamente. Como puede obser-
varse las temperaturas criticas efectivas, el intervalo de validez de la ley de potencia y
el exponente asociado fueron los mismos para todas las curvas correspondientes a un
mismo . Los resultados descritos permiten conjeturar que el apartamiento de la ley de
potencia ocurriria cuando la longitud de correlaciéon temporal toma valores del orden
del alcance de la interaccién, & ~ N.

1
] = N=2.0x10° T =2.6325(25) n =2.9x10’
] ¢ N=2.5x10° T =2.6350(25) n =3.0x10°
] N=3.0x10° T =2.6375(25) n =2.9x10°
0.8 * v N=3.5x10° T =2.6400(25) n =3.2x10°
] . % N=4.0x10° T =2.642(2) n=3.3x10’
— 1 3 3
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Figura 3.5: Relajacion de la magnetizacion M(t) a la temperatura “critica efectiva”
indicada en la leyenda, desde el estado ordenado correspondiente a 7" = 0, para tamano
de sistema L = 1 x 10* y diferentes alcances de la interacciéon N. La linea continua
indica el ajuste de la curva obtenida para N = 5 x 10°. En la leyenda se indica también
el niumero de configuraciones promediadas.
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Figura 3.6: Relajacion de la magnetizacion M(t) a la temperatura “critica efectiva”,
indicada en la leyenda, desde el estado ordenado correspondiente a 7' = 0 para un valor
fijo del alcance de la interaccion y diferentes tamanos de sistema: (a) N =2 x 10% y (b)
N = 5 x 103. Las lineas continuas indican los ajustes, los cuales determinan un expo-
nente §/vz = 0,129(6). En la leyenda se indica también el nimero de configuraciones

promediadas.
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La ley de escala para alcance finito

A partir de los resultados discutidos en la seccion 3.3.1 un analisis de la dependencia
de la temperatura critica efectiva en funcion del “alcance “de la interaccion, permitio
obtener la temperatura critica del sistema como una extrapolacion al limite de alcance
infinito.

Este tipo de anélisis, denominado escaleo de alcance finito, fue propuesto por Glumac
y colaboradores [9] como anéloga al método de escaleo de tamano finito y establece la
siguiente relacion de escala:

T.(N)=T.(c0) + A/N*T, (3.1)

2.69

2.68

2.67 4%

\-62.66—
2.65 -
2.64 +

2.63

00  50x10° 1.0x10% 1.5x102 2.0x102  2.5x10?
N'1/V

Figura 3.7: Temperatura critica efectiva en funcion de N~'/¥ (cuadrados llenos). La linea
continua corresponde al ajuste mediante la ecuacion (3.7). Se incluye la temperatura
critica efectiva obtenida por Tomita [10] (estrella).

donde T.(oc0) es la temperatura critica, la cual corresponde a un alcance de interaccion
infinito, z7 es el exponente de convergencia y A es una constante. Como propuesta para
el exponente de convergencia se uso6 la relacion estandar para el escaleo de tamano finito,
es decir fijando el exponente en xp = 1/v [11, 12]. La figura 3.7 muestra los valores
de T.(N) obtenidos en funcién de N~'/¥, los cuales fueron ajustados con la ecuacién
(3.7) (linea continua), determinando la temperatura critica 7..(co) = 2,660(4). El valor
obtenido por este método interpola con los valores reportados en la bibliografia T, (cc0) =
2,929 [9], T.(c0) = 2,9269 [13]) para 0 = 0,70 y T.(c0) = 2,431 [9], Te(o0) = 2,4299
para o = 0,80 [13], los cuales fueron calculados analiticamente mediante el método de
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matriz de transferencia junto con un escaleo de alcance finito. Ademas, en la figura
3.7 hemos incluido el valor reportado por Tomita [10] (a partir de una interpolacion)
para N = 222, que se encuentra dentro de las barras de error en completo acuerdo con
nuestros resultados.

Por otra parte, el hecho de que un exponente zr = 1/v ajuste satisfactoriamente los
valores obtenidos de T, para los distintos alcances simulados, permite suponer que el
truncamiento de la interaccion condiciona la posibilidad de acercarse a la temperatura
critica, de manera similar a lo que ocurre en una simulaciéon Monte Carlo en equilibrio. A
su vez en el presente caso los exponentes de dindmica critica no se encuentran afectados
por el valor de la temperatura critica efectiva. Lo que evidencia que para tiempos
donde £(t) < N las leyes de escala de la dinamica critica resultan validas para una
temperatura critica efectiva (T.(N)).

3.3.2. Los exponentes criticos

La dinadmica critica de relajacién:

Los resultados discutidos sugieren que el tamano L = 1 x 10* es lo suficientemente
grande para caracterizar los exponentes criticos, ya que presenta un intervalo de validez
de la ley de potencia para M (t) de aproximadamente dos décadas (10 — 900) PMC.
En base a esto se estudiaron los deméas observables para tamafnos de L = 1 x 10?
y L = 1 x 10°. En la figura 3.8 (a) se muestra la evolucion temporal del cumulante
de Binder de segundo orden correspondiente a la temperatura critica efectiva, la cual
ha sido ajustada mediante una ley de potencia dada por la ecuacion 2.15 y cuyos
exponentes se muestran en la Tabla 3.2 (3™ columna). A partir de estos valores fue
posible obtener una estimacion del exponente z = 0,84(2) (ver Tabla 3.2 5' columna),
es decir, una magnitud significativamente mayor que el valor predicho mediante calculos
de GR (zre = 0,775) [8]. En principio se puede atribuir esta diferencia al hecho de que
z depende de la dinamica especifica utilizada, como sucede en el caso del modelo de
Ising, de corto alcance [14]. Sin embargo, esta discrepancia también podria deberse a
una subestimacion de los calculos de GR, como en el caso del modelo de Ising de corto
alcance [15].

Por otro lado, usando ademas dos curvas de magnetizacion para temperaturas le-
vemente apartadas del punto critico efectivo, se calcul6 la derivada del logaritmo de la
magnetizacion respecto a la temperatura reducida, evaluada en el punto critico efecti-
vo (0log, M(t)|c=o). La figura 3.8(b) muestra que éste observable también presenta un
comportamiento como ley de potencia ajustado con la ecuacion 2.17. Los exponentes
obtenidos son exhibidos en la Tabla 3.2 (4" columna). Utilizando el valor de z, obtenido
desde el cumulante de Binder, junto con el exponente de la derivada logaritmica es posi-
ble obtener el exponente critico 1/v = 0,48(2) (ver Tabla 3.2, 6 columna), el cual esta
de acuerdo tanto con las predicciones de GR (1/v = 0,4765 [8, 5]) como con los resulta-
dos de simulaciones Monte Carlo en equilibrio (1/v = 0,469 [5]). Finalmente desde los
exponentes J/vz y z es posible obtener una estimacion del exponente 8/v = 0,109(6),
Tabla 3.2 (7™* columna), que interpola entre los valores 3/v(c = 0,7) = 1,56(5) y
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B/v(o =0,8) = 0,086(3), reportados por Tomita [10].
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Figura 3.8: Evolucién dindmica de los observables a la temperatura critica efectiva,
desde una configuracion inicial ordenada correspondiente a 7' = 0: (a) el cumulante
de Binder de segundo orden (U(t)) y (b) la derivada logaritmica de la magnetizacion
respecto de la temperatura reducida (%). Las lineas continuas indican los ajustes
realizados mediante las ecuaciones 2.15 y 2.17, respectivamente. El tamano del sistema
(L), y las correspondientes temperaturas criticas efectivas (7.), son también indicadas.
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L B/vz d/z 1/vz z 1/v B/v
T x 107 | 0,129(7) | 1,20(2) | 0,59(2) | 0,83(1) | 0,49(2) | 0,107(5)
2% 10* | 0,129(6) | 1,19(3) | 0,57(2) | 0,84(2) | 0,48(2) | 0,109(6)
RG 0,775 | 0,4765 | 0,125

Cuadro 3.2: Lista de exponentes obtenidos, desde la dindmica critica de relajacion
(DCR), para la magnetizacion (8/vz), el Cumulante de Binder (d/z), y la derivada
logaritmica de la magnetizacion respecto de la temperatura reducida (1/vz). Los valores
estimados para exponentes z, 1/v, y /v, asi como predicciones de GR son mostradas
para una mejor comparacion.

Las barras de error adjudicadas al valor de los exponentes criticos provienen de
distintas fuentes, ya sea insuficiencia estadistica, arbitrariedad del intervalo temporal
utilizado para ajustar las leyes de potencia y finalmente por la indeterminacion asociada
a la temperatura critica efectiva, T.. Con el objeto de obtener una mejor estimacion
del error, una variante del método de bloques fue utilizada [16]. Con este propoésito
procedimos de la siguiente manera: la dependencia temporal de cada observable se
ajusto para conjuntos de medidas independientes y la barra de error se obtuvo mediante
la dispersion de estos datos. Para los intervalos temporales utilizados al ajustar las
leyes de potencias, se encontrd que la seleccion de diferentes tiempos microscopicos
influia notoriamente en el error. Por lo tanto los exponentes reportados a un tiempo
microscopico (tmie = 10 PMC) y las barras de error incluyen los diferentes valores
obtenidos al tomar t,,;. en el intervalo (10 — 100) PMC.

La dindmica critica de tiempos cortos

Esta seccion se enfoca en las medidas obtenidas para la dindmica critica de tiempos
cortos (DCTC). Dicha dindmica se mostré menos sensible con la temperatura que el caso
anterior (DCR), dificultando una estimacion independiente de T,. Consecuentemente,
en las simulaciones se utilizaron los valores de la temperatura critica efectiva obtenidos
a partir de la DCR. A su vez, igual que en el caso anterior (DCR) un estudio de tamano
finito (ver figura 3.9(a)) permiti6 determinar el mejor intervalo temporal para efectuar
el ajuste con las leyes de potencia. De esta manera para el tamafio L = 1 x 10% el
comportamiento como ley de potencia se observ hasta un tiempo de ¢,,,, = 400 (PMC).
Ademas, la funcion de autocorrelacion (figura 3.9(b)) exhibe un decaimiento como ley
de potencia en el mismo intervalo. Los exponentes criticos y/vz y A = d/z—6 obtenidos
mediante un ajuste con las ecuaciones 2.19 y 2.21, respectivamente, son mostrados en la
Tabla 3.3. Las barras de error de los exponentes criticos fueron estimadas de la misma,
manera que en caso de la DCR, y ellas incluyen valores que corresponden a un tiempo
microscopico ubicado en el intervalo (4 — 36) PMC.
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L v/vz | d/z—0 0 z v/v B/v
Tx 107 | 0,87(2) | 0,09(1) | 0,200(5) | 0,840(8) | 0,73(2) | 0,13(1)
2 x 10* | 0,88(1) | 0,99(1) | 0,201(4) | 0,839(8) | 0,74(1) | 0,130(9)

RG 0,2171 0,775 0,75 0,125

Cuadro 3.3: Exponentes criticos obtenidos desde DCTC para: la susceptibilidad (v/vz);
la autocorrelacion (d/z — ) y el incremento inicial de la magnetizacion (6). Los expo-
nentes calculados z, v/v y /v y las predicciones de GR, también se incluyen.

En contraste con estas medidas, el incremento inicial de la magnetizacion tiene que
ser medido para valores de magnetizacion inicial M(0) = M,, tales que My — 0. De
esta manera, en las figuras 3.10 (a) y 3.10 (b), se muestran dichos incrementos de la
magnetizacion para tamaiios del sistema de L = 1 x 10* y 2 x 10*, respectivamente.
Notese que los tiempos de simulacion verifican que Myt*/? < 1. Los graficos inter-
nos muestran los exponentes de la ley de potencia obtenidos mediante el ajuste con la
ecuacion (2.24) junto con la extrapolacion para valores My — 0. Este procedimiento
conduce a los valores de 6 reportados en la Tabla 3.3 (4" columna), los cuales son
cercanos a las predicciones de GR [8]. Usando el exponente A = d/z — 6 y reemplazando
los exponentes ya determinados, se obtiene el exponente dinamico z (ver Tabla 3.3, 5ta
columna). El valor obtenido de z = 0,84(2) es consistente con el resultado determinado
desde la DCR, pero ligeramente mayor que las predicciones de GR (zre = 0,775)[8|.
Ademas el valor obtenido interpola entre los valores publicados por Uzelac y colabo-
radores determinados desde la DCTC para un tamano de sistema de L = 3 x 103, los
cuales son z = 0,81(1) y 0,96(4), para ¢ = 0,70 y 0 = 0,80, respectivamente [17].

Por otro lado usando tanto los valores 7/vz y z se puede estimar la relacion ~y/v)
(ver Tabla 3.3, 6" columna ). Ademés tomando como valida la relacion de hiperescala
(d —2B/v = 7/v), se obtuvo una estimacion de /v = 0,130(9). Cabe mencionar que
los calculos obtenidos de GR a partir de una expansion asintotica en € = 20 — d hasta
segundo orden predicen un valor para n = 2 — o = 1,25 [1]. Reemplazando este valor en
las relaciones de escala v/v =2 —ny /v = (d—2+n)/2, se obtienen los exponentes
v/v=0=075y /v = d_T" = 0,125, estando estos valores en excelente acuerdo con
nuestras estimaciones .
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Figura 3.9: La evolucion temporal obtenida a la temperatura critica efectiva 7T, inician-
do el sistema desde un estado desordenado (con M(0) = 0), de (a) la susceptibilidad
X(t) y (b) la autocorrelacion A(t). Las lineas continuas muestran los ajustes realiza-
dos con las ecuaciones (2.19) y (2.21), respectivamente. El nimero de configuraciones
promediadas (n,) y el tamafio del sistema (L) también se indica.

o7



] (a)
~~ 1
e i
N
E 10'3_ 0.201
] D
] = M=10x10"n=30x10° 0.18
14 M;=15x10"n_=26x10"
1 ¢ M=2.0x10"n=3.1x10" 0. 16! |\/|0
_ 2 _ 4 ‘ ‘
10-3 v M0—2.5X10 ns—2.4x10 0.0 1.0x10% 2.0x102
I 0 ) ) ) LI B I ) II 1 ) ) ) LI B ) III 2 )
10 10 10
AN 1
-+ ]
N
2 107= 0.20
] D
1 = M=1.0x10n=2.0x10" 0.18
{1 4 M=15x10"n_=1.2x10"
1 * M3=20x10"n=13x10" (46 M,
_ 2 _ 4 ‘ ‘
104 v M,=25x10% n.=1.2x10 00  1.0x10° 20107
I ) ) ) ) LI III

10° 10’ f(PMC) 10°

Figura 3.10: Grafico log-log de M(t) en funcion del tiempo donde se observa el in-
cremento inicial obtenido a la temperatura critica efectiva T, desde un estado inicial
desordenado, con una magnetizacion inicial M(0) = My. Los datos corresponden a ta-
maiios de sistema (a) L =1 x 10* y (b) L =2 x 10%. Las lineas continuas muestran los
ajustes mediante la ecuacion (2.24). Los graficos internos muestran la extrapolacion de
los valores obtenidos para My — 0. El nimero de muestras promediadas (ns) también
se encuentra indicado.

Ademas, iniciando desde configuraciones aleatorias desordenadas correspondientes a

T = oo, la funcion de autocorrelacion de la magnetizacion (Q(t)) dada por la ecuacion
(2.25), permitié obtener una estimacion independiente del exponente dindmico § =
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0,19(2), como se ve en la figura (3.11). Cabe aclarar que debido al hecho de que las
fluctuaciones son mas pronunciadas en este caso, el calculo de esta magnitud requiere
mayor estadistica y por ende la evolucion temporal fue realizada hasta 200 PMC para
L =1 x 10*. Las barras de error incluyen valores obtenidos para tiempos microscopicos
en el intervalo (4,36) PMC. El valor del exponente 6 es cercano al obtenido usando la
extrapolacion My — 0 (0 = 0,201(4)). Mas aun, usando esta estimacion independiente
de 0 y aplicando el procedimiento descrito anteriormente, se obtuvieron los valores para
2z =0,855(9), v/v =0,74(2), y f/v = 0,13(1) en acuerdo con los resultados previos.

3
] = L=1x10" n_=6x10"

Q(t)

T

T ey 107
t(PMC)

Figura 3.11: Grafico log-log de la evolucion temporal de la funcion de autocorrelacion de
la magnetizacion a la temperatura critica efectiva T, = 2,645. La linea continua muestra
el ajuste realizado mediante la ecuacion (2.26). El nimero de muestras promediadas (n)
y el tamano del sistema (L) también se encuentran indicados.

Por otro lado, con el objeto de obtener una estimacion independiente de z, el com-
portamiento de escala de la funcion de correlacion espin-espin (C'(¢,7)) fue estudiada
para diferentes valores de r en un intervalo de 10 a 90 sitios (ver figura interior 3.12).
Los paneles principales de las figuras 3.12 (a) y 3.12 (b) muestran el mejor colapso de
C(r,t) obtenido al utilizar el escaleo critico convencional (ver ecuacion (2.23)) y asu-
miendo valida la relacion de hiperescala d = 25 /v + /v y la relacion n = 2 — v/v
(Tabla 1.1).
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Figura 3.12: Funcion de escala de la correlacion espin-espin r2*/*C/(r, t) como funcion de
la variable de escala 7/t'/#, obtenidas para (a) L = 1 x 10* y (b) L = 2 x 10*. El grafico
interior muestra la evolucion temporal de C'(¢,r) para los valores de r indicados en la
temperatura critica efectiva 7, desde un estado inicial desordenado con M (0) = 0. Los
colapsos de las curvas presentadas en el panel central fueron obtenidas usando z = 0,84
y B/v = 0,125. El namero de muestras promediadas (ns) se encuentra indicado el la

leyenda.
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Desde estos resultados se obtuvieron los exponentes z = 0,84(2) y /v = 0,125(3).
Las barras de error fueron determinadas considerando los valores donde visibles des-
viaciones desde el colapso de las curvas se manifestaban. Los exponentes determinados
estan en excelente acuerdo con las estimaciones anteriores, verificAndose la autoconsis-
tencia de los diferentes métodos dinamicos.

3.4. Conclusiones

Los resultados obtenidos sobre el modelo Ising-LA permitieron verificar la existencia
de leyes de potencia en la evoluciéon dindmica critica en el régimen de tiempos cortos,
tanto desde un estado inicial correspondiente a temperatura infinita como desde el es-
tado fundamental. En ambos casos se detectaron efectos de tamano finito vinculados
con el truncamiento del alcance de la interaccién que ocurre necesariamente al realizar
simulaciones. Dichos efectos fueron estudiados exhaustivamente demostrandose que solo
afectan la temperatura a la cual se observa la ley de potencia (temperatura critica efecti-
va) y el intervalo de validez de la misma, sin alterar los exponentes criticos. Mediante un
analisis de alcance finito se determiné la temperatura critica del modelo para o = 0,75
en excelente acuerdo con célculos numeéricos basados en Matriz de Transferencia. Los
exponentes criticos (v/v, fv y 1/v) obtenidos se encontraron en excelente acuerdo con
los valores predichos por la teoria de GR, asi como también por simulaciones Monte
Carlo en equilibrio. El exponente 6 del incremento inicial de la magnetizacion también
estuvo en acuerdo con el valor predicho desde GR. Sin embargo, en el caso del exponen-
te z se encontr6é una pequena discrepancia, la cual se supone que podria deberse a un
numero de iteraciones insuficientes en los calculos de GR o su la dependencia especifica
con la dinamica utilizada.

En resumen, se comprob6 que la dindmica critica en el régimen de tiempos cortos
permite caracterizar el comportamiento critico de sistemas con interacciones de largo
alcance, evaluando tanto los exponentes estaticos como dindmicos y superando una de
las principales limitaciones para estudiar estos sistemas al reducir el alto costo compu-
tacional.
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Capitulo 4

Estudio de la dinamica del Modelo de
Votante con interacciones de largo
alcance

4.1. Antecedentes

Como mencionamos, en los capitulos 1 y 2, el modelo de Votante estandar (MVE)
ha mostrado una gran versatilidad para reproducir distintos fenémenos. El mismo,
fue utilizado en sus origenes como un modelo de competencia de especies por Clifford
y Sudbury [1] y por Mollison como un modelo de propagacion de epidemias [2]. Su
definicion formal fue realizada en 1975 por Holley y Ligett [3] quienes lo utilizaron en
un contexto social para simular procesos de formacion de opinién. En dicho contexto
se lo denomindé como modelo de Votante, ya que describié un esquema elemental en
el que los individuos tienen solo dos opiniones SI o NO (“acuerdo”/"desacuerdo”).
Posteriormente, fue utilizado para simular reacciones cataliticas [4] y el crecimiento
de dominios magnéticos sin tension superficial [5], asociando a cada estado un espin
s = =1, siendo este ultimo el contexto tomado en la presente tesis. Cabe resaltar
que el MVE es uno de los pocos modelos de espines que ha sido resuelto exactamente
en redes regulares para cualquier dimension entera |3, 7|, lo que es una ventaja a la
hora de comparar resultados. Ademaés, es un modelo con simetria Z, que no presenta
parametro de control por lo que su evolucion dindmica puede estudiarse como un proceso
de envejecimiento y en redes regulares esta determinada por la dimension de la red
y las reglas de evolucion. Para d < 2 evoluciona irreversiblemente, desde un estado
inicial desordenado hacia estados de mayor orden impulsado por las fluctuaciones en
las interfaces y caracterizado por el crecimiento de aglomerados o dominios magnéticos
sin tension superficial.

Para su anélisis, se utiliza como parametro de orden a la densidad de interfaces p(t)
2.30, la cual para dimension d = 1 presenta una dinamica irreversible hacia cualquiera
de sus dos estados absorbentes, con una dependencia como ley de potencia (ecuacion
2.31). En dimensién d = 2 (dimension critica) la dindmica de ordenamiento manifiesta
una dependencia logaritmica (ecuaciéon 2.32) mientras que para dimensiones superio-
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res (d > 2) y en el limite L — oo el sistema permanece en un estado estacionario.
En este sentido se puede decir, que la formacion de estados ordenados se debilita al
incrementarse la dimension del modelo. Ademaés, ya que el mas minimo ruido global
destruye cualquier formacion ordenada (dominio magnético) no es posible incorporar
una temperatura como parametro de control|6|. Basandose en estas evidencias, Dornic
y colaboradores |5| conformaron una variante del modelo (Votante Universal) que inclu-
ye, como parametro de control, un ruido que actiia sobre las interfaces, lo que permitio
observar una transicion de fase orden-desorden y conformar de esta manera una nueva
clase universal [5].

Otro contexto donde el modelo MVE ha sido ampliamente estudiado es en redes
complejas |7, 8, 9]. En estos sistemas el comportamiento dinamico estaria determinado
por caracteristicas topoldgicas, como la conectividad media de cada nodo, la distribuciéon
de grados de los nodos, la dimension efectiva de la red asi como las fluctuaciones en los
enlaces (desorden). En este sentido, dichos estudios implican que en redes complejas de
alta conectividad, como grafos aleatorios, grafos completos, redes Barabasi-Albert [9]
y redes de pequeno mundo |7, 8|, se manifiesta una dependencia exponencial para la
dinadmica de la densidad de interfaces p(t), con un tiempo caracteristico que depende
del nimero de nodos o tamano del sistema L como 7 ~ L“ con w < 1. En estos
casos, no es posible alcanzar el estado absorbente para el limite L. — oco. Todos estos
resultados se corresponden con el comportamiento dinamico del MVE en dimensiones
d > d.. Mientras que para redes libres de escala con dimension efectiva d = 1 [10],
se ha obtenido una evoluciéon dindmica con una dependencia como ley de potencia con
exponente « = 1/2 y un tiempo de ordenamiento que crece con el nimero de nodos como
7 ~ L?, resultados equivalente a los observados en el modelo de Votante unidimensional
(MVE-1D) [8].

Por lo tanto, en estos trabajos se observan dos mecanismos capaces de modificar
la dindmica fuera de equilibrio del MVE. En redes regulares las fluctuaciones en las
interfaces resultan ser lo que determina si el sistema se ordena o no y pueden ser
modificadas incorporando ruido interfacial como parametro de control. En cambio en
redes complejas resulta ser la topologia de la red, determinada principalmente por la
estructura de enlaces, lo que gobierna la dindmica de ordenamiento del sistema.

A partir de estas evidencias se propuso en esta tesis que la introduccion de interac-
ciones de largo alcance en el MVE afectaria el crecimiento de los dominios magnéticos
y por ende su dindmica de ordenamiento. En particular usando interacciones probabi-
listicas que decaen de manera algebraica con la distancia segtn la distribucion de Lévy
(ecuacion 2.27), esperamos, por un lado que para valores grandes de o los efectos se con-
centren en las interfaces y reproduzcan el comportamiento del modelo unidimensional,
y por otro para valores pequenos de o el comportamiento se aproxime al de mayores
dimensiones.
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4.2. Detalle de las simulaciones

Para verificar nuestra hipotesis se estudié una variante del MVE donde se modifico
el alcance de las interacciones de manera probabilistica, mediante una distribucion de
Levy. Modelo al que denominamos modelo de votante con interacciones de largo alcance
(Votante-LA) y que ya fue descripto en el capitulo 2 seccion 2.3.2. Cabe remarcar que
elegimos como modelo base al Votante sobre una red regular de dimension d = 1 para
que su dindmica de ordenamiento dependa exclusivamente de los efectos de incorporar
la interaccion propuesta.

Las simulaciones se realizaron en redes de tamanos en el intervalo 5 x 10> < L >
5 x 10°, utilizando condiciones de contorno periddicas. Los valores del parametro o
se seleccionaron en el intervalo (0,1 < ¢ > 10). Para determinar el valor medio de las
interfaces correspondientes al estado estacionario, los promedios solo incluyeron aquellas
muestras que no alcanzaron el estado absorbente por efectos de tamano finito. Por otra
parte, para facilitar la comparacion de los resultados se simuld también el modelos MVE
en dimensiones d =1y d = 2.

4.3. Resultados y Discusion

El anélisis de los resultados esta dividido en cuatro secciones:

= En la seccion 4.3.1, se estudian los diferentes tipos de comportamientos dinami-
cos del parametro de orden (p(t)) observados para distintos valores de o, en el
intervalo 0,1 < o < 10.

= En la seccion 4.3.2 se presenta un estudio realizado sobre la distribucion de ta-
manos de dominios magnéticos para distintos valores de o.

= La tercer seccion (4.3.3) involucra un anélisis de los efectos de tamano finito para
los distintos regimenes mencionados.

= Por 1dltimo en la seccion 4.3.4 se realiza un calculo analitico de los distintos mo-
mentos de la distribucion de distancias de interaccion, su dependencia con el
parametro o y sus relaciones con las distintas dinamicas observadas.

4.3.1. Analisis y discusién de la dinamica de evolucion

Como puede verse en la figuras 4.1 (a) y 4.1 (b), la dependencia temporal del
parametro de orden (p(t)) sigue comportamientos dindmicos diferentes para los distintos
valores de parametro o en el intervalo 0,1 < o < 10.
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Figura 4.1: a) Grafico Lineal-logaritmico de la evolucion temporal de la densidad de
interfaces (p) medido para valores del parametro de control ¢ en el intervalo 0,1 <o <1
y b) Grafico Log-log de la evolucion temporal de p medidos para diferentes valores del
parametro o en el intervalo 1 < ¢ < 10. La linea llena corresponde a los resultados
para la evolucion dinamica del MVE-1D. Los datos fueron obtenidos para sistemas de
tamafio L = 1 x 10° y promediados hasta n, = 500 configuraciones.

Estos comportamientos fueron agrupados en tres regiones:

= Para la region 0,1 < o < 0,7, como se muestra en la figura 4.1(a), el sistema
presenta una dependencia exponencial de la forma p(t) = poe=™ en la que
se observa para las primeras dos décadas una evolucion temporal con un muy
lento decaimiento (con p(t) = cte), como es esperado para tiempos menores al
tiempo caracteristico (7). Luego, para tiempos mayores el valor de p(t) disminuye
més rapido causando el ordenamiento del sistema. Como se discute méas adelante,
en la seccion 4.3.3, esta dependencia es consecuencia de los efectos de tamano
finito y para el limite L — 0o se espera una divergencia del tiempo (7), con una
densidad de interfaces p(t) de valor medio constante. De esta manera, para estimar
dicho valor usamos el prefactor asociado al ajuste exponencial (pg), medido para
diferentes tamanos L, lo que permitié extrapolar un valor asintotico para cada
valor de o (ver figura 4.3(a)).
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» Para la region 1 < o < 10 el pardmetro p(¢) muestra una dindmica de ordena-
miento que depende como una ley de potencia de la forma p(t) oc t~%, en la que
« es el exponente dinamico asociado (ver figuras 4.1 (b) y 4.2). Por otra parte
en la figura 4.3(b), se muestra que el valor de « se incrementa con o, alcanzando
para 0 = 5, el exponente esperado para el MVE-1D (a = 1/2). Esto puede verse
en detalle en la figura 4.1(b) donde la curva obtenida para una simulacion del
modelo MVE-1D (linea continua), fue incluida para una mejor comparacion. .
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Figura 4.2: Grafico Log-log de la evolucion dinamica de p(t) obtenida para diferentes
valores del pardmetro o en el régimen donde se observan formaciones de dominios
magnéticos.

La figura 4.2 muestra la verificacion del comportamiento como ley de potencia
para valores de o representativos de este intervalo. Para esto se extendieron las
simulaciones hasta 3 x 105 PMC y se seleccionaron tamafios del sistema que
aseguren que los resultados estén libres de efectos de tamano finito

= Por ultimo, para el intervalo 0,7 < ¢ < 1 se observa una zona de comportamiento
mixto entre los dos regimenes anteriores. Por un lado, no fue posible ajustar una
curva exponencial, y por otro, los ajustes del decaimiento como ley de potencia
arrojaron valores para el exponente « proximos a cero (ver figura 4.3(b)). Debido
a esto se propuso, para la region proxima a o = 1,0 una dependencia temporal
logaritmica dada por:

) = (4.1)
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como puede verse en la figura 4.4, donde se grafico la funcion 1/p(t) en funcion
de In(t) para 0 = 0,9, 0 = 1,0 y 0 = 1,1. En particular para la curva con o = 1,0
se observo un comportamiento lineal con pendiente 1/A = 0,52(1), mientras que
las curvas con o = 0,9 y 0 = 1,1 manifestaron marcados apartamientos de este
comportamiento. La dependencia logaritmica observada para ¢ = 1,0 resulta ser
analoga a la del MVE en dimension d = 2 (MVE-2D), donde la constante A esta
vinculada con la constante de difusion D de un caminante aleatorio coalescente,
a partir de la relacion A = 27D [5]. De esta manera, a partir de los ajustes
realizados obtuvimos una constante de difusion D = 0,306(6), algo mas grande
que el valor correspondiente al MVE-2D, D = 1/4 (ver figura 4.4). La diferencia
de esta constante efectiva es algo usual, ya que otros modelos pertenecientes a la
clase universal del modelo MVE-2D también lo manifiestan [5|. El hecho de que
su valor sea mayor podria deberse precisamente a un incremento de la difusion
por la presencia de interacciones del largo alcance en el modelo Votante-LA.
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Figura 4.3: Grafico de los distintos valores de a) la densidad de interfaces estacionaria
po y b) el exponente (o) asociados a la ley de potencia de la ecuacion 2.31 del capitulo
2, en funcion del parametro o. La figura interna en (b) muestra un grafico lineal-log
de la derivada numeérica de «(o) con respecto a o, la cual presenta un maximo local
cercano a o = 1,0(1).

Como sintesis, podemos decir que al variar el valor de o se reproducen los compor-

tamientos esperados para la evolucion dindmica de p(t) del MVE para redes regulares
en diferentes dimensiones. En particular podemos detallar que la dindmica en la region
o < 1 se corresponde a la esperada en dimensiones d > 2; para ¢ > 5 se reproduce la
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dependencia correspondiente a la dimension d = 1 y finalmente la dependencia logarit-
mica obtenida para el caso ¢ = 1,0 resulta comparable a la dindmica en la dimensiéon
critica d. = 2. Sumado a esto, fue posible identificar una regiéon intermedia donde la
dindmica de p(t) manifiesta una dependencia como ley de potencia, con un exponente
a que toma valores en el intervalo (0,1/2) en funcion del valor de o. Esto puede verse
en la figura 4.3(b), donde se muestra el exponente « en funcion de o, curva que marca
dos regiones bien definidas y sugiere un punto de inflexion para ¢ = 1. Mas aiun, la
derivada numérica de la curva a(o) (ver la figura interna 4.3(b)) muestra un maximo
para valores de o cercanos o = 1. Este valor maximo permite distinguir los diferentes
regimenes dindmicos del modelo Votante-LA, mostrando que para ¢ mayores al valor
o = 1,0 exhibe una dinamica de autoordenamiento, mientras que para ¢ menores se
obtienen estados estacionarios.

10
v Teorica A
1 =« MVE-2D fM
- 5709 «A,.f“
8 o=1 ,0 PR

Figura 4.4: Grafico % en funcion de In(t) para o = 1, 1,1 y 0,9. A su vez también se

incluyeron, para una mejor comparacion, tanto la curva simulada en este trabajo para
el MVE-2D como la prediccion teoricas para dicho modelo, tomada de la referencia [4].
Las lineas continuas corresponden a un ajuste con la ecuacion 4.1. Mas detalles en el
texto.

4.3.2. Formacion de dominios magnéticos “aglomerados”

Con el proposito de estudiar el proceso de formacion de dominios magnéticos, en
cada region mencionada, se observd para valores distintos valores de o la distribucion
de tamanos de dominios D(({) para distintos instantes de tiempos, como se ve en la
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figura 4.5. A su vez, para una mejor comparacion, también se calculé dicha distribucion
para los modelos MVE-1D y MVE-2D. De éste analisis, tres comportamientos diferentes
fueron hallados, que resultan consistentes con los obtenidos a partir del estudio anterior.
Con este objetivo se seleccionaron algunos valores representativos de o para cada region,
los cuales detallamos a continuacion:

» Para la region de ordenamiento exponencial (¢ < 1) se eligi6 el valor o = 0,2,
para el cual se hall6 una distribucion de tamanos D(() angosta y estacionaria
para tiempos ¢t < 3 x 10> PMC, como se ve en la figura 4.5(b). En dicha figura
puede verse, que el valor maximo de la funciéon D({) se encuentra cercano a
uno, lo que indica que estd compuesta principalmente por dominios de tamano
pequenios (por ejemplo mondémeros, dimeros, etc.). Hecho que fue confirmado de
manera grafica en la figura 4.6(a), donde se exhibe una sucesion temporal de un
sistema de tamano L = 1 x 10*, que permiti6 identificar diferentes estructuras
espacio-temporales del sistema.

En dicha figura, en el eje vertical,los cuadrados blancos y negros representan los
estados s; = —1 y s; = +1, respectivamente, mientras que el eje horizontal se
representa la evolucion temporal. Para este caso, se muestra una distribucion
uniforme de dominios pequenos para el intervalo ¢ < 1 x 10* (PMC), como es
esperado para tiempos menores al tiempo 7 (ver tabla 4.1). Luego, para t > 1x 103
(PMC) se observa un progresivo incremento en la densidad de sitios negros que
se corresponde un decaimiento rapido al estado absorbente con M = 1.

= En el otro extremo, para ¢ = 5 se puede observar en D({) un primer maximo
agudo para tamanos pequenos y otro maximo dependiente del tiempo que se corre
a tamafios mayores a medida que el tiempo transcurre (ver figura 4.5(d)). Este
resultado es consistente con un proceso de formacién de grandes aglomerados,
como sugiere la figura 4.6(d) donde se muestra, para un sistema de tamano L =
1 x 10%, un rapido crecimiento. En la misma figura se observa que el maximo
dependiente del tiempo se superpone con el obtenido para MVE-1D y para el
Votante-LA con o = 10. Sin embargo estas dos ultimas distribuciones no presentan
el méximo correspondiente a tamanos ( ~ 1. Esto podria deberse a una reducciéon
del alcance efectivo de la interaccion que solo involucraria interacciones a primeros
vecinos, lo que lleva a la eliminaciéon de dominios pequenos aislados.

= En una zona intermedia, para o = 1,0, la figura 4.5(c) muestra que la distribucion
de tamanos de dominio sigue un decaimiento como ley de potencia independiente
del tiempo, dado por la ecuacion 2.34, con un exponente que coincide dentro del
error con el resultado correspondiente al modelo MVE-2D (u = 2,02(3)), valor
que fue adicionalmente medido para realizar la comparacion. El comportamiento
como ley de potencia mencionado es compatible con una distribucién critica donde
dominios de todos los tamanos se encuentran presentes, como se ve en la figura
4.6(b), para la secuencia de estados del sistema con L = 1 x 10*. Cabe resaltar que
dicha figura muestra un proceso de formaciéon de dominios mas lento, que resulta
compatible con una evolucion dindmica logaritmica de la densidad de interface.
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Un comportamiento tipo ley de potencia fue obtenido también para ¢ = 1,5
(ver figura 4.5 (a)), pero con un exponente p = 1,62(1) menor al anterior y en
acuerdo con lo esperado para una dinamica mas rapida. En éste sentido la region
1 < 0 < 5 puede ser entendida como una region de comportamiento intermedio
entre los esperados para dimension d =2y d = 1 del MVE. A su vez, un valor de
un exponente x4 menor, indica la existencia de dominios de mayor tamano, como
puede ser inferido de las figuras 4.6(c) donde se ve la secuencia temporal de los
estados del sistema con L = 1 x 10%, correspondiente a o = 1,5. Por su parte,
la existencia de una alta densidad de dominios pequenos proximos a dominios
de mayor tamano puede interpretarse como una interface difusa con dominios no
compactos, como se ve para 0 = 1,0 y ¢ = 1,5, en las figuras 4.6(b) y 4.6(c),
respectivamente. Esta estructura resulta andloga a lo observada por Dornic y
colaboradores para el Votante Universal en d = 2 [5].
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Figura 4.5: Distribucion de tamanos de aglomerados D(() correspondientes a muestras
de tamano L =1 x 10° para: (a) diferentes valores del parametro o al tiempo ¢ = 750
PMC; (b) 0 = 0,2 en distintos tiempos; (¢) o = 1 en distintos tiempos, donde la
distribucion para MVE-2D también fue incluida y se indican con linea continua los
ajustes realizados con una ley de potencia y d) 0 = 5y o = 10, en distintos tiempos
junto con la distribucion para MVE-1D para t = 750 PMC.
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Figura 4.6: Coleccion de configuraciones del sistema de tamano L = 1 x 10%. En el eje
vertical puede verse una porcion de la red simulada, donde los puntos negros represen-
tan sitios en el estado s; = 1, mientras que sitios en el estado s; = —1 se dejan como
espacios en blanco. El eje horizontal muestra la evoluciéon temporal de las configuracio-
nes unidimensionales. En cada figura se observa: (a) para o = 0,2 un régimen lento en
tiempos 250 < ¢t < 750 PMC, el cual es seguido por un rapido decaimiento al estado
absorbente con todos los sitios en el estado s; = 1; (b) para ¢ = 1 un proceso de for-
macion de aglomerados caracteristico de un estado critico donde se observan tamanos
de dominios en todas las escalas; (¢) para ¢ = 1,5 un proceso de ordenamiento con
formacion de grandes dominios difusos y (d) para o = 5 un proceso de ordenamiento
con formacion de dominios compactos.

4.3.3. El estudio de los efectos de tamano finito

En esta seccion se estudian los efectos de tamano finito sobre la dindmica de p(t),
para valores de o representativos de los diferentes regimenes (ver figura 4.7). Como se
menciono en la seccion 4.3.1 para o < 0,7, p(t) sigue una dependencia exponencial de
la forma:

p(t) = poc!", (4.2)
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donde el tiempo 7 es el tiempo caracteristico de dicho decaimiento y se vincula con el
tiempo de vida de las interfaces. Esta dependencia se corresponde con la dinamica del
MVE-3D donde el tiempo 7 escalea con el tamano L como 7 ~ L. Por lo tanto, en
esta region a partir del ajuste de la evolucion temporal de p(t) con la ecuacion (4.2) es
posible hallar la dependencia del tiempo de vida 7 con el tamano del sistema, asi como
el valor esperado para p(t) en el estado estacionario extrapolando los valores de p, al
limite L — oo. A su vez, el prefactor py provee una estimacion del tamano medio de
los dominios como:

<(>~pyt (4.3)

Como representante de esta region utilizamos las curvas obtenidas para ¢ = 0,2.
Los ajustes correspondientes con la ecuacion 4.2, se muestran con lineas continuas en la
figura 4.7(a) y los valores obtenidos para 7y py se muestran en la Tabla 4.1. De estos
resultados se obtuvo una dependencia del tiempo de vida con el tamano de la forma:

T ox L, (4.4)

con un valor para el exponente w = 0,99(1) (ver figura 4.8 (a)). A su vez, como puede
verse en la figura 4.8 (b), se obtuvo la misma dependencia para ¢ = 09y ¢ = 0,8
(no mostrado) ambos con exponente w = 0,99(1), incluyéndose dichos valores en el
régimen de no ordenamiento en el limite L — co. Resultados que son consistentes con
el comportamiento del MVE en redes regulares de dimension d > 2 [8], asi como para
redes complejas de alta conectividad y dimension efectiva infinita, como redes libre de
escala [8], redes de pequenio mundo |[7], y grafos aleatorios [11].

L Po T(MCS) n
5x 10% | 0,444(1) | 3,45(8) x 103 | 3 x 10?
1 x 10* | 0,448(1) | 6,85(2) x 10% | 2,5 x 103
2 x 10% | 0,449(1) | 1,29(2) x 10* | 2 x 10®
5x 10% | 0,449(1) | 3,13(3) x 10* | 5 x 10?
1 x 105 | 0,450(1) | 6,29(4) x 10* | 5 x 102

Cuadro 4.1: Valor medio de la densidad de interfaces (py) del estado estacionario y
tiempo de vida de las interfaces (7), obtenidos mediante el ajuste de los datos con la
ecuacion (4.2). Resultados correspondientes a 0 = 0,2 para sistemas de distinto tamano
(L). Ademas el nimero de muestras simuladas (n) es indicada para cada tamano L.
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Figura 4.7: Grafico Log-log de la evolucion temporal de la densidad de interfaces p(t)
para diferentes tamanos del sistema (L) y diferentes valores de o: (a) o = 0,2, (b)
0=10,y (¢) o =15y (d) ¢ = 5. El tamafio del sistema y el nimero de muestras
promediadas (ns) también se indica. La linea continua corresponde al ajuste de los
resultados mediante la ecuacién 4.2.
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Figura 4.8: Grafico Log-log de el tiempo de vida de las interfaces 7 en funcion del tamano
del sistema (L), obtenido para dos valores del parametro o ubicados en la region de
campo medio, (a) 0 = 0,2y (b) 0 = 0,9. Los cuales se eligieron por representar los
extremos opuestos de dicha region. La linea continua indica los ajuste con la ecuacion
4.4 con valores w = 0,99(1) y w = 0,99(1), respectivamente.

En base a los resultados discutidos y con el objetivo de dar una visiéon unificada del
proceso de decaimiento, se propuso la siguiente relacion de escala:

plt, L) o 2 f(t/7), (4.5)

donde f(t/7) es la funcion escala propia de cada régimen.

La figura 4.9 (a) muestra el colapso obtenido utilizando la dependencia 7 = L para
o = 0,2. A partir de este resultado puede obtenerse la funcion de escala para el régimen
o < 1, que esta dada por f(t/7) ~ e~®7). De esta manera, la ley de escala propuesta en
la ecuacion 4.5 permitio determinar la dependencia del tiempo de vida de las interfaces
(7) con el tamano del sistema L, en todos los regimenes. Esto puede verse en las figuras
4.9 (b) 4.9 (¢) y 4.9 (d) donde fueron colapsados los datos simulados para ¢ = 1,0
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(figura 4.7(b)), o = 1,5 (figura 4.7(c)) y o0 = 5,0 (figura 4.7(d)), respectivamente. En
estas figuras se puede ver que para ¢ = 1,0, el mejor colapso se obtuvo para una
dependencia de la forma 7 o< LIn(L), resultado que se corresponde con el esperado
para el (MVE-2D) [8]. En la region de o > 1 se obtuvieron los mejores colapsos, para
o = 1,5 con una dependencia de la forma 7 oc L'* y para o = 5 con la relaciéon 7 oc L?,
lo que parece indicar que en esta region el exponente w crece con o hasta alcanzar un
valor méaximo consistente con el MVE-1D y con redes complejas libres de escala con
dimension efectiva d =1 [8].

0,46
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Figura 4.9: Funciéon de escala correspondiente a la evolucion temporal de la densidad
de interfaces p(t), obtenida para distintos valores de o: (a) 0 = 0,2, (b) 0 =1, (¢)
oc=15y(d) o=5.

4.3.4. La distribucion de distancias de interaccién

De lo discutido en las secciones anteriores fue posible caracterizar el comportamiento
del modelo Votante-LA en funcion de o, pudiéndose relacionar con un comportamiento
multidimensional relacionado al MVE en cualquier dimension entera. Asi mismo, se
observo una region intermedia entre 0 = 1 (MVE-2D) y ¢ = 5 (MVE-1D) donde
existe un comportamiento como ley de potencia de p(t), con exponentes que dependen
del valor de o. Resultado que es consistente con los reportados en redes fractales de
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dimension 1 < dy < 2 |12], donde se observa una dependencia del exponente con la
dimension de la red.

Por lo tanto, conociendo la manera en que las interacciones son generadas, es posible
suponer que la principal diferencia entre los distintos regimenes puede deberse a la
distancia media de interaccion asi como a sus fluctuaciones. Por esto, y con la idea
validar esta afirmacion se calcularon para algunos valores de o, el primer y el segundo
momento de la distribuciéon de distancias de interaccion de largo alcance, definidos
como:

L L
As Ao
<r >:/1 erJrJdr y <7’ >:/1 T2Td+adr’ (4.6)

donde la constante de normalizacion vale:

1
A — W. (4.8)

A su vez, a partir de estos momentos se calcularon las fluctuaciones de la distancia
media como:

<Ar>=V<r2> - <r>2. (4.9)

Magnitud con la que se pudo establecer una posible causa para los distintos compor-
tamientos observados para diferentes valores de o, sus dimensiones efectivas, asi como
las maneras en que estas magnitudes escalan en el limite L — oco. Los resultados men-
cionados a continuaciéon se muestran, para una mayor claridad en la Tabla 4.2.

» Para 0 < 1: <r >y < r? > muestran una fuerte dependencia con el tamafo y
ambos momentos resultan divergentes en el limite L — co. Estos resultados estan
en correspondencia con los regimenes de tipo campo medio o de alta conectividad
caracteristicos de mayores dimensiones.

= Para 0 = 1: se observa una dependencia logaritmica con el tamano L, para el
primer momento (< 7 >), mientras que < r? > presenta una dependencia lineal.
Este comportamiento logaritmico de < r > puede ser entendido como un punto
limite entre un comportamiento de campo medio, donde el nimero de vecino se
incrementa linealmente con el tamano y las dimensiones subcriticas del MVE;,
donde el numero de vecinos es independiente del tamano del sistema. Por otra
parte, cabe mencionar que a pesar de que ambos momentos son divergentes en el
limite termodinamico, la dependencia del valor medio para un tamano dado es mas
débil que la que se manifiesta en las fluctuacion (por ejemplo, para L = 1 x 10,
la distancia media vale < r >~ 13, y la fluctuacion < Ar >~ 1000). Estos
resultados llevan a asociar a o = 1 con la dimensién critica del MVE (d,. = 2).

= Por otro lado, la region 1 < o < 2 puede ser entendida como otra zona intermedia,
donde < r > es una magnitud convergente dependiente de o pero sus fluctuaciones
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son grandes de una manera similar al caso ¢ < 1. Esta caracteristica podria
vincularse con las fluctuaciones en el tamano de los dominios observadas en las
figura 4.6(b) y 4.6(c). Para ¢ > 2, los dos momentos se vuelven convergentes, lo
que da lugar a un régimen de ordenamiento donde ambos momentos dependen de
o y coinciden para o — oo con los valores esperados para el modelo MVE-1D.

Régimen Dependencia Comportamiento L — o0
(0) de los momentos asintotico
con el tamafio (L)
oc=0 <r >= (lﬁg_Ll)) <r>~ﬁ 00
<r?>=0-U <r?>~ L 00
2 EYE
0<o<1| <r>=G%) a7 <r >~ (%)L 00
<r>= ()N | < ()10 o0
o=1 <r>= (llf(LL,)l) <r>~In(L) 00
2 o _(L=1) 2
<71t >= (1z1L/7[1/2*0) <rs>~1L 00
1<U§2 <r>= (%)@ T >~ (%)(1—[/1_0’) %
<r?>=(c2 )WL | 2 s (22 ) (1 = L20) o
0—2(1_(1L—711/) ) oc—2 —
o=2 <1 >2X 5= <r>~2x(1-L71 2
<r?>= 80 < 72>~ 2% In(L) 00
o 1-LT=° a —o o
o> 2 <r >= (m)((l_L;J)) T >~ (m)(l — Ll ) =1
o 1-L=7° o —o o
<r’>= G | <>~ GRA-LT) | 5
I—0o
o — 00 <r>~1x ((11__LL,(,)) <r>~1-L"° 1
I N e 1

Cuadro 4.2: Resultados analiticos para el primer (< r >) y segundo momento (< r? >)
de la distribucion de distancias de interaccion, obtenida a partir de la ecuacion (4.7)
para diferentes valores del pardmetro o.

4.4. Conclusiones

Los cuatro analisis realizados permiten establecer una analogia entre el modelo pro-
puesto Votante-LA para dimension d = 1 y el modelo MVE en redes regulares de
cualquier dimensiéon. En este sentido, se evidencié un comportamiento multidimensio-
nal efectivo al modificar el pardmetro que controla el alcance de la interaccion:

= Los resultados obtenidos para ¢ < 1 pueden ser relacionados con el comporta-
miento dinamico del MVE en dimensiones mayores que la critica d > 2, donde
los sistemas alcanzan en el limite de tamano infinito un estado estacionario con
un valor medio de la densidad de interfaces constante. En éste régimen tanto el
valor medio de la distancia de interaccion (r) como su segundo momento (r?) son
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magnitudes divergentes lo resulta ser acorde con una interaccién global en que
todos los sitios de la red interactian con la misma intensidad. En el caso de ta-
manos finitos L, como los utilizados en las simulaciones, las fluctuaciones siempre
llevan al sistema hacia uno de sus dos estados absorbentes. Para 0,7 < o < 1,0 se
muestra una dinamica lenta, sin una distribucién de tamanos de dominios libre
de escala, con efectos de tamano finito del tipo observado para valores o < 0,7 y
con ambos momentos < r >y < 72 > divergentes. Llevando a asociar esta region
a un comportamiento de transicion entre o < 0,7y o = 1,0.

Para 0 = 1 los resultados se corresponden con los del modelo MVE-2D, con un
comportamiento dinamico de tipo logaritmico y una distribucion de tamanos de
dominios magnéticos libre de escala. En cuanto a la distribucion de distancias de
interaccion ambos momentos divergen, con la salvedad de que la dependencia del
valor medio con el tamano es menor.

Para 1 < 0 < 2 se observa una dinamica de ordenamiento como ley de potencia
con exponentes que son funciones continuas de o. Por su parte la distribucion de
tamanos de dominios sigue una ley de potencia, lo cual es una de las caracteristicas
esperadas de la invariancia de escala. En particular para o = 2, la distribucién de
tamanos se aparta levemente de una ley potencia. A su vez la distancia media de
interaccion converge para el limite L — oo a un valor constante (r) < 2, mientras
que las fluctuaciones de esta magnitud (< Ar >) son es divergentes.

Para ¢ > 2 también se obtiene un decaimiento (o-dependiente) como ley de
potencia de la densidad de interfaces y una distribucion de tamanos de dominios
tendientes a la de MVE-1D. En este caso ambos momentos de la distribucion de
distancias convergen en el limite L — oo a valores cercanos a 1. Para ¢ > 5, los
resultados son consistentes al comportamiento del (MVE-1D).
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Capitulo 5

Estudio de la dinamica del Modelo de
Votante con vuelos de Lévy

5.1. Antecedentes

Este capitulo aborda otra version del modelo de votante con una dindmica mixta, que
incluye la correspondiente al modelo votante estandar (primeros vecinos) (MVE), junto
con una dindmica difusiva producida mediante intercambios de espines como vuelos
de Lévy (Votante-Lévy). Para mas detalles, puede verse en la seccion 2.3.3, donde se
describe el modelo propuesto y su correspondiente algoritmo.

Como antecedentes, se puede mencionar que una dindmica de intercambios similar
ha sido utilizada para el caminante aleatorio definido por Hioe en 1984 [1], contexto
donde cada intercambio se entiende como un salto o vuelo de Leévy. Recientemente,
se han obtenido resultados que indican la presencia de diferentes regimenes dinamicos
dependientes de o al incorporar vuelos de Lévy en las dinamicas usuales (corto alcance)
de modelos sin equilibrio. En particular la referencia |2], describe su uso en modelos
pertenecientes a las clases de Paridad Conservada (PC) y Percolacion Dirigida (PD).

Por otro lado, como ya se mencion6 en el capitulo 1, la dindmica mixta propuesta
también fue utilizada en el modelo de Ising cinético [3] con el cual fue posible obtener
los exponentes criticos del modelo Ising-LA, ya descrito en el capitulo 3. Por lo tanto,
el interés en esta tesis fue verificar si el mecanismo de dindmica mixta utilizado para
simular interacciones de largo alcance, resulta valido para reproducir el comportamiento
dindmico del modelo Votante-LA. Los resultados obtenidos servirdn como una etapa
previa al estudio de la dinamica critica del modelo de Ising-Leévy, la cual se aborda en
el siguiente capitulo.

5.2. Detalle de las simulaciones

Las simulaciones fueron realizadas en redes unidimensionales, utilizando condicio-
nes de frontera periddicas, con valores del parametro que controla el alcance de las
interacciones representativos de los diferentes regimenes observados en el Votante-
LA (0 = 0,2,0,5,1,0,2,0, y 5,0). Los tamanos fueron seleccionados en el intervalo
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(L =1x10% L = 1 x 10°) para estudios del comportamiento de la densidad de in-
terfaces (p(t)) con el objetivo de determinar la existencia de diferentes regimenes en
la dindmica. Para analizar los efectos de tamano finito se simularon tamanos menores
y se realizaron los colapsos utilizando la relacion de escala propuesta en la ecuacion
4.5. Por ultimo, para caracterizar los diferentes regimenes en funcion del parametro
o se estudian los estados del sistema en funcion del tiempo, identificando las diferen-
tes estructuras espacio-temporales de cada régimen v comparando las mismas con los
resultados provenientes de la dinamica de las interfaces.

5.3. Resultados y Discusion

5.3.1. La dindmica de la densidad de interfaces

La figura 5.1 muestra la dinamica de la densidad de interfaces (p(t)) para un sistema
de tamano L =1 x 10° y distintos valores del parametro o.

T T ﬁllllL! I_‘I [ LR . _ IIIIII T T T TTTTT

T

@
e

10

p(®)

107

o 0=02
- = 0=0,5
0=1.0

s 0=20

6=5.0

—3 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 |

10° 10 107 10° 10* 10°

t (PMC)

Figura 5.1: Evolucion temporal de la densidad de interfaces (p(t)) medida para valores
del parametro de control o en el intervalo (0,2—5,0). Las lineas continuas corresponden
a los ajustes con la ecuacion 4.2 para o = 0,2y 0,5y con una ley de potencia para o = 2
v 5. Los datos fueron obtenidos para sistemas de tamanio L = 1 x 10° y promediados
ns = 600 configuraciones
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A continuacion se describen los distintos regimenes observados:

» Las curvas correspondientes a ¢ = 0,2 y 0,5 presentan el decaimiento exponen-
cial caracteristico del régimen estacionario en el limite L — oo, las cuales fueron
ajustadas con la ecuacion 2.33 (ver figuras 5.3). A partir de este ajuste fue posible
determinar el valor medio de la densidad de interfaces en el estado estacionario
po vy el tiempo de vida de las interfaces 7 presentados en la Tabla 5.1. Los valo-
res obtenidos para 7 son proximos a los correspondientes al modelo Votante-LA,
que también se incluyen en la Tabla 5.1 para facilitar la lectura. Por su parte la
densidad de interfaces en el estado estacionario p, muestra un comportamiento
convergente con el tamano del sistema L y una menor sensibilidad con el parame-
tro o relativo al modelo Votante-LA. Los resultados descriptos permiten confirmar
la existencia de un régimen estacionario donde el sistema no se ordena en el limite
termodinamico para ¢ < 1 analogo al MVE con d > 2 [4]

o=20,2

Modelos P0 T N
Voter-Lévy | 0,446(1) | 5,45(1) x 103 | 1000
L=1x10*

Voter-Lévy | 0,453(1) | 2,70(1) x 10* | 1000
L =5x10?

Voter-Lévy | 0,455(1) | 5,60(1) x 10* | 600
L=1x10°

Voter-LA | 0,450(2) | 6,29(4) x 10* | 500
L=1x10°

o=20,5

Modelos 0 T N
Voter-Lévy | 0,438(1) | 5,60(1) x 103 | 1000
L=1x10*
Voter-Lévy | 0,444(1) | 2,60(1) x 10* | 1000
L=5x10%
Voter-Lévy | 0,443(1) | 5,50(1) x 10* | 600
L=1x10°

Voter-LA | 0,372(1) | 6,38(5) x 10* | 500
L=1x10°

Cuadro 5.1: Valor medio de la densidad de interfaces (py) del estado estacionario y
tiempo de vida de las interfaces (7), obtenidos mediante el ajuste de los datos con la
ecuacion 4.2 (ver graficos 5.3 (a) y 5.3 (b)). Los resultados corresponden a los modelos
Votante-Lévy y Votante-LA para ¢ = 0,2 y 0,5. En la ultima columna, se indica el
numero de configuraciones promediadas.

= Para ¢ = 1 la figura 5.1 indica una din&dmica lenta que se asocia a un proceso
de orden que evoluciona logaritmicamente. Esto tultimo se evidencia con mayor
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claridad en la figura 5.2, donde se ha graficado la inversa de la densidad de inter-
faces en funcién del In(t) para diferentes tamanos. En la misma figura se muestra
en linea continua el ajuste de los datos correspondientes al sistema de tamano
L =1 x 10° con la ecuaciéon 4.1 y los resultados se presentan en la tabla 5.2. A
partir de la constante A se obtuvo el valor de la constante de difusion efectiva del
modelo Votante-Lévy D = A/2m = 0,72(2), sensiblemente mayor a los valores
obtenidos para el Votante-LA y MVE-2D (incluidos también en la tabla 5.2). Es-
te valor podria asociarse a la incorporacion del mecanismo difusivo dado por los
vuelos de Lévy en la dinamica. El comportamiento logaritmico descripto sugiere
que Votante-Lévy con o = 1 presenta comportamiento dinaAmico intermedio que
puede vincularse con el MVE-2D [5].

4
45 © L=lxlO4 |
B L=5x10
- | ¢ L=1x10° 1
— Ajuste Lineal
4 — —
= I~ —
—
a
=~ 3,5 —
—
3 — —
25 —

4
In(t)

Figura 5.2: Grafico de 1/p(t) en funciéon de In(t) con o = 1,0 para distintos tamanos.
La linea continua indica el ajuste realizado sobre la curva correspondiente al tamano
L = 1 x 10° mediante la ecuacion 4.1. Los resultados obtenidos de dicho ajuste se
muestran en la tabla 5.2.
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Modelos 1/A D N

Votante-Lovy | 0,22(1) | 0,72(3) | 1000
1 x 10%

Votante-Leévy | 0,21(1) | 0,75(4) | 1000
5 x 10*

Votante-Leévy | 0,21(1) | 0,75(4) | 600
1 x 10°

Votante-LA | 0,52(1) | 0,306(6) | 500
1 x 10°

MVE-2D /2 0,25 —

Cuadro 5.2: Constante A y constante de difusion efectiva D, obtenidas a partir del
ajuste con la ecuacion 4.1 sobre las curvas de la figura 5.2. Los resultados corresponden
a los modelos Votante-Lévy y Votante-LA para ¢ = 1. Se indican también el nimero
de configuraciones promediadas y el tamano del sistema. La tltima fila corresponde a
los resultados exactos del modelo MVE-2D tomados de las referencias [5, 6].

= Para 0 = 2y 5 la densidad de interfaces decae rapidamente al estado absorbente
siguiendo una ley de potencia, como se ve en las figuras 5.1 , 5.5 (a) y 5.5 (b).
El ajuste de este comportamiento con la ecuacion 2.31 permite observar una
dependencia del exponente o con el valor de o que esta en buen acuerdo con los
resultados obtenidos en el capitulo 4 para el modelo Votante-LA (ver tabla 5.3).
Més aun dicho exponente alcanza para ¢ = 5,0 el valor a« = 0,5 correspondiente
a los modelos MVE-1D [5| y Votante-LA para ¢ > 5.

Modelo o o T

Votante-Lévy | 2 | 0,450(15) | 600
1 x 10°

Votante-Lévy | 5 | 0,500(5) | 600
1 x 10°

Votante-LA | 2 | 0,424(9) | 500
1 x 10°

Votante-LA | 5 | 0,500(2) | 500
1 x 10°
MVE-1D — 0,5 —

Cuadro 5.3: Exponente « de la densidad de interfaces obtenido a partir del ajuste con
la ecuacion 2.31 para los valores de ¢ = 2,0 y ¢ = 5,0 y un tamano del sistema de
L =1 x 10° (ver figura 5.1). Ademéas para una rapida comparacion se muestra los
valores obtenidos en el modelo Votante-LA. En la tltima columna se incluyeron los
numeros de configuraciones promediadas y en tltima fila se muestra el valor exacto del
modelo MVE-1D obtenidos de la referencia [5].
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5.3.2. Los efectos de tamano finito

A partir del comportamiento dinamico de la densidad de interfaces descripto en la
seccion anterior se relacion6 cada valor de o con uno de los regimenes obtenidos en el
modelo Votante-LA. Con el objetivo de verificar dicha asociacion se realizaron estudios
de los efectos de tamano finito utilizando la relacion de escala propuesta en el capitulo
4 (ecuacion 4.5) En el grafico interno de las figuras 5.3 (a) y 5.3 (b) puede observarse
que la funcion de escala es obtenida para 7 o< L, lo cual confirma que los valores de
o0 < 1 pueden vincularse con el régimen estacionario.

En el caso de 0 = 1 el grafico insertado en la figura 5.4 muestra el colapso para
valores del tiempo de vida de la interfaces dados por 7 o Lin(L), asociando dicho
comportamiento al MVE-2D y en consecuencia al modelo Votante-LA con o = 1.

Finalmente, las figuras 5.5(a) y 5.5(b) muestran a la densidad de interfaces en fun-
cion del tiempo para valores de 0 = 2 y 0 = 5, respectivamente. El solapamiento de las
curvas correspondientes a los tamanos L = 1 x 10* L = 5x10* y L = 1 x 10° indica que
los efectos de tamario finito se observan a tiempos mayores a 1 x 10° (PMC), haciendo
necesario la simulacion de tamanos de sistema menores (L = 3 x 10%, L = 5 x 102
L =1x10%y L =5x10%). El grafico interior muestra la funcién de escala obtenida con
la relacion 7 oc LY para 0 = 2 y 7 o< L? para 0 = 5. Este comportamiento permite
vincular ¢ = 2 al régimen intermedio del modelo Votante-LA y o = 5 al régimen de
corto alcance del modelo Votante-LA.
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Figura 5.3: Evolucion temporal de la densidad de interfaces (p(t)) medida para valores
del parametro de control: a) ¢ = 0,2 y b) 0 = 0,5. Los diferentes tamanos utilizados
son indicados en las leyendas. Las lineas continuas corresponden a los ajustes con la
ecuacion 4.2, a partir de los cuales fueron obtenidos los valores de 7y pp que se muestran
en la tabla 5.1. Por otra parte en los graficos interiores se pueden observar los colapsos
realizados mediante la ecuacion de escala 4.5. El nimero de configuraciones promediadas
fue ng = 600 para L =1 x 10° y ny = 1000 para L =5 x 10*y L =1 x 10°

87



b T T ; T TTTT T T T T TTTT T T T T TTTT T T T T TTTT T T T T 17T ||_I.
10-]-__ rgfm | TTTTIm | TTTIT | TTTTIm %
: ; Lyp— E
p(t) i 10°+ —
Q L=1x10’
=] ° L=5x10*
- S E  ©° Lo 2 g .
‘a_’ E ® = %
i C o=1.0 7 % i
10_2 m | L | AR | L = %
10 10* 100 10 3
-2 t/Lin(L) Y
107 ¢ 9 7
| | ||||||| | | ||||||| | | ||||||| | | ||||||| | ﬂllllll‘l’
0 1 2 3 4 5
10 10 10 10 10 10
t (PMC)

Figura 5.4: Evolucion temporal de la densidad de interfaces (p(t)) medida para o = 1.
Los diferentes tamanos utilizados son indicados en las leyendas. El nimero de configu-
raciones promediadas fue ns = 600 para L = 1 x 10° y ngy = 1000 para L =5 x 10* y

L = 1x10°. En el grafico insertado se muestra la funcion de escala dada por la ecuacion
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Figura 5.5: Evolucion temporal de la densidad de interfaces (p(t)) medida para valores

del pdmmotr() de control: a) 0 = 2 y b) ¢ = 5. Los diferentes tamanos utilizados
son indicados en las leyendas. En el grafico insertado se muestra la funcion de escala
dada por la ecuacion 4.5. El nimero de configuraciones promediadas fue ny = 600
para L = 1 x 10% n, = 1000 para L = 5 x 10* L = 1 x 10° y n, = 2000 para
L=5x103L=1x103L=5x10%2y L =3 x 102
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5.3.3. Las configuraciones del sistema

Una observacion complementaria que permite clarificar los diferentes procesos invo-
lucrados en los comportamientos dinamicos descriptos es la evolucion temporal de los
estados del sistema. La figura 5.6 muestra las diferentes estructuras espacio-temporales
observadas para los distintos valores de o. En el eje y se indican las configuraciones
del sistema mientras que el eje x representa el tiempo para el cual la configuracion es
observada. Los puntos negros y blancos representas espines s; = 1y s; = —1, respec-
tivamente. Para ¢ = 0,2 (figura 5.6 (a)) se observa un estado desordenado que en el
intervalo temporal observado no presenta un ordenamiento apreciable, lo cual es com-
patible con el comportamiento del modelo Votante-LA en el régimen de campo medio.
Para o = 1 (figura 5.6 (b)) se observa una dindmica lenta con dominios en todas las
escalas e interfaces “difusas ”, lo cual resulta compatible con las observaciones para el
modelo Votante-LA con ¢ = 1,0 y para el MVE en la dimensién critica d = 2. Cabe
remarcar que en ambos casos tanto la distancia media de interacciéon como sus fluctua-
ciones son divergentes. El caso de 0 = 2 presenta un comportamiento intermedio similar
al obtenido en el caso de o = 1,5 para el modelo de Votante-LA. En la figura 5.6(c)
se observa el crecimiento de grandes dominios acompanado con interfaces “difusas "y
dominios de tamano proximo a la unidad en su interior, lo cual podria vincularse con
una distancia media de interaccion de corto alcance y una divergencia en sus fluctuacio-
nes (ver seccion 4.3.4). Finalmente para o = 5 se observa un proceso de ordenamiento
rapido evidenciado por el crecimiento los dominios compactos con interfaces definidas.
El mismo puede ser relacionado con un régimen de corto alcance con fluctuaciones en
las distancias de interaccion también de corto alcance (ver tabla 4.2).
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Figura 5.6: Coleccion de configuraciones del sistema de tamano L = 1 x 10%. En el eje
vertical puede verse una porcion de la red simulada, donde los puntos negros represen-
tan sitios en el estado s; = 1, mientras que sitios en el estado s; = —1 se dejan como
espacios en blanco. El eje horizontal muestra la evolucion temporal de las configuracio-
nes unidimensionales. En cada figura se observa: (a) o = 0,2 un régimen lento sin un
crecimiento apreciable de dominios en el intervalo de observacion; (b) para ¢ = 1 un
proceso de formacion de aglomerados caracteristico de un estado critico donde se obser-
van tamanos en todas las escalas; (¢) o = 2 un proceso de ordenamiento con formacion
de grandes dominios difusos y (d) ¢ = 5 un proceso de ordenamiento con formacion de
dominios compactos.
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5.4. Conclusiones

Los resultados descriptos en el presente capitulo permiten asegurar que la dinamica
mixta que incluye la dindamica de corto alcance del MVE y vuelos de Lévy permite
reproducir las caracteristicas relevantes del modelo Votante-LA. En este sentido se ob-
tuvieron los diferentes regimenes en funciéon del pardmetro o observados en el modelo
Votante-LA: a) 0 < 1 el comportamiento tipo campo medio, con una dinédmica ex-
ponencial para sistemas de tamano finito, vinculado al MVE en d > 2; b) 0 = 1 un
ordenamiento logaritmico caracteristico de la dimension critica d. = 2 del MVE; c)
o = 2 un comportamiento intermedio con leyes de potencia cuyo exponente depende de
oy d) o =5 el régimen de corto alcance con una dindmica de orden compatible con el
MVE-1D.
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Capitulo 6

Estudio de la dinamica critica del
modelo de Ising ferromagnético con
vuelos de Lévy

6.1. Antecedentes

Este capitulo se centra en el estudio del modelo de Ising cinético con intercambios de
Levy (Ising-GL), el cual fue descripto en la seccion 2.3.4. Como antecedente se puede
mencionar el modelo propuesto por Droz y colaboradores [1], donde a la dinamica
de Glauber generalizada |2| se incorpora un intercambio entre espines ubicados a una
distancia seleccionada aleatoriamente utilizando una distribucion uniforme entre 1 <
r < L/2, siendo L el tamano del sistema.

Este modelo, el cual puede ser considerado como variante del modelo de Ising cinético
con dindmica mixta |3], presenté un comportamiento critico consistente con el modelo
de Ising dentro de la aproximaciéon de campo medio. A partir de estas evidencias,
Bergensen y colaboradores [4] [5] propusieron reemplazar la distribucion de distancias
aleatoria por una distribucion pesada utilizada para simular vuelos de Lévy (ecuacion
2.27). Mediante esta dindmica mixta se obtuvieron los mismos exponentes criticos que
en el modelo de Ising con interacciones de largo alcance que decaen algebraicamente con
la distancia (Ising-LA), estudiado en el capitulo 3. Por otro parte, en los capitulos 4 y 5
se demostro la equivalencia entre el comportamiento dinamico de los modelos de votante
con interacciones de largo alcance (Votante-LA) y con dindmica mixta (Votante-Lévy).
Este resultado indica que la introduccion de vuelos de Lévy a la dinadmica de corto
alcance del modelo de votante estandar permite obtener el comportamiento del modelo
con interacciones de largo alcance que decaen en forma algebraica con la distancia. De
lo expuesto resulta relevante estudiar la evoluciéon dindmica en el régimen de tiempos
cortos del modelo Ising-GL con el objetivo de determinar si la equivalencia observada
entre los estados de equilibrio de los modelos Ising-LA e Ising-GL es también obtenida a
partir del estudio de la dindmica critica en el régimen de tiempos cortos. Adicionalmente,
de comprobarse dicha equivalencia se vincularian de manera robusta a ambos modelos
a una misma clase de universalidad.
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6.2. Detalles de las simulaciones

La metodologia utilizada en éste estudio, asi como el algoritmo implementado, fueron
descriptos en detalle en el capitulo 2 seccion 2.3.4. Las simulaciones Monte Carlo fueron
realizadas en redes unidimensionales de tamanos L = 1 x10°, L = 5x10° y L = 1 x 105,
utilizando condiciones de frontera periodicas. El valor del pardmetro que controla el
alcance de las interacciones fue fijado en o = 0,75, este valor corresponde al régimen
intermedio donde los exponentes criticos son funciones dependientes del pardmetro o
[6] ¥ fue usado en esta tesis para estudiar el modelo Ising-LA (capitulo 3).

6.3. Resultados y Discusion

Los resultados discutidos en el capitulo 3 indicaron que la dindmica critica de siste-
mas con interacciones de largo alcance es afectada por el truncamiento de las interac-
ciones, consecuencia del tamano finito del sistema, llevando a que las leyes de potencia
sean observadas en una temperatura critica efectiva sin alterar el valor de los exponen-
tes criticos. En consecuencia el primer paso fue obtener las leyes de potencia esperadas
en el punto critico y caracterizar los efectos de tamano finito de modo sea posible deter-
minar si los mismos afectan a los exponentes criticos del modelo Ising-GL. Finalmente
y a partir de estos resultados se determinaran los exponentes criticos.

6.3.1. Determinaciéon del intervalo de validez de las leyes de
potencia correspondientes a la dindmica critica de rela-
jacion

Para obtener la temperatura a la cual se observa el comportamiento como ley de
potencia en la dinadmica critica de relajacion (DCR), se utilizo la misma metodologia
que el modelo Ising-LA, descripta en el capitulo 3. La figura 6.1 muestra la relajacion
de la magnetizacion (M (t)) para diferentes temperaturas en la region critica y para un
tamaiio de sistema L = 1 x 10°. En el grafico interior se observan las din(M (t))/dIn(t)
obtenidas en forma numérica para tres de las temperaturas mostradas en el panel princi-

pal. A partir del grafico interior se determiné a la curva correspondiente a T, = 1, 557(1)

como aquella que sigue un comportamiento tipo la ley de potencia, es decir muestra

una derivada constante de valor 0,20(2). Por su parte, desde el mismo grafico se estimé
el intervalo de validez de ley de potencia entre 300 PMC (t0) ¥ 5 X 10® (n40)- El tl-
timo valor relacionado al tiempo para el cual los efectos de tamano finito desvian todas
curvas hacia el estado paramagnético. El anélisis anterior fue complementado buscando
la curva que mejor ajusta a la ley de potencia dada por la ecuacion 2.13. El intervalo
de ajuste y el exponente 5/vz = 0,19(1) resultaron consistentes con los previamente
determinados. Las barras de error en la temperatura critica efectiva se determinaron

a partir de las curvas que presentan una notable pero pequena desviacion de la ley de

potencia. Resulta interesante mencionar que el valor obtenido de 7, no esta muy alejado

con el valor reportado por Bergensen y colaboradores T, = 1,46 [4]. La discrepancia
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podria justificarse por los tamanos utilizados por dichos autores, que fueron casi tres
ordenes de magnitud menores a los simulados en la presente tesis.
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Figura 6.1: Grafico en escala log-log de la evolucion temporal de la magnetizacion (M (t))
partiendo de una configuracion inicial ordenada (M(0) = 1). Las curvas corresponden
a simulaciones realizadas a diferentes temperaturas (indicadas en la leyenda) utilizando
un sistema de tamano L = 1 x 10° espines. La linea continua representa el ajuste
mediante la ley de potencia dada por la ecuacion 2.13, en el intervalo 300—5000 (PMC).
El grifico interior muestra la dln(M(t))/dln(t) para tres valores de temperatura en la
region critica. Todas las curvas corresponden a un niimero de muestras promediadas de
2000.

6.3.2. Los efectos de tamano finito

Como se mencion6 en el capitulo 3, los efectos de tamano finito en modelos con
interacciones de largo alcance se pueden manifestar de diferentes maneras. Por un lado
y al igual que sucede en modelos con interacciones de corto alcance, a partir del momento
en que la longitud de correlacion temporal se hace del orden del tamano del sistema la
dinamica se aparta del comportamiento esperado en el limite termodinamico, causando
un rapido decrecimiento de la magnetizacion hacia el estado paramagnético (ver grafico
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interior de la figura 6.1). Por otro lado, la presencia de interacciones que decaen en
forma algebraica con la distancia puede producir un corrimiento de la temperatura a
la cual se las leyes de potencia son observadas. En el capitulo 3 se probé que dicho
corrimiento es funcion del alcance real de la interaccion (N) el cual es determinado por
el truncamiento debido al tamano finito del sistema. En consecuencia en el caso del
modelo Ising-LA se hablé de una temperatura critica efectiva T.(NN). A partir de esto,
y con el objetivo de caracterizar los efectos de tamano finito en el modelo Ising-GL
se estudiara la dindmica de relajacion para dos tamarios del sistema L = 5 x 10° y
L =1 x 10°, menores que el utilizado previamente L = 1 x 106.

Aplicando el procedimiento ya descripto se determinaron las temperaturas criticas
efectivas a las que se observan las leyes de potencia, las cuales fueron coincidentes dentro
del error con el valor obtenido para el tamano L = 1 x 10 (ver figura 6.1). Por su parte
el intervalo de validez de las leyes de potencia se redujo notablemente llegando a ser
menor a una década para el caso del tamano L = 1 x 10°. Esto altimo dificult6 la
determinacion de los exponentes criticos para el tamano menor. Cabe mencionar que la
menor sensibilidad de la temperatura critica con el tamano podria estar relaciona con
dos hechos, por un lado los tamanos estudiados son dos 6érdenes de magnitud mayores a
los estudiados en el caso del modelo Ising-LA con lo cual es posible que la dependencia
T.(N) quede enmascarada por el error. Por otra parte, la evolucion temporal del sistema
se ve menos afectada debido a que la dindmica de inversion del espin es de corto alcance
no siendo truncada por el tamano finito del sistema y la dindmica de intercambio no
depende ni del estado global de la red ni de la temperatura utilizada.

En el caso de los exponentes de las leyes de potencia el solapamiento de las tres
curvas de relajacion indica que no son afectados. Sumado a esto, el intervalo de validez
de la ley de potencia del tamano L = 1 x 10° mayor a una década demuestra que este
tamano es suficientemente grande para obtener los exponentes criticos del modelo Ising-
GL. En lo siguiente consideraremos que la temperatura determinada desde la DCR, de
la magnetizacion es la temperatura critica del modelo Ising-GL.
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Figura 6.2: Relajacion de la magnetizacion (M(T)) a la temperatura critica, partiendo
de una configuracion inicial ordenada (M (0) = 1). Resultados obtenidos para los dife-
rentes tamanos indicados en la leyenda yv un nimero de configuraciones promediadas
de ng = 2000.

6.3.3. Determinaciéon de los exponentes criticos mediante la di-
namica de relajaciéon

Una vez determinada la temperatura critica de cada tamano y el exponente §/vz
(ver tabla 6.1, columna 1) se midieron para los tamafios mayores el cumulante de
Binder de segundo orden (U(t)) y la derivada logaritmica de la magnetizacion respecto
a la temperatura reducida calculada en el punto critico (delog(M(t)|e=o). El tltimo
observable fue obtenido numéricamente utilizando dos temperaturas correspondientes
aT =1,557+0,002. En las figuras 6.3 y 6.4 se muestran U(t) v delog(M (t)|e—o para el
tamano 1 x 10, respectivamente. En las mismas figuras se muestran también con lineas
continuas los ajustes con las ecuaciones 2.15 y 2.17 que llevan a obtener los exponentes
d/z y 1/vz mostrados en la tabla 6.1 (columna 1). A partir de estos exponentes se
determinaron los exponentes criticos del modelo de Ising-GL indicados en la columna
2 de la misma tabla.



Exponentes de la DCR | Exponentes criticos Tamano
B/vz=0,19(1) B/v =0,141(8) L=1x10°
B/vz =0,20(2) B/v =0,14(2) L=1x10°
d/z=1,35(1) z=0,741(5) L=1x10°
d/z =1,40(5) z=0,71(3) L=1x10°
1/vz=0,67(1) 1/v =0,496(8) L=1x10°
1/vz=0,73(6) 1/v =0,52(4) L=1x10°

Cuadro 6.1: Exponentes de la DCR. (primera columna) y exponentes criticos (segunda
columna) del modelo de Ising-GL obtenidos a partir de los primeros. Los valores co-
rresponden a los tamanos del sistema L = 5 x 10° y L = 1 x 10° en ambos casos el
nimero de confieuraciones nromediadas fue de n. = 2000.

U(t)

10

1 0 E | 1 1 1 1 1 1 | | | | |

t (PCM)

Figura 6.3: Grafico en escala log-log de la DCR del cumulante de Binder de segundo
orden (U(t)) a la temperatura critica (7, = 1,557(1)) para un sistema de tamano
L = 1 x 10° espines. La linea continua indica el ajuste con una ley de potencia de
exponente d/z = 1,35(1). Los resultados corresponden a un promedio de 2000 muestras.
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Figura 6.4: Grafico en escala log-log de la DCR de la derivada logaritmica de la mag-
netizacion respecto a la temperatura reducida y evaluada en la temperatura critica
(T, = 1,557(1)) para un sistema de tamano L = 1 x 10° espines. La linea continua
indica el ajuste con una ley de potencia de exponente 1/vz = 0,67(1). Los resultados
corresponden a un promedio de 2000 configuraciones.

6.3.4. Determinaciéon de los exponentes criticos mediante la di-
namica de tiempos cortos

De manera complementaria a la DCR, se estudi6 la dinamica critica en el régimen
de tiempos cortos (DCTC) desde estados iniciales desordenados con magnetizacion
estrictamente nula (M(0) = 0), a la temperatura critica determinada desde la DCR. Los
observables medidos fueron la susceptibilidad x(t) (ver figura 6.5) y la autocorrelacion
del espin A(t) (ver figura 6.6) para un tamano de sistema de 1 x 10%. En las mismas
figuras se muestran los ajustes utilizando las leyes de potencia esperadas en la DCTC,
ecuaciones 2.19 y 2.21 para x(t) v A(t), respectivamente. A partir de estos ajustes se
obtuvieron los exponentes v/vz = d/z — 2B/vz y d/z — 6 presentados en la tabla 6.2
(primera columna), donde la primera identidad presupone la validez de la relacion de

hiperescala (/v =d —28/v).
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Exponentes de la dinAmica critica de tiempos cortos | Exponentes criticos
d/z—2B/vz =1,02(1) B/v =0,11(2)
A=9—-0=112(1) v/v =0,77(2)
6 =0,19(2) 2z =0,76(2))

Cuadro 6.2: La primer columna muestra los exponentes del modelo de Ising-GL co-
rrespondientes a la dinaAmica critica de tiempos cortos para un sistema de tamano
L = 1 x 10° espines. La segunda columna muestra los exponentes criticos evaluados a
partir
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Figura 6.5: Grafico en escala log-log de la evolucion temporal de la susceptibilidad
x(t) a la temperatura critica (T, = 1,557) partiendo de un estado desordenando con
magnetizacion nula (M (0) = 0). Los datos corresponden a un sistema de tamano L =
1 x 10° y un promedio de n, = 2000 configuraciones. La linea continua indica el ajuste
con la ecuacion 2.19 en el intervalo temporal (30 — 700) PMC.

101



10°F =
A(t) | ~_ . 1
107F ~. . 7
10-5 —_ 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 | 1 1 I_—
3x10" 1x10° 7x10°
t (PMC)

Figura 6.6: Grafico en escala log-log de la evolucion temporal de la autocorrelacion del
espin (A(t)) a la temperatura critica (T, = 1,557) partiendo de un estado desordenando

L =1 x 10% y un promedio de ny = 2000 configuraciones. La linea continua indica el
ajuste con la ecuacion 2.21 en el intervalo temporal (30 — 700) PMC.

Otro observable evaluado en el régimen de tiempos cortos fue la magnetizacion, a
partir de la cual determinamos el exponente 8. Este exponente estd asociado al incre-
mento inicial de la magnetizacion cuando se parte de un estado completamente des-
ordenado (M(0) = 0). Como se mencioné en el capitulo 2 para obtenerlo se requiere
partir de configuraciones iniciales desordenadas con magnetizaciones proximas a cero y
realizar una extrapolacion. De esta manera, se obtuvieron leyes de potencia cuvo ex-
ponente # depende de la magnetizaciéon inicial My, como puede verse en la figura 6.7,
donde también se indican en linea continua los ajustes realizados para distintos valores
de My. A su vez en la figura 6.8 se puede ver la extrapolacion a My = 0 realizada a
partir de estos resultados, con la que se obtuvo un exponente # = 0,19(2).
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Figura 6.7: Graficos en escala log-log del incremento inicial de la magnetizacién eva-
luado en la temperatura critica T'e = 1,557, correspondientes a distintos valores de
magnetizacion inicial My (indicados en la leyenda). Los datos corresponden a un ta-
mafo de sistema L = 1 x 10® y un promedio de ns = 2000 configuraciones. Las lineas
continuas indican los ajustes realizados utilizando la ecuacion 2.24.
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Figura 6.8: Exponentes #(Mp) del incremento inicial de la magnetizacion, evaluado a la
temperatura critica T'c = 1,557, para diferentes magnetizaciones iniciales My. La linea
continua indica el ajuste lineal que determina el valor del exponente 8 = 0,19(2).

A partir de los exponentes determinados desde la DCTC fue posible calcular de
manera independiente el exponente dindmico z = 0,76(2) v la relacion 8/v = 0,11(2).
Ademés, usando la relacion de hiperescala d — 28/v = /v se determiné la relacion
v/v = 0,77(2). Para una mejor exposicion los resultados se incluyen en la Tabla 6.2
segunda columna.

Con el objetivo de una comparacion mas directa en la tabla 6.3 se resumen los
exponentes criticos obtenidos en esta tesis para los modelos Ising-LA e Ising-GL junto
con los valores reportados por otros autores mediante simulaciones Monte Carlo de
equilibrio [4, 7] y calculos de grupo de renormalizacion (GR) |7, 8|. Los exponentes
criticos obtenidos para el modelo Ising-GL (8/v,v/v v 1/v estéan en un buen acuerdo
con los correspondientes al modelo Ising-LA, tanto los obtenidos en esta tesis (capitulo
3) como los predichos desde célculos de GR [7] y los determinados desde simulaciones
Monte Carlo de equilibrio (MCE) |7, §].

Con respecto a los resultados reportados por Bergensen y colaboradores [4| para el
Ising-GL se observa una pequena discrepancia. Sin embargo y como fue mencionado,
estos autores obtuvieron los mismos exponentes para el modelo de Ising-LA, en conse-
cuencia consideramos que los valores reportados por dichos autores estan subestimados
probablemente debido a los tamanos utilizados, tres 6rdenes de magnitud menores a
los usados en esta tesis. En cuanto a los exponentes criticos dinamicos el valor del ex-
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ponente 6 obtenido para el modelo Ising-GL concuerda con los del modelo Ising-LA
dentro de las barras de error y se encuentra proximo a las predicciones de GR. Por
su parte el exponente z difiere notablemente del obtenido en esta tesis para el modelo
Ising-LA, pero concuerda con el valor de GR. Esto ultimo no es un resultado extrano
ya este exponente depende de la dindmica utilizada.

Exp | Ising-GL | Ising-GL | Ising-GL | Ising-LA | Ising-LA GR
DCR DCTC MCE DCR DCTC
B/v | 0,141(8) | 0 11(2) 0,109(6) | 0,130(9) | 0,125 [7]
1/v | 0,496(8) 0,54(3)[4] | 0,48(2) | —— | 0,4765 [§]
yv| — | 0 77(2) 0,65(3)[4] | —— | 0,74(1) 0,75 [7]
z | 0,741(5) | 0,76(2) 0,84(2) | 0,839(8) | 0,775 [§|
0 0,19(2) - | 0,201(4) | 0,2171[8]

Cuadro 6.3: Exponentes criticos del modelo Ising-GL (2% y 3" columna) e Ising-LA
(5" y 6" columna), obtenidos en la presente tesis mediante estudios de la dinamica
critica. La tabla también incluye los resultados de simulaciones Monte Carlo en Equi-
librio (MCE) para el modelo Ising-GL (4" columna) tomados de la referencia [4] y
las predicciones de Grupo de Renormalizacion (GR) para el modelo de Ising-LA ( 7™
columna) |7, §|

6.4. Conclusiones

A partir de la obtencion de leyes de potencia en ambas dindamicas criticas (DCR
y DCTC) a la misma temperatura, se verifico la presencia de una transicion de fase
continua en el modelo Ising-GL. Los correspondientes exponentes criticos 8/v, 1/v y
/v fueron consistentes entre si (ver Tabla 6.3) y estan en buen acuerdo con los valores
obtenidos para el Ising-LA, tanto en esta tesis (capitulo 3), como con las predicciones de
Grupo de Renormalizacion (TGR) y simulaciones Monte Carlo en estados de equilibrio
(MCE) |7, 8]. Para calcular el exponente [5/v se utiliz6 la relacién de hiperescala (d —
23 /v = ~/v), por lo que su acuerdo verifica también dicha relacion para este modelo. En
cuanto a los exponentes criticos dindmicos el valor de # obtenido para el modelo Ising-
GL concuerda con los resultados del modelo Ising-LA dentro de las barras de error, como
se puede ver en la Tabla 6.3. Mientras que para el exponente z se observé por un lado
un buen acuerdo con el resultado de GR para el modelo Ising-LLA, pero discrepancias
con los resultados provenientes de los estudios dindmicos (capitulo 3). Esto altimo no
es un resultado extrano ya este exponente depende de la dinamica utilizada.

De lo expuesto hemos establecido que los modelos Ising-LA e Ising-GL pertenecen
a la misma clase de universalidad para el valor del parametro de control del alcance de
las interacciones estudiado o = 0, 75.
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Capitulo 7

Conclusiones (Generales

7.0.1. Sobre la dinAmica de modelos con interacciones que de-
caen de manera algebraica con la distancia

En los dos primeros capitulos de esta tesis se estudi6 la dinamica de modelos los de
Ising y Votante con interacciones de largo alcance que decaen de manera algebraica con
la distancia. En el primer modelo (Ising-LA), para la constante de acoplamiento J(r) ~
1/r¢+ o, tomamos el valor de o = 0,75 como representante de la region no clasica. Para
este valor se obtuvieron los exponentes criticos (3, v/, v asi como el exponente dindmico 6,
todos en buen acuerdo con los obtenidos por otros autores mediante simulaciones Monte
Carlo de equilibrio y calculos de Grupo de Renormalizacion (GR). De esta manera se
comprobo la validez del estudio de las dindmicas criticas de relajacion (DCR) y de
tiempos cortos (DCTC), como un métodos alternativo para obtener los exponentes
criticos del modelo. Método que tiene como ventaja, frente a una simulacion Monte
Carlo de equilibrio, el encontrase libre del efecto de enlentecimiento critico.

A su vez, observamos que las leyes de potencia que determinan los exponentes
de la dindmica critica se obtuvieron para valores de temperatura critica “efectiva
“dependientes del el alcance de las interacciones (IV), determinado por el truncamien-
to de las mismas debido al tamano finito de los sistemas simulados. Observacion que
no habia sido reportada hasta la presente tesis por estudios anteriores de la din&mica
critica de este modelo. Respecto a éste resultado, se supuso que la dependencia de la
temperatura critica efectiva con el alcance se debe a que el truncamiento de la interac-
cion afecta necesariamente la probabilidad de transicion de la dindmica implementada.
Esto se deberia a que en estos casos la probabilidad de transicién siempre difiere entre
sistemas con distintos alcance N al estar truncado el calculo de energia. De manera
que en modelos con interacciones de largo alcance, variar el valor de la temperatura de
simulacion permite compensar los efectos causados por el truncamiento en el alcance de
la interaccion en la dinamica. Basados en esta suposicion los distintos valores de tem-
peratura critica efectiva fueron ajustados satisfactoriamente con la relacion de escala
T(N) =T(c0) + A/N*T, con un exponente xp = 1/v. El valor para xr se propuso en
analogia con el escaleo de tamano finito, al considerar el caso particular en que alcance
N toma su valor maximo N,,., = L/2 donde el truncamiento se produce como un efec-
to de tamano finito y se espera que dicha relacion se corresponda con la que satisface
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la temperatura critica efectiva en una simulaciéon en equilibrio. En este sentido, queda
planteado como un objetivo futuro el que dicha relacion sea verificada para otros valores
de o tanto en la region no clasica como en la region de campo medio (o < 0,5) donde
se espera un exponente rr = 1/v = 0.

Para el modelo de Votante se implementaron interacciones de largo alcance probabi-
listicas utilizando una distribucion de distancias dada por P(r) ~ 1/r%*? (Votante-LA).
En este caso se realiz6 un estudio sobre la dependencia de la dindmica fuera de equilibrio
en funciéon de o. A partir de los resultados obtenidos fue posible determinar para una
red unidimensional mediante estudios independientes, los distintos comportamientos en
la dindmica fuera de equilibrio del modelo Votante Estandar (MVE): i) para ¢ > 5 una
dindmica de ordenamiento equivalente a la del MVE en d = 1; ii) para 0 = 1 una dina-
mica de ordenamiento consistente con la dimension critica del MVE (d,. = 2) y iii) para
0 < o < 1 estados estacionarios que se ordenan por efecto de tamano finito consistentes
con el MVE para d > 2. En particular los resultados obtenidos en la region intermedia
(1 < o < 5) resultan de especial interés. El caso 0 = 1 debido a que reprodujo los
aspectos mas relevantes observados en la dimension critica del MVE, como son una
dindmica de ordenamiento con dependencia logaritmica y una distribucion de tamanos
de dominios invariante de escala. Por otra parte la region 1 < o < 2 se observa ademés
de la invariancia de escala en la distribucion de tamanos de dominios una dinadmica de
ordenamiento como ley de potencia con exponentes dependientes de o, comportamiento
que ha sido observado en dimensiones fractales 1 < d; < 2.

7.0.2. El uso de vuelos de Lévy para simular la dinAmica de mo-
delos con interacciones que decaen de manera algebraica
con la distancia.

En una segunda etapa se estudiaron los modelos Votante-Lévy e Ising-GL, ambos
modelos de dindmica mixta, una de corto alcance (Votante o Glauber, respectivamente)
y otra dinamica de largo alcance entendida como un vuelo de Lévy. De los resultados
obtenidos podemos concluir que este mecanismo para generar interacciones globales
efectivas resulto ser valido en los dos modelos estudiados.

Para el caso del modelo Votante-Lévy, la correspondencia observada con el com-
portamiento dinamico del Votante-LA, se demostro para valores de o representativos
de cada régimen. Pudiéndose identificar para los valores: ¢ = 0,2; 0 = 1,0; 0 = 2,0y
o = 5,0, las mismas dinamicas de ordenamiento observadas en el Votante-LA. A su vez,
para estos casos, tanto la dependencia del tiempo de vida 7 con el tamano, como las
estructuras espacio-temporales del sistema resultaron ser consistentes con lo observado
en el Votante-LA. Cabe mencionar que los resultados obtenidos para los valores o = 1
y 0 = 2 cobran relevancia ya que representan los valores umbrales que delimitan la re-
gion de comportamiento intermedio donde existe una fuerte dependencia de la dindmica
con o, de manera que la correspondencia mencionada para estos valores nos permite
suponer que la validez ocurre para todo el intervalo.

Por otra parte para el caso del modelo de Ising fue posible obtener a partir del
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estudio de las dindmicas DCR y DCTC para el caso o = 0,75 los exponentes criticos del
modelo Ising-LA. Lo que permite afirmar que este algoritmo de dinamica mixta emula
el comportamiento critico fuera de equilibrio del modelo Ising-LA. Por otra parte la
temperatura critica resultd ser poco sensible al tamano del sistema, aspecto que resulta
ser una ventaja a la hora de identificar el punto critico. Esta caracteristica suponemos
que se debe a que la dindmica implementada no implica truncar una suma global como el
caso anterior. Sin embargo para confirmar esta suposicion resulta necesario en el futuro
estudiar con mayor detalle los efectos en la dinamica del truncamiento de los vuelos
para un tamano fijo. La equivalencia demostrada abre la posibilidad de implementar la
dinamica mixta para estudiar el comportamiento critico en mayores dimensiones o en
modelos de mayor complejidad, como por ejemplo el modelo de Potts, de Heisenberg,
XY, etc.

Finalmente como conclusion general podemos afirmar que la presencia de interaccio-
nes de largo alcance propuestas en esta tesis, en los dos modelos Votante-LA e Ising-LA,
permitié obtener en una regién intermedia entre campo medio y corto alcance, un com-
portamiento dinamico caracterizado por leyes de potencia con exponentes dependientes
del valor de o. Por otro lado se verifico que mediante la incorporacion de vuelos de
Lévy sobre los dos tipos de dinamicas de corto alcance (Ising-Glauber y Votante Estan-
dar), fue posible reproducir satisfactoriamente el comportamiento fuera de equilibrio
asociado a los respectivos modelos con interacciones de largo alcance.
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