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Resumen

Este trabajo de tesis aborda el estudio de la dinámi
a fuera de equilibrio en sistemas


on intera

iones de largo al
an
e que de
aen de manera algebrai
a 
on la distan
ia.

Para su desarrollo se eligieron dos modelos de espines para in
orporar di
ha intera

ión,

el modelo de Ising y el modelo de Votante. El primero entendido 
omo un modelo

ferromagnéti
o representante de una amplia 
lase universal de equilibrio y el segundo


omo un modelo que de�ne una 
lase universal de sistemas sin equilibrio que presenta

una dinámi
a de ordenamiento 
ara
terizada por la forma
ión de dominios sin tensión

super�
ial.

En una primer etapa se estudiaron los efe
tos de in
orporar di
ha intera

ión so-

bre los algoritmos usuales de 
orto al
an
e. Respe
to al modelo de Ising se utilizó una


onstante de a
oplamiento de la forma J(r) ∼ 1/r(d+σ)
(Ising-LA), para estudiar la di-

námi
a 
ríti
a en dimensión d = 1 a partir de simula
iones Monte Carlo. En este 
aso el

interés es debido a predi

iones teóri
as de la teoría del grupo de renormaliza
ión (GR)

y simula
iones Monte Carlo que muestran que en d = 1 y para valores del parámetro

σ en la región 1/2 < σ < 1 existe un orden de largo al
an
e, 
omportamiento que no

se 
orresponde 
on los del modelo de Ising 
on intera

iones de 
orto al
an
e en d = 1.
Región donde los exponentes 
ríti
os resultan ser fun
iones 
ontinuas del parámetro

(σ) que regula el de
aimiento de la intera

ión. Los resultados permitieron veri�
ar la

validez del estudio de las dinámi
as 
ríti
as de relaja
ión (DCR) y de tiempos 
ortos

(DCTC) 
omo un método alternativo para obtener los exponentes 
ríti
os y que se

en
uentra libre de los efe
tos de enlente
imiento 
ríti
o.

En el modelo de Votante, se estudiaron los efe
tos sobre la dinámi
a fuera de equili-

brio al in
orporar intera

iones probabilísti
as que dependen de la distan
ia de la forma

P (r) ∼ 1/r(d+σ)
(Votante-LA) y su depende
ia 
on el valor de σ. Cabe remar
ar que

para el modelo de Votante no hay ante
edentes sobre la in
orpora
ión de intera

iónes

de largo al
an
e, por lo que su dinámi
a de ordenamiento propor
iona un es
enario

distinto para observar el efe
to de la intera

ión propuesta. Este estudio permitió iden-

ti�
ar un 
omportamiento multidimensional que rela
iona los distintos valores de σ 
on

el 
omprtamiento del modelo Votante Estandar MVE en distintas dimensiones.

En una segunda etapa se estudió una manera emular las intera

iones de largo al
an-


e propuestas en los modelos anteriores, a partir de modelos de dinámi
a mixta. Para

esto se desarrollaron dos variantes de los modelos men
ionados que in
orporan sobre las

dinámi
as usuales de 
orto al
an
e (Glauber generalizada y Votante) un inter
ambio

entre espines separados una distan
ia r pesados 
on una probabilidad P (r) ∼ 1/r(d+σ)
,

me
anismo que puede entenderse 
omo un vuelo de Lèvy. Modelos que denominamos

Ising-GL y Votante-Levy, respe
tivamente. En el primer 
aso los resultados veri�
an

la validez del estudio de las dinámi
as 
ríti
as y demuestra la equivalen
ia del estado


ríti
o de este modelo 
on el modelo Ising-LA. Mientras que para el Votante-Levy se

reprodujo la dinámi
a de ordenamiento del Votante-LA para valores representativos de


ada régimen observado en el Votante-LA. Por lo que fue posible veri�
ar que este tipo

de dinámi
a reprodu
e el 
omportamiento fuera de equilibrio de los respe
tivos modelos

de largo al
an
e.
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Capítulo 1

Introdu

ión

1.1. Transi
iones de Fase y fenómenos 
ríti
os en equi-

librio

Los dos mar
os teóri
os que 
onforman hoy en día la base de 
ualquier estudio de

un fenómeno térmi
o en 
ondi
iones de equilibrio son, la Termodinámi
a que provee

una des
rip
ión ma
ros
ópi
a y la Me
áni
a Estadísti
a que pretende modelar esta-

dos y pro
esos termodinámi
os 
omo emergentes de fenómenos a es
alas mi
ros
ópi
as

[1, 2℄. Dentro de ésta área, el estudió de transi
iones de fase y fenómenos 
ríti
os tuvo

relevan
ia por su apli
abilidad para el desarrollo de pro
esos industriales y por permitir

demar
ar los límites de validez de diferentes modelos teóri
os. La manera de dete
tar

estas transi
iones es observando magnitudes que permitan distinguir las distintas fases

en una transi
ión. Se llaman �parámetros de 
ontrol �a las variables de estado por-

que pueden ser 
alibradas para aproximarse a un determinado punto del diagrama de

fases del sistema. Sin embargo hasta la dé
ada del 50 toda una familia de fenómenos

termodinámi
os de gran importan
ia 
omo las transi
iones de fase 
ontinuas no fueron


ompletamente entendidos. El motivo de esto es que en éstas transi
iones se mani�es-

tan divergen
ias en varias magnitudes termodinámi
as, que si bien podían ser obtenidas

desde diferentes aproxima
iones analíti
as, 
omo las teorías de Van der Walls, Weiss y

Landau, su forma analíti
a no se 
orrespondía 
on los resultados experimentales. Pa-

ra determinar el punto 
ríti
o es ne
esario observar una magnitud que sea no nula en

una fase y se anule al o
urrir la transi
ión. Esta magnitud se denomina �parámetro de

orden �(PO), nombre de origen históri
o introdu
ido por Landau en 1937 para las tran-

si
iones de tipo orden-desorden [3℄. Si bien, el parámetro de orden utilizado depende

del fenómeno a estudiar, 
omo veremos más adelante, en general es una de las deriva-

das primeras de la energía libre de Gibbs. A modo de ejemplo, podemos men
ionar el

volumen molar ν utilizado para el sistema líquido-gas, y la magnetiza
ión para el sis-

tema ferro-paramagnéti
o A su vez, las �u
tua
iones del parámetro de orden también

son parámetros relevantes que se vin
ulan a la 
ompresibilidad y a la sus
eptibilidad,

respe
tivamente.
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Respe
to al tipo de transi
ión se distinguen dos 
lases:

1) Transi
iones dis
ontinuas:

Son aquellas donde el parámetro de orden presenta una dis
ontinuidad en el punto

de transi
ión siendo dis
ontinuas las derivadas primeras y de orden superior de

la energía libre de Gibbs. Como ejemplos, podemos men
ionar el 
ambio de fase

liquido-gas al variar la presión (ebulli
ión) [4℄, 
omo se ve en las �guras 1.1 (a) y

1.1 (b). Así 
omo en la transi
ión ferromagnéti
a de inversión que o
urre 
uando

se apli
a un 
ampo externo opuesto al estado de magnetiza
ión, ver �guras 1.2 (a)

y 1.2 (b). En ambos 
asos el 
ambio de fase se produ
e a temperatura 
onstante

por debajo del valor 
ríti
o (Tc). Otras 
ara
terísti
as relevantes de esta transi
ión

son la presen
ia de 
alor latente e histéresis, así 
omo metaestabilidad.

2) Transi
iones 
ontinuas:

Se denominan así a las transi
iones donde el parámetro de orden 
ambia de ma-

nera 
ontinua pero son divergentes las derivadas de orden mayor de la energía

libre de Gibbs. En la transi
ión ferro-paramagnéti
a [5℄ esto se observa al elevar

la temperatura del sistema hasta superar la temperatura 
ríti
a o de Curie (Tc),


omo puede verse en los diagramas 1.2 (a) y 1.2 (b). En ése 
aso, los 
ambios

de la magnetiza
ión son 
ontinuos respe
to de la temperatura redu
ida de�nida


omo ǫ = (T − Tc)/Tc y en las proximidades del punto 
ríti
o se mani�estan 
on

una dependen
ia 
omo ley de poten
ia, ver tabla 1.1. Algo análogo se observa en

el sistema liquido-gas (ver también las �guras 1.1 (a) y 1.1 (b)). Estas transi
io-

nes, 
omo detallaremos más adelante, se rela
ionan a su vez 
on la propiedad de

invarian
ia de es
ala que resultó ser de gran importan
ia a la hora de sentar las

bases de una teoría para fenómenos 
ríti
os. Como fue men
ionado, la manera de

determinar estas transi
iones es observando el parámetro de orden y el 
omporta-

miento singular en los 
alores espe
í�
os, la 
ompresibilidad o la sus
eptibilidad

magnéti
a, según sea en 
aso. Estos 
omportamientos se mani�estan 
omo leyes

de poten
ia en las proximidades del punto 
ríti
o. Para el 
aso de la transi
ión

ferro-paramagnéti
a se listan en la tabla 1.1.
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(a) Diagrama P-T

(b) Diagrama P-V

Figura 1.1: En estas �guras se observan dos esquemas representativos, tomados de la

referen
ia [6℄, del diagrama de fase del agua, utilizada aquí 
omo ejemplo 
anóni
o. En

la �gura (a) se ve el diagrama P-T donde se denotan 
on líneas 
ontinuas las 
urvas de


oexisten
ia de fases que se 
orresponden a las transi
iones de primer orden. A su vez

el punto 
ríti
o 
on 
oordenadas (Pc,Tc) indi
a la transi
ión 
ontinua líquido-gas. En

la �gura (b) puede observarse lo mismo pero desde un diagrama P-V donde en líneas


ontinuas se muestran las distintas isotermas y 
on una línea más gruesa se representa

la isoterma 
ríti
a (T = Tc). Además, en las regiones de 
olor gris se ven las zonas de


oexisten
ia aso
iadas a 
ada transi
ión de primer orden
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(a) Diagrama M-H

(b) Diagrama M-T

Figura 1.2: En estas �guras se observan esquemas representativos, tomados de la refe-

ren
ia [6℄, del diagrama de fase para un sistema ferromagnéti
o. En la �gura (a) se ve el

diagrama M-H donde se indi
an 
on líneas 
ontinuas tres valores de temperatura T > Tc

(roja), T < Tc (azul) y T = Tc (verde). Además se denota 
on línea de segmentos la

dis
ontinuidad aso
iada una transi
ión de primer orden que o
urre para la temperatura

menor al valor 
ríti
o. En la �gura (b) se observa el diagrama M −T , donde 
on una lí-

nea de segmentos se muestra la 
urva 
orrespondiente a H = 0, mientras que 
on líneas


ontinuas se ven los 
asos M(T ) > 0, H > 0 y M(T ) < 0, H < 0, respe
tivamente.
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Observables Leyes de es
ala

Calor espe
í�
o ch(ǫ, 0) ∝ |ǫ|−α

Magnetiza
ión M(ǫ, 0) ∝ ±(−ǫ)β
Sus
eptibilidad Isotérmi
a χ(ǫ) ∝ |ǫ|−γ

Isoterma 
ríti
a M(0, h) ∝ h1/δ

Longitud de Correla
ión ξ ∝ (−ǫ)−ν

Cuadro 1.1: Observables 
orrespondientes a un sistema ferromagnéti
o 
on sus respe
-

tivas leyes de es
ala, para regiones próximas al punto 
ríti
o (ǫ = (T/Tc − 1) ∼ 0).

Como ya men
ionamos, la motiva
ión de esta área ha sido tanto teóri
a 
omo te
-

nológi
a, en el primer 
aso dirigida al estudio de las simetrías elementales y de las


ara
terísti
as 
omunes que dominan en estos fenómenos. En el segundo 
aso, 
entra-

da en la búsqueda y 
ara
teriza
ión de nuevas propiedades físi
as y de intervalos de

estabilidad de los pro
esos en las proximidades al punto 
ríti
o. Como 
onse
uen
ia

mu
hos modelos fueron propuestos para 
ara
terizar los estados 
ríti
os termodinámi-


os dando ini
io a lo que se 
ono
e 
omo el estudio formal de la fenomenología 
ríti
a.

Entre las transi
iones 
ontinuas de más tras
enden
ia podemos agregar a las ya men-


ionadas, la transi
ión de super
ondu
tor [7℄, de súper-�uido [8℄, de ferroelé
tri
os [9℄

y de metal-semi
ondu
tor [10℄ y de mojado [11℄, entre mu
has otras. En 
uanto a los

modelos utilizados para estudiar fenómenos magnéti
os, en el 
ontexto de la fenome-

nología 
ríti
a en materia 
ondensada podemos men
ionar: el modelo de Heisenberg; el

modelo de Ising usado para modelar magnetismo axial y del 
ual hablaremos 
on más

detalle en los 
apítulos siguientes y el modelo XY para el estudio de magnetiza
ión en

el plano, todos 
asos parti
ulares del modelo espín N-ve
tor. Cada uno 
onstruido 
on

las 
ara
terísti
as mi
ros
ópi
as y simetrías de 
ada sistema, resultando ser en 
ada


aso el modelo más simple que reprodu
e un 
omportamiento 
ríti
o espe
i�
o.

1.1.1. Las leyes de es
ala en la proximidad del punto 
ríti
o

Como se men
iona al 
omienzo de la se

ión 1.1, la observa
ión de leyes de po-

ten
ia en las transi
iones 
ontinuas resultó ser una de las 
ara
terísti
a distintivas de

estos fenómenos que 
ontribuyó a 
onsolidar un mar
o teóri
o [12℄. Entre los aspe
tos

relevantes se observó que:

Experimentalmente las leyes de poten
ia observadas en la proximidad del punto


ríti
o se repetían en fenómenos de mi
ros
opía muy distintas.

La teoría de 
ampo medio de Landau también propor
iono leyes de poten
ia en

la región 
ríti
a pero los exponentes diferían de los valores esperados.

Modelos teóri
os muy simpli�
ados 
omo el modelo de Ising y el de Heisenberg

permitían reprodu
ir los exponentes 
ríti
os de di
hos fenómenos.

Di
hos exponentes se podían rela
ionar entre si empíri
amente por las siguientes

identidades generales:
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� Igualdad de Rushbrooke: α + 2β + γ = 2

� Igualdad de Gri�ths: α + β(1 + δ) = 2

� Igualdad de Fisher: (2− η)ν = γ

� Igualdad de Josephson (hiper-es
ala): dν = 2− α

Las tres primeras habían sido predi
has desde los 
riterios de estabilidad termodiná-

mi
os 
omo desigualdades. Basado en éstas eviden
ias, las primeras ideas formales para

expli
ar estas rela
iones entre los exponentes 
ríti
os obtenidos de observables termo-

dinámi
os (ver 1.1), fueron propuestas por B. Widom [13℄ al estudiar las propiedades


ríti
as de un �uido. Sin embargo su idea resultó ser válida para una gran variedad de

fenómenos 
ríti
os, propor
ionando las primeras leyes universales de la fenomenología


ríti
a. Para ilustrar su propuesta de una manera a
orde 
on los fenómenos que de-

tallaremos en esta Tesis, y ha
iendo uso del 
ará
ter universal de estas leyes vamos a

utilizar una des
rip
ión en el 
ontexto de sistemas magnéti
os.

Las magnitudes termodinámi
as observables se obtienen a partir de alguno de los

poten
iales termodinámi
os 
omo la energía libre de Gibbs F , la energía libre de Helm-

holtz A, la Entalpía E, et
. Luego, usando la energía libre de Gibbs por partí
ula

f(h, T ) a partir de las derivadas par
iales respe
to de sus dos parámetros relevantes, la

intensidad de 
ampo magnéti
o (h) y la temperatura, obtenemos:

El 
alor espe
í�
o: ch(T, h) = −T ∂2f(T,h)
∂T 2 |h

La Magnetiza
ión: M(T, h) = −∂f(T,h)
∂h
|T

La sus
eptibilidad magnéti
a: χT (T, h) = −∂2f(T,h)
∂h2 |T

El razonamiento que empleó Widom fue suponer que la energía libre en fun
ión del


ampo h y de la temperatura redu
ida ǫ = (T − TC)/TC se pueda des
omponer de la

forma f(h, ǫ) = fr(h, ǫ)+fs(h, ǫ), siendo el primer término la parte regular de la energía

y el segundo un término la parte singular. De manera que en el punto 
ríti
o fr(h, ǫ)
resulta un término irrelevante, y a su vez fs(h, ǫ) es una fun
ión homogénea generalizada

tal que sus derivadas propor
ionan los exponentes 
ríti
os. De esta manera la propuesta

fue que fs(h, ǫ) se 
omporte 
omo:

fs(h, ǫ) =















ǫ2−αf>(h/ǫ
∆) si ǫ > 0

(−ǫ)2−αf<(h/ǫ
∆) si ǫ < 0

(1.1)

donde f> y f< son las fun
iones de es
ala para 
ada región de temperatura. Luego,

derivando la fun
ión 1.1 podemos obtener las tres magnitudes men
ionadas m(h, ǫ),
c(h, ǫ) y χ(h, ǫ). Y evaluando entorno al valor 
riti
o y 
on h = 0 obtenemos tres leyes

de es
ala:

c(ǫ) ∝ (2− α)(1− α)ǫ−α ∼ ǫ−α
(1.2)

m(ǫ) ∝ ǫ(2−α−∆) ∼ ǫβ (1.3)

χ(ǫ) ∝ ǫ(2−α−2∆) ∼ ǫ−γ
(1.4)

10



de manera que el exponente ∆ puede ser eliminado y es posible obtener la rela
ión de

Rushbrooke:

γ + 2β = 2− α, (1.5)

Otro observable relevante es la fun
ión de 
orrela
ión 
one
tada entre espines:

C(r, r′) =
∂〈sr〉
∂h(r′)

= 〈(sr − 〈sr〉)(sr′ − 〈sr′〉)〉 (1.6)

donde la derivada par
ial en h representa la a

ión externa sobre un espín si, y 
o-

mo veremos más adelante se denominan 
ampos 
onjugados. Ésta fun
ión des
ribe las


ara
terísti
as espa
iales de un fenómeno 
ríti
o y estable
e una 
onexión 
on la mi
ros-


opía, ya que mide el grado de 
orrela
ión entre dos partí
ulas 
ualesquiera separadas

una distan
ia |r− r′|. Esta magnitud presenta dos 
omportamientos diferentes según lo


er
a que se en
uentre de un punto 
ríti
o:

C(r, r′) ∼















e−|r−r′|/ξ
lejos del punto 
ríti
o

| r − r′ |−(d−2)−η ǫ ∼ 0
(1.7)

De manera que lejos del punto 
ríti
o la fun
ión de
ae de manera exponen
ial y permite

de�nir una distan
ia 
ara
terísti
a mediante el parámetro ξ. Lo que impli
a que en

estas regiones del diagrama de fases la 
orrela
ión entre espines a distan
ias mayores

a ξ resulta despre
iable. Mientras que en las proximidades al punto 
ríti
o, 
omo la

fun
ión se vuelve dependiente de la distan
ia 
omo una ley de poten
ia (invariante de

es
ala), impli
a que en el punto 
ríti
o no existen longitudes 
ara
terísti
as y por lo

tanto todas las es
alas resultan relevantes en el pro
eso. De manera que mediante éstas

fun
iones y usando la ley de es
ala que satisfa
e la longitud de 
orrela
ión en el punto


ríti
o 
on la temperatura redu
ida

ξ ∼ ǫ−ν , (1.8)

es posible obtener el resto de las rela
iones de es
ala. Si bien sobre éstas no vamos a

profundizar para no extender esta se

ión, a modo de esquema podemos men
ionar que

para la obtener la igualdad de Gri�ths es pre
iso usar la energía libre f(ǫ, h) y re
urrir

además la ley de es
ala m(ǫ = 0, h) ∼ h1/δ
que se indi
a en la Tabla 1.1. Para obtener

las rela
iones de Fisher y Josephson, es pre
iso vin
ular la fun
ión de 
orrela
ión entre

espines 
on la energía libre. Para más detalle puede verse las referen
ia [12℄.

En resumen podemos de
ir en primer lugar que en el punto 
ríti
o los observables

físi
os presentan dependen
ias 
omo leyes de poten
ia, 
on exponentes que se rela
io-

nan entre si mediante unas po
as rela
iones universales. Para obtener este esquema se

requiere que la fun
ión de energía libre tenga una parte singular que se 
omporte 
omo

ley de poten
ia al a
er
arse al punto 
ríti
o. A su vez el he
ho de que la longitud de


orrela
ión se haga in�nita impli
a que todas las es
alas espa
iales se vuelvan relevantes

en el sistema, lo que se mani�esta 
omo una invarian
ia de es
ala espa
ial, es de
ir, el

11



sistema se vuelve idénti
o a si mismo para 
ualquier es
ala de observa
ión [14℄. Sumado

a esto, las es
alas de temperatura y longitud se en
uentran vin
uladas a partir de la

ley de es
ala de la e
ua
ión 1.8, lo que permite que se puedan interpretar varia
iones

de temperaturas próximas al punto 
ríti
o 
omo un 
ambio de es
ala espa
ial en el sis-

tema. Por último, y 
omo fue men
ionado al 
omienzo de esta se

ión, éstas rela
iones

fueron veri�
adas tanto experimental y numéri
amente para diferentes sistemas 
ríti
os

e in
luso de manera analíti
a por la teoría de 
ampo medio. Con la ex
ep
ión de la

rela
ión de hiperes
ala donde los exponentes de 
ampo medio solo la veri�
an para la

dimensión 
ríti
a superior (d = 4, para el modelo de Ising ).

1.1.2. La Teoría del Grupo de Renormaliza
ión

Si bien para el desarrollo de este trabajo de tesis no se realizaron 
ál
ulos bajo

este formalismo, las prin
ipales referen
ias de exponentes 
ríti
os utilizadas, han sido

obtenidas mediante 
ál
ulos de Grupo de Renormaliza
ión. Además, siendo que los


on
eptos utilizados por esta teoría resultan tron
ales para un mejor entendimiento de

los fenómenos 
ríti
os, detallaré a 
ontinua
ión una breve introdu

ión a la misma.

Su origen, 
omo apli
a
ión al 
ampo de la 
riti
alidad surgió a partir de la ob-

serva
ión de invarian
ia de es
ala, la propuesta de Kadano� en el año 1966 [15℄ (y

formalizada luego por Wilson [16℄), quien puso énfasis al he
ho de que los 
ambios de

los parámetros en la ve
indad de un punto 
ríti
o 
ausan el mismo efe
to que un 
am-

bio de es
ala de los objetos que intera
túan. Por lo tanto propuso modi�
ar las es
alas

de observa
ión de un sistema de manera que las magnitudes relevantes permanez
an

invariantes. Para esto se utilizó un sistema magnéti
o modelado por un Hamiltoniano

efe
tivo H(K, {s}, h, N) tipo Ising

H =
N
∑

<i,j>

Ki,jsisj +Kh

N
∑

i

si (1.9)

donde {s} son los estados de espín y Ki,j = Jij/kBT y Kh = h/kBT los a
oplamientos

efe
tivos que in
luyen el produ
to de la 
onstante de Boltzmann (kB) por la tempera-

tura T . De esta manera, para 
ambiar las es
alas se transforma esta fun
ión de manera

su
esiva en Hamiltonianos {H({K ′, s′, h′, N ′}), H({K ′′, s′′, h′′, N ′′})...}, 
on un número


ada vez menor espines efe
tivos aso
iados a un bloque {N ′ = N/λd, N ′′ = N ′/λd, ...}.
Enton
es 
ada nuevo estado de espín se obtiene al promediar el estado de 
ada blo-

que de espines y además las intera

iones entre bloques se obtienen de transformar las

intera

iones de espines {K ′, K ′′, ...} de manera que la fun
ión de parti
ión resulte inva-

riante por la transforma
ión (ver esquema 1.3). Como 
onse
uen
ia de esta 
ondi
ión,

tanto la energía libre de Gibbs, 
omo la longitud de 
orrela
ión resultan ser fun
iones

invariantes.
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Figura 1.3: En este esquema se representa grá�
amente una transforma
ión de Renor-

maliza
ión en el espa
io de 
oordenadas para el modelo de Ising bidimensional. En éste


aso se mapean nueve espines S= ±1 de una red en un espín transformado S = ±1.
De esta manera, los 
ír
ulos denotan en 
ada 
aso los estados de espín (S,S) de la red

mientras que 
on líneas 
ontinuas se muestran los respe
tivos a
oplamientos (K,K),

antes y después de di
ha transforma
ión de es
ala.

Otro aspe
to importante de la transforma
ión son los puntos �jos, es de
ir los puntos

donde se 
umple que K̄ ′ = R(K̄), donde R es la transforma
ión del grupo de renorma-

liza
ión y K̄ = (Kij, Kh) son los a
oplamientos. Estos puntos pueden ser interpretados


omo los estados de equilibrio del sistema y se representan por un 
onjunto de a
opla-

mientos invariantes K̄∗
de la transforma
ion, lo 
ual resulta válido in
luso en el punto


ríti
o. Como la longitud de 
orrela
ión debe 
umplir ξ(K̄∗) = ξ(K̄∗)/λ en un punto

�jo, enton
es ξ(K∗) solo puede valer 0 o ∞.

Podemos 
lasi�
ar estos puntos �jos en:

El punto de longitud de 
orrela
ión in�nita (ξ →∞) que representa al punto �jo


ríti
o o multi
ríti
o.

El punto de 
orrela
ión nula (ξ = 0), es llamado punto �jo trivial, y dependiendo

de la 
odimensión de la hipersuper�
ie 
ríti
a en el espa
io de las 
onstantes

de a
oplamiento, puede rela
ionarse 
on una fase o 
on la 
oexisten
ia de fases

(transi
iones dis
ontinuas). Cabe a
larar que estos puntos 
obran relevan
ia al

ser los estados ini
iales desde donde se estudia la evolu
ión dinámi
a 
ríti
a fuera

de equilibrio, tal 
omo en el presente trabajo de tesis.
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Los 
ampos es
aleables

Basándose en estas premisas, fue posible obtener de una manera más justi�
ada las

mismas rela
iones que propuso Widom. Para mostrar esto es pre
iso usar la idea de


ampos es
aleables y que la parte singular de la energía libre es una fun
ión homogénea

generalizada de dos 
ampos es
aleables (ǫ, h) que ante un 
ambio de es
ala λ se debe

transformar 
omo:

f(h′, ǫ′) = f(h, ǫ)λd, (1.10)

donde d es la dimensión del sistema. Si suponemos que los 
ampos 
er
a del punto


ríti
o son muy pequeños podemos esperar que los 
ampos transformados (h′, ǫ′), sean
una 
ombina
ión líneal de los 
ampos (h, ǫ). Por último si 
omo 
ondi
ión adi
ional

se pide que los 
ampos no puedan mez
larse en la transforma
ión debido a que tienen

diferentes simetrías, deja 
omo la op
ión más general la transforma
ión h′ = λyhh y

ǫ′ = λyǫǫ. Por lo tanto, a partir de esto podemos expresar la e
ua
ión 1.10 
omo:

f(h, ǫ) = λ−df(hλyh, ǫλyǫ), (1.11)

donde ya puede verse una expresión similar a la e
ua
ión 1.1. Seguido a esto, 
omo el

punto 
ríti
o es un estado de equilibrio y por lo tanto puede ser representado a partir

de los 
ampos invariantes de un punto �jo, el término de la izquierda no debe depender

de λ. Lo que se obtiene para ésta rela
ión al ha
er λ = 1/ǫ1/yT . Obteniéndose así la

bus
ada rela
ión de Widom:

f(h, ǫ) = ǫd/yT f(h/ǫyh/yT ), (1.12)


on

d
yT

= 2− α y ∆ = yh/yT .

De esta forma, es posible obtener las leyes de poten
ia y los valores de los exponentes


ríti
os para 
ualquier fenómeno 
ríti
o, donde el esquema a seguir es: I) identi�
ar


ampos de 
ambio de es
ala K̄ = (h0, h1, ..., hn); II) realizar una transforma
ión de

es
alas 
er
a del punto 
ríti
o, pensada 
omo una varia
ión de los 
ampos es
aleables

respe
to al ve
tor 
ríti
o K̄∗
; III) Usar rela
iones de es
ala para los 
ampos de la

forma h′
α = λyαha y IV) bus
ar los invariantes 
orrespondientes a di
ha transforma
ión

(para mas detalle pueden verse las referen
ias [12, 14℄). Como ya men
ionamos, una

vez obtenidos los exponentes aso
iados a 
ada 
ampo es
aleable, y 
omo los 
ambios

de es
ala son siempre positivos (λ > 1) los 
ampos se pueden 
lasi�
ar en punto 
ríti
o


omo:

�relevante �(si yα > 0): Su efe
to es preponderante en el punto �jo, ya que el


orrespondiente �ujo de renomaliza
ión aleja al sistema del dominio del punto

�jo.

�marginal �(si yα = 0): Contribuye de manera débil, y son aso
iados a 
orre

iones

logaritmi
as al es
aleo presentes en las dimensiones 
ríti
as superior e inferior.

�irrelevante �(si yα < 0): Su efe
to se desvane
e en el punto 
ríti
o al realizar

su
esivas transforma
iones y están aso
iados a la universalidad, 
orrespondiendo

a un �ujo de renormaliza
ión ha
ia el punto �jo.
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Entre los 
ampos relevantes para los fenómenos 
ríti
os podemos hallar por lo general

solo tres: I) Un 
ampo aso
iado a la ruptura de alguna simetría inherente del sistema

(léase 
ampo magnéti
o h para el Modelo de Ising). II) Otro sería el apartamiento de

la temperatura 
ríti
a, ǫ donde el signo de este 
ampo estable
e si el sistema se ordena

o no. III) Además del 
ampo 
onstante K0 que se transforma 
omo K0 ∼ λdK0.

De ésta manera, la teoría de Grupo de Renormaliza
ión permitió abordar las diver-

gen
ias de los observables 
uando el sistema se aproximaba al punto 
ríti
o y expli
ar

los fenómenos 
ríti
os, a partir de tan solo unos po
os aspe
tos del modelo 
omo son la

simetría del parámetro de orden, la dimensión y el al
an
e de las intera

iones entre las

partí
ulas. Por lo tanto, la existen
ia de unos po
os 
ampos relevantes resultó ser la jus-

ti�
a
ión de la gran 
oin
iden
ia entre resultados numéri
os y experimentales donde el

mismo 
omportamiento 
ríti
o se observaba en modelos de muy diferente mi
ros
opia.

Sumado a esto, puso en relieve la utilidad en este área de modelos de extrema simpleza

para reprodu
ir un 
omportamiento 
ríti
o. Siendo un ejemplo arquetípi
o el modelo

de Ising, ya que siendo un modelo de a
oplamiento magnéti
o elemental reprodu
e el


omportamiento 
ríti
o y las transi
iones ferromagnéti
as 
ontinuas y dis
ontinuas.

1.2. Fenómenos 
ríti
os en sistemas de partí
ulas 
on

intera

iones que de
aen de manera algebrai
a


on la distan
ia

Como hemos men
ionado en la se

ión anterior la fenomenología 
ríti
a no depen-

de de los detalles mi
ros
ópi
os, 
omo el valor de las 
onstantes de a
oplamiento o la

estru
tura de red, sino de 
ara
terísti
as generales 
omo la dimensión espa
ial, la sime-

tría del parámetro de orden y el al
an
e de las intera

iones. En parti
ular en lo que

respe
ta a las intera

iones, para obtener los diferentes modelos 
ríti
os en general se

han 
onsiderado a

iones de 
orto al
an
e. Esto se debe, por una parte a la 
omplejidad

analíti
a de in
orporar intera

iones de largo al
an
e y por otro debido a los requeri-

mientos 
omputa
ionales que limitan en la prá
ti
a el estudio a sistemas pequeños y

ha
en ne
esario algoritmos más e�
ientes.

Por otra parte, aumentar el al
an
e de las intera

iones mientras éste permanez-


a �nito, no provo
a un 
ambio en el 
omportamiento 
ríti
o. Estudios en esta línea

fueron realizados por G. A. Baker [17, 18℄, asi 
omo M. Ka
 y E. Helfand [19℄, quie-

nes estudiaron al modelos de Ising en una y dos dimensiones, respe
tivamente, 
on

intera

iones de de
aen de manera exponen
ial 
on la distan
ia. En estos trabajos se

determinó que solo para el límite en que la exponen
ial adquiere al
an
e in�nito se

observa una transi
ión de fase que se 
orresponde 
on 
ampo medio. Para esto, la in-

varian
ia de es
ala jugó un papel primordial, ya que impli
a que un sistema 
ríti
o se


omporta siempre de igual manera sin importar la es
ala de observa
ión. O sea que

por más largo que sea el al
an
e, siempre que la intera

ión tenga una longitud 
ara
-

terísti
a, 
omo en el 
aso exponen
ial, existirá una es
ala a partir del 
ual el sistema

se 
omporta 
omo si bloques de espines intera
túen a primeros ve
inos. Más aún, si la

longitud 
ara
terísti
a de intera

ión es del orden del tamaño del sistema es esperable
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que el fenómeno adquiera un 
omportamiento 
ríti
o de 
ampo medio. Luego, a partir

de estas eviden
ias se 
omenzó a espe
ular de una posible región intermedia entre es-

tas dos 
lases de 
omportamientos, 
orto al
an
e y 
ampo medio. En esta línea, varios

trabajos analíti
os en una dimensión fueron realizados [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26℄, así


omo algunos trabajos numéri
os que abordaron tanto modelos 
on intera

iones que

dependen de la inversa del 
uadrado de la distan
ia [27, 28℄, así 
omo intera

iones más

generales de la forma J ∼ 1/rd+σ
[29, 30, 31, 32, 33, 34℄. Siguiendo este enfoque los

primeros resultados en 
ál
ulo del Grupo de Renormaliza
ión se realizaron para 
asos

parti
ulares (referen
ias[35, 36, 37, 38℄. Sin embargo, el mayor aporte en esta área fue

realizado en 1972 por Fisher, Ma y Ni
kel [39℄ y luego Sak [40℄ (obtenido de manera

independiente por Suzuki y 
olaboradores [41℄), quienes obtuvieron las predi

iones de

Renormaliza
ión para los exponentes 
ríti
os del modelo de Ising 
on intera

iones de

la forma J ∼ 1/rd+σ
(Ising-LA) 
on dimensión arbitraria d < 4. Finalmente un trabajo

extensivo a
er
a de simula
iones Monte Carlo y 
ál
ulos del Grupo de Renormaliza
ión

fue publi
ado por Binder y Luijten [42℄, donde se exploraron distintos valores de σ en

dimensiones d = 1, 2, 3. De ésta manera, una intera

ión que de
re
e de manera uni-

forme al aumentar r de la forma J(r) ∝ 1/rd+σ
, permitió 
ontrolar la intensidad de la

intera

ión a una distan
ia dada, al variar el parámetro σ. Obteniéndose los distintos
regímenes que se detallan a 
ontinua
ión:

Para 
urvas de distribu
ión angostas 
on σ > 2 − η, donde η es el exponente de

la fun
ión de 
orrela
ión para el modelo 
on intera

iones de 
orto al
an
e, solo


ontribuyen 
omo una intera

ión lo
al re
uperándose los exponentes de la 
lase

de universalidad del modelo de 
orto al
an
e.

Para 
urvas de de
aimiento más suaves (σ ≤ d/2) el sistema presenta un 
ompor-

tamiento 
riti
o de 
ampo medio

Para regiones intermedias (d/2 < σ < 2− η) el 
omportamiento 
riti
o es de una


lase anómala ya que no pertene
e a ninguna de las dos men
ionadas y presenta

exponentes 
ríti
os que dependen del valor de σ.

Como se ve, el interés en estos modelos tiene dos aristas, por un lado permite 
o-

ne
tar dos 
omportamientos 
ríti
os relevantes, es de
ir, 
orto al
an
e y 
ampo medio.

Por otro lado, en medio de éstos dos extremos, es posible observar 
ara
terísti
as 
rí-

ti
as propias 
omo la presen
ia de transi
iones de fase 
on leyes de es
ala donde los

exponentes 
ríti
os son fun
iones 
ontinuas del parámetro σ. En parti
ular 
entraremos

nuestra aten
ión en el 
aso unidimensional del modelo Ising-LA, del 
ual hablaremos

en el 
apítulo 3. Ya que, a diferen
ia del modelo de 
orto al
an
e el orden global es

posible, de manera que pueden verse transi
iones de fases ferromagnéti
as 
on tempe-

raturas 
ríti
as no nulas dependientes del valor de σ [39℄ para el intervalo d/2 < σ < 1.
Donde el 
aso σ = 1 se 
orresponde a una transi
ión de Kosterlitz-Thouless.

Además, en el estudio de 
riti
alidad de sistemas ióni
os, se supone que efe
tos de

apantallamiento puedan generar intera

iones efe
tivas que de
aen de manera algebrai
a


on la distan
ias 1/rd+σ
(ver referen
ias [43℄ [44℄ [45℄ ). En esta línea podemos men
ionar

el trabajo de Burkhardt [46℄ donde �u
tua
iones 
ríti
as en un sistema de partí
ulas
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sin 
arga dentro de un �uido provo
an 
omo resultado emergente, fuerzas efe
tivas de

largo al
an
e (Efe
to Casimir). Por otro lado, es interesante la propuesta de Anderson

y Yuval [35, 36℄ de que el problema de Kondo

1

se 
orresponde 
on un modelo de Ising


on intera

iones mixtas unas a primeros ve
inos y otras de largo al
an
e dependientes

de la inversa de 
uadrado de la distan
ia. Y 
omo referen
ia experimental podemos

men
ionar el trabajo de Boxberg [47℄ donde se han podido observar los exponentes


orrespondientes a una intera

ión 
on σ = 1,7 en una transi
ión ferromagnéti
a. Por

último, en 
ontexto de modelos de intera

ión mixta otros resultados provenientes de

la fenomenología 
ríti
a fuera de equilibrio, se han in
orporado a esta área porque,

en 
iertos 
asos permiten modelar 
omportamientos emergentes análogos a los que se

obtienen en modelos 
on intera

iones de largo al
an
e. En este grupo se en
uentran

los modelos de de Ising 
inéti
os, que 
ombinan dos dinámi
as, una aso
iada a pro
esos


ohesivos, 
omo las dinámi
as de inversión de espín, y la otra a me
anismos difusivos


omo las dinámi
as de inter
ambio entre espines. Obteniéndose en general que el orden

de largo al
an
e depende de el balan
e entre ambas dinámi
as.

Volviendo a las intera

iones de tipo J(r) ∝ 1/rd+σ
, resultados teóri
os fueron ob-

tenidos por Hioe [48℄ a partir de un 
aminante aleatorio 
on vuelos de Lèvy, donde los

pasos del 
aminantes se pueden ha
er a 
ualquier distan
ia pesados 
on una distribu-


ión de la forma P (r) ∝ 1/rd+σ
. Lo interesante de sus resultados fue que exponentes del


aminante 
oin
idieron 
on los exponentes 
ríti
os del modelo espín esféri
o ferromag-

néti
o

2

, 
on una intera

ión de la forma J(r) ∝ 1/rd+σ
[50℄. Resultados que también


oin
iden 
on los exponentes obtenidos por Fisher para la región 
lási
a (0 < σ < d/2)
del modelo Ising-LA. Basados en este vín
ulo, Bergensen y 
olaboradores [51℄ obtu-

vieron posteriormente los exponentes 
ríti
os del modelo de Ising-LA en d = 1 y para

σ = 0,75, al simular un modelo de Ising 
inéti
o 
on una dinámi
a Glauber generalizada

[52℄ y una dinámi
a de inter
ambio análoga a los vuelos de Lèvy. Modelo que resultó

de espe
ial importan
ia en esta tesis, por lo que profundizaremos sobre el mismo en los


apítulos 2 y 6.

1.3. Los Sistemas Fuera del Equilibrio

Usualmente, 
uando se habla de una transi
ión de fase se lo ha
e desde la termo-

dinámi
a de equilibrio, 
omo se trató en la se

ión anterior, donde los observables y

el parámetro de orden son magnitudes termodinámi
as bien de�nidas. En 
ambio, un

pro
eso fuera de equilibrio es algo más deli
ado, ya que aquí las magnitudes físi
as en

mu
hos 
asos no tienen una 
onnota
ión termodinámi
a y en otros 
asos se vin
ulan

al valor de equilibrio de manera asintóti
a, es de
ir para tiempos en que el sistema

al
anza el estado de equilibrio. La prin
ipal distin
ión que se mani�esta en estos fenó-

menos es la presen
ia de varia
iones temporales de los observables, que 
omo veremos

a 
ontinua
ión en algunos 
asos satisfa
en una dependen
ia 
omo ley de poten
ia. En

1

Efe
to termo-resistivo inverso que se observa en materiales semi
ondu
tores dopados, donde al

des
ender la temperatura por debajo de 10 Kelvin se in
rementa la resisten
ia elé
tri
a del material

2

propuesto en 1952 por T. H. Berlin y M. Ka
 
omo una aproxima
ión a una transi
ión ferromag-

néti
a tridimensional [49℄
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parti
ular se 
entrará la aten
ión en dos 
lases de sistemas fuera de equilibrio, por un

lado en la dinámi
a de sistemas termodinámi
os bien de�nidos en equilibrio pero que

evolu
ionan desde un estado ini
ial fuera de equilibrio, a los que llamaremos sistemas

apartados de equilibrio. Por el otro, en sistemas que evolu
ionan irreversiblemente ha
ia

estados absorbentes y que no poseen aún una teoría termodinámi
a de�nida y a los que

se denominan sistemas sin-equilibrio [66℄.

1.3.1. Los sistemas �apartados �del equilibrio

En ésta 
ategoría se engloban los modelos que poseen estados de equilibrio y por ende

una des
rip
ión Hamiltoniana que permite una des
rip
ión en términos de ensambles

de Gibbs. Para éstos sistemas es posible estudiar su evolu
ión temporal desde un estado

ini
ial apartado del equilibrio ha
ia un estado de equilibrio. En este 
ontexto hablaré

de dinámi
a 
ríti
a 
uando el estado al que el sistema evolu
iona es un estado 
ríti
o.

Las leyes de es
ala en la dinámi
a 
ríti
a

El estudio de éste 
omportamiento ha sido introdu
ido en 1977 por Hoenberg y

Halperin [54℄ y estudiado por diversos motivos, ya sea por interés en el propio 
ompor-

tamiento dinámi
o, para determinar la velo
idad de 
onvergen
ia al estado de equili-

brio de una determinado modelo, o 
omo veremos a 
ontinua
ión, por ser una manera

alternativa de obtener los exponentes 
ríti
os universales. Luego, en 1989 Janssen y


olaboradores [55℄ demostró la existen
ia de leyes de es
alas dinámi
as para sistemas

que evolu
ionan al estado 
ríti
o partiendo desde un estado 
on T = ∞, en el 
aso

de modelos de tipo A (dinámi
a no 
onservada). Para este 
aso los exponentes de la

evolu
ión dinámi
a de los observables físi
os también fueron rela
ionados 
on los expo-

nentes de�nidos en equilibrio. Lo que no solo permitió 
otejar desde una observa
ión

diferente los exponentes 
ríti
os obtenidos desde la dinámi
a de relaja
ión, sino que

agregó un nuevo exponente x0 de 
ará
ter universal. De manera que a partir de este

trabajo, su uso se fue in
rementado 
onsiderablemente. Para más detalle sobre el estado

del arte puede verse el arti
ulo de revisión de Zheng [56℄ así 
omo uno más re
iente

de Albano y 
olaboradores [57℄. En resumen, la 
ara
terísti
a prin
ipal que presentan

éstos fenómenos es la dependen
ia 
omo ley poten
ia de los observables, de manera

análoga a lo que o
urre 
on las leyes de es
ala para el estado 
ríti
o en equilibrio, pero


on el tiempo 
omo variable de es
ala. Donde existen rela
iones entre los exponentes

de ambas dinámi
as 
ríti
as 
on los exponentes 
ríti
os universales del 
orrespondiente

modelo en el punto 
ríti
o.

En parti
ular las rela
iones usadas en la dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión fueron de-

mostradas por Honeberg y Halpering para una gran variedad de modelos en régimen

de tiempos largos [54℄ y veri�
adas numéri
amente in
luso en el régimen de tiempos


ortos (DCR) [56℄. Por su parte la dinámi
a de tiempos 
ortos (DCTC) obtenida desde

un estado ini
ial desordenado fue probada teóri
a y numéri
amente para modelos de


orto al
an
e [55, 57℄ y predi
ha teóri
amente para modelos 
on intera

iones de largo

al
an
e [58℄.
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La dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión

Esta dinámi
a se observa 
uando el sistema se aproxima al equilibrio en el punto


ríti
o desde una 
on�gura
ión ini
ial 
orrespondiente a T = 0 (punto �jo trivial del

grupo de renormaliza
ión) y siempre que la longitud de 
orrela
ión temporal ξ(t) que
satisfa
e una ley de poten
ia de la forma ξ(t) ∼ t1/z [56℄, donde z es el exponente

dinámi
o, sea menor al tamaño L del sistema. Lo que se supone es la validez de la

rela
ión de es
ala propuesta en el régimen de tiempos largos

M(t, ǫ, L) = b−β/νm(b−zt, b1/νǫ, b−1L). (1.13)

De esta manera, tomando b = t1/z y en el límite termodinámi
o (L → ∞) obtenemos

la rela
ión:

M(t) ∼ t−β/νzm(t1/zǫ) (1.14)

Donde m es una fun
ión de es
ala que en general afe
ta la dependen
ia 
omo ley de

poten
ia y solo se ha
e 
onstante al situar el sistema en el punto 
ríti
o (ǫ = 0).
Por lo que es posible obtener la temperatura 
ríti
a al identi�
ar los apartamientos

modulados por la fun
ión de es
ala m(t1/zǫ). A partir de estos observables también se

pueden obtener otras magnitudes, que permitan la determina
ión de los exponentes


ríti
os. Como se verá en el 
apítulo 2 se

ión 2.3, donde se detallan los observables

utilizados junto a sus rela
iones de es
ala.

Dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos

Otra rela
ión de es
ala independiente proviene de observar los primeros tiempos de

evolu
ión una vez pasado el tiempo mi
ros
ópi
o (tiempos 
ortos). Para éste intervalo,

en 1989 Janssen y 
olaboradores [55℄ predijeron la existen
ia de un exponente dinámi
o

nuevo al que llamaron θ. Este exponente surge al estudiar la evolu
ión dinámi
a del

parámetro de orden al estado 
ríti
o partiendo de un sistema totalmente desordenado.

Bajo estas 
ondi
iones la proximidad al estado 
ríti
o depende también del valor de

la magnetiza
ión ini
ial de manera que esta 
ondi
ión ini
ial será interpretada 
omo

un nuevo 
ampo de es
ala de la forma m′
0 = λx0m0. En parti
ular, para un sistema

ferromagnéti
o, la ley de es
ala toma la forma.

M(t,m0, ǫ, L) = b−β/νm(b−zt, b1/νǫ, b−1L, bx0m0). (1.15)

De esta manera, tomando b = t1/z y el límite termodinámi
o, se obtiene que

M(t,m0, ǫ) = t−β/νzm(t1/νzǫ, tx0/zm0) (1.16)

La manera de extraer el exponente x0 del argumento es usar las siguientes 
ondi
io-

nes: 1) por un lado línealidad m(x) ∼ x, valida 
uando el argumento tiende a 
ero; 2)

por el otro una dependen
ia del tipo m(x) ∼ 
te esperada para x≫ 1.
De esta manera, la rela
ión de es
ala de tiempos 
ortos queda de la forma:

M(t,m0, ǫ) ∝















tx0/z−β/νzm(t1/νzǫ) m0t
x0/z ≪ 1

t−β/νzm(t1/νzǫ) m0t
x0/z ≫ 1,

(1.17)
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donde en el punto 
ríti
o el exponente θ = x0/z−β/νz gobierna en un primer intervalo

la dinámi
a evolutiva, resultando en un 
re
imiento transitorio de la magnetiza
ión

para en este intervalo temporal. Por otro lado para tiempos su�
ientemente largos se

re
upera la ley dinámi
a de relaja
ión al estado 
ríti
o. Además, de igual manera que

en la dinámi
a de relaja
ión, apartamientos de ǫ = 0 impli
an desvia
iones de la ley de

poten
ia determinadas por la fun
ión de es
ala.

Los efe
tos de tamaño �nito

El 
omportamiento que hemos des
rito en las se

iones anteriores se veri�
a solo

en el punto 
ríti
o (ǫ = 0) y en el límite termodinámi
o (L → ∞). Pero en 
ualquier

otro 
aso tendremos dinámi
as apartadas de una ley de poten
ia. En sistemas 
on

tamaño �nito, la longitud de 
orrela
ión está limitada por el tamaño del sistema. De

esta manera, para valores de ξ ≪ L la 
orrela
ión �nita entre espines lleva a la ausen
ia

de efe
tos de tamaño. Para de�nir una longitud 
ara
terísti
a fuera de equilibrio es

pre
iso retomar la e
ua
ión general de es
ala usada para la magnetiza
ión (e
ua
ión

1.13). Tomando b = L 
omo variable de transforma
ión y ǫ = 0, se obtiene:

M(t, L) ∼ L−β/νm(L−zt) (1.18)

De forma que se obtienen rela
iones invariantes de es
ala, que permiten vin
ular al

tamaño no solo 
on la temperatura, 
omo o
urre en equilibrio, sino también 
on el

tiempo. Por su parte se sabe que para tamaño �nito (L) y tiempos su�
ientemente

largos esta magnitud satisfa
e una dependen
ia exponen
ial de la forma.

M(t, L) ∼ e−t/τ
(1.19)

donde τ se denomina tiempo de equilibra
ión y representa la es
ala del tiempo que

tarda el sistema en desordenarse [56℄. Por lo tanto, 
ombinado las e
ua
iones 1.18 y

1.19 es posible obtener una rela
ión de es
ala τ ∼ Lz
de forma que 
omo z es un

exponente siempre positivo, un aumento de L impli
a un in
remento del tiempo de

equilibra
ión, efe
to que se 
ono
e 
omo enlente
imiento 
ríti
o. De esta manera, siendo

que el parámetro que mide la es
ala espa
ial de un sistema en equilibrio es la longitud

de 
orrela
ión ξ, lejos del equilibrio, el 
ampo de es
ala aso
iado al paso del tiempo

permite de�nir una la longitud de 
orrela
ión dinámi
a ξ(t), que satisfa
e la rela
ión

ξ(t) ∼ t1/z . Y 
uyo valor se in
rementa 
on el tiempo hasta al
anzar para tiempos t ∼ τ
el valor esperado en equilibrio ξ(t) ∼ L. En este sentido durante la evolu
ión dinámi
a

la 
ondi
ión ξ ≪ L determina el intervalo de validez de las leyes de poten
ia. Por otro

lado, di
ho tiempo se rela
iona a su vez 
on el apartamiento del punto 
ríti
o 
omo

τ ∼ ǫ−νz
.

De esta forma, solo para ǫ = 0 y en una ventana temporal (tmax − tmic) las leyes
de es
ala dinámi
as son válidas y se en
uentran vin
uladas 
on los exponentes 
ríti-


os universales. Permitiendo así obtener los exponentes de equilibrio (β, ν, γ) y los

exponentes dinámi
os θ y z, estudiando un intervalo temporal en que la longitud de


orrela
ión es mu
ho menor que el tamaño del sistema, y que por ende no requiere

esperar a equilibrar las magnitudes y se ve libre del ya men
ionado enlente
imiento
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ríti
o. Por su parte, 
omo se men
ionó, los 
ambios en la temperatura respe
to del

valor 
ríti
o permiten variar la fun
ión de es
ala (m(L1/ντ)), de manera que modi�
an

también el 
omportamiento dinámi
o in
luso para tiempos t < τ :

Para ǫ > 0 la dinámi
a 
onverge al estado paramagnéti
o de equilibrio 
on M = 0
y se a
elera de forma exponen
ial por efe
tos de tamaño �nito.

Para ǫ < 0 la dinámi
a evolu
iona ini
ialmente ha
ia el estado equilibrio, que se


orresponde 
on una magnetiza
ión no nula (M(T )), para luego de
re
er expo-

nen
ialmente ha
ia el estado paramagnéti
o por efe
tos de tamaño �nito.

1.3.2. La dinámi
a en sistemas �sin equilibrio �

En la se

ión anterior des
ribimos el 
aso más sen
illo de sistemas fuera de equilibrio

que 
onstituyen una extensión dinámi
a de los sistemas en equilibrio. En esta se

ión

se 
onsideran fenómenos fuera de equilibrio que no se pueden modelar a partir de un

Hamiltoniano y por ende tampo
o es posible de�nir un estado de equilibrio. En estos

sistemas se ha
e ne
esario a
larar el uso pre
iso de los términos fase y transi
ión de

fase. Re
ono
emos una fase a partir de determinadas y reprodu
ibles rela
iones entre

las propiedades ma
ros
ópi
as y los parámetros que gobiernan la dinámi
a; mientras

que una transi
ión de fase esta dada por una dependen
ia de estas propiedades 
on el

parámetro de 
ontrol. En este sentido, los sistemas en equilibrio son un 
aso parti
ular

donde estas rela
iones pueden ser obtenidas desde la energía libre. Entre otros mu
hos

ejemplos de sistemas sin equilibrio podemos desta
ar la propaga
ión de epidemias [59,

60, 61℄, de pobla
iones [62℄, pro
esos 
atalíti
os [63, 64℄ o en pro
esos biológi
os [65℄. En

los mismos la evolu
ión dinámi
a o
urre desde estados esta
ionarios �u
tuantes ha
ia

estados absorbentes, desde el los 
uales el sistema no puede es
apar.

Una diferen
ia 
lave es que en sistemas sin equilibrio la distribu
ión de probabilida-

des debe ser determinada desde la e
ua
ión maestra:

dP (X, t)

dt
=

∑

X′

W (X ′ → X)P (X ′, t)−
∑

X′

W (X → X ′)P (X, t) (1.20)

donde {X,X ′} representan las dos 
on�gura
iones ini
iales y �nales del sistema, las

fun
iones W (X → X ′), W (X ′ → X) son las probabilidades transi
ión que aquí no

satisfa
en balan
e detallado, y las fun
iones {P (X), P (X ′)} son las probabilidades de

que a un tiempo t el sistema se en
uentre en las respe
tivas 
on�gura
iones {X,X ′}.
En general, esta determina
ión es 
ompleja y puede ser llevada a 
abo solo en forma

aproximada [66℄.

En transi
iones de fase absorbentes es posible estable
er una teoría de es
ala en

forma fenomenológi
a, donde además de la invarian
ia de es
ala espa
ial existe una in-

varian
ia de es
ala temporal, permitiendo obtener grupos de exponentes que de�nen las


lase de universalidad. Como aspe
tos relevantes podemos men
ionar que las transi
io-

nes de fase aquí de�nidas son posibles in
luso en bajas dimensiones en 
ontraposi
ión


on lo que o
urre en modelos de equilibrio [66℄. La 
lase de universalidad más robusta,

es de
ir aquella en la que se engloban una gran variedad de modelos [61℄, es la 
la-

se de per
ola
ión dirigida PD, la 
ual esta delimitada por la 
onjetura de Janssen y
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Grassberg [61℄: Los modelos que pertene
en a la 
lase PD son aquellos que presentan

i) una transi
ión de fase 
ontinua absorbente 
ara
terizada por un parámetro de orden

de una 
omponente; ii) reglas dinámi
as de 
orto al
an
e y iii) sin simetrías, leyes de


onserva
ión o desorden. Aunque esta 
onjetura ha sido ampliamente 
on�rmada nu-

méri
amente, el 
omportamiento 
ríti
o de PD no ha sido obtenido experimentalmente,


on la ex
ep
ión de re
ientes resultados de Takeu
hi y 
olaboradores [67℄. Probable-

mente debido a la di�
ultad de obtener sistemas sin desorden. Por otra parte 
uando

estos requisitos son violados se obtienen otras 
lases de universalidad, tales 
omo la


lase de paridad 
onservada 
uando esta simetría esta presente, o la 
lase del Votante

[68℄ para pro
esos 
on simetría Z2, impulsados por �u
tua
iones en las interfa
es.

Este último, en su formula
ión original, modelo de Votante Estándar, es un modelo

simple 
on dos estados (�) o (�), que pueden pensarse 
omo espines s = 1 o s = −1.
Su evolu
ión dinámi
a permite reprodu
ir pro
esos forma
ión de opinión [66℄, de 
om-

peten
ia entre dos espe
ies [69℄, 
atalíti
os [64℄ y 
re
imiento de dominios magnéti
os

sin tensión super�
ial [68℄.

La regla dinámi
a estable
e que dos sitios ve
inos sele

ionados al azar solo intera
-

túen si tienen estados diferentes (�, �) y en ese 
aso tiene una probabilidad de transi
ión

p = 1/2 de 
aer en 
ualquiera de los estados (��) o (��).

A partir de este esquema un espín rodeado de ve
inos 
on el mismo estado, 
omo

o
urre en el interior de un dominio, se en
uentra imposibilitado de 
ambiar, por lo que

se di
e que el pro
eso o
urre solo en las interfa
es. Mas aún, 
uando todos los sitios de la

red adquieren el mismo estado, desapare
en todas las interfa
es, se di
e que el sistema

llega a un estado absorbente. El modelo de votante estándar no posee parámetro de 
on-

trol por lo que formalmente no tiene una transi
ión de fases. El estudio de su dinámi
a

de ordenamiento suele ser in
luido en el 
ontexto de pro
esos de enveje
imiento [70℄. En

este sentido, al situar el sistema en un estado ini
ial desordenado, este mani�esta una

dinámi
a de evolu
ión al estado ordenado (de magnetiza
ión total M = ±1), 
ara
te-
rizado por el 
re
imiento de agregados o dominios magnéti
os sin tensión super�
ial.

En parti
ular para dimensión d = 1, el sistema se ordena irreversiblemente 
on una

dinámi
a que presenta una dependen
ia 
omo ley de poten
ia, de manera similar a lo

que o
urre en el modelo de Ising 
inéti
o a temperatura T = 0. Mas aún, la dinámi
as

de 
re
imiento de los agregados en ambos modelos se 
omportan de igual manera, 
on

un tamaño de dominio que 
re
e 
omo ζ(t) ∼
√
t, 
uando el modelo de Ising se utiliza

la dinámi
a de Glauber a T = 0. En d = 2 se tiene la dimensión 
ríti
a, donde la diná-

mi
a de ordenamiento sigue una dependen
ia logarítmi
a y para dimensiones mayores

en el límite termodinámi
o el sistema no al
anza el estado absorbente. En resumen a

la hora de elegir un modelo sin equilibrio para estudiar los efe
tos de la in
orpora
ión

de intera

iones de largo al
an
e, se tuvieron en 
uenta las siguientes 
ara
terísti
as:

i) El modelo de Votante resulta ser un modelo sen
illo que al no poseer parámetro

de 
ontrol presenta una dinámi
a determinada solo por la dimensión de la red y las


orrespondientes reglas de evolu
ión. Propor
ionando un buen es
enario para estudiar

los efe
tos de intera

iones de largo al
an
e en sistemas 
on 
re
imiento de dominios

sin tensión super�
ial.

ii) Es un modelo extensamente estudiado que posee resolu
ión analíti
a en 
ualquier

dimensión entera en redes regulares [4℄. Mas aún, a partir del agregado de ruido en las
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interfa
es, 
omo parámetro de 
ontrol, se pudo identi�
ar una transi
ión de fase y


onformar una nueva 
lase universal para sistemas sin equilibrio [68℄.

iii) Por último hasta la presente tesis, según nuestro 
ono
imiento, no existen tra-

bajos previos que in
orporen para éste modelo en redes regulares intera

iones de largo

al
an
e. De manera que los dos estudios que abordaremos permitirán profundizar el


ono
imiento sobre sistemas sin equilibrio.

1.4. Objetivos

La presente tesis tiene 
omo objetivo general 
ontribuir al 
ono
imiento a
er
a de la

dinámi
a de sistemas de partí
ulas intera
tuantes fuera de equilibrio 
on intera

iones

de largo al
an
e. En este 
ontexto, los objetivos espe
í�
os son:

Comprobar las predi

iones teóri
as a
er
a de la validez de la dinámi
a 
ríti
a en

el régimen de tiempos 
ortos para estudiar el 
omportamiento 
ríti
o de modelos


on intera

iones de largo al
an
e. En parti
ular para el modelo de Ising 
on

intera

iones que de
aen de manera algebrai
a 
on la distan
ia (Ising-LA).

Estudiar el efe
to de la extensión del al
an
e de las intera

iones sobre la evo-

lu
ión dinámi
a ha
ia estados absorbentes del modelo de Votante. En este 
aso

generando las intera

iones de manera probabilísti
a a partir de una distribu
ión

de distan
ias que de
ae de manera algebrai
a.

Construir un modelo de Votante de dinámi
a mixta, donde al modelo de Votante

Estándar se suma un inter
ambio entre espines pesado 
on la distan
ia, de manera

análoga a un vuelo de Lèvy. El objetivo fue el de emular la intera

ión efe
tiva

de largo al
an
e utilizada en el modelo de Votante anterior.

Comprobar la hipótesis propuesta en esta tesis de que una dinámi
a mixta que

in
luya inter
ambios de Lèvy y una dinámi
a Glauber de 
orto al
an
e, presenta

una dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos que permite obtener los

exponentes universales del modelo de Ising-LA. Esto último resulta de gran interés

debido a que redu
iría el 
osto 
omputa
ional y por ende se superaría una de las

prin
ipales limita
iones de las simula
iones de modelos LA.
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Capítulo 2

Método

2.1. Observables y Estimadores en la Me
áni
a Esta-

dísti
a

Uno de los problemas 
entrales de la Me
áni
a Estadísti
a es 
al
ular los observa-

bles termodinámi
os de un sistema ma
ros
ópi
o, a partir de un modelo mi
ros
ópi
o

de�nido mediante una fun
ión Hamiltoniana 
ono
ida, 
omo ejemplo el Hamiltoniano

de Ising de�nido 
omo:

H(s) = −J
∑

(i,j)

sisj − h
∑

i=1

si (2.1)

donde los si los espines de una red que toman valores dis
retos ±1 e intera
túan a

primeros ve
inos, mediante una 
onstante de a
oplamiento para el 
aso ferromagnéti
o

J > 0, y a su vez 
on un 
ampo externo de magnitud h. A partir de esta fun
ión

hamiltoniana y usando el ensamble 
anóni
o, es posible 
al
ular magnitudes 
omo la

energía media (U) o la magnetiza
ión (M) de un ferromagneto a partir del promedio

sobre todos los posibles �mi
roestados �
ompatibles 
on un ma
roestado dado [1℄. Si

se 
ono
en todas las 
on�gura
iones posibles de espines s para una dada temperatura,

tanto la energía media 
omo la magnetiza
ión (M(T )) se 
al
ulan 
omo:

U(T, h) = 〈H(s)〉T (2.2)

M(T, h) = 〈 1
N

∑

i

si〉T , (2.3)

donde 〈〉T representa el promedio de mi
roestados aso
iados una determinada tempe-

ratura y N la 
antidad total de partí
ulas de la red. Dentro de este esquema tanto el

volumen 
omo el número de partí
ulas son 
onstantes, la probabilidad p({sl}) de hallar
al sistema en un mi
roestado {sl} 
on energía H({sl}) esta dada por la distribu
ión de

Boltzmann.

p({sl}) =
exp[−H/kBT ]

Z
(2.4)
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donde Z =
∑

{sl}
exp[−H/kBT ]

es la fun
ión de parti
ión 
anóni
a . En equilibrio térmi
o

el valor de expe
ta
ión de un observable ma
ros
ópi
o está dado por el valor medio:

O(T ) =
∑

{sl}

O({sl})p({sl}) =
1

Z

∑

{sl}

exp[−H/kBT ]O({sl}) (2.5)

En el 
aso de que el espe
tro de energía sea 
ontinuo la sumatoria se transforma en

una integral. Resolver esta expresión ya sea de manera analíti
a o numéri
a resulta ser

esen
ial en el presente formalismo. Un método e�
iente para 
al
ular estas expresiones

es el método Monte Carlo (MC), el 
ual puede entenderse 
omo un experimento numé-

ri
o 
apaz de reprodu
ir de manera estadísti
a una �u
tua
ión térmi
a aleatoria de un

estado a otro, permitiendo obtener el valor de los observables 
anóni
os. Simula
iones


omputa
ionales del método MC en modelos de diferente 
omplejidad pudieron repro-

du
ir una gran variedad de fenómenos físi
os, in
luso en sistemas fuera de equilibrio y

sistemas 
ríti
os [2, 10, 3, 16℄. Como se detallará a 
ontinua
ión, este método in
orpora

un me
anismo de evolu
ión temporal, que se vin
ula al promedio sobre 
on�gura
iones

(ergodi
idad) [2℄.

2.2. El método Monte Carlo

El método Monte Carlo (MC) fue 
reado para resolver los 
ál
ulos de dispersión

en 
olisiones atómi
as [3℄. Estos 
ál
ulos requerían realizar integrales muy 
omplejas e

inabordables de manera analíti
a. En este sentido se propuso un integrador numéri
o,

que no requería fra

ionar el espa
io de fase a manera de grilla ni interpolar la 
urva a

integrar y se basaba en un promedio de 
on�gura
iones 
ono
ido 
omo muestreo simple

[3℄. Su formaliza
ión 
omo método de simula
ión para pro
esos térmi
os fue realizada

por Metrópolis y 
olaboradores en 1953 [4℄.

2.2.1. El método MC de muestreo �simple�

Para des
ribir este método tomaremos la terminología de la Me
áni
a Estadísti
a.

La idea es aproximar el valor medio de un observable O(T ) por un estimador OQ(T )
obtenido a partir de un número �nito de 
on�gura
iones Q, de a
uerdo a la expresión:

OQ(T ) =

∑Q
l=1 exp

(−H({sl})/kBT ] p({sl})O({sl})
∑Q

l=1 p({sl}) exp[−H({sl})/kBT ]
, (2.6)

donde p({sl}) es la probabilidad de la 
on�gura
ión {sl}. Para Q → ∞ el estimador


onverge al valor medio. Sin embargo, si se tiene un número �nito de 
on�gura
iones

Q la pre
isión del estimador estará 
ondi
ionada por la ele

ión de la probabilidad

p({sl}). El 
aso de muestreo simple se 
orresponde a p({sl}) = 1/Q, ele

ión que si

bien no siempre resulta e�
iente, permite 
al
ular observables físi
os donde otros méto-

dos son inviables [3℄. En este sentido resultó de gran utilidad para estudiar 
aminantes

aleatorios, pro
esos de adsor
ión se
uen
ial aleatorea, per
ola
ión, et
. Sin embargo, en

el 
ontexto termodinámi
o solo resulto e�
iente en sistemas donde todas las 
on�gu-

ra
iones tienen aproximadamente la misma probabilidad, 
omo en el 
aso de estados
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de temperatura alta donde resulte exp[−H/kBT ] ∼ 1 [2℄. En 
ambio, para simular

eventos a temperaturas bajas este método es ine�
iente ya que de todo el espa
io de


on�gura
iones muy po
as 
ontribuirán al valor medio.

2.2.2. El Método MC de muestreo �de importan
ia�

Este método fue desarrollado por Metrópolis y 
olaboradores [4℄, 
omo una manera

de solu
ionar las debilidades del método anterior y se basa en que los observables

termodinámi
os son magnitudes auto-promediables. Es de
ir, una magnitud medida a

partir de diferentes 
on�gura
iones en equilibrio es esen
ialmente igual a su valor medio.

Lo que llevó a bus
ar que el estimador de la e
ua
ión 2.6 se aproxime efe
tivamente a

su valor medio dado por la e
ua
ión 2.5.

Para lograr esto, en vez de elegir las 
on�gura
iones {sl} de manera aleatoria se utili-

za una 
adena de Markov, donde la probabilidad de transi
ión de 
ada nuevo mi
roesta-

do {sl+1} depende del mi
roestado anterior [2℄. A su vez, di
ha probabilidad debe veri�-


ar que la distribu
ión de estados generados, en el límite de eventos in�nitos (Q→∞),

sea 
onvergente a la distribu
ión de equilibrio de Boltzmann, Peq({sl}) = 1
Z
exp(− H

kBT
).

Una 
ondi
ión su�
iente para esto es suponer válido el prin
ipio de balan
e detallado:

P ({sl})eqW ({sl} → {s′l}) = P ({s′l})eqW ({s′l} → {sl}), (2.7)

donde se ve que el 
o
iente de probabilidades de transi
ión {sl} → {s′l} sobre {sl} ←
{s′l} dependerá del 
ambio de energía δH = H({s′l})−H({sl}):

W ({sl} → {s′l})
W ({s′l} → {sl})

= exp(− δH

kBT
) (2.8)

Luego, es ne
esario espe
i�
ar la ele

ión de las fun
ión W ({sl} → {s′l}) de manera que

satisfaga las e
ua
iones 2.7 y 2.8. Las fun
iones más usadas son las que 
onforman las

llamadas dinámi
as de Glauber (eq. 2.9) y Metrópolis (eq. 2.10), respe
tivamente:

W ({sl} → {s′l}) =
1

τs
[1− tanh(

∆H

2kBT
)] (2.9)

W ({sl} → {s′l}) =







1
τs
exp(− ∆H

kBT
) si ∆H > 0

1
τs

otro 
aso

(2.10)

donde τs es un fa
tor arbitrario, que puede interpretarse 
omo la unidad de tiempo

Monte Carlo y W ({sl} → {s′l}) es entendida 
omo una probabilidad de transi
ión por

unidad de tiempo. Por lo tanto, en ambos 
asos se llega al mismo estado de equilibrio

pero 
ada método lo hará mediante dinámi
as diferentes, lo que deberá ser tenido en


uenta al elegir la fun
ión W ({sl} → {s′l}) si se quiere estudiar parti
ularmente la

dinámi
a del sistema.
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2.3. Los Modelos Utilizados

Como se men
ionó en el 
apítulo anterior, para esta tesis se utilizan modelos de

partí
ulas intera
tuantes 
on intera

iones que de
aen algebrai
amente 
on la distan
ia.

La dinámi
a de 
ada uno de ellos se simula mediante el método Monte Carlo. Como

modelos de base, se utilizaron dos modelos representativos transi
iones orden-desorden,

a los que se in
orporan intera

iones LA. Por un lado el modelo de Ising propuesto

en 1920 por Lenz [5℄ 
omo un modelo ferromagnéti
o y resuelto en 1925 por E. Ising

[6℄ y en 1944 por Onsager [7℄, para dimensiones d = 1 y d = 2, respe
tivamente. Por

otro lado, el modelo de Votante fue propuesto por Cli�ord y Subdbury en 1973 [8℄


omo modelo de 
ompeten
ia entre espe
ies. Posteriormente fue formalizado por Holley

y Ligget 
omo un modelo elemental 
apaz de simular una dinámi
a de forma
ión de

opinión [9℄.

En el primer modelo, tomado 
omo arquetipo de un sistema apartado del equilibrio,

se estudió la evolu
ión dinámi
a ha
ia el estado 
ríti
o. En el segundo modelo se estudió

la evolu
ión dinámi
a ha
ia el estado absorbente desde un estado desordenado y es un

modelo representativo de un sistema sin equilibrio.

En el 
aso del modelo de Ising las �u
tua
iones son 
ontroladas mediante la tem-

peratura T , mientras que el modelo de Votante estándar (MV) no tiene parámetro de


ontrol. Sin embargo re
ientemente se 
onformó la 
lase universal de Votante al in
or-

porar ruido sobre las interfa
es, permitiendo que el ordenamiento pudiese ser 
ontrolado

[10℄. En 
uanto a su 
omportamiento 
abe a
larar que el modelo de Ising 
on dinámi
a

Glauber [11℄ a T = 0 e intera

iones de 
orto al
an
e presenta la misma dinámi
a de


re
imiento de dominios que el modelo de Votante estándar (sin ruido).

A partir de estos dos modelos se armaron 
uatro variantes 
on intera

iones de lar-

go al
an
e. Entre las 
uales, las variantes del modelo de Ising (Ising-LA e Ising-GL)

han sido tomadas de la bibliografía a partir de la referen
ias [12, 13, 14℄. Mientras que

la de los modelo de Votante (Votante-LA y Votante-Lèvy) son propuestas originales.

En las primeras se estudia la dinámi
a 
ríti
a 
on el objeto de obtener algoritmos de

mejor e�
ien
ia para avanzar en el 
ono
imiento a
er
a del 
omportamiento 
ríti
o del

Ising-LA. Mientras que las últimas han sido de utilidad para 
ara
terizar el efe
to del

al
an
e de las intera

iones en la dinámi
a de sistemas sin equilibrio. Asimismo, per-

mite estudiar formas de implementar intera

iones de al
an
e en modelos sin equilibrio

mediante vuelos de Lèvy. Di
hos modelos fueron estudiados en redes unidimensionales.

2.3.1. El modelo de Ising-LA

Como men
ionamos al 
omienzo de la se

ión a partir del modelo de Ising ferromag-

néti
o, se 
onstruyó el modelo de Ising 
on intera

iones que de
aen algebrai
amente


on la distan
ia (Ising-LA) y 
uyo Hamiltoniano a 
ampo externo nulo (h = 0) está
dado por la siguiente fun
ión,

H = −J
∑

〈i,j〉

sisj

rd+σ
ij

, (2.11)
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donde J > 0 es el la 
onstante de a
oplamiento ferromagnéti
a, d es la dimensión de

la red, si es la variable de espín en el sitio i, la 
ual puede tomar solo dos valores

si = ±1. La sumatoria se extiende a todos los pares de espines separados una distan
ia

ri,j = |ri−rj |, y σ es un parámetro que 
ontrola el de
aimiento del al
an
e [14℄. A partir

de éste Hamiltoniano se utilizó la dinámi
a de Metrópolis (eq. 2.10) [4℄, 
uyo algoritmo

puede resumirse en los siguiente pasos:

1. Se elige un sitio {1 ≤ i ≤ L} de la red, al azar.

2. Se 
al
ula la diferen
ia de energía que impli
a inter
ambiar el estado del espin

i-ésimo (∆H)

3. Se evalúa la probabilidad de transi
ión de Metropolis (Pm
i ) de ese sitio, a partir

de la varia
ión de energía 
omo lo indi
a la e
ua
ión 2.10.

4. Se sortea un número al azar 0 < a < 1.

5. Solo si a < Pm
i enton
es se 
ambia si por −si.

6. Se itera esta se
uen
ia tantas ve
es 
omo espines tenga la red (L), para así 
on-

formar un paso de evolu
ión Monte Carlo (PMC) o unidad de tiempo.

Cabe remar
ar que 
al
ular el 
ambio de energía para un sistema 
on intera

iones

de largo al
an
e para un tamaño L y dimensión d impli
a una suma de Ld
términos, lo

que se tradu
e en un 
osto de 
ál
ulo elevado in
luso para d = 1. Por este motivo, se

ha
e relevante estudiar la dinámi
a 
ríti
a a tiempos 
ortos ya que se en
uentra libre

del enlente
imiento 
ríti
o así 
omo también implementar algoritmos más e�
ientes.

Observables

Los observables físi
os utilizados, son magnitudes dinámi
as que mani�estan un


omportamiento 
omo ley de poten
ia, algunas de las 
uales fueron de�nidas en el


apítulo 2. Sin embargo para una mayor 
omodidad detallaremos a 
ontinua
ión en

forma 
ompleta las que fueron utilizadas en este 
aso [15, 16℄.

Para la dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión:

Partiendo del estado ini
ial de orden total, es de
ir 
on todos los espines en el mismo

estado (M(0) = 1), las magnitudes utilizadas fueron:

El valor medio de la magnetiza
ión

M(t, ǫ) =
1

L
〈

L
∑

i=1

si(t, ǫ)〉 (2.12)

donde L el número total de espines y los 
or
hetes 〈〉 representan un promedio para

distintas realiza
iones de la dinámi
a. Magnitud que satisfa
e para la dinámi
a

en el punto 
ríti
o una dependen
ia de la forma,

M(t, 0) ∝ t−β/νz . (2.13)
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Mientras que para apartamientos del punto 
ríti
o es modulada por una fun
ión

de es
ala.

El 
umulante de Binder de segundo orden (U(t))

U(t, ǫ) = (
M2(t, ǫ)

M(t, ǫ)2
− 1), (2.14)

donde M2(t, ǫ) = 1
L2 〈(

∑L
i=1 si(t, ǫ))

2〉 es el segundo momento de la magnetiza
ión.

Esta fun
ión presenta en el punto 
ríti
o una dependen
ia temporal de la forma:

U(t, 0) ∝ td/z, (2.15)

donde d es la dimensión del modelo.

La derivada del logaritmo de la magnetiza
ión respe
to de la temperatura redu
ida

y evaluada en el punto 
ríti
o (∂ǫ logM |ǫ=0), 
al
ulada numéri
amente 
omo:

∂ǫ logM |ǫ=0 =
1

M(t, 0)
× (

∆M(t, ǫ)

∆ǫ
). (2.16)


on una dependen
ia en el punto 
ríti
o de la forma:

∂ǫlogM |ǫ=0 ∝ t1/νz . (2.17)

Para la dinámi
a 
ríti
a de tiempos 
ortos partiendo desde el estado 
on

magnetiza
ión nula:

Se 
onsideran 
omo 
ondi
ión ini
ial estados ini
iales desordenados 
on magnetiza-


ión estri
tamente nula (M(0) ≡ 0). Las medidas utilizadas fueron:

La sus
eptibilidad, 
al
ulada a partir de las �u
tua
iones de la magnetiza
ión

χ(t, ǫ) =
1

kBTL
(M2(t, ǫ)−M(t, ǫ)2), (2.18)

que el punto 
ríti
o satisfa
e una dependen
ia 
omo ley de poten
ia de la forma,

χ(t, 0) ∝ tγ/νz . (2.19)

La auto
orrela
ión del espín

A(t, ǫ) =
1

L
〈

L
∑

i=1

si(t, ǫ)si(0, ǫ)〉. (2.20)


on la dependen
ia dinámi
a 
ríti
a

A(t, 0) ∝ t−(d/z−θ). (2.21)
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La 
orrela
ión temporal para dos espines separados una distan
ia r:

C(t, r) =
1

L
〈

L
∑

i=1

si(t)si+r(t)〉 − 〈
L
∑

i=1

si(t)〉〈
L
∑

i=1

si+r(t)〉, (2.22)

que en el punto 
ríti
o satisfa
e la ley de es
ala:

C(t, r) = r−(d−2+η)c(r/ξ(t)). (2.23)

donde c(r/ξ(t)) es la fun
ión que modula los apartamientos del 
omportamiento


ríti
o.

Para la dinámi
a 
ríti
a de tiempos 
ortos desde estados desordenados


on magnetiza
ión ini
ial M(0)→ 0:

Tomando 
omo 
ondi
ión ini
ial estados desordenados, pero a diferen
ia del 
aso

anterior, la magnetiza
ión pequeña pero no nula M(0) 6= 0. Los observables fueron:

El valor medio de la magnetiza
ión (M(t, ǫ)) 
on 
ondi
ión ini
ialM(0) ∼ 0. Mag-

nitud que presenta, en el punto 
ríti
o, un in
remento ini
ial 
on una dependen
ia

temporal de la forma:

M(t, 0) ∝ tθ
∗

, (2.24)


on un intervalo de validez desde el tiempo mi
ros
ópi
o tmic hasta un tiempo que


umple tx0/zm0 ≪ 1. El exponente θ∗ toma el valor del exponente 
ríti
o θ en el

límite M0 → 0.

La auto
orrela
ión de la magnetiza
ión partiendo de una 
on�gura
ión ini
ial des-

ordenada, 
on un valor de magnetiza
ión ini
ial M(0) aleatoria, 
al
ulada 
omo:

Q(t) =
1

L2
〈

L
∑

i=1

si(t)
L
∑

i=1

si(0)〉, (2.25)


on una dependen
ia temporal en el punto 
ríti
o,

Q(t) ∝ tθ. (2.26)

Esta magnitud permite obtener el exponente θ de una manera alternativa al 
aso

anterior y sin ne
esidad de extrapola
ión alguna. Sin embargo este último 
aso es

de un mayor 
osto 
omputa
ional [17℄

Determina
ión de Tc y de los exponentes 
ríti
os

Para determinar la temperatura 
ríti
a y el intervalo de validez del 
omportamiento


omo ley de poten
ia (tmic,tmax) en sistemas 
on intera

iones de largo al
an
e, resulta

ne
esario 
onsiderar al menos dos fuentes de error, la fun
ión de es
ala 
uando ǫ 6= 0 y

los efe
tos del tamaño �nito del sistema.
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Para separar los efe
tos 
ausados por el apartamiento de la temperatura 
ríti
a se

elige un tamaño L para el sistema y se simula la dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión (DCR)
para varias temperaturas. Luego se realiza un grá�
o log-log de M(t) y uno de la

derivada numéri
a

d log(M)
d log(t)

.

En el primer grá�
o, la temperatura para la 
ual se obtiene una 
urva que se ajusta

mejor a una ley de poten
ia determina la temperatura 
rít
a (ǫ = 0). Respe
to al

intervalo de validez, el tiempo mi
ros
ópi
o no depende ni de la temperatura ni del

tamaño del sistema, mientras que el tiempo máximo tmax, para el 
ual la longitud de


orrela
ión es del orden del tamaño del sistema, está determinado por el ini
io de un

rápido de
re
imiento de M(t) para todas las temperaturas en la próximidad del punto


ríti
o. Una observa
ión más dire
ta de lo anteriormente des
ripto puede realizarse a

partir de la derivada numéri
a, donde la 
urva 
ríti
a se 
orresponderá a una su
esión

de puntos de valor medió aproximadamente 
onstante en el intervalo (tmic, tmax). El
error de Tc está determinado a partir de las 
urvas que presentan una pequeña pero

notable desvia
ión de la ley de poten
ia en di
ho intervalo.

A partir de éste pro
edimiento, una vez determinada la Tc es posible obtener el

exponente β/νz a partir del ajuste de la 
urva 
ríti
a M(t) y el resto de los exponentes

dinámi
os a partir de los restantes observables simulados en el punto 
ríti
o.

Cabe remar
ar que un pro
edimiento similar puede ser realizado utilizando la diná-

mi
a 
ríti
a de tiempos 
ortos (DCTC). Sin embargo, las 
urvas de evolu
ión temporal

obtenidas desde ésta dinámi
a resultan menos sensibles al 
ambio de temperatura que

el 
aso anterior, lo que di�
ulta una determina
ión pre
isa de la temperatura 
ríti
a.

2.3.2. El Modelo de Votante 
on probabilidad de enla
es de

largo al
an
e

El modelo de Votante estándar es un modelo de dos estados s = ±1, 
omo el modelo

de Ising, pero no dispone de un Hamiltoniano sino de reglas de evolu
ión, donde dos

fases absorbentes entran en 
ompeten
ia. La regla dinámi
a propone que dos partí
ulas

ve
inas solo intera
túen si tienen estados de espín diferentes (↑↓) y en ese 
aso tienen

una probabilidad de transi
ión P = 1/2 de 
aer en 
ualquiera de los estados (↑↑) o
(↓↓). Como veremos a 
ontinua
ión, el parámetro de orden dinámi
o es la densidad

de interfa
es (ρ(t)), donde una interfa
e (Iij = 1) se aso
ia a pares formados entre

sitios ve
inos (i, j) 
on espines (↑↓) o (↓↑) mientras que una dupla de tipo (↑↑) o (↓↓)
representa la ausen
ia de interfa
e (Iij = 0) 1

A diferen
ia del modelo de Ising todos los 
ambios en el sistema o
urren a través

de las interfa
es entre dominios y sin una temperatura 
omo parámetro de 
ontrol.

La in
lusión de ruido global debilita el orden de largo al
an
e e inhibe la forma
ión de

dominios magnéti
os. En 
ambio, a partir de la in
lusión de ruido en las interfa
es, pudo


onformarse la 
lase del modelo de Votante [18℄, donde puede observarse una transi
ión

de fase orden-desorden ha
ia el estado absorbente. Por otra parte, en redes regulares la

dinámi
a también es determinada por dimensión d, lo 
uál ha sido resuelto exa
tamente

1

Los estados de interfa
e (1, 0) también se pueden entender 
omo partí
ulas, por lo que este modelo

se puede mapear también a la 
lase de modelos de 
rea
ión-aniquila
ión fuera de equilibrio [10℄.
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para 
ualquier dimensión entera [19℄. Como se men
ionó en la introdu

ión se tienen

tres tipos de 
omportamientos:

Por debajo de la dimensión 
ríti
a d < dc = 2, se observa que la dinámi
a irrever-

sible ha
ia el estado absorbente (ρ = 0) sigue una ley de poten
ia, 
uyo exponente
se 
orresponde 
on el del modelo de Ising 
inéti
o unidimensional 
on dinámi
a

Glauber a temperatura T = 0 (α = 1/2).

Para d = dc = 2 el ordenamiento se vuelve mu
ho más lento y 
on dominios

magnéti
os más rugosos, 
ara
terísti
a que vin
ula a éste modelo 
on un pro
eso

de 
re
imiento sin tensión super�
ial [18, 20℄.

Por último, para d > dc no se al
anza un orden global. En el 
aso de tamaño �nito

se observa una dinámi
a de tipo exponen
ial que se rela
iona 
on �u
tua
iones

estadísti
as que llevan al sistema ha
ia uno de sus estados absorbentes.

Las intera

iones de largo al
an
e

A partir de las reglas dinámi
as del modelo estándar se propuso la in
lusión de

intera

iones de largo al
an
e. En parti
ular se utilizó una dependen
ia algebrai
a para

la distribu
ión de probabilidad de la distan
ia de intera

ión, análoga a la utilizada en

el modelo de Ising-LA, ya que a partir de resultados 
ono
idos [20, 21℄ se espera que

permita pasar de forma 
ontinua entre un 
omportamiento de 
orto al
an
e y uno de

tipo 
ampo medio. De esta forma la distan
ia de intera

ión r se sele

iona de manera

aleatoria pero pesando 
on la distribu
ión:

P (r) =
A

r(d+σ)
, (2.27)

donde A es la 
onstante de normaliza
ión.

De esta manera el algoritmo de simula
ión queda de la siguiente forma:

Se elige un sitio i al azar 
on estado si

Se sortea una distan
ia de intera

ión de manera que satisfaga la distribu
ión de

probabilidad P (r) = A
r(d+σ) .

Se elige un sitio j que se en
uentre a distan
ia r del sitio i, de manera aleatoria

entre los sitios j = i+ r o j = i− r

Se asigna al sitio j el valor del estado del sitio i, es de
ir sj = si

Se repite el algoritmo L ve
es, donde L es el número total de sitios, para simular

una unidad de tiempo o paso Monte Carlo (PMC).

La distan
ia de intera

ión (r), utilizada para este modelo y los siguientes, es obte-

nida 
omo una variable aleatoria 
on una distribu
ión de probabilidad no uniforme de

la forma:

P (r) = σr−(1+σ), (2.28)
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de�nida para r > 1. Para obtener di
ha variable, primero es pre
iso generar una variable

aleatoria 
ontinua de distribu
ión uniforme z, de�nida en el intervalo (0, 1). Luego,
mediante la transforma
ión:

r = z−(1/σ), (2.29)

es posible obtener un ve
tor de distan
ia r que respete la probabilidad men
ionada.

Para mas detalle del algoritmo, puede verse la referen
ia [21℄, donde esta distan
ia de

vuelo ha sido utilizada para simular un 
aminante aleatorio de largo al
an
e.

Magnitudes medidas

Para estudiar la dinámi
a del Votante-LA se sitúa al sistema en un estado ini
ial

desordenado y se observa la evolu
ión temporal para distintos valores del parámetro σ.
Para esto medimos las siguientes magnitudes:

La densidad media de interfa
es (ρ):

Esta magnitud es utilizada 
omo parámetro de orden dinámi
o para estudiar el

ordenamiento del sistema, y para d = 1 se 
al
ula 
omo:

ρ = 〈
∑L−1

i=1 (1− sisi+1)/2

2(L− 1)
〉, (2.30)

donde 〈〉 indi
a que es un promedio sobre un número ns de diferentes 
on�gura
iones.

Cabe resaltar que un estado de magnetiza
ión nula se 
orresponderá 
on una densidad

media de interfa
es 
on valor ρ = 1/2, mientras que para el sistema en el estado

ordenado, 
on magnetiza
ión M({s}) = ±1, tendremos una densidad de interfa
es 
on

valor ρ = 0.

Los resultados 
ono
idos para este parámetro en el modelo de Votante estándar

sobre redes regulares muestran un 
omportamiento dinámi
o bien distinto, según sea

la dimensión de la red estudiada [19℄. En este sentido, para el límite termodinámi
o

tendremos:

Para redes de dimensión d = 1 un pro
eso de forma
ión de grandes aglomerados

que provo
a un de
aimiento del parámetro de orden siguiendo una ley de poten
ia

de la forma,

ρ(t) ∝ t−α
(2.31)


on α = d/2.

Para la dimensión 
ríti
a (dc = 2) se obtiene ordenamiento más lento 
on una

dependen
ia logarítmi
a de la forma:

ρ(t) ∝ (ln(t))−1
(2.32)

Para dimensiones mayores d > 2 el parámetro de orden evolu
iona ha
ia un estado

esta
ionario 
on una densidad media 
onstante:

ρ(t) ≈ ρ0. (2.33)
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El tiempo de vida de las interfa
es (τ):

A partir de la densidad de interfa
es para sistemas �nitos es posible 
onsiderar

otra magnitud: el tiempo de vida de las interfa
es (τ), que 
onsiste en un tiempo


ara
terísti
o que se rela
iona 
on el tiempo medio que demora el sistema en al
anzar el

estado absorbente ρ(t) = 0. El valor τ depende de los diferentes pro
esos que a
túen en

la evolu
ión dinámi
a. Para el modelo estándar en el régimen esta
ionario (d > dc = 2),
τ esta determinado por la presen
ia de �u
tua
iones 
apa
es de llevar a un sistema

de tamaño �nito al estado absorbente. Mientras que para la región d ≤ dc, donde
domina la forma
ión de grandes dominios, τ esta determinado por �u
tua
iones en las

interfa
es [22℄. En 
ualquier de los dos 
asos, esta magnitud siempre esta rela
ionado


on el tamaño del sistema L. Mas aún, la manera en que es
ala τ 
on el tamaño es

una medida que puede ser usada para 
lasi�
ar diferentes tipos de 
omportamientos en

redes regulares [22, 23℄. Para diferentes dimensiones se tiene:

Para d = 1 el tiempo de ordenamiento depende 
omo τ(L) ∼ L2
.

Para la dimensión 
ríti
a dc = 2 el tiempo de ordenamiento depende 
on el tamaño

según τ(L) ∼ L lnL

Para dimensiones d > 2 el tiempo de ordenamiento satisfa
e τ(L) ∼ L

La distribu
ión de tamaños de dominio (D(ζ)):

Otro estudio realizado fue la determina
ión de la distribu
ión de los tamaños de

dominios para diferentes tiempos durante la evolu
ión dinámi
a. En este 
aso, el 
ál
ulo

se realizó para distintos valores de σ y se 
ompararon 
on los resultados para el modelo

estándar en redes de d = 1 y d = 2. El tamaño máximo de los dominios representa una

medida de la longitud de 
orrela
ión del sistema (ξ) [10℄. En el modelo estándar en la

dimensión 
ríti
a, se observa una distribu
ión de tamaños de dominios libre de es
ala,

de la forma:

D(ζ) ∼ ζ−µ
(2.34)

donde ζ es el tamaño de dominio y µ es un exponente depende del modelo.

2.3.3. El Modelo de Votante 
on Vuelos de Lèvy

Este modelo surge 
omo una variante del modelo anterior en la que se implementó

un me
anismo de dinámi
a mixta. En la misma se 
ombina la dinámi
a de Votante

estándar (a primeros ve
inos) 
on una dinámi
a de inter
ambio entre espines ubi
ados

a una distan
ia r, sele

ionada de manera aleatoria y pesada 
on la misma distribu
ión

utilizada en el modelo de Votante-LA, e
ua
ión 2.27. En este sentido, si se interpreta un

espín 
on estado (s = +1) 
omo un sitio o
upado de una red (�), y a un espín 
on estado

(s = −1) 
omo un sitio va
ío (�), un inter
ambio entre éstos objetos puede entenderse


omo un salto del sitio o
upado al va
ío. A su vez, si es realizado 
on una probabilidad

que depende de la distan
ia r 
omo P (r) ∝ 1/rd+σ
este me
anismo se 
ono
e 
omo

vuelo de Lèvy [24, 25℄, por lo que denominamos a este modelo 
omo Votante-Lèvy.
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La dinámi
a del Votante-Lèvy

Para una mayor 
laridad se enumeran a 
ontinua
ión los pasos de la dinámi
a uti-

lizada en nuestro algoritmo Monte Carlo para la red unidimensional:

1. Se sortea un sitio 0 ≤ i ≤ L de la red, 
on estado si.

2. Se asigna a uno de sus dos primeros ve
inos 
on el mismo estado de si

3. Se sortea una distan
ia r en el intervalo (1 < r < L/2) pesada por la distribu
ión
propuesta en la e
ua
ión 2.27 y se elige al azar entre uno de los dos sitios j = i±r.

4. Teniendo en 
uenta 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as se inter
ambia el espín del

sitio i-esimo 
on el del sitio j elegido en el paso anterior.

5. Se itera esta se
uen
ia tantas ve
es 
omo espines tenga la red (L), para así 
on-

formar un paso de evolu
ión Monte Carlo (PMC).

Observables

Los observables medidos, así 
omo las magnitudes de interés, son los des
riptos para

el modelo de Votante-LA, en la se

ión anterior.

2.3.4. El Modelo ferromagnéti
o de Ising 
on dinámi
a Glauber-

Lèvy (Ising-GL)

En éste modelo se utiliza una dinámi
a mixta 
onformada por intera

iones a pri-

meros ve
inos y vuelos de Lèvy. De todas las op
iones propuestas para la dinámi
a de

inversión de estados de espín a primeros ve
inos, se utilizó la dinámi
a generalizada de-

�nida por Glauber [11℄ para el modelo de Ising ferromagnéti
o, y usada por Bergensen

y 
olaboradores [12℄. Está de�nida a partir de una la probabilidad de transi
ión Pg(i)
para un sitio i de la red, de la forma:

Pg(i) = 1− µsi(si+1 + si−1) + µ2si+1si−1, (2.35)

donde si es espín i-esimo de una 
adena de L espines, si±1 son los dos primeros ve
inos

del espín si y µ es el parámetro térmi
o dado por µ = tanh(J/kBT ). La parti
ularidad
que tiene esta dinámi
a generalizada es el término de produ
to 
ruzado, el 
ual estable
e

una dependen
ia de los estados de espín 
on la 
orrela
ión entre los estados de los espines

ve
inos. Como puede verse en la e
ua
ión 2.35, si despre
iamos el segundo término

la expresión se redu
e a la probabilidad de Glauber usual. Además su importan
ia

radi
a en que para dimensión d = 1 los estados ordenados del modelo de Ising de

dinámi
a mixta no podrían ser generados utilizando una dinámi
a independiente de la


orrela
ión entre espines ve
inos. Esta regla general fue demostrada por I. Kanter y

D.S. Fisher en 1989 [26℄, y observada previamente 
omo resultado parti
ular por De

Masi y 
olaboradores [27℄.
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A su vez, 
omo en el 
aso del Votante-Lèvy, el pro
eso de inter
ambio fue efe
tuado

mediante un sorteo entre pares de ve
inos {si, sj} pesados por la distribu
ión de pro-

babilidades de�nida en la se

ión anterior, e
ua
ión 2.27. En este sentido valores de σ
grandes determinan una distribu
ión angosta de distan
ias, impli
ando un predomino

de inter
ambios 
er
anos, mientras que valores pequeños de σ impli
an una distribu
ión

más an
ha y por ende mayor 
antidad de espines lejanos intervienen en el pro
eso.

La dinámi
a de Glauber-Lèvy

Los pasos de la dinámi
a utilizada en nuestro algoritmo Monte Carlo son:

1. Se sortea un sitio de la red al azar elegido 
on probabilidad uniforme en el intervalo

(0 ≤ i ≤ L).

2. Se evalúa la probabilidad de Glauber (Pg(i)) de ese sitio mediante la e
ua
ión

2.35.

3. Se sortea un número al azar 0 < x < 1.

4. Si x < Pg(i) enton
es se 
ambia si por −si.

5. Se sortea una distan
ia r en el intervalo (1 < r < L/2) pesada por una distribu
ión
que genere la probabilidad de vuelo propuesta en la e
ua
ión 2.27. A 
ontinua
ión

se sortea entre los sitios si+r y si−r.

6. Teniendo en 
uenta 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as se inter
ambia el espín

i-esimo 
on uno de sus dos ve
inos, elegido al azar, ubi
ados a distan
ia r y 
on

un espín sj = si±r.

7. Se itera esta se
uen
ia tantas ve
es 
omo espines tenga la red (L), para así 
on-

formar un paso de evolu
ión Monte Carlo (PMC).

Cabe remar
ar que en esta propuesta la probabilidad de inter
ambios de Glauber,

e
ua
ión 2.35, depende explí
itamente de la temperatura (T ) del sistema a través del

parámetro µ, mientras que no resulta así en el 
aso de la probabilidad de vuelo de

Lèvy, e
ua
ión 2.27,. ya que una vez sorteada la distan
ia r el vuelo siempre o
urre

independientemente de la energía. Sin embargo, 
omo fue propuesto en la referen
ia

[28℄ también es posible utilizar una dinámi
a más general si en el paso 6 del algoritmo

se in
luye una probabilidad de inter
ambio que tenga en 
uenta además el 
ambio

de energía. Lo que requeriría a su vez, in
orporar una nueva temperatura para los

inter
ambios (Tl) diferente del valor de temperatura T usado para la inversión del

estado de espín. Por lo tanto, los estados esta
ionarios del sistema aquí dependerán del


o
iente Tl/T 
omo regulador de la taza de rea

ión/difusión (Γ) del modelo. En este

sentido, la ele

ión parti
ular del esquema propuesto �ja la tasa rea

ión/difusión (Γ)
permite 
omparar nuestros resultados 
on los de otros autores [12, 13℄, donde fue posible

rela
ionar el estado esta
ionario del Ising-GL 
on el estado de 
ríti
o de equilibrio del

Ising-LA
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Por otro lado, 
omo se indi
a en el paso (5), al momento de realizar un vuelo en lugar

de sortear dos sitios al azar y luego pesar su probabilidad 
on la fun
ión de distribu
ión

de distan
ias de�nida por la e
ua
ión 2.27, se toma 
omo 
riterio de optimiza
ión el

propuesto por Hinri
hsen en algoritmos de vuelo de Lèvy [21℄, se genera una distan
ia

de vuelo que respete la distribu
ión propuesta por la e
ua
ión 2.27. De esta manera se

fuerza a que siempre o
urra un evento de vuelo.

Observables

Empleando este algoritmo se simuló la dinámi
a del modelo de Ising-GL para un

valor de σ = 0,75 y distintos tamaños de sistemas. Los observables utilizados fueron los

ya des
riptos para el modelo de Ising-LA (ver se

ión 2.3.1).
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Capítulo 3

Estudio de la dinámi
a 
ríti
a del

modelo de Ising 
on intera

iones de

largo al
an
e

3.1. Ante
edentes

Este 
apítulo se 
entra en el estudio del modelo de Ising unidimensional 
on intera
-


iones de largo al
an
e dependientes de manera algebrai
a 
on la distan
ia, de la forma

J(r) ∼ 1/rd+σ
(Ising-LA). Como fue detallado en la se

ión 1.2, una serie de estudios

sobre el 
omportamiento 
ríti
o de éste modelo fueron realizados a partir de 
ál
ulos

del grupo de renormaliza
ión (GR) [1, 2, 3℄ y posteriormente veri�
ados mediante si-

mula
iones Monte Carlo en equilibrio [4℄. En estos trabajos se demostró la existen
ia

de tres regímenes parametrizados por σ. En el 
aso parti
ular de d = 1 los regímenes

estan delimitados de la siguiente manera [5℄:

I) Un régimen de 
omportamiento de 
orto al
an
e en la región 
on σ > 1.

II) Un régimen de 
omportamiento intermedio en la región 
on 1/2 < σ < 1,
donde los exponentes 
ríti
os son fun
iones 
ontinuas del parámetro σ.

III) Un régimen de 
omportamiento 
lási
o en la región (σ ≤ 1/2), donde los

exponentes se 
orresponden 
on los de 
ampo medio, a ex
ep
ión de η y de ν
quienes toman los valores ν = 1/σ y η = 2 − σ. Siendo esta última rela
ión

también válida en el régimen intermedio.

IV) Para σ = 1 se observa que la longitud de 
orrela
ión no mani�esta una

dependen
ia 
omo ley de poten
ia y la magnetiza
ión presenta una dis
ontinuidad.

Comportamiento que se puede aso
iar a una transi
ión de fase tipo Kosterlitz-

Thoulless [6, 7℄

Para este 
aso, Binder y Luijten [5℄ obtuvieron mediante simula
iones Monte Carlo,

los exponentes de es
ala del 
ampo magnéti
o yh (exponente magnéti
o) y de la tem-

peratura redu
ida yǫ (exponente térmi
o), de�nidos en 
apítulo 1 se

ión 1.1.2 a partir

de las rela
iones de GR (ver e
ua
iones 1.10, 1.11 y 1.12) )
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Exponentes que permiten determinar los exponentes 
ríti
os estáti
os utilizados en

las leyes de es
ala mostradas en la tabla 3.1. Las �guras 3.1 y 3.2 (tomadas de la

referen
ia [5℄) muestran el 
omportamiento de yǫ e yh 
on σ, in
luyendo los exponentes

orregidos yǫ∗ e yh∗ para la región de 
ampo medio. En las mismas �guras se indi
a 
on

líneas punteadas las predi

iones de GR. Los datos mostrados en di
has �guras serán

utilizados 
omo referen
ia a lo largo de la tesis. Centrando la aten
ión en el régimen

intermedio, resultados re
ientes de Chen y 
olaboradores [8℄, basados en 
ál
ulos de GR

apli
ados al modelo de Ginsburg-Landau, predi
en la validez de la dinámi
a 
ríti
a en el

régimen de tiempos 
ortos para el modelo 
on intera

iones de largo al
an
e estudiadas

en esta tesis. A partir de estos resultados se obtuvieron expresiones analíti
as que

predi
en los valores de los exponentes 
ríti
os η, ν, θ y z.

Figura 3.1: Exponente magnéti
o yh del modelo Ising-LA en fun
ión de σ, obtenido por
Binder y Luijten [5℄ mediante simula
iones Monte Carlo en equilibrio. Los valores yh∗

orresponden a una 
orre

ión de los exponentes men
ionados, la 
ual se ha
e relevante

solo en la región de 
ampo medio (σ < d/2). La �gura muestra también las predi

iones
de GR [1, 5℄.
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Figura 3.2: Exponente térmi
o yǫ del modelo Ising-LA, en fun
ión de σ, obtenidos
por Binder y Luijten [5℄, mediante simula
iones Monte Carlo en equilibrio. Los valores

de yǫ∗ 
orresponden a una 
orre

ión de los exponentes men
ionados, la 
ual se ha
e

relevante solo en la región de 
ampo medio, para valores (σ < d/2). Se indi
an también

las predi

iones obtenidas de GR [1, 5℄

Exponentes 
ríti
os Exponentes de GR

en la región 
lási
a

α = 2− d/yt yǫ = σ
β = (d− yh)/yt y∗ǫ = 0, 5
γ = (2yh − d)/yt
δ = yh/(d− yh) yh = (1 + σ)/2
η = 2− 2yh + d y∗h = 0, 75

ν = 1/yt

Cuadro 3.1: La tabla muestra las rela
iones entre los exponentes yh e yǫ y los exponentes

ríti
os. En la segunda 
olumna se indi
an los exponentes yh e yǫ y las 
orre

iones yǫ∗
e yh∗ propuestas por 
ál
ulos de GR [5℄ validos para la región 
lási
a.

Este 
apítulo tiene por objetivo 
ontribuir a la 
ompresión de la dinámi
a de sistemas

apartados del equilibrio 
on intera

iones de largo al
an
e. Espe
í�
amente se bus
a


omprobar las predi

iones teóri
as de Chen y 
olaboradores [8℄, estable
iendo la validez

de la dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos para estudiar el 
omportamiento


ríti
o de modelos 
on intera

iones de largo al
an
e mediante simula
iones Monte

Carlo.
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3.2. Detalle de las simula
iónes

Los aspe
tos generales de la dinámi
a 
ríti
a del modelo Ising-LA fueron dis
utidos

en el 
apítulo 1 se

ión 1.3.1 y el 
apítulo 2 se

ión 2.3.1. En la última se

ión se

detallan los observables utilizados, el algoritmo y el pro
edimiento para obtener el

punto 
ríti
o. Las simula
iones fueron realizadas para un valor de σ = 0, 75, para
este valor se espera que los exponentes 
ríti
os sean su�
ientemente diferentes de los


orrespondientes a 
ampo medio (σ ≤ 0, 5) y a su vez se en
uentra alejado de los efe
tos
de la transi
ión tipo Kosterlitz Thouless esperada en σ = 1. Las simula
iones fueron
realizadas para sistemas de tamaños L ≤ 105 usando 
ondi
iones de frontera periódi
as,
así las sumatoria involu
rada en el Hamiltoniano dado por la e
ua
ión 2.11 se evalúa

hasta valores de distan
ia r = L/2. Para apli
ar el es
aleo de al
an
e �nito, propuesto

por Gluma
 y 
olaboradores [9℄, se realizaron simula
iones trun
ando las intera

iones

en el N-ésimo ve
ino, es de
ir la sumatoria en el Hamiltoniano se extiende para todos

los valores de r ≤ N siendo el valor máximo Nmax = L/2.

3.3. Resultados y Dis
usión

3.3.1. La determina
ión del punto 
ríti
o Tc

Determina
ión del intervalo de validez de las leyes de poten
ia en la dinámi
a

de relaja
ión

La �gura 3.3 muestra la dinámi
a de relaja
ión de la magnetiza
ión (M(t)) a diferen-
tes temperaturas pertene
ientes a la región 
ríti
a de un sistema de tamaño L = 2×104.
Como se des
ribió en la se

ión 2.3.1 la temperatura 
ríti
a 
orrespondería a la mejor

ley de poten
ia dada por la e
ua
ión 2.13 en un intervalo (tmic, tmax).

Para la determina
ión tanto de la temperatura 
omo del intervalo se debe 
onsiderar

el origen de las desvia
iones de la ley de poten
ia: i) la fun
ión de es
ala dada en la

e
ua
ión 1.14 
uando T < Tc o T > Tc; ii) los efe
tos debidos al tamaño �nito del

sistema L, dados por un rápido de
aimiento exponen
ial (e
ua
ión 1.19) a partir de

tmax esperados para ξ ∼ L y iii) los efe
tos de tamaño �nito debido al trun
amiento

del al
an
e de la intera

ión, que son propios de sistemas 
on intera

iones de al
an
e

in�nito, 
omo las estudiadas en esta tesis. Los últimos están presentes aun 
uando

ξ ≪ L, dado que el tamaño �nito del sistema ne
esariamente 
onlleva a un trun
amiento

de la intera

ión (Nmax = L/2) y su 
ara
teriza
ión es un tema abierto que resulta de

fundamental importan
ia para la determina
ión del 
omportamiento 
ríti
o mediante

la dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos. Por su parte el tmic solo depende

de las 
ara
terísti
as mi
ros
ópi
as del modelo y no se ve afe
tado por los efe
tos antes

men
ionados.

En el gra�
o insertado en la �gura 3.3 se muestra el 
omportamiento temporal

de la derivada d(log(M(t)))/d(log(t)), obtenida en forma numéri
a, para tres de las

temperaturas mostradas en la �gura prin
ipal. A partir de este 
omportamiento es

posible identi�
ar el intervalo tmic = 10 PMC y tmax = 103 PMC, donde el ultimo
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valor se 
orresponde a un tiempo a partir del 
ual las 
urvas eviden
ian una desvia
ión

ha
ia M(t) = 0. Por su parte, siguiendo el pro
edimiento apli
ado a sistemas 
on

intera

iones de 
orto al
an
e, la temperatura 
ríti
a es aquella para la 
ual se obtiene

un valor 
onstante Tc = 26525(25). El análisis des
rito es 
omplementado bus
ando

la 
urva que mejor ajusta a la ley de poten
ia dada por la e
ua
ión 2.13. El intervalo

de ajuste resulto 
onsistente 
on el previamente determinado y se obtuvo el exponente

β/νz = 0, 129(6). Las barras de error en la Tc se estimaron a partir de las 
urvas que

presentan una notable pero pequeña desvia
ión de la ley de poten
ia.
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Figura 3.3: Evolu
ión temporal de la magnetiza
ión M(t) en las temperaturas indi
a-

das a partir de una 
on�gura
ión ini
ial ordenada 
orrespondiente a T = 0. Los datos
pertene
en a redes de tamaño L = 2×104. La línea 
ontinua indi
a el ajuste de la 
urva
a T = 2,6525, 
on la e
ua
ión 2.16. En la leyenda se indi
a también el número de 
on-

�gura
iones promediadas. El gra�
o interior muestra la derivada del ∂ log(M)/∂ log(t)
y la línea 
ontinua el ajuste que determina el exponente β/νz.

Los efe
tos de tamaño �nto

Para 
ara
terizar los efe
tos de tamaño �nito (ii,iii) men
ionados en la se

ión ante-

rior, el pro
edimiento des
ripto fue llevado a 
abo para varios tamaños de sistema (L)
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y diferentes al
an
es de las intera

iones mediante un trun
amiento hasta el N-ésimo

ve
ino. El objetivo de un análisis de este tipo es distinguir entre los efe
tos debido al

tamaño �nito del sistema de los 
orrespondientes al trun
amiento de la intera

ión. La

�gura 3.4 muestra las leyes de poten
ia obtenidas para la dinámi
a de relaja
ión per-

tene
ientes a 
uatro tamaños del sistema, tales que L < 2× 104 y sus 
orrespondientes

temperaturas, indi
adas en la leyenda. Por su parte la �gura 3.5 muestra las leyes de

poten
ia obtenidas para el tamaño L = 1 × 104 y diferentes al
an
es de intera

ión,

tales que N ≤ Nmax La 
ompara
ión de ambas �guras lleva a la 
on
lusión que la

temperatura a la 
ual se observa la ley de poten
ia (indi
adas en las leyendas) y el

intervalo de validez de la misma solo depende del trun
amiento, es de
ir del al
an
e N
de intera

ión. Esto lleva a la 
on
lusión de que la temperatura a la 
ual se observa la

ley de poten
ia es una temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc(N).
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c
=2.645(2)     n
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=3.1x103
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c
=2.6525(25) n

s
=1.8x103

Figura 3.4: Relaja
ión de la magnetiza
ión M(t) a la temperatura �
ríti
a efe
tiva �,

indi
ada en la leyenda, desde el estado ordenado 
orrespondiente a T = 0 y para diferen-
tes tamaños de sistema (L). La línea 
ontinua indi
a el ajuste de la 
urva obtenida para
L = 1×104. En la leyenda se indi
a también el número de 
on�gura
iones promediadas.

Por otra parte, la superposi
ión de las 
urvas en los 
orrespondientes intervalos

(tmic, tmax(N)) indi
a que los exponentes de la dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión no son

afe
tados por los efe
tos de tamaño �nito. Estas a�rma
iones son reforzadas por los

resultados mostrados en las �guras 3.6 (a) y 3.6 (b). En di
has �guras se han obte-

nido las dinámi
as de relaja
ión 
ríti
as para dos valores �jos del trun
amiento de la

intera

ión N = 2 × 103 y N = 5 × 103 y para diferentes tamaños del sistema en los
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intervalos (5 × 103, 4 × 104) y (1 × 104, 1 × 105), respe
tivamente. Como puede obser-

varse las temperaturas 
ríti
as efe
tivas, el intervalo de validez de la ley de poten
ia y

el exponente aso
iado fueron los mismos para todas las 
urvas 
orrespondientes a un

mismo N . Los resultados des
ritos permiten 
onjeturar que el apartamiento de la ley de

poten
ia o
urriría 
uando la longitud de 
orrela
ión temporal toma valores del orden

del al
an
e de la intera

ión, ξ ∼ N .
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N=5.0x103 Tc=2.645(2)     ns=3.1x103

Figura 3.5: Relaja
ión de la magnetiza
ión M(t) a la temperatura �
ríti
a efe
tiva�,

indi
ada en la leyenda, desde el estado ordenado 
orrespondiente a T = 0, para tamaño

de sistema L = 1 × 104 y diferentes al
an
es de la intera

ión N . La línea 
ontinua

indi
a el ajuste de la 
urva obtenida para N = 5×103. En la leyenda se indi
a también

el número de 
on�gura
iones promediadas.
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Figura 3.6: Relaja
ión de la magnetiza
ión M(t) a la temperatura �
ríti
a efe
tiva�,

indi
ada en la leyenda, desde el estado ordenado 
orrespondiente a T = 0 para un valor

�jo del al
an
e de la intera

ión y diferentes tamaños de sistema: (a) N = 2×103 y (b)
N = 5 × 103. Las líneas 
ontinuas indi
an los ajustes, los 
uales determinan un expo-

nente β/νz = 0, 129(6). En la leyenda se indi
a también el número de 
on�gura
iones

promediadas.
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La ley de es
ala para al
an
e �nito

A partir de los resultados dis
utidos en la se

ión 3.3.1 un análisis de la dependen
ia

de la temperatura 
ríti
a efe
tiva en fun
ión del �al
an
e �de la intera

ión, permitió

obtener la temperatura 
ríti
a del sistema 
omo una extrapola
ión al límite de al
an
e

in�nito.

Este tipo de análisis, denominado es
aleo de al
an
e �nito, fue propuesto por Gluma


y 
olaboradores [9℄ 
omo análoga al método de es
aleo de tamaño �nito y estable
e la

siguiente rela
ión de es
ala:

Tc(N) = Tc(∞) + A/NxT , (3.1)

0.0 5.0x10-3 1.0x10-2 1.5x10-2 2.0x10-2 2.5x10-2
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T C
(N

)

N-1/

Figura 3.7: Temperatura 
ríti
a efe
tiva en fun
ión deN−1/ν
(
uadrados llenos). La línea


ontinua 
orresponde al ajuste mediante la e
ua
ión (3.7). Se in
luye la temperatura


ríti
a efe
tiva obtenida por Tomita [10℄ (estrella).

donde Tc(∞) es la temperatura 
ríti
a, la 
ual 
orresponde a un al
an
e de intera

ión

in�nito, xT es el exponente de 
onvergen
ia y A es una 
onstante. Como propuesta para

el exponente de 
onvergen
ia se usó la rela
ión estándar para el es
aleo de tamaño �nito,

es de
ir �jando el exponente en xT = 1/ν [11, 12℄. La �gura 3.7 muestra los valores

de Tc(N) obtenidos en fun
ión de N−1/ν
, los 
uales fueron ajustados 
on la e
ua
ión

(3.7) (línea 
ontinua), determinando la temperatura 
ríti
a Tc(∞) = 2,660(4). El valor
obtenido por este método interpola 
on los valores reportados en la bibliografía Tc(∞) =
2,929 [9℄, Tc(∞) = 2,9269 [13℄) para σ = 0,70 y Tc(∞) = 2,431 [9℄, Tc(∞) = 2,4299
para σ = 0,80 [13℄, los 
uales fueron 
al
ulados analíti
amente mediante el método de

52



matriz de transferen
ia junto 
on un es
aleo de al
an
e �nito. Además, en la �gura

3.7 hemos in
luido el valor reportado por Tomita [10℄ (a partir de una interpola
ión)

para N = 222, que se en
uentra dentro de las barras de error en 
ompleto a
uerdo 
on

nuestros resultados.

Por otra parte, el he
ho de que un exponente xT = 1/ν ajuste satisfa
toriamente los

valores obtenidos de Tc para los distintos al
an
es simulados, permite suponer que el

trun
amiento de la intera

ión 
ondi
iona la posibilidad de a
er
arse a la temperatura


ríti
a, de manera similar a lo que o
urre en una simula
ión Monte Carlo en equilibrio. A

su vez en el presente 
aso los exponentes de dinámi
a 
ríti
a no se en
uentran afe
tados

por el valor de la temperatura 
ríti
a efe
tiva. Lo que eviden
ia que para tiempos

donde ξ(t) ≪ N las leyes de es
ala de la dinámi
a 
ríti
a resultan válidas para una

temperatura 
ríti
a efe
tiva (Tc(N)).

3.3.2. Los exponentes 
ríti
os

La dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión:

Los resultados dis
utidos sugieren que el tamaño L = 1× 104 es lo su�
ientemente

grande para 
ara
terizar los exponentes 
ríti
os, ya que presenta un intervalo de validez

de la ley de poten
ia para M(t) de aproximadamente dos dé
adas (10 − 900) PMC.

En base a esto se estudiaron los demás observables para tamaños de L = 1 × 104

y L = 1 × 105. En la �gura 3.8 (a) se muestra la evolu
ión temporal del 
umulante

de Binder de segundo orden 
orrespondiente a la temperatura 
ríti
a efe
tiva, la 
ual

ha sido ajustada mediante una ley de poten
ia dada por la e
ua
ión 2.15 y 
uyos

exponentes se muestran en la Tabla 3.2 (3ra 
olumna). A partir de estos valores fue

posible obtener una estima
ión del exponente z = 0,84(2) (ver Tabla 3.2 5ta 
olumna),

es de
ir, una magnitud signi�
ativamente mayor que el valor predi
ho mediante 
ál
ulos

de GR (zRG = 0,775) [8℄. En prin
ipio se puede atribuir esta diferen
ia al he
ho de que

z depende de la dinámi
a espe
i�
a utilizada, 
omo su
ede en el 
aso del modelo de

Ising, de 
orto al
an
e [14℄. Sin embargo, esta dis
repan
ia también podría deberse a

una subestima
ión de los 
ál
ulos de GR, 
omo en el 
aso del modelo de Ising de 
orto

al
an
e [15℄.

Por otro lado, usando además dos 
urvas de magnetiza
ión para temperaturas le-

vemente apartadas del punto 
ríti
o efe
tivo, se 
al
uló la derivada del logaritmo de la

magnetiza
ión respe
to a la temperatura redu
ida, evaluada en el punto 
riti
o efe
ti-

vo (∂ logǫM(t)|ǫ=0). La �gura 3.8(b) muestra que éste observable también presenta un


omportamiento 
omo ley de poten
ia ajustado 
on la e
ua
ión 2.17. Los exponentes

obtenidos son exhibidos en la Tabla 3.2 (4ta 
olumna). Utilizando el valor de z, obtenido
desde el 
umulante de Binder, junto 
on el exponente de la derivada logarítmi
a es posi-

ble obtener el exponente 
ríti
o 1/ν = 0,48(2) (ver Tabla 3.2, 6ta 
olumna), el 
ual esta

de a
uerdo tanto 
on las predi

iones de GR (1/ν = 0,4765 [8, 5℄) 
omo 
on los resulta-

dos de simula
iones Monte Carlo en equilibrio (1/ν = 0,469 [5℄). Finalmente desde los

exponentes β/νz y z es posible obtener una estima
ión del exponente β/ν = 0,109(6),
Tabla 3.2 (7ma


olumna), que interpola entre los valores β/ν(σ = 0,7) = 1,56(5) y
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β/ν(σ = 0,8) = 0,086(3), reportados por Tomita [10℄.
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Figura 3.8: Evolu
ión dinámi
a de los observables a la temperatura 
ríti
a efe
tiva,

desde una 
on�gura
ión ini
ial ordenada 
orrespondiente a T = 0: (a) el 
umulante
de Binder de segundo orden (U(t)) y (b) la derivada logarítmi
a de la magnetiza
ión

respe
to de la temperatura redu
ida (

∂ log(M(t))
∂ǫ

). Las líneas 
ontinuas indi
an los ajustes

realizados mediante las e
ua
iones 2.15 y 2.17, respe
tivamente. El tamaño del sistema

(L), y las 
orrespondientes temperaturas 
ríti
as efe
tivas (Tc), son también indi
adas.
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L β/νz d/z 1/νz z 1/ν β/ν
1× 104 0,129(7) 1,20(2) 0,59(2) 0,83(1) 0,49(2) 0,107(5)

2× 104 0,129(6) 1,19(3) 0,57(2) 0,84(2) 0,48(2) 0,109(6)

RG 0,775 0,4765 0,125

Cuadro 3.2: Lista de exponentes obtenidos, desde la dinámi
a 
riti
a de relaja
ión

(DCR), para la magnetiza
ión (β/νz), el Cumulante de Binder (d/z), y la derivada

logarítmi
a de la magnetiza
ión respe
to de la temperatura redu
ida (1/νz). Los valores
estimados para exponentes z, 1/ν, y β/ν, así 
omo predi

iones de GR son mostradas

para una mejor 
ompara
ión.

Las barras de error adjudi
adas al valor de los exponentes 
ríti
os provienen de

distintas fuentes, ya sea insu�
ien
ia estadísti
a, arbitrariedad del intervalo temporal

utilizado para ajustar las leyes de poten
ia y �nalmente por la indetermina
ión aso
iada

a la temperatura 
ríti
a efe
tiva, Tc. Con el objeto de obtener una mejor estima
ión

del error, una variante del método de bloques fue utilizada [16℄. Con este propósito

pro
edimos de la siguiente manera: la dependen
ia temporal de 
ada observable se

ajustó para 
onjuntos de medidas independientes y la barra de error se obtuvo mediante

la dispersión de estos datos. Para los intervalos temporales utilizados al ajustar las

leyes de poten
ias, se en
ontró que la sele

ión de diferentes tiempos mi
ros
ópi
os

in�uía notoriamente en el error. Por lo tanto los exponentes reportados a un tiempo

mi
ros
ópi
o (tmic = 10 PMC) y las barras de error in
luyen los diferentes valores

obtenidos al tomar tmic en el intervalo (10− 100) PMC.

La dinámi
a 
ríti
a de tiempos 
ortos

Esta se

ión se enfo
a en las medidas obtenidas para la dinámi
a 
ríti
a de tiempos


ortos (DCTC). Di
ha dinámi
a se mostró menos sensible 
on la temperatura que el 
aso

anterior (DCR), di�
ultando una estima
ión independiente de Tc. Conse
uentemente,

en las simula
iones se utilizaron los valores de la temperatura 
ríti
a efe
tiva obtenidos

a partir de la DCR. A su vez, igual que en el 
aso anterior (DCR) un estudio de tamaño

�nito (ver �gura 3.9(a)) permitió determinar el mejor intervalo temporal para efe
tuar

el ajuste 
on las leyes de poten
ia. De esta manera para el tamaño L = 1 × 104 el


omportamiento 
omo ley de poten
ia se observó hasta un tiempo de tmax = 400 (PMC).

Además, la fun
ión de auto
orrela
ión (�gura 3.9(b)) exhibe un de
aimiento 
omo ley

de poten
ia en el mismo intervalo. Los exponentes 
ríti
os γ/νz y λ = d/z−θ obtenidos
mediante un ajuste 
on las e
ua
iones 2.19 y 2.21, respe
tivamente, son mostrados en la

Tabla 3.3. Las barras de error de los exponentes 
ríti
os fueron estimadas de la misma

manera que en 
aso de la DCR, y ellas in
luyen valores que 
orresponden a un tiempo

mi
ros
ópi
o ubi
ado en el intervalo (4− 36) PMC.
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L γ/νz d/z − θ θ z γ/ν β/ν
1× 104 0,87(2) 0,99(1) 0,200(5) 0,840(8) 0,73(2) 0,13(1)

2× 104 0,88(1) 0,99(1) 0,201(4) 0,839(8) 0,74(1) 0,130(9)

RG 0,2171 0,775 0,75 0,125

Cuadro 3.3: Exponentes 
ríti
os obtenidos desde DCTC para: la sus
eptibilidad (γ/νz);
la auto
orrela
ión (d/z − θ) y el in
remento ini
ial de la magnetiza
ión (θ). Los expo-
nentes 
al
ulados z, γ/ν y β/ν y las predi

iones de GR también se in
luyen.

En 
ontraste 
on estas medidas, el in
remento ini
ial de la magnetiza
ión tiene que

ser medido para valores de magnetiza
ión ini
ial M(0) = M0, tales que M0 → 0. De
esta manera, en las �guras 3.10 (a) y 3.10 (b), se muestran di
hos in
rementos de la

magnetiza
ión para tamaños del sistema de L = 1 × 104 y 2 × 104, respe
tivamente.

Nótese que los tiempos de simula
ión veri�
an que M0t
x0/z ≪ 1. Los grá�
os inter-

nos muestran los exponentes de la ley de poten
ia obtenidos mediante el ajuste 
on la

e
ua
ión (2.24) junto 
on la extrapola
ión para valores M0 → 0. Este pro
edimiento


ondu
e a los valores de θ reportados en la Tabla 3.3 (4ta 
olumna), los 
uales son


er
anos a las predi

iones de GR [8℄. Usando el exponente λ = d/z−θ y reemplazando

los exponentes ya determinados, se obtiene el exponente dinámi
o z (ver Tabla 3.3, 5ta

olumna). El valor obtenido de z = 0,84(2) es 
onsistente 
on el resultado determinado

desde la DCR, pero ligeramente mayor que las predi

iones de GR (zRG = 0,775)[8℄.
Además el valor obtenido interpola entre los valores publi
ados por Uzela
 y 
olabo-

radores determinados desde la DCTC para un tamaño de sistema de L = 3 × 103, los

uales son z = 0,81(1) y 0,96(4), para σ = 0,70 y σ = 0,80, respe
tivamente [17℄.

Por otro lado usando tanto los valores γ/νz y z se puede estimar la rela
ión γ/ν)
(ver Tabla 3.3, 6ta 
olumna ). Además tomando 
omo valida la rela
ión de hiperes
ala

(d − 2β/ν = γ/ν), se obtuvo una estima
ión de β/ν = 0,130(9). Cabe men
ionar que

los 
ál
ulos obtenidos de GR a partir de una expansión asintóti
a en ǫ = 2σ − d hasta

segundo orden predi
en un valor para η = 2−σ = 1,25 [1℄. Reemplazando este valor en

las rela
iones de es
ala γ/ν = 2− η y β/ν = (d− 2 + η)/2, se obtienen los exponentes

γ/ν = σ = 0,75 y β/ν = d−σ
2

= 0,125, estando estos valores en ex
elente a
uerdo 
on

nuestras estima
iones .
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Figura 3.9: La evolu
ión temporal obtenida a la temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc, ini
ian-

do el sistema desde un estado desordenado (
on M(0) = 0), de (a) la sus
eptibilidad

χ(t) y (b) la auto
orrela
ión A(t). Las líneas 
ontinuas muestran los ajustes realiza-

dos 
on las e
ua
iones (2.19) y (2.21), respe
tivamente. El número de 
on�gura
iones

promediadas (ns) y el tamaño del sistema (L) también se indi
a.
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Figura 3.10: Grá�
o log-log de M(t) en fun
ión del tiempo donde se observa el in-


remento ini
ial obtenido a la temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc, desde un estado ini
ial

desordenado, 
on una magnetiza
ión ini
ial M(0) = M0. Los datos 
orresponden a ta-

maños de sistema (a) L = 1× 104 y (b) L = 2× 104. Las líneas 
ontinuas muestran los

ajustes mediante la e
ua
ión (2.24). Los grá�
os internos muestran la extrapola
ión de

los valores obtenidos para M0 → 0. El número de muestras promediadas (ns) también

se en
uentra indi
ado.

Además, ini
iando desde 
on�gura
iones aleatorias desordenadas 
orrespondientes a

T =∞, la fun
ión de auto
orrela
ión de la magnetiza
ión (Q(t)) dada por la e
ua
ión

(2.25), permitió obtener una estima
ión independiente del exponente dinámi
o θ =

58



0,19(2), 
omo se ve en la �gura (3.11). Cabe a
larar que debido al he
ho de que las

�u
tua
iones son mas pronun
iadas en este 
aso, el 
ál
ulo de esta magnitud requiere

mayor estadísti
a y por ende la evolu
ión temporal fue realizada hasta 200 PMC para

L = 1×104. Las barras de error in
luyen valores obtenidos para tiempos mi
ros
ópi
os

en el intervalo (4, 36) PMC. El valor del exponente θ es 
er
ano al obtenido usando la

extrapola
ión M0 → 0 (θ = 0,201(4)). Mas aun, usando esta estima
ión independiente

de θ y apli
ando el pro
edimiento des
rito anteriormente, se obtuvieron los valores para

z = 0,855(9), γ/ν = 0,74(2), y β/ν = 0,13(1) en a
uerdo 
on los resultados previos.
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  L=1x104 ns=6x104

Figura 3.11: Grá�
o log-log de la evolu
ión temporal de la fun
ión de auto
orrela
ión de

la magnetiza
ión a la temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc = 2,645. La línea 
ontinua muestra
el ajuste realizado mediante la e
ua
ión (2.26). El número de muestras promediadas (ns)

y el tamaño del sistema (L) también se en
uentran indi
ados.

Por otro lado, 
on el objeto de obtener una estima
ión independiente de z, el 
om-

portamiento de es
ala de la fun
ión de 
orrela
ión espín-espín (C(t, r)) fue estudiada

para diferentes valores de r en un intervalo de 10 a 90 sitios (ver �gura interior 3.12).

Los paneles prin
ipales de las �guras 3.12 (a) y 3.12 (b) muestran el mejor 
olapso de

C(r, t) obtenido al utilizar el es
aleo 
ríti
o 
onven
ional (ver e
ua
ión (2.23)) y asu-

miendo valida la rela
ión de hiperes
ala d = 2β/ν + γ/ν y la rela
ión η = 2 − γ/ν
(Tabla 1.1).
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Figura 3.12: Fun
ión de es
ala de la 
orrela
ión espín-espín r2β/νC(r, t) 
omo fun
ión de

la variable de es
ala r/t1/z, obtenidas para (a) L = 1×104 y (b) L = 2×104. El grá�
o
interior muestra la evolu
ión temporal de C(t, r) para los valores de r indi
ados en la

temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc desde un estado ini
ial desordenado 
on M(0) = 0. Los

olapsos de las 
urvas presentadas en el panel 
entral fueron obtenidas usando z = 0,84
y β/ν = 0,125. El número de muestras promediadas (ns) se en
uentra indi
ado el la

leyenda.
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Desde estos resultados se obtuvieron los exponentes z = 0,84(2) y β/ν = 0,125(3).
Las barras de error fueron determinadas 
onsiderando los valores donde visibles des-

via
iones desde el 
olapso de las 
urvas se manifestaban. Los exponentes determinados

están en ex
elente a
uerdo 
on las estima
iones anteriores, veri�
ándose la auto
onsis-

ten
ia de los diferentes métodos dinámi
os.

3.4. Con
lusiones

Los resultados obtenidos sobre el modelo Ising-LA permitieron veri�
ar la existen
ia

de leyes de poten
ia en la evolu
ión dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos,

tanto desde un estado ini
ial 
orrespondiente a temperatura in�nita 
omo desde el es-

tado fundamental. En ambos 
asos se dete
taron efe
tos de tamaño �nito vin
ulados


on el trun
amiento del al
an
e de la intera

ión que o
urre ne
esariamente al realizar

simula
iones. Di
hos efe
tos fueron estudiados exhaustivamente demostrándose que solo

afe
tan la temperatura a la 
ual se observa la ley de poten
ia (temperatura 
ríti
a efe
ti-

va) y el intervalo de validez de la misma, sin alterar los exponentes 
ríti
os. Mediante un

análisis de al
an
e �nito se determinó la temperatura 
ríti
a del modelo para σ = 0, 75
en ex
elente a
uerdo 
on 
ál
ulos numéri
os basados en Matriz de Transferen
ia. Los

exponentes 
ríti
os (γ/ν, βν y 1/ν) obtenidos se en
ontraron en ex
elente a
uerdo 
on

los valores predi
hos por la teoría de GR, así 
omo también por simula
iones Monte

Carlo en equilibrio. El exponente θ del in
remento ini
ial de la magnetiza
ión también

estuvo en a
uerdo 
on el valor predi
ho desde GR. Sin embargo, en el 
aso del exponen-

te z se en
ontró una pequeña dis
repan
ia, la 
ual se supone que podría deberse a un

número de itera
iones insu�
ientes en los 
ál
ulos de GR o su la dependen
ia espe
i�
a


on la dinámi
a utilizada.

En resumen, se 
omprobó que la dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos

permite 
ara
terizar el 
omportamiento 
ríti
o de sistemas 
on intera

iones de largo

al
an
e, evaluando tanto los exponentes estáti
os 
omo dinámi
os y superando una de

las prin
ipales limita
iones para estudiar estos sistemas al redu
ir el alto 
osto 
ompu-

ta
ional.
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Capítulo 4

Estudio de la dinámi
a del Modelo de

Votante 
on intera

iones de largo

al
an
e

4.1. Ante
edentes

Como men
ionamos, en los 
apítulos 1 y 2, el modelo de Votante estándar (MVE)

ha mostrado una gran versatilidad para reprodu
ir distintos fenómenos. El mismo,

fue utilizado en sus orígenes 
omo un modelo de 
ompeten
ia de espe
ies por Cli�ord

y Sudbury [1℄ y por Mollison 
omo un modelo de propaga
ión de epidemias [2℄. Su

de�ni
ión formal fue realizada en 1975 por Holley y Ligett [3℄ quienes lo utilizaron en

un 
ontexto so
ial para simular pro
esos de forma
ión de opinión. En di
ho 
ontexto

se lo denominó 
omo modelo de Votante, ya que des
ribió un esquema elemental en

el que los individuos tienen solo dos opiniones SI o NO (�a
uerdo�/�desa
uerdo�).

Posteriormente, fue utilizado para simular rea

iones 
atalíti
as [4℄ y el 
re
imiento

de dominios magnéti
os sin tensión super�
ial [5℄, aso
iando a 
ada estado un espín

s = ±1, siendo este último el 
ontexto tomado en la presente tesis. Cabe resaltar

que el MVE es uno de los po
os modelos de espines que ha sido resuelto exa
tamente

en redes regulares para 
ualquier dimensión entera [3, ?℄, lo que es una ventaja a la

hora de 
omparar resultados. Además, es un modelo 
on simetría Z2 que no presenta

parámetro de 
ontrol por lo que su evolu
ión dinámi
a puede estudiarse 
omo un pro
eso

de enveje
imiento y en redes regulares esta determinada por la dimensión de la red

y las reglas de evolu
ión. Para d ≤ 2 evolu
iona irreversiblemente, desde un estado

ini
ial desordenado ha
ia estados de mayor orden impulsado por las �u
tua
iones en

las interfa
es y 
ara
terizado por el 
re
imiento de aglomerados o dominios magnéti
os

sin tensión super�
ial.

Para su análisis, se utiliza 
omo parámetro de orden a la densidad de interfa
es ρ(t)
2.30, la 
ual para dimensión d = 1 presenta una dinámi
a irreversible ha
ia 
ualquiera

de sus dos estados absorbentes, 
on una dependen
ia 
omo ley de poten
ia (e
ua
ión

2.31). En dimensión d = 2 (dimensión 
ríti
a) la dinámi
a de ordenamiento mani�esta

una dependen
ia logarítmi
a (e
ua
ión 2.32) mientras que para dimensiones superio-
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res (d > 2) y en el límite L → ∞ el sistema permane
e en un estado esta
ionario.

En este sentido se puede de
ir, que la forma
ión de estados ordenados se debilita al

in
rementarse la dimensión del modelo. Además, ya que el mas mínimo ruido global

destruye 
ualquier forma
ión ordenada (dominio magnéti
o) no es posible in
orporar

una temperatura 
omo parámetro de 
ontrol[6℄. Basándose en estas eviden
ias, Dorni


y 
olaboradores [5℄ 
onformaron una variante del modelo (Votante Universal) que in
lu-

ye, 
omo parámetro de 
ontrol, un ruido que a
túa sobre las interfa
es, lo que permitió

observar una transi
ión de fase orden-desorden y 
onformar de esta manera una nueva


lase universal [5℄.

Otro 
ontexto donde el modelo MVE ha sido ampliamente estudiado es en redes


omplejas [7, 8, 9℄. En estos sistemas el 
omportamiento dinámi
o estaría determinado

por 
ara
terísti
as topológi
as, 
omo la 
one
tividad media de 
ada nodo, la distribu
ión

de grados de los nodos, la dimensión efe
tiva de la red así 
omo las �u
tua
iones en los

enla
es (desorden). En este sentido, di
hos estudios impli
an que en redes 
omplejas de

alta 
one
tividad, 
omo grafos aleatorios, grafos 
ompletos, redes Barabasi-Albert [9℄

y redes de pequeño mundo [7, 8℄, se mani�esta una dependen
ia exponen
ial para la

dinámi
a de la densidad de interfa
es ρ(t), 
on un tiempo 
ara
terísti
o que depende

del número de nodos o tamaño del sistema L 
omo τ ∼ Lω
, 
on ω . 1. En estos


asos, no es posible al
anzar el estado absorbente para el límite L → ∞. Todos estos

resultados se 
orresponden 
on el 
omportamiento dinámi
o del MVE en dimensiónes

d > dc. Mientras que para redes libres de es
ala 
on dimensión efe
tiva d = 1 [10℄,

se ha obtenido una evolu
ión dinámi
a 
on una dependen
ia 
omo ley de poten
ia 
on

exponente α = 1/2 y un tiempo de ordenamiento que 
re
e 
on el número de nodos 
omo

τ ∼ L2
, resultados equivalente a los observados en el modelo de Votante unidimensional

(MVE-1D) [8℄.

Por lo tanto, en estos trabajos se observan dos me
anismos 
apa
es de modi�
ar

la dinámi
a fuera de equilibrio del MVE. En redes regulares las �u
tua
iones en las

interfa
es resultan ser lo que determina si el sistema se ordena o no y pueden ser

modi�
adas in
orporando ruido interfa
ial 
omo parámetro de 
ontrol. En 
ambio en

redes 
omplejas resulta ser la topología de la red, determinada prin
ipalmente por la

estru
tura de enla
es, lo que gobierna la dinámi
a de ordenamiento del sistema.

A partir de estas eviden
ias se propuso en esta tesis que la introdu

ión de intera
-


iones de largo al
an
e en el MVE afe
taría el 
re
imiento de los dominios magnéti
os

y por ende su dinámi
a de ordenamiento. En parti
ular usando intera

iones probabi-

lísti
as que de
aen de manera algebrai
a 
on la distan
ia según la distribu
ión de Lèvy

(e
ua
ión 2.27), esperamos, por un lado que para valores grandes de σ los efe
tos se 
on-


entren en las interfa
es y reproduz
an el 
omportamiento del modelo unidimensional,

y por otro para valores pequeños de σ el 
omportamiento se aproxime al de mayores

dimensiones.
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4.2. Detalle de las simula
iones

Para veri�
ar nuestra hipótesis se estudió una variante del MVE donde se modi�
ó

el al
an
e de las intera

iones de manera probabilísti
a, mediante una distribu
ión de

Lèvy. Modelo al que denominamos modelo de votante 
on intera

iones de largo al
an
e

(Votante-LA) y que ya fue des
ripto en el 
apítulo 2 se

ión 2.3.2. Cabe remar
ar que

elegimos 
omo modelo base al Votante sobre una red regular de dimensión d = 1 para

que su dinámi
a de ordenamiento dependa ex
lusivamente de los efe
tos de in
orporar

la intera

ión propuesta.

Las simula
iones se realizaron en redes de tamaños en el intervalo 5 × 102 ≤ L ≥
5 × 105, utilizando 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as. Los valores del parámetro σ
se sele

ionaron en el intervalo (0,1 ≤ σ ≥ 10). Para determinar el valor medio de las

interfa
es 
orrespondientes al estado esta
ionario, los promedios solo in
luyeron aquellas

muestras que no al
anzaron el estado absorbente por efe
tos de tamaño �nito. Por otra

parte, para fa
ilitar la 
ompara
ión de los resultados se simuló también el modelos MVE

en dimensiones d = 1 y d = 2.

4.3. Resultados y Dis
usión

El análisis de los resultados está dividido en 
uatro se

iones:

En la se

ión 4.3.1, se estudian los diferentes tipos de 
omportamientos dinámi-


os del parámetro de orden (ρ(t)) observados para distintos valores de σ, en el

intervalo 0,1 ≤ σ ≤ 10.

En la se

ión 4.3.2 se presenta un estudio realizado sobre la distribu
ión de ta-

maños de dominios magnéti
os para distintos valores de σ.

La ter
er se

ión (4.3.3) involu
ra un análisis de los efe
tos de tamaño �nito para

los distintos regímenes men
ionados.

Por último en la se

ión 4.3.4 se realiza un 
ál
ulo analíti
o de los distintos mo-

mentos de la distribu
ión de distan
ias de intera

ión, su dependen
ia 
on el

parámetro σ y sus rela
iones 
on las distintas dinámi
as observadas.

4.3.1. Análisis y dis
usión de la dinámi
a de evolu
ión

Como puede verse en la �guras 4.1 (a) y 4.1 (b), la dependen
ia temporal del

parámetro de orden (ρ(t)) sigue 
omportamientos dinámi
os diferentes para los distintos

valores de parámetro σ en el intervalo 0,1 ≤ σ ≤ 10.
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Figura 4.1: a) Grá�
o Lineal-logarítmi
o de la evolu
ión temporal de la densidad de

interfa
es (ρ) medido para valores del parámetro de 
ontrol σ en el intervalo 0,1 ≤ σ ≤ 1
y b) Grá�
o Log-log de la evolu
ión temporal de ρ medidos para diferentes valores del

parámetro σ en el intervalo 1 ≤ σ ≤ 10. La línea llena 
orresponde a los resultados

para la evolu
ión dinámi
a del MVE-1D. Los datos fueron obtenidos para sistemas de

tamaño L = 1× 105 y promediados hasta ns = 500 
on�gura
iones.

Estos 
omportamientos fueron agrupados en tres regiones:

Para la región 0,1 ≤ σ ≤ 0,7, 
omo se muestra en la �gura 4.1(a), el sistema

presenta una dependen
ia exponen
ial de la forma ρ(t) = ρ0e
−(t/τ)

en la que

se observa para las primeras dos dé
adas una evolu
ión temporal 
on un muy

lento de
aimiento (
on ρ(t) ≈ 
te), 
omo es esperado para tiempos menores al

tiempo 
ara
terísti
o (τ). Luego, para tiempos mayores el valor de ρ(t) disminuye

más rápido 
ausando el ordenamiento del sistema. Como se dis
ute más adelante,

en la se

ión 4.3.3, esta dependen
ia es 
onse
uen
ia de los efe
tos de tamaño

�nito y para el límite L→∞ se espera una divergen
ia del tiempo (τ), 
on una

densidad de interfa
es ρ(t) de valor medio 
onstante. De esta manera, para estimar

di
ho valor usamos el prefa
tor aso
iado al ajuste exponen
ial (ρ0), medido para

diferentes tamaños L, lo que permitió extrapolar un valor asintóti
o para 
ada

valor de σ (ver �gura 4.3(a)).
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Para la región 1 < σ < 10 el parámetro ρ(t) muestra una dinámi
a de ordena-

miento que depende 
omo una ley de poten
ia de la forma ρ(t) ∝ t−α
, en la que

α es el exponente dinámi
o aso
iado (ver �guras 4.1 (b) y 4.2). Por otra parte

en la �gura 4.3(b), se muestra que el valor de α se in
rementa 
on σ, al
anzando
para σ = 5, el exponente esperado para el MVE-1D (α = 1/2). Esto puede verse

en detalle en la �gura 4.1(b) donde la 
urva obtenida para una simula
ión del

modelo MVE-1D (línea 
ontinua), fue in
luida para una mejor 
ompara
ión. .
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=1,1 L=5x105

=1,5 L=5x104 
=2,0 L=5x104

=5,0 L=1x104

Figura 4.2: Grá�
o Log-log de la evolu
ión dinámi
a de ρ(t) obtenida para diferentes

valores del parámetro σ en el régimen donde se observan forma
iones de dominios

magnéti
os.

La �gura 4.2 muestra la veri�
a
ión del 
omportamiento 
omo ley de poten
ia

para valores de σ representativos de este intervalo. Para esto se extendieron las

simula
iones hasta 3 × 105 PMC y se sele

ionaron tamaños del sistema que

aseguren que los resultados estén libres de efe
tos de tamaño �nito

Por último, para el intervalo 0,7 < σ ≤ 1 se observa una zona de 
omportamiento

mixto entre los dos regímenes anteriores. Por un lado, no fue posible ajustar una


urva exponen
ial, y por otro, los ajustes del de
aimiento 
omo ley de poten
ia

arrojaron valores para el exponente α próximos a 
ero (ver �gura 4.3(b)). Debido

a esto se propuso, para la región próxima a σ = 1,0 una dependen
ia temporal

logarítmi
a dada por:

ρ(t) =
A

ln(t)
, (4.1)
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omo puede verse en la �gura 4.4, donde se gra�
ó la fun
ión 1/ρ(t) en fun
ión

de ln(t) para σ = 0,9, σ = 1,0 y σ = 1,1. En parti
ular para la 
urva 
on σ = 1,0
se observó un 
omportamiento lineal 
on pendiente 1/A = 0,52(1), mientras que

las 
urvas 
on σ = 0,9 y σ = 1,1 manifestaron mar
ados apartamientos de este


omportamiento. La dependen
ia logarítmi
a observada para σ = 1,0 resulta ser

análoga a la del MVE en dimensión d = 2 (MVE-2D), donde la 
onstante A está

vin
ulada 
on la 
onstante de difusión D de un 
aminante aleatorio 
oales
ente,

a partir de la rela
ión A = 2πD [5℄. De esta manera, a partir de los ajustes

realizados obtuvimos una 
onstante de difusión D = 0,306(6), algo más grande

que el valor 
orrespondiente al MVE-2D, D = 1/4 (ver �gura 4.4). La diferen
ia

de esta 
onstante efe
tiva es algo usual, ya que otros modelos pertene
ientes a la


lase universal del modelo MVE-2D también lo mani�estan [5℄. El he
ho de que

su valor sea mayor podría deberse pre
isamente a un in
remento de la difusión

por la presen
ia de intera

iones del largo al
an
e en el modelo Votante-LA.
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Figura 4.3: Grá�
o de los distintos valores de a) la densidad de interfa
es esta
ionaria

ρ0 y b) el exponente (α) aso
iados a la ley de poten
ia de la e
ua
ión 2.31 del 
apítulo

2, en fun
ión del parámetro σ. La �gura interna en (b) muestra un grá�
o líneal-log

de la derivada numéri
a de α(σ) 
on respe
to a σ, la 
ual presenta un máximo lo
al


er
ano a σ = 1,0(1).

Como síntesis, podemos de
ir que al variar el valor de σ se reprodu
en los 
ompor-

tamientos esperados para la evolu
ión dinámi
a de ρ(t) del MVE para redes regulares

en diferentes dimensiones. En parti
ular podemos detallar que la dinámi
a en la región

σ < 1 se 
orresponde a la esperada en dimensiones d > 2; para σ ≥ 5 se reprodu
e la
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dependen
ia 
orrespondiente a la dimensión d = 1 y �nalmente la dependen
ia logarít-

mi
a obtenida para el 
aso σ = 1,0 resulta 
omparable a la dinámi
a en la dimensión


ríti
a dc = 2. Sumado a esto, fue posible identi�
ar una región intermedia donde la

dinámi
a de ρ(t) mani�esta una dependen
ia 
omo ley de poten
ia, 
on un exponente

α que toma valores en el intervalo (0, 1/2) en fun
ión del valor de σ. Esto puede verse

en la �gura 4.3(b), donde se muestra el exponente α en fun
ión de σ, 
urva que mar
a

dos regiones bien de�nidas y sugiere un punto de in�exión para σ = 1. Mas aún, la

derivada numéri
a de la 
urva α(σ) (ver la �gura interna 4.3(b)) muestra un máximo

para valores de σ 
er
anos σ = 1. Este valor máximo permite distinguir los diferentes

regímenes dinámi
os del modelo Votante-LA, mostrando que para σ mayores al valor

σ = 1,0 exhibe una dinámi
a de autoordenamiento, mientras que para σ menores se

obtienen estados esta
ionarios.
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0

2

4
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 Teorica
 MVE-2D
 =0,9
 =1,0
 =1,1

 

 

1/
t)

ln (t)

Figura 4.4: Grá�
o

1
ρ
en fun
ión de ln(t) para σ = 1, 1,1 y 0,9. A su vez también se

in
luyeron, para una mejor 
ompara
ión, tanto la 
urva simulada en este trabajo para

el MVE-2D 
omo la predi

ión teóri
as para di
ho modelo, tomada de la referen
ia [4℄.

Las líneas 
ontinuas 
orresponden a un ajuste 
on la e
ua
ión 4.1. Más detalles en el

texto.

4.3.2. Forma
ión de dominios magnéti
os �aglomerados�

Con el propósito de estudiar el pro
eso de forma
ión de dominios magnéti
os, en


ada región men
ionada, se observó para valores distintos valores de σ la distribu
ión

de tamaños de dominios D(ζ) para distintos instantes de tiempos, 
omo se ve en la
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�gura 4.5. A su vez, para una mejor 
ompara
ión, también se 
al
uló di
ha distribu
ión

para los modelos MVE-1D y MVE-2D. De éste análisis, tres 
omportamientos diferentes

fueron hallados, que resultan 
onsistentes 
on los obtenidos a partir del estudio anterior.

Con este objetivo se sele

ionaron algunos valores representativos de σ para 
ada región,

los 
uales detallamos a 
ontinua
ión:

Para la región de ordenamiento exponen
ial (σ < 1) se eligió el valor σ = 0,2,
para el 
ual se halló una distribu
ión de tamaños D(ζ) angosta y esta
ionaria

para tiempos t ≤ 3 × 103 PMC, 
omo se ve en la �gura 4.5(b). En di
ha �gura

puede verse, que el valor máximo de la fun
ión D(ζ) se en
uentra 
er
ano a

uno, lo que indi
a que está 
ompuesta prin
ipalmente por dominios de tamaño

pequeños (por ejemplo monómeros, dímeros, et
.). He
ho que fue 
on�rmado de

manera grá�
a en la �gura 4.6(a), donde se exhibe una su
esión temporal de un

sistema de tamaño L = 1 × 104, que permitió identi�
ar diferentes estru
turas

espa
io-temporales del sistema.

En di
ha �gura, en el eje verti
al,los 
uadrados blan
os y negros representan los

estados si = −1 y si = +1, respe
tivamente, mientras que el eje horizontal se

representa la evolu
ión temporal. Para este 
aso, se muestra una distribu
ión

uniforme de dominios pequeños para el intervalo t < 1 × 103 (PMC), 
omo es

esperado para tiempos menores al tiempo τ (ver tabla 4.1). Luego, para t > 1×103
(PMC) se observa un progresivo in
remento en la densidad de sitios negros que

se 
orresponde un de
aimiento rápido al estado absorbente 
on M = 1.

En el otro extremo, para σ = 5 se puede observar en D(ζ) un primer máximo

agudo para tamaños pequeños y otro máximo dependiente del tiempo que se 
orre

a tamaños mayores a medida que el tiempo trans
urre (ver �gura 4.5(d)). Éste

resultado es 
onsistente 
on un pro
eso de forma
ión de grandes aglomerados,


omo sugiere la �gura 4.6(d) donde se muestra, para un sistema de tamaño L =
1 × 104, un rápido 
re
imiento. En la misma �gura se observa que el máximo

dependiente del tiempo se superpone 
on el obtenido para MVE-1D y para el

Votante-LA 
on σ = 10. Sin embargo estas dos últimas distribu
iones no presentan

el máximo 
orrespondiente a tamaños ζ ∼ 1. Esto podría deberse a una redu

ión
del al
an
e efe
tivo de la intera

ión que solo involu
raría intera

iones a primeros

ve
inos, lo que lleva a la elimina
ión de dominios pequeños aislados.

En una zona intermedia, para σ = 1,0, la �gura 4.5(
) muestra que la distribu
ión
de tamaños de dominio sigue un de
aimiento 
omo ley de poten
ia independiente

del tiempo, dado por la e
ua
ión 2.34, 
on un exponente que 
oin
ide dentro del

error 
on el resultado 
orrespondiente al modelo MVE-2D (µ = 2,02(3)), valor
que fue adi
ionalmente medido para realizar la 
ompara
ión. El 
omportamiento


omo ley de poten
ia men
ionado es 
ompatible 
on una distribu
ión 
riti
a donde

dominios de todos los tamaños se en
uentran presentes, 
omo se ve en la �gura

4.6(b), para la se
uen
ia de estados del sistema 
on L = 1×104. Cabe resaltar que
di
ha �gura muestra un pro
eso de forma
ión de dominios más lento, que resulta


ompatible 
on una evolu
ión dinámi
a logarítmi
a de la densidad de interfa
e.
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Un 
omportamiento tipo ley de poten
ia fue obtenido también para σ = 1,5
(ver �gura 4.5 (a)), pero 
on un exponente µ = 1,62(1) menor al anterior y en

a
uerdo 
on lo esperado para una dinámi
a más rápida. En éste sentido la región

1 < σ < 5 puede ser entendida 
omo una región de 
omportamiento intermedio

entre los esperados para dimensión d = 2 y d = 1 del MVE. A su vez, un valor de

un exponente µ menor, indi
a la existen
ia de dominios de mayor tamaño, 
omo

puede ser inferido de las �guras 4.6(
) donde se ve la se
uen
ia temporal de los

estados del sistema 
on L = 1 × 104, 
orrespondiente a σ = 1,5. Por su parte,

la existen
ia de una alta densidad de dominios pequeños próximos a dominios

de mayor tamaño puede interpretarse 
omo una interfa
e difusa 
on dominios no


ompa
tos, 
omo se ve para σ = 1,0 y σ = 1,5, en las �guras 4.6(b) y 4.6(
),

respe
tivamente. Esta estru
tura resulta análoga a lo observada por Dorni
 y


olaboradores para el Votante Universal en d = 2 [5℄.
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Figura 4.5: Distribu
ión de tamaños de aglomerados D(ζ) 
orrespondientes a muestras
de tamaño L = 1 × 106 para: (a) diferentes valores del parámetro σ al tiempo t = 750
PMC; (b) σ = 0,2 en distintos tiempos; (
) σ = 1 en distintos tiempos, donde la

distribu
ión para MVE-2D también fue in
luida y se indi
an 
on línea 
ontinua los

ajustes realizados 
on una ley de poten
ia y d) σ = 5 y σ = 10, en distintos tiempos

junto 
on la distribu
ión para MVE-1D para t = 750 PMC.
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Figura 4.6: Cole

ión de 
on�gura
iones del sistema de tamaño L = 1× 104. En el eje

verti
al puede verse una por
ión de la red simulada, donde los puntos negros represen-

tan sitios en el estado si = 1, mientras que sitios en el estado si = −1 se dejan 
omo

espa
ios en blan
o. El eje horizontal muestra la evolu
ión temporal de las 
on�gura
io-

nes unidimensionales. En 
ada �gura se observa: (a) para σ = 0,2 un régimen lento en

tiempos 250 ≤ t ≤ 750 PMC, el 
ual es seguido por un rápido de
aimiento al estado

absorbente 
on todos los sitios en el estado si = 1; (b) para σ = 1 un pro
eso de for-

ma
ión de aglomerados 
ara
terísti
o de un estado 
ríti
o donde se observan tamaños

de dominios en todas las es
alas; (
) para σ = 1,5 un pro
eso de ordenamiento 
on

forma
ión de grandes dominios difusos y (d) para σ = 5 un pro
eso de ordenamiento


on forma
ión de dominios 
ompa
tos.

4.3.3. El estudio de los efe
tos de tamaño �nito

En esta se

ión se estudian los efe
tos de tamaño �nito sobre la dinámi
a de ρ(t),
para valores de σ representativos de los diferentes regímenes (ver �gura 4.7). Como se

men
ionó en la se

ión 4.3.1 para σ ≤ 0,7, ρ(t) sigue una dependen
ia exponen
ial de

la forma:

ρ(t) = ρ0e
−t/τ , (4.2)
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donde el tiempo τ es el tiempo 
ara
terísti
o de di
ho de
aimiento y se vin
ula 
on el

tiempo de vida de las interfa
es. Esta dependen
ia se 
orresponde 
on la dinámi
a del

MVE-3D donde el tiempo τ es
alea 
on el tamaño L 
omo τ ∼ L. Por lo tanto, en

esta región a partir del ajuste de la evolu
ión temporal de ρ(t) 
on la e
ua
ión (4.2) es

posible hallar la dependen
ia del tiempo de vida τ 
on el tamaño del sistema, así 
omo

el valor esperado para ρ(t) en el estado esta
ionario extrapolando los valores de ρ0 al

límite L → ∞. A su vez, el prefa
tor ρ0 provee una estima
ión del tamaño medio de

los dominios 
omo:

< ζ >∼ ρ−1
0 . (4.3)

Como representante de esta región utilizamos las 
urvas obtenidas para σ = 0,2.
Los ajustes 
orrespondientes 
on la e
ua
ión 4.2, se muestran 
on líneas 
ontinuas en la

�gura 4.7(a) y los valores obtenidos para τ y ρ0 se muestran en la Tabla 4.1. De estos

resultados se obtuvo una dependen
ia del tiempo de vida 
on el tamaño de la forma:

τ ∝ Lω, (4.4)


on un valor para el exponente ω = 0,99(1) (ver �gura 4.8 (a)). A su vez, 
omo puede

verse en la �gura 4.8 (b), se obtuvo la misma dependen
ia para σ = 0,9 y σ = 0,8
(no mostrado) ambos 
on exponente ω = 0,99(1), in
luyéndose di
hos valores en el

régimen de no ordenamiento en el límite L→∞. Resultados que son 
onsistentes 
on

el 
omportamiento del MVE en redes regulares de dimensión d > 2 [8℄, así 
omo para

redes 
omplejas de alta 
one
tividad y dimensión efe
tiva in�nita, 
omo redes libre de

es
ala [8℄, redes de pequeño mundo [7℄, y grafos aleatorios [11℄.

L ρ0 τ(MCS) ns

5× 103 0,444(1) 3,45(8)× 103 3× 103

1× 104 0,448(1) 6,85(2)× 103 2,5× 103

2× 104 0,449(1) 1,29(2)× 104 2× 103

5× 104 0,449(1) 3,13(3)× 104 5× 102

1× 105 0,450(1) 6,29(4)× 104 5× 102

Cuadro 4.1: Valor medio de la densidad de interfa
es (ρ0) del estado esta
ionario y

tiempo de vida de las interfa
es (τ), obtenidos mediante el ajuste de los datos 
on la

e
ua
ión (4.2). Resultados 
orrespondientes a σ = 0,2 para sistemas de distinto tamaño

(L). Además el número de muestras simuladas (ns) es indi
ada para 
ada tamaño L.
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Figura 4.7: Grá�
o Log-log de la evolu
ión temporal de la densidad de interfa
es ρ(t)
para diferentes tamaños del sistema (L) y diferentes valores de σ: (a) σ = 0,2, (b)
σ = 1,0, y (
) σ = 1,5 y (d) σ = 5. El tamaño del sistema y el número de muestras

promediadas (ns) también se indi
a. La línea 
ontinua 
orresponde al ajuste de los

resultados mediante la e
ua
ión 4.2.
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Figura 4.8: Grá�
o Log-log de el tiempo de vida de las interfa
es τ en fun
ión del tamaño

del sistema (L), obtenido para dos valores del parámetro σ ubi
ados en la región de


ampo medio, (a) σ = 0,2 y (b) σ = 0,9. Los 
uales se eligieron por representar los

extremos opuestos de di
ha región. La línea 
ontinua indi
a los ajuste 
on la e
ua
ión

4.4 
on valores ω = 0,99(1) y ω = 0,99(1), respe
tivamente.

En base a los resultados dis
utidos y 
on el objetivo de dar una visión uni�
ada del

pro
eso de de
aimiento, se propuso la siguiente rela
ión de es
ala:

ρ(t, L) ∝ L

τ
f(t/τ), (4.5)

donde f(t/τ) es la fun
ión es
ala propia de 
ada régimen.

La �gura 4.9 (a) muestra el 
olapso obtenido utilizando la dependen
ia τ = L para

σ = 0,2. A partir de este resultado puede obtenerse la fun
ión de es
ala para el régimen

σ < 1, que esta dada por f(t/τ) ≈ e−(t/τ)
. De esta manera, la ley de es
ala propuesta en

la e
ua
ión 4.5 permitió determinar la dependen
ia del tiempo de vida de las interfa
es

(τ) 
on el tamaño del sistema L, en todos los regímenes. Esto puede verse en las �guras

4.9 (b) 4.9 (
) y 4.9 (d) donde fueron 
olapsados los datos simulados para σ = 1,0
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(�gura 4.7(b)), σ = 1,5 (�gura 4.7(
)) y σ = 5,0 (�gura 4.7(d)), respe
tivamente. En

estas �guras se puede ver que para σ = 1,0, el mejor 
olapso se obtuvo para una

dependen
ia de la forma τ ∝ L ln(L), resultado que se 
orresponde 
on el esperado

para el (MVE-2D) [8℄. En la región de σ > 1 se obtuvieron los mejores 
olapsos, para

σ = 1,5 
on una dependen
ia de la forma τ ∝ L1,4
y para σ = 5 
on la rela
ión τ ∝ L2

,

lo que pare
e indi
ar que en esta región el exponente ω 
re
e 
on σ hasta al
anzar un

valor máximo 
onsistente 
on el MVE-1D y 
on redes 
omplejas libres de es
ala 
on

dimensión efe
tiva d = 1 [8℄.

Figura 4.9: Fun
ión de es
ala 
orrespondiente a la evolu
ión temporal de la densidad

de interfa
es ρ(t), obtenida para distintos valores de σ: (a) σ = 0,2 , (b) σ = 1 , (
)

σ = 1,5 y (d) σ = 5.

4.3.4. La distribu
ión de distan
ias de intera

ión

De lo dis
utido en las se

iones anteriores fue posible 
ara
terizar el 
omportamiento

del modelo Votante-LA en fun
ión de σ, pudiéndose rela
ionar 
on un 
omportamiento

multidimensional rela
ionado al MVE en 
ualquier dimensión entera. Así mismo, se

observó una región intermedia entre σ = 1 (MVE-2D) y σ = 5 (MVE-1D) donde

existe un 
omportamiento 
omo ley de poten
ia de ρ(t), 
on exponentes que dependen

del valor de σ. Resultado que es 
onsistente 
on los reportados en redes fra
tales de
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dimensión 1 < df < 2 [12℄, donde se observa una dependen
ia del exponente 
on la

dimensión de la red.

Por lo tanto, 
ono
iendo la manera en que las intera

iones son generadas, es posible

suponer que la prin
ipal diferen
ia entre los distintos regímenes puede deberse a la

distan
ia media de intera

ión así 
omo a sus �u
tua
iones. Por esto, y 
on la idea

validar esta a�rma
ión se 
al
ularon para algunos valores de σ, el primer y el segundo

momento de la distribu
ión de distan
ias de intera

ión de largo al
an
e, de�nidos


omo:

< r >=

∫ L

1

r
Aσ

rd+σ
dr y < r2 >=

∫ L

1

r2
Aσ

rd+σ
dr, (4.6)

(4.7)

donde la 
onstante de normaliza
ión vale:

A =
1

∫ L

1
1/r1+σdr

. (4.8)

A su vez, a partir de estos momentos se 
al
ularon las �u
tua
iones de la distan
ia

media 
omo:

< ∆r >=
√
< r2 > − < r >2.. (4.9)

Magnitud 
on la que se pudo estable
er una posible 
ausa para los distintos 
ompor-

tamientos observados para diferentes valores de σ, sus dimensiones efe
tivas, así 
omo

las maneras en que estas magnitudes es
alan en el límite L→∞. Los resultados men-


ionados a 
ontinua
ión se muestran, para una mayor 
laridad en la Tabla 4.2.

Para σ < 1: < r > y < r2 > muestran una fuerte dependen
ia 
on el tamaño y

ambos momentos resultan divergentes en el límite L→∞. Estos resultados están

en 
orresponden
ia 
on los regímenes de tipo 
ampo medio o de alta 
one
tividad


ara
terísti
os de mayores dimensiones.

Para σ = 1: se observa una dependen
ia logarítmi
a 
on el tamaño L, para el

primer momento (< r >), mientras que < r2 > presenta una dependen
ia lineal.

Este 
omportamiento logarítmi
o de < r > puede ser entendido 
omo un punto

límite entre un 
omportamiento de 
ampo medio, donde el número de ve
ino se

in
rementa linealmente 
on el tamaño y las dimensiones sub
ríti
as del MVE,

donde el número de ve
inos es independiente del tamaño del sistema. Por otra

parte, 
abe men
ionar que a pesar de que ambos momentos son divergentes en el

limite termodinámi
o, la dependen
ia del valor medio para un tamaño dado es más

débil que la que se mani�esta en las �u
tua
ión (por ejemplo, para L = 1 × 106,
la distan
ia media vale < r >∼ 13, y la �u
tua
ión < ∆r >∼ 1000). Estos
resultados llevan a aso
iar a σ = 1 
on la dimensión 
ríti
a del MVE (dc = 2).

Por otro lado, la región 1 < σ ≤ 2 puede ser entendida 
omo otra zona intermedia,

donde < r > es una magnitud 
onvergente dependiente de σ pero sus �u
tua
iones
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son grandes de una manera similar al 
aso σ ≤ 1. Esta 
ara
terísti
a podría

vin
ularse 
on las �u
tua
iones en el tamaño de los dominios observadas en las

�gura 4.6(b) y 4.6(
). Para σ > 2, los dos momentos se vuelven 
onvergentes, lo

que da lugar a un régimen de ordenamiento donde ambos momentos dependen de

σ y 
oin
iden para σ →∞ 
on los valores esperados para el modelo MVE-1D.

Régimen Dependen
ia Comportamiento L→∞
(σ) de los momentos asintóti
o


on el tamaño (L)

σ = 0 < r >= (L−1)
ln(L)

< r >∼ L
ln(L)

∞
< r2 >= (L2−1)

2 ln(L)
< r2 >∼ L2

2 ln(L)
∞

0 < σ < 1 < r >= ( σ
1−σ

) (L
1−σ−1)

(1−L−σ)
< r >∼ ( σ

1−σ
)L1−σ ∞

< r2 >= ( σ
2−σ

) (L
2−σ−1)

(1−L−σ)
< r2 >∼ ( σ

2−σ
)L2−σ ∞

σ = 1 < r >= ln(L)
(1−L−1)

< r >∼ ln(L) ∞
< r2 >= (L−1)

(1−L−1)
< r2 >∼ L ∞

1 < σ ≤ 2 < r >= ( σ
σ−1

) (1−L1−σ)
(1−L−σ)

< r >∼ ( σ
σ−1

)(1− L1−σ) σ
σ−1

< r2 >= ( σ
σ−2

) (1−L2−σ)
(1−L−σ)

< r2 >∼ ( σ
σ−2

)(1− L2−σ) ∞
σ = 2 < r > 2× (1−L−1)

(1−L−2)
< r >∼ 2× (1− L−1) 2

< r2 >= 2 ln(L)
(1−L−2)

< r2 >∼ 2× ln(L) ∞
σ > 2 < r >= ( σ

σ−1
) (1−L1−σ)
(1−L−σ)

< r >∼ ( σ
σ−1

)(1− L1−σ) σ
σ−1

< r2 >= ( σ
σ−2

) (1−L2−σ)
(1−L−σ)

< r2 >∼ ( σ
σ−2

)(1− L2−σ) σ
σ−2

σ →∞ < r >∼ 1× (1−L1−σ)
(1−L−σ)

< r >∼ 1− L1−σ 1

< r2 >∼ 1× (1−L2−σ)
(1−L−σ)

< r2 >∼ 1− L2−σ 1

Cuadro 4.2: Resultados analíti
os para el primer (< r >) y segundo momento (< r2 >)
de la distribu
ión de distan
ias de intera

ión, obtenida a partir de la e
ua
ión (4.7)

para diferentes valores del parámetro σ.

4.4. Con
lusiones

Los 
uatro análisis realizados permiten estable
er una analogía entre el modelo pro-

puesto Votante-LA para dimensión d = 1 y el modelo MVE en redes regulares de


ualquier dimensión. En este sentido, se eviden
ió un 
omportamiento multidimensio-

nal efe
tivo al modi�
ar el parámetro que 
ontrola el al
an
e de la intera

ión:

Los resultados obtenidos para σ < 1 pueden ser rela
ionados 
on el 
omporta-

miento dinámi
o del MVE en dimensiones mayores que la 
ríti
a d > 2, donde
los sistemas al
anzan en el límite de tamaño in�nito un estado esta
ionario 
on

un valor medio de la densidad de interfa
es 
onstante. En éste régimen tanto el

valor medio de la distan
ia de intera

ión 〈r〉 
omo su segundo momento 〈r2〉 son
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magnitudes divergentes lo resulta ser a
orde 
on una intera

ión global en que

todos los sitios de la red intera
túan 
on la misma intensidad. En el 
aso de ta-

maños �nitos L, 
omo los utilizados en las simula
iones, las �u
tua
iones siempre

llevan al sistema ha
ia uno de sus dos estados absorbentes. Para 0,7 < σ < 1,0 se

muestra una dinámi
a lenta, sin una distribu
ión de tamaños de dominios libre

de es
ala, 
on efe
tos de tamaño �nito del tipo observado para valores σ < 0,7 y


on ambos momentos < r > y < r2 > divergentes. Llevando a aso
iar esta región

a un 
omportamiento de transi
ión entre σ < 0,7 y σ = 1,0.

Para σ = 1 los resultados se 
orresponden 
on los del modelo MVE-2D, 
on un


omportamiento dinámi
o de tipo logarítmi
o y una distribu
ión de tamaños de

dominios magnéti
os libre de es
ala. En 
uanto a la distribu
ión de distan
ias de

intera

ión ambos momentos divergen, 
on la salvedad de que la dependen
ia del

valor medio 
on el tamaño es menor.

Para 1 < σ ≤ 2 se observa una dinámi
a de ordenamiento 
omo ley de poten
ia


on exponentes que son fun
iones 
ontinuas de σ. Por su parte la distribu
ión de

tamaños de dominios sigue una ley de poten
ia, lo 
ual es una de las 
ara
terísti
as

esperadas de la invarian
ia de es
ala. En parti
ular para σ = 2, la distribu
ión de

tamaños se aparta levemente de una ley poten
ia. A su vez la distan
ia media de

intera

ión 
onverge para el límite L→∞ a un valor 
onstante 〈r〉 ≤ 2, mientras

que las �u
tua
iones de esta magnitud (< ∆r >) son es divergentes.

Para σ > 2 también se obtiene un de
aimiento (σ-dependiente) 
omo ley de

poten
ia de la densidad de interfa
es y una distribu
ión de tamaños de dominios

tendientes a la de MVE-1D. En este 
aso ambos momentos de la distribu
ión de

distan
ias 
onvergen en el límite L → ∞ a valores 
er
anos a 1. Para σ ≥ 5, los
resultados son 
onsistentes al 
omportamiento del (MVE-1D).
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Capítulo 5

Estudio de la dinámi
a del Modelo de

Votante 
on vuelos de Lèvy

5.1. Ante
edentes

Este 
apítulo aborda otra versión del modelo de votante 
on una dinámi
a mixta, que

in
luye la 
orrespondiente al modelo votante estandar (primeros ve
inos) (MVE), junto


on una dinámi
a difusiva produ
ida mediante inter
ambios de espines 
omo vuelos

de Lèvy (Votante-Lèvy). Para más detalles, puede verse en la se

ión 2.3.3, donde se

des
ribe el modelo propuesto y su 
orrespondiente algoritmo.

Como ante
edentes, se puede men
ionar que una dinámi
a de inter
ambios similar

ha sido utilizada para el 
aminante aleatorio de�nido por Hioe en 1984 [1℄, 
ontexto

donde 
ada inter
ambio se entiende 
omo un salto o vuelo de Lèvy. Re
ientemente,

se han obtenido resultados que indi
an la presen
ia de diferentes regímenes dinámi
os

dependientes de σ al in
orporar vuelos de Lèvy en las dinámi
as usuales (
orto al
an
e)

de modelos sin equilibrio. En parti
ular la referen
ia [2℄, des
ribe su uso en modelos

pertene
ientes a las 
lases de Paridad Conservada (PC) y Per
ola
ión Dirigida (PD).

Por otro lado, 
omo ya se men
ionó en el 
apítulo 1, la dinámi
a mixta propuesta

también fue utilizada en el modelo de Ising 
inéti
o [3℄ 
on el 
ual fue posible obtener

los exponentes 
ríti
os del modelo Ising-LA, ya des
rito en el 
apítulo 3. Por lo tanto,

el interés en esta tesis fue veri�
ar si el me
anismo de dinámi
a mixta utilizado para

simular intera

iones de largo al
an
e, resulta valido para reprodu
ir el 
omportamiento

dinámi
o del modelo Votante-LA. Los resultados obtenidos servirán 
omo una etapa

previa al estudio de la dinámi
a 
ríti
a del modelo de Ising-Lèvy, la 
ual se aborda en

el siguiente 
apítulo.

5.2. Detalle de las simula
iones

Las simula
iones fueron realizadas en redes unidimensionales, utilizando 
ondi
io-

nes de frontera periódi
as, 
on valores del parámetro que 
ontrola el al
an
e de las

intera

iones representativos de los diferentes regímenes observados en el Votante-

LA (σ = 0, 2, 0, 5, 1,0, 2,0, y 5,0). Los tamaños fueron sele

ionados en el intervalo
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A 
ontinua
ión se des
riben los distintos regímenes observados:

Las 
urvas 
orrespondientes a σ = 0,2 y 0,5 presentan el de
aimiento exponen-


ial 
ara
terísti
o del régimen esta
ionario en el límite L→∞, las 
uales fueron

ajustadas 
on la e
ua
ión 2.33 (ver �guras 5.3). A partir de este ajuste fue posible

determinar el valor medio de la densidad de interfa
es en el estado esta
ionario

ρ0 y el tiempo de vida de las interfa
es τ presentados en la Tabla 5.1. Los valo-

res obtenidos para τ son próximos a los 
orrespondientes al modelo Votante-LA,

que también se in
luyen en la Tabla 5.1 para fa
ilitar la le
tura. Por su parte la

densidad de interfa
es en el estado esta
ionario ρ0 muestra un 
omportamiento


onvergente 
on el tamaño del sistema L y una menor sensibilidad 
on el paráme-

tro σ relativo al modelo Votante-LA. Los resultados des
riptos permiten 
on�rmar

la existen
ia de un régimen esta
ionario donde el sistema no se ordena en el límite

termodinámi
o para σ < 1 análogo al MVE 
on d > 2 [4℄

σ = 0,2
Modelos ρ0 τ ns

Voter-Lèvy 0,446(1) 5,45(1)× 103 1000

L = 1× 104

Voter-Lèvy 0,453(1) 2,70(1)× 104 1000

L = 5× 104

Voter-Lèvy 0,455(1) 5,60(1)× 104 600

L = 1× 105

Voter-LA 0,450(2) 6,29(4)× 104 500

L = 1× 105

σ = 0,5
Modelos ρ0 τ ns

Voter-Lèvy 0, 438(1) 5, 60(1)× 103 1000

L = 1× 104

Voter-Lèvy 0, 444(1) 2, 60(1)× 104 1000

L = 5× 104

Voter-Lèvy 0, 443(1) 5, 50(1)× 104 600

L = 1× 105

Voter-LA 0, 372(1) 6, 38(5)× 104 500

L = 1× 105

Cuadro 5.1: Valor medio de la densidad de interfa
es (ρ0) del estado esta
ionario y

tiempo de vida de las interfa
es (τ), obtenidos mediante el ajuste de los datos 
on la

e
ua
ión 4.2 (ver grá�
os 5.3 (a) y 5.3 (b)). Los resultados 
orresponden a los modelos

Votante-Lèvy y Votante-LA para σ = 0, 2 y 0, 5. En la última 
olumna, se indi
a el

número de 
on�gura
iones promediadas.

Para σ = 1 la �gura 5.1 indi
a una dinámi
a lenta que se aso
ia a un pro
eso

de orden que evolu
iona logarítmi
amente. Esto último se eviden
ia 
on mayor
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Modelos 1/A D ns

Votante-Lèvy 0,22(1) 0, 72(3) 1000
1× 104

Votante-Lèvy 0,21(1) 0,75(4) 1000
5× 104

Votante-Lèvy 0,21(1) 0,75(4) 600
1× 105

Votante-LA 0, 52(1) 0, 306(6) 500
1× 105

MVE-2D π/2 0, 25 ��

Cuadro 5.2: Constante A y 
onstante de difusión efe
tiva D, obtenidas a partir del

ajuste 
on la e
ua
ión 4.1 sobre las 
urvas de la �gura 5.2. Los resultados 
orresponden

a los modelos Votante-Lèvy y Votante-LA para σ = 1. Se indi
an también el número

de 
on�gura
iones promediadas y el tamaño del sistema. La última �la 
orresponde a

los resultados exa
tos del modelo MVE-2D tomados de las referen
ias [5, 6℄.

Para σ = 2 y 5 la densidad de interfa
es de
ae rápidamente al estado absorbente

siguiendo una ley de poten
ia, 
omo se ve en las �guras 5.1 , 5.5 (a) y 5.5 (b).

El ajuste de este 
omportamiento 
on la e
ua
ión 2.31 permite observar una

dependen
ia del exponente α 
on el valor de σ que está en buen a
uerdo 
on los

resultados obtenidos en el 
apítulo 4 para el modelo Votante-LA (ver tabla 5.3).

Más aun di
ho exponente al
anza para σ = 5,0 el valor α = 0,5 
orrespondiente

a los modelos MVE-1D [5℄ y Votante-LA para σ ≥ 5.

Modelo σ α ns

Votante-Lèvy 2 0,450(15) 600
1× 105

Votante-Lèvy 5 0,500(5) 600
1× 105

Votante-LA 2 0,424(9) 500
1× 105

Votante-LA 5 0,500(2) 500
1× 105

MVE-1D �� 0,5 ��

Cuadro 5.3: Exponente α de la densidad de interfa
es obtenido a partir del ajuste 
on

la e
ua
ión 2.31 para los valores de σ = 2,0 y σ = 5,0 y un tamaño del sistema de

L = 1 × 105 (ver �gura 5.1). Además para una rápida 
ompara
ión se muestra los

valores obtenidos en el modelo Votante-LA. En la última 
olumna se in
luyeron los

números de 
on�gura
iones promediadas y en última �la se muestra el valor exa
to del

modelo MVE-1D obtenidos de la referen
ia [5℄.
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5.3.2. Los efe
tos de tamaño �nito

A partir del 
omportamiento dinámi
o de la densidad de interfa
es des
ripto en la

se

ión anterior se rela
ionó 
ada valor de σ 
on uno de los regímenes obtenidos en el

modelo Votante-LA. Con el objetivo de veri�
ar di
ha aso
ia
ión se realizaron estudios

de los efe
tos de tamaño �nito utilizando la rela
ión de es
ala propuesta en el 
apítulo

4 (e
ua
ión 4.5) En el gra�
o interno de las �guras 5.3 (a) y 5.3 (b) puede observarse

que la fun
ión de es
ala es obtenida para τ ∝ L, lo 
ual 
on�rma que los valores de

σ < 1 pueden vin
ularse 
on el régimen esta
ionario.

En el 
aso de σ = 1 el gra�
o insertado en la �gura 5.4 muestra el 
olapso para

valores del tiempo de vida de la interfa
es dados por τ ∝ Lln(L), aso
iando di
ho


omportamiento al MVE-2D y en 
onse
uen
ia al modelo Votante-LA 
on σ = 1.
Finalmente, las �guras 5.5(a) y 5.5(b) muestran a la densidad de interfa
es en fun-


ión del tiempo para valores de σ = 2 y σ = 5, respe
tivamente. El solapamiento de las


urvas 
orrespondientes a los tamaños L = 1×104, L = 5×104 y L = 1×105 indi
a que
los efe
tos de tamaño �nito se observan a tiempos mayores a 1× 105 (PMC), ha
iendo

ne
esario la simula
ión de tamaños de sistema menores (L = 3 × 102, L = 5 × 102,
L = 1×103 y L = 5×103). El gra�
o interior muestra la fun
ión de es
ala obtenida 
on

la rela
ión τ ∝ L1,77
para σ = 2 y τ ∝ L2

para σ = 5. Este 
omportamiento permite

vin
ular σ = 2 al régimen intermedio del modelo Votante-LA y σ = 5 al régimen de


orto al
an
e del modelo Votante-LA.
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5.3.3. Las 
on�gura
iones del sistema

Una observa
ión 
omplementaria que permite 
lari�
ar los diferentes pro
esos invo-

lu
rados en los 
omportamientos dinámi
os des
riptos es la evolu
ión temporal de los

estados del sistema. La �gura 5.6 muestra las diferentes estru
turas espa
io-temporales

observadas para los distintos valores de σ. En el eje y se indi
an las 
on�gura
iones

del sistema mientras que el eje x representa el tiempo para el 
ual la 
on�gura
ión es

observada. Los puntos negros y blan
os representas espines si = 1 y si = −1, respe
-
tivamente. Para σ = 0,2 (�gura 5.6 (a)) se observa un estado desordenado que en el

intervalo temporal observado no presenta un ordenamiento apre
iable, lo 
ual es 
om-

patible 
on el 
omportamiento del modelo Votante-LA en el régimen de 
ampo medio.

Para σ = 1 (�gura 5.6 (b)) se observa una dinámi
a lenta 
on dominios en todas las

es
alas e interfa
es �difusas �, lo 
ual resulta 
ompatible 
on las observa
iones para el

modelo Votante-LA 
on σ = 1,0 y para el MVE en la dimensión 
ríti
a d = 2. Cabe
remar
ar que en ambos 
asos tanto la distan
ia media de intera

ión 
omo sus �u
tua-


iones son divergentes. El 
aso de σ = 2 presenta un 
omportamiento intermedio similar

al obtenido en el 
aso de σ = 1,5 para el modelo de Votante-LA. En la �gura 5.6(
)

se observa el 
re
imiento de grandes dominios a
ompañado 
on interfa
es �difusas �y

dominios de tamaño próximo a la unidad en su interior, lo 
ual podría vin
ularse 
on

una distan
ia media de intera

ión de 
orto al
an
e y una divergen
ia en sus �u
tua
io-

nes (ver se

ión 4.3.4). Finalmente para σ = 5 se observa un pro
eso de ordenamiento

rápido eviden
iado por el 
re
imiento los dominios 
ompa
tos 
on interfa
es de�nidas.

El mismo puede ser rela
ionado 
on un régimen de 
orto al
an
e 
on �u
tua
iones en

las distan
ias de intera

ión también de 
orto al
an
e (ver tabla 4.2).
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(a) σ = 0,2 (b) σ = 1,0

(
) σ = 2,0 (d) σ = 5,0

Figura 5.6: Cole

ión de 
on�gura
iones del sistema de tamaño L = 1× 104. En el eje

verti
al puede verse una por
ión de la red simulada, donde los puntos negros represen-

tan sitios en el estado si = 1, mientras que sitios en el estado si = −1 se dejan 
omo

espa
ios en blan
o. El eje horizontal muestra la evolu
ión temporal de las 
on�gura
io-

nes unidimensionales. En 
ada �gura se observa: (a) σ = 0,2 un régimen lento sin un


re
imiento apre
iable de dominios en el intervalo de observa
ión; (b) para σ = 1 un

pro
eso de forma
ión de aglomerados 
ara
terísti
o de un estado 
ríti
o donde se obser-

van tamaños en todas las es
alas; (
) σ = 2 un pro
eso de ordenamiento 
on forma
ión

de grandes dominios difusos y (d) σ = 5 un pro
eso de ordenamiento 
on forma
ión de

dominios 
ompa
tos.
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5.4. Con
lusiones

Los resultados des
riptos en el presente 
apítulo permiten asegurar que la dinámi
a

mixta que in
luye la dinámi
a de 
orto al
an
e del MVE y vuelos de Lèvy permite

reprodu
ir las 
ara
terísti
as relevantes del modelo Votante-LA. En este sentido se ob-

tuvieron los diferentes regímenes en fun
ión del parámetro σ observados en el modelo

Votante-LA: a) σ < 1 el 
omportamiento tipo 
ampo medio, 
on una dinámi
a ex-

ponen
ial para sistemas de tamaño �nito, vin
ulado al MVE en d > 2; b) σ = 1 un

ordenamiento logarítmi
o 
ara
terísti
o de la dimensión 
riti
a dc = 2 del MVE; 
)

σ = 2 un 
omportamiento intermedio 
on leyes de poten
ia 
uyo exponente depende de

σ y d) σ = 5 el régimen de 
orto al
an
e 
on una dinámi
a de orden 
ompatible 
on el

MVE-1D.
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Capítulo 6

Estudio de la dinámi
a 
ríti
a del

modelo de Ising ferromagnéti
o 
on

vuelos de Lèvy

6.1. Ante
edentes

Este 
apítulo se 
entra en el estudio del modelo de Ising 
inéti
o 
on inter
ambios de

Lèvy (Ising-GL), el 
ual fue des
ripto en la se

ión 2.3.4. Como ante
edente se puede

men
ionar el modelo propuesto por Droz y 
olaboradores [1℄, donde a la dinámi
a

de Glauber generalizada [2℄ se in
orpora un inter
ambio entre espines ubi
ados a una

distan
ia sele

ionada aleatoriamente utilizando una distribu
ión uniforme entre 1 <
r < L/2, siendo L el tamaño del sistema.

Este modelo, el 
ual puede ser 
onsiderado 
omo variante del modelo de Ising 
inéti
o


on dinámi
a mixta [3℄, presentó un 
omportamiento 
ríti
o 
onsistente 
on el modelo

de Ising dentro de la aproxima
ión de 
ampo medio. A partir de estas eviden
ias,

Bergensen y 
olaboradores [4℄ [5℄ propusieron reemplazar la distribu
ión de distan
ias

aleatoria por una distribu
ión pesada utilizada para simular vuelos de Lèvy (e
ua
ión

2.27). Mediante está dinámi
a mixta se obtuvieron los mismos exponentes 
ríti
os que

en el modelo de Ising 
on intera

iones de largo al
an
e que de
aen algebrai
amente 
on

la distan
ia (Ising-LA), estudiado en el 
apítulo 3. Por otro parte, en los 
apítulos 4 y 5

se demostró la equivalen
ia entre el 
omportamiento dinámi
o de los modelos de votante


on intera

iones de largo al
an
e (Votante-LA) y 
on dinámi
a mixta (Votante-Lèvy).

Este resultado indi
a que la introdu

ión de vuelos de Lèvy a la dinámi
a de 
orto

al
an
e del modelo de votante estándar permite obtener el 
omportamiento del modelo


on intera

iones de largo al
an
e que de
aen en forma algebrai
a 
on la distan
ia. De

lo expuesto resulta relevante estudiar la evolu
ión dinámi
a en el régimen de tiempos


ortos del modelo Ising-GL 
on el objetivo de determinar si la equivalen
ia observada

entre los estados de equilibrio de los modelos Ising-LA e Ising-GL es también obtenida a

partir del estudio de la dinámi
a 
ríti
a en el régimen de tiempos 
ortos. Adi
ionalmente,

de 
omprobarse di
ha equivalen
ia se vin
ularían de manera robusta a ambos modelos

a una misma 
lase de universalidad.

94



6.2. Detalles de las simula
iones

La metodología utilizada en éste estudio, así 
omo el algoritmo implementado, fueron

des
riptos en detalle en el 
apítulo 2 se

ión 2.3.4. Las simula
iones Monte Carlo fueron

realizadas en redes unidimensionales de tamaños L = 1×105, L = 5×105 y L = 1×106,
utilizando 
ondi
iones de frontera periódi
as. El valor del parámetro que 
ontrola el

al
an
e de las intera

iones fue �jado en σ = 0, 75, este valor 
orresponde al régimen

intermedio donde los exponentes 
ríti
os son fun
iones dependientes del parámetro σ
[6℄ y fue usado en esta tesis para estudiar el modelo Ising-LA (
apitulo 3).

6.3. Resultados y Dis
usión

Los resultados dis
utidos en el 
apítulo 3 indi
aron que la dinámi
a 
ríti
a de siste-

mas 
on intera

iones de largo al
an
e es afe
tada por el trun
amiento de las intera
-


iones, 
onse
uen
ia del tamaño �nito del sistema, llevando a que las leyes de poten
ia

sean observadas en una temperatura 
ríti
a efe
tiva sin alterar el valor de los exponen-

tes 
ríti
os. En 
onse
uen
ia el primer paso fue obtener las leyes de poten
ia esperadas

en el punto 
ríti
o y 
ara
terizar los efe
tos de tamaño �nito de modo sea posible deter-

minar si los mismos afe
tan a los exponentes 
ríti
os del modelo Ising-GL. Finalmente

y a partir de estos resultados se determinarán los exponentes 
ríti
os.

6.3.1. Determina
ión del intervalo de validez de las leyes de

poten
ia 
orrespondientes a la dinámi
a 
ríti
a de rela-

ja
ión

Para obtener la temperatura a la 
ual se observa el 
omportamiento 
omo ley de

poten
ia en la dinámi
a 
ríti
a de relaja
ión (DCR), se utilizó la misma metodología

que el modelo Ising-LA, des
ripta en el 
apítulo 3. La �gura 6.1 muestra la relaja
ión

de la magnetiza
ión (M(t)) para diferentes temperaturas en la región 
ríti
a y para un

tamaño de sistema L = 1× 106. En el gra�
o interior se observan las dln(M(t))/dln(t)
obtenidas en forma numéri
a para tres de las temperaturas mostradas en el panel prin
i-

pal. A partir del grá�
o interior se determinó a la 
urva 
orrespondiente a Tc = 1, 557(1)

omo aquella que sigue un 
omportamiento tipo la ley de poten
ia, es de
ir muestra

una derivada 
onstante de valor 0, 20(2). Por su parte, desde el mismo gra�
o se estimó

el intervalo de validez de ley de poten
ia entre 300 PMC (tmic) y 5× 103 (tmax). El úl-

timo valor rela
ionado al tiempo para el 
ual los efe
tos de tamaño �nito desvían todas


urvas ha
ia el estado paramagnéti
o. El análisis anterior fue 
omplementado bus
ando

la 
urva que mejor ajusta a la ley de poten
ia dada por la e
ua
ión 2.13. El intervalo

de ajuste y el exponente β/νz = 0, 19(1) resultaron 
onsistentes 
on los previamente

determinados. Las barras de error en la temperatura 
ríti
a efe
tiva se determinaron

a partir de las 
urvas que presentan una notable pero pequeña desvia
ión de la ley de

poten
ia. Resulta interesante men
ionar que el valor obtenido de Tc no está muy alejado


on el valor reportado por Bergensen y 
olaboradores Tc = 1, 46 [4℄. La dis
repan
ia
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interior de la �gura 6.1). Por otro lado, la presen
ia de intera

iones que de
aen en

forma algebrai
a 
on la distan
ia puede produ
ir un 
orrimiento de la temperatura a

la 
ual se las leyes de poten
ia son observadas. En el 
apítulo 3 se probó que di
ho


orrimiento es fun
ión del al
an
e real de la intera

ión (N) el 
ual es determinado por

el trun
amiento debido al tamaño �nito del sistema. En 
onse
uen
ia en el 
aso del

modelo Ising-LA se habló de una temperatura 
ríti
a efe
tiva Tc(N). A partir de esto,

y 
on el objetivo de 
ara
terizar los efe
tos de tamaño �nito en el modelo Ising-GL

se estudiará la dinámi
a de relaja
ión para dos tamaños del sistema L = 5 × 105 y

L = 1× 105, menores que el utilizado previamente L = 1× 106.
Apli
ando el pro
edimiento ya des
ripto se determinaron las temperaturas 
ríti
as

efe
tivas a las que se observan las leyes de poten
ia, las 
uales fueron 
oin
identes dentro

del error 
on el valor obtenido para el tamaño L = 1×106 (ver �gura 6.1). Por su parte

el intervalo de validez de las leyes de poten
ia se redujo notablemente llegando a ser

menor a una dé
ada para el 
aso del tamaño L = 1 × 105. Esto último di�
ultó la

determina
ión de los exponentes 
ríti
os para el tamaño menor. Cabe men
ionar que la

menor sensibilidad de la temperatura 
ríti
a 
on el tamaño podría estar rela
iona 
on

dos he
hos, por un lado los tamaños estudiados son dos órdenes de magnitud mayores a

los estudiados en el 
aso del modelo Ising-LA 
on lo 
ual es posible que la dependen
ia

Tc(N) quede enmas
arada por el error. Por otra parte, la evolu
ión temporal del sistema

se ve menos afe
tada debido a que la dinámi
a de inversión del espín es de 
orto al
an
e

no siendo trun
ada por el tamaño �nito del sistema y la dinámi
a de inter
ambio no

depende ni del estado global de la red ni de la temperatura utilizada.

En el 
aso de los exponentes de las leyes de poten
ia el solapamiento de las tres


urvas de relaja
ión indi
a que no son afe
tados. Sumado a esto, el intervalo de validez

de la ley de poten
ia del tamaño L = 1× 106 mayor a una dé
ada demuestra que este

tamaño es su�
ientemente grande para obtener los exponentes 
ríti
os del modelo Ising-

GL. En lo siguiente 
onsideraremos que la temperatura determinada desde la DCR de

la magnetiza
ión es la temperatura 
ríti
a del modelo Ising-GL.
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ponente θ obtenido para el modelo Ising-GL 
on
uerda 
on los del modelo Ising-LA

dentro de las barras de error y se en
uentra próximo a las predi

iones de GR. Por

su parte el exponente z di�ere notablemente del obtenido en esta tesis para el modelo

Ising-LA, pero 
on
uerda 
on el valor de GR. Esto último no es un resultado extraño

ya este exponente depende de la dinámi
a utilizada.

Exp Ising-GL Ising-GL Ising-GL Ising-LA Ising-LA GR

DCR DCTC MCE DCR DCTC

β/ν 0,141(8) 0,11(2) ���� 0,109(6) 0,130(9) 0,125 [7℄

1/ν 0,496(8) ��� 0,54(3)[4℄ 0,48(2) ��� 0,4765 [8℄

γ/ν ���- 0,77(2) 0,65(3)[4℄ ���� 0,74(1) 0,75 [7℄

z 0,741(5) 0,76(2) ���� 0,84(2) 0,839(8) 0,775 [8℄

θ ��� 0,19(2) ���� ���- 0,201(4) 0,2171[8℄

Cuadro 6.3: Exponentes 
ríti
os del modelo Ising-GL (2da y 3ra 
olumna) e Ising-LA

(5ta y 6ta 
olumna), obtenidos en la presente tesis mediante estudios de la dinámi
a


ríti
a. La tabla también in
luye los resultados de simula
iones Monte Carlo en Equi-

librio (MCE) para el modelo Ising-GL (4ta 
olumna) tomados de la referen
ia [4℄ y

las predi

iones de Grupo de Renormaliza
ión (GR) para el modelo de Ising-LA ( 7ma


olumna) [7, 8℄

6.4. Con
lusiones

A partir de la obten
ión de leyes de poten
ia en ambas dinámi
as 
ríti
as (DCR

y DCTC) a la misma temperatura, se veri�
o la presen
ia de una transi
ión de fase


ontinua en el modelo Ising-GL. Los 
orrespondientes exponentes 
ríti
os β/ν, 1/ν y

γ/ν fueron 
onsistentes entre si (ver Tabla 6.3) y están en buen a
uerdo 
on los valores

obtenidos para el Ising-LA, tanto en esta tesis (
apítulo 3), 
omo 
on las predi

iones de

Grupo de Renormaliza
ión (TGR) y simula
iones Monte Carlo en estados de equilibrio

(MCE) [7, 8℄. Para 
al
ular el exponente β/ν se utilizó la rela
ión de hiperes
ala (d −
2β/ν = γ/ν), por lo que su a
uerdo veri�
a también di
ha rela
ión para este modelo. En


uanto a los exponentes 
ríti
os dinámi
os el valor de θ obtenido para el modelo Ising-

GL 
on
uerda 
on los resultados del modelo Ising-LA dentro de las barras de error, 
omo

se puede ver en la Tabla 6.3. Mientras que para el exponente z se observó por un lado

un buen a
uerdo 
on el resultado de GR para el modelo Ising-LA, pero dis
repan
ias


on los resultados provenientes de los estudios dinámi
os (
apítulo 3). Esto último no

es un resultado extraño ya este exponente depende de la dinámi
a utilizada.

De lo expuesto hemos estable
ido que los modelos Ising-LA e Ising-GL pertene
en

a la misma 
lase de universalidad para el valor del parámetro de 
ontrol del al
an
e de

las intera

iones estudiado σ = 0, 75.
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Capítulo 7

Con
lusiones Generales

7.0.1. Sobre la dinámi
a de modelos 
on intera

iones que de-


aen de manera algebrai
a 
on la distan
ia

En los dos primeros 
apítulos de esta tesis se estudió la dinámi
a de modelos los de

Ising y Votante 
on intera

iones de largo al
an
e que de
aen de manera algebrai
a 
on

la distan
ia. En el primer modelo (Ising-LA), para la 
onstante de a
oplamiento J(r) ∼
1/rd+σ, tomamos el valor de σ = 0,75 
omo representante de la región no 
lási
a. Para

este valor se obtuvieron los exponentes 
ríti
os β, ν, γ así 
omo el exponente dinámi
o θ,
todos en buen a
uerdo 
on los obtenidos por otros autores mediante simula
iones Monte

Carlo de equilibrio y 
ál
ulos de Grupo de Renormaliza
ión (GR). De esta manera se


omprobó la validez del estudio de las dinámi
as 
ríti
as de relaja
ión (DCR) y de

tiempos 
ortos (DCTC), 
omo un métodos alternativo para obtener los exponentes


ríti
os del modelo. Método que tiene 
omo ventaja, frente a una simula
ión Monte

Carlo de equilibrio, el en
ontrase libre del efe
to de enlente
imiento 
ríti
o.

A su vez, observamos que las leyes de poten
ia que determinan los exponentes

de la dinámi
a 
ríti
a se obtuvieron para valores de temperatura 
ríti
a �efe
tiva

�dependientes del el al
an
e de las intera

iones (N), determinado por el trun
amien-

to de las mismas debido al tamaño �nito de los sistemas simulados. Observa
ión que

no había sido reportada hasta la presente tesis por estudios anteriores de la dinámi
a


ríti
a de este modelo. Respe
to a éste resultado, se supuso que la dependen
ia de la

temperatura 
ríti
a efe
tiva 
on el al
an
e se debe a que el trun
amiento de la intera
-


ión afe
ta ne
esariamente la probabilidad de transi
ión de la dinámi
a implementada.

Esto se debería a que en estos 
asos la probabilidad de transi
ión siempre di�ere entre

sistemas 
on distintos al
an
e N al estar trun
ado el 
al
ulo de energía. De manera

que en modelos 
on intera

iones de largo al
an
e, variar el valor de la temperatura de

simula
ión permite 
ompensar los efe
tos 
ausados por el trun
amiento en el al
an
e de

la intera

ión en la dinámi
a. Basados en esta suposi
ión los distintos valores de tem-

peratura 
ríti
a efe
tiva fueron ajustados satisfa
toriamente 
on la rela
ión de es
ala

T (N) = T (∞) + A/NxT
, 
on un exponente xT = 1/ν. El valor para xT se propuso en

analogía 
on el es
aleo de tamaño �nito, al 
onsiderar el 
aso parti
ular en que al
an
e

N toma su valor máximo Nmax = L/2 donde el trun
amiento se produ
e 
omo un efe
-

to de tamaño �nito y se espera que di
ha rela
ión se 
orresponda 
on la que satisfa
e
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la temperatura 
ríti
a efe
tiva en una simula
ión en equilibrio. En este sentido, queda

planteado 
omo un objetivo futuro el que di
ha rela
ión sea veri�
ada para otros valores

de σ tanto en la región no 
lási
a 
omo en la región de 
ampo medio (σ ≤ 0,5) donde
se espera un exponente xT = 1/ν = σ.

Para el modelo de Votante se implementaron intera

iones de largo al
an
e probabi-

listi
as utilizando una distribu
ión de distan
ias dada por P (r) ∼ 1/rd+σ
(Votante-LA).

En este 
aso se realizó un estudio sobre la dependen
ia de la dinámi
a fuera de equilibrio

en fun
ión de σ. A partir de los resultados obtenidos fue posible determinar para una

red unidimensional mediante estudios independientes, los distintos 
omportamientos en

la dinámi
a fuera de equilibrio del modelo Votante Estándar (MVE): i) para σ ≥ 5 una
dinámi
a de ordenamiento equivalente a la del MVE en d = 1; ii) para σ = 1 una diná-
mi
a de ordenamiento 
onsistente 
on la dimensión 
ríti
a del MVE (dc = 2) y iii) para
0 < σ < 1 estados esta
ionarios que se ordenan por efe
to de tamaño �nito 
onsistentes


on el MVE para d > 2. En parti
ular los resultados obtenidos en la región intermedia

(1 ≤ σ ≤ 5) resultan de espe
ial interés. El 
aso σ = 1 debido a que reprodujo los

aspe
tos mas relevantes observados en la dimensión 
ríti
a del MVE, 
omo son una

dinámi
a de ordenamiento 
on dependen
ia logarítmi
a y una distribu
ión de tamaños

de dominios invariante de es
ala. Por otra parte la región 1 < σ ≤ 2 se observa además

de la invarian
ia de es
ala en la distribu
ión de tamaños de dominios una dinámi
a de

ordenamiento 
omo ley de poten
ia 
on exponentes dependientes de σ, 
omportamiento

que ha sido observado en dimensiones fra
tales 1 < df < 2.

7.0.2. El uso de vuelos de Lèvy para simular la dinámi
a de mo-

delos 
on intera

iones que de
aen de manera algebrai
a


on la distan
ia.

En una segunda etapa se estudiaron los modelos Votante-Lèvy e Ising-GL, ambos

modelos de dinámi
a mixta, una de 
orto al
an
e (Votante o Glauber, respe
tivamente)

y otra dinámi
a de largo al
an
e entendida 
omo un vuelo de Lèvy. De los resultados

obtenidos podemos 
on
luir que este me
anismo para generar intera

iones globales

efe
tivas resulto ser válido en los dos modelos estudiados.

Para el 
aso del modelo Votante-Lèvy, la 
orresponden
ia observada 
on el 
om-

portamiento dinámi
o del Votante-LA, se demostró para valores de σ representativos

de 
ada régimen. Pudiéndose identi�
ar para los valores: σ = 0,2; σ = 1,0; σ = 2,0 y

σ = 5,0, las mismas dinámi
as de ordenamiento observadas en el Votante-LA. A su vez,

para estos 
asos, tanto la dependen
ia del tiempo de vida τ 
on el tamaño, 
omo las

estru
turas espa
io-temporales del sistema resultaron ser 
onsistentes 
on lo observado

en el Votante-LA. Cabe men
ionar que los resultados obtenidos para los valores σ = 1
y σ = 2 
obran relevan
ia ya que representan los valores umbrales que delimitan la re-

gión de 
omportamiento intermedio donde existe una fuerte dependen
ia de la dinámi
a


on σ, de manera que la 
orresponden
ia men
ionada para estos valores nos permite

suponer que la validez o
urre para todo el intervalo.

Por otra parte para el 
aso del modelo de Ising fue posible obtener a partir del
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estudio de las dinámi
as DCR y DCTC para el 
aso σ = 0,75 los exponentes 
ríti
os del
modelo Ising-LA. Lo que permite a�rmar que este algoritmo de dinámi
a mixta emula

el 
omportamiento 
ríti
o fuera de equilibrio del modelo Ising-LA. Por otra parte la

temperatura 
ríti
a resultó ser po
o sensible al tamaño del sistema, aspe
to que resulta

ser una ventaja a la hora de identi�
ar el punto 
ríti
o. Esta 
ara
terísti
a suponemos

que se debe a que la dinámi
a implementada no impli
a trun
ar una suma global 
omo el


aso anterior. Sin embargo para 
on�rmar esta suposi
ión resulta ne
esario en el futuro

estudiar 
on mayor detalle los efe
tos en la dinámi
a del trun
amiento de los vuelos

para un tamaño �jo. La equivalen
ia demostrada abre la posibilidad de implementar la

dinámi
a mixta para estudiar el 
omportamiento 
ríti
o en mayores dimensiones o en

modelos de mayor 
omplejidad, 
omo por ejemplo el modelo de Potts, de Heisenberg,

XY, et
.

Finalmente 
omo 
on
lusión general podemos a�rmar que la presen
ia de intera

io-

nes de largo al
an
e propuestas en esta tesis, en los dos modelos Votante-LA e Ising-LA,

permitió obtener en una región intermedia entre 
ampo medio y 
orto al
an
e, un 
om-

portamiento dinámi
o 
ara
terizado por leyes de poten
ia 
on exponentes dependientes

del valor de σ. Por otro lado se veri�
o que mediante la in
orpora
ión de vuelos de

Lèvy sobre los dos tipos de dinámi
as de 
orto al
an
e (Ising-Glauber y Votante Están-

dar), fue posible reprodu
ir satisfa
toriamente el 
omportamiento fuera de equilibrio

aso
iado a los respe
tivos modelos 
on intera

iones de largo al
an
e.
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