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El estudio de V-estadisticos, o promedios multiergddicos, es de particular interés para formular una
intrerrelacion entre Sistemas Dinamicos y Teoria de Numeros. Uno de los principales problemas en
esta disciplina es el estudio de lo que se denomina espectro multifractal. Este consiste, a grandes
rasgos, en la descomposicién del espacio fase en conjuntos de nivel con una estructura fractal, y de
lo que se trata es de estimar su dimension. En esta comunicacion presentaremos algunos resultados
acerca de tal descripcion, como asi también el analisis de lo que se denomina parte irregular del
espectro. Esto es tendiente al problema que menciona el titulo de la comunicacion que es de grandes
desviaciones para V-estadisticos. Este consiste esencialmente en estimar la probabilidad de que un
promedio multiergédico se aparte de una cantidad dada. Los procesos de grandes desviaciones se
describen por medio de funciones adecuadas. Se presentara una descripcién del mencionado
proceso de gran desviacién.

Palabras clave: Promedios multiergodicos, V-estadisticos, grandes desviaciones.

INTRODUCCION

Por un sistema dinamico entendemos simplemente un espacio X’ con una funcién
f que transforma cada punto de X en otro punto de X . Esto lo podemos visualizar de la

siguiente manera sea x, un punto de X entonces x, se ftransformara en el punto
x, ,=f (x,). En Teoria Ergddica se consideran las transformaciones de cada punto x en

los puntos x, =x, x,=f(x), ....,x,, = f"(x). Cada uno de los puntos asi obtenidos se

llaman las orbitas de x.

Los denominados promedios ergodicos son promedios de funciones reales definidas
sobre X a lo largo de las orbitas de puntos pertenecientes a tal espacio. Al sistema
dinamico formado por el par (X, ) se le agregara una medida de probabilidad x sobre X

de modo que tendremos un espacio de probabilidad. Mas especificamente los promedios
ergodicos se definen de la siguiente manera: sea ¢ una funcion definida sobre X, el

promedio ergddico de orden » en el punto x es

n-1

=00/ () (1)

El teorema ergodico de Birkhoff establece la convergencia del promedio anterior cuando
n — 0. Tal convergencia se da para todos los puntos del espacio excepto en un conjunto
de elementos que tiene lo que denomina medida nula, esto es la probabilidad 4 de cada

uno de esos conjuntos es 0. En general la motivacion para estudiar este tipo de promedios
es disponer de una descripcion cualitativa del comportamiento global de las orbitas, lo cual
es de interés especialmente en relacion a sistemas tan complejos que una descripcion
detallada de las mismas es poco menos que imposible.

En los denominados promedios multiergodicos se consideran distintas orbitas de cada
punto. Estos promedios aparecieron como una version dinamica del teorema de Szemeredi
en teoria combinatoria de numeros. Esta analogia fue observada por Furstemberg, quien
estudié promedios de la forma
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y prob6 que el limite para N — oo de (2) es positivo para cualquier k. Por medio de este
resultado se puede probar la existencia de progresiones aritméticas de cualquier longitud en
ciertos subconjuntos de numeros enteros.

Los V —estadisticos son promedios multiergédicos de la siguiente forma: sea » un

numero natural y sea X" el producto de »—copias del espacio X, sea @ una funcién

definida sobre X" y a valores reales, entonces los V' — estadisticos de orden » y nucleo ®©
son

Vo(rm)=— 3 O (1) f7 () @3)

1<i, i, <n,

Obviamente, para » =1 obtenemos el clasico promedio ergoadico (1).

Una estructura fractal puede aparecer por ejemplo de la siguiente manera, supongamos
gque tomamos un segmento, lo subdividimos en tres partes y le quitamos la central, a cada
de las partes que quedan las volvemos a subdividir y nos quedamos con las dos de los
extremos y asi, nos quedaria un conjunto cuya dimension no es cero ni tampoco 1, es un
conjunto de dimension fractal (fraccionaria). Un caso de fractalidad puede ocurrir si se quiere
medir la longitud de una costa, se van tomando aproximaciones por segmentos lo que daria
un conjunto de naturaleza fractal cuya dimension esta entre uno y dos. El Analisis
Multifractal consiste como, su nombre lo indica, en considerar varias estructuras fractales
por medio de una descomposicion del espacio X en conjuntos de nivel de naturaleza
fractal. El problema es describir tales conjuntos por medio de diversas funciones (entropia
topologica, dimension de Hausdorff, etc) que miden la dimension de estos conjuntos, que,
segun dijimos, no tiene por que ser entera. Aqui de nuevo se trata de lograr una descripcion
cualitativa de sistemas dinamicos cuya complejidad hace imposible un estudio mas
detallado. Tal es el caso de la prediccion del clima visto como la manifestacion de un
sistema dinamico muy complejo

En el caso concreto de V7 —estadisticos la descomposicion multifractal esta dada por

E ()= {x lim | V(x,n) = a}_ (4)

La parte irregular, o conjunto histérico, de este espectro es el conjunto de puntos x en los
cuales el limite no existe. Lo de historico es una denominacion de Ruelle y se debe a que
tales puntos pueden ser interpretados como los “cambios de época” del sistema. Por
ejemplo es sistemas que estudian comportamientos climaticos estos serian en los cuales se
producen cambios significativos en el clima. En el caso de »=1 se probo que la parte
irregular del espectro tiene dimension igual a la de todo el espacio (Thompson), o sea este
conjunto es despreciable desde el punto de vista de Teoria Ergédica (recordemos que tiene
probabilidad cero), pero sin embargo es significativo desde el punto de vista de teoria de la
dimension. El objetivo de esta comunicacion es probar que este fendmeno ocurre también
para cualquier », o sea para el caso de V-estadisticos.

Otro problema relacionado con promedios multiergédicos que nos interesa abordar en
esta comunicacion es el tema de Grandes Desviaciones. El asunto principal en este campo

es estimar el promedio de secuencias del tipo {,(4)} donde {v,} es una secuencia de

probabilidades en un espacio® y 4 es un subconjunto de X . Para describir un proceso de
gran desviacion debe encontrase una funcion 7 : ©® — [0,) tal que
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lim, , llog v,(F)< sup{!(x) ‘X E F}
n

im . tlogv, (U)>nf{I(x):xeU}, (5)
n

donde F es un subconjunto cerrado de X y U es un subconjunto abierto de ©®. La
funcion 7 se llama funcién de razon. Esto es lo que se llama un proceso de gran desviacion
de nivel 2.

Vamos a analizar un proceso de gran desviacion para el caso de

®:M( r)=espacio de todas las medidas de probabilidad sobre X" y donde
v, =v(fx: &, (x)€ 4)), con

(=L

En esta expresion 6 representa la medida puntual de Dirac en cada x. Por medio del
llamado principio de contraccion se podra estimar la razén de convergencia de los
V —estadisticos, o sea la convergencia del promedio de la medida del conjunto

{x:V,(x,n) e J}, donde J es un intervalo real abierto o cerrado. De esta forma tendremos

un proceso de gran desviacién para V' —estadisticos. El principio de contraccion establece lo
siguiente: sea {vn} una secuencia de medidas en © que satisface un proceso de gran

desviacion de nivel 2 con funcion promedio /, sea 7:® —>R entonces la secuencia
{r‘(vn)} satisface un proceso de gran desviacion en R, con funcion promedio

g(y)=mf{I(x):x€®:7(x)=y}. Aqui 7.(v,X4)=v,(r(4)). Sea ¥: M(X’)—) R y sea
¥ M (X ’ ) — R definida por fP(,o) = I‘Pd,o, aplicamos entonces el principio de contraccion

Z 5f"l () [T (x)) - (6)

7] -
1<i;.i.<n,

para ¥ = 7 y luego la secuencia {"P(Vn )} va a satisfacer un principio de gran desviacion en
R. Este es proceso de gran desviacion de nivel 1. Si Jc R entonces
¥(v, E)=v, (‘i’ 1 )): v(fx:V,(x,n)}eJ) y de esta forma pueden ser estimadas
grandes desviaciones para V-estadisticos, esto es obtener cotas para los promedios

: 1 :
i, ., 1-log iV} /) "

Esto es, la probabilidad de que el promedio multiergédico considerado se aparte en un
“tiempo grande” de una cantidad dada.

RESULTADOS

Denotamos por H(Z) la entropia topologica del conjunto Z, este es un concepto

introducido por R. Bowen y que como mencionamos es una dimension. La condicion
impuesta sobre el sistema sera la denominada especificacion. Intuitivamente esta condicién
significa que las orbitas pueden aproximarse por puntos especificados previamente.
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Teorema 1: Sea (X ,f) un sistema dinamico y sea ® : X" — R una funcion continua, sea
E,” la parte irregular del espectro multifractal para V-estadisticos con nucleo @, entonces

H(E,” )= H(X).

Observacion: Este resultado fue probado mas recientemente por los autores bajo
condiciones mas débiles que la especificacion.

Bosquejo de la demostracion:

Se usa como argumento clave el siguiente principio variacional demostrado por Fan,
Schemeling y Wu

H(E, (@))=sup{i(x): [@dy = af, (8)
donde A(u)eslaentropiadelamedida y u'=uxux..xu r—veces. Sea

Mo(@)={u: [@dy” =af )
-1

y sea E (x)=1%"5, = la llamada medida empirica en x. Denotamos por G, (a) al
i=0

conjunto de los puntos x € X tal que hay una secuencia (n, ) de modo que E, (x) converja
a una medida € M, (). La demostracion se basa en los siguientes resultados

-Para a, #a, severiica G, (o, ) Gy (a2, ) = EL” .

-Para o, #a, con M (a,)# D, M, (a,)# D es valido

H(G, (al )ﬂ Gs (az )) = min{H(Gq, (951 ). H(Gy (e, ))}

Para demostrar el teorema entonces consideremos la funciéon lI“(M) = IIPd y 2 g y
sea h la entropia topolégica de todo el espacio X la cual por el principio variacional clasico
es igual sup{h(p)} tomado sobre todas medidas invariantes en X . O sea que tendremos
h=sup{h(u): e My(a)}=sup{H(E,())} con el supremo tomado sobre todos los reales
a enimagende V.

Se debe probar que H(Eq,w)z h esto se hace usando el principio variacional de Fan,
Schemeling y Wu y los resultados previamente enunciados.

Observacion: Para probar el teorema 1 bajo condiciones méas débiles que la especificacion
fue necesario extender el principio variacional bajo estas condiciones. Esto fue hecho por los
autores en (,).

Con respecto a grandes desviaciones enunciamos los principales resultados, previo a dar la
definicion del siguiente concepto: una funcién @, ;X" —R asignada a una medida v es
una funcién de energia si para cada » >1 se verifica
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llln =0

lim, ir log(infxex V(J_’S’mg (*c)) +x:V, (x, n)) >0
n

lim,_  lim___ irlc»g(supxe B, (X)) +x:V,, (x,m)<0
n

Teorema 2: Sea (X, f) un sistema dinamico, seall — M( ”) abierto y sea v una medida
de probabilidad en X', para cada funcion de energia asociada a v se tiene

]jms_)oljmn_mirlog(v(g‘n,r(x)eU))zinf{H(y)—J(I)vdy’,y’EU}, Si FCM( ’) es

n
cerrado entonces

m,  lim, irlog(v(fn,, (x)eF ))s sup{H (1) — j@vdy’, ueF } La secuencia (Lf,:n:r ('c)) es
n
la definida en la Eq. (6).

Sea ¥; X" >Ry sea G, R—>R definida por G, (1) =inf{H (u~ [®,du’ . [¥du" =1},

Teorema 3: Sea ¥; X" —»R una funcién continua y sea V7, (x,n) el V-estadistico con
nucleo ¥, si J es un intervalo real abierto vale

]jm”_mirlog(v({x:Vq,(x,n)eJ}))zilﬁrE_,{G\P(t)}, Si K es un intervalo real cerrado
n

entonces se tiene

lim, . - log(v({x: 7 (x.m) € 7}) < 5up,.¢ (G (1))

El teorema 3 sigue del teorema 2 aplicando el principio de contraccion a =Y con

¥ (p)= [wap
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