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redaccíondeestetexto.





PREFACIO

LosdosvoĺumenesdeesteCursode ḾetodosdelaF́ısica Mateḿaticacubren

loscontenidosdelcursohoḿonimodestinadoaestudiantesdelasLicenciaturasen

F́ısicadelaFacultaddeCienciasExactasyenCienciasAstrońomicasdelaFacultad

deCienciasAstrońomicasyGeof́ısicasdelaUniversidadNacionaldeLaPlata.Se

tratadeunaasignaturacuatrimestraloptativaalaqueesosestudiantespuedentener

accesoapartirdelsegundocuatrimestredeltercerãnodeesascarreras,unavezque

hayantomadocursosdeAlgebraLinealydeEcuacionesDiferenciales(adeḿasde

losb́asicos,variablecomplejaincluida).

Estetextoest́abasadoenlas Notasdel Cursode ḾetodosdelaF́ısica Ma-

teḿatica,resultadodevariosãnosdedictadodeesaasignaturaduranteloscuales

sehanidoadecuandoloscontenidosyelniveldelaexposicíonalasposibilidades

queofreceunaasignaturacuatrimestraldeestascaracteŕısticasyenesaetapadelas

mencionadascarreras.Deese modo,esasNotasfueronredactadasconelobjetode

introduciralestudianteenelmanejodeconceptosyḿetodosquehoyresultanb́asi-

cosenlaF́ısica Mateḿaticaysusaplicacionesala MećanicaCúantica,lasTeoŕıas

delasInteraccionesFundamentalesyla MateriaCondensada.

Lasteḿaticasquecubreestecursosuelenserexpuestasenlanumerosabiblio-

graf́ıadisponible(engeneral,enidiomaingĺes)deuna maneraexcesivamenteabs-

tractaoextensaparalasnecesidadesyobjetivosdelmismo.Porelcontrario,estos

dosvoĺumeneshansidoescritosbuscandointroducirlosconceptosdeformaclaray

natural,conunlenguajeadecuadoalniveldecarrerasdegrado,procurandofacilitar

lapresentacíonyafianzamientodelosconocimientos medianteunaejemplificacíon

convenientementeseleccionada.Aśı,sehabuscadomantenerelrigormateḿaticoen

lapresentacíonperoprocurandoeldesarrollodelanecesariaintuicíonsobrecada

tema.

Enesesentido,sehanevitadolascomplicacionesdeunaexposicíonexcesivamen-

teformaloabstractay,sinperderdevistalanecesariageneralidad,sehabuscado

ponerelacentoenaquellassituacionesconcretasquereflejanlosconceptosde ma-

neraḿastransparenteydondeelćalculodirectopuederesultarḿasinstructivo.
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6 PREFACIO

Aśıescomo,enelprimervolumen,laspropiedadesdelosespaciosdeHilbert

sonpresentadassinrecurriralateoŕıadela medida(loqueexcedeŕıalasposibili-

dadesdelcurso),sino medianteunaintroduccíonintuitivadelconceptodeintegral

deLebesgueque,noobstante,resultasuficienteparalosproṕositosdelcurso.Las

propiedadesespectralesdelosoperadorescompactossonderivadasyempleadaspa-

radesarrollarlosḿetodosderesolucíondeecuacionesintegralesyparaestudiarlas

propiedadesdeloperadorresolvente.Tambíenesanalizadoelproblemadelade-

terminacíondelasextensionesautoadjuntasdeoperadoressiḿetricosnoacotados,

tomandocomoejemplooperadoresdeusohabitualencursosde MećanicaCúantica.

LatransformacíondeFourieresestudiadaenelespaciodeSchawrtz,paraluegoser

extendidaalespaciodefuncionesdecuadradointegrableconlosḿetodospropiosdel

espaciodeHilbert.Poŕultimo,seincluyeunaintroduccíonalaTeoŕıadeDistribu-

cionesenlaquesepresenta(conunbuenńumerodeejemplos)desdelasdefiniciones

b́asicasdeconvergencia,derivada,primitivaytransformacíondeFourier,hastala

convolucíondedistribuciones,conaplicacíonalaresolucíondeecuacionesdiferen-

cialesenderivadasparcialesempleandosussolucionesfundamentalesofuncionesde

Green.

Elsegundovolumenest́adedicadoaunaintroduccíonalaTeoŕıade Grupos,

herramientaesencialdelas modernasteoŕıasdelaF́ısica.Aśıescomo,despúesde

lapresentacíondeloselementosgeneralesdelateoŕıa,seconsideranlaspropiedades

delosgruposdeordenfinitoysusrepresentaciones,deaplicacíon,porejemplo,ala

F́ısica MolecularydelŚolido,yelcasodelosgruposcontinuos,derelevanciapara

la MećanicaCúanticaylaF́ısicadelasInteraccionesFundamentales.

Elinteŕesenelestudiodelasrepresentaciones matricialesdelosgruposdesi-

metŕıasesmotivadoconsiderandolaecuacíondeSchr̈odingerenunpotencialcentral,

paraluegoreferirseḿasgeneralmentealosgruposdesimetŕıasdesistemascúanti-

cos.EnlapresentacíondelosgruposdeLieśoloseproponeunadescripcíonintuitiva

delasvariedadesdiferenciablesysusgruposdehomotoṕıa.Laspropiedadesdelas

álgebrasdeLiesonderivadaspreferentementeapartirdesusrepresentacionesmatri-

ciales,loqueresultaḿasaccesiblequepresentacionesḿasabstractas.Enparticular,

elestudiodelosgruposSU(2)ySO(3)ydesusrepresentacionesirreduciblesseex-

ponecon mayorextensíon,procurandogenerarapartirdeelloslasideasb́asicas

quefacilitenlaintroduccíondegruposḿascomplicadosydesuspropiedadesenlos

cursosposterioresdePart́ıculasyCamposquelorequieran.

LaclasificacíondeCartandelaśalgebrassimplesysusrepresentaciones,descritas

medianteráıces,pesosyelgrupode Weyl,sonpresentadosdemaneramuyresumida

yḿasbienat́ıtuloinformativo,dadoellimitadotiempodisponible.



PREFACIO 7

Poŕultimo,comoejemplodegrupodeLienocompactoyporsurelevanciapara

laformulacíondeteoŕıasrelativistas,esanalizadoelgrupodeLorentzysusrepre-

sentacionesirreducibles,loquepermitesuaplicacíonencursosdeTeoŕıaCúantica

deCamposoGravitacíon.

Ambosvoĺumenesfinalizanconunlistadodeejerciciospropuestos,conlosque

sebuscaafianzarycomplementarlaexposicíonpreviadecadatema.

Cabeconsignarque,sibienloscontenidosdescritosjustificaŕıaneldictadode

doscursosseparados(unode AńalisisFuncionalyotrodeTeoŕıade Grupos),el

enfoquequesehadadoaestetextohapermitidoquelosestudiantesalosque

est́adirigidoaccedieranenuncuatrimestreaconocimientosqueresultanesenciales

paralaF́ısicamoderna,satisfaciendonecesidadesconcretasdealgunasorientaciones

delasLicenciaturasenF́ısicayenCienciasAstrońomicas.

Porotraparte,sẽnalemosqueestosvoĺumenesnopretendensustituiraloslibros

quesonreferenciasusualesenestasáreas,deloscualesśolounospocoshansido

listadosenlaBibliograf́ıa,sino ḿasbienconstituirunaintroduccíonparaaquellos

querequieranunconocimientoḿasamplioyformaldelostemasaqúıtratados.

Finalmente,digamosquenuestroenfoqueest́abasadoprincipalmenteenlabi-

bliograf́ıasẽnaladaalfinaldecadacaṕıtulo.

LaPlata,diciembrede2014. HoracioA.Falomir
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Caṕıtulo1

ELEMENTOS DELA TEOŔIA DE GRUPOS

1.1. Generalidades

UngrupoGesunconjuntodeelementossobreloscualeshaydefinidaunaley

decomposicíon,·:G×G→ G,queesasociativa,conneutroeinverso,esdecir,

a)f·(g·h)=(f·g)·h,∀f,g,h∈G,

b)∃e∈G,llamadoelementoneutrooidentidad,quesatisfacee·g=g·e=

g,∀g∈G,

c)∀g∈G,∃g−1∈G,llamadosuinversa,quesatisfaceg·g−1=g−1·g=e.

Evidentemente,sif·g=h·gentoncesf=h.Enefecto,(f·g)·g−1=f·(g·g−1)=

(h·g)·g−1=h·(g·g−1)⇒ f=h.

Similarmente,sepuededemostrarqueelneutroyelinversodecualquierelemento

sońunicos.Porejemplo,sig·f=e⇒ g−1·(g·f)=(g−1·g)·f=e·f=g−1·e⇒

f=g−1.Tambíentenemosque(f·g)−1=g−1·f−1,puestoque(f·g)·(g−1·f−1)=

f·(g·g−1)·f−1=f·f−1=e.

Engeneral,laleydecomposicíonnoesconmutativa:f·g̸=g·f.UngrupoG

paraelcualf·g=g·f,∀f,g∈GsediceAbeliano1.

Ejemplo1.1.Lossiguientessonejemplosdegrupos:

elgrupoaditivodelosenterosrespectodelaoperacíondesumausual,Z;

elconjuntodelosracionalesnonulos,Q\{0},respectodelaoperacíonusual

demultiplicacíon;

elconjunto{1,−1}respectodelaoperacíondemultiplicacíondereales;

elconjuntodelasrotacionesdeuncuerpo.

Elordendeungrupoeselńumerodeelementosquecontiene.Elordenpuede

finitooinfinito.

1NielsHenrikAbel(1802-1829).
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12 1.ELEMENTOS DELA TEOŔIA DE GRUPOS

1.2. Grupodepermutaciones

Consideremosunapermutacíondecincoelementos,

{a1,a2,a3,a4,a5} →{a2,a3,a1,a5,a4}. (1.2.1)

Independientementedelanaturalezadeesoselementos,estaoperacíonpuedeser

representadaporelsiguientecuadrodeńumerosqueindica,sobrecadacolumna,la

posicíoninicialyfinaldeunelemento,

σ=

(
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

)

≡

(
2 3 1 5 4

1 2 3 4 5

)

(1.2.2)

(obien,conid́enticosignificado,porcualquierotrocuadroquedifieradelosante-

rioresenunapermutacíondesuscolumnas).

Laoperacíondecomposicíondeσconotrapermutacíon

σ′=

(
1 2 3 4 5

5 3 1 2 4

)

(1.2.3)

sedefinepor

σ′·σ=

(
1 2 3 4 5

5 3 1 2 4

)

·

(
2 3 1 5 4

1 2 3 4 5

)

:=

(
2 3 1 5 4

5 3 1 2 4

)

. (1.2.4)

Estaoperacíonsatisfacelosaxiomasdegrupo.Enefecto,puedeconstatarsequeesa

operacíonesasociativa,queelelementoneutroest́adadopor

e=

(
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

)

(1.2.5)

yque,porejemplo,lainversadeσen(1.2.2)est́adadaporel mismocuadrode

ńumerosconsusfilasintercambiadas,

σ−1=

(
3 1 2 5 4

1 2 3 4 5

)

. (1.2.6)

EstegrupoesnoAbeliano,comosurgedeverificarqueσ·σ′≠σ′·σ.

Generalizandoesasdefiniciones,resultaqueelconjuntodelaspermutacionesde

pelementosseestructuracomoungrupo(noAbeliano),denotadoporSp.

Consideremoslapermutacíonτ∈S9

τ=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 3 9 6 1 7 5 8 2

)

. (1.2.7)
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Ellapuedeserdescompuestaenlaspermutacionesćıclicasindependientes

τ≡






1→ 4→ 6→ 7→ 5→ 1,

2→ 3→ 9→ 2,

8→ 8.

(1.2.8)

Ńotesequecadacicloinvolucraaunciertońumerodeelementosquenoapareceen

losdeḿasciclos.

Lapermutacíonτpuedesercaracterizada mediantesudescomposicíonen

ciclos,ydenotadapor

τ=(14675)(239)(8)≡(239)(14675), (1.2.9)

dadoquelosciclosindependientesconmutanentreśı,comopuedeverificarsef́acil-

mente.

Losciclosdeunelementopuedenserdescartadosdelcuadro,yaquenotienen

ninǵunefectoenlapermutacíon.Tampocoimportaporcualelementocomienzaa

describirsecadaciclo,yaqueconelmismosignificadotenemos

τ=(67514)(923). (1.2.10)

Unciclodedoselementossellamatransposicíonsimple.Todociclopuedeser

descompuestoenunproductodetransposicionessimples.Porejemplo,

(14675)=(15)(17)(16)(14). (1.2.11)

Unapermutacíonsediceparoimpardeacuerdoaqueseaposibledescomponerla

enunńumeroparoimpardetransposicionessimples.

Tambíenesposiblerepresentarunapermutacíondepelementos medianteuna

matrizcuyoselementossontodos0excepto pdeellosigualesa1,dispuestosde

modotalqueśoloaparezcaun1porfilayporcolumna.Porejemplo,para σ∈S5

en(1.2.2)tenemos










a2

a3

a1

a5

a4











=











0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0





















a1

a2

a3

a4

a5











=M(σ)











a1

a2

a3

a4

a5











, (1.2.12)

dondehemosintroducidounproductodeelementosakpor1o0cuyosignificadoes,

respectivamente,seleccionaronoadichoelemento.

EnestarepresentacíondelgrupoS5,laoperacíondecomposicíonsereduce

simplementealproductousualdematrices,M(σ′σ)=M(σ′)M(σ).
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Ńotesequelatrazade M(σ),trM(σ),eselńumerodeelementosquedeja

invarianteslapermutacíonσ, mientrasquesudeterminante,detM(σ),esiguala

+1parapermutacionesparesya-1paralasimpares.Porejemplo,paraσen(1.2.2)

yM(σ)en(1.2.12),

σ=(132)(45)=(45)(12)(13),

trM(σ)=0, detM(σ)=−1.

(1.2.13)

Ejemplo1.2.LatabladelaoperacíondecomposicíonenelgrupoS3={e,a=

(123),b=(132),α=(23),β=(31),γ=(12)}est́adadaporelcuadro

· e a b α β γ

e e a b α β γ

a a b e γ α β

b b e a β γ α

α α β γ e a b

β β γ α b e a

γ γ α β a b e

(1.2.14)

Sinosrestringimosalasentradascorrespondientesalneutroeyaunatranspo-

sicíonsimple,digamosγ,tenemoslatabladeS2,

· e γ

e e γ

γ γ e

(1.2.15)

quecoincideformalmenteconlatabladelgrupoaditivodelosenteros ḿodulo

2,Z2,

(+)mod2 0 1

0 0 1

1 1 0

(1.2.16)

conlaidentificacíone↔ 0,γ↔ 1.

Similarmente,lasentradasdelatabladeS3 correspondientesalacomposicíon

delaspermutacionesćıclicasdetreselementos,

· e a b

e e a b

a a b e

b b e a

(1.2.17)
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noinvolucranalastransposicionessimples,ycoincidenformalmenteconlatabla

delgrupoaditivodelosenteros ḿodulo3,Z3,

(+)mod3 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

(1.2.18)

conlaidentificacíonentreelementose↔ 0,a↔ 1,b↔ 2.

Dosgruposentrecuyoselementosexisteunacorrespondenciabiuńıvocademodo

quesustablasdecomposicíonresultenid́enticassedicenisomorfos.

UnsubconjuntoH ⊂Gquecontienealaidentidadyalainversadecadauno

desuselementos,yqueescerradorespectodelaoperacíondecomposicíonenG,

constituyeunsubgrupodeG.

TodogrupoGtienedossubgruposimpropios:Gy{e}.Todootrosubgrupo

sedicepropio.

Lainterseccíondesubgrupostambíenconstituyeunsubgrupo,comopuedeve-

rificarsef́acilmente.

Ejemplo1.3.Lossiguientessonejemplosdesubgrupos:

a)LosenterosZformanunsubgrupodelgrupoaditivodelosrealesR.

b)Lasrotacionessobreunplanoformanunsubgrupodelgrupoderotaciones

enelespacio.

c)Lasrotacionesalrededordeunejeeńangulos0,π/2,π,3π/2formanunsub-

grupodelgrupoderotacionesenelplano.

1.3. Homomorfismo- Representaciones

Unhomomorfismoesunaaplicacíonsobreyectivaentregrupos,ϕ:G → H,

quesatisface

ϕ(g·g′)=ϕ(g)·ϕ(g′)∈H, ∀g,g′∈G. (1.3.1)

DosgruposGyH sedicenisomorfos,loquesedenotaporG≈H,sientresus

elementosexisteunaaplicacíonbiuńıvoca(unoaunoysobreyectiva)quepreserva

lasoperacionesdecomposicíoncomoen(1.3.1).Enesecasolaaplicacíonϕ:G↔ H

constituyeunisomorfismo.

Independientementedelanaturalezadecadagrupo,unavezidentificadossus

elementosmedianteelisomorfismoϕ,gruposisomorfospresentanlamismatablade

composicíon.
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Elisomorfismoestableceunarelacíondeequivalenciaentregrupos.Enefecto,es

evidentequeG≈G;quesiG≈H ⇒ H ≈G;yquesiG≈FyF≈H ⇒ G≈H.

Estopermitedefinirclasesdeequivalencia,dondedosgruposest́anenlamisma

clasesisonisomorfosentreśı.Todoslosgruposdentrodeunaclasepresentanla

mismatabladecomposicíon,laqueentoncescaracterizaalaclasedeequivalencia

ogrupoabstracto.

Losdiversosgrupospertenecientesaunamismaclaseconstituyendistintasrea-

lizacionesdeesegrupoabstracto(cuyoselementosnoest́anespecificados).Cada

clasedeequivalenciapuedeseridentificadaporunocualquieradelosgruposque

contiene.

Ejemplo 1.4.Existeunúnicogrupoabstractodeorden2,denominadoZ2 y

caracterizadoporlatablaen(1.2.16).DistintasrealizacionesdeesegruposonZ2,

S2,elgrupo{+1,−1}respectodelproductodereales,oelgrupo

{(
1 0

0 1

)

,

(
0 1

1 0

)}

(1.3.2)

respectodelproductousualdematrices.

Similarmente,existeunúnicogrupoabstractodeorden3,denominadoZ3 y

caracterizadoporlatablaen(1.2.18).Distintasrealizacionesdeestegruposonel

propioZ3oelsubgrupodeS3 correspondientealaspermutacionesćıclicasdetres

elementos,{e,a,b},cuyatablaest́adadaen(1.2.17).

Paraórdenes mayoresde3esposibleconstruirvariastablasquesatisfacenlos

axiomasdegrupo.

Unhomomorfismodeungrupo G sobreungrupodeoperadoreslinealesH

(definidossobreciertoespaciolinealE)constituyeunarepresentacíonlinealde

G.Cuandoestaaplicacíonesunisomorfismo,larepresentacíonsedicefiel.

SielespaciodelarepresentacíonEesdedimensíonfinita,H esungrupo

dematrices(cuandolosoperadoressonreferidosaciertabasedeE).Enesecasose

tieneunarepresentacíon matricialdeG,dondelaoperacíondecomposicíonen

elgrupoH sereducealproductousualdematrices.

Ejemplo1.5.LaasignacíondeunamatrizM(σ)acadapermutacíonσ,comoen

(1.2.12),constituyeunarepresentacíonmatricialfieldelgrupoSp,quellamaremos

representacíondedefinicíon,

ϕ:Sp↔{M(σ)|σ∈Sp}. (1.3.3)
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Porejemplo,paraelgrupoS3tenemos

M(e)=






1 0 0

0 1 0

0 0 1




, M(a)=






0 0 1

1 0 0

0 1 0




, M(b)=






0 1 0

0 0 1

1 0 0




,

M(α)=






1 0 0

0 0 1

0 1 0




, M(β)=






0 0 1

0 1 0

1 0 0




, M(γ)=






0 1 0

1 0 0

0 0 1




.

(1.3.4)

Todogrupotieneunarepresentacíontrivial,enlacualtodoelementoes

representadoporeloperadoridentidad.Laḿınimadimensíonposibleparaelespacio

deestarepresentacíonesdimE=1,encuyocasotenemosϕ:G→{1}.Esta

representacíonnoesfiel(exceptoparaelgrupotrivialZ1={e}).

ParalosgruposdepermutacionesSpexisteunasegundarepresentacíonunidi-

mensional,llamadarepresentacíonalternada,enlaquecadapermutacíonσes

representadapor(lamatrizde1×1)+1́o−1,deacuerdoaqueσseapaŕoimpar

respectivamente.

Estarepresentacíontampocoesfiel,exceptoparaS2.Porejemplo,paraS3te-

nemosϕ(e)=ϕ(a)=ϕ(b)=+1yϕ(α)=ϕ(β)=ϕ(γ)=−1.

Ejemplo1.6.Lasrotacionesenunplanoformanungrupo(subgrupodelgrupo

delasrotacionesenelespacioR3).Ellaspuedenserrepresentadascomomatricesde

2×2queact́uansobrevectoresrealesdelmismoplanoR2(espaciodelarepresenta-

cíon).Larotacíonenuńanguloφ∈[0,2π)alrededordelorigen,R(φ),corresponde

alaaccíondelamatriz

ϕ(R(φ))=D(φ)=

(
cos(φ)−sin(φ)

sin(φ) cos(φ)

)

. (1.3.5)

Setratadeunarepresentacíonfiel,puestoquelarelacíonentreR(φ)yD(φ)es

biuńıvocaysatisfaceque

ϕ(R(φ1)·R(φ2))=ϕ(R([φ1+φ2]mod2π))=ϕ(R(φ1))·ϕ(R(φ2)), (1.3.6)

comosecompruebaf́acilmentedelćalculodelproductodematrices

D(φ1)D(φ2)=D([φ1+φ2]mod2π). (1.3.7)
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Porotraparte,todaslas matricesD(φ)en(1.3.5)puedensersimult́aneamente

diagonalizadas,parallevarlasalaforma

D(φ)→

(
eiφ 0

0 e−iφ

)

. (1.3.8)

Evidentemente,elconjuntodelosbloquesdiagonales(de1×1)constituyeuna

representacíonunidimensionalfieldelgrupoderotacionesenelplano,

R(φ)↔ D±(φ):=e±iφ, (1.3.9)

queact́uasobreunespacioderepresentacíoncomplejounidimensional,yenlacual

laoperacíondelgruposereducealproductousualdecomplejos.

Puedenconstruirseotrasrepresentacionesunidimensionalesnofielesdeestegru-

pomediantelaasignacíonR(φ)→ Dm(φ)=eimφ,conm∈Zym≠±1.Enefecto,

Dm(φ1)Dm(φ2)=Dm ([φ1+φ2]mod2π)yadeḿasDm(2kπ
m

)=eim2kπ
m =1=Dm(0),

conk=0,1,...m−1.

1.4. Subgrupos- Cosets

RecordemosqueunsubconjuntoH ⊂GesunsubgrupodeGsi

a)elelementoidentidade∈H,

b)sih∈H ⇒ h−1∈H,

c)∀h1,h2∈H,setienequeh1·h2∈H.

Conesaspropiedades,H seestructuracomoungruporespectodela mismaleyde

composicíondelgrupoG.Enefecto,Hescerradorespectodeunaleydecomposicíon

asociativa,conneutroeinverso.

Teorema 1.1.ElsubconjuntoH ⊂ G esunsubgrupodelgrupoG siyśolosi

∀a,b∈H resultaquea·b−1∈H.

Porunaparte,resultaevidentequesiH esunsubgrupodeG,entoncesa·b−1∈

H,∀a,b∈H.

Supongamosahoraque∀a,b∈H resultaquea·b−1∈H.Entonces,

a)ComoH noesvaćıo,sia∈H ⇒ a·a−1=e∈H.

b)Adeḿas,sie,a∈H ⇒ e·a−1=a−1∈H.

c)Finalmente,sia,b∈H ⇒ a,b−1∈H ⇒ a·(b−1)−1=a·b∈H.

Porlotanto,H esunsubgrupodeG.

Elńucleo(okernel)deunhomomorfismoϕ:G→ H,denotadoporϕ−1(eH),

eselconjuntodeloselementosdeGquetienenporimagenalelementoneutroen
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H,

ϕ(g)=eH,∀g∈ϕ−1(eH). (1.4.1)

Elńucleodeunhomomorfismoϕ:G → H esunsubgrupodeG.Enefecto,

sia,b∈ϕ−1(eH)⇒ ϕ(a) =eH yϕ(b−1) =ϕ(b)−1 = e−1
H = eH ⇒ ϕ(a·b−1) =

ϕ(a)·ϕ(b−1)=eH ·eH =eH.Porlotanto,a·b−1∈ϕ−1(eH)que,enconsecuencia,

esunsubgrupo.

SeaH unsubgrupopropiodelgrupoG,yseaa1 ∉H.Consideremoselsubcon-

juntodeGformadoporloselementosdelaformaa1·h,conh∈H,quedenotamos

pora1·H.Si∃a2 ∉H∪a1·H,formamoselsubconjuntoa2·H ={a2·h,conh∈H},

yaśısiguiendohastaagotarloselementosdelgrupo.ElsubgrupoHpuededenotarse

comoe·H.

LossubconjuntosdeG aśıconstruidos,llamadoscosetsizquierdos2delsub-

grupoH,sondisjuntos.Enefecto,sidosdeellostuvieranunelementoencoḿun,

ai·h1=ak·h2,conh1,h2∈H.Entonces,ak=(ai·h1)·h−1
2 =ai·(h1·h−1

2 )=ai·h3,

dondeh3=h1·h−1
2 ∈H ⇒ ak∈ai·H,loque(porconstruccíon)nopuedeocurrir

siak≠ai.Porlotanto,ai·H∩ak·H =∅parak̸=i.

Porotraparte,loscosetsa·H sonindependientesdelelementoa=a·e∈a·H

queseempleaensuconstruccíon.Enefecto,supongamosqueb∈a·H ⇒ b=a·h,

paraalǵunh∈H.Peroentonces,a=b·h−1∈b·H.Seaahorac=a·h1∈a·H ⇒

c=b·h−1·h1∈b·H.Enesascondiciones,a·H ⊂ b·H.Sepruebade manera

similarqueb·H ⊂a·H.Enconsecuencia,a·H =b·H.

Enesascondiciones,elconjuntoGpuedeexpresarsecomolauníondeloscon-

juntosdisjuntoscorrespondientesaloscosetsizquierdosdeH,

G=
∪

k

ak·H. (1.4.2)

Enparticular,siGesdeordenfinito,#G=n,tambíenloesH ⊂G,yloscosets

tienentodosel mismońumerodeelementosqueH, #H =m.Comoloscosetsson

disjuntos,loshayenunńumerofinitoktalquen=mk.Conestoquedaestablecido

elsiguienteteorema.

Teorema1.2.(deLagrange)3ElordendeunsubgrupoH deungrupodeorden

finitoGesundivisordelordendeG,

#G

#H
=k∈N. (1.4.3)

2De manerasimilarsedefinenloscosetsderechosdeH.
3Joseph-LouisLagrange(1736-1813).
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Unaconsecuenciainmediatadeesteteoremaesqueungrupodeordenprimo

śolotienesubgruposimpropios.

SeaGungrupodeordenfinitoyseaa∈Gunodesuselementos.Consideremos

elconjuntodeelementosdeGdelaformae,a,a2=a·a,...,ak+1=a·ak,....Como

#G<∞,loselementosaknopuedensertodosdistintos.Supongamosqueap=aq,

conp>q;entoncesap−q=e.Seanelmenorńumeronaturalparaelcualan=e.

Enesecaso,elelementoasedicedeordenn.

Enesacondiciones,elconjunto{e,a,a2,...,an−1}formaungrupollamadogru-

poćıclicodeordenn,queesisomorfoaZn.Enefecto,a
k·al=ak+l|modn.

Teorema1.3.(de Cayley)4Todogrupodeordenfinitonesisomorfoaun

subgruporegulardeSn.

ConsideremoslatabladelaleydecomposicíonenungrupoGdeordenfiniton,

· e=a1 a2 ... ak ... an

e=a1 a1·a1 a1·a2 ... a1·ak ... a1·an

a2 a2·a1 a2·a2 ... a2·ak ... a2·an

... ... ... ... ... ... ...

al al·a1 al·a2 ... al·ak ... al·an

... ... ... ... ... ... ...

an an·a1 an·a2 ... an·ak ... an·an

(1.4.4)

dondea1=e.

Primerosẽnalemosqueloselementosnoserepitenenlafilasnienlascolumnas

deesatabla.Enefecto,si,porejemplo,unelementoserepitieraenlai-́esimafila,

ai·ak=ai·al⇒ ak=al,loquenopuedeserdadoqueloselementosdeGtienen

unáunicaentradaenlatablaparalamultiplicacíonaderecha.

Enconsecuencia,lak-́esimacolumna(quecorrespondealamultiplicacíonade-

rechaporakyenlaque,comosedijo,aparecenlosnelementosdelgrupo)seobtiene

delaprimeramedianteunapermutacíonregular(esdecir,unapermutacíonque

nodejainvarianteninǵunelemento):








a1

a2
...

an








·ak→









a1·ak

a2·ak
...

an·ak








≡









aπk(1)

aπk(2)
...

aπk(n)








, (1.4.5)

dondeπkesunabiyeccíonde{1,2,···,n}en{1,2,···,n}quenotienepuntosfijos.

4ArthurCayley(1821-1895).
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Hemosconvenidoenrepresentaresaoperacíonpor

ϕ(ak)=

(
πk(1)πk(2)... πk(k)... πk(n)

1 2 ... k ... n

)

=

(
πk(π

−1
k (1))πk(π

−1
k (2))... πk(π

−1
k (k))... πk(π

−1
k (n))

π−1k (1) π−1k (2) ... π−1k (k) ... π−1k (n)

)

=

=

(
1 2 ... k ... n

π−1k (1)π
−1
k (2)... π−1k (k)... π−1k (n)

)

.

(1.4.6)

EstacorrespondenciaentreelementosdeGyelconjuntodepermutacionesregulares

aśıconstruidas(ḿaslaidentidad)esunoauno,puestoquesiϕ(al)=ϕ(ak),entonces

πl=πkynecesariamentelascolumnasl-́esimayk-́esimasonid́enticas,demodoque

al=ak.

Paralamultiplicacíonaderechaporlacomposicíondedoselementostenemos









a1

a2
...

an








·ak·al→









aπk(1)

aπk(2)
...

aπk(n)








·al→









aπl(πk(1))

aπl(πk(2))
...

aπl(πk(n))








≡









aπl◦πk(1)

aπl◦πk(2)
...

aπl◦πk(n)








, (1.4.7)

yparalarepresentacíondeestaoperacíon

ϕ(ak·al)=

(
πl◦πk(1)πl◦πk(2)... πl◦πk(n)

1 2 ... n

)

=

(
πl◦πk

(
π−1k (1)

)
πl◦πk

(
π−1k (2)

)
... πl◦πk

(
π−1k (n)

)

π−1k (1) π−1k (2) ... π−1k (n)

)

=

(
πl(1) πl(2) ... πl(n)

π−1k (1)π
−1
k (2)... π−1k (n)

)

=

=

(
1 2 ... n

π−1k (1)π
−1
k (2)... π−1k (n)

)(
πl(1)πl(2)... πl(n)

1 2 ... n

)

=

=ϕ(ak)·ϕ(al).

(1.4.8)

Porlotanto,ϕestableceunisomorfismoentreelgrupoGdeordennyun

subgruporegulardeordenndelgrupodepermutacionesdenelementos,Sn.
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SiendoSnungrupodeordenfinito,resultaqueelńumerodesubgruposque

contieneesnecesariamentefinito.Estoimplicaquehayśolounńumerofinitode

gruposdeordenn∈Nquenosonisomorfosentreśı.

1.5. Clasesdeelementosconjugados

Doselementosa,b∈Gsedicenconjugadossiexisteuntercerelementog∈G

talquea=g·b·g−1.

Estadefinicíonestableceunarelacíondeequivalencia.Enefecto,

a)todoelementoesconjugadodeśımismo:a=e·a·e−1;

b)siaesconjugadodeb,entoncesbesconjugadodea:a=g·b·g−1⇒ b=

g−1·a·(g−1)−1;

c)siaesconjugadodeb,ybloesdec,entonceselprimeroesconjugadodel

último:a=g·b·g−1,b=h·c·h−1⇒a=(g·h)·c·(g·h)−1.

MedianteestarelacíonpuedenorganizarseloselementosdelgrupoGenclases

deequivalencia,llamadasclasesdeelementosconjugados.

Algunasconsecuencias:

Elelementoneutroformaunaclaseporśısolo:sia=g·e·g−1⇒a=e.

SiGesungrupoAbeliano,cadaelementoformaunaclaseporśımismo:

a=g·b·g−1=b·g·g−1=b.

Todosloselementosdeunaclasesondelmismoorden:Supongamosqueb

esdeordennyquea=g·b·g−1;entoncesan=g·bn·g−1=g·e·g−1=e.

Ejemplo1.7.ParadeterminarlasclasesdeelementosconjugadosdelgrupoSn,

consideremosdospermutaciones

σ=

(
1 2 ... n

σ(1)σ(2)... σ(n)

)

, τ=

(
1 2 ... n

τ(1)τ(2)... τ(n)

)

. (1.5.1)

Lainversadeτest́adadapor

τ−1=

(
τ(1)τ(2)... τ(n)

1 2 ... n

)

, (1.5.2)
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demodoque

τ·σ·τ−1=

(
1 2 ... n

τ(1)τ(2)... τ(n)

)

·

(
τ(1)τ(2)... τ(n)

σ(1)σ(2)... σ(n)

)

=

(
σ(1) σ(2) ... σ(n)

τ(σ(1))τ(σ(2))... τ(σ(n))

)

·

(
τ(1)τ(2)... τ(n)

σ(1)σ(2)... σ(n)

)

=

(
τ(1) τ(2) ... τ(n)

τ(σ(1))τ(σ(2))... τ(σ(n))

)

.

(1.5.3)

Esteresultadocorrespondearealizarlamismapermutacíonf́ısicadeelementosque

conσ,peroapartirdeunordenamientodistinto,dadoporτ(1)τ(2)...τ(n).

Estopuedeversef́acilmentesiseconsidera,porejemplo,unatransposicíonsimple,

σ=(12),paralacual,

τ·σ·τ−1=

(
τ(1)τ(2)τ(3)... τ(n)

τ(2)τ(1)τ(3)... τ(n)

)

=(τ(1)τ(2)), (1.5.4)

ounciclodetres,σ=(123),paraelcualtenemos

τ·σ·τ−1=

(
τ(1)τ(2)τ(3)τ(4)... τ(n)

τ(2)τ(3)τ(1)τ(4)... τ(n)

)

=(τ(1)τ(2)τ(3)). (1.5.5)

Enelcasogeneral,sepuedecomprobarqueσyτ·σ·τ−1sedescomponenen

ciclosdelamismalongitud,sibienloselementosinvolucradosporellosenunoy

otrocasoson,engeneral,diferentes.

Rećıprocamente,sepuedemostrarquedospermutacionesquepresentanlamis-

maestructuraenciclossonconjugadasunadelaotra.

Deesemodo,ladescomposicíonenciclospermitecaracterizarlasclasesdeele-

mentosconjugadosenelgrupoSn.Porejemplo,

S2:

{
e=(1)(2)

γ=(12)

}

⇒2clases, (1.5.6)

S3:






e=(1)(2)(3)

a=(123),b=(132)

α=(23),β=(31),γ=(12)





⇒3clases, (1.5.7)
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S4:






e

(12),(13),...

(12)(34),(13)(24),...

(123),(124),...

(1234),(1324),...






⇒ 5clases (1.5.8)

(dondehemosomitidolosciclosdelongituduno).

TambíensevequeelńumerodeclasesdeSn esigualalńumerodeparticiones

den.Porejemplo,paraS4

4 = 1+1+1+1,

4 = 2+1+1,

4 = 2+2,

4 = 3+1,

4 = 4.

(1.5.9)

Estopermiterepresentargŕaficamentelasclasesmediantediagramasde Young5,

enlosquecadacicloesrepresentadoporunńumerodecuadroscontiguos,dispuestos

horizontalmente,igualasulongitud.

{e} → , {(12)(3)(4),...} → ,

{(12)(34),...} → , {(123)(4),...} → ,

{(1234),...} → .

(1.5.10)

Tambíenpodemoscalcularelńumerodepermutacionesencadaclaseconsi-

derandolasposiblesdisposicionesdeloscuatroelementosenloscuadrosdelco-

rrespondientediagrama,teniendoencuentaquedisposicionesquedifierenenuna

permutacíonćıclicadeloselementosdeunciclo,oenelintercambiodeloselementos

5AlfredYoung(1873-1940).
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dedosciclosdelamismalongitud,correspondenalamismapermutacíon:

#







 =
4!

4!
=1, #

( )

=
4!

2×2!
=6,

#

( )
4!

22×2!
=3, #

( )

=
4!

3
=8,

#
( )

=
4!

4
=6,

(1.5.11)

cuyasumacorrespondealordendelgrupo,#G=4!.

LageneralizacíonalcasodeSn esinmediata:sienundiagramasetienenr1

ciclosdelongitud1,r2ciclosdelongitud2,etc,elordendelaclasees

#(...)=
n!

1r1×2r2×···×r1!×r2!...
. (1.5.12)

1.6. Subgruposinvariantes

SellamasubgrupoconjugadodeunsubgrupoH ⊂ G aaquelsubgrupode

G cuyoselementosseobtienendelosdeH porconjugacíonconunelementofijo

g∈G,

H′=g·H·g−1={h′∈G|h′=g·h·g−1,conh∈H}. (1.6.1)

Esteconjuntoconstituyeefectivamenteunsubgrupo:seanh′
1,h′2∈H′,entonces

h′
1,2=g·h1,2·g−1⇒ h′

1·(h′
2)

−1=g·h1·(h2)
−1·g−1∈H′,dadoqueh1·(h2)

−1∈H.

Unsubgruposediceinvariantesicontieneatodossussubgruposconjugados,

g·H·g−1⊂H,∀g∈G.

SiH esinvariante,entoncescontieneasuselementosenclasescompletas:h∈

H ⇒ g·h·g−1∈H, ∀g∈G.

Ejemplo1.8.Lossiguientessonejemplosdesubgruposinvariantes:

Lossubgruposimpropios{e}yG,aśıcomolainterseccíondesubgrupos

invariantes,soninvariantes.

TodosubgrupodeungrupoAbelianoesinvariante.

Elńucleoϕ−1(eH)deunhomomorfismoϕ:G→ H esunsubgrupoinvarian-

te.Enefecto,supongamosquea∈ϕ−1(eH)⇒ ϕ(a)=eH.Entonces,∀g∈G

tenemosqueϕ(g·a·g−1)=ϕ(g)·ϕ(a)·ϕ(g−1)=ϕ(g)·eH ·ϕ(g)−1=eH.En

consecuencia,elsubgrupoϕ−1(eH)(verSec.1.4)contieneasuselementosen

clasescompletas.
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Elconjuntodelasmatricesregulares (coninversa)den×nformanel

grupolinealGL(n)(respectodelproductousualdematrices).Elconjunto

delas matricesden×ncondeterminanteiguala1constituyeelsubgru-

poespeciallinealSL(n),queesinvariante.Enefecto,siM ∈ SL(n),

det(N MN−1)=detN detM (detN)−1=1,∀N ∈GL(n).

SiH esunsubgrupoinvariantedeG,entoncessuscosetsizquierdoscoinciden

conloscosetsderechos.Enefecto,seaa·H = {a·h|h∈H},entoncesa·h=

(a·h·a−1)·a= h′·a∈H ·a,∀h∈H,puestoqueh′= a·h·a−1 ∈H.En

consecuencia,a·H ⊂H·a.DemanerasimilarsedemuestraqueH·a⊂a·H.Por

lotanto,siH esinvariante⇒ a·H =H·a,∀a∈G.

Ungruposedicesimplesinocontienesubgrupospropiosinvariantes.

Ungruposedicesemi-simplesinocontienesubgrupospropiosAbelianosin-

variantes.

Ejemplo 1.9.losúnicosgrupos Abelianossimplessonlosgruposćıclicosde

ordenprimo,quenotienensubgrupospropios.

1.7. Elgrupocociente

SeaH unsubgrupoinvariantedeG.PodemosdescomponeraG encosetsiz-

quierdosdeH,demodoqueG=e·H∪a1·H∪a2·H...,dondeak ∉H, ∀k.

Consideremosdoselementoscualesquieraai·h1∈ai·H yak·h2∈ak·H.Su

composicíones

(ai·h1)·(ak·h2)=(ai·ak)·(a−1
k ·h1·ak)·h2∈(ai·ak)·H, (1.7.1)

puestoque(a−1
k ·h1·ak)∈H, ∀h1,h2∈H.

Entoncesresultanaturaldefinirunaoperacíonentrecosetsdemodoque

(ai·H)·(ak·H)=(ai·ak)·H. (1.7.2)

PuestoqueellasebasaenlacomposicíonenG,estaoperacíonesasociativa.Existe

unelementoneutroquecorrespondeaH =e·H,ytodocosetak·H tieneuninverso

correspondientealcosetquecontienealelementoa−1
k ,a−1

k ·H

(a·H)·(e·H)=(a·e)·H =(a·H),

(a·H)·(a−1·H)=(a·a−1)·H =(e·H).

(1.7.3)

Aśıestructurado,elconjuntodecosetsdelsubgrupoinvarianteH conformaun

grupollamadogrupococienteydenotadoporG/H.
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Esposibleestablecerunhomomorfismoϕ:G→ G/Hcuyońucleoesϕ−1(eG/H)=

H.Enefecto,seaϕunaaplicacíonqueasigneacadaelementodeGelcosetquelo

contiene,

ϕ(h):=e·H,ϕ(a·h):=a·H, ∀h∈H, ∀a̸ ∈H. (1.7.4)

Entonces,

ϕ(ai·h1)·ϕ(ak·h2)=(ai·H)·(ak·H)=(ai·ak)·H =

=ϕ((ai·ak)·h3)=ϕ((ai·h1)·(ak·h2)),

(1.7.5)

dondeh3=a−1
k ·h1·ak·h2∈H.EntoncesϕesunhomomorfismodeńucleoH.

Teorema 1.4.Seaϕ:G → G′unhomomorfismo(sobreyectivo)deńucleo

ϕ−1(e′)=H ⊂G.Entonces,H esunsubgrupoinvariantedeGyelgrupocociente

G/H esisomorfoaG′.

Yasabemosqueelńucleodeunhomomorfismoesunsubgrupoinvariante,res-

pectodelcualpodemosconstruirelgrupococienteG/H.

Definamos ahora una aplicacíon ϕ : G/H → G′ de modo que

ϕ(a·H)=ϕ(a).Dadoquedoselementosena·H difierenenlacomposicíoncon

unelementodeH,estaasignacíonesindependientedelelementoempleadopara

caracterizarelcoset:ϕ(a·h)=ϕ(a)·ϕ(h)=ϕ(a)·e′=ϕ(a),∀h∈H.

Entonces,

ϕ((a·H)·(b·H))=ϕ((a·b)·H)=ϕ(a·b)=

=ϕ(a)·ϕ(b)=ϕ(a·H)·ϕ(b·H).

(1.7.6)

Porlotanto,ϕ:G/H→ G′esunhomomorfismo.

Comoelrangodeϕ(g)estodoG′,∀g′∈G′∃g∈Gtalqueϕ(g·H)=ϕ(g)=g′.

Porlotanto,ϕ:G/H→ G′tambíenessobreyectivo.

Finalmente,siϕ(a·H)=ϕ(b·H)⇒ ϕ(a)·ϕ(b)−1=ϕ(a·b−1)=e′.Entonces,

a·b−1 ∈H ⇒ a= h·b∈H ·b= b·H,porserH invariante.Peroentonces

a·H =b·H,yelhomomorfismoesunoauno(esdecir,esunisomorfismo).

Porlotanto,G/H≈G′.

1.8. Productodirectodegrupos

ApartirdedosgruposG1yG2esposibleconstruiruntercergrupoG=G1×G2,

llamadoproductodirecto,delasiguientemanera.
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Seana1,b1,c1,···∈G1ya2,b2,c2,···∈G2.ElgrupoG1×G2eselconjuntode

losparesordenados⟨g1,g2⟩estructuradoconlaleydecomposicíon

⟨a1,a2⟩·⟨b1,b2⟩:=⟨a1·b1,a2·b2⟩. (1.8.1)

Puedeverificarsequeestaleyesasociativa,tieneporelementoneutroalpar⟨e1,e2⟩,

yelinversode⟨g1,g2⟩eselpar⟨g−1
1 ,g−1

2 ⟩.SiG1yG2sondeordenfinito, #G=

#G1#G2.

Loselementosdelaforma⟨e1,g2⟩formanunsubgrupoinvarianteG2deG1×G2,

isomorfoaG2.Similarmente,losparesdelaforma⟨g1,e2⟩formanunsubgrupo

invarianteG1deG1×G2,isomorfoaG1.Evidentemente,elementosdeesossubgrupos

conmutanentreśı,

⟨e1,g2⟩·⟨g1,e2⟩=⟨g1,g2⟩=⟨g1,e2⟩·⟨e1,g2⟩, (1.8.2)

ytodoelementodeG1×G2puedeescribirseenlaformadeunproductocomoen

(1.8.2).

Puedeverificarsef́acilmentequeG/G2≈ G1,yqueG/G1≈ G2.Porejemplo,

loselementosdeG/G2sonloscosetsdelaforma

⟨a1,e2⟩·G2={⟨a1,e2⟩·⟨e1,g2⟩=⟨a1,g2⟩,g2∈G} (1.8.3)

paracadaa1∈G1,dedonderesultadeinmediatoelisomorfismoG/G2≈G1.

Rećıprocamente,siungrupoG tienedossubgruposinvariantesG1yG2tales

que

G1∩G2={e} y g1·g2=g2·g1,∀g1∈G1,g2∈G2, (1.8.4)

ysitodoelementog∈Gtieneunadescomposicíon(́unica6)comounproductode

laformag=g1·g2,cong1∈G1,g2∈G2,entoncesG=G1×G2.Tambíeneneste

casoG/G2≈G1yG/G1≈G2.

1.9. Automorfismo- Centrodeungrupo

Unautomorfismoesunisomorfismodeungrupoenśı mismo,ϕ:G ↔ G.

Elconjuntodetodoslosautomorfismosformaungruporespectodelacomposicíon

usualdeaplicaciones.Suelementoneutroeslaaplicacíonidentidad.

Ejemplo1.10.Paraelgrupoćıclico{e,a,a2},laaplicacíon

ϕ(e)=e,ϕ(a)=a2,ϕ(a2)=a, (1.9.1)

6Enefecto,siunelementodeGpuedeexpresarsecomog=g1·g2,ytambíencomog=g′
1·g′

2,

dondeg1,g′1 ∈G1 yg2,g′2 ∈G2,entonces(g′
1)−1·g1 = g′

2·g−1
2 = e,dedonderesultaquela

descomposicíonesúnica.
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esunautomorfismo.

Unendomorfismoesunautomorfismodefinido mediantelaconjugacíonpor

unelementofijodelgrupo,

ϕa:G↔ G|ϕa(g)=a·g·a−1,∀g∈G. (1.9.2)

ElconjuntodelosendomorfismossobreG,End(G),formaunsubgrupodelgrupo

delosautomorfismos,queresultaserhomomorfoalpropiogrupoG.Enefecto,

(ϕa◦ϕb)(g)=ϕa(ϕb(g))=ϕa(b·g·b−1)=

=ϕa(b)·ϕa(g)·ϕa(b
−1)=a·b·g·b−1·a−1=

=(a·b)·g·(a·b)−1=ϕa·b(g),∀g∈G.

(1.9.3)

Porlotantoϕa◦ϕb=ϕa·bylaaplicacíonΦ:G→ End(G)talqueΦ(a)=ϕaes

unhomomorfismo:Φ(a·b)=ϕa·b=ϕa◦ϕb=Φ(a)·Φ(b).Enparticular,Φ(e)=ϕe,

laidentidadenelgrupodeautomorfismos.

Elńucleodeestehomomorfismo,Φ−1(ϕe),est́aconstituidoporloselementosde

GparaloscualesΦ(a)=ϕa=ϕe,esdecir,talesque

ϕa(g)=a·g·a−1=ϕe(g)=g⇒ a·g=g·a,∀g∈G. (1.9.4)

EstocorrespondealcentrodelgrupoG,esdecir,alconjuntoCdeaquelloselemen-

tosqueconmutancontodootroelementodeG.

PorserelńucleodeunhomomorfismoΦ:G → End(G),C esunsubgrupo

invariantedeGyEnd(G)esisomorfoaG/C (verTeorema1.4).

1.10. Espacioscĺasicos

Enloquesigueestaremosinteresadosenrepresentaciones matricialesdegru-

pos,esdecir,enhomomorfismoscongruposdeoperadoreslinealesdefinidossobre

espaciosdedimensíonfinita.

Enunespacioeucĺıdeodedimensíonn,E,generadoporlabase{e1,e2,...,en},

losvectorestienendesarrollosdelaforma

x=
n∑

k=1

xkek, y=
n∑

k=1

ykek, (1.10.1)

yelproductoescalar(herḿıticoypositivodefinido)puedeescribirsecomo

(x,y)=
n∑

k,l=1

x∗
k(ek,el)yl=

n∑

k,l=1

x∗
kgklyl, (1.10.2)
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dondegkl=(ek,el)=g∗
lk.

Enesascondiciones,laḿetrica delespaciog=(gkl)definesobreCnunaforma

cuadŕatica,sesquilinealypositivadefinida(herḿıtica)7,

x†gy=(x,y)=
(
y†gx

)∗
, (1.10.3)

dondex,y∈Cn tienenporcomponentesaloscoeficientesdeFourieren(1.10.1).

Comolaḿetricaesunamatrizautoadjunta,g†=g,ellapuedeserdiagonalizada

paraserllevadaalaformadiag(λ1,λ2,...,λn),conlosλk>0.Uncambioadecuado

enlasescalasdelosvectoresdelabasepermitereducirlaala matrizidentidad,

g=1n (loquecorrespondeaadoptarunabaseortonormalparaE).

Enelcasodeespacioseucĺıdeosreales,la ḿetricagdefinesobreRn unaforma

bilineal,siḿetricaypositivadefinida,

xtgy=(x,y)=ytgx, (1.10.4)

dondex,y∈Rn ygt=g.

Ahorabien,enlaF́ısicatambíentienenaplicacíonespacioslineales ḿasgene-

ralesquelosespacioseucĺıdeos.Porejemplo,elespaciode Minkowski8 M4,que

esunespaciorealcon ḿetricaregularysiḿetricaperonopositivadefinida,g=

diag(+1,−1,−1,−1).

UnespacioEdotadodeunproductointeriorherḿıticoynodegenerado9que

noespositivodefinidoesllamadopseudo-eucĺıdeo.Tambíenenestecasopuede

elegirseunabaseparaEformadaporvectoresunitariosortogonales,{e1,e2,...,en}

con(ek,el)=0,parak̸=l.Perocomolanormanoespositivadefinidasetieneque

(ek,el)=(el,ek)∗=gkl=

{
+δkl,1≤k≤p,

−δkl,p+1≤k≤p+q=n,
(1.10.5)

dondeelpardeenteros⟨p,q⟩,cuyasumaesladimensíondeE,eslasignaturadel

espacio.Estasignaturaesunapropiedaddelespacioynodependedelaeleccíonde

unsistemaortonormalenE.

La ḿetricadelosespaciospseudo-eucĺıdeos,dadaporla matrizregularauto-

adjuntag=(gkl) =g†,defineunaformaherḿıticasobreCn quenoespositiva

definida:

x†gy=(x,y)=
(
y†gx

)∗
. (1.10.6)

7CharlesHermite(1822-1901).
8Hermann Minkowski(1864-1909).
9Unaformacuadŕaticasedicenodegeneradasif(x,y)=0,∀y∈E⇒ x=0.
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Enestosespaciosexistenvectoresnonulosquetienennormanula(porejemplo,los

vectorestipoluzdelespaciodeMinkowski).

Enespaciospseudo-eucĺıdeosrealesdedimensíonn,la ḿetricag=gtesuna

matrizregularrealysiḿetricaquedefinesobreRnunaformacuadŕaticabilineal

siḿetricanopositivadefinida,

xtgy=(x,y)=ytgx. (1.10.7)

Sienunespaciolineal(realocomplejo)setieneunproductointeriornodege-

neradobilinealyantisiḿetrico,

(ax,by)=ab(x,y), (x,y)=−(y,x), (1.10.8)

seest́aenpresenciadeunespaciosimpĺectico.

Sepuedemostrar(ver ḿasadelante)queestosespaciostienendimensíonpar

(2n)yqueenellossiemprepuedeseleccionarseunsistemacompletodevectores

unitariosdelaforma(basedeDarboux){e1,e2,...,en,f1,f2,...,fn}quesatisfacen

(ek,el)=0=(fk,fl),

(ek,fl)=δkl=−(fl,ek),
(1.10.9)

parak,l=1,2,...,n.Desarrollandolosvectoresrespectodeesabasetenemos

(x,y)=xtgy=−ytgx, (1.10.10)

dondelaḿetrica

g=

(
0 1n

−1n 0

)

=−gt (1.10.11)

defineunaformabilinealantisiḿetricasobreR2nóC2n,seǵunelcaso.

Todovectordeunespaciosimpĺecticotienenormanula,

xtgx=−xtgx=0. (1.10.12)

1.11. Operadoresisoḿetricos

UnoperadorlinealqueconservalosproductosinterioresenunespaciocĺasicoE,

(Ax,Ay)=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.1)

sediceisoḿetrico.

Unoperadorisoḿetricoesllamadounitario,pseudo-unitarioosimpĺectico

seǵunqueelespacioseaeucĺıdeo,pseudo-eucĺıdeoosimpĺecticorespectivamente.

Deladefinicíondeloperadoradjuntoenespaciosdedimensíonfinitatenemos

que
(
A†Ax,y

)
=(Ax,Ay)=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.2)
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dedonderesultaqueA†=A−1(dadoque,enestecaso,elinversoaizquierdaloes

tambíenaderecha).

Elconjuntodelosoperadoresisoḿetricos(oisometŕıas)sobreunespacioE

formaungruporespectodelacomposicíonusualdeoperadores.Enefecto,tenemos

que

a)eloperadoridentidadesunaisometŕıa,

b)cadaisometŕıatieneunainversadadaporsuadjunto,queestambíenisoḿetri-

co:
(
A†x,A†y

)
=

(
AA†x,AA†y

)
=(x,y),∀x,y∈E, (1.11.3)

c)siA yBsonisoḿetricos,entoncesAB estambíenunaisometŕıa:

(
(AB)x,(AB)y

)
=

(
A(Bx),A(By)

)
=

=(Bx,By)=(x,y),∀x,y∈E.

(1.11.4)

ReferidoaunabasedeE,eloperadorAest́adescritoporunamatrizA=(Akl).

Silaḿetricaesherḿıtica,tenemos

(Ax,Ay)=(Akixi)
∗gkl(Aljyj)=

=x†A†gAy=x†gy,∀x,y∈Cn (́oRn)⇒A†gA=g,

(1.11.5)

Enconsecuencia,lasisometŕıaspreservanlaḿetricadelespacio.Ent́erminosdela

matrizadjunta,lainversaest́adadaporA−1=g−1A†g.

Deesarelacíonsededuceinmediatamenteque

det
(
A†gA

)
=detA†detgdetA=detg̸=0⇒|detA|2=1, (1.11.6)

esdecir,detA=eiθsielespacioescomplejo,odetA=±1sielespacioesreal.

Silaḿetricaesbilinealyantisiḿetrica,

(Ax,Ay)=(Akixi)gkl(Aljyj)=

=xtAtgAy=xtgy,∀x,y∈Cn (́oRn)⇒AtgA=g.

(1.11.7)

Tambíenenlosespaciossimpĺecticoslasisometŕıaspreservanlaḿetrica.Lamatriz

inversaest́adadaenestecasoporA−1=g−1Atg.

Enparticular,eloperadorcorrespondienteala matrizM =g−1gtesunaiso-

metŕıaenlosespaciossimpĺecticos.Enefecto,

M tgM =g
(
g−1

)t
gg−1gt=g. (1.11.8)
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Estamatrizestambíenunimodular,

detM =det
(
g−1gt

)
=(detg)−1detg=1. (1.11.9)

Perocomola ḿetricaesantisiḿetrica,M =g−1gt=−g−1g=−1dimE ⇒

detM =(−1)dimE.Enconsecuencia,ladimensíondelosespaciossimpĺecticoses

necesariamentepar.

Porotraparte,

det
(
AtgA

)
=(detA)2detg=detg̸=0⇒(detA)2=1, (1.11.10)

peroenestecasosepuedemostrarquedetA=1.Enefecto,dada

A=

(
A B

C D

)

, (1.11.11)

dondeA,B,C,Dsonmatricesden×ncuyoselementostomanvaloresenelcuerpo

K=RóC,tenemosque(respectodelabasedeDarboux)
(
At Ct

Bt Dt

)(
0 1n

−1n 0

)(
A B

C D

)

=

(
0 1n

−1n 0

)

(1.11.12)

y,enconsecuencia,

AtD−CtB=1n, AtC=CtA, BtD=DtB. (1.11.13)

SupongamosahoraqueAesregular.LadescomposicíondeSchur10nosper-

miteescribir

A=

(
1n 0

CA−1 1n

)(
A 0

0 D−CA−1B

)(
1n A

−1B

0 1n

)

, (1.11.14)

dondeD−CA−1BeselcomplementodeSchurdeAenA.Evidentemente,

detA=detA×det
(
D−CA−1B

)
. (1.11.15)

Ahorabien,de(1.11.13)resultaque

Ct=AtCA−1, At
(
D−CA−1B

)
=1n, (1.11.16)

dadoqueCA−1=(CA−1)
t
,loqueimplicaque

detAt×det
(
D−CA−1B

)
=detA=1. (1.11.17)

Finalmente,ńoteseque

det

(
A B

C D

)

=(−1)n
2

det

(
C D

A B

)

=det

(
D C

B A

)

, (1.11.18)

10IssaiSchur(1875-1941).
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de modoqueenladescomposicíon(1.11.15)puedeemplearseelcomplementode

Schurdecualquieradesusbloques(siemprequeseainvertible).

1.12. Principalesgruposde matrices

Yahemos mencionadoanteriormentealgrupogenerallinealGL(n,RóC),

formadoporlasmatrices(realesocomplejas)regularesden×n,yasusubgrupo

especiallinealSL(n,RóC),dematricesunimodulares.

Deacuerdoalosresultadosdelaseccíonanterior,podemosintroducirdistintos

gruposdeisometŕıascomosubgruposdelosanterioresquepreservanlacorrespon-

dienteformacuadŕatica.

Enunespacioeucĺıdeocomplejodedimensíonnyḿetricag=1n,lasmatrices

unitarias,quesatisfacenU†U = 1n,formanelgrupoU(n).Esarelacíonimpone

n+2n(n−1)/2=n2condicionessobresusn2elementoscomplejos,loquereducea

n2elńumerodesuspaŕametrosrealesindependientes.SiU∈U(n)⇒|detU|=1.

Estegrupocontieneunsubgrupo(invariante)unimodularSU(n),formadopor

lasmatricesunitariasdedeterminanteiguala1,cuyoselementosest́anidentificados

porn2−1paŕametrosreales(yaquetomardetU =1correspondeaeliminarun

paŕametroreal).

Enunespacioeucĺıdeorealdedimensíonn,elconjuntodelasmatricesortogo-

nalesden×n,quesatisfacenRtR=1n,conformanelgrupoO(n).Esaigualdad

imponen+n(n−1)/2=n(n+1)/2condicionessobresusn2elementosreales,de

modoqueestas matricesquedanespecificadaspor n2−n(n+1)/2 =n(n−1)/2

paŕametrosreales.SiR∈O(n)⇒ detR=±1.

Estegrupocontieneunsubgrupo(invariante)SO(n),formadoporlas matrices

ortogonalesdedeterminanteiguala1,cuyoselementostambíendependenden(n−

1)/2paŕametrosreales(yaque,enestecaso,seleccionardetR=1nocorrespondea

eliminarunpaŕametrocontinuo).

Enelcasodeespaciospseudo-eucĺıdeosconḿetrica

g=

(
1p 0

0 −1q

)

, (1.12.1)

elgrupodeisometŕıascorrespondealdelas matricespseudo-unitariasU(p,q)o

pseudo-ortogonalesO(p,q),seǵunseaelespaciocomplejooreal,

U†gU=g⇒|detU|=1,

RtgR=g⇒ detR=±1.
(1.12.2)
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Esosgruposcontienensubgruposunimodularesinvariantes,denotadosporSU(p,q)

ySO(p,q)respectivamente.Encadacaso,elńumerodepaŕametrosindependientes

resultadeunrazonamientosimilaralanteriormenteempleado.

Porsuparte,enunespaciosimpĺectico(realocomplejo)dedimensíon2ncon

ḿetrica

g=

(
0 1n

−1n 0

)

, (1.12.3)

elgrupodeisometŕıascorrespondealgrupodematricessimpĺecticasSp(2n,RóC),

quesatisfacenMtgM=g,lasque(comosedijo)tienendeterminantedetM =

1.Puestoqueambosmiembrosdeesaigualdadsonmatricesantisiḿetricas,ella

correspondealaimposicíonde2n(2n−1)/2condiciones(realesocomplejas,seǵunel

caso).Enconsecuencia,elńumerodepaŕametrosindependientes(realesocomplejos,

seǵunelcaso)es(2n)2−2n(2n−1)/2=2n2+n=n(2n+1).

Enelespacioden-uplasdecuaterniones11,Hn,sedefineelgrupo(hiper)unitario

U(n,H)cuyoselementossonmatricesdecuaternionesquepreservanlaḿetrica1n.

EstegruposepuedeidentificarconunsubgrupodeSp(2n,C)definidocomola

interseccíonSp(n):=U(2n)∩Sp(2n,C).Sepuedemostrarqueestasmatrices,

dedimensíon2n×2n,quedanespecificadasmedianteunconjuntoden(2n+1)

paŕametrosreales.

Finalmente,sẽnalemosquelaaplicacíonexponencialdeuna matrizBse

defineporlaserie

eB=

∞∑

n=0

Bn

n!
, (1.12.4)

lacualconvergeenelsentidodelanormadelosoperadores.

Entonces,siA=A†esunamatrizautoadjunta,entonceseiAesunitaria.En

efecto,
(
eiA
)†
=e(iA)

†

=e−iA
†
=e−iA=

(
eiA
)−1
.

Similarmente,siK =−Ktesrealyantisiḿetrica,entonceseK esunamatriz

ortogonal:
(
eK
)t
=e−K=

(
eK
)−1
.

Porotraparte,sieBesunamatrizsimpĺecticadedimensíon2n×2n,teniendo

encuentaque(ig)2=12n,tenemosque

eB
t

=−ge−Bg=e−(ig)B(ig)=egBg ⇒ Bt=gBg. (1.12.5)

11Cuaterniones:generalizacíondelosńumeroscomplejosintroducidapor WilliamR.Hamilton

(1805-1865)e,independientemente,porBenjaminO.Rodrigues(1795-1851).Eseconjuntoes

unespaciolinealgeneradoporcuatroelementos,{1,i,j,k},quesatisfacenlasrelacionesi2=j2=

k2=ijk=−1.
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Eĺementaires.GordonandBreach,NewYork,1967.

M.Hammermesh, GroupTheoryanditsApplicationstoPhysicalProblems.

CourierDoverPublications,1989.

J.F.Cornwell,GroupTheoryinPhysics,AcademicPress,1984.

BrianC.Hall,Liegroups,Liealgebras,andrepresentations:anelementary

introduction,Springer,2003.



Caṕıtulo2

REPRESENTACIONES MATRICIALESEN MECÁNICA

CUÁNTICA

2.1. Elcasodeunapart́ıculaenunpotencialpar

Consideremosunapart́ıculacúanticaquesedesplazaenunaĺınearectabajola

influenciadeunpotencialpar,V(−x)=V(x).

EloperadorHamiltoniano1deesesistemaes

H =
− 2

2m

d2

dx2+V(x), (2.1.1)

definidosobreelsubespaciodensoD(H)delasfuncionesψ(x)∈L2(R)quetienen

unaderivadasegundalocalmentesumableytalesqueHψ(x)∈L2(R).

Consideremosunvectordeestadoψ(x)∈D(H),entonces

Hψ(x)=χ(x)∈L2(R). (2.1.2)

Supongamosahoraquepreparamosalsistemaconlaorientacíoncontraria,demodo

quesuestadoest́edescritoporelvectorψ(−x). Dadoqueelpotencialespar,

podemosreferireloperadorH alsistemadecoordenadasinvertido:seay= −x,

entonces

Hx=
− 2

2m

d2

d(−x)2+V(−x)=Hy, (2.1.3)

dedonderesultaque

Hxψ(−x)=Hyψ(y)=χ(y)=χ(−x). (2.1.4)

PodemosintroducirunoperadorlinealPdefinidosobretodoL2(R),quetrans-

formalosvectoresseǵun

Pψ(x)=ψ(−x). (2.1.5)

ŃotesequeP:D(H)→D(H).

Laecuacíon(2.1.5)puedeserinterpretadacomo

HPψ(x)=Pχ(x)=PHψ(x). (2.1.6)

Esdecir,∀ψ(x)∈D(H),densoenL2(R),es

(PH−HP)ψ(x)=0⇒ [P,H]=O. (2.1.7)

1WilliamRowanHamilton(1805-1865).
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TeniendoencuentaqueP2ψ(x)=Pψ(−x)=ψ(x),vemosqueP2=I,esdecir,

P−1=P.Tambíensevef́acilmentequeP†=P.

Enconsecuencia,tenemosungrupodeoperadoresdefinidossobretodoL2(R),

G ={I,P}≈Z2, (2.1.8)

losqueconmutanconH eneldominiodensoD(H).Estocorrespondeaungrupo

desimetŕıasdelsistema,puestoquelasprobabilidadesdetransicíonnocambian

porlaaplicacíondeesastransformaciones2:
(
Pψ1,e−

iHtPψ2

)
=

(
ψ1,P

†e−iHtPψ2

)
=

=
(
ψ1,e−

iHtψ2

)
.

(2.1.11)

ConsideremosahoraunautovectordeH (quesupondremosnodegenerado),

HψE(x)=EψE(x). (2.1.12)

Comoelcorrespondientesubespaciocaracteŕısticoesunidimensional,todootroau-

tovectorcorrespondienteal mismoautovalordebeserproporcionalaψE.Adeḿas,

comoP conmutaconH,P dejainvarianteesesubespaciocaracteŕısticodeH,de

modoque

HPψE =PHψE =EPψE. (2.1.13)

Enconsecuencia,PψE(x) =ψ(−x) =cψ(x),dondecesunaconstantecuyocua-

dradoesc2=1.Dependedelautovectorconsideradoquec=+1oc=−1,loque

correspondealhechobienconocidodequelasautofuncionesdeHamiltonianospares

sondeparidaddefinida.

Perodesdeelpuntodevistadelateoŕıadegrupos,sepuededecirquelaaccíon

deloperadorPenelsubespaciocaracteŕısticoconsideradoest́arepresentadaporla

multiplicacíonpor+1opor−1. Ḿasprecisamente,paraaquellossubespaciospara

loscualesc=1quedaestablecidounhomomorfismoentre G yelgrupotrivial

Z1, mientrasqueparaaquellosenloscualesc= −1seest́aenpresenciadeuna

representacíonfieldelgrupoG ≈Z2.

2EloperadordeevolucíonU(t)=e− iHt eslasolucíondelaecuacíondiferencial

∂tU(t)=−
i

HU(t), conU(0)=I. (2.1.9)

Si[P,H]=O (esdecir,siP†HP=H)entonces[P,U(t)]=O.Enefecto,

∂t

(
P†U(t)P

)
=P†

(

−
i

HU(t)

)

P=−
i

H
(
P†U(t)P

)
; (2.1.10)

ycomoP†U(0)P=P2=I,resultaqueP†U(t)P=U(t).
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2.2. Elcasodeunapart́ıculaenunpotencialcentral

Consideremosahoraunapart́ıculacúanticaenR3sometidaalainfluenciadeun

potencialcentral,V=V(|x|).

EloperadorHamiltonianoparaesteproblemaes

H =
− 2

2m
△x+V(|x|), (2.2.1)

donde△x eselLaplaciano3enR3.SudominiodedefinicíonD(H)eselsubespacio

delasfuncionesψ(x)∈L2(R
3)talesquesusderivadasparcialessegundas∂i

2ψ(x)

sonlocalmentesumablesyHψ(x)∈L2(R
3).

Consideremosvectordeestadoψ(x)∈D(H),entonces

Hψ(x)=χ(x)∈L2(R
3). (2.2.2)

Supongamosahoraquepreparamoselsistemaconunaorientacíondistintaenel

espacio,de modoquesuestadoest́erepresentadoporel mismovectorψ(y)pero

respectodeunsistemadecoordenadasrotadorespectodelinicial.Larelacíonentre

lascoordenadasdeunmismopuntodelespacioenelsistemadecoordenadasinicial,

x∈R3,yenelsistemarotado,y∈R3,eslineal:x=Ry,dondeResuna matriz

realde3×3.Encomponentes,

xk=Rklyl. (2.2.3)

Unarotacíondelsistemadecoordenadaspreservalasdistanciaentreelpuntocon-

sideradoyelorigen,demodoqueResunamatrizortogonal:

(x,x)=(Ry,Ry)=(y,RtRy)=(y,y),∀y∈R3, (2.2.4)

loqueimplicaqueRtR=13.ComoResunafuncíoncontinuadelosángulosde

Euler,detR=+1.Enconsecuencia,R∈SO(3),conRt=R−1.

Lafuncíondeondaquedescribealsistemaf́ısicorotado,referidaalsistemade

coordenadasinicial,es(suponiendoquesetransformacomounescalar)

ψ(x)=ψ(y)=ψ(R−1x). (2.2.5)

PodemosahorareferirelHamiltonianoalsistemadereferenciarotado,teniendo

encuentaqueelpotencialescentral.Enefecto,paray=R−1xtenemosporunlado

V(|x|)=V(|y|),mientrasque

∂

∂xk

=
∂yl

∂xk

∂

∂yl

=
(
Rt

)
lk

∂

∂yl

=Rkl
∂

∂yl

(2.2.6)

△x=
∂

∂xk

∂

∂xk

=
∂

∂yl

RklRkm
∂

∂ym

=
∂

∂yl

δkm
∂

∂ym

=△y.

3Pierre-SimondeLaplace(1749-1827).
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Entonces,

Hxψ(R
−1x)=Hyψ(y)=χ(y)=χ(R

−1x). (2.2.7)

Tambíenenestecasopodemosintroducirunconjuntodeoperadoreslineales

definidossobreL2(R
3)que,paracadaR∈SO(3),transformenlosvectoresde

estadoseǵun

R(R)ψ(x)=ψ(R−1x). (2.2.8)

ŃotesequeR(R):D(H)→D(H).

Enesascondiciones,∀ψ(x)∈D(H)densoenL2(R
3),podemosreescribirla

eq.(2.2.7)como

HR(R)ψ(x)=R(R)χ(x)=R(R)Hψ(x). (2.2.9)

Enconsecuencia,

R(R)H−HR(R)=[R(R),H]=O,∀R∈SO(3). (2.2.10)

LosoperadoreslinealesR(R)tienenlassiguientespropiedades:

•R(R)esunitario4:

(R(R)ψ,R(R)χ)=

∫

ψ(R−1x)∗χ(R−1x)d3x=

=

∫

ψ(y)∗χ(y)(detR)d3y= (2.2.11)

=(ψ,χ),∀ψ,χ∈L2(R
3),y∀R∈SO(3).

4EldominiodeR(R)estodoL2(R
3)y,enparticular,R(R)preservalasnormas,

∥R(R)ψ∥2=(R(R)ψ,R(R)ψ)=(ψ,ψ)=∥ψ∥2.

SurangoestodoelespaciodeHilbert,pues∀ψ(x)∈L2(R
3)

ψ(x)=ψ(RR−1x)=R(R)χ(x),conχ(x)=ψ(Rx)∈L2(R
3),

ytambíenesinyectivoyaque

R(R)ψ(x)=R(R)χ(x)⇒R(R)(ψ(x)−χ(x))=0⇒(ψ(x)−χ(x))=0.

Entonces,R(R)esunabiyeccíondeL2(R
3)entodoL2(R

3)coninversaacotada.Adeḿas,por

seracotado,suadjuntoest́adefinidoentodoL2(R
3)ycoincideconsuinversa,R†(R)=R−1(R).

Enefecto,∀ψ,χ∈L2(R
3)tenemosque

(ψ,χ)=(R(R)ψ,R(R)χ)=(R†(R)R(R)ψ,χ) ⇒ R†(R)R(R)=I.

YcomoRank(R(R))=L2(R
3),∀ψ,χ∈L2(R

3)existenψ,χ∈L2(R
3)talesqueψ=R(R)ψ,χ=

R(R)χ,demodoque

(ψ,R(R)R†(R)χ)=(R(R)ψ,R(R)R†(R)R(R)χ)=(ψ,χ) ⇒ R(R)R†(R)=I.



2.2.EL CASO DE UNAPART́ICULAEN UNPOTENCIAL CENTRAL 41

•ElconjuntodelosoperadoresR(R),conR∈SO(3),seestructura(respectode

lacomposicíonusualdeoperadoressobreunespaciodeHilbert5)comoungrupo

isomorfoaSO(3).Enefecto,seanR1R2=R3,entonces,∀ψ(x)∈L2(R
3)

R(R1)R(R2)ψ(x)=R(R1)(R(R2)ψ(x))=

=R(R1)ψ(R−1
2 x)=ψ(R−1

2 R−1
1 x)=

=ψ((R1R2)
−1x)=ψ(R−1

3 x)=R(R3)ψ(x),

⇒R(R1)R(R2)=R(R1R2),∀R1,R2∈SO(3).

(2.2.12)

Porlotanto,elgrupodeoperadoreseshomomorfoaSO(3)(constituyeunarepre-

sentacíonlinealdeSO(3)).Perolarelacíonentreambosgruposesunoauno.En

efecto,siR(R1)=R(R2)entonces,paratodoψ(x)∈L2(R
3)setieneque

R(R1)ψ(x)=ψ(R−1
1 x)=ψ(R−1

2 x)=R(R2)ψ(x), (2.2.13)

yesoesposibleśolosiR1=R2.Enconsecuencia,elgrupodeoperadoresaśıob-

tenido,queact́uasobreunespaciodefuncionesescalaresavaloresenL2(R
3),es

isomorfoalgrupoderotacionesenelespacio,SO(3).Enparticular,R(13)=Iy

R(R−1)=R†(R).

DadoquelosoperadoresR(R)sonunitariosyconmutanconelHamiltoniano

H,setratadeungrupodesimetŕıasdelsistemacúantico.Enefecto,lastrans-

formacionesqueproducenpreservanlasprobabilidadesdetransicíonentreestados6,

(
R(R)ψ,e−iHtR(R)χ

)
=

(
R(R)ψ,R(R)e−iHtχ

)
=

(
R†(R)R(R)ψ,e−iHtχ

)
=

(
ψ,e−iHtχ

)
. (2.2.14)

ConsideremosahoraelsubespaciocaracteŕısticocorrespondientealautovalorE

deH.Engeneral,seŕadegeneradocondegeneracíonfinitan.Entoncespodemosse-

leccionarunconjuntodenautovectoreslinealmenteindependientescorrespondientes

alautovalorE,quegeneranesesubespacio:

Hψk
E(x)=Eψk

E(x),conk=1,2,...,n. (2.2.15)

5DavidHilbert(1862-1943).
6Aqúıtambíen,delaecuacíondeSchr̈odinger(Erwin RudolfJosef AlexanderSchr̈odinger

(1887-1961))sededucequesiR†(R)HR(R) =H entoncesR†(R)U(t)R(R) =U(t),donde

U(t)=exp(−iHt)eseloperadordeevolucíondelsistemacúantico.VerNotaalpieenṕagina38.
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TodoautovectordeesesubespaciocaracteŕısticodeH sepuedeexpresarcomo

unacombinacíonlinealdelosψk
E(x).Porotraparte,losoperadoresR(R)dejaninva-

rianteaesesubespacio,puestoqueconmutanconelHamiltoniano.Enconsecuencia,

paracadaR∈SO(3)yparacadak=1,...,n,

R(R)ψk
E(x)=

n∑

l=1

ψl
E(x)Dlk(R), (2.2.16)

conciertoscoeficientesDlk(R)quedependendelarotacíonconsideradaR.

PoraplicacíonsucesivadelastransformacionesenL2(R
3)asociadasadosrota-

ciones,R1,R2∈SO(3),obtenemos

R(R1)R(R2)ψ
k
E(x)=

n∑

l=1

R(R1)ψ
l
E(x)Dlk(R2)=

n∑

l=1

n∑

m=1

ψm
E(x)Dml(R1)Dlk(R2). (2.2.17)

Perotambíenes

R(R1)R(R2)ψ
k
E(x)=R(R1R2)ψ

k
E(x)=

n∑

m=1

ψm
E(x)Dmk(R1R2). (2.2.18)

Ycomolosψm
E(x)sonlinealmenteindependientes,resulta

n∑

l=1

Dml(R1)Dlk(R2)=Dmk(R1R2), (2.2.19)

obien,definiendomatricesD(R)dedimensíonn×ncuyoselementossonloscoefi-

cientesDlk(R),

D(R1)D(R2)=D(R1R2). (2.2.20)

Enconsecuencia,elconjuntode matrices D(R)conformanungrupohomomorfo

aSO(3).Esdecir,constituyenunarepresentacíon matricialdeSO(3),cuyas

matricesdescribenlaaccíondelosoperadoresR(R)enelsubespaciocaracteŕıstico

correspondientealautovalorE.

Lasanterioresconsideracionesimponen(enelcasogeneral)restriccionessobre

lossubespaciosdedegeneracíondelosautovaloresdelHamiltoniano,puesestablecen

quedebenserespaciosderepresentacíondelosgruposdesimetŕıadelsistema

f́ısicoconsiderado(esdecir,espaciosenlosqueseaposibleconstruirunarepresen-

tacíonmatricialdeesosgrupos).

Enefecto,noesa-priorievidentequedadounciertogrupopuedaconstruirse

unarepresentacíonmatricialdeunadimensíonarbitraria(ḿasadelanteveremosque

lasdimensionesdelasrepresentaciones matricialesirreduciblesdelgrupoSO(3)

sonimpares,n=2j+1,conj∈N∪{0}).
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Enesesentido,elconocimientodelasrepresentaciones matricialesdelgrupo

desimetŕıasdeun Hamiltonianopermiteprever,enalguna medida,elgradode

degeneracíondesusautovalores(esesperablequeenelespectrodeHsedendiversas

representacionesmatricialesdeesosgrupos).

Volviendoalejemploanterior,sẽnalemosquelaeleccíondeunabaseenelsubes-

paciocaracteŕısticocorrespondientealautovalorEdeH esarbitraria.Supongamos

queadoptamosunnuevosistemacompletodenautofuncionesdeH,

Hχk
E(x)=Eχk

E(x),conk=1,2,...,n. (2.2.21)

relacionadasconlasanteriorespor

ψk
E(x)=

n∑

l=1

χl
E(x)Alk, (2.2.22)

dondelamatrizA=(Alk)esregular.Entonces,larelacíoninversaes

χk
E(x)=

n∑

l=1

ψl
E(x)A−1

lk. (2.2.23)

LaaccíondelosoperadoresR(R)sobrelosvectoresdelanuevabasees

R(R)χk
E(x)=

n∑

l=1

R(R)ψl
E(x)A−1

lk =

n∑

l=1

n∑

m=1

ψm
E(x)Dml(R)A−1

lk =

=

n∑

p=1

χp
E(x)

n∑

m=1

n∑

l=1

ApmDml(R)A−1
lk. (2.2.24)

PerodefiniendomatricesD′comosehizoantes,tambíentenemos

R(R)χk
E(x)=

n∑

p=1

χp
E(x)D′

pk(R), (2.2.25)

de modoquelas matricesdelanuevarepresentacíon matricialseobtienendelas

anterioresporunatransformacíondesimilitud:

D′(R)=AD(R)A−1,∀R∈SO(3), (2.2.26)

dondeAnodependedeR.Ńotesequeambasrepresentacionesdescribenla misma

transformacíondevectoresenelsubespaciocaracteŕısticodelautovalorE,pero

referidasadosbasesdistintas.

Dosrepresentaciones matricialesquepuedenobtenerseunadelaotraporuna

transformacíondesimilitudsedicenequivalentes.

Tambíenesposibleelegirunsistemaortonormalcomobasedelsubespaciocon-

siderado.Enesecaso,

(ψk
E(x),ψlE(x))=δkl. (2.2.27)
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YcomolosoperadoresdelarepresentacíonlinealdeSO(3)antesconstruidason

unitarios,

δkl=(R(R)ψk
E(x),R(R)ψl

E(x))=

=(
n∑

p=1

ψp
E(x)Dpk(R),

n∑

q=1

ψq
E(x)Dql(R))=

=

n∑

p=1

n∑

q=1

Dpk(R)∗(ψp
E(x),ψqE(x))Dql(R)=

=
n∑

p=1

n∑

q=1

Dpk(R)∗δpqDql(R)=
n∑

p=1

Dpk(R)∗Dpl(R), (2.2.28)

esdecir,lasmatricesD(R)sonunitarias,

D†(R)D(R)=1n,∀R∈SO(3). (2.2.29)

Enconsecuencia,referidaaunabaseortonormal,larepresentacíonobtenidaesuni-

taria.

Sẽnalemosfinalmenteque,como[R(R),H] =O,aquellosobservablesquese

expresencomofuncíondelosoperadoresR(R)únicamentesonconstantes de

movimiento,demodoquecadagrupodesimetŕıastieneasociadounciertońumero

demagnitudesconservadas.

EnelsubespaciocaracteŕısticocorrespondientealautovalorE,queesinvariante

frentealgrupodetransformaciones,esosobservablesseexpresanent́erminosde

lasmatricesD(R)́unicamente.Deesemodo,deellasdependeunciertoconjuntode

ńumeroscúanticosadicionalesquepermitendistinguirentrelosdiversosautovectores

deH correspondientesalmismoautovalorE.

2.3. Gruposdesimetŕıas

Desdeunpuntodevistaḿasgeneral,diremosqueunaoperacíonqueserealiza

sobreunsistemaf́ısico(quenonecesariamenteinvolucrauncambiodecoordendas)

esunaoperacíondesimetŕıasiellanoafectaelresultadodelasmedicionesquese

efect́uensobreelsistema.Cuandoestasoperacionesseestructurencomoungrupo

hablaremosdegrupodesimetŕıas.

En MećanicaCúantica,acadaestadodeunsistemaf́ısicolecorrespondeun

vectordenorma1enunespaciodeHilbert,ψ∈ H,definidoa menosdeunafase

arbitraria.Frenteaunaoperacíondesimetŕıasobreelsistemaf́ısicoelvectorde

estadocambiaseǵunψ → ψ′∈ H.Podemospensarqueesatransformacíones

efectuadaporlaaplicacíondeunoperadorU definidosobreH,queestablecela

correspondenciaψ′=Uψ.
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Ahorabien,sisetratadeunasimetŕıa,esatransformacíonnoafectalasproba-

bilidadesdetransicíonentreestados,demodoqueUdebepreservarlosḿodulosde

losproductosescalares,

|(χ′,ψ′)|=|(Uχ,Uψ)|=|(χ,ψ)|, ∀ψ,χ∈H. (2.3.1)

EsaigualdadsesatisfacetrivialmentesiUesunoperadorlinealyunitario,encuyo

caso

(Uχ,Uψ)=(χ,ψ). (2.3.2)

Peronoesesalaúnicaposibilidad.Existeunteoremadebidoa Wigner7queesta-

blecequesiempreesposibleelegirlasfases(arbitrarias)delosvectoresdeestado

normalizadosdemodotalquesed́eunodelossiguientescasos,

Ueslinealyunitario:

U(aψ+bχ)=aUψ+bUχ,

(Uψ,Uχ)=(ψ,χ). (2.3.3)

Uesantilinealyunitario(antiunitario)8:

U(aψ+bχ)=a∗Uψ+b∗Uχ,

(Uψ,Uχ)=(ψ,χ)∗. (2.3.4)

Noobstante,śoloelcasodetransformacionesqueinvolucranlainversíontem-

poralest́anrealizadasent́erminosdeoperadoresantiunitarios. Dejandodelado

esecasomuyparticular,śolotendremosqueconsiderarrepresentacioneslineales

degrupos,esdecir,transformacionesdelsistemaf́ısicorealizadasenelespaciode

Hilbertent́erminosdeoperadoreslinealesyunitarios.

ConsideremosdoselementosdeungrupoG,g1·g2=g3∈G.Cadaunodeesos

elementostendŕaasociadounoperadorlinealU(g)sobreH,de modoqueporla

aplicacíonsucesivadedostransformacionesalvectordeestadoψ∈Hobtenemos

U(g1)U(g2)ψ=U(g1)
(
U(g2)ψ

)
=χ, (2.3.5)

7EugenePaul Wigner(1902-1995).
8Eladjuntodeunoperadorantilinealdebeserdefinidocomo

(
U†ψ,χ

)
=(ψ,Uχ)

∗
,

de maneraconsistenteconlaantilinealidaddeU,

(
U†ψ,aχ

)
=a

(
U†ψ,χ

)
=a(ψ,Uχ)

∗
=(ψ,a∗Uχ)

∗
=(ψ,Uaχ)

∗
.
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mientrasqueaplicandoeloperadorasociadoa g3 (quecorrespondeala misma

operacíonf́ısicasobreelsistema)

U(g1·g2)ψ=χ′. (2.3.6)

Losvectoresχyχ′representanel mismoestadodelsistemaf́ısico,porloqueśolo

puedendiferirenunafase.ComoψesunvectorarbitrariodeH,seconcluyeque

esafaseesindependientedeψ,yśolopuededependerdeloselementog1yg2,

U(g1·g2)=exp
(
iα(g1,g2)

)
U(g1)U(g2). (2.3.7)

Enconsecuencia,acadaoperacíonf́ısicasobreelsistemapuedecorresponderun

conjuntodeoperadoresquedifierenentreśıenunafase.Siesosfactoresdefase

adicionalesnopuedenajustarsetodosellosa1eligiendoconvenientementelasfases

delosoperadoresU(g),sedicequeseest́aenpresenciadeunarepresentacíon

proyectivadelgrupodetransformaciones.

Enelcasodetenerrepresentacionesproyectivas,existeunhomomorfismodeun

grupodeoperadoresGsobreelgrupoGdetransformacionesconsideradas,ϕ:G→

G.Enparticular,habŕaunconjuntodeoperadoresI=
{
I,exp

(
iα(g,g−1)

)
I,...

}
⊂

G queśolodifierendelaidentidadenunafaseyquesonaplicadosporefectodel

homomorfismoenelelementoidentidadedeG.Esteconjunto,claramentecontenido

enelcentrodelgrupoG,constituyeelńucleodelhomomorfismo,I=ϕ−1(e),quees

unsubgrupoinvariantedeG.Deladefinicíondegrupocociente(verSeccíon1.4),

yasabemosqueenesecasoGesisomorfoaG/Iporlacorrespondenciag↔U(g)I.

Estoes,cadatransformacíondelgruposobreelsistemaf́ısicoestaŕarealizadaenel

espaciodeHilbertdeestadosdelsistemaporunconjuntodeoperadoresquedifieren

entreśıenunfactordefase.

Enesascondiciones,elestudiodelasrepresentacionesproyectivasdeungrupo

Gsereducealestudiodelasrepresentacionesordinariasdeungrupo ḿasamplio,

G,llamadogrupodecubrimientodeG,alcualGeshomomorfo.

DelconjuntodelasrepresentacionesmatricialesdelgrupodecubrimientoG,son

representacionesordinariasdelgrupoGaquellasqueaplicanelńucleoIenlamatriz

identidaddelarepresentacíon.
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Caṕıtulo3

REPRESENTACIONES MATRICIALES DE GRUPOS DE

ORDENFINITO

3.1. Representacionesequivalentes- Caracteres

ConsideremosdoscopiasdelespacioCn,E yE′,yseaA una matrizregular

(dedimensíonn×n)querepresenteunaaplicacíonconinversaentreesosespacios,

A:E→ E′.DadaunarepresentacíonmatricialdeungrupoGestablecidasobreel

espacioE,

D:G→ D(G)={D(g):E→ E,∀g∈G} (3.1.1)

(dondeD esunhomomorfismodeGenungrupode matricesden×n,D(G)),es

posibleconstruirunarepresentacíonmatricialdeGsobreE′demodoque

D′(G):=
{
D′(g)=AD(g)A−1:E′→ E′,∀g∈G

}
. (3.1.2)

Enefecto,∀g1,g2∈Gtenemos

D′(g1)D
′(g2)=AD(g1)A

−1AD(g2)A
−1=

=AD(g1·g2)A
−1=D′(g1·g2).

(3.1.3)

Dosrepresentacionesdela mismadimensíoncuyas matricesserelacionanpor

unatransformacíondesimilitud,

D′(g)=AD(g)A−1,∀g∈G, conAfijo, (3.1.4)

sedicenequivalentes.

Estoconstituyeunarelacíondeequivalenciaquepermiteagruparlasrepresen-

tacionesmatricialesdeungrupoGenclasesderepresentacionesequivalentes.

Sellamacaŕacterdelelementog∈GenlarepresentacíonD(G)alatrazade

lamatrizquelorepresenta,

χ(g):=tr{D(g)},conD(g)∈D(G). (3.1.5)

Estaesunapropiedaddelelementog∈Gencadaclasederepresentacionesequiva-

lentes.Enefecto,loscaracteresdeunmismoelementog∈Gendosrepresentaciones

equivalentecoinciden,

χ′(g)=tr{D′(g)}=tr{AD(g)A−1}=tr{D(g)}=χ(g), (3.1.6)

49
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dadalainvarianzadelatrazafrenteapermutacionesćıclicasdelas matricesensu

argumento.

Enparticular,elcaŕacterdelneutroesladimensíondelarepresentacíon

χ(e)=tr{D(e)}=tr{1dimE}=dimE. (3.1.7)

Porotraparte,aelementosconjugadosdeGlescorrespondeelmismocaŕacteren

cadaclasederepresentacionesequivalentesdeesegrupo.Enefecto,sig′=a·g·a−1,

χ(g′)=tr{D(a·g·a−1)}=tr{D(a)D(g)D(a−1)}=

=tr{D(g)}=χ(g).

(3.1.8)

Enconsecuencia,elńumerodecaracteresdiferentesnopuedesuperaralńumerode

clasesdeelementosconjugadosenelgrupo(queesfinitosielgrupoesdeorden

finito).

Porlotanto,cadaclasederepresentacionesequivalentesdeungrupoGest́aca-

racterizadaporunconjuntodecaracteres,unoporcadaclasedeelementosconju-

gadosenG.

3.2. Representacionesirreducibles

DadaunarepresentacíonD(G)deungrupoGsobreunespacioE,unsubespacio

F⊂ Esediceinvariantefrentealaaccíondelgruposi,∀x∈F,y∀g∈G,es

D(g)x∈F.

Todarepresentacíondejainvariantesalosdossubespaciosimpropios,F=E

yF={0}.

UnarepresentacíonD(G)sedicereduciblesidejainvarianteaalǵunsubes-

paciopropiodeE.Encasocontrario,D(G)sediceirreducible.

DeesadefinicíonresultaquelarepresentacíonD(G)esreduciblesiesposible

elegirunabaseenelespaciodelarepresentacíonEdemaneratalquelasmatrices

delarepresentacíonpresentenunaestructuraenbloquesdelaforma

D(g)=

(
D(1)(g) B(g)

O D(2)(g)

)

, ∀g∈G, (3.2.1)

donde(O esuna matriznulay)losconjuntosde matrices{D(1,2)(g),∀g∈ G}

constituyenrepresentaciones matricialesdeG dedimensíon menorquedimE.En
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efecto,

D(g1)D(g2)=

(
D(1)(g1)D

(1)(g2)D
(1)(g1)B(g2)+B(g1)D

(2)(g2)

O D(2)(g1)D
(2)(g2)

)

=D(g1·g2)=

(
D(1)(g1·g2) B(g1·g2)

O D(2)(g1·g2)

)

.

(3.2.2)

Unarepresentacíonreduciblesedicecompletamentereduciblesitodosubes-

pacioinvariantedeD(G)tieneporcomplementoortogonalenEaotrosubespacio

invariante.

Enestecaso,lasmatricesdelarepresentacíonpuedenserllevadasalaforma

D(g)=

(
D(1)(g) O

O D(2)(g)

)

, ∀g∈G. (3.2.3)

Ḿasgeneralmente,unarepresentacíoncompletamentereduciblepuedeserlleva-

daalaformadiagonalenbloques

D(g)=









D(1)(g) O O ...O O

O D(2)(g)O ...O O
...

...
...

...
...

O O O ...O D(ρ)(g)








, ∀g∈G, (3.2.4)

dondelosconjuntosdematrices{D(α)(g),g∈G},paraα=1,2,...,ρ,sonrepre-

sentacionesirreduciblesdeG.

Enesesentido,sepuededecirquelarepresentacíoncompletamentereducible

D(G)eslasumadirectaderepresentacionesirreducibles

D(G)=

ρ⊕

α=1

D(α)(G). (3.2.5)

Sientrelasrepresentacionesirreduciblesqueaparecenenelmiembrodelade-

rechade(3.2.5)lashayequivalentesentreśıenńumeroa1,a2,...,aσ,entoncesuna

transformacíondesimilitud(uncambioapropiadodelabasedeE)hacequeapa-

rezcanenelmiembrodeladerechade(3.2.4)aαbloquesid́enticos,conα=1,...,σ.

Enesascondiciones,podemosescribir

D(G)=
σ⊕

α=1

aαD
(α)(G), (3.2.6)

dondelosaαsonenterospositivos.
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Ejemplo3.1.Elgrupoderotacionesenelplano,SO(2)tienelasiguientere-

presentacíonfiel

D(φ)=






cosφ −sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1




,φ∈[0,2π). (3.2.7)

Evidentemente,esarepresentacíonescompletamentereducible.

Enunespaciocomplejo,resultainmediatomostrarquetodasesamatricespueden

sersimult́aneamentellevadasalaformadiagonal

D′(φ)=AD(φ)A−1=diag
(
eiφ,e−iφ,1

)
(3.2.8)

medianteunamatrizAquenodependedeφ.Enconsecuencia,Dpuedeexpresar-

secomosumadirectadetresrepresentaciones(irreducibles)unidimensionalesno

equivalentes.

Lema3.1.SeanD(G)yD′(G)dosrepresentacionesirreduciblesnoequivalentes

delgrupoG,definidassobrelosespaciosderepresentacíonEyE′respectivamente.

Entonces,unoperadorA:E′→Equesatisface

D(g)A=AD′(g), ∀g∈G, (3.2.9)

esnecesariamenteeloperadornulo,A=O.

PrimerosẽnalemosqueelrangodeA,F=Rank(A)⊂E,esunsubespacio

invariantefrentealaaccíondelarepresentacíonD(G).Enefecto,∀x∈Fexisteun

x′∈E′talquex=Ax′,demodoque

D(g)x=D(g)Ax′=AD′(g)x′∈F, ∀g∈G, (3.2.10)

dadoqueD′(g)x′∈E′.

Ycomo,porhiṕotesis,D(G)esirreducible,FesunsubespacioimpropiodeE.

Enparticular,siF={0}⇒A=O.

SupongamosentoncesqueF=E,yllamemosF′alńucleodeA,F′=Ker(A)⊂

E′.

Paratodovectorx′∈F′y∀g∈Gtenemos

AD′(g)x′=D(g)Ax′=0⇒D′(g)x′∈F′, (3.2.11)

loqueimplicaqueF′esunsubespacioinvariantefrentealaaccíondeD′(G).Y

como,porhiṕotesis,D′(G)esirreducible,entoncesF′esunsubespacioimpropiode

E′.Enparticular,siF′=E′⇒A=O.
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SupongamosentoncesqueF′={0′}.Enesascondiciones,tenemosqueRank(A)=

EyKer(A)={0′},esdecir,Aesunaaplicacíonbiuńıvocaque,enconsecuencia,

tieneinversa.Peroenesecasopodemosescribirque

D(g)=AD′(g)A−1, ∀g∈G, (3.2.12)

encontradiccíonconlahiṕotesisdequeD(G)yD′(G)sonrepresentacionesno

equivalentesdeG.

Porlotanto,comoAnopuedeserinvertible,debeserA=O.

Lema3.2.SupongamosahoraqueD(G)seaunarepresentacíon matricialirre-

ducibledelgrupoG,definidasobreelespacioderepresentacíonEdedimensíonn,

ysupongamosqueeloperador(matrizden×n)A:E→ Esatisface

D(g)A=AD(g), ∀g∈G. (3.2.13)

Enesascondiciones,siA≠O,entoncesAesun ḿultiplodela matrizidentidad,

A=λ1n.

SeaF=Rank(A).Deigual modoqueenelLemaanterior,Fesunsubespacio

invariantefrentealaaccíondeD(G).Comoesarepresentacíonesirreducible,Fes

unsubespacioimpropiodeE.Enparticular,siF={0} ⇒A=O.

SupongamosentoncesqueF=E,yseaF′=Ker(A).F′estambíenunsubes-

pacioinvariantefrenteaD(G)y,porlotanto,tambíenimpropio.Enparticular,si

F′=E⇒ A=O.

Porlotanto,A≠O requierequeRank(A)=EyKer(A)={0},esdecir,que

Aseainvertible.

Ahorabien,consideremoselpolinomiocaracteŕısticodela matriz A,P(λ) =

det(A−λ1n),polinomiodegradodimE≥1.Seaλ0unodesusceros,ydefinamos

unanuevamatrizA′=A−λ01n.Resultainmediatomostrarque

D(g)A′=A′D(g), ∀g∈G, (3.2.14)

loqueimplicaque,obienA′esinvertible,oA′=O.

Perocomo,porconstruccíon,A′noesuna matrizregular,entoncesnecesaria-

menteA′=O⇒ A=λ01n.

LosresultadosestablecidosenlosLemas3.1y3.2constituyenloqueseconoce

comoLemadeSchur(1905).Unaconsecuenciainmediataeselsiguientecorolario.

Corolario 3.0.1.Lasrepresentacionesirreduciblesdeungrupo Abelianoson

todasunidimensionales.
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Enefecto,siGesAbelianotenemosque

D(g)D(g′)=D(g′)D(g), ∀g,g′∈G. (3.2.15)

Entonces,D(g)=λ(g)1dimE,∀g∈G.Ysilarepresentacíonesirreducible,dimE=

1.

3.3. Representacionesunitarias

UnarepresentacíonlinealD(G)sediceunitariasilas matricesdelarepresen-

tacíonsonunitarias,

D(g)†=D(g)−1=D(g−1), ∀g∈G. (3.3.1)

Teorema 3.1.Todarepresentacíon matricialdeungrupodeordenfinitoes

equivalenteaunarepresentacíonunitaria.

SeaGungrupodeordenfinito,#G=n,yseaD(G)unarepresentacíonmatricial

deGdedimensíonr.Las matricesdelarepresentacíonsonoperadoresqueact́uan

sobreelementosdelespacioE=Cr,queesunespacioeucĺıdeorespectodelproducto

escalarusualder-́uplascomplejas,

(x,y)=x†y=
(

x∗
1 ... x∗r

)







y1

...

yr





 , x,y∈Cr. (3.3.2)

Losvectores

e1=









1

0
...

0









,e2=









0

1
...

0









,..., er=









0
...

0

1









, (3.3.3)

formanunabaseortonormaldelespacioE
(
(ek,el)=δkl

)
,demodoquetodovector

x∈Crpuedeescribirsecomox=xkek,conxk=(ek,x).

Conesosmismoselementospodemosconstruirunsegundoespacioeucĺıdeo,E′,

introduciendocomoproductoescalarlaformaherḿıtica

{x,y}:=
1

n

∑

g∈G

(
D(g)x,D(g)y

)
. (3.3.4)

Enefecto,resultainmediato mostrarqueconesadefinicíonsesatisfacentodoslos

axiomasdelproductoescalar(hacerlocomoejercicio!).

ElespacioE′puedesergeneradoporrvectores,e′
1,...,e′r∈Cr,ortonormales

enelsentidodequesatisfacen{e′
k,e′l}=δkl.



3.3.REPRESENTACIONES UNITARIAS 55

SeaAlamatrizregularquetieneporcolumnasalasr-́uplas(linealmenteinde-

pendientes)e′
k,

A:=(e′
1,e′2,...,e′r). (3.3.5)

EntoncesAek=e′
k,demaneraqueAx=xkAek=xke′

k.

Enesascondiciones,

{Ax,Ay}=x∗
k{Aek,Ael}yl=x∗

kδklyl=(x,y),∀x,y∈Cr. (3.3.6)

DefinamosahoraunarepresentacíonequivalenteD′(G)cuyasmatricesseobten-

gandelasdeD(g)porlatransformacíondesimilitud

D′(g):=A−1D(g)A, ∀g∈G. (3.3.7)

Estasmatricessonunitarias.Enefecto,∀x,y∈Crtenemos

x†D′(g)†D′(g)y=
(
D′(g)x,D′(g)y

)
=

=
(
A−1D(g)Ax,A−1D(g)Ay

)
=

=
{
D(g)Ax,D(g)Ay

}
=

= 1
n

∑
h∈G

(
D(h)D(g)Ax,D(h)D(g)Ay

)
=

= 1
n

∑
h∈G

(
D(h·g)Ax,D(h·g)Ay

)
=

= 1
n

∑
g′∈G

(
D(g′)Ax,D(g′)Ay

)
=

{
Ax,Ay

}
=

=
(
x,y

)
=x†1ry,

(3.3.8)

dondehemosusadoquela multiplicacíonaderechaporg(fijo)esunaaplicacíon

biuńıvocadeGenG.

Porlotanto

D′(g)†D′(g)=1r⇒ D′(g)†=D′(g)−1=D′(g−1),∀g∈G, (3.3.9)

ylarepresentacíonD′(G)esunitaria.

Podremosgeneralizaresteresultadoalcasodegruposdeordeninfinitoenla

medidaenqueseaposibledefinirsobreellosunpromediosimilaraldelaec.(3.3.4).

Ḿasadelanteveremosqueesoesposibleenelcasodelos gruposdeLiecompactos

(verSeccíon4.2)
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Teorema3.2.TodarepresentacíonunitariareducibledeungrupoGescomple-

tamentereducible.

SeaD(G)unarepresentacíonunitariadelgrupoG,definidasobreelespaciode

representacíonE.SeaF′⊂Eunsubespacioinvariantefrentealaaccíondelgrupo,

yllamemosF′′asucomplementoortogonalenE.

Entonces,∀x′′∈F′′y∀x′∈F′,ydadoqueD(g)x′∈F′,∀g∈G,tenemosque

0=
(
x′′,D(g)x′

)
=

(
D(g)†x′′,x′

)
=

(
D(g−1)x′′,x′

)
,∀g−1∈G. (3.3.10)

Porlotanto,

D(g)x′′⊥F′,∀x′′∈F′′y∀g∈G, (3.3.11)

demodoqueelsubespacioF′′tambíenesinvariantefrentealaaccíondeG.

Corolario 3.2.1.TodarepresentacíonunitariareducibledeungrupoG puede

expresarsecomosumadirectaderepresentacionesunitariasirreducibles.

Estosimplificaelproblemadehallarlasrepresentaciones ḿasgeneralesdeun

grupodeordenfinito(ytambíen,comoveremos,delosgruposdeLiecompactos,

quesondeordeninfinito),puesbastaconidentificarsusrepresentacionesunitarias

irreduciblesytomarsumasdirectasdéestasparaconstruirunrepresentantedecada

clasederepresentacionesequivalentesdelgrupo.

3.4. Relacionesdeortogonalidadparagruposdeordenfinito

Consideremosprimerodosrepresentaciones matricialesirreduciblesnoequiva-

lentesdeungrupoG deordenfiniton,quellamaremosD(α)(G)yD(β)(G),de

dimensíonrα yrβ respectivamente.

SeaAlamatrizdedimensíonrα×rβ definidapor

A:=
∑

g∈G

D(α)(g)BD(β)(g−1), (3.4.1)

dondeBesciertamatrizderα×rβ queespecificaremosḿastarde.

LamatrizAsatisfacelarelacíon

D(α)(h)A=
∑

g∈GD(α)(h)D(α)(g)BD(β)(g−1)=

=
∑

g∈GD(α)(h·g)BD(β)
(
(h·g)−1)D(β)(h)=AD(β)(h),

(3.4.2)

∀h∈ G.Entonces,porelLemadeSchur(verLema3.1),resultaqueA = O,

cualquieraquesealamatrizB.

LamatrizBesunelementodeunespaciolinealdedimensíonrα×rβ,quepuede

sergeneradoporlabasedematricesBklcuyoselementosdematrizest́andadospor
(
Bkl

)
ij

=δikδjl,1≤i,k≤rα,1≤j,l≤rβ. (3.4.3)
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Enesascondiciones,vemosquelasmatricesdelasrepresentacionesconsideradas

satisfacenlasrelaciones(independientes)
∑

g∈G

D
(α)
ik(g)D

(β)
lj(g−1)=0, (3.4.4)

paratodoi,k=1,...,rα yparatodoj,l=1,...,rβ.

ConsideremosahoraelcasoenqueD(β)(G)=D(α)(G).PorelTeoremadeSchur

(verLema3.2),Adebeserproporcionalalamatrizidentidad,A∼1rα,cualquiera

queseaB.

Entonces,siparaB=BklesA=λα
kl1rα,con1≤k,l≤rα,tenemosque

∑

g∈G

D
(α)
ik(g)D

(α)
lj(g−1)=λα

klδij. (3.4.5)

Paradeterminarlosvaloresdelasconstantesλα
kl podemostomarj= ienla

anteriorigualdad,ysumarsobrei=1,...,rα,paraobtener
∑

g∈G

(
D(α)(g−1)D(α)(g)

)
lk

=
∑

g∈G

δlk=nδlk=λα
klrα⇒ λα

kl=
n

rα

δlk. (3.4.6)

Porlotanto,
∑

g∈G

D
(α)
ik(g)D

(α)
lj(g−1)=

n

rα

δlkδij. (3.4.7)

Podemosescribirdemaneracondensadalasecuaciones(3.4.4)y(3.4.7)como
∑

g∈G

D
(α)
ik(g)D

(β)
lj(g−1)=

n

rα

δlkδijδαβ . (3.4.8)

Silasrepresentacionesconsideradassonunitariastenemosque

D
(β)
lj(g−1)=D

(β)
jl (g)

∗
(3.4.9)

demaneraque(3.4.8)sereducealasrelacionesdeortogonalidad
∑

g∈G

D
(α)
ik(g)D

(β)
jl (g)

∗
=

n

rα

δijδlkδαβ. (3.4.10)

Estasrelacionestienenlasiguienteinterpretacíon:sidefinimosvectoresden

componentesidentificadasporloselementosdelgrupo,araźondeunvectorpor

cadaelementodematrizdecadarepresentacíondeunconjuntoderepresentaciones

unitariasirreduciblesnoequivalentes,

d
(α)
ik :=









D
(α)
ik(g1)

D
(α)
ik(g2)

...

D
(α)
ik(gn)









∈Cn, (3.4.11)
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entoncesesosvectoressonnonulosyortogonalesentreśı(enelsentidodelproducto

escalarusualenelespacioeucĺıdeodelasn-́uplascomplejas),

d
(α)
ik

†
d

(β)
jl =

n

rα

δijδlkδαβ. (3.4.12)

Comoesosvectoressonlinealmenteindependientes,suńumero,σ,nosuperala

dimensíondeeseespacio.Enconsecuencia,śoloesposibleseleccionarunńumero

finitoderepresentacionesunitariasirreduciblesnoequivalentesentreśıysusdimen-

sionesdebensatisfacerque
σ∑

α=1

rα
2≤n=#G. (3.4.13)

Estodemuestraelsiguienteteorema.

Teorema 3.3.Elńumerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirre-

duciblesdeungrupodeordenfinitoesfinito,ylasumadeloscuadradosdesus

dimensionesnosuperaalordendelgrupo1.

Tambíenpodemosobtenerunconjuntodecondicionessobreloscaracteresenlas

distintasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblestomandolastrazas

delasmatricesenlaec.(3.4.10),
∑

g∈G

D
(α)
kk(g)D

(β)
ll (g)

∗
=

∑

g∈G

χ(α)(g)χ(β)(g)
∗

=
n

rα

rαδαβ. (3.4.14)

TeniendoencuentaqueloselementosdeGpuedenserorganizadosenclasesde

elementosconjugados,Ki⊂ G,coni=1,2,...,s,de modoqueG =∪s
i=1Kicon

Ki∩Kj=∅parai̸=j,yqueloscaracteresenunarepresentacíonsonunapropiedad

decadaclase,podemosescribir(3.4.14)como

s∑

i=1

∑

g∈Ki

χ(α)(g)χ(β)(g)
∗

=

s∑

i=1

niχ
(α)
i χ

(β)
i

∗
=nδαβ, (3.4.15)

dondenieselordendelai-́esimaclase,ni= #Ki,yχ
(α)
i eselcaŕactercoḿuna

todosloselementosdelaclaseKienlarepresentacíonD(α)(G),χ
(α)
i =χ(α)(g)=

tr{D(α)(g)}cong∈Ki.

Enconsecuencia,podemosdefinirlosvectoresdecaracteresdecadaclasede

representacionesirreducibles,

c(α)=









√
n1

n
χ

(α)
1√

n2

n
χ

(α)
2

...
√

ns

n
χ

(α)
s









∈Cs,α=1,...,σ, (3.4.16)

1Ḿasadelante mostraremosqueestosdosńumerossoniguales.
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losque,deacuerdocon(3.4.15),sonortonormales2,

c(α)†
c(β)=δαβ. (3.4.17)

Comoesosvectoressonlinealmenteindependientes,esteresultadopruebaelsi-

guienteteorema.

Teorema 3.4.Elńumerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirredu-

ciblesdeungrupodeordenfinitoG nosuperaalńumerodeclasesdeelementos

conjugadosenenelgrupo3.

3.5. Caracteressimples- Teoremade Burnside

Losvectoresdecaracteresdelasclasesderepresentacionesirreduciblessedi-

censimples.Losvectoresdecaracteresderepresentacionesreducibles,llamados

caracterescompuestos,puedenexpresarseent́erminosdeloscaracteressimples.

Enefecto,si

D(G)=

σ⊕

α=1

aαD(α)(G),aα∈Z+, (3.5.1)

dondeσeselńumerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblesdel

grupoGyloscoeficientesaα sonenterosnonegativos,entonces

χ(g)=tr{D(g)}=
σ∑

α=1

aαχ(α)(g),∀g∈G. (3.5.2)

Enconsecuencia,

χi=
σ∑

α=1

aαχ
(α)
i ,i=1,...,s,conaα∈Z+, (3.5.3)

de modoqueloscaracterescompuestospuedenexpresarsecomocombinacionesli-

nealesdeloscaracteressimplesconcoeficientesenterosnonegativos.

Dadounvectordecaracterescompuestoχi,esposibledeterminarloscoeficientes

aα delacombinacíonlinealen(3.5.3)empleandolasrelacionesdeortogonalidadde

laecs.(3.4.15).Enefecto,

s∑

i=1

ni

n
χiχ

(α)
i

∗
=

σ∑

β=1

aβ

s∑

i=1

ni

n
χ

(β)
i χ

(α)
i

∗
=

σ∑

β=1

aβδαβ =aα. (3.5.4)

2EnlosgruposdeLiecompactos(gruposcontinuosdeordeninfinito)esposibleestablecer

condicionesdeortogonalidadparaloscaracteressimilaresa(3.4.15)apartirdelaintroduccíonde

ciertamedidadeintegracíon sobreelgrupo.
3Ḿasadelante mostraremosqueestosdosńumerossoniguales.
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Elcuadradodelanormadeunvectordecaracterescompuestocomoen(3.5.3)

resultaserlasumadeloscuadradosdeloscoeficientesaα:

s∑

i=1

ni

n
χiχi

∗=

σ∑

α=1

aα

s∑

i=1

ni

n
χiχ

(α)
i

∗
=

σ∑

α=1

aα
2. (3.5.5)

Estopermiteestableceruncriteriodereducibilidadderepresentacionesbasado

ensuscaracteres.

Enefecto,silarepresentacíonesirreducible,entonceslasumaenelmiembrode

laderechade(3.5.3)tieneuńunicot́erminoconcoeficienteaα=1,demodoque

s∑

i=1

ni

n
χiχi

∗=1. (3.5.6)

Engeneral,

s∑

i=1

ni

n
χiχi

∗=p∈N. (3.5.7)

Sip=2(́o3),entonceslarepresentacíonconsideradaessumadirectadedos

(resp.tres)representacionesirreduciblesnoequivalentesentreśı.

Sip=4existendosposibilidades:larepresentacíonessumadirectadecuatro

representacionesirreduciblesnoequivalentesentreśı,p=1+1+1+1,obienes

sumadirectadedosrepresentacionesirreduciblesequivalentes,p=22.

Mostraremosenloquesiguequeelńumerodeclasesderepresentacionesirredu-

ciblesdeungrupoGdeordennesigualalńumerodeclasesdeelementosconjugados

enG,σ=s,yquelasumadeloscuadradosdesusdimensionesesigualalorden

delgrupo,
∑s

α=1rα
2=n.

ParaellorecurriremosalTeoremadeCayley,queestablecequetodogrupode

ordennesisomorfoaunsubgruporegulardelgrupodepermutacionesSn.En

particular,las matricescorrespondientesaesesubgrupoenlarepresentacíonde

definicíondeSn (queesfiel-verSeccíon1.2)ofreceunarepresentacíon matricial

fieldedimensíonnparaG,Dreg(G),quellamaremosrepresentacíonregularde

G.

Portratarsedepermutacionesregulares(que,salvolaidentidad,nodejanele-

mentosinvariantes),estasmatricestienencerosenladiagonalprincipal,conlasola

excepcíondela matrizidentidad.Porlotanto,loscaracteresenlarepresentacíon

regulardeGson

χreg(e)=n, χreg(g)=0,∀g̸=e. (3.5.8)
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LarepresentacíonregulardeGesreducible(sielgrupoesnotrivial),dadoque

lanormadesuvectordecaractereses

s∑

i=1

ni

n
χreg

i χreg
i

∗=
1

n
n2=n>1. (3.5.9)

Enconsecuencia,ellapodŕadescomponersecomounasumadirectaderepresenta-

cionesirreducibles,

Dreg(G)=

σ⊕

α=1

aαD(α)(G). (3.5.10)

Aplicadolaec.(3.5.4)obtenemosloscoeficientesdeesadesarrollo,

aα=

s∑

i=1

ni

n
χreg

i χ
(α)
i

∗
=

1

n
χreg(e)χ(α)(e)

∗
=

1

n
nrα=rα, (3.5.11)

donderα esladimensíondelasrepresentacionesenlaα-́esimaclasederepresenta-

cionesirreducibles.

Deesemodo,larepresentacíonregulardeGcontiene(ensudescomposicíoncomo

sumadirecta)unńumeroderepresentantesdelaα-́esimaclasedeequivalenciade

representacionesirreduciblesigualaladimensíondesusespaciosderepresentacíon,

rα.

Finalmente,teniendoencuentaque

n=χreg(e)=

σ∑

α=1

aαχ(α)(e)=

σ∑

α=1

aαrα=

σ∑

α=1

rα
2, (3.5.12)

probamoselsiguienteteorema:

Teorema 3.5.(de Burnside)4Lasumadeloscuadradosdelasdimensiones

(delespacioderepresentacíondeunelemento)decadaclasedeequivalenciade

representacionesirreduciblesesigualalordendelgrupo,

σ∑

α=1

rα
2=n=#G. (3.5.13)

Enefecto,lacotaestablecidaenlaec.(3.4.13)implicaquenoexistenotrasre-

presentacionesirreduciblesquelascontenidasenlarepresentacíonregulardelgrupo.

4WilliamBurnside(1852-1927).
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Estoimplica,enparticular,quelosvectoresd
(α)
ik definidosenlaec.(3.4.11)

formanunabaseortogonaldeCn.Entonces,cualquierfuncíondefinidasobreG,









f(g1)

f(g2)
...

f(gn)









∈Cn (3.5.14)

puedeserdesarrolladaenesabase,demodoque

f(g)=
σ∑

α=1

rα∑

i,k=1

Cα
ikD

(α)
ik(g), ∀g∈G, (3.5.15)

paraciertasconstantesCα
ik.

Consideremosahoraunafuncíondeclase,esdecir,unafuncíondefinidaso-

breG quetomael mismovalorsobretodosloselementosdeuna mismaclasede

elementosconjugados,

f(g)=fi,∀g∈Ki,coni=1,2,...,s. (3.5.16)

Porsimilitudconladefinicíondelosvectoresdecaracteres(verec.(3.4.16)),esta

funcíondefineunvectordeCs,









√
n1

n
f1

√
n2

n
f2

...
√

ns

n
fs









∈Cs. (3.5.17)

Unafuncíonconesaspropiedadessatisface

f(g)=f(h·g·h−1)=
1

n

∑

h∈G

f(h·g·h−1), (3.5.18)
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ycomof(g)tambíenpuedeserdesarrolladacomoen(3.5.15)podemosescribir

nf(g)=
∑

h∈G

σ∑

α=1

rα∑

i,k=1

Cα
ikD

(α)
ik(h·g·h−1)=

=
∑

h∈G

σ∑

α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ikD

(α)
ij(h)D

(α)
jl (g)D

(α)
lk(h−1)=

=
σ∑

α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ikD

(α)
jl (g)

∑

h∈G

D
(α)
ij(h)D

(α)
lk(h−1)=

=

σ∑

α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ikD

(α)
jl (g)

n

rα

δikδjl=

=n

σ∑

α=1

{
1

rα

rα∑

k=1

Cα
kk

}

χ(α)(g),∀g∈G,

(3.5.19)

dondehemosusadolasrelacionesdeortogonalidaddelaec.(3.4.8).

Porlotanto,todafuncíondeclase(enlaformadadaen(3.5.17))puedeser

desarrolladacomounacombinacíonlinealdelosσvectoresdecaracteressimples

c(α)(dadosenlaec.(3.4.16)),quesonortonormales(verec.(3.4.17)).

PeroestorequierequeloscaracteressimplesgenerentodoelespacioCs,loque

implicaquesuńumero(unoporcadaclasedeequivalenciaderepresentaciones

irreducibles)debecoincidirconelńumerodeclasesdeelementosconjugadosenG.

Esdecir,σ=s.

Estopruebaelsiguienteteorema:

Teorema 3.6.Elńumerodeclasesdeequivalenciaderepresentacionesirredu-

ciblesdeungrupodeordenfinitoGcoincideconelńumerodeclasesdeelementos

conjugadosenG.

ComoconsecuenciadelosTeoremas3.5y3.6,podemosconstruirunatablade

caracteresparaungrupoGdeordennconsclasesdeelementosconjugados,

G K1 K2 ... Ks

D(1) χ
(1)
1 χ

(1)
2 ... χ

(1)
s

D(2) χ
(2)
1 χ

(2)
2 ... χ

(2)
s

...
...

... ...
...

D(s) χ
(s)
1 χ

(s)
2 ... χ

(s)
s

(3.5.20)
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dondelasentradasdelatablasonlas(clasesdeequivalenciade)representaciones

irreduciblesnoequivalentesentreśı,ylasclasesdeelementosconjugadosrespecti-

vamente.Adeḿas,lasdimensionesdelasrepresentacionesirreduciblessatisfacen
s∑

α=1

rα
2=

s∑

α=1

(
χ

(α)
1

)2

=n. (3.5.21)

Laα-esimafiladelatablacorrespondealvectordecaracteresc(α)definidoen

(3.4.16),a menosdeunfactor
√

ni

n
enlai-esimacomponente,parai=1,...,s.

Comolosvectores c(α)sonortonormales,conellospuedeconstruirseuna matriz

unitaria,

U:=
(

c(1) c(2) ... c(s)
)

,conU†U=1s. (3.5.22)

PeroentoncestambíenesUU†=1s,loqueimplicaquelosvectores

bi:=

√
ni

n









χ
(1)
i

χ
(2)
i
...

χ
(s)
i









, 1=1,...,s, (3.5.23)

tambíensonortonormales.

Estosignificaquelascolumnasdelatabladecaracteressonortogonalesentre

śıydenorman
ni

,
s∑

α=1

χ
(α)
i

∗
χ

(α)
k =

n

ni

δik, 1≤i,k≤s. (3.5.24)

Estasigualdadesconstituyenunconjuntodes(s+1)
2

condicionessobreloscaracteres,

equivalentesalascondicionesdeortogonalidaddelaec.(3.4.15).

Ejemplo 3.2.EnungrupoabelianoG deordenn,cadaelementoformauna

claseporśımismo.Entonces,s=n,ytenemosque
n∑

α=1

rα
2=n, (3.5.25)

donderα ≥ 1.Porlotanto,rα =1,paratodo α=1,...,n,yelgrupotienen

representacionesirreduciblesnoequivalentesunidimensionales.

Porotraparte,comon<∞,todoelementoa∈Gesdeordenfinito,esdecir,

ak = e,paraalǵunk∈ N. Entonces,lamatriz correspondienteenlaα-́esima

representacíonirreducible,D(α)(a)=χ(α)(a),estalqueχ(α)(a)
k

=1⇒ D(α)(a)=

χ(α)(a)=k
√

1,yloscaracteressontodosráıcesdelaunidad.

Paraelgrupoćıclicodeordenngeneradopora,isomorfoaZn,lasrepresenta-

cionesirreduciblesnoequivalentesest́ancaracterizadaspor

χ(α)(a)=D(α)(a)=ei2π
n

α, α=1,...,n. (3.5.26)
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Enparticular,α=ncorrespondealarepresentacíontrivial.

Ejemplo3.3.YahemosvistoqueelgrupoS3(deorden#S3=3!=6)contiene

tresclasesdeelementosconjugados,

K1= , K2= , K3= , (3.5.27)

con#K1=1,#K2=2,#K3=3.Entonces,S3tienetresrepresentacionesirredu-

ciblesnoequivalentes,cuyasdimensionessatisfacen

r1
2+r2

2+r3
2=6, (3.5.28)

ecuacíonquetieneporúnicasolucíon(con1≤r1≤r2≤r3)ar1=r2=1,

r3=2.Esdecir,estegrupotienedosrepresentacionesunidimensionales(latrivial

ylaalternada)yunarepresentacíonbidimensionalirreduciblesynoequivalentes

entreśı.

Esainformacíonessuficienteparaconocerloselementosdelatabladecaracteres

correspondientesalasdosprimerasfilasyalaprimeracolumna.Losdoselementos

restantespuedensercalculadosf́acilmentehaciendousodelaortogonalidaddelas

columnas,paraobtenerfinalmente5

S3 K1 K2 K3

D(1) 1 1 1

D(2) 1 1 −1

D(3) 2 −1 0

(3.5.31)

Ejemplo3.4.Consideremoslarepresentacíondedefinicíondelgrupodeper-

mutacionesS3:

M(e)=






1 0 0

0 1 0

0 0 1




, M(a)=






0 1 0

0 0 1

1 0 0




, M(α)=






1 0 0

0 0 1

0 1 0




, (3.5.32)

5Dadoquelasrepresentacionesirreduciblesdeungrupodeordenfinitoest́ancontenidasen

surepresentacíonregularunńumerodevecesigualasudimensíon,estudiandolossubespacios

invariantesdeestarepresentacíonpuededeterminarseunconjuntorepresentativodeesasclasesde

equivalencia.

Poresav́ıaseencuentra,porejemplo,que

D(3)(e)=

(
1 0

0 1

)

, D(3)(a)=

(
0 1

−1 −1

)

, D(3)(α)=

(
1 0

−1 −1

)

, (3.5.29)

cuyastrazasson

χ
(3)
1 =2, χ

(3)
2 =−1, χ

(3)
3 =0, (3.5.30)

encoincidenciaconlatablaen(3.5.31).



66 3.REPRESENTACIONES MATRICIALESDEGRUPOSDEORDENFINITO

etc.Loscorrespondientescaracteresson

χ(e)=χ1=3, χ(a)=χ2=0, χ(α)=χ3=1. (3.5.33)

Enconsecuencia,teniendoencuentaquelaγ-́esimarepresentacíonirreducibledeS3

est́acontenidaenestarepresentacíonunńumerodevecesaγdadopor

6aγ=1χ1χ
(γ)
1 +2χ2χ

(γ)
2 +3χ3χ

(γ)
3 , (3.5.34)

delatabla(3.5.31)obtenemosdeinmediatoque

a1=1, a2=0, a3=1. (3.5.35)

Porejemplo,podemosdiagonalizarlamatrizM(a)seǵunA−1M(a)A,dondeA

eslamatrizformadaporlosautovectoresdelaprimera,

A=






−1−i
√
3

2
−1+i

√
3

2
1

−1+i
√
3

2
−1−i

√
3

2
1

1 1 1




. (3.5.36)

Esatransformacíondesimilitudponeenevidenciaambossubespaciosinvariantes,

identifićandosef́acilmentelarepresentacíontrivialylarepresentacíonbidimensional

D(3)cuyasmatricesresultan

D(3)(e)=

(
1 0

0 1

)

, D(3)(a)=

(
−1−i

√
3

2
0

0 −1+i
√
3

2

)

,

D(3)(b)=

(
−1+i

√
3

2
0

0 −1−i
√
3

2

)

, D(3)(α)=

(
0 −1−i

√
3

2

−1+i
√
3

2
0

)

,

D(3)(β)=

(
0 −1+i

√
3

2

−1−i
√
3

2
0

)

, D(3)(γ)=

(
0 1

1 0

)

(3.5.37)

ElcasodelgrupoS3esparticularmentesimple,porquelascondicionesquehemos

deducido,juntoconalgunainformacíonadicionalquetenemosacercadelgrupo,nos

permitedeterminarcompletamentesutabladecaracteres.

Peroenelcasodegruposdemayorordenesonoseŕaposibleengeneral,porque

mientrasqueelńumerodeloselementosdelatabladecaracterescrececomos2,el

ńumerodecondicionesdeortogonalidadcreceśolocomos
2

2
.

Noobstante,enlapŕoximaseccíonveremosqueexistencondicionesadicionales

sobreloscaracteressimplesquesonsuficientesparadeterminarcompletamentesu

tabladecaracteres.
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3.6. Álgebraasociadaaungrupodeordenfinito

ElálgebraasociadaaungrupoGdeordenfinitonesunespaciovectorialcom-

plejodedimensíonn,cuyosvectorespuedenserrepresentadoscomosumasformales
∑

g∈G

agg, conag∈C, (3.6.1)

queest́aestructuradoconlasoperacionesdesuma
∑

g∈G

agg+
∑

g∈G

bgg:=
∑

g∈G

(ag+bg)g (3.6.2)

yproducto(bilineal,asociativoy,engeneral,noconmutativo6)

∑

g∈G

agg·
∑

h∈G

bhh:=
∑

g′∈G

∑

h∈G

ag′bh(g′·h)=
∑

g∈G

{
∑

h∈G

ag·h−1bh

}

g. (3.6.4)

ConsideremoseneĺalgebradeGloselementosdelaforma

κi:=
∑

g∈Ki

g, i=1,2,...,s. (3.6.5)

Estoes,losvectoresconcomponentesag=1parag∈Kiyag=0entodootro

caso.Enparticular,κ1=e.

Estosvectoressoninvariantesporconjugacíon,

h·κi·h−1=
∑

g∈Ki

h·g·h−1=
∑

g′∈Ki

g′=κi, (3.6.6)

dadoquelaconjugacíonporunelementofijoh∈GesunaplicacíonbiuńıvocadeKi

enesamismaclase.Estapropiedadhacequedichoselementosdeĺalgebraconmuten

entreśı,

κi·κj=
∑

g∈Kj

κi·g=
∑

g∈Kj

g·g−1·κi·g=κj·κi, ∀i,j=1,...,s. (3.6.7)

Porsuparte,elproductodedosdetaleselementos,

κiκj=
∑

g∈Ki

∑

h∈Kj

g·h, (3.6.8)

estambíeninvarianteporconjugacíon,

h·κi·κj·h−1=h·κi·h−1·h·κj·h−1=κi·κj. (3.6.9)

6Enefecto,llamandof=g·h−1,elcoeficienteenlasumadelmiembrodeladerechade(3.6.4)

seescribecomo
∑

h∈G

ag·h−1bh=
∑

f∈G

afbf−1·g≠
∑

f∈G

bg·f−1af (3.6.3)

sielgrupoesnoAbeliano.
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Enconsecuencia,loselementosdeGenelproductoκi·κjdebenaparecersumados

sobreclasesconjugadascompletas,todosellosenunadadaclaseasociadosaun

mismocoeficiente:

κi·κj=
s∑

k=1

cijkκk, (3.6.10)

dondeloscoeficientescijkest́andeterminadosporlaleydecomposicíonenG,son

siḿetricosenelprimerpardéındices,cjik=cijk,ytomanvaloresenterosnonega-

tivos.

ConsideremosahoraunarepresentacíonirreducibledelgrupoG,D(G).Ellanos

proveedeunarepresentacíonmatricialparaeĺalgebradeG,
∑

g∈G

agg−→
∑

g∈G

agD(g), (3.6.11)

dondelasumayelproductoporńumerossonlasoperacionesusualessobrematrices.

Enefecto,paraelproductodedosvectorestenemos

∑
g∈G agD(g)

∑
h∈G bhD(h)=

∑
g∈G

∑
h∈G agbhD(g·h)=

=
∑

g∈G

{∑
h∈Gag·h−1bh

}
D(g),

(3.6.12)

encoincidenciacon(3.6.4).

Enparticular,si

κi−→Di=
∑

g∈Ki

D(g), (3.6.13)

entoncesde(3.6.10)obtenemos

DiDj=
s∑

k=1

cijkDk, (3.6.14)

dondeloscoeficientescijknodependendelarepresentacíon.

Porotraparte,

D(g)DiD(g−1)=
∑

h∈Ki

D(g)D(h)D(g−1)=
∑

h′∈Ki

D(h′)=Di, (3.6.15)

demodoque

D(g)Di=DiD(g), ∀g∈G. (3.6.16)

Porlotanto,porelLemadeSchur,debeserDi=λi1r,siresladimensíondela

representacíonconsiderada.

Paradeterminarlaconstantedeproporcionalidadtomamoslatraza

tr{Di}=
∑

g∈Ki

χ(g)=niχi=rλi ⇒ λi=
ni

r
χi. (3.6.17)
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Entonces,de(3.6.14)obtenemos

λiλj1r=
s∑

k=1

cijkλk1r ⇒
ninj

r2
χiχj=

s∑

k=1

cijk
nk

r
χk, (3.6.18)

donder=χ1esladimensíondelarepresentacíon.

Porlotanto,loscaracteressimplesdeungrupodeordenfinitoGconsclases

deelementosconjugadossatisfacenlasrelaciones

ninjχ
(α)
i χ

(α)
j =χ

(α)
1

s∑

k=1

cijknkχ
(α)
k ,para1≤i≤j≤s, (3.6.19)

yparatodaslasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreduciblesdeG,α=

1...,s.

Estasigualdadesimponens×s(s+1)
2

condicionessobreloss2caracteressimples.No

obstante,ellasnosonincompatibles,sinoquesonengran medidaredundantes(y,

asuvez,compatiblesconlascondicionesdeortogonalidad7),resultandosuficientes

paradeterminarcompletamentelatabladecaracteresdelgrupo.

Ejemplo3.5.ParaelgrupoS3tenemos

κ1=e, κ2=a+b, κ3=α+β+γ. (3.6.22)

7Paraverqueestoesaśıconsideremosrepresentacionesunitariasirreducibles,paralascuales

χ(α)(g)=χ(α)(g−1)
∗
,yllamemosKj′ laclasequecontienealasinversasdeloselementosg∈Kj.

Ńoteseque #Kj′=nj′=nj=#Kj.

Enesascondiciones,laec.(3.6.19)seescribecomo

ninj′χ
(α)
i χ

(α)
j′

∗
=

s∑

k=1

cijknkχ
(α)
k χ

(α)
1

∗
. (3.6.20)

Entonces,intercambiando j↔ j′,sumandosobrelasclasesderepresentacionesirreduciblesy

empleandolasrelacionesdeortogonalidadensuforma(3.5.24)obtenemos

ninj

∑s
α=1 χ

(α)
i χ

(α)
j

∗
=ninj

n
ni

δij=nniδij=

=
∑s

k=1 cij′knk

∑s
α=1 χ

(α)
k χ

(α)
1

∗
=

∑s
k=1 cij′knk

n
n1

δk1=ncij′1,

⇒ cij′1=niδij.

(3.6.21)

Porotraparte,sabemosqueelcoeficientecij′1 esnonulośolosienlaclaseKj′ aparecenlos

elementosinversosdelosquepertenecenaKi(esdecir,sij′= i′⇒ j= i)y,enesecaso,

cij′1=ni,encoincidenciacon(3.6.21).
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Tomandoproductosentrelosvectoresdeĺalgebradelaformaκi,i=1,...,s,obte-

nemosloscoeficientescijk.Porejemplo,

κ2
2=(a+b)·(a+b)=a2+a·b+b·a+b2=

=b+e+e+a=2κ1+κ2,

κ2·κ3=(a+b)·(α+β+γ)=2κ3=κ3·κ2,

κ3
2=(α+β+γ)2=3κ1+3κ2,etc.

Resultaendefinitiva

c111=1, c122=1, c133=1,

c221=2, c222=1, c223=0,

c231=0, c232=0, c233=2,

c321=0, c322=0, c323=2,

c331=3, c332=3, c333=0,

(3.6.23)

siendonuloselrestodeloscoeficientes.

Conocidosestoscoeficientes,apartirde(3.6.19)puedeplantearseunconjunto

deecuacionesindependientesqueseansuficientesparadeterminarcompletamente

latabladecaracteressimples(3.5.31)(hacerlocomoejercicio!).

3.7. Productodirectoderepresentaciones

DadaunarepresentacíonmatricialD(G)deungrupoG,puedeconstruirseuna

nuevarepresentacíontomandolascomplejasconjugadasdelas matricesdeD(G)8.

Enefecto,

D(g1)
∗D(g2)

∗={D(g1)D(g2)}
∗=D(g1·g2)

∗,∀g1,g2∈G. (3.7.1)

Estaeslarepresentacíonconjugada,quepuedeonoserequivalenteaD(G).

Otraformadegenerarnuevasrepresentacionesdeungrupoapartirdealgu-

nasconocidasconsisteentomarelproductodirectodeéstas,procedimientoque

describimosacontinuacíon.

SeanE(α)yE(β)losespaciosdedosrepresentacionesdeungrupoG,D(α)(G)y

D(β)(G),dedimensíonrα=ryrβ=r′respectivamente.

SupongamosquelosespaciosderepresentacíonE(α)yE(β)est́engeneradospor

losconjuntoscompletos{e1,...,er}y{e′
1,...,e′r′}respectivamente,de modoque

8Tambíenseobtieneunarepresentacíontomandolastraspuestasdelasinversasdelasmatrices,

D(g−1)
t
.
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losvectoresenesosespaciostienendesarrollosdelaforma

x=xiei∈E(α), y=yje′
j∈E(β), (3.7.2)

conxi,yj∈C.

Referidosaesasbases,losoperadoresdelasrepresentacionesact́uanseǵun

D(α)(g)x=
(
D

(α)
kl (g)xl

)
ek, D(β)(g)y=

(
D

(β)
kl (g)yl

)
e′

k. (3.7.3)

Elespacioproductodirectooproductotensorial,E(α)⊗E(β),esunespacio

linealdedimensíonr×r′generadoporunabasequedenotaremospor{ei⊗e′
j,1≤

i≤ r,1≤ j≤ r′}.Unvectorarbitrariodeeseespaciotieneundesarrollodela

formaz=zijei⊗e′
j,demodoquesuscomponentesformanunamatrizder×r′.

Dadosdosvectorescomoen(3.7.2),suproductotensorialeselvectorz=x⊗y:=

xiyjei⊗e′
j∈E(α)⊗E(β).

Larepresentacíonproductodirecto,(D(α)⊗D(β))(G),esunarepresentacíon

matricialdelgrupo G cuyoespacioderepresentacíonesE(α)⊗E(β),sobreelque

act́uaseǵun

(
D(α)⊗D(β)

)
(g)z=

{[(
D(α)⊗D(β)

)
(g)

]
ij,kl

zkl

}
ei⊗e′

j, (3.7.4)

donde
[(

D(α)⊗D(β)
)
(g)

]
ij,kl

=D
(α)
ik(g)D

(β)
jl (g). (3.7.5)

Efectivamente,setratadeunhomomorfismo,porqueparaelproductodedos

operadorescualesquieratenemos

[(
D(α)⊗D(β)

)
(g1)

(
D(α)⊗D(β)

)
(g2)

]
ij,kl

=

=
[(

D(α)⊗D(β)
)
(g1)

]
ij,uv

[(
D(α)⊗D(β)

)
(g2)

]
uv,kl

=

=D
(α)
iu(g1)D

(β)
jv(g1)D

(α)
uk(g2)D

(β)
vl (g2)=

=D
(α)
ik(g1·g2)D

(β)
jl (g1·g2)

=
[(

D(α)⊗D(β)
)
(g1·g2)

]
ij,kl

, ∀i,j,k,l,∀g1,g2∈G.

(3.7.6)

Elproductodirectoderepresentacionesunitariasestambíenunarepresentacíon

unitaria.Enefecto,seanD(α)(G)yD(β)(G)dosrepresentacionesunitariasdeG.
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Entonces [(
D(α)⊗D(β)

)
(g)

]
kl,ij

∗
=D

(α)
ki (g)

∗
D

(β)
lj(g)

∗

=D
(α)
ik(g−1)D

(β)
jl (g−1)=

[(
D(α)⊗D(β)

)
(g−1)

]
ij,kl

.

(3.7.7)

Lema 3.3.LoscaracteresdelarepresentacíonproductodirectoD(α⊗β)(G):=
(
D(α)⊗D(β)

)
(G)est́andadosporelproductodeloscaracteresdeD(α)(G)yD(β)(G).

Enefecto,

χ(α⊗β)(g)=tr
{(

D(α)⊗D(β)
)

(g)
}

=
[(

D(α)⊗D(β)
)
(g)

]
ij,ij

=

=D
(α)
ii (g)D

(β)
jj(g)=χ(α)(g)χ(β)(g).

(3.7.8)

Engeneral,larepresentacíonD(α⊗β)(G)noseŕairreducible.Conocidoslosca-

racteressimples,podremosidentificarlasrepresentacionesirreduciblescontenidasen

D(α⊗β)(G)empleandolascondicionesdeortogonalidadparavectoresdecaracteres.

Paraelloaplicamoslarelacíondeducidaen(3.5.4),

aγ=

s∑

i=1

ni

n
χ

(α⊗β)
i χ

(γ)
i

∗
=

s∑

i=1

ni

n
χ

(α)
i χ

(β)
i χ

(γ)
i

∗
, (3.7.9)

loquenospermitiŕadeterminarladescomposicíonde Clebsh- Gordan9

D(α⊗β)(G)=

s⊕

γ=1

aγD(γ)(G), (3.7.10)

queexpresaelproductodirectocomosumadirectaderepresentacionesirreducibles.

Evidentemente,lasdimensionesdelasrepresentacionesen(3.7.10)debensatis-

facerlarelacíon

rα⊗β=rαrβ=

s∑

γ=1

aγrγ. (3.7.11)
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Caṕıtulo4

GRUPOS CONTINUOS

4.1. Gruposcontinuos

ConsideremoselgrupoO(3),cuyoselementossonlasmatricesrealesortogonales

de3×3,

R=






R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33




, Rij∈R. (4.1.1)

CadamatrizR∈O(3)correspondeunpuntoenR9queyacesobreunahipersu-

perficiedeterminadaporlasseisecuacionesalgebraicas

RtR=13⇒ RikRil=δkl,k≤l, (4.1.2)

loquedejaśolotrespaŕametrosrealesindependientes.Esahipersuperficiesuave,de

dimensíon3,esllamadavariedaddelgrupoO(3).Esteesunejemploparticularde

grupocontinuo.

Engeneral,ungrupocontinuodenpaŕametros(reales)tienesuselementos

identificadosdemanerabiuńıvocaconlospuntosdeunavariedadn-dimensional,

inmersaenRm (comm ≥n)ydeterminadaporunconjuntodem−necuaciones

algebraicas.

Unaformadedescribirunahipersuperficiedeesetipoconsisteenestablecer

sistemasdecoordenadaslocales,queponganencorrespondenciaunoaunolos

puntosdelavariedadcontenidosenunaregíonabiertadeRm conlospuntosdeuna

regíonabiertadeRn.

Engeneralnoseŕaposibleestablecerunúnicosistemaglobaldecoordenadas,

sinoqueseŕanecesariocubrirlavariedadconunconjuntodeabiertos,cadauno

consusistemalocaldecoordenadas,losquedebeŕansercompatibilizadosdando

larelacíonentreunasyotrascoordenadasenlaregíondesuperposicíondedos

abiertos.Estosconjuntosdeabiertosylasrelacionesentresuscoordenadasdescriben

laspropiedadesglobalesotopoloǵıadelavariedad.

Ejemplo4.1.laesferaS2⊂R3,determinadaporlaecuacíonx2+y2+z2=1,

esunavariedadbidimensionalquepuedesercubiertacondosabiertos,entornosdel

polonorteydelpolosurrespectivamente,enlosquesepuedeestablecersistemas

75
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localesdecoordenadasmediantelaproyeccíonestereogŕafica.Lospuntosdelaesfera

contenidosenunabandaalrededordelecuadortendŕanasignadascoordenadasen

unoyotrosistema,pudíendoseescribiraunascomofuncionesdiferenciablesdelas

otras.

Ejemplo 4.2.Enciertoscasosesposibleestablecerunúnicosistemadecoor-

denadassiáelseagregaciertainformacíonsobrelatopoloǵıadelavariedad.Por

ejemplo,lospuntossobreunacircunferenciaS1 puedenserpuestosencorrespon-

denciabiuńıvocaconlosdelsegmento[0,2π]siemprequeadeḿasseidentifiquensus

extremos,2π≡0.

Engeneral,unavariedaddiferenciablen-dimensionalM podŕasercubierta

porunconjuntodeabiertosUp,entornosdeciertospuntosp∈ M,talesque

M =
∪

pUp.Encadaabiertotendremosunsistemalocaldecoordenadas,esdecir,

unaaplicacíonϕp :Up → Rn queestableceunacorrespondenciabiuńıvocaentre

lospuntosdelavariedadeneseentornoylosdeunaregíonabiertadeRn (porlo

queM resultalocalmenteeucĺıdea).Adeḿas,siUp∩Uq≠∅,lascoordenadasx

asignadasporϕpaunpuntogeńericodeesainterseccíonseŕanfuncionescontinuas

ydiferenciablesdelascoordenadasyqueleasignalaaplicacíonϕq aese mismo

punto,x=
(
ϕp◦ϕ−1

q

)
(y).

Ungrupocontinuodedimensíonnesunconjuntocuyoselementosest́anenco-

rrespondenciabiuńıvocaconlospuntosdeunavariedaddiferenciablen-dimensional,

yqueadeḿasseestructuracomoungruporespectodeciertaleydecomposicíon

asociativa,conneutroeinverso.Ambasestructurasest́anrelacionadasporelhecho

dequelacomposicíondeelementosdelgrupo(descritaent́erminosdesistemas

localesdecoordenadasestablecidosenciertosentornosdecadaelemento)esuna

aplicacíoncontinuasobrelavariedad.

Seana,b,c···∈G,elementosdeungrupocontinuo.Supongamosque,respecto

deciertossistemaslocalesdecoordenadas,ϕa(a)=α,ϕb(b)=β,ϕc(c)=γ,...En

esascondiciones,existenfuncionescontinuasΦ(quedependendelaeleccíondelos

sistemaslocalesdecoordenadas)talesque,sic=a·b,entonces

γµ=Φµ(α,β), µ=1,2,...,n. (4.1.3)

Laspropiedadesdelaleydecomposicíondelgruporequierenquesesatisfagan

lassiguientescondiciones.

a)Asociatividad:como

a·(b·c)=(a·b)·c⇒ Φ(α,Φ(β,γ))=Φ(Φ(α,β),γ). (4.1.4)
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b)Existenciadelelementoneutro:seanε=ϕe(e),lascoordenadaslocalesdee;

entonces

e·a=a=a·e⇒Φ(ε,α)=α=Φ(α,ε). (4.1.5)

c)Existenciadelelementoinverso:seanα=ϕa−1(a
−1),lascoordenadaslocales

delelementoinversodea;entonces

a−1·a=e=a·a−1⇒Φ(α,α)=ε=Φ(α,α). (4.1.6)

Ejemplo4.3.LoselementosdelgrupoO(2)sonmatricesortogonalesde2×2:

RtR=12.Suscuatroelementosdematriz(reales)est́anrelacionadosporlastres

condicionesRikRil=δkl,k≤l,loquedejauńunicopaŕametrorealindependiente.

Porotraparte,detR=±1.Perolavariacíondeunpaŕametrocontinuonopuede

producirunadiscontinuidadeneldeterminante.

LasmatricesdeO(2)condetR=1puedenserrepresentadascomo

R(θ)=

(
cos(θ)−sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)

, (4.1.7)

dondeθ∈[0,2π).

Sea

S=

(
1 0

0 −1

)

=S−1, condetS=−1. (4.1.8)

Entonces,sidetR′=−1⇒ det(SR′)=1.Porlotanto,todoelementodeO(2)con

determinante−1puedeescribirsecomo

R′(θ)=SR(θ)=

(
cos(θ) −sin(θ)

−sin(θ)−cos(θ)

)

=R(−θ)S. (4.1.9)

LoselementosdeO(2)est́anentoncesuńıvocamenteidentificadosporuńangu-

loyelsignodeldeterminante.Esinmediatoverificarquelacomposicíondeele-

mentosdeestegrupoescontinuaenesepaŕametro.Porejemplo,R(θ1)R(θ2)=

R(θ1+θ2|mod2π).

Enconsecuencia,O(2)esungrupocontinuo,ysuvariedadasociadaest́acons-

tituidapordoscircunferenciasS1,unaparacadasignodeldeterminante.Enparti-

cular,elelementoneutroest́acontenidoenlahojadelavariedadcorrespondientea

detR(θ)=1,loquedefinealsubgrupoSO(2).

Unavariedadsediceconexasidoscualesquieradesuspuntospuedenserunidos

porunacurvacontinuaqueyacesobrelamismavariedad.Lavariedaddeungrupo

continuopuedeestarconstituidaporḿasdeunacomponenteconexa.

Ungrupocontinuosediceconexosisuvariedadesconexa.
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Teorema 4.1.LacomponenteconexadeungrupocontinuoG quecontieneal

elementoidentidad,e,constituyeunsubgrupoG0delamismadimensíonqueG.

Enefecto,seana,b∈G0;entoncespuedevariarseconcontinuidadlascoordena-

dasdeesoselementos(eventualmentecambiandodesistemaslocalesdecoordenadas)

hastahacerloscoincidirconlaidentidad.Esdecir,haycaminossobrelavariedad

delgrupoquellevana→ eyb→ e.Comob·b−1=e,tambíenb−1∈G0.

Enconsecuencia,comolaleydecomposicíonescontinua,esposiblecambiarcon

continuidadlascoordenadasdelproductoa·b−1demodoquea·b−1→ a→ e.Por

lotanto,a·b−1∈G0⇒ G0esunsubgrupodeG.

Porotraparte,dimG0=dimG,puestoquelaparteconexadelavariedadque

contieneaetienelamismadimensíonquelavariedadcompleta.

Teorema 4.2.LacomponenteconexadeungrupocontinuoG quecontieneal

elementoidentidade,G0,esunsubgrupoinvariantedeG.

Seaa∈G0yseab∈G.Entoncesesposiblecambiarconcontinuidadlascoor-

denadasdelelementoconjugadob·a·b−1hastahacerlocoincidircone.Enefecto,

comoaseconectaconcontinuidadcone⇒ b·a·b−1→ b·e·b−1=e⇒ b·a·b−1∈

G0,∀b∈G.

Ejemplo4.4.SO(2)esunsubgrupoinvariantedeO(2).

LascomponentesdelavariedaddeungrupocontinuoG noconexasconla

identidadsonisomorfasaG0 comovariedad.Enefecto,sead ∉G0,entoncesla

composicíoncondaizquierdaconstituyeunaaplicacíonbiuńıvocaentreG0yelcoset

d·G0.Estarelacíonunoaunopermiteestablecersistemaslocalesdecoordenadas

quecubrencompletamenteaesahojadelavariedadapartirdelosabiertosque

cubrenaG0.Deelloresultaquetienenlamismatopoloǵıa.

ElgrupococienteG/G0,cuyoselementos(loscosetsconstruidosconG0)corres-

pondenalasdistintashojasdelavariedad,esungrupodiscreto1

G/G0={dk·G0|d1=e,dk ∉G0,parak=2,3,...}. (4.1.10)

Estopermitereducirelestudiodegruposcontinuosnoconexosalaconsideracíon

delosgruposcontinuosconexos(ydelosgruposdiscretos).

SiG0esungrupocontinuoconexoyDesungrupodiscreto,buscamosreconstruir

ungrupocontinuonoconexocuyoselementosseandelaformadk·a,condk∈D y

1Engeneral,siH esunsubgrupoinvariantedeungrupocontinuoG,ladimensíondelgrupo

cocientedim(G/H)=dimG−dimH,dadoqueloscosetsa·H est́ancaracterizadosporeseńumero

depaŕametrosindependientes.
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a∈G0.Lacomposicíondedosdetaleselementos

(dk·a)·(dl·b)=(dk·dl)·(d−1
l ·a·dl)·b, (4.1.11)

donde(d−1
l ·a·dl)∈G0,puestoquéesteesunsubgrupoinvariantedeG.Enconse-

cuencia,laconjugacíonporelementosdelgrupodiscretoD,juntoconlasoperaciones

enD yG0,determinacompletamentelaspropiedadesdeG.

Ejemplo4.5.SeanG0=SO(2)yD={12,S}≈Z2(verecs.(4.1.7)y(4.1.8)).

Entonces,paraR(θ)∈SO(2)tenemosS−1R(θ)S=R(−θ).

4.2. Gruposconexos- GruposdeLie

ConsideremosunelementobdeungrupocontinuoconexoG.Existeunacurva

sobrelavariedaddelgrupoqueloconectaconcontinuidadconelelementoneutro

e.Sobredichacurvapodemosseleccionarelementosak,conk=0,1,...NyN

suficientementegrande,talesque

a)a0=e,aN =b,

b)ak yak+1 est́ancontenidosenun mismoabierto,de modoquepuedenser

referidosaunmismosistemalocaldecoordenadas,

c)∀k,losproductosak+1 ·a−1
k est́ancontenidosenun mismoentornodela

identidad,de modoquepuedenserreferidosaunúnicosistemalocalde

coordenadasestablecidoalrededordee.

Enesascondiciones,unelementoarbitrariob∈G(conexo)puedeescribirsecomo

lacomposicíondeungranńumerodeelementospŕoximosdelaidentidad,

b=(aN ·a−1
N−1)·(aN−1·a−1

N−2)·...(a2·a−1
1 )·(a1·a−1

0 )·a0. (4.2.1)

Esto muestraquelaspropiedadeslocalesdelaleydecomposicíon,paraelementos

enunentornodelaidentidade,tambíencontieneinformacíonsobrelaspropiedades

globalesdelgrupo.

UngrupodeLie2esungrupocontinuoparaelcuallasfuncionesΦ(α,β),que

describenlaleydecomposicíonent́erminosdecoordenadaslocales,sonanaĺıticas

ensudominiodedefinicíon.

Seana,bdoselementosdeungrupodeLieG contenidosenunentornodela

identidad.Seac=a·b,ysupongamosquetodosesoselementossonsuficientemente

pŕoximosdelaidentidadcomoparaquepuedanserreferidosaun mismosistema

localdecoordenadas:ϕe(e)=0,ϕe(a)=α,ϕe(b)=β,ϕe(c)=γ.Entonces,

γµ=Φµ(α,β) (4.2.2)

2MariusSophusLie(1842-1899).
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dondeenelsegundomiembroaparecenfuncionesanaĺıticasdetodassusvariables,las

quepuedenserdesarrolladasenseriedeTaylor3dentrodesućırculodeconvergencia.

Porlodichoanteriormente,loscoeficientesdeesosdesarrollosnośolopermiten

describirlocalmentelaleydecomposicíon,sinoquetambíencontieneninformacíon

sobrelaspropiedadesglobalesdelgrupo.

Ejemplo4.6.Lossiguientessonejemplosdegruposdelie:

ElgrupodedilatacionesenunespaciovectorialE,x→ ax,conx∈E y

a∈R+\{0},esungrupodeLiededimensíon1.Laleydecomposicíones

anaĺıticaensusdosargumentos,Φ(a,b)=ab.

ElgrupodetraslacionesenRn,paraelcualx→ x+aesungrupodeLie

n-dimensionaldondelaleydecomposicíonesΦ(a,b)=a+b,anaĺıticaen

todossusargumentos.

Todoslosgruposde matricesquehemosdefinidoanteriormentesongrupos

deLie. Porejemplo,siU ∈ U(n)⇒ U†U = 1n. Estarelacíonimpone

n+2n(n−1)/2=n2condiciones(reales),loquedejan2paŕametrosreales

independientesquedeterminanla matrizU.EntoncesU(n)esungrupode

Liededimensíonn2.

AlsubgrupoinvarianteSU(n)seleimponeadeḿasquedetU=eiθ=1⇒

θ=0,loqueeliminaunpaŕametrorealadicional.Porlotanto,setratade

ungrupodeLiededimSU(n)=n2−1.

Similarmente,losgruposortogonalessongruposdeLiededimensíondimO(n)=

dimSO(n)=n2−{n+n(n−1)/2}=n(n−1)/2.

UngrupodeLiesedicesimplesinocontienesubgruposdeLiepropiosinva-

riantes.

UngrupodeLiesedicesemi-simplesinocontienesubgruposdeLiepropios

Abelianosinvariantes.

4.3. Propiedadesglobalesdegruposconexos-Primergrupode

homotoṕıa

ConsideremoslavariedaddelgrupoU(1),lacircunferenciaS1.Setratadeun

grupoconexo,peroexistendiversasformasnoequivalentesdeconectardoselementos

deU(1) medianteunacurvasobrelavariedad.Enefecto,partiendodelprimer

elemento,esposibledarnvueltasalacircunferencia,enunsentidooenelotro,

3BrookTaylor(1685-1731).
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antesdealcanzarelsegundoelemento.Esascurvassonnoequivalentesenelsentido

dequenoesposibledeformarconcontinuidad(sinsalirsedelavariedad)unade

ellasenotraqued́eunńumerodiferentedevueltassobrelacircunferencia.

Esanocíonpuedehacerse ḿasprecisaintroduciendoelprimergrupodeho-

motoṕıa delavariedadM .Paraello,consideremoslascurvascontinuassobrela

variedadqueempiezanyterminanenun mismopunto(esdecir,aplicacionesdela

circunferenciasobrelavariedad,π:S1→ M).

Sedicequedoscurvassonhomot́opicassiesposibledeformarunaenlaotra

de maneracontinua, mediantedesplazamientossobrelavariedad.Estoconstituye

unarelacíondeequivalenciaquepermitedefinirclasesdeequivalenciadecurvas

homot́opicasoclasesdehomotoṕıa.

Dadoquetodaslacurvascomienzanyterminanenel mismopunto,esposible

definirunaoperacíondecomposicíonentreclasesdehomotoṕıa,dondeelresultado

delacomposicíondedosclaseseslaclasequecontienealacurvaqueseobtienede

prolongarunacurvarepresentantedelaprimeraclaseponiendoacontinuacíonde

ellaunarepresentantedelasegundaclase.

Puedecomprobarsequeestaoperacíonnodependedelascurvasrepresentantes

elegidasencadaclase.Tambíenqueesaleydecomposicíon

a)esasociativa,

b)tieneunelementoneutroquecorrespondealaclasedecurvasquepueden

contraerseconcontinuidadaunpunto(curvashomot́opicamentenulas),

c)tieneuninversoparacadaclase,correspondientealaclasequecontienea

unacurvarepresentantedelaprimeraperorecorridaensentidoopuesto.

Enconsecuencia,respectodeesaleydecomposicíon,elconjuntodeclasesde

homotoṕıaseestructuracomoungrupo(discreto),Π1(M ),llamadoprimergrupo

dehomotoṕıadelavariedad.

SepuededemostrarqueelprimergrupodehomotoṕıadeungrupodeLieconexo

essiempreAbeliano(esdecir,noimportaenqúeordensecomponganlascurvas),

yquenodependedelpuntosobrelavariedadqueseelijacomoorigendeellas

(de modoquesimplementepuedenconsiderarseclasesdecurvascerradassobreM

que,alosefectosdedefinirunacomposicíon,selasdeformaconcontinuidadhasta

hacerlascoincidirenunpunto).

UnavariedadM sedicesimplementeconexasisuprimergrupodehomotoṕıa

estrivial,Π1(M )≈Z1.SiΠ1(M )esnotrivial,M esḿultiplementeconexa.

Deacuerdoalaspropiedadesdesusvariedadesasociadas,losgruposdematrices

son:
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Grupo simplementeconexo ḿultiplementeconexo

GL(n,C) ⋆

SL(n,C) ⋆

GL(n,R) ⋆

SL(n,R) ⋆

SO(n) ⋆

U(n) ⋆

SU(n) ⋆

SO(1,1) ⋆

SO(n,1),n≥2 ⋆

Sp(2n,R) ⋆

Sp(2n,C) ⋆

Sp(n) ⋆

Enparticular,

Π1(SL(n,R))≈

{
Z,n=2

Z2,n>2

Π1(SO(n))≈

{
Z,n=2

Z2,n>2

Π1(Sp(2n,R))≈Z.

(4.3.1)

Ejemplo 4.7.Elgrupo O(2),queyahemosconsiderado,noesconexo.Su

componenteconexaeselsubgrupoSO(2),cuyavariedadesunacircunferencia

⇒ Π1(SO(2))≈Z.Enefecto,lacomposicíondedoscurvasquedannym vueltas

alrededordelacircunferenciarespectivamenteesuncurvaquedan+m vueltas,

conn,m∈Z.

Ejemplo 4.8.LavariedaddelgrupoU(1)⊗U(1)esuntoro(o,equivalente-

mente,unrect́anguloconlospuntosopuestossobreelbordeidentificados).Estees

ungrupo ḿultiplementeconexo,cuyogrupodehomotoṕıaesΠ1(U(1)⊗U(1)) =

Z⊗Z.Enefecto,elpardeenteros⟨n,m⟩quecaracterizanalasclasesdehomo-

toṕıaserefierenalńumerodevueltasquelascurvasenesaclasedescribenalo

largoyalrededordeltororespectivamente.Laleydecomposicíoncorrespondea

⟨n1,m1⟩·⟨n2,m2⟩=⟨n1+n2,m1+m2⟩.

UngrupodeLiesedicecompactosisuvariedad(entendidacomosubconjunto

deRm,paraalǵunm)esunaregíoncompacta.
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Ejemplo4.9.SU(2)esungrupocompactoysimplementeconexo,dedimensíon

3.Suselementossonmatricesunitariasunimodularesde2×2:

U=

(
ab

c d

)

, U−1=

(
d −b

−c a

)

=U†=

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)

, (4.3.2)

condetU=ad−bc=1.Entonces,d=a∗,c=−b∗.

Porlotanto,

U=

(
a b

−b∗ a∗

)

,condetU=|a|2+|b|2=1. (4.3.3)

Ent́erminosdelaspartesrealeseimaginariasdeesospaŕametros,a=x+iy,

b=z+it,tenemos

detU=x2+y2+z2+t2=1, (4.3.4)

loquedeterminauna(hiper)esferatridimensionalderadio1enR4,S3.

Deesemodo,cadamatrizdelgrupoSU(2)est́aencorrespondenciaunoauno

conlospuntosdeS3,quepuedeserconsideradasuvariedadasociada.

Setrataevidentementedeunavariedadcompacta.Adeḿas,essimplementeco-

nexa,dadoquetodacurvacerradasobreunaesferadedimensíonmayoroiguala2

eshomot́opicamentenula.

Ejemplo4.10.ElconjuntodelasmatricesdeSU(2)constituyeunarepresen-

tacíonmatricialfieldedichogrupo,llamadarepresentacíonfundamental.Esta

representacíonesirreduciblepuestoque,porejemplo,lasmatricesdePauli4

σ1=

(
0 1

1 0

)

,σ2=

(
0 −i

i 0

)

,σ3=

(
1 0

0 −1

)

, (4.3.5)

quemultiplicadasporisonelementosdeSU(2),noconmutanentreśı,

[σi,σj]=2iϵijkσk, (4.3.6)

yporlotantonopuedensersimult́aneamentediagonalizadas.

Entonces,porelTeoremadeSchur,todamatrizCenelcentrodeSU(2)es

proporcionalalaidentidad,

UC=CU,∀U∈SU(2)⇒C=λ12. (4.3.7)

YcomodetC=1⇒λ2=1⇒λ=±1.

Porlotanto,elcentroCdeSU(2)(queesunsubgrupoinvariante)esdeorden

2,

C={12,−12}≈Z2. (4.3.8)

4WolfgangErnstPauli(1900-1958).
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PodemosahoraconstruirelgrupococienteentreSU(2)ysucentro,SU(2)/Z2,

cuyoselementossonloscosetsdelaformaUZ2 = {U,−U}. Recordemosquela

operacíonenSU(2)/Z2est́adadapor

U1Z2·U2Z2=(U1U2)Z2. (4.3.9)

EstegrupoeshomomorfoaSU(2)porunhomomorfismoϕ:SU(2)→ SU(2)/Z2tal

queϕ(U)=UZ2=ϕ(−U),cuyońucleoeselcentrodeSU(2),ϕ−1(12Z2)=C≈Z2.

ComoloscosetscontienenmatricesdeSU(2)queśolodifierenensusignoglobal,

loselementosdecadacosetcorrespondenapuntosdiametralmenteopuestossobre

lavariedadS3.

Entonces,dentrodeunentornosuficientementepequẽnodelaidentidadtendre-

mosunacorrespondenciaunoaunoentreloselementosdeSU(2)ylosdeSU(2)/Z2,

conesencialmentelamismaleydecomposicíon(verec.(4.3.9)).

Esdecir,elhomomorfismoϕ:SU(2)→ SU(2)/Z2restringidoaunentornode

laidentidadresultaserunaaplicacíonbiuńıvoca.Porese motivolosgruposSU(2)

ySU(2)/Z2sedicenlocalmenteisomorfos.

DadoquepuntosdiametralmenteopuestossobreS3correspondenalmismocoset,

loselementosdeSU(2)/Z2puedenserpuestosencorrespondenciaunoaunocon

losdeunahemiesferatridimensional,

t=+
√

1−(x2+y2+z2)≥0, (4.3.10)

siemprequesetengaencuentaquepuntosdiametralmenteopuestossobresuborde

t=0⇒
(
x2+y2+z2

)
=1 (4.3.11)

correspondenalmismoelementodelgrupo.

VemosentoncesquelavariedaddelgrupoSU(2)/Z2tienelatopoloǵıadeuna

esferaderadio1enR3(incluidosuinterior),conlospuntosdiametralmenteopuestos

sobresubordeidentificados:

0≤
(
x2+y2+z2

)
≤1,con






x

y

z




 ≡






−x

−y

−z




,si

(
x2+y2+z2

)
=1. (4.3.12)

Paraestavariedadhayśolodosclasesdecurvashomot́opicas:

lascurvashomot́opicamentenulas,quepuedensercontráıdasaunpuntocon

continuidad,

ylascurvashomot́opicasaundíametro,queenestavariedadesunacurva

cerrada.
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Enefecto,esf́acilverquecurvascerradasquereaparecenunńumeropardeveces

porlasant́ıpodassonhomot́opicamentenulas,mientrasquelasqueempleanesapo-

sibilidadunńumeroimpardevecessondeformablesconcontinuidadaundíametro

delaesfera.

Porlotanto,Π1(SU(2)/Z2)≈Z2,demodoqueesegrupodeLieescompactoy

doblementeconexo.

Ejemplo 4.11.LoselementosdelgrupoderotacionesSO(3)(queyahemos

considerado)est́anuńıvocamentedeterminadosporunvectorunitariôu,queapunta

enladireccíondelejederotacíon,yporeĺanguloderotacíonθ∈[−π,π],siempre

quesetengaencuentaquerotarenuńangulo−πalrededordeunejeesequivalente

arotaren+πalrededordelmismoeje.

Entonces,loselementosdeSO(3)est́anencorrespondenciaunoaunoconlos

puntosdeunaesferaderadioπenR3(incluidosuinterior),quetieneidentificados

lospuntosdiametralmenteopuestossobresuborde.Enconsecuencia,lavariedadde

SO(3)tienelamismatopoloǵıa5queladelgrupoSU(2)/Z2.

Porlotanto, SO(3)esungrupode Liecompactoydoblementeconexo,

Π1(SO(3))≈Z2.

Ejemplo 4.12.TeniendoencuentaqueloselementosdeSO(n),conn >3,

correspondenalasoperacionesderotacíon(ḿodulo2π)sobreplanosdefinidosde

Rnquecontienenelorigen,unrazonamientosimilaralanteriorpermitemostrarque

esosgrupostambíensondoblementeconexos.

Ejemplo4.13.SepuedemostrarqueelgrupoSU(n)escompactoysimplemente

conexo.Adeḿas,surepresentacíonfundamental(fiel,yaquecoincideconelpropio

grupo)esirreducible.

Enconsecuencia,porelteoremadeSchur,sucentroC(subgrupoinvariante)

contiene matricesproporcionalesalaidentidad,talesquedet(λ1n) =λn =1 ⇒

λp=e2iπp/n,conp=0,1,...,n−1.Esdecir,C≈Zn.

ElgrupococienteSU(n)/Zn(cuyoselementossonloscosetsUZn)eshomomorfo

aSU(n)porunhomomorfismoϕ:SU(n)→ SU(n)/Zn deńucleoϕ−1(eSU(n)/Zn)=

C ≈Zn.Peroenunentornosuficientementepequẽnodelaidentidad,estehomo-

morfismoestableceunacorrespondenciabiuńıvocaentreloselementosdeesosdos

grupos,losqueentoncesresultanlocalmenteisomorfos.

5Ḿasadelante mostraremosque SO(3)≈SU(2)/Z2.
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SobrelavariedaddelgrupococienteSU(n)/Znpodemostrazarcurvascerradas

(queunenelementosenelcentrodeSU(n))delaforma

Up(α)=diag
(
e2iπαp/n,...,e2iπαp/n,e−2iπ(n−1)αp/n

)
, (4.3.13)

con0≤α≤1yp=0,1,...,n−1,talesque

Up(α=0)=1n, Up(α=1)=e2iπp/n1n. (4.3.14)

ŃotesequeUp(α)†=Up(α)−1y

detUp(α)=e2iπ(n−1)α/ne−2iπ(n−1)α/n=1,∀α. (4.3.15)

Porotraparte,lacomposicíondeUp(α)conUq(α)resultaenunacurvahomot́opica

aUp+q|modn
(α).Enefecto,podemostomar

U(α):=






Up(2α), 0≤α≤1/2,

e2iπp/nUq(2α−1), 1/2≤α≤1,

(4.3.16)

queest́aenlamismaclasedehomotoṕıaqueUp+q|modn
(α).Enefecto,

U(0)=1n, U(1/2)=e2iπp/n1n, U(1)=e2iπp/ne2iπq/n1n=e
2iπ
n

(p+q)|modn 1n.

(4.3.17)

Entonces,paraSU(n)/Znexistennclasesdecurvashomot́opicas(caracterizadas

porconteneralasUp(α)),yelprimergrupodehomotoṕıaesΠ1(SU(n)/Zn)≈Zn.

Enresumen,elgrupoSU(n)/Zn,compactoy ḿultiplementeconexo,tieneun

primergrupodehomotoṕıaqueesisomorfoalńucleodelhomomorfismoquelo

relacionaconSU(n),

Π1(SU(n)/Zn)≈Zn≈ϕ−1(eSU(n)/Zn). (4.3.18)

Esteresultadoesuncasoparticulardeunteoremadevalidezgeneral,quese

enunciaenlasiguienteSeccíon.

4.4. Grupodecubrimientouniversal

Sẽnalemosprimeroquehomomorfismosdeńucleodiscretorespectodeunmismo

grupodeLiesimplementeconexo(relacionesqueenunentornodelaidentidadse

reducenaisomorfismoslocales),permitenordenaralosgruposdeLieconexosen

clasesdegruposlocalmenteisomorfos.DosgruposdeLieest́anenla misma

clasesiambossonhomomorfosaun mismogrupodeLiesimplementeconexopor

unhomomorfismodeńucleodiscreto.
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Teorema 4.3.DadoungrupodeLieconexoG,conunprimergrupodehomo-

toṕıa(discreto)Π1(G)=H,existeungrupodeLiesimplementeconexoG,alcual

Geshomomorfoporunhomomorfismoϕ:G→ Gdeńucleoϕ−1(eG)≈H.Adeḿas,

enesascondicionesesG≈G/H.

ElgrupoGesllamadogrupodecubrimientouniversalde(laclasedegrupos

localmenteisomorfosa)G.

Ejemplo4.14.LosgruposSO(n)conn≥3sondoblementeconexos.Encon-

secuencia,existengrupossimplementeconexoslocalmenteisomorfosacadauno

deellos,susrespectivosgruposdecubrimiento,quesonllamadosgeńericamente

Spin(n). ḾasadelantemostraremosqueSpin(3)=SU(2).

AhoraveremosquetodoslosgruposdeLieconexospertenecientesaunaclase

degruposlocalmenteisomorfospuedenserconstruidosapartirdelgrupodecubri-

mientouniversaldeesaclase.

Enefecto,seaH unsubgrupopropiodiscretoinvariantedeungrupodeLie

simplementeconexoG.Entonces,elgrupococienteG=G/H esungrupodeLie

ḿutiplementeconexo,homomorfoa G porunhomomorfismodeńucleoH,yque

resultalocalmenteisomorfoaG.

Enconsecuencia,laenumeracíondetodoslosgruposlocalmenteisomorfosa

ungrupodeLiesimplementeconexoGsereducealadeterminacíondetodossus

subgruposdiscretosinvariantes.

Aśı,laclasificacíondetodoslosgruposdeLieconexossereducealadetermina-

cíondetodoslosgruposdeLiesimplementeconexosydesussubgruposdiscretos

invariantes.

Enparticular,dosgruposdeLieconexoslocalmenteisomorfosson

a)obienglobalmenteisomorfos,

b)obienamboshomomorfosaunmismogrupodeLiesimplementeconexo.

Porloanteriormentedicho,siGessimplementeconexo,todogrupodeLieconexo

GlocalmenteisomorfoaGpuedeobtenersecomoelgrupococienteG/H≈G,donde

H ={h1=e,h2,...,hk,...}esunsubgrupodiscretoinvariantedeG.

Enesascondiciones,dadog∈G,

g·hk·g−1=hl∈H. (4.4.1)

Ńotesequeenel miembrodelaizquierdasepuede modificarconcontinuidadag,

queesunelementogeńericodeG,mientrasqueelmiembrodeladerechaest́afijo,

puestoqueH esdiscreto.
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Adeḿas,comoGessimplementeconexo,elelementogseconectaconelneutro

emedianteunacurvacontinuasobreelgrupo,g→e,loqueimplicaqueesposible

variarconcontinuidadelprimermiembrodelaec.(4.4.1)demaneratalqueg·hk·

g−1→e·hk·e
−1=hk.Yesteelementodebecoincidirconeldelsegundomiembro

delaec.(4.4.1).

Porlotanto,∀hk∈Htenemos

g·hk·g
−1=hk⇒g·hk=hk·g,∀g∈G. (4.4.2)

Enconsecuencia,todosubgrupodiscretoinvarianteHdeGest́acontenidoen

sucentro6.Estoimplica,enparticular,quetodosubgrupodiscretoinvariantedeG

esAbeliano.

SeaCelcentrodeungrupodeLiesimplementeconexoG,yseaH ⊂Cun

subgrupopropiodiscretoinvariante.ElgrupococienteG=G/Heshomomorfo(y

localmenteisomorfo)aGporunhomomorfismodeńucleoH.

TeniendoencuentaquelospuntosenlavariedaddeGidentificadosconlos

elementosdeHcorrespondenalmismoelemento(coset)deG/H,seconcluyeque

lasclasesdehomotoṕıadeGcontienencurvascerradasqueconectanlaidentidadcon

losdistintoselementosdeH,e→hk.Dadoquelacomposicíondedosdetalescurvas,

e→hk=hk·e→hk·hl,correspondeaunacurvahomot́opicaae→(hk·hl),seve

queelprimergrupodehomotoṕıadeG=G/HesΠ1(G/H)≈H,enconcordancia

conelteoremaanterior.

Noobstante,losgruposdehomotoṕıanoclasifican,engeneral,alosgruposde

LieconexoslocalmenteisomorfosaG.Enefecto,esposiblequedentrodelcentroC

deGpuedanhallarsedossubgruposinvariantesdistintosperoisomorfos,

H1,H2⊂C, H1≠H2, H1≈H2. (4.4.3)

Enesecaso,losgruposcocienteG1=G/H1yG2=G/H2tendŕangruposde

homotoṕıaisomorfos,Π1(G1)≈ H1≈ H2≈ Π1(G2),peroengeneralnoseŕan

globalmenteisomorfosentreśı,G1 ≉G2.

ElcasodeSU(2)esparticular,porquesucentroC≈Z2notienesubgrupos

propios,demodoqueśolosetienendosposibilidades,

Π1(SU(2))≈Z1, Π1(SU(2)/Z2)≈Z2. (4.4.4)

TodootrogrupolocalmenteisomorfoaSU(2)(grupodecubrimientodesuclase)

6Lasrepresentacionesfundamentalesdelosgruposcĺasicosdematricessonirreducibles,loque

implicaqueloselementosenelcentrodelgruposontodosproporcionalesalamatrizidentidad.
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obienessimplementeconexoy,porlotanto,globalmenteisomorfoaSU(2),

obienesdoblementeconexoy,porlotanto,globalmenteisomorfoaSU(2)/Z2.

Finalmente,consideremosunarepresentacíon matricialD(G)delgrupoG ≈

G/H.Dadoqueexisteunhomomorfismoϕ:G→ G,ellainduceunarepresentacíon

matricialparaelgrupo G,definidaporΓ(g):=D(ϕ(g)),cong∈G.Enefecto,

∀g1,g2∈Gtenemos

Γ(g1)Γ(g2)=D(ϕ(g1))D(ϕ(g2))=

=D(ϕ(g1)·ϕ(g2))=D(ϕ(g1·g2))=Γ(g1·g2).

(4.4.5)

PerosiΓ(G)esunarepresentacíondelgrupoG,elladaŕalugar,engeneral,auna

representacíonproyectiva(o multivaluada)deG.Enefecto,siϕ−1(eG)=H ≠

{eG},entonceshabŕavarias matricesdelarepresentacíonΓ(G)porcadaelemento

g∈G,lasquediferiŕanentreśıenelproductoporlamatrizcorrespondienteaalǵun

elementodeH.SiΓ(G)esunarepresentacíonirreducible,entoncesΓ(hk)∼1ren

virtuddelLemadeSchur,dadoqueH est́acontenidoenelcentrodeG.

UnarepresentacíondeGśoloinduciŕaunarepresentacíonordinariadeGsi

Γ(hk)=Γ(eG)=1r,∀hk∈H =ϕ−1(eG). (4.4.6)

EnesecasosepuedeestablecerunhomomorfismoentreG/H ≈ G yelgrupode

matrices{Γ(g·H):=Γ(g),∀g·H ∈G/H},ydefinirD(g):=Γ(g),dondeg=ϕ(g).

Enconsecuencia,elproblemadeladeterminacíondelasrepresentacionesdeun

grupodeLieconexoGsereduceahallartodaslasrepresentacionesordinariasdesu

grupodecubrimientoG,paraluegoseleccionardeentreellaslasrepresentaciones

ordinariasdelprimero.
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Caṕıtulo5

ALGEBRAS Y GRUPOS DELIE

5.1. IntroduccíonalasálgebrasdeLie

Consideremosunafuncíonescalaravalorescomplejosdefinidasobrelavariedad

deungrupodeLieconexoG dedimensíonn,F:G→ C.Referidaaunsistema

localdecoordenadasestablecidoalrededordeunelementogeńericob∈G (enel

cualbtieneasignadascoordenadas(β1,...,βn)),setieneque

F(b)=f(β1,...,βn), (5.1.1)

quesupondremosdiferenciable.

Por multiplicacíonaizquierdapora∈G,elelementoa−1·besaplicadoenel

elementob.Podemosentoncesdefinirunafuncíontrasladadaporaseǵun

(TaF)(b):=F(a−1·b), (5.1.2)

dondeTaesdefinidocomounoperadorlinealsobreelespaciolinealdelasfunciones

sobreG.Elconjuntodeoperadores{Ta,a∈G}constituyeunarepresentacíonlineal

delgrupoG.Enefecto,

(TaTbF)(c)=Ta

(
F(b−1·c)

)
(5.1.3)

y,llamandoH(c)≡F(b−1·c),

(TaH)(c)=H(a−1·c)=F(b−1·a−1·c)=

=F((a·b)−1·c)≡(Ta·bF)(c),

(5.1.4)

cualesquieraqueseana,b∈G,y∀F(c).Porlotanto,

TaTb=Ta·b,∀a,b∈G. (5.1.5)

Supongamosahoraqueelelementoaest́aenunentornodelelementoidentidad,

e,yquerespectodeunsistemalocaldecoordenadastenemoslaasignacíon

a→ (α1,...,αn),

e→ (0,...,0),
(5.1.6)

91
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demodoquealelementoc=a−1·b,contenidoenunentornodeb,lecorrespondan

lascoordenadasc→ (γ1,...,γn),dadaspor

γµ=ϕµ(̄α,β), (5.1.7)

dondelascoordenadasᾱµ correspondenalelementoa−1.

Enelsistemalocaldecoordenadasestablecidoalrededordeetenemos

ϕµ(̄α,α)=εµ=0,∀α. (5.1.8)

ComosetratadeungrupodeLie,esafuncíonpuedeserdesarrolladaenseriede

potenciasdesusargumentos,yteniendoencuentaquee·a=a=a·eparatodoa,

sevef́acilmenteque1

ᾱµ=−αµ+O(α)2,µ=1,2,...,n. (5.1.12)

Desarrollandoenseriedepotenciasel miembrodeladerechaen(5.1.7),yte-

niendoencuentaquenecesariamenteϕµ(0,β)=βµ,resulta

γµ=βµ−αν

(
∂ϕµ(̄α,β)

∂̄αν

)

ᾱ=0

+O(α)2. (5.1.13)

DadoqueexistelainversadecadaelementoenG,podemosescribira=b·c−1,

demodoquelarelacíonentre(γ−β)µyαµestablecidaenlaanteriorecuacíondebe

serinvertible.Estoimplicaque

det

(
∂ϕµ(̄α,β)

∂̄αν

)

ᾱ=0

≠0. (5.1.14)

Reemplazando(5.1.13)enlaexpresíondelafuncíontrasladadaTaF,

TaF(b)=F(a−1·b)=f(γ)=

f(β)−αν

(
∂ϕµ(̄α,β)

∂̄αν

)

ᾱ=0

∂f

∂βµ
(β)+O(α)2=

{

1−iαν

(
∂ϕµ(̄α,β)

∂̄αν

)

ᾱ=0

(

−i
∂

∂βµ

)

+O(α)2

}

f(β),

(5.1.15)

1Enefecto,parāayageńericosenunentornodelaidentidadpodemosescribir

ϕµ(̄α,α)=Aµ+Bµ
νᾱν+B′µ

ν αν+... (5.1.9)

Tomandōa=etenemos

ϕµ(0,α)=αµ⇒ Aµ=0, B′µν =δµ
ν. (5.1.10)

Similarmente,sia=e⇒ Bµ
ν =δµ

ν.Porlotanto,

ϕµ(̄α,α)=ᾱµ+αµ+... (5.1.11)
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dedondesurgequelosoperadoresdiferenciales(concoeficientesdependientesdelas

coordenadasβ)

X̂ν(β)=

(
∂ϕµ(̄α,β)

∂̄αν

)

ᾱ=0

(

−i
∂

∂βµ

)

, (5.1.16)

oficiandegeneradoresdelastraslacionessobrelavariedadenelespaciodelas

funcionesescalaresdiferenciablesdefinidassobreelgrupoG,obteniendoparalos

operadoresdetraslacíonTalarealizacíon

Ta=1−iανX̂ν(β)+O(α)2. (5.1.17)

Teniendoencuentaquelosoperadoresdiferenciales(−i∂/∂βµ),generadoresde

lastraslacionesalolargodelosejescoordenados,constituyenunconjuntoden

operadoreslinealmenteindependientes,yquela matrizenel miembroderechode

(5.1.16)esinvertible,vemosquelosX̂µ conformanunabasedelespaciolineal(n-

dimensional)delosoperadoresdiferencialesdeprimerorden.Esteespaciovectorial

esisomorfoalespaciotangente,porloqueambossuelenidentificarse.Enesesentido

puededecirseque,paraelementosapŕoximosdelaidentidadyal ḿasbajoorden

enlascoordenadas,losoperadoresTadifierendeloperadoridentidaden(−i)veces

unvectordelespaciotangentealavariedaddelgrupo2.

Consideremosahoraunarepresentacíon matricialnotrivialdedimensíonrdel

grupoG,laquepuedeserentendidacomounafuncíonavaloresmatricialesdefinida

sobrelavariedad:D(b),∀b∈G.Sutrasladadapormultiplicacíonaizquierdapora

es

TaD(b):=D(a−1·b)=D(a−1)D(b)=(D(a))−1D(b), (5.1.18)

loquenosproveedeunarepresentacíon matricialparalosoperadoresdetrasla-

cíonent́erminosdematricesconstantes(independientesdelpuntobsobrelavarie-

dad).Enefecto,

TaTbD(c)=TaD(b−1·c)=Ta(D(b))−1D(c)=(D(b))−1D(a−1·c)=

(D(b))−1(D(a))−1D(c)=(D(a·b))−1D(c)=Ta·bD(c).

(5.1.19)

Paratraslacionesinfinitesimales,estoproporcionatambíenunarepresentacíon

matricialparalosgeneradores X̂ν:poranaloǵıacon(5.1.17)escribimos

(D(a))−1=1−iαµXµ+O(α2), (5.1.20)

2Ńoteseque,por multiplicacíonporunelementofijob∈G,unsistemalocaldecoordenadas

enunentornodeeesaplicadoenunsistemalocalenunentornodeb.Enconsecuencia,elespacio

tangentealavariedadencualquierpuntobesisomorfoalespaciotangenteene.
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obien,almismoordenenα,

D(a)=1+iαµXµ+O(α2), (5.1.21)

dondeahoralasXµsonmatricesconstantesdedimensíonr×r.Esdecir,lasmatrices

querepresentanaelementosapŕoximosdeedifierendelamatrizidentidad(alḿas

bajoordenenlascoordenadasdea)enivecesunvectordelespaciolinealgenerado

porlas matricesXµ, µ=1,2,...,n.Esteespaciolinealtienela mismadimensíon

queelgrupodeLiesilarepresentacíoneslocalmentefiel.Silarepresentacíones

irreducible,entonceselconjuntodevectoresdeeseespacionodejainvarianteninǵun

subespaciopropiodelespaciodelarepresentacíon.

Consideremos,comoantes,doselementosaybenunentornodelaidentidade,

consusrespectivascoordenadas,(α1,...,αn)y(β1,...,βn).Elelementoc=a·b·a−1·

b−1seŕaengeneraldiferentedee(amenosqueelgruposeaAbeliano)y,paraαµy

βµ suficientementepequẽnos,estaŕacontenidoenel mismoentornodee,pudiendo

serreferidoal mismosistemalocaldecoordenadas,c→ (γ1,...,γn). Trat́andose

deungrupodeLie,lasγµ sonfuncionesanaĺıticasdeαν ydeβν,pudiendoser

desarrolladasenseriedepotencias:

γµ=ψµ(α,β)=Aµ+ανB µ
ν +βνB′µ

ν +

+ανβλC µ
νλ +αναλD µ

νλ +βνβλD′ µ
νλ +O(α,β)3.

(5.1.22)

Perositomamosa= e(αµ =0),entonces c= e(γµ =0)paratodo b(∀β).

Similarmente,conb= e(βµ =0),tambíentenemos c= e(γµ =0)paratodo a

(∀α).Deelloresultaque

Aµ=B µ
ν =B′µ

ν =D µ
νλ =D′ µ

νλ =0. (5.1.23)

Enconsecuencia,lascoordenadasdecest́andadas(alḿasbajoorden)por

γµ=ανβλC µ
νλ +O(α,β)3, (5.1.24)

dondelasconstantesdeestructura,C µ
νλ,soncaracteŕısticasdelaleydecom-

posicíondelgrupoenunentornodelaidentidad(sibien,evidentemente,dependen

delaeleccíondelsistemalocaldecoordenadas).

Tomandoa=b,resultaquec=e,obienγµ=εµ=0.Entonces,paracoorde-

nadasαµarbitrariastenemosqueαναλC µ
νλ =0,loquesignificaquelasconstantes

deestructurasonantisiḿetricasenelprimerpardéındices,

C µ
νλ =−C µ

λν . (5.1.25)
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LoselementoscontenidosenentornosdelaidentidaddedosgruposdeLielo-

calmenteisomorfosest́anencorrespondenciabiuńıvocaconel mismoconjuntode

coordenadaslocales,ycomolocalmentetienenla mismaleydecomposicíon,resul-

taquetienenlas mismasconstantesdeestructura.Porlotanto,lasconstantesde

estructurasonunacaracteŕısticadelgrupodecubrimientouniversaldelaclaseala

queperteneceelgrupodeLieconsiderado.

Inversamente,sepuededemostrarquedosgruposquetienenel mismoconjun-

todeconstantesdeestructura(respectodesendossistemaslocalesdecoordenadas

adecuadamenteelegidos)sonlocalmenteisomorfosy,enconsecuencia,amboshomo-

morfosaunmismogrupodeLiesimplementeconexo.Enesesentido,lasconstantes

deestructuradeterminanlocalmentelaspropiedadesdetodoslosgruposdeesaclase

deequivalenciaenunentornodesuelementoneutroe,demodoqueellasdebenser

tambíencompatiblesconlasdiferentespropiedadesglobalesdeesosgrupos.

Consideremosnuevamentelarepresentacíon matricialdelgrupo.Paralosele-

mentosaybpŕoximosdeepodemosescribir

D(a)=1+A,

D(b)=1+B,

(5.1.26)

donde

A=iανXν+O(α2),

B=iβνXν+O(β2).

(5.1.27)

Susinversasson

(D(a))−1=1−A+A2+...,

(D(b))−1=1−B+B2+...,

(5.1.28)

y,enconsecuencia,

D(c)=D(a)D(b)(D(a))−1(D(b))−1=

={1+A+B+AB}{1−B+B2+...−A+AB+A2+...}=

=1+(AB−BA)+...=1+C,

(5.1.29)

donde

C=iγµXµ+...=iανβλC µ
νλXµ+O(α,β)3. (5.1.30)
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Porlotanto

C=[A,B]+...⇒

iανβλC µ
νλXµ=−ανβλ[Xν,Xλ],∀α,β,

(5.1.31)

loqueimplicaquelasmatricesquerepresentanalosgeneradoressatisfaceneĺalgebra

deconmutadores

[Xν,Xλ]=−iC µ
νλXµ, (5.1.32)

cualquieraquesealarepresentacíondelgrupoconsiderada.

Similarmente,sitomamoselproductoTc=TaTbTa−1Tb−1,apartirdeldesarrollo

(5.1.17)sepuededemostrarque
[
X̂ν(x),̂Xλ(x)

]
=iC µ

νλX̂µ(x), (5.1.33)

(conuncambiodesignoenelsegundo miembrorespectode(5.1.32)-ver(5.1.17)

y(5.1.21)).Cabesẽnalarqueenestaigualdadaparecenlasmismas constantesde

estructuraqueen(5.1.32),apesardequelosoperadoresdiferencialesdeprimer

ordenX̂µ(x)tienencoeficientesdependientesdelascoordenadasxsobrelavariedad

(TeoremadeLie).

ComolosgeneradoresX̂µ(x)constituyenunabasedelespaciotangente,laope-

racíondeconmutacíonde(5.1.33)introduceeneseespaciounaoperacíonbilineal,

antisiḿetricaynoasociativaentrevectores,queleconfierelaestructuradeun

álgebradeLie.ElespaciovectorialgeneradoporlasmatricesXµ,quesatisfacenlas

reglasdeconmutacíondelaec.(5.1.32),constituyeunarepresentacíon matricial

delálgebradeLie.

Comohemosdichoantes,elvalornuḿericodelasconstantesdeestructuradepen-

dedelaeleccíondelsistemalocaldecoordenadasenunentornodee.Auncambio

enelsistemadecoordenadas,quehagaquelasnuevascoordenadasseobtengande

lasanterioresmedianteunatransformacíonlinealhomoǵenea,

a→ (α′)µ=Λµ
ναν,

b→ (β′)µ=Λµ
νβν,

(5.1.34)

lecorrespondeunnuevoconjuntodegeneradores,̂X′
µ,conµ=1,2,...,n,quetambíen

esunabasedelespaciotangente.

LoselementosdelálgebradeLiepuedenserreferidosadistintasbasesdeese

espaciovectorial,demodoqueunmismovectorpuedeserescritocomo

(α′)µX̂′
µ=αµX̂µ, (5.1.35)
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loqueesciertoparatodoα.Peroestorequierequelosgeneradoressetransformen

como

X̂′
µΛµ

ν=X̂ν. (5.1.36)

Deesemodotenemos,porunaparte,
[
X̂′

λ,̂X′
κ

]
=iC′ ρ

λκX̂′
ρ (5.1.37)

mientrasque,empleando(5.1.36),resulta
[
X̂µ,̂Xν

]
=Λλ

µΛκ
ν

[
X̂′

λ,̂X′
κ

]
=iΛλ

µΛκ
νC′ ρ

λκX̂′
ρ=

=iC σ
µν X̂σ=iC σ

µν Λρ
σX̂′

ρ.

(5.1.38)

ComolosgeneradoresX̂′
µ sonlinealmenteindependientes,sededucequelascons-

tantesdeestructurasetransforman(frentealastransformacioneslinealesdecoor-

denadascomoen(5.1.34))comolascomponentesdeuntensordosvecescovariante

yunavezcontravariante,

Λλ
µΛκ

νC′ ρ
λκ =C σ

µν Λρ
σ. (5.1.39)

LaoperacíonintroducidaeneĺalgebradeLienoesasociativa,sinoquesatisface

lasidentidadesdeJacobi3,
[[

X̂µ,̂Xν

]
,̂Xρ

]
+

[[
X̂ν,̂Xρ

]
,̂Xµ

]
+

[[
X̂ρ,̂Xµ

]
,̂Xν

]
=0, (5.1.40)

igualdadesalgebraicasqueseverificanf́acilmentedesarrollandolosconmutadores

seǵunsudefinicíon4.

Reemplazandolosconmutadoresdelosgeneradores,yteniendoencuentaque

éstossonlinealmenteindependientes,seobtienenlasidentidades de Bianchi5

paralasconstantesdeestructura,

C σ
αβ C ρ

σγ +C σ
βγ C ρ

σα +C σ
γαC ρ

σβ =0, (5.1.41)

lasqueentoncesnosontodasindependientes.

3CarlGustavJacobJacobi(1804-1851).
4LasidentidadesdeJacobi,

[
X̂ρ,

[
X̂µ,̂Xν

]]
=

[
X̂µ,

[
X̂ρ,̂Xν

]]
+

[[
X̂ρ,̂Xµ

]
,̂Xν

]
,

tienenla mismaformaqueladerivadadeunproductodefunciones,

d

dx
(f(x)g(x))=f(x)

dg(x)

dx
+

df(x)

dx
g(x),

raźonporlacuallaoperacíoneneĺalgebradeLietambíeneslallamadaderivadadeLie.
5LuigiBianchi(1856-1928).
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Introducimosahoraunconjuntodenmatricesdedimension n×n,Mµ,cuyos

elementossonproporcionalesalasconstantesdeestructuradelgrupo:

(Mµ)ρ
ν :=iC ρ

µν . (5.1.42)

Elconmutadordedoscualesquieradeellasest́adadopor

[Mµ,Mν]β
α =(Mµ)ρ

α (Mν)β
ρ −(Mν)ρ

α (Mµ)β
ρ =

−C ρ
µαC β

νρ +C ρ
ναC β

µρ =C ρ
µν C β

ρα =−iC ρ
µν (Mρ)

β
α ,

(5.1.43)

dondehemosusadolasidentidadesdeBianchi.

Enconsecuencia,las matricesaśıdefinidasconstituyenunarepresentacíon ma-

tricialdelosgeneradoresdelálgebradeLiedelgrupo,llamadarepresentacíon

adjunta,

[Mµ,Mν]=−iC ρ
µν Mρ. (5.1.44)

Evidentemente,larepresentacíonadjuntacontienela mismainformacíonsobrela

leydecomposicíondelgrupoqueelconjuntodesusconstantesdeestructura6.

SepuededemostrarquelarepresentacíonadjuntadeunálgebradeLiesimple

esfieleirreducible.

6Sedefinelaformade Killing(WilhelmKilling(1847-1923))deuńalgebradeLiecomola

matrizrealsiḿetricacuyoselementosest́andadospor

gµν =tr{MµMν}=−C β
µα C α

νβ =gνµ. (5.1.45)

SepuededemostrarqueuńalgebradeLieessemi-simple(esdecir,quecorrespondeaungrupo

deLiequenocontienesubgruposdeLieinvariantesqueseanAbelianos-verSeccíon5.8)siyśolo

sisuformade Killingesregular(esdecir,sidetg≠0).Enesascondiciones,suinversaexistey

satisfacegµαgαν =δν
µ .

Porotraparte,ungrupodeLiesemi-simpleescompactosiyśolosilaformade Killingde

suálgebraespositivadefinida(connuestradefinicíon,quedifiereenunsignodeladefinicíon

habitual).

Lasnuevasconstantesdefinidaspor

Cµνλ:=C ρ
µν gρλ=−C ρ

µν C β
ρα C α

λβ (5.1.46)

sontotalmenteantisiḿetricasensustreśındices.Enefecto,empleandolasidentidadesdeBianchi

resultaque

Cµνλ=
{
C ρ

να C β
ρµ + C ρ

αµ C β
ρν

}
C α

λβ =itr{MµMνMλ − MµMλMν}, (5.1.47)

dondeel miembrodeladerechaesantisiḿetricodebidoalaspropiedadesdeinvarianzaćıclicala

traza.

Enparticular,laformade KillingdeungrupodeLiesemi-simplecompactopuedeserdia-

gonalizada medianteunatransformacíonlinealdegeneradores(o,loqueeslo mismo,uncambio

linealdecoordenadas),de modoquegµν → δµν,loquellevaalasconstantesdeestructuraauna

formaenqueresultancompletamenteantisiḿetricas.
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Consideremosahoraunarepresentacíon matricialdelálgebradeLiedeG,en

lacuallosgeneradoresest́enrepresentadospormatricesXµquesatisfacen(5.1.32).

Lasmatricescorrespondientesaelementosapŕoximosdeeseŕandelaforma

D(a(α))=1+iαµXµ+O(α2), (5.1.50)

dondelasαµ sonlascoordenadasdeacorrespondientesaesaeleccíondeunabase

paraeĺalgebradeLie.

Consideremos,enparticular,loselementoscorrespondientesa matricesdela

forma

1+i
τ

N
αµXµ+O(

1

N2
), (5.1.51)

dondelosαµsonpaŕametrosfinitosdados,τtomavalorescontinuosyN ≫ 1.Estos

elementospuedenser multiplicadosporśı mismosN vecesparaalcanzarotrosque

(paraN grande)estaŕanalejadosdeeyrepresentadospormatrices
(

1+i
τ

N
αµXµ+O(

1

N2
)

)N

=

∏N
k=1e

i
τ

N
αµXµ(

1+O(1
N2)

)
=eiταµXµ

(
1+O(1

N
)
)

.

(5.1.52)

EnelĺımiteN → ∞ obtenemoslamatriz

D(a(τα)):=eiταµXµ, (5.1.53)

relacíonquepuedeserentendidacomolaasignacíondelosnpaŕametrosταµ al

elementoquedenotamospora(τα)∈G.

Comoelpaŕametroτesarbitrario,vemosquecadarectaquepasaporelorigen

eneĺalgebradeLie(espaciotangentealavariedadene)esaplicadaenelementos

deGquesatisfacen

D(a(τ1α))D(a(τ2α))=eiτ1α
µXµ eiτ2α

µXµ=

ei(τ1+τ2)α
µXµ=D(a(τ2α))D(a(τ1α)).

(5.1.54)

HendrikCasimir(1909-2000)hademostradoquetodaálgebradeLiesemi-simpleposeeun

invariantecuadŕaticodefinidopor

K̂ =gµνX̂µX̂ν, (5.1.48)

dondegµν eslainversadelaformade Killing.Enefecto,apartirde(5.1.33)resultainmediato

mostrarque K̂ conmutaconlosgeneradores,
[
K̂,X̂λ

]
=gµν

[
X̂µ,̂Xλ

]
X̂ν+gµνX̂µ

[
X̂ν,̂Xλ

]
=

=iCµλσgσρgµν
(
X̂ρX̂ν+X̂νX̂ρ

)
=0,

(5.1.49)

comoconsecuenciadelaantisimetŕıadelasconstantesCµλσ.
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YcomoesovaleparatodarepresentacíonmatricialdeG(inclusoparalasrepresen-

tacionesfieles),loselementosquehemosidentificadocomoa(τα)(conαµfijoypara

todoτ)pertenecenaunsubgrupo AbelianounidimensionaldeG.

PuededemostrarsequetodoelementodeungrupodeLieconexocompactoG

perteneceaunsubgrupoAbelianounidimensionaldeG.Porlotanto,lamatrizquelo

representaenunadadarepresentacíonmatricialdelgruposiempresepuedeobtener

porexponenciacíondeunelemento(delarepresentacíon matricial)delálgebrade

Lie.

Enparticular,porexponenciacíondevectoresenlarepresentacíonadjuntadel

álgebradeLieobtenemoslas matricesdelarepresentacíonadjuntadelgrupo

Gconsiderado,

DAdj(a(τα1,...,ταn))=eiταµMµ, (5.1.55)

que,sibienlocalmentefiel,noesengeneralunarepresentacíonfieldeG.

ŃotesequeparacadasubgrupodeLieunidimensionalcompactolacurvadescrita

sobrelavariedaddeGporloselementosdelaformaa(τα)debesernecesariamente

cerrada.Dichodeotromodo,lasmatricesD(a(τα))debenserfuncionesperíodicas

deτparatodarepresentacíondelgrupoG.LasrepresentacionesfielesdeGpermiten

determinarelrangodevaloresquetomaelpaŕametroτ,mientrasqueparalasque

noloson,engeneral,lasmatricesD(a(τα))serepetiŕansobreeserango.

EnelcasodegruposdeLieconexosnocompactos,existenelementosqueno

yacensobreninǵunsubgrupoAbelianounidimensional,comolomuestraelsiguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.1.ConsideremoselgrupoconexoSL(2,R).Suselementosson ma-

tricesrealesdedeterminantedetM =1.Podemosparametrizarlasdelaforma

M =

(
A+D B+C

C−B A−D

)

, A,B,C,D∈R, (5.1.56)

demodoque

detM =
(
A2−D2

)
−

(
C2−B2

)
=

(
A2+B2

)
−

(
C2+D2

)
=1. (5.1.57)

Porlotanto,sinṕerdidadegeneralidadpodemosescribir

A=coshαcosβ, B=coshαsinβ,

C=sinhαsinγ, D=sinhαcosγ,
(5.1.58)

conα∈Ryβ,γ∈[0,2π),dedonderesultaquesetratadeungrupodeLiede

dimensíon3.
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Comoestasmatricesnosonperíodicasenelpaŕametroα,estegrupoesno

compacto.Adeḿas,como(A2+B2)=coshα2≥1,sevequees ḿultiplemente

conexo,conΠ1(SL(2,R))≈Z.Porotraparte,latrazadeestasmatrices,

trM =2A=2coshαcosβ (5.1.59)

puedetomartodoslosvaloresreales.

Enparticular,estegrupocontieneelementosdelaforma

M(r)=




−r 0

0 −
1

r



, r∈R\{0}, (5.1.60)

quecorrespondenatomar

tanhα=
r2−1

r2+1
, β=0, γ=0. (5.1.61)

Mostraremosqueestasmatrices,conr≥2,nopuedenserescritascomoM =eA,

conArealydetrazanula7.Porlotanto,esoselementosnoyacensobreninǵun

subgrupoAbelianounidimensionaldeSL(2,R).

Enefecto,siM ∈SL(2,R)sepuedeescribircomoM =eA,lacondicíondetM =

1implicaquetrA=0.Porlotanto

A=

(
a b

c −a

)

, (5.1.66)

sudeterminantees

detA=−
(
a2+bc

)
, (5.1.67)

7SiM esunamatriz(regular)deungrupodematricesconexo,esposibletrazarunacurva

continuasobrelavariedaddelgrupo,M(t)(quesupondremosdiferenciable),talqueM(0)=1y

M(1)=M.Podemosescribir

M(t+δt)=M(t)+δM(t)=M(t)
(
1+M−1(t)δM(t)

)
, (5.1.62)

yparasudeterminante

detM(t+δt)=detM(t)det
(
1+M−1(t)δM(t)

)
=

detM(t)
(
1+tr

[
M−1(t)δM(t)

]
+...

)
,

(5.1.63)

amenosdet́erminosdeordensuperiorenδM(t).Peroentonces,

d

dt
lndetM(t)=tr

[

M−1(t)
dM(t)

dt

]

≡
d

dt
trlnM(t). (5.1.64)

YcomolndetM(0)=0=trlnM(0),resultaque

lndetM =trlnM. (5.1.65)
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ysucuadradoes

A2=(−detA)12. (5.1.68)

Deestosededucef́acilmenteque

M =eA=cosh(
√

−detA)12+
sinh(

√
−detA)

√
−detA

A, (5.1.69)

demodoquesutraza

trM =2cosh(
√

−detA). (5.1.70)

ComoAesunamatrizreal,detA∈R,yencualquiercasotrM ≥−2.

Pero,comohemossẽnaladoantes,existenenSL(2,R) matricesM(r),comoen

(5.1.60)conr≥2,cuyastrazasson

trM(r)=−r−1/r<−2 (5.1.71)

yque,porlotanto,nosondelaformaeA.

Noobstante,M(r)puedeserescritacomo8

M(r)=−12

(
r 0

0 1/r

)

=eiπσ2eln(r)σ3, (5.1.73)

dondeambosfactoresenelmiembrodeladerechasonelementosdelgrupoSL(2,R),

puestoquesonexponencialesdematricesrealesydetrazanula.

Elanteriorresultadoreflejaelhechodevalidezgeneraldequetodoelementode

ungrupodeLieconexonocompactopuedeserrepresentadocomoelproductode

unńumerofinito(ypequẽno)deelementosqueyacensobresubgruposAbelianos

unidimensionales.Enconsecuencia,las matricesdeunadadarepresentacíondel

grupopuedenserobtenidascomoproductodeunńumerofinitodeexponencialesde

elementosenlacorrespondienterepresentacíondeĺalgebradeLiedelgrupo.

Enconsecuencia,elconocimientodeunarepresentacíonmatricialdeĺalgebrade

LiedeungrupodeLieconexopermitereconstruir(mediantelaaplicacíonexponen-

cial)lacorrespondienterepresentacíonmatricialdelgrupo.

Ejemplo5.2.Elgrupode Heisenberg9real.

8Esta matriztambíenpuedeserescritacomounaúnicaexponencialdelaforma

M(r)=eiπσ3eln(r)σ3=eiπσ3+ln(r)σ3, (5.1.72)

peroenestecasoelexponentenoesuna matrizrealy,porlotanto,noeselproductodeiporun

elementodeĺalgebradeLiedeSL(2,R).
9WernerKarlHeisenberg(1901-1976).
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ConsideremoselconjuntoHdematricesregularesdelaforma

M(a,b,c):=






1 ab

0 1 c

0 0 1




, (5.1.74)

dondea,b,c∈R.ResultainmediatoverificarquedetM =1,quelainversade

M(a,b,c)est́adadapor

M(a,b,c)−1:=






1 −a −b+ac

0 1 −c

0 0 1




 (5.1.75)

yqueeseconjuntoescerradofrentealamultiplicacíondematrices,

M(a,b,c)M(a′,b′,c′)=






1 a+a′ b+b′+ac′

0 1 c+c′

0 0 1




, (5.1.76)

operacíonqueeneseconjuntoresultanoconmutativa.

Porlotanto,HconstituyeungrupodeLienoAbelianonocompactodedimen-

síon3conlatopoloǵıadeR3.

Apartirdelaec.(5.1.76)sevequeelcentrodeH,C(H),est́aformadoporlas

matricesdelaforma

M(0,b,0)=






1 0 b

0 1 0

0 0 1




, (5.1.77)

conb∈R,loquecorrespondeaunsubgrupodeLieAbelianounidimensionalinva-

riante.Enconsecuencia,elgrupodeHeisenbergnoessemi-simple.

ElgrupococienteH/C(H)tieneporelementosaloscosetsM(a,b,c)C(H),con-

juntosformadosporloselementosdelaforma

M(a,b,c)M(0,b′,0)=






1 ab+b′

0 1 c

0 0 1




, ∀b

′∈R. (5.1.78)

Laoperacíonentrecosetsest́adefinidapor

(
M(a,b,c)C(H)

)
·
(
M(a′,b′,c′)C(H)

)
:=
(
M(a,b,c)M(a′,b′,c′)

)
C(H).(5.1.79)

Elhechodeque

[
M(a,b,c),M(a′,b′,c′)

]
=






0 0 ac′−a′c

0 0 0

0 0 0




 (5.1.80)
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muestraqueM(a,b,c)M(a′,b′,c′)yM(a′,b′,c′)M(a,b,c)pertenecenalmismocoset,

demodoqueelgrupococienteH/C(H)esAbeliano.

ParadeterminarelálgebradeLiedeestegrupodebemosconsiderar matrices

pŕoximasdelaidentidad,M =13+iA,donde

A=−i






0 α β

0 0 γ

0 0 0




 . (5.1.81)

Esamatrizperteneceaunespaciolinealdedimensíon3,cuyosgeneradorespueden

serelegidoscomo

X1=−i






0 1 0

0 0 0

0 0 0




 , X2=−i






0 0 0

0 0 1

0 0 0




 , X3=−i






0 0 1

0 0 0

0 0 0




 .

(5.1.82)

Losconmutadoresentreestasmatricesest́andadospor

[
X1,X2

]
=−iX3,

[
X1,X3

]
=O,

[
X2,X3

]
=O, (5.1.83)

dedonderesultaqueX3esunelementocentraldeĺalgebradeLie10.

Teniendoencuentaque

A2=−






0 0 αγ

0 0 0

0 0 0




 , A3=O, (5.1.85)

vemosquelaseriequedefinelaaplicacíonexponencialsereduceenestecasoaśolo

trest́erminos,

exp{i(αX1+γX2+βX3)}=13+






0 α β

0 0 γ

0 0 0




+

1

2






0 0 αγ

0 0 0

0 0 0




 . (5.1.86)

Comparandoconlaec.(5.1.74),vemosquelaaplicacíonexponencialestablece

unarelacíonbiuńıvocaentreelementosdeĺalgebradeLieylasmatricesdelgrupo,

M(a,b,c)=exp{i(αX1+γX2+βX3)}, (5.1.87)

10Comṕareseesteresultadoconeĺalgebradeconmutadoresentrelacoordenadayelimpulso

conjugadodela MećanicaCúantica,
[
P,Q

]
=−iI. (5.1.84)

LaasociacíonP↔ X1,Q↔ X2,I↔ X3esloquejustificaelnombredeestegrupo.Noobstante,

t́engaseencuentaqueX3 noesla matrizidentidad. Dehecho,elálgebra(5.1.84)noadmite

representaciones matriciales.Enefecto,siE fueraelespaciodeunarepresentacíondedimensíon

finita,tomandolatrazadeambosmiembrosde(5.1.84)seobtienetr(PQ)−tr(QP)=0=idimE.
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cona=α,c=γyb=β+αγ
2

.

Evidentemente,X3eselgeneradordelcentroC(H)(verec.(5.1.77)).

Lapropiedad(5.1.85)hacequeenestecasolaf́ormulade Baker-Campbell-

Hausdorff11 tambíensereduzcaaunńumerofinitodet́erminos,pudíendosede-

mostrardeinmediatoqueparados matrices AyB enelálgebradeLiesetiene

que

eiAeiB=ei(A+B)−1
2

[A,B]. (5.1.88)

Apartirdelasrelaciones(5.1.83)podemosobtenerlarepresentacíonadjuntadel

álgebra,

M1=i






0 0 0

0 0 1

0 0 0




 , M2=−i






0 0 1

0 0 0

0 0 0




 , M3=






0 0 0

0 0 0

0 0 0




 ,(5.1.89)

queevidentementenoesfiel(elgruponoessemisimple)ycorrespondeaunaaccíon

trivialdeloselementosdelcentroC(H)(todosellosasociadosalamatrizidentidad).

Dadounńumerorealpositivo ,puedeconstruirseunarepresentacíonlineal

unitariamediantelosoperadoresdefinidossobreL2(R)como

W[M(a,b,c)]f(x):=e−ibeicxf(x−a). (5.1.90)

Enefecto,

W[M(a,b,c)]W[M(a′,b′,c′)]f(x):=e−i(b+b′)eicxeic′(x−a)f(x−a−a′)=

=W[M(a+a′,b+b′+ac′,c+c′)]f(x),

(5.1.91)

mientrasque

∥W[M(a,b,c)]f(x)∥2=∥f(x)∥2 . (5.1.92)

Puededemostrarsequeparacadavalorde >0seobtienedeestamanerauna

representacíonirreducibledelgrupodeHeisenberg.

ŃotesequelaaccíondelosoperadoresW[M(a,b,c)]consisteenunatraslacíonde

lafuncíonenunacantidada,luegounatraslacíondesutransformadadeFourieren

unacantidad c,parafinalmentemultiplicarlafuncíonresultanteporunaconstante

deḿodulo1.

LaśunicasrepresentacionesmatricialesunitariasdeH sonrepresentacionesuni-

dimensionalesdesurepresentacíonadjunta,ec.(5.1.89),dadaspor

wA,B[M(a,b,c)]v:=ei(Aa+Bc)v, (5.1.93)

11HenryFrederickBaker(1866-1956).JohnEdwardCampbell(1862-1924).FelixHausdorff

(1868-1942).
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paraA,B∈R.

5.2. AlgebrasdeLiedelosgruposSU(2)ySO(3)

ConsideremoslarepresentacíonfundamentaldelgrupoSU(2).Suselementoson

matricesunitariasdedeterminanteiguala1.SiendoungrupodeLieconexocom-

pacto,todossuselementospuedenescribirsecomoexponencialesdevectoresenel

álgebradeLie,U=eiA.Entonces,

U†=e−iA
†
=U−1=e−iA ⇒ A†=A,

lndetU=trlnU=itrA=0.

(5.2.1)

Porlotanto,elálgebradeLiedeSU(2)eselespaciovectorialdelasmatricesde

2×2,autoadjuntasydetrazanula.Sudimensíones3(igualaladimensíonde

SU(2)).

Unabaseconvenienteparaeseespacioestacompuestaporlasmatricesde

Pauli,

σ1=

(
0 1

1 0

)

,σ2=

(
0 −i

i 0

)

,σ3=

(
1 0

0 −1

)

, (5.2.2)

quesatisfacen

σ†k=σk,trσk=0,σiσj=δij12+iϵijkσk, (5.2.3)

dondeelśımboloϵijkestotalmenteantisiḿetrico,conϵ123=1.

SueletomarsecomogeneradoresaXk=σk/2demodoque,porćalculodirecto,

seobtienen(paraesaeleccíon)lasconstantesdeestructura12,
[σi
2
,
σj
2

]
=iϵijk

σk
2
⇒C k

ij =−ϵijk. (5.2.7)

12Losgeneradoresenlarepresentacíonadjunta(ver(5.1.42))deSU(2)sonlasmatricesde

elementos(Mi)jk=iC
k

ij =−iϵijk,

M1=−i







0 0 0

0 0 1

0 −1 0





, M2=−i







0 0 −1

0 0 0

1 0 0





, M3=−i







0 1 0

−1 0 0

0 0 0





, (5.2.4)

lasquetambíensatisfacen

[Mi,Mj]=iϵijkMk. (5.2.5)

Porotraparte,paraestaeleccíondegeneradoreslaformadeKillingsereducea

gij=−ϵiklϵjlk=2δij. (5.2.6)

Comogijespositivadefinida(y,porlotanto,regular),SU(2)essemi-simple(enrigor,simple)y

compacto.
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CadaelementoeneĺalgebradeLie(combinacíonlinealdelasσk/2)generaun

subgrupoAbelianounidimensional.Tomemosunvectorn̂∈R3,talquenini=1,y

llamemosσ̂=niσi.Sucuadradoes

σ̂2=ninjσiσj=
1

2
ninj{σi,σj}=

1

2
ninj2δij12=(̂n)212=12. (5.2.8)

Entonces,empleandoeldesarrolloenseriedelaexponencial,resultadeinmediato

quelasmatricesenelsubgrupoAbelianogeneradoporσ̂sondelaforma

U(θ̂n)=e
iθ

σ̂

2=cos

(
θ

2

)

12+isin

(
θ

2

)

σ̂. (5.2.9)

Estassonfuncionesperíodicasdelavariableθ,depeŕıodo4π,paratodôn(esdecir,

paratodarectaquepasaporelorigendeĺalgebradeLie),loquereflejaelhechode

queSU(2)escompacto.Enparticular,

U(4π̂n)=e
i4π

σ̂

2=cos

(
4π

2

)

12=12=U(0̂n), (5.2.10)

paratodon̂.

Enesascondiciones,podemosdescribirlavariedad(simplementeconexa)del

grupoSU(2)comolospuntosdeunaesferaderadio2πenR3,contodosuborde

identificadoconelelemento−12.Enefecto,

U(2π̂n)=e
i2π

σ̂

2=cos

(
2π

2

)

12=−12, (5.2.11)

paratodôn.Enestavariedad,lossubgruposAbelianosunidimensionalescorrespon-

denadíametrosdelaesfera(quesonĺıneascerradas,yaqueconectandospuntos

sobreelbordedelavariedad).

ElgrupoSU(2)/Z2,homomorfoaSU(2),tieneporelementosaloscosetsUZ2≡

{+U,−U},conU∈SU(2).Dadoque

−U(θ̂n)=U(2π(−̂n))U(θ̂n)=U((2π−θ)(−̂n)), (5.2.12)

vemosquelavariedaddelgrupoSU(2)/Z2puedeserdescritacomounaesferade

radioπenR3,conlospuntosdiametralmenteopuestossobresubordeidentificados

entreśı.Enefecto,lasmatricescorrespondientesapuntosdiametralmenteopuestos

pertenecenalmismocoset,

U(π̂n)=U(2π̂n)U(π(−̂n))=−U(π(−̂n)), (5.2.13)

yconsecuentementecorrespondenal mismoelementodelgrupoSU(2)/Z2que,de

esemodo,resultadoblementeconexo.
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ConsideremosahoraelgrupoSO(3),dematricesortogonalesde3×3dedetermi-

nante1.Siendoungrupo(doblemente)conexocompacto,todossuselementoyacen

sobrealǵunsubgrupoAbelianounidimensional,ypuedenserrepresentadoscomo

laexponencialdeivecesunvectordelálgebradeLiedeestegrupo.SiR=eA,

entonces

Rt=eA
t
=R−1=e−A⇒At=−A

lndetR=trlnR=trA=0.

(5.2.14)

Esdecir,elágebradeLiedeSO(3)eselespaciovectorialdelasmatricesreales

antisiḿetricas(y,enconsecuencia,detrazanula)multiplicadaspor−i.Setratade

unespaciodedimensíon3(igualalńumerodepaŕametrosindependientesdelgrupo

SO(3)),enelquepodemosadoptarcomobaseelconjuntodematrices

X1=−i






0 0 0

0 0 1

0 −1 0




, X2=−i






0 0 −1

0 0 0

1 0 0




, X3=−i






0 1 0

−1 0 0

0 0 0




,

(5.2.15)

(coincidentesconlosgeneradoresdeSU(2)enlarepresentacíonadjunta!,ver(5.2.4))

demodoqueA=iαkXk.

LasconstantesdeestructuradeSO(3)correspondientesaestaeleccíondegene-

radoresseobtienenf́acilmenteporćalculodirectodelosconmutadores

[Xi,Xj]=iϵijkXk, (5.2.16)

demodoquetambíenparaestegruporesultaque

C k
ij =−ϵijk. (5.2.17)

Estasconstantesdeestructurasonid́enticasalasantesobtenidasparaSU(2),de

modoqueestosdosgrupossonlocalmenteisomorfos(enunentornodelaidentidad).

EntoncesSU(2),simplementeconexo,eselgrupodecubrimientouniversaldelaclase

degruposlocalmenteisomorfosalaqueperteneceSO(3).

CadasubgrupoAbelianounidimensionaldeSO(3)contienelasmatricesdela

formaR(θ̂n)=eiθ̂X,dondeX̂ =nkXk,conn̂unvectorunitarioenR
3.Por
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ejemplo,parank=δk3,esf́acilverificarque13

(X3)
2=






1 0 0

0 1 0

0 0 0




,(X3)

3=X3. (5.2.22)

Entonces,

R(θ̂e3)=eiθX3=13+isin(θ)X3+(cos(θ)−1)(X3)
2. (5.2.23)

Enparticular,R(2π̂n3)=13=R(0̂n3).

La matrizR(θ̂n3)esunafuncíonperíodicadeθdepeŕıodo2π,ylo mismose

verificaparaR(θ̂n)cualquieraqueseaelvectorunitarion̂∈R3.Deese modo,la

variedaddelgrupoSO(3)puedeserdescritacomounaesferaderadioπenR3,con

lospuntosdiametralmenteopuestossobresubordeidentificadosentreśı.Enefecto,

R(π̂n)=R(2π̂n)R(π(−̂n))=R(π(−̂n)), (5.2.24)

siendoSO(3)doblementeconexo.

Enresumen,SO(3)eslocalmenteisomorfoaSU(2);pero mientrasquéestees

simplementeconexo,elprimergrupodehomotoṕıadeaqúeles

Π1(SO(3))≈Z2≈Π1(SU(2)/Z2). (5.2.25)

DadoqueelcentrodeSU(2)esisomorfoaZ2,SO(3)śolopuedeserglobalmente

isomorfoaSU(2)/Z2.

Enconsecuencia,SO(3)eshomomorfoaSU(2)porunhomomorfismodeńucleo

{12,−12}≈Z2.LasrepresentacionesdeSU(2)seŕan,engeneral,representaciones

proyectivas(bivaluadas)deSO(3).Śoloaquellasparalascuales

D(−U)=D(U),∀U∈SU(2)⇒ D(−12)=1r=D(12) (5.2.26)

13Paraunadireccíongeneral,

nkXk=−i







0 n3 −n2

−n3 0 n1

n2 −n1 0





 ⇒ (nkXk)

2
=13−n̂⊗n̂, (5.2.18)

yteniendoencuentaque

(nkXk)̂n=0 (5.2.19)

vemosque,paral≥0,

(nkXk)
0

=13, (nkXk)
2l+1

=(nkXk), (nkXk)
2l+2

=(nkXk)
2

. (5.2.20)

Enconsecuencia,

R(θ̂n)=eiθnkXk=13+isinθ(nkXk)+(cosθ−1)(nkXk)
2

. (5.2.21)
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sonrepresentacionesordinariasdeSO(3).

5.3. AlgebrasdeLiedeotrosgruposde matrices

Lasrepresentacíonfundamentaldecadaunodelosgruposdematricesquehemos

definidoofreceunarepresentacíonmatricialfielparaeĺalgebradeLiedeesosgrupos,

apartirdelacualesposiblededucirlaoperacíonentrevectoresdelálgebrade

manerasimilaracomofuehechoantesparaSU(2)ySO(3).Paraello,representamos

elementosdelgrupocomoM = eA yestablecemos,encadacaso,lascondiciones

quedebesatisfacerlamatrizA.

Porejemplo,paraGL(n,R),grupolinealdematrices(regulares)realesden×n,

Atomavaloresenelespaciolinealdelasmatricesrealesden×n.Unabasedeese

espaciovectorialest́adadaporlas matricescuyoselementossontodosnulossalvo

uno,tomadoiguala1:

Ekl:=|k⟩⟨l|≡̂ek(̂el,·)⇒ (Ekl)rs=δkrδls, (5.3.1)

dondeloŝek,k=1,2,...,nformanunabaseortonormaldeRn,⟨k|l⟩≡(̂ek,̂el)=δkl.

Existenn2detalesmatrices,quepuedensertomadascomogeneradores.Deese

modo,elálgebradeLiede GL(n,R)(y,porlotanto,tambíenelgrupoGL(n,R))

esdedimensíonn2.

Paradeterminarlasconstantesdeestructuraasociadasconestaeleccíondege-

neradoreshayquecalcularsusconmutadores.Teniendoencuentaque

EklErs=|k⟩⟨l|r⟩⟨s|=δlr|k⟩⟨s|, (5.3.2)

resultadeinmediato

[Ekl,Ers]=δlrEks−δskErl. (5.3.3)

Paraobtener matricesdeGL(n,C)seŕıanecesarioconsiderarcombinacionesli-

nealescomplejasdelosEkl.PerocomodebemosdescribiralosgruposdeLieen

t́erminosdepaŕamentrosreales,ḿasbiendebemosduplicarelńumerodegenerado-

resintroduciendonuevas matrices,definidascomoE′
kl=iEkl,enloqueseconoce

comolacomplexificacíondelálgebradeLiedeGL(n,R).Enconsecuencia,el

grupoGL(n,C)tienedimensíon2n2.

Paraobtenerelrestodelasconstantesdeestructura,sedebencalcularloscon-

mutadores

[Ekl,E′
rs]=+δlrE

′
ks−δskE

′
rl,

[E′
kl,E′

rs]=−δlrEks+δskErl.

(5.3.4)
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SisetratadelgrupoSL(n,R),subgrupounimodulardeGL(n,R),susele-

mentossonmatricesrealesdedeterminante1.Entonces,siM =eA,lndetM =0

implicaqueAtienetrazanula,trA=0.

Losgeneradoresdeestegruposoncombinacioneslinealesdelosgeneradoresde

GL(n,R)contrazanula.Parak̸=l,trEkl=0,perotrEkk=1.Entoncessepueden

mantenerlosprimeros,peroesnecesariotomarcombinacionesdelosgeneradores

diagonalesquetengantrazanula.Porejemplo,sepuedetomarcomobasedeĺalgebra

deLiedeSL(n,R)alconjuntodegeneradores

Ekl,k̸=l,

(Ekk−Enn),k=1,2,...,n−1,

(5.3.5)

loquecorrespondeaunadimensíondimSL(n,R) =n2−1.Similarmente,

dimSL(n,C)=2(n2−1).

Paralosgruposunitarios,conU=eiA,lacondicíonU†=U−1implicaA†=A.

Esdecir,eĺalgebradeLiedeU(n)eselespaciovectorialdelasmatricesautoadjuntas

den×n.Susgeneradoressoncombinacioneslinealesautoadjuntasdelasmatrices

Ekl.TeniendoencuentaqueE
†
kl=(|k⟩⟨l|)

†=|l⟩⟨k|=Elk,vemosqueunaeleccíon

posiblees

Mkl=Ekl+Elk,k≥l,

Nkl=i(Ekl−Elk),k>l,

(5.3.6)

dedonderesultaquedimU(n)=(n+n(n−1)/2)+n(n−1)/2=n2.Lascorres-

pondientesconstantesdeestructurasecalculanf́acilmenteapartirde(5.3.3)14.

ParaelgrupoSU(n)sedebeimponeradeḿaslacondicíondequelosgenera-

dorestengantrazanula,loquerequieretomar,porejemplo,lascombinacionesde

14Porejemplo,paraelgrupoU(2)tenemos

M11=σ0+σ3, M22=σ0−σ3,

M21=σ1, N21=σ2,

(5.3.7)

dondeσ0=12.PerotambíenpodemostomarcomobasedeĺalgebradeLiedeU(2)directamente

aσ0,σ1,σ2,σ3,cuyosconmutadoresson

[σi,σj]=2iϵijkσk,

[σi,σ0]=0,i=1,2,3.

(5.3.8)

Estaálgebraseseparaendossub́algebrasqueconmutanentreśı,loquereflejaelhechodeque

U(2)=U(1)⊗SU(2),demodoqueelgruponoessemi-simpleysuformadeKillingessingular:

g0µ=tr{M0Mµ}=tr{OMµ}=0,paraµ=0,1,2,3.
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losgeneradoresdiagonalesMkk−Mnn,conk=1,2,...,n−1.Deelloresultaque

dimU(n)=n2−1.

Paralosgruposortogonales,siR=eA,lacondicíonRt=R−1implicaAt=−A,

dedonderesultaqueeĺalgebradeLiedeSO(n)eselespaciolinealdelasmatrices

realesyantisiḿetricasden×n,multiplicadaspor(−i).Susgeneradorespuedenser

tomadoscomo

Nkl=i(Ekl−Elk),k>l, (5.3.9)

demodoquedimSO(n)=n(n−1)/2.Lasconstantesdeestructurasecalculan

tomandolosconmutadoresdelosgeneradoresyempleando(5.3.3).

Finalmente,paraelgrupoSp(2n,R),adoptandolaḿetricadeDarboux

g=

(
0 1n

−1n 0

)

=

n∑

k=1

[Ek,k+n−Ek+n,k], (5.3.10)

lacondicíonM tgM =g,conM =eA≃12n+A,implicaque

gA=−Atg={gA}t, (5.3.11)

demodoquegApertenecealespaciolinealdelasmatricesrealessiḿetricasde

dimensíon2n.Unabasededichoespaciopuedeserconstruidacomo

igXkl=Mkl=Ekl+Elk,k≥l=1,2,···,2n, (5.3.12)

demodoque

Xkl=ig{Ekl+Elk}=i
n∑

r=1

{(Er,r+n−Er+n,r)(Ekl+Elk)}=

=i
n∑

r=1

{δr+n,kEr,l+δr+n,lEr,k−δr,kEr+n,l−δr,lEr+n,k}=

=i{Ek−n,l+El−n,k−Ek+n,l−El+n,k},k≥l=1,2,···,2n,

(5.3.13)

dondeEk,l=0sik<0ok>2n.Ńoteseque

trXkl=i{δk−n,l+δl−n,k−δk+n,l−δl+n,k}=0, (5.3.14)

comocorrespondealhechodequelasmatricesdeSp(2n,R)tienendeterminante1.

EstasmatricesgeneranuńalgebradeLiededimensíon

dimsp(2n,R)=2n+2n(2n−1)/2=2n2+n=n(2n+1), (5.3.15)

cuyasconstantesdeestructuraseevaĺuancalculandoloscorrespondientesconmuta-

dores.Porotraparte,sucomplexificacíoncorrespondeaĺalgebradeLiedeSp(2n,C),

dedimensíon2n(2n+1).
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LasmatricespŕoximasdelaidentidadenelgrupoSp(n):=U(2n)∩Sp(2n,C),

M≃ 12n+iA,debensatisfacer

A†=A, {gA}t=gA. (5.3.16)

SiescribimosA=

(
A B

C D

)

,dondelosbloquesA,B,C,Dsonden×n,vemos

quelaprimeradelasanteriorescondicionesimplicaqueA†=A,D†=DyC=B†,

mientrasquelasegundaimponequeD=−AtyBt=B.Enconsecuencia,

A=

(
A B

B∗ −At

)

, (5.3.17)

conAautoadjuntayBcomplejaysiḿetrica.Ńotesequelatrazadeesamatrizes

autoḿaticamentenula.

LamatrizApuedeexpresarsecomounacombinacíonlinealrealdelosn2gene-

radoresdelasformasMklyNklen(5.3.6),mientrasqueBdebeexpresarsecomo

combinacioneslinealescomplejasdelosn+n(n−1)
2
generadoresdelaformaMkl.De

esemodo,eĺalgebradeLiedelgrupoSp(n)tieneunadimensíon

dimsp(n)=n2+2×

(

n+
n(n−1)

2

)

=n(2n+1). (5.3.18)

Construidoslosgeneradoresdeacuerdoaesasconsideraciones,resultaunejercicio

directoelćalculodelascorrespondientesconstantesdeestructura.

Ejemplo5.3.ConsideremoseĺalgebradeLiedelgrupoSU(3).Unabaseparael

espaciodelasmatricesde3×3autoadjuntasydetrazanula,dedimensíon32−1=8,

est́aformadaporlasmatricesdeGell-Mann15definidaspor

λ1:=E12+E21=






0 1 0

1 0 0

0 0 0




, λ2:=−i(E12−E21)=






0 −i0

i 0 0

0 0 0




,

λ3:=E11−E22=






1 0 0

0 −1 0

0 0 0




, λ4:=E13+E31=






0 0 1

0 0 0

1 0 0




,

λ5:=−i(E13−E31)=






0 0 −i

0 0 0

i0 0




, λ6:=E23+E32=






0 0 0

0 0 1

0 1 0




,

15MurrayGell-Mann(1929-).
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λ7:=−i(E23−E32)=






0 0 0

0 0 −i

0 i 0




,

λ8:=
1√
3
(E11+E22−2E33)=







1√
3
0 0

0 1√
3

0

0 0 −2√
3





.

(5.3.19)

LosgeneradoresdelálgebrasuelendefinirsecomoTk=
λk
2
,k=1,2,...,8,de

modoquesatisfaganqueTr{TiTj}=
1
2
δij.Lascorrespondientesconstantesdees-

tructura,queresultansercompletamenteantisiḿetricas,seobtienencalculandolos

conmutadores

[Ti,Tj]=−ifijkTk. (5.3.20)

Deellosseobtieneque

f123=−1, f147=f246=f257=f345=−
1
2
,

f156=f367=
1
2
, f458=f678=−

√
3
2
.

(5.3.21)

5.4. Medidadeintegracíoninvariante

Lasrelacionesdeortogonalidadparagruposdeordenfinito,aśıcomolaequi-

valenciadetodarepresentacíonconunarepresentacíonunitaria,sedemuestranha-

ciendousodelasiguientepropiedaddelassumassobreloselementosdelgrupo:
∑

g∈G

ψ(g·h−1)=
∑

g′∈G

ψ(g′),∀h∈G. (5.4.1)

Parasumasparciales,sobresubconjuntosdeG,setiene
∑

g∈S⊂G

ψ(g·h−1)=
∑

g′∈S·h−1⊂G

ψ(g′),∀h∈G. (5.4.2)

Deexistirunapropiedadsimilarparaelcasodelosgruposcontinuos,lassumas

debeŕıanserconsideradascomointegralessobrelavariedad,conunamedidade

integracíonqued́ecuentadeladensidaddeelementosdelgrupoalrededordecada

punto, ∫

S⊂G

dµ(g)ψ(g·h−1)=

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′)ψ(g′). (5.4.3)

Pero,cambiandodevariabledeintegracíonenelmiembrodelaizquierda,g→g′·h,

tambíenresulta
∫

S⊂G

dµ(g)ψ(g·h−1)=

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′·h)ψ(g′). (5.4.4)
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Lasigualdades(5.4.3)y(5.4.4)debeŕıanvaler∀S⊂ G,∀h∈G,yparatoda

funcíonψ(g)definidasobreelgrupo,de modoquela medidadeintegracíonsobre

lavariedaddebeŕıaserinvariantepormultiplicacíonaderecha,

dµ(g·h)=dµ(g),∀g,h∈G. (5.4.5)

Esdecir,paraelcasodegruposcontinuossepodŕandemostrarpropiedadessimi-

laresalasquevalenparagruposdeordenfinitosiemprequesepuedaconstruiruna

medidadeintegracíon invariantepor multiplicacíonaderecha(quesatisfaga

(5.4.5)),talquesuintegralsobrelavariedaddelgruposeaconvergente.

Estainvarianzadelamedidareflejaelhechodequelamultiplicacíonaderecha

porhestableceunarelacíonbiuńıvoca(dadalaexistenciadeh−1 ∈G)entrelos

elementosdeunentornoUgdegylosdelaimagendeeseentorno,Ug·h.

EnelcasodegruposdeLie,unavezestablecidossistemasdecoordenadaslocales

sobrelavariedaddelgrupo,lamedidadeintegracíonenelpuntogpuedeserreferida

asuscoordenadasβµ,

dµ(g)=ρ(β)dnβ. (5.4.6)

Entonces,ladensidaddeelementosρ(β)debetenerencuentalavariacíonquesufre

elvolumendeSgcuandoselo multiplicaaderechaporhparaobtenerSg·h,yesa

variacíonpuedeserdeterminadaapartirdelaleydecomposicíonenelgrupo.

Enefecto,seaaunelementopŕoximodelaidentidad,quetieneasignadascoor-

denadasαµ enunsistemaparaelcuallascoordenadasdeesonεµ =0,yseaun

segundoelementobdecoordenadasβµ.Lascoordenadasdelproductoc= a·b,

γµ=ϕµ(α,β),sonfuncionesanaĺıticasdeαµ,demodoque

γµ−βµ=

(
∂ϕµ(α,β)

∂αν

)

α=0

αν+O(α)2. (5.4.7)

Enconsecuencia,larelacíonentreunvolumenelementalalrededordeeysuimagen

pormultiplicacíonaderechaporbest́adadapor

dnβ= det

(
∂ϕµ(α,β)

∂αν

)

α=0

dnα, (5.4.8)

dondedet
(

∂ϕµ(α,β)
∂αν

)

α=0
≠0(ver(5.1.14)).

Entonces,tomandog= byh= b−1 en(5.4.5)y(5.4.6),tenemosparauna

medidainvarianteaderecha

dµ(b·b−1)=dµ(e)=dµ(b)⇒

ρ(0)dnα=ρ(β)dnβ=ρ(β)det

(
∂ϕµ(α,β)

∂αν

)

α=0

dnα,

(5.4.9)
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dedonderesultaque

ρ(β)

ρ(0)
= det

(
∂ϕµ(α,β)

∂αν

)

α=0

−1

. (5.4.10)

Estadensidaddeelementos,determinadaamenosdeunaconstantemultiplicativa,

permiteconstruirunamedidadeintegracíoninvarianteaderecha.

Laintegraldeestamedidainvariantesobreunaregíoncompactadelavariedad

delgrupodeLieconsideradopermitedefinirunvolumeninvarianteaderecha

paradicharegíon.Enparticular,elvolumeninvarianteaderechade(toda)lavarie-

daddeungrupodeLiecompactoesfinito.

EntodogrupodeLiepuedeconstruirsede manerasimilaruna medidadein-

tegracíoninvariantepor multiplicacíonaizquierda,quedistinguimosdela

anteriorintroduciendolossub́ındicesRoLseǵunelcaso.

Ladensidaddeelementosqueapareceenlaexpresíondelamedidainvariantea

izquierdaest́adadapor

dµL(b)=ρL(β)dnβ,

ρL(β)

ρL(0)
= det

(
∂ϕµ(β,α)

∂αν

)

α=0

−1

.

(5.4.11)

EnamboscasossueledefinirseρL(0)=1=ρR(0).

Enprincipio,las medidasinvariantesaderechaeizquierdasondiferentes.Sin

embargo,enciertoscasos(comoeldelosgruposdeLiecompactos)resultanser

iguales.

Sitrasladamosunvolumenelementaltomadoalrededordee,primeropormulti-

plicacíonaderechaporbyluegopormultiplicacíonaizquierdaporb−1,engeneralno

sevuelvealaregíondepartida,sinoquesuimagentendŕaunvolumendistorsionado

porunfactordeamplificacíon.Enefecto,

dnα=dµR(e)=dµR(e·b)=ρR(β)dnβ=

(
ρR(β)

ρL(β)

)

ρL(β)dnβ=

(
ρR(β)

ρL(β)

)

dµL(b)=

(
ρR(β)

ρL(β)

)

dµL(b−1·b)=

(
ρR(β)

ρL(β)

)

dµL(e)=

(
ρR(β)

ρL(β)

)

dnα(1),

(5.4.12)

esdecir,

dnα(1)=

(
ρL(β)

ρR(β)

)

dnα=f(β)dnα. (5.4.13)
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Sisobreelelementodevolumenresultanteserealizannuevamentelastraslacio-

nes,aderechaporbyaizquierdaporb−1,elvolumenresultanteapareceŕacorregido

porelfactordeamplificacíon(f(β))2,yengeneral,trasrealizarN vecesesaopera-

cíon,

dnα(N)=(f(β))N dnα. (5.4.14)

Pero,dadalaasociatividaddelproductoenG,esefactorestambíenelquecorres-

pondealatraslacíonaderechaporbN yaizquierdaporb−N.

ŃotesequeparatodoNfinito,esatransformacíonesinversible,siendosuinversa

la multiplicacíonaderechaporb−N yaizquierdaporbN,alaqueevidentemente

correspondeelfactordeamplificacíondevolumen(f(β))−N.

Ahorabien,sif(β)>1entonces(f(β))N resulta mayorquecualquierńumero

positivoconśolotomarN suficientementegrande.Peroesonoesposibleenun

grupodeLiecompacto,puestoquelatransformacíonhadeserinversibleparatodo

N yelvolumendelavariedadenesecasoesfinito.Enefecto,sif(β)>1enun

abiertodevolumenfinitosobrelavariedad,elvolumendelaregíonimagensuperaŕıa

aldelavariedadtodaconśolotomarN suficientementegrande,yenesecasola

transformacíonnoseŕıabiuńıvoca.

Conunrazonamientosimilarsemuestraquef(β)nopuedesermenorque1.Por

lotantof(β)=1,loqueimplicalaigualdaddelasmedidasinvariantesaderechae

izquierdaparatodogrupodeLiecompacto16,

ρL(β)=ρR(β)⇒ dµL(b)=dµR(b),∀b∈G. (5.4.15)

ElvolumeninvariantedeungrupodeLiecompactosedefinecomolaintegral

delamedidainvariante(tantoaizquierdacomoaderecha)sobresuvariedad,

V[G]:=

∫

G

dµ(g)<∞. (5.4.16)

Estosresultadospermiten mostrar,enparticular,quetodarepresentacíon ma-

tricialdeungrupodeLiecompactoesequivalenteaunarepresentacíonunitaria,

aśıcomolaortogonalidaddelasfuncionesdecaracteresderepresentacionesirredu-

ciblesnoequivalentesrespectodelamedidainvariantedelgrupo.

5.5. MedidainvarianteparalosgruposSO(3)ySU(2)

Paracalcularla medidadeintegracíoninvariantesobreelgrupoSO(3),prime-

ronotemosquesuvariedad(unaesfera macizaderadioπenR3 conlospuntos

diametralmenteopuestossobresubordeidentificadosentreśı)essiḿetricafrente

16Tambíenesposiblemostrarlaigualdaddelasmedidasinvariantesaizquierdayderechade,

enparticular,losgrupossimplesysemi-simples.
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arotaciones.Dosrotacionesenunmismoángulosonconjugadasunadelaotra,

siendoelelementoquelasrelacionalarotacíonquellevaelejederotacíondela

primeraacoincidirconeldelasegunda.Deesemodo,ladensidaddeelementos

deSO(3)alrededordeunarotacíonparticulardependeŕadeĺangulodelarotacíon,

peronodeladireccíondesuejederotacíon.

Entonces,sinṕerdidadegeneralidad,consideraremoslamedidadeintegracíon

alrededordelelementob→ R(θ̂e3)=e
iθX3.Paraellodebemostrasladarpor

multiplicacíonaderechaporlamatriz

R(θ̂e3)=e
iθX3=






cosθ sinθ 0

−sinθ cosθ 0

0 0 1




 (5.5.1)

elementospŕoximosdelaidentidadquetienenlaforma

a→S=eiα
kXk=






1 α3 −α2

−α3 1 α1

α2 −α1 1




+O(α)

2. (5.5.2)

Tenemosentonces

R′=SR(θ̂e3)=e
iθX3+






−α3sinθ α3cosθ −α2

−α3cosθ −α3sinθ α1

α1sinθ+α2cosθ −α1cosθ+α2sinθ 0




+O(α)2,

(5.5.3)



5.5.MEDIDAINVARIANTEPARALOSGRUPOSSO(3)YSU(2) 119

dondeR′tambíenpuedeescribirsedelaforma17

R′=ei(φ1X1+φ2X2+(φ3+θ)X3)=eiθX3+






−φ3sinθ φ3cosθ −φ1
(
cosθ−1
θ

)
−φ2

sinθ
θ

−φ3cosθ −φ3sinθ φ1
sinθ
θ
−φ2

(
cosθ−1
θ

)

−φ1
(
cosθ−1
θ

)
+φ2

sinθ
θ
−φ1

sinθ
θ
−φ2

(
cosθ−1
θ

)
0




+O(φ)2.

(5.5.7)

Entonces,amenosdet́erminosdeorden(α)2,

φ3=α3

2sinθ/2

θ

(
cosθ/2 sinθ/2

−sinθ/2cosθ/2

)(
φ1

φ2

)

=

(
α1

α2

)

,

(5.5.8)

dedonderesultaque





φ1

φ2

φ3




=M(θ)






α1

α2

α3




, (5.5.9)

con

M(θ)=
θ

2sinθ/2







cosθ/2 −sinθ/2 0

sinθ/2 cosθ/2 0

0 0
2sinθ/2

θ





. (5.5.10)

Enconsecuencia,ladensidadρ(θ),queśolodependedeĺanguloθ,est́adadapor

elJacobianodeesatransformacíon,

ρ(θ)=
1

detM(θ)
=
4sin2(θ/2)

θ2
,∀̂n. (5.5.11)

Lamedidainvariantepuedeescribirseentoncescomo

dµ[SO(3)](R(θ̂n))=ρ(θ)θ
2dθdΩ2=4sin

2(θ/2)dθdΩ2, (5.5.12)

17T́engaseencuentaque,paranknk=1,

nkXk=−i







0 n3 −n2

−n3 0 n1

n2 −n1 0





, (5.5.4)

(nkXk)
2
=







(n2)
2+(n3)

2 −n1n2 −n1n3

−n1n2 (n1)
2+(n3)

2 −n2n3

−n1n3 −n2n3 (n1)
2+(n2)

2





=13−n̂⊗n̂, (5.5.5)

yque

(nkXk)̂n=0⇒(nkXk)
3
=nkXk. (5.5.6)
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dondedΩ2eselelementodeintegracíonsobrelaesferaS2.

Elvolumeninvariantedeestegrupoes

V[SO(3)]=

∫π

0

∫

S2

4sin2(θ/2)dθdΩ2=

=16π

∫π

0

1−cosθ

2
dθ=8π2.

(5.5.13)

Parahallarla medidainvarianteparaelgrupoSU(2),tengamosencuentaque

SO(3)≈SU(2)/Z2,yquesuvariedadesunaesferaenR3deradio2πconsuborde

identificadoconelelemento−12.

Porlotanto,paraθ<πlamedidainvariantedeSU(2)coincideconladeSO(3),

siendoentoncesśolofuncíondeθ.PerocomoloselementosdeSU(2)/Z2soncosets

delaforma{U,−U},yest́anencorrespondenciabiuńıvocaconloselementosde

SO(3),lamedidadeintegracíonalrededorde−U(θ̂n)=U((2π−θ)(−̂n))debeser

lamismaquealrededordeU(θ̂n).Enconsecuencia,paraθ>π

dµ(U(θ̂n))=dµ(U((2π−θ)(−̂n)))=

=4

(

sin

(
2π−θ

2

))2

dθdΩ2=4sin2(θ/2)dθdΩ2.

(5.5.14)

Porlotanto,la medidadeintegracíoninvariante(tantoaizquierdacomoa

derecha)sobreelgrupoSU(2)est́adadapor

dµ[SU(2)](U(θ̂n))=4sin2(θ/2)dθdΩ2,0≤θ≤2π, (5.5.15)

yelvolumeninvariantedeestegrupoes

V[SU(2)]=

∫2π

0

∫

S2

4sin2(θ/2)dθdΩ2=

=16π

∫2π

0

1−cosθ

2
dθ=16π2.

(5.5.16)

5.6. RepresentacionesunitariasirreduciblesdelgrupoSU(2)

Como SU(2)esungrupodeLiecompacto,todarepresentacíon matriciales

equivalenteaunarepresentacíonunitaria.Entonces,bastaconconsiderarrepresen-

taciones matricialesdelálgebradeLiedeSU(2)cuyosgeneradoressean matrices

autoadjuntas.Enefecto,silasmatricesJksatisfacen

J†
k=Jk,k=1,2,3,

[Ji,Jj]=iϵijkJk,∀i,j,k,

(5.6.1)
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entonceslas matricesdelarepresentacíon(obtenidas mediantelaaplicacíonexpo-

nencial)sonunitarias,

[D(U(θ̂n))]†=
[
eiθnkJk

]†

=e−iθnkJ†
k=

e−iθnkJk=[D(U(θ̂n))]−1,∀U(θ̂n)∈SU(2).

(5.6.2)

Porotraparte,elinvariantecuadŕaticodeCasimir18enestarepresentacíonJ2:=

(J1)
2+(J2)

2+(J3)
2conmutaconlosgeneradores,

[
J2,Jj

]
=Ji[Ji,Jj]+[Ji,Jj]Ji=iϵijk(JiJk+JkJi)=0, (5.6.5)

porloqueJ2(=(J2)
†
)conmutacontodosloselementosdelarepresentacíon ma-

tricialconsiderada,
[

J2,eiθnkJk

]

=0,∀θ,̂n. (5.6.6)

Enconsecuencia,sisetratadeunarepresentacíonirreducible,elLemadeSchur

requierequeseaproporcionalalamatrizidentidad,

J2=λ1, (5.6.7)

dondeelvalordeλ(≥0puestoqueJ2essumadecuadradosde matricesautoad-

juntas)caracterizalarepresentacíon.

Setrataentoncesdeconstruirelespacioderepresentacíoncorrespondienteauna

representacíonunitariairreducible,caracterizadaporunautovalordeJ2 que,por

conveniencia,escribiremoscomoλ=j(j+1),conj≥0.

18Elinvariantefundamentalcuadŕaticoenunadadarepresentacíonmatricialdeuńalgebrade

Liesemi-simpleest́adadopor

K =gµνXµXν, (5.6.3)

dondegµν eslainversadelaformade Killing.Resultainmediato mostrarqueconmutaconlos

generadoresenesarepresentacíon,

[K,Xλ]=gµν [Xµ,Xλ]Xν+gµνXµ [Xν,Xλ]=

=−iCµλσgσρgµν(XρXν+XνXρ)=0,
(5.6.4)

dadoquelasconstantesCµλσ sontotalmenteantisiḿetricas.EnelcasodeSU(2),lasconstantes

deestructurasonC k
ij =−ϵijk,de modoquegij=−ϵiklϵjlk=2δij⇒ gij= 1

2δij.Noobstante,

porconvenienciaselonormalizacomoK → J2=δijJiJj.
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Podemoselegirunabaseparaeseespacioformadaporautovectoressimult́aneos

deJ2ydeJ3
19,

J2|jm⟩=j(j+1)|jm⟩,

J3|jm⟩=m|jm⟩,

(5.6.8)

quesupondremosnormalizados,⟨jm′|jm⟩=δm′m (dondehemosempleadolano-

tacíondeDiracparavectoresyformaslineales).

TomandolascombinacionesJ± =J1±iJ2,lasreglasdeconmutacíon(5.6.1)se

reducena

[J3,J±]=±J±,

[J+,J−]=2J3,

(5.6.9)

mientrasqueporćalculodirectoresultaque

J−J+ =J2−J3(J3+1)

J+J− =J2−J3(J3−1).

(5.6.10)

Entonces,

J−J+|jm⟩={j(j+1)−m(m+1)}|jm⟩,

J+J−|jm⟩={j(j+1)−m(m−1)}|jm⟩.

(5.6.11)

Teniendoencuentaque(J±)†=J∓,lasanterioresigualdadesimplicanque

∥J+|jm⟩∥2=⟨jm|J−J+|jm⟩=(j−m)(j+m+1)≥0,

∥J−|jm⟩∥2=⟨jm|J+J−|jm⟩=(j+m)(j−m+1)≥0,

(5.6.12)

dedonde
(
j2−m2

)(
(j+1)2−m2

)
≥0. (5.6.13)

Esasdesigualdadessonsatisfechasśolosij2≥m2,esdecir,silosautovaloresde

J3

−j≤m≤j. (5.6.14)

Porotraparte,de(5.6.9)resultaque

J3(J±|jm⟩)=J±(J3±1)|jm⟩=(m±1)J±|jm⟩. (5.6.15)

19ElrangodeuńalgebradeLieesel ḿaximońumerodegeneradoresqueconmutanentreśı.

EnelcasodelgrupoSU(2)elrangoes1,deacuerdoalaec.(5.6.1).
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Porlotanto,poraplicacíondeloperadorJ+ (J−)alvector|jm⟩resultaunnuevo

autovectordeJ3conautovaloraumentado(disminuido)en1:

J+|jm⟩={(j−m)(j+m+1)}1/2|j(m+1)⟩,

J−|jm⟩={(j+m)(j−m+1)}1/2|j(m−1)⟩,

(5.6.16)

dondelosfactoresdeproporcionalidadhansidofijadosdeacuerdocon(5.6.12).

Perocomomnopuedetomarvaloressuperioresaj,debeexistirunvalorḿaximo

paraelautovalordeJ3,−j≤M ≤j,talque

J+|j M⟩=0, (5.6.17)

demodoque

∥J+|j M⟩∥2=(j−M)(j+M +1)=0

⇒ M =j.

(5.6.18)

Apartirdeesevector,poraplicacíonde J−,sepuedegenerarelrestodelos

vectoresdelabasedelespaciodelarepresentacíon,

(J−)n|j M⟩∼|j(M −n)⟩,conn∈N. (5.6.19)

Peroesteespacioesdedimensíonfinita(portratarsedeunarepresentacíon

matricial)y,comohemosvisto,losautovaloresde J3 debenser mayoresque−j.

Estosignificaqueeseprocesodebeterminarparaalǵunenteron≥0,esdecir,

J−|j(M −n)⟩=0. (5.6.20)

Igualandolanormadeestevectoracero,

∥J−|j(M −n)⟩∥2=(j+M −n)(j−M +n+1)=0, (5.6.21)

obtenemosM =j=n−j.Esdecir,j=n/2,conn∈Z+.

Enconsecuencia,elespaciodelarepresentacíonunitariairreducibledeSU(2)

caracterizadaporelenteroosemienteroj=n/2,conn=0,1,...,est́agenerado

porlosvectores

{|jm⟩, m=−j,−j+1,...,j−1,j}, (5.6.22)

siendosudimensíonn+1=2j+1.
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Referidosaesabase,losgeneradorestienenporelementosdematriza

⟨jm′|J2|jm⟩=j(j+1)δm′,m,

⟨jm′|J3|jm⟩=mδm′,m,

⟨jm′|J+|jm⟩={(j−m)(j+m+1)}
1/2δm′,m+1,

⟨jm′|J−|jm⟩={(j+m)(j−m+1)}
1/2δm′,m−1.

(5.6.23)

Porlodichoanteriormente,vemosqueesposibleconstruirrepresentacionesirre-

duciblesdelgrupoSU(2)decualquierdimensíon.

Paraj=0,ladimensíondelespacioderepresentacíones2j+1=1,lasmatrices

querepresentanalosgeneradoressontodasnulas,yseobtienelarepresentacíon

trivialdelgrupo.

Paraj=1/2,ladimensíones2j+1=2,losgeneradoresest́andadospor

J2=
3

4

(
1 0

0 1

)

,J3=
1

2

(
1 0

0 −1

)

,J+=

(
0 1

0 0

)

, (5.6.24)

esdecir,

J1=
1

2
σ1,J2=

1

2
σ2,J3=

1

2
σ3, (5.6.25)

yseobtienelarepresentacíonfundamentaldelgrupo.

Paraj=1,ladimensíones2j+1=3,J2=213,ylosgeneradoresest́andados

por

J3=






1 0 0

0 0 0

0 0 −1




,J+=






0
√
2 0

0 0
√
2

0 0 0




, (5.6.26)

obteníendoseunarepresentacíonequivalentealaadjunta20.

20Enefecto,

J3=A
−1X3A, conA=

1
√
2







−i 0 i

1 0 1

0 1 0





. (5.6.27)



5.6.REPRESENTACIONES UNITARIASIRREDUCIBLES DEL GRUPOSU(2) 125

Enelcasogeneral,J3=diag(j,j−1,...,−j+1,−j).Entonces,la matrizque

correspondealelemento−12∈SU(2)seexpresa,porejemplo,como

D(U(2π̂e3))=ei2πJ3=

=diag
(
ei2πj,ei2π(j−1),...,ei2π(j−2j+1),ei2π(j−2j)

)
=

=ei2πj12j+1,

(5.6.28)

demodoqueesasrepresentacionessonfielessiyśolosijesunsemientero.

Enesascondiciones(ver(5.2.26)),lasrepresentacionesunitariasirreduciblesde

SU(2)sonrepresentacionesordinariasdeSO(3)śolosiei2πj=1,esdecir,śolosij

esunentero:j=0,1,2,...Porlotanto,lasrepresentacionesirreduciblesdelgrupo

SO(3)sondedimensíonimpar.

Similarmentealoqueocurreconelgrupoderotaciones,SO(3),sepuedede-

mostrarquedoselementosde SU(2),U(θ′̂n′)yU(θ̂n),sonconjugadossiyśolosi

θ′=θ,cualesquieraqueseanlosvectoresunitariosn̂,n̂′∈R3.

Loscaracteresdelarepresentacíonirreduciblej(caracteressimples),

χ(j)(θ)=tr
{
D(j)(U(θ̂n))

}
, (5.6.29)

sonunapropiedaddecadaclasedeelementosconjugadosenelgrupo,demodoque

puedensercalculadostomandon̂enladireccíonḿasconveniente.Porejemplo,

χ(j)(θ)=tr
{

eiθJ3

}
=

∑j
m=−jeimθ=e−ijθ∑2j

m=0eimθ

=e−ijθ

(
1−ei(2j+1)θ

1−eiθ

)

=
sin[(j+1/2)θ]

sin[θ/2]
.

(5.6.30)

Recurriendoala medidadeintegracíoninvarianteantescalculadasepuedeve-

rificarlaortogonalidaddelosvectoresdecaracteres,

1

V[SU(2)]

∫

dµSU(2)

(
χ(j′)(θ)

)∗

χ(j)(θ)=

1

16π2

∫2π

0

4sin2[θ/2]dθdΩ2
sin[(j′+1/2)θ]sin[(j+1/2)θ]

sin2[θ/2]
=

1

π

∫2π

0

dθ
1

2
{cos[(j′−j)θ]−cos[(j′+j+1)θ]}=δj′,j.

(5.6.31)
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5.7. Productodirectoderepresentaciones. Descomposicíonde Clebsh-

Gordan

Tomandoelproductodirectodedosrepresentacionesunitariasirreduciblesde

SU(2),D(j1)yD(j2),seobtieneunanuevarepresentacíon,quepuedeasuvezdes-

componersecomosumadirectaderepresentacionesirreducibles,

D(j1⊗j2):=D(j1)⊗D(j2)=
⊕

j

ajD(j), (5.7.1)

dondeaj∈Z+.

Por otra parte, los caracteres de la representacíon producto directo,

χ(j1⊗j2)(θ),sonelproductodeloscaracteressimplesχ(j1)(θ)yχ(j2)(θ),

χ(j1⊗j2)(θ)=χ(j1)(θ)χ(j2)(θ)=

j1∑

m1=−j1

eim1θ
j2∑

m2=−j2

eim2θ=

=

j1+j2∑

j=|j1−j2|

j∑

m=−j

eimθ=

j1+j2∑

j=|j1−j2|

χ(j)(θ).

(5.7.2)

Esdecir,aj=1para|j1−j2|≤j≤j1+j2,yaj=0entodootrocaso21.

ElespaciodelarepresentacíonD(j1⊗j2)est́ageneradoporlosvectores

|j1j2m1m2⟩:=|j1m1⟩⊗|j2m2⟩, (5.7.4)

perolossubespaciosinvariantescorrespondientesalasrepresentacionesirreducibles

quecontieneest́angeneradosporlascombinaciones

|j1j2;j m⟩=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

|j1j2m1m2⟩⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩, (5.7.5)

dondeloscoeficientesdelatransformacíon,⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩,sonllamados

coeficientesde Clebsh- Gordan(cuandolosdistintosvectoresest́antodosnor-

malizadosa1ydemodotalqueloscoeficientesseanreales).

21Esteresultadopuedeobtenersereordenandolassumasen(5.7.2),obienempleandolaorto-

gonalidaddecaracteres,ecuacíon(5.6.31),

1

V[SU(2)]

∫

dµSU(2)

(
χ(j)(θ)

)∗

χ(j1⊗j2)(θ)=

=
1

π

∫2π

0

dθ
sin[(j+1/2)θ]sin[(j1+1/2)θ]sin[(j2+1/2)θ]

sin[θ/2]
=

=

{
1,para|j1−j2|≤j≤j1+j2,

0,paraj<|j1−j2|oj>j1+j2.

(5.7.3)
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Referidasaesabase,lasmatricesdelarepresentacíonD(j1⊗j2)sonllevadasala

formadiagonalenbloques

D(j1⊗j2)⇀











D(j1+j2) 0 ...... 0

0 D(j1+j2−1) 0 ... 0

0 0 ...... 0

... ... ...... ...

0 0 0 ... D(|j1−j2|)











. (5.7.6)

Ńoteseque

j1+j2∑

j=|j1−j2|

(2j+1)=(2j1+1)(2j2+1). (5.7.7)

Siconsideramoselementoscercadelaidentidaddelgrupo,

D(j1⊗j2)=1(j1⊗j2)+iαkJ
(j1⊗j2)
k +O(α)2=

=
{
1(j1)+iαkJ

(j1)
k +O(α)2

}
⊗
{
1(j2)+iαkJ

(j2)
k +O(α)2

}
=

=1(j1)⊗1(j2)+iαk
{
J
(j1)
k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J

(j2)
k

}
+O(α)2.

(5.7.8)

Perotambíen

D(j1⊗j2)=
⊕j1+j2
j=|j1−j2|

{
1(j)+iαkJ

(j)
k +O(α)

2
}
=

=
⊕j1+j2
j=|j1−j2|

1(j)+iαk
⊕j1+j2
j=|j1−j2|

J
(j)
k +O(α)

2,

(5.7.9)

dedonderesultaque

J
(j1⊗j2)
k =J

(j1)
k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J

(j2)
k =

=
⊕j1+j2
j=|j1−j2|

J
(j)
k ,

(5.7.10)

parak=1,2,3.
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Entonces,aplicadoalosvectoresdelabase(5.7.5),

J
(j1⊗j2)
k |j1j2;j m⟩=

=
{⊕j1+j2

j′=|j1−j2|J
(j′)
k

}
|j1j2;j m⟩=J

(j)
k |j1j2;j m⟩=

=
{

J
(j1)
k ⊗1(j2)+1(j1)⊗J

(j2)
k

}
|j1j2;j m⟩=

=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩

×
{

J
(j1)
k |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J

(j2)
k |j2m2⟩

}
.

(5.7.11)

Enparticular,

J
(j1⊗j2)
3 |j1j2;j m⟩=

=J
(j)
3 |j1j2;j m⟩=m|j1j2;j m⟩=

=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩

×
{

J
(j1)
3 |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J

(j2)
3 |j2m2⟩

}
=

=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

(m1+m2)|j1j2m1m2⟩⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩,

(5.7.12)

y

J
(j1⊗j2)
− |j1j2;j m⟩=

=J
(j)
− |j1j2;j m⟩=[(j+m)(j−m+1)]1/2|j1j2;j(m−1)⟩=

=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩

×
{

J
(j1)
− |j1m1⟩⊗|j2m2⟩+|j1m1⟩⊗J

(j2)
− |j2m2⟩

}
=
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=

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2

⟨j1j2m1m2|j1j2;j m⟩

×
{

[(j1+m1)(j1−m1+1)]1/2|j1(m1−1)⟩⊗|j2m2⟩

+[(j2+m2)(j2−m2+1)]1/2|j1m1⟩⊗|j2(m2−1)⟩
}

.

(5.7.13)

Consideremoselcaso j1 =1/2 =j2. Deloanteriorsabemosqueelproduc-

todirectodeesasdosrepresentacionessedescomponeenlasumadirectadelas

representacionesconj=0,1,yquelosgeneradorespuedenexpresarsecomo

J
(1/2⊗1/2)
k =J

(1/2)
k ⊗12+12⊗J

(1/2)
k =J

(1)
k ⊕J

(0)
k . (5.7.14)

Notemosque

J
(1/2⊗1/2)
3 |1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩=

(
1

2
+

1

2

)

|1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩, (5.7.15)

yquéeseeseĺunicovectordelespaciodelarepresentacíon(1/2⊗1/2)conautovalor

m=1,porloquenecesariamente

|1/21/2;11⟩=|1/21/2⟩⊗|1/21/2⟩. (5.7.16)

PoraplicacíondeJ
(1/2⊗1/2)
− sobreesevectorsepuedegenerarelrestodelabase

correspondientealarepresentacíonirreduciblej=1:

J
(1/2⊗1/2)
− |1/21/2;11⟩=[(1+1)(1−1+1)]1/2|1/21/2;10⟩=

[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]1/2|1/2(1/2−1)⟩⊗|1/21/2⟩

+[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]1/2|1/21/2⟩⊗|1/2(1/2−1)⟩,

(5.7.17)

esdecir

|1/21/2;10⟩=

=
1

√
2

{|1/2−1/2)⟩⊗|1/21/2⟩+|1/21/2⟩⊗|1/2−1/2⟩}.

(5.7.18)

Similarmente,

J
(1/2⊗1/2)
− |1/21/2;10⟩=[(1+0)(1−0+1)]1/2|1/21/2;1−1⟩=

2
√

2
[(1/2+1/2)(1/2−1/2+1)]1/2|1/2−1/2⟩⊗|1/2−1/2⟩,

(5.7.19)

esdecir,

|1/21/2;1−1⟩=|1/2−1/2⟩⊗|1/2−1/2⟩. (5.7.20)
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Ahorabien,elvectorquegeneraelespacio(unidimensional)delarepresenta-

cíonirreduciblej=0debeserortogonalalosanteriores,ycorresponderalautovalor

m=0deJ
(1/2⊗1/2)
3 ,porloque(unaveznormalizado)necesariamentees

|1/21/2;00⟩=

=
1

√
2

{|1/2−1/2)⟩⊗|1/21/2⟩−|1/21/2⟩⊗|1/2−1/2⟩}.

(5.7.21)

Delasigualdades(5.7.16),(5.7.18),(5.7.20)y(5.7.21)resultainmediatodeter-

minarloscoeficientesdeClebsh-Gordan:






⟨1/21/21/21/2|1/21/2;11⟩=1,

⟨1/21/2(±1/2)(∓1/2)|1/21/2;10⟩=1/
√

2,

⟨1/21/2(−1/2)(−1/2)|1/21/2;1(−1)⟩=1,

⟨1/21/2(∓1/2)(±1/2)|1/21/2;00⟩=±1/
√

2,

(5.7.22)

conlosdeḿascoeficientesnulos.

Elproductodirectodelasrepresentacionesj1=1yj2=1/2sedescomponeen

lasumadirectadelasrepresentacionesirreduciblesj=3/2,1/2.Susgeneradores

puedenexpresarsecomo

J
(1⊗1/2)
k =J

(1)
k ⊗12+13⊗J

(1/2)
k =J

(3/2)
k ⊕J

(1/2)
k . (5.7.23)

El(́unico)vectorcorrespondientealḿaximoautovalorposibledeJ
(1⊗1/2)
3 ,m=

3/2,es

|11/2;3/23/2⟩=|11⟩⊗|1/21/2⟩, (5.7.24)
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yapartirdéel,aplicacndoreiteradamenteeloperadorJ
(1⊗1/2)
− ,seobtienenlosdeḿas

vectoresdelabasedelespaciodelarepresentacíonj=3/2:

|11/2;3/21/2⟩=

=
1

√
3

{√
2|10⟩⊗|1/21/2⟩+|11⟩⊗|1/2−1/2⟩

}
,

|11/2;3/2−1/2⟩=

=
1

√
3

{√
2|10⟩⊗|1/2−1/2⟩+|1−1⟩⊗|1/21/2⟩

}
,

|11/2;3/2−3/2⟩=|1−1⟩⊗|1/2−1/2⟩.

(5.7.25)

Ahorabien,existenenelespacioproductodirectodosvectoreslinealmentein-

dependientesquecorrespondenal mismoautovalorm =1/2deJ
(1⊗1/2)
3 .Unacom-

binacíonlinealparticulardeellosdaelvector|11/2;3/21/2⟩de(5.7.25),mientras

queunacombinacíonortogonalaelladebeserproporcionalalvectordeḿaximom

(=1/2)delarepresentacíonj=1/2,

|11/2;1/21/2⟩=

=
1

√
3

{
|10⟩⊗|1/21/2⟩−

√
2|11⟩⊗|1/2−1/2⟩

}
.

(5.7.26)

PoraplicacíondeJ
(1⊗1/2)
− secompletalabase,

|11/2;1/2−1/2⟩=

=
1

√
3

{
|10⟩⊗|1/2−1/2⟩−

√
2|1−1⟩⊗|1/21/2⟩

}
,

(5.7.27)

yde(5.7.24),(5.7.25),(5.7.26)y(5.7.27)sedeterminanloscoeficientesdeClebsh-

Gordanparaesteproductodirectoderepresentaciones.

5.8. ClasificacíondelasálgebrasdeLiesimples

Unsubespacio F delálgebradeLieasociadaaungrupodeLieG,F ⊂G,

constituyeunasub́algebra de Liesi[Y1,Y2]∈ F paratodoY1,Y2 ∈ F.Esta

sub́algebracorrespondeaunsubgrupodeLieH ⊂G.

EsesubgrupoH esinvariantesisecumpleadeḿasque[X,Y]∈F paratodo

X ∈GyparatodoY∈F.EnesecasosedicequeelsubespacioFesunideal.
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UńalgebradeLieGsedicesimplesitienedimensíondimG≥2ynocontiene

idealespropios(distintosdeGyde{0})22.

UnálgebradeLieGsedicesemi-simplesieslasumadirectadeálgebrasde

Liesimples23.

ÉlieCartan24hadadounaclasificacíoncompletadelaśalgebrasdeLiesimples

empleandolaspropiedadesdesurepresentacíonadjunta,quesiempreesirreducible.

Elrangor <ndeunálgebradeLiesemi-simplededimensíonnesel ḿaxi-

mońumerodevectoreslinealmenteindependientesdeeseespacioquepuedenser

seleccionadosdemodoqueconmutenentreśı.

Unconjuntoderdetalesvectoresgeneraunasub́algebraabelianadeĺalgebrade

Lie,llamadasub́algebrade Cartan,

[Hi,Hj]=0, parai,j=1,2,...,r. (5.8.1)

Enesascondiciones,Cartanhademostradoquesiempreesposibleseleccionar

unconjuntoden−rcombinacioneslineales(engeneralcomplejas25)degeneradores

linealmenteindependientesentreśıydelosanteriores,Ēα,demodoqueellasresulten

servectorespropiossimult́aneosdelasoperacionesdeconmutacíonconlosHi,

[Hi,Ēα]=αiĒα, i=1,2,...,r, (5.8.2)

correspondientesaautovaloresαinotodosnulos.Adeḿas,siempreesposibleelegir

losgeneradoresHidemaneratalqueesosautovaloresseanreales.

Deese modo,elconjuntodelosrautovaloresαicorrespondientesalgenerador

Ēαformanunvectornonulodeunespaciorealr-dimensional,ᾱ∈Rr,llamadoráız

correspondienteaĒα.Similarmente,de(5.8.1)podemosdecirquelosgeneradores

Hicorrespondenaráıcesnulas.

Tambíensedemuestraquelasráıcessonnodegeneradas,aexcepcíondelaráız

nula,yquesiᾱesunaráızentonces−ᾱtambíenloes. Ḿasgeneralmente,parados

ráıcesᾱyβ̄cualesquieraresultaque2
(
ᾱ·̄β

)
/(̄α·̄α) =n∈Zyque

(
β̄−n̄α

)

estambíenráız.Enesasexpresiones,elproductoescalarentreráıcesest́adefinido

22UnálgebradeLiesimplecorrespondeaungrupodeLiesimple,esdecir,ungrupoque

nocontienesubgruposdeLiepropiosinvariantes.
23UnálgebradeLiesemi-simplecorrespondeaungrupodeLiequeesproductodirectode

gruposdeLiesimples.Enparticular,ungrupodeLiesemi-simplenocontienesubgruposdeLie

invariantesabelianos.
24́ElieCartan(1869-1951)
25EstocorrespondeatomarelementosdelacomplexificacíondelálgebradeLie,pero man-

teniendoelńumerodegeneradoreslinealmenteindependientesigualaladimensíondelálgebra

original.
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ent́erminosdelaformade Killing26restringidaalasub́algebradeCartancomo
(
ᾱ·̄β

)
:=αiβi,dondeαigij=αj.

Enparticular,si
(
ᾱ·̄β

)
>0⇒ 2

(
ᾱ·̄β

)
=n(̄α·̄α)=m

(
β̄·̄β

)
,conn,m∈N,

loquerestringelośangulosentreráıcesaśolounaspocasposibilidadesycondiciona

larelacíonentresuslongitudes.Enefecto,

cos2(θαβ)=

(
ᾱ·̄β

)2

(̄α·̄α)
(
β̄·̄β

)=
nm

4
≤1,

(
β̄·̄β

)

(̄α·̄α)
=

n

m
.

(5.8.3)

Porotraparte,delaidentidaddeJacobiresultaque
[
Hi,

[
Ēα,Ēβ

]]
=

[
Ēα,

[
Hi,Ēβ

]]
+

[
[Hi,Ēα],Ēβ

]
=

=(αi+βi)
[
Ēα,Ēβ

]
,

(5.8.4)

demodoquepuedenpresentarsedossituaciones:

Si
(
ᾱ+β̄

)
esunaráız,entonces

[
Ēα,Ēβ

]
∼Ēα+β̄.Enparticular,parāβ=

−ᾱelconmutador[Ēα,E−ᾱ]est́acontenidoenlasub́algebradeCartan.

Si
(
ᾱ+β̄

)
noesunaráız,entonces

[
Ēα,Ēβ

]
=0.

Paraestaeleccíondegeneradores,lasconstantesdeestructurasatisfacenlas

relaciones
C k

ij =C ᾱ
ij =C j

īα =0,

C β̄
īα =iαiδβ̄

ᾱ,

(
ᾱ+β̄

)
C i

ᾱ̄β
=0,

(
γ̄−ᾱ−β̄

)
C γ̄

ᾱ̄β
=0.

(5.8.5)

Sepuede mostrarquelasúnicascomponentesnonulasdelaformade Killing

song(−ᾱ)̄α=ḡα(−ᾱ)y

gij=
∑

ᾱ

αiαj ⇒ (gij)=
∑

ᾱ

ᾱ⊗ᾱ. (5.8.6)

Normalizandoadecuadamentelosgeneradorespodemosadeḿasfijarḡα(−ᾱ)=1.

26Connuestradefinicíon,estaformaessiḿetricaypositivadefinidaparatodáalgebrasimple

compacta,esdecir,correspondienteaungruposimplecompacto.Enparticular,unaadecuada

eleccíondelosgeneradoresdelasub́algebradeCartanpermitellevarlaalaformagij∼δij(Ver

Notaalpíeenṕagina98).
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ComoeĺalgebradeLieconsideradaessemi-simple,det(gµν)̸=0⇒ det(gij)̸=0,

dedonderesultaquelasráıcesᾱgeneranelespacioeucĺıdeoRr.

Enesascondiciones,eĺalgebradeLiesemi-simplequedadescritaporlosconmu-

tadoresdelosgeneradoresdelabaseest́andarde Cartan,






[Hi,Hj]=0, i,j=1,2,...,r,

[Hi,Ēα]=αiĒα, i=1,2,...,r,∀̄α,

[Ēα,E−ᾱ]=αiHi, ∀̄α,

[
Ēα,Ēβ

]
=Nᾱ̄βδγ̄

ᾱ+β̄
Ēγ,

(5.8.7)

dondeαi=gijαj(con(gij)=(gij)
−1)yNᾱ̄β esciertaconstante.

Sedicequelaráızᾱespositivasilaprimeracomponentenonuladeesevector

espositiva.Esointroduceunordenamientoentreráıcesde modoqueᾱ >β̄siel

vector
(
ᾱ−β̄

)
espositivo.

Unaráızpositivasedicesimplesiellanopuedeexpresarsecomosumadedos

ráıcespositivas.Unálgebraderangortienerráıcessimpleslinealmenteindepen-

dientes.

EsposibledemostrarquelasráıcesᾱdeunálgebradeLiesimplepuedenser

obtenidasapartirdelconjuntoderráıcessimplesporaplicacíondeungrupode

ordenfinitodetransformacionesdiscretasenRr llamadogrupode Weyl27 del

álgebra,quecondensalaspropiedadesantesdescritas.

Porsuparte,esasráıcessimplessatisfacenunconjuntoderestriccionesquehacen

queśolopuedantenerhastadoslongitudesdistintasyformarentreśıciertośangulos

particulares:1
2
π,2

3
π,3

4
πó5

6
π.Deacuerdoaesascaracteŕısticasesposibleclasificar

laśalgebrassimplesencuatroseriesinfinitasllamadasAr,Br,CryDr,uńıvocamente

relacionadas,respectivamente,conlosgruposdeLiesimplescompactos28SU(r+1)

conr≥ 1,SO(2r+1)con r≥ 2,Sp(r)conr≥ 3ySO(2r)conr≥ 4,adeḿas

decincoálgebrasexcepcionalesnoincluidasenlasanterioresseries,llamadas

F4,G2,E6,E7,E8.Entodosloscasos,elsub́ındiceindicaelrangodeĺalgebra.

27Hermann Weyl(1885-1955).
28AlgebrasdegruposdeLiesimplesnocompactosdel mismorangoydimensíonest́anconte-

nidascomosubespacioscerrados(respectodelaoperacíondelálgebra)enlacomplexificacíonde

esaśalgebrassimplescompactas(quetienenformadeKillingpositivadefinida).



Ar:

Br:

Cr:

Dr:
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Figura1.

E6:

E7:

E8:

F4:

G5:

DiagramasdeDynkindelascuatroseriesdéalgebrassimples.

Figura2. DiagramasdeDynkindelascincóalgebrasexcepcionales.

Esaśalgebrassimplespuedenserpuestasencorrespondenciabiuńıvocaconlos

llamadosdiagramasde Dynkin29,diagramasconexosenloscualeslasráıcessim-

plessonrepresentadasporv́ertices(pequẽnosćırculosllenosovaćıosseǵuncorres-

pondaalasdelongitud mayoro menor)unidospor0,1,2ó3ĺıneasseǵunseaque

entreellasformenuńangulode1
2
π,2

3
π,3

4
πó5

6
πrespectivamente.Paraḿasdetalles,

verlabibliograf́ıasugerida.

29EugeneDynkin(1924-).
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5.9. RepresentacionesirreduciblesdelasálgebrasdeLiesimples

ComotodarepresentacíonmatricialdeungrupodeLiecompactoesequivalente

aunarepresentacíonunitaria,las matricesquerepresentanalosgeneradoresde

lasálgebrassimplescompactas(descritasporlaclasificacíonde Cartan)enuna

representacíonirreduciblesiemprepuedenserelegidascomoautoadjuntas.

Dadaunarepresentacíon matricialdeunálgebrasimplecompacta,puedenob-

tenerselasrepresentacionesdeotrasálgebrassimples(nocompactas)del mismo

rangoydimensíonapartirdeloscorrespondientesgeneradoresenlacomplexifica-

cíondeesarespresentacíon.Deese modo,elconocimientodelasrepresentaciones

irreduciblesdelaśalgebrasdeLiesimplescompactasimplicaelconocimientodelas

representacionesirreduciblesdetodaslaśalgebrassimples.

Sidenotamosalosgeneradoresenunarepresentacíonirreducibledeuńalgebra

simplecompactapor

D(Hi)=Xi, D(Ēα)=Ȳα, (5.9.1)

matricesquesatisfacen

[Xi,Xj]=0,i,j=1,···,r, [Xi,Ȳα]=αiȲα, etc, (5.9.2)

siempreseŕaposibleelegirlosgeneradoresdelasub́algebradeCartancomomatrices

autoadjuntas,Xi
†= Xi,lasquepodŕanserdiagonalizadassimult́aneamente.Por

lotanto,existiŕanvectoresenelespaciodelarepresentacíonqueseanautovectores

simult́aneosdetodosellos,

Xi|̄m⟩=mi|̄m⟩, m̄=







m1

...

mr





 ∈Rr, (5.9.3)

dondem̄ esllamadopesodelvector|̄m⟩.Esposiblemostrardequelasráıcesᾱson

(proporcionalesa)lospesosdelarepresentacíonadjunta.

Porotraparte,dadounautovector|̄m⟩,poraplicacíondelosȲα obtenemos

nuevosautovectoresconpesoaumentadoenᾱ,

Xi(Ȳα|̄m⟩)=([Xi,Ȳα]+ȲαXi)|̄m⟩=(mi+αi)(Ȳα|̄m⟩), (5.9.4)

demodoqueporaplicacíondetodoslosproductosdelosȲαpodemosgenerarunaba-

sedelespaciodelarepresentacíonirreducibleformadaporautovectoressimult́aneos

delosXi.

Sedemuestraquesim̄ esunpeso,entonces2(̄m·̄α)/(̄α·̄α)=n∈Zym̄−n̄α

estambíenunpeso,demodoqueelconjuntodepesostienecomogrupodesimetŕıas
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almismogrupode Weylquelasráıces.Pero,adiferenciadéestas,lospesospueden

serdegenerados.

Tambíenesposibleordenaralospesosdelamismamaneraquealasráıces,

definiendoquem̄>m̄′silaprimeracomponentenonuladem̄−m̄′espositiva.

Comoestamosconsiderandorepresentacionesdedimensíonfinita,debeexistirun

pesoḿaximo,M̄.Sedemuestraqueelpesoḿaximodeunarepresentacíonirreducible

esnodegeneradoyquerepresentacionesequivalentestienenelmismopesoḿaximo.

Adeḿas,siαesunaráızsimple,entoncesl̄α=2(̄m·̄α)/(̄α·̄α)∈Z+.

Comolasráıcessimples(ordenadas,porejemplo,demodocreciente)constituyen

unabase(noortogonal)deRr,elconjuntodelosrenterosnonegativosl̄αidetermi-

nacompletamentealpesoḿaximoM̄ y,porlotanto,caracterizacompletamentea

larepresentacíonirreducible.Enconsecuencia,cadaclasederepresentacionesirre-

duciblesest́auńıvocamenteidentificadaporunconjuntoderńumerosenterosno

negativos(l̄α1,l̄α2,···,l̄αr).

Lasrepresentacionesfundamentalessonaquellasparalascualestodosesos

ńumerossonnulosexceptounoigualalaunidad,l̄α=1.Porlotanto,uńalgebra

simplederangortienerrepresentacionesfundamentales.

Lospesos ḿaximosdelasrepresentacionesfundamentales,m̄ᾱ,sonllamados

pesosfundamentales.Paraellossetieneque2
(
m̄β̄·̄α

)
/(̄α·̄α)=δ̄ᾱβ,demodo

queráıcessimplesypesosfundamentalesconstituyenbasesdualesdeRr(amenos

delanormalizacíon)respectodelaḿetricainducidaporlaformadeKilling.

Enesascondiciones,elpesoḿaximodelarepresentacíonirreducibleD(l̄α1,···,l̄αr)

est́adadopor

M̄ =
r∑

i=1

l̄αim̄ᾱi. (5.9.5)

Estepesocorresponde,comohemosdicho,aunúnicovectorM̄
⟩
apartirdelcual

esposibleconstruirtodalabasedelespaciodelarepresentacíonporaplicacíon

sucesivadelosYα.Unavezdeterminada,resultainmediatoestablecerlaformade

losgeneradoresXieȲαenesarepresentacíon.

LasrmatricesautoadjntasXiyn−rcombinacionesautoadjuntaslinealmente

independientesdelasȲαgeneranlarepresentacíonirreducibledelálgebradeLie

compacta.Porexponenciacíon,lascombinacioneslinealesconcoeficientesrealesde

esasmatricespermitenconstruirlasmatricesdelarepresentacíonunitariairreduci-

bledelgrupocompacto,mientrasquelasrepresentacionesmatriciales(nounitarias)

delosgruposnocompactosasociadosaesamismaálgebrasimpleseobtienenpor

extensíonanaĺıticaenesospaŕametros.Paraḿasdetalles,verlabibliograf́ıasuge-

rida.
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Caṕıtulo6

EL GRUPO DELORENTZ

6.1. ElgrupodeLorentz

Elespaciode Minkowski,M4,esunespaciorealpseudo-eucĺıdeodesignatura

(1,3).Lascoordenadasquedistintosobservadoresinercialesasignanaun mis-

mopuntode M4est́anrelacionadasportransformacioneslinealesquepreservanel

intervalo

s2=(x0)2−xixi=(̄x0)2−x̄ix̄i. (6.1.1)

Ent́erminosdelaḿetrica delespacio,g=diag(+1,−1,−1,−1),elintervalose

escribe

s2=xtgx=gµνxµxν=

x̄tḡx=gµνx̄µx̄ν.

(6.1.2)

Larelacíonentrelascoordenadasest́adadaporlatransformacíonlineal

x̄=Lx, (6.1.3)

obien,encomponentes,

x̄µ=Λµ
νxν, (6.1.4)

dondeloselementosde matrizΛµ
ν sonreales.Lainvarianzadelintervaloimplica

quelasmatricesLpreservanlaḿetricag,

LtgL=g=⇒ gµνΛµ
αΛν

β=gαβ. (6.1.5)

EstosignificaqueelgrupodeLorentz1esloqueanteshemosllamadogrupopseudo-

ortogonalO(1,3).

Larelacíon(6.1.5)implicaqueeldeterminantedelas matricesLśolopuede

tomarlosvalores

detL=±1. (6.1.6)

Dadoquetodogrupode matricesesungrupodeLie,suselementossonfunciones

continuasdelospaŕametrosdelgrupo.Enconsecuencia,uncambiodesignodel

determinanteen(6.1.6)nopuedeserproductodelavariacíondeunpaŕametro

1HendrikAntoonLorentz(1853-1928).

139
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continuo. DeelloresultaquelavariedaddelgrupodeLorentzesnoconexa.Si

detL=+1(−1)latransformacíonLsedicepropia(impropia).

Adeḿas,de(6.1.5)surgeque

gµνΛµ
0Λ

ν
0=g00=⇒ (Λ0

0)
2−Λi

0Λ
i
0=1. (6.1.7)

Enconsecuencia,(Λ0
0)

2 ≥ 1,ylastransformacionessonllamadasort́ocronassi

Λ0
0≥1,obiennoort́ocronasparaΛ0

0≤−1.Tampocoaqúıesposiblepasarde

unasaotrasmediantelavariacíondeunpaŕametrocontinuo.

Porlotanto,elgrupodeLorentzest́aconstituidoporcuatrocomponentesdes-

conectadasentreśı,caracterizadasporlossignosdedetLydeΛ0
0.Deellas,śolo

laparteconexaquecontienealaidentidadformaunsubgrupo(invariante2),lla-

mado subgrupopropioort́ocronoydenotadoporL↑
+.T́engaseencuentaque

det14=1y10
0=1.

LasotrascomponentescorrespondenaloscosetsqueseobtienendeL↑
+.La

transformacíondeparidad,

P=diag(1,−1,−1−1), (6.1.8)

quecambiaelsignodelascoordenadasespacialesysatisface

detP=−1,P0
0=1,P2=14, (6.1.9)

esunatransformacíonimpropiaort́ocronaconlaqueseconstruyeelcosetL↑
− =

PL↑
+.

Lainversíontemporal,

T=diag(−1,1,1,1), (6.1.10)

quesatisface

detT=−1,T0
0=−1,T2=14, (6.1.11)

esunatransformacíonimpropianoort́ocronaconlaqueseconstruyeelcosetL↓
− =

TL↑
+.

Finalmente,elproductoPT = TP = −14 esunatransformacíonpropiano

ort́ocrona,conlaqueseobtieneelcosetL↓
+ =PTL↑

+.

2Enefecto,siL0 ∈L↑
+,existeunacurvasobreelgrupoquelaconectade maneracontinua

conlaidentidad14.Entonces,∀L∈L,LL0L−1seconectaconcontinuidadconL14L−1=14y,

enconsecuencia,LL0L−1∈L↑
+.
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Elsubgrupopropioort́ocronocontienetransformacionesquecorrespondenaro-

tacionesenelespacio,

L=









1 000

0

0

0

R








,conR∈SO(3). (6.1.12)

Enefecto,puestoqueRtR=13,esevidentequeL
tgL=g,mientrasque

detL=detR=1,L00=1. (6.1.13)

ElsubgrupoL↑+tambíencontieneboostsotransformacionesdeLorentzpropia-

mentedichas.Porejemplo,para

x̄0=x0coshα+x1sinhα

x̄1=x0sinhα+x1coshα

x̄2=x2

x̄3=x3,

(6.1.14)

tenemoslamatriz

L=









coshα sinhα 0 0

sinhα coshα 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1








, (6.1.15)

paralacualdetL=cosh2α−sinh2α=1yL00=coshα≥1,yquetambíen

satisfaceLtgL=g.Elpaŕametroαest́arelacionadoconv,velocidadrelativadelos

observadoresinercialesenladireccíondelejex1,por

coshα=
1

√
1−v2/c2

, sinhα=
v/c

√
1−v2/c2

, (6.1.16)

dondeceslavelocidaddelaluz.Ńotesequeesamatriznoesunafuncíonperíodica

delpaŕametroα∈R,loquecorrespondealhechodequeelgrupodeLorentzesno

compacto.

6.2. ÁlgebradeLiedelsubgrupopropioort́ocronoL↑+

Lasmatricespŕoximasdelaidentidadtienenlaforma

L=14+ε=⇒ Λµν=δ
µ
ν+ε

µ
ν; (6.2.1)

remplazandoestaexpresíonen(6.1.5)seobtiene

gµν+gανε
α
µ+gµβε

β
ν+O(ε

2)=gµν, (6.2.2)

dedonderesultaqueelproductogεesunamatrizantisiḿetrica.
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Definiendoεµν:=gµαεα
ν,yteniendoencuentaquegµνessiḿetrico,delaanterior

ecuacíontenemos3

εµν+ενµ=0. (6.2.4)

Enconsecuencia,eĺalgebradeLieest́ageneradapor(42−4)/2=6generadores,de

modoqueL↑
+ esungrupodeLiededimensíon6.

Paradeterminarlasconstantesdeestructuraseŕıanecesarioelegirunabasepara

elespaciodelas matricesrealesantisiḿetricasde4×4, multiplicarlasaizquierda

porg−1=gycalcularlosconmutadoresdelosgeneradoresresultantes(verEjercicio

44.).

Alternativamente,daremosunarealizacíondeesosgeneradoresent́erminosde

operadoresdiferencialesenlascoordenadasdelespacio-tiempo.Paraelloconside-

remosladiferencia

x̄µ−xµ=εµ
βxβ+O(ε2)=εα

βxβ(∂αxµ)+O(ε2)=

1
2
εαβ(xβ∂α−xα∂β)xµ+O(ε2)=−i

2
εαβL̂αβxµ+O(ε2),

(6.2.5)

dondelosoperadoresdiferenciales

L̂αβ =−i(xα∂β−xβ∂α)=−L̂βα (6.2.6)

sonherḿıticosyantisiḿetricosensupardéındices.Deesemodo,latransformacíon

quesufreelvectordecoordenadastambíenpuedeserdescritapor

x̄=

(

1−
i

2
εαβL̂αβ+O(ε2)

)

x. (6.2.7)

Tomandolosconmutadoresdelosgeneradoresaśırepresentadosseobtienenlas

constantesdeestructuradelgrupoSO(1,3),
[
L̂µν,̂Lρσ

]
=−igνρ̂Lµσ+igµρL̂νσ+igνσ̂Lµρ−igµσL̂νρ. (6.2.8)

Enparticular,considerandolasub́algebracorrespondienteáındicesespacialestene-

mos
[
L̂ij,̂Lkl

]
=iδjk̂Lil−iδik̂Ljl−iδjl̂Lik+iδil̂Ljk, (6.2.9)

enlaquesereconoceeĺalgebradeLiedeSO(3).

3Evidentemente,g(gε)g=εgestambíenunamatrizantisiḿetrica.Enefecto,siεµν :=εµ
αgαν,

dondegαµ :=(g−1)αµ (cong−1=g),resultaque

εµν+ενµ=0. (6.2.3)
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PuededarsealaoperacíonenelálgebradeLiedeSO(1,3)unaspecto ḿas

familiarredefiniendolosgeneradorescomo

L̂i= 1
2

ϵijkL̂jk

(
=⇒ L̂ij=ϵijkL̂k

)

K̂i=L̂0i,

(6.2.10)

operadoresquesatisfacenlasreglasdeconmutacíon
[
L̂i,̂Lj

]
=iϵijkL̂k,

[
L̂i,̂Kj

]
=iϵijkK̂k,

[
K̂i,̂Kj

]
=−iϵijkL̂k,

(6.2.11)

dondeseveclaramentequelosL̂isonlosgeneradoresdelsubgrupoSO(3)deL↑
+.

Conlasconstantesdeestructuraaśıdeterminadas,esposibleconstruirlarepre-

sentacíonadjuntadeestaálgebray,conella,lacorrespondienteformade Killing

(verEjercicio45).Dichaformaresultaserregular(loquecorrespondeauńalgebra

semi-simple)peronopositivadefinida(loquereflejaelhechodequeelgrupoesno

compacto).SuinversadeterminaelinvariantecuadŕaticodeCasimircomo

Ĉ1=
1

4

(
L̂2−K̂2

)
. (6.2.12)

Comoelálgebraesderango2(ńoteseque,porejemplo,
[
L̂3,̂K3

]
=0),existe

unsegundoinvariante,dadoenestecasopor

Ĉ2=îL·̂K, (6.2.13)

comopuedecomprobarsef́acilmenteempleando(6.2.11).

6.3. Representacionesirreducibles(delgrupodecubrimiento)deL↑
+

Laconstruccíondelasrepresentaciones matricialesdelgrupoL↑
+ pasaentonces

porencontrarconjuntosdeseis matrices,{Lk,Kk;k=1,2,3},quesatisfaganlas

reglasdeconmutacíonde(6.2.11),paraluegoexponenciarelementosdelarepresen-

tacíonmatricialdeĺalgebradeLieaśıobtenida.Estoes,exponenciarcombinaciones

linealesconcoeficientesrealesmultiplicadasporlaunidadimaginaria,delaforma

i(αkLk+βkKk),conαk,βk∈R.

Comohemossẽnaladoanteriormente,estaconstruccíonsesimplificaconsideran-

dolascombinacioneslinealescomplejas(elementosdelacomplexificacíondeĺalgebra
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deLiedeL↑
+)quegeneranuńalgebracompactadelamismadimensíonyrango.En

estecaso,

J
(±)
k =

1

2
(Lk±iKk), (6.3.1)

cuyosconmutadoressereducena

[
J

(±)
i ,J

(±)
j

]
=iϵijkJ

(±)
k ,

[
J

(±)
i ,J

(∓)
j

]
=0.

(6.3.2)

Estocorrespondeadossub́algebrassu(2)queconmutanentreśı(ideales),quege-

neranenconjuntoelálgebradeLiedelgruposemi-simplecompactoSO(4)4(ver

Ejercicio20).

YahemosestudiadolasrepresentacionesunitariasirreduciblesdeĺalgebradeLie

deSU(2),queest́ancaracterizadasporunenteroosemienterojygeneradaspor

tres matricesautoadjuntasJ
(j)
k ,k=1,2,3,dedimensíon2j+1.Podemostomar

entonces

J
(+)
k :=J

(j+)
k ⊗1(j−),

J
(−)
k :=1(j+)⊗J

(j−)
k ,

(6.3.3)

lasquesatisfacentrivialmente(6.3.2).

Deesamanera,lasrepresentacionesmatricialesirreduciblesdelgrupo(decubri-

mientode) L↑
+ est́ancaracterizadasporunpardeenterososemienteros(j+,j−),

siendosudimensíon(2j+ +1)(2j− +1).

T́engaseencuentaque,mientrasquelasmatricesquerepresentanalosgenera-

doresL̂kdeL↑
+,

L
(j+,j−)
k =J

(j+)
k ⊗1(j−)+1(j+)⊗J

(j−)
k , (6.3.4)

sonautoadjuntas,lascorrespondientesalosK̂k,

K
(j+,j−)
k =−i

(
J

(j+)
k ⊗1(j−)−1(j+)⊗J

(j−)
k

)
, (6.3.5)

sonanti-autoadjuntas.Enconsecuencia,lasrepresentaciones matricialesaśıobte-

nidasnosonunitarias.

SepuededemostrarqueL↑
+ (queesungrupodeLienocompacto)notiene

representacionesunitariasdedimensíonfinita(apartedelarepresentacíontrivial).

4Obien,desugrupodecubrimiento,gruposimplementeconexodenominadoSpin(4).
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LosinvariantesdeCasimirenlarepresentacíon(j+,j−)sereducena

C
(j+,j−)
1 =

1

2

(
J(j+)2

⊗1(j−)+1(j+)⊗J(j−)2
)

=

=
1

2

{
j+(j+ +1)+j−(j− +1)

}
1(j+)⊗1(j−),

C
(j+,j−)
2 =

(
J(j+)2

⊗1(j−)−1(j+)⊗J(j−)2
)

=

=
{

j+(j+ +1)−j−(j− +1)
}

1(j+)⊗1(j−).

(6.3.6)

Enesascondiciones,loselementosdeL↑
+ contenidosenlossubgruposAbelianos

generadosporcadavectoreneĺalgebradeLieest́anidentificadosporunconjunto

deseispaŕametrosrealesαk,βk,conk=1,2,3.Enlarepresentacíonirreducible

(j+,j−)tenemos

D(j+,j−)(α,β):=ei
(
αkLk+βkKk

)

=

=e
i
(
(αk−iβk)J

(j+)
k ⊗1(j−)+(αk+iβk)1(j+)⊗J

(j−)
k

)

=

=e
i
(
(αk−iβk)J

(j+)
k ⊗1(j−)

)

e
i
(
(αk+iβk)1(j+)⊗J

(j−)
k

)

=

=ei(α−iβ)kJ
(j+)
k ⊗ ei(α+iβ)kJ

(j−)
k ,

(6.3.7)

dondesehantenidoencuenta(6.3.4)y(6.3.5)paraexpresarlas matricesdela

representacíoncomounproductodirecto5(dondecadafactoract́uasobredistintos

conjuntosdéındicesdelascomponentesdelosvectoresdelespacioproductodirecto).

T́engaseencuentaquenosetratadeunproductodirectodegrupos,puesambos

factoresdependendelosmismospaŕametros.Adeḿasresultaclaroque,mientrasque

lospaŕametrosαkcorrespondenasubgruposabelianosunidimensionalescompactos,

losβkcorrespondenasubgruposabelianosunidimensionalesnocompactos.

Enconsecuencia,losvectoresdelarepresentacíonirreducible(j+,j−)tienen

componentesidentificadasporunpardéındices,ayḃ,quetoman(2j+ +1)y

5Enelúltimopasosehausadolaigualdad

eM ⊗1=
∞∑

n=0

1

n!
(M ⊗1)

n
=

∞∑

n=0

1

n!
Mn⊗1=eM ⊗1. (6.3.8)
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(2j− +1)valoresrespectivamente.FrenteatransformacionesdeLorentzellasse

transformanseǵun

ψ′
ȧb

=

(

ei(α−iβ)kJ
(j+)
k

)

aa′

(

ei(α+iβ)kJ
(j−)
k

)

ḃ̇b′

ψa′̇b′. (6.3.9)

Finalmente,sẽnalemosquefrentealatransformacíondeparidad(quecambia

elsignodelascoordenadasespaciales)losgeneradoresexpresadoscomooperadores

diferencialesen(6.2.6)setransformanseǵun

PL̂ijP
−1=L̂ij,

PL̂0kP−1=−L̂0k.

(6.3.10)

Entonces,enunadadarepresentacíon matricialcaracterizadaporelpar(j+,j−)

tendremosunoperadorPquetransformelosgeneradoresseǵun

PLkP−1=Lk,

PKkP−1=−Kk

(6.3.11)

y,enconsecuencia,

PD(j+,j−)(α,β)P−1=D(j+,j−)(α,−β)∼D(j−,j+)(α,β), (6.3.12)

resultandounarepresentacíonequivalenteala(j−,j+).

Porlotanto,sij+ ≠j− larepresentacíonnoesinvariantefrenteaparidad.En

esecaso,paraconstruirrepresentacionesinvariantes(a menosdetransformaciones

desimilitud)frenteaPdebemosconsiderarlassumasdirectas

D(j+,j−)=D(j+,j−)⊕D(j−,j+), (6.3.13)

dedimensíon2(2j+ +1)(2j− +1).

6.4. GrupodecubrimientodeL↑
+

ElhechodequeL↑
+ contengaaSO(3)esindicativodequenosetratadeungrupo

simplementeconexo.Paradeterminarsugrupodecubrimiento,primerosẽnalemos

queesposibleestablecerunarelacíonbiuńıvocaentrelosvectoresdelespaciode

Minkowski, M4,ylasmatricesautoadjuntasdedimensíon2×2.

Unabaseparaeseespaciodematrices(dedimensíon4)est́adadaporlaidentidad

σ0=12ylasmatricesdePauli{σ1,σ2,σ3},quetienenlaspropiedades

tr{σk}=0,tr{12}=2,tr{σkσl}=2δkl. (6.4.1)
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Ahorabien,dadox∈M4,podemosformarlamatriz

σ(x):=x012+xkσk=

(
x0+x3 x1−ix2

x1+ix2 x0−x3

)

=σ(x)†.

(6.4.2)

De(6.4.1)tenemosque

xµ=
1

2
tr{σµσ(x)}, (6.4.3)

mientrasqueeldeterminantedeesamatrizesigualalintervalo,

detσ(x)=(x0)2−(x1)2−(x2)2−(x3)2=s2. (6.4.4)

Inversamente,dadaunamatrizautoadjuntaAdedimensíon2×2,elladetermina

unvectorenM4cuyascomponentescontravariantesson

xµ=
1

2
tr{σµA}, (6.4.5)

pudiendoserescritacomo

A=xµσµ. (6.4.6)

LastransformacionesdeLorentzsontalesquepreservanelintervalos2,demodo

quecorrespondenalastransformacioneslinealesdelamatrizσ(x)quelamantienen

autoadjuntaydejaninvariantesudeterminante.Consideremoselcambio

σ̄=Λσ(x)Λ†=̄σ†,

⇒ det̄σ=|detΛ|2detσ(x).

(6.4.7)

Entonces,|detΛ|2=1⇒ detΛ=eiθ.Peroesevalorsedebeaunafaseglobaleiθ/2

enΛquenotieneconsecuenciassobrelatransformacíon(6.4.7).Deesemodo,basta

conconsiderarmatricescomplejasde2×2cuyodeterminanteesdetΛ=1.

Enconsecuencia,elgrupodetransformacionesquedebemosconsideraresloque

hemosllamadoSL(2,C)ylascoordenadasdelvectortransformadoest́andadaspor

x̄µ=
1

2
tr{σµΛσ(x)Λ†},conΛ∈SL(2,C). (6.4.8)

Peroáunaśı,−12∈SL(2,C)y

(−12)σ(x)(−12)
†=σ(x), (6.4.9)

loquecorrespondeanovariarlascoordenadas.

Dichodeotromodo,elpardematrices{+Λ,−Λ}⊂SL(2,C)correspondenala

mismatransformacíondeL↑
+.Porlotanto,hemosestablecidounhomorfismo6entre

6Evidentemente,estosecorrespondeconelhomomorfismoexistenteentreSU(2)ySO(3),

subgruposdeSL(2,C)yL↑
+ respectivamente.
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SL(2,C)yL↑
+,cuyońucleoeselcentrodelprimergrupo,

{+12,−12}≈Z2. (6.4.10)

Enconsecuencia,SL(2,C)(simplementeconexo)eselgrupodecubrimientode

L↑
+.Ýeste,porserdoblementeconexo

(
Π1(L

↑
+)≈Z2

)
,resultaglobalmenteisomorfo

algrupocociente

L↑
+ ≈SL(2,C)/Z2. (6.4.11)

6.5. AlgebradeLiedelgrupoSL(2,C). Representaciones

ParadeterminarelálgebradeLiedeSL(2,C),tengamosencuentaquepara

matricespŕoximasdelaidentidad,Λ≃12+A,

detΛ=1⇒ tr{A}=0. (6.5.1)

ComoAescompleja,unabaseparaeseespaciolineal(dedimensíon2×22−2=6)

est́adadapor {
1

2
σk,−

i

2
σk,conk=1,2,3

}

. (6.5.2)

Naturalmente,losconmutadoresdeestas matricesreproducenlasrelacionesde

(6.2.11),
[

1
2

σi,
1
2

σj

]
=iϵijk

1
2

σk,

[
1
2

σi,−
i
2

σj

]
=iϵijk

(
−i

2
σk

)
,

[
−i

2
σi,−

i
2

σj

]
=−iϵijk

1
2

σk,

(6.5.3)

comocorrespondeagruposlocalmenteisomorfos.Lacorrespondenciaestablecida

es7

Lk←→ 1
2

σk

Kk←→− i
2

σk.

(6.5.5)

PorexponenciacíondeelementoseneĺalgebradeLieobtenemoslasmatrices

Λ(α,β)=e
i

(

αk1

2
σk−βki

2
σk

)

=e
i(α−iβ)k1

2
σk

. (6.5.6)

7Ńoteseque(6.5.3)tambíenadmitelaidentificacíon

Lk←→ 1
2σk

Kk←→ i
2σk.

(6.5.4)
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Como J
(1/2)
k = 1

2
σk,porcomparacíoncon(6.3.7)vemosqueestarepresentacíon

fundamentaldelgrupoSL(2,C)coincideconlarepresentacíonirreducible(1/2,0).

Larepresentacíonde(6.5.6)noesequivalenteasuconjugada.Enefecto,teniendo

encuentaque

σ∗
k =−σ2σkσ2, (6.5.7)

vemosquelarepresentacíonconjugadade(1/2,0)esequivalentealarepresentacíon

(0,1/2)delaec.(6.3.7)(quecorrespondealasegundarepresentacíonfundamental

deĺalgebrasimple(6.3.2),derango2):

Λ∗(α,β)=e
−i(α+iβ)k1

2
σ∗

k
=σ2e

i(α+iβ)k1

2
σk

σ2, (6.5.8)

esdecir, (
D(1

2
,0)(α,β)

)∗

=σ2D
(0,1

2)(α,β)σ2. (6.5.9)

Losvectoresdelarepresentacíon(1/2,0),ψL,sonllamadosespinoresde Weyl

depolarizacíonizquierda,mientrasquelosdelarepresentacíon(0,1/2),ψR,son

espinoresde Weyldepolarizacíonderecha.Losespinoresde Dirac8son

vectoresdelespaciosumadirecta(1/2,0)⊕(0,1/2),

ΨD =

(
ψL

ψR

)

, (6.5.10)

losque,frenteatransformacionesdeLorentz,cambianseǵun

Ψ′
D =

(
Λ(α,β) 0

0 σ2Λ∗(α,β)σ2

)

ΨD. (6.5.11)

Latransformacíondelascoordenadasqueinduce(6.4.7),dadaenlaecuacíon

(6.4.8),eslaquecorrespondealascomponentescontravariantesdeuntetravector.

Enconsecuencia,́estossetransformancomovectoresdeunarepresentacíonequiva-

lenteala(1/2,1/2)(dedimensíon2×2=4).Enefecto,

V′
ȧb

=Λaa′Va′̇b′(Λ†)̇b′̇b=Λaa′Λ∗
ḃ̇b′Va′̇b′. (6.5.12)

TeniendoencuentaqueψL → ΛψL conΛdadaenlaEc.(6.5.6),vemosqueel

productodirecto

ψL⊗ψL
†→ ΛψL⊗ψL

†Λ† (6.5.13)

tambíensetransformacomountetravector.Suscomponentescontravariantesse

obtienentomandolastrazas

1

2
tr

{
σµψL⊗ψL

†
}

=
1

2
ψL

†σµψL. (6.5.14)

8PaulAdrien MauriceDirac(1902-1984).
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Similarmnte,delaEq.(6.5.8)sededucequeloscomplejosconjugadosdelosvec-

toresdelarepresentacíon(0,1/2)setransformanseǵunσ2ψR
∗→ Λσ2ψR

∗,demodo

queσ2ψR
∗⊗ψR

tσ2 tambíensetransformacomountetravector,ylosconjugados

complejosdesuscomponentescontravariantesresultandetomar

1

2
tr

{
σµσ2ψR

∗⊗ψR
tσ2

}∗
=

1

2
ψR

†σ2σ
∗
µσ2ψR =

1

2
ψR

†σ̄µψR, (6.5.15)

dondehemosdefinidoσ̄0=σ0=12yσ̄k=−σk,k=1,2,3.

ParaunespinordeDiractenemosquelasexpresiones

ψL
†σµψL+ψR

†σ̄µψR =ψD
†

(
σµ 0

0 σ̄µ

)

ψD =

=ψD
†

(
0 12

12 0

)(
0 σ̄µ

σµ 0

)

ψD =ψDγµψD

(6.5.16)

setransformancomolascomponentescontravariantesdeuntetravector,dondehe-

mosdefinidolasmatricesde Dirac (enlarepresentacíonde Weyl)como

γ0:=

(
0 12

12 0

)

, γk:=

(
0 −σk

σk 0

)

,k=1,2,3, (6.5.17)

yelespinoradjuntocomoψD :=ψD
†γ0.

ApartirdelaspropiedadesdelasmatricesdePauli,resultainmediatoverificar

quelasmatricesdeDiracsatisfaceneĺalgebrade Clifford9

{γµ,γν}=gµν14. (6.5.18)

ElproductodirectoderepresentacionesirreduciblesdeSL(2,C)sedescompone

comosumadirectademaneraconsistenteconladescomposicíondeClebsh-Gordan

deproductosdirectosderepresentacionesirreduciblesdeSU(2).

Porejemplo,(1/2,0)⊗(1/2,0)=(1,0)⊕(0,0).Severificaquelarepresentacíon

(1,0),dedimensíon3,correspondeatensoresantisiḿetricosautoduales,

Fµν=−Fνµ=
1

2
ϵµναβFαβ. (6.5.19)

Bibliograf́ıa:

H.Bacry,LȩconssurlaTh́eoriedesGroupesetlesSymḿetriesdesParticules

Eĺementaires.GordonandBreach,NewYork,1967.

9WilliamKingdonClifford(1845-1879).
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P.Ramond,FieldTheory:amodernprimer.RedwoodCity,USA:Addison,

1989.

PierreRamond,GroupTheory,APhysicistsSurvey,CambridgeUniversity

Press,2010.





Aṕendice A

EJERCICIOSPROPUESTOS

A.1. Teoŕıade Grupos- Generalidades

1.Mostrarquelossiguientesconjuntosconstituyengruposrespectodelproduc-

tousualentrereales:

a){−1,1}

b)Q−{0}

2.Mostrarlaunicidaddelelementoneutro eydelinversodetodoelementog

deungrupo.

3.Dadaslaspermutacionesquetienenlasiguientedescomposicíonenciclos:

σ=(132)(45)yτ=(15423),elementosdeS5,calcular

a)σ−1,τ−1,

b)στ,τσ,

c)(στ)−1,τ−1σ−1.

Determinarlasmatricescorrespondientesatodosesoselementosenlarepre-

sentacíonregulardeS5:M(σ),M(τ),etc.

4.Dadalapermutacíon(17432)(586)(910)∈S10,darsudescomposicíon

entrasposicionessimples,determinarsuparidadyelńumerodeelementos

quedejainvariantes.

5.Mostrarqueexisteunúnicogrupoabstractodetreselementos,isomorfoa

Z3(grupoabelianodeenterosconlaoperacíondesumaḿodulo3). Mostrar

queelconjuntodelasráıcesćubicasdelaunidadconelproductousualentre

complejosconstituyeunarealizacíondeestegrupo.

6.ConstruirlatabladelaoperacíoncorrespondienteaS3,grupodepermuta-

cionesdetreselementos.Identificarlossubgrupospropiosdeestegrupo.

153
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7.DadosdosgruposGyH,sedefineelgrupoproductodirectocomoG×H=

{(g,h)|g∈G,

h∈H},conlaleydecomposicíon(g1,h1)·(g2,h2)=(g1·g2,h1·h2).

a)VerificarqueG×Hesungrupo.

b)MostrarqueelconjuntoGformadoporelementosdelaforma(g,eH)es

unsubgrupoinvarianteG×H.IdemconHdefinidocomoelconjunto

deelementosdelaforma(eG,h).

c)MostrarquetodoelementodeG×Hpuedeexpresarsecomoelproducto

deunelementodeGporotroelementodeH,yqueesoselementosson

únicos.

8.Dadoelconjuntodelosenterosḿultiplosden∈N,mostrarquesetrata

deunsubgrupoinvariantedelgrupodelosenterosZ(respectodelasuma

usual).Construirloscosetscorrespondientesymostrarqueelgrupocociente

esisomorfoaZn.

A.2. Homomorfismo-Representacioneslineales

9.Mostrarqueunarepresentacíonfielunidimensionaldelgrupoderotaciones

enelplano,SO(2)≈U(1),est́adadapor

R(φ)=eiφ, 0≤φ<2π.

Mostrarqueunaaplicacíon fm :U(1)→ U(1)dadaporfm(e
iφ)=eimφ,

m∈Z,constituyeunhomomorfismo.Hallarsuńucleoydecirsi,paraalǵun

m,esaaplicacíonesunisomorfismo.

10.ConsiderarelgrupoE2dedesplazamientos(traslacionesyrotaciones)enel

planoR2,

T(φ,a)x:=R(φ)x+a,conR(φ)∈SO(2)ya∈R2.

Mostrarquelasmatricesdelaforma





cosφ −sinφ a1

sinφ cosφ a2

0 0 1






constituyenunarepresentacíonmatricialfieldeesegrupo.Mostrarqueesta

representacíonesreducibleyquecontieneunarepresentacíonfieldelgrupo
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SO(2)encuyoespacioderepresentacíonlastraslacionesact́uande manera

trivial.

11.DadaunarepresentacíonD deungrupoG,mostrarque

a)D∗,(Dt)−1y(D†)−1tambíensonrepresentacionesdedichogrupo,

b)siD esreducible,entoncesD∗tambíenloes.

c)SiD esunitaria,entoncesD∗,(Dt)−1y(D†)−1tambíenloson.

12. a)Mostrarqueelproductodirectodedosrepresentacionesdeungrupo G

constituyeunarepresentacíonmatricialdelmismo.

b)Mostrarqueelproductodirectoderepresentacionesunitariasestambíen

unarepresentacíonunitaria.

c)Mostrarqueloscaracteresdelarepresentacíonproductodirectoest́an

dadosporelproductodeloscaracteresdecadafactor.

13.Determinarcúantasclasesdeequivalenciaderepresentacionesirreducibles

tieneelgrupoS3aśıcomoladimensíondecadaunadeellas.Construirsu

tabladecaracteresempleandolasrelacionesdeortogonalidad.

14.ConstruirlatabladecaracteresdelgrupoS3empleandolasrelacionesderiva-

dasdeĺalgebradelgrupo(Sugerencia:determinarelconjuntodecoeficientes

cijkparaestegrupo).

15.ConsiderarlarepresentacíondedefinicíondelgrupodepermutacionesS3

(formadapor matricesde3×3-verEjemplo3.4)yconstruirsuvector

decaracteres.Emplearlasrelacionesdeortogonalidaddecaracterespara

mostrarqueellapuededescomponersecomosumadirectadelarepresenta-

cíontrivialyunarepresentacíonirreduciblededimensíon2×2.Determinar

expĺıcitamenteestarepresentacíonbidimensional(Sugerencia:diagonalizar

unamatrizdelarepresentacíon,M(a)porejemplo,ymostrarqueunamis-

matransformacíondesimilitudllevaatodaslasmatricesalaformadiagonal

enbloques).Mostrarquelarepresentacíonresultanteesequivalenteasucon-

jugada(ŃotesequeS3tieneunáunicaclasederepresentacionesirreducibles

dedimensíon2×2).

16.Lamoĺeculadeamońıaco,NH3,est́aformadaportreśatomosdeHidrogeno

yunodeNitŕogeno.Ensusposicionesdeequilibrio,lośatomosdeHidŕogeno

est́andispuestosenlosv́erticesdeuntríanguloequiĺatero, mientrasqueel



156 A.EJERCICIOSPROPUESTOS

átomode Nitŕogenoseubicaenalǵunpuntodelejeperpendicularaese

tríanguloporsucentro.

a)Determinarelgrupodesimetŕıasdeesamoĺecula.(Sugerencia:considerar

lasrotacionesyreflexionesquedejaninvariantelaformadelamoĺecula.)

b)Teniendoencuentaqueelpotencialalqueest́asometidounelectŕon

deesa moĺecula(despreciandolainteraccíonentreelectrones)tieneesa

mismasimetŕıa,indicarcúalessonlasdegeneracionesesperablesdelos

autovaloresdelcorrespondienteHamiltoniano.(Sugerencia:considerarla

tabladecaracteresdelgrupodesimetŕıasdelamoĺecula.)

A.3. Gruposcontinuos- ÁlgebrasdeLie

17.Calcularlasdimensionesdelossiguientesgruposcontinuos:

GL(n,C),GL(n,R),SL(n,C),SL(n,R),U(n),SU(n),O(n),SO(n)y

Sp(2n,R).

18.DeterminareĺalgebradeLiedelosgruposGL(n,R)yGL(n,C)(Sugerencia:

considerarunabasedelespaciovectorialformadopormatricesdelaforma

Eij=|ei⟩⟨ej|, donde⟨ei|ej⟩=δij,

ydeterminarlasconstantesdeestructuracalculandolosconmutadoresde

losgeneradoresaśıdefinidos.)

19.Construirde manerasimilarlosgeneradoresdeSU(n)ydeSO(n)ydeter-

minarlascorrespondienteśalgebrasdeLie.Darexpĺıcitamenteelresultado

paralaśalgebrasdelosgruposSU(2),SU(3),SO(3)ySO(4).

20.Considerarelgrupo(doblementeconexo)SO(4).

a)MostrarquesúalgebradeLie(semi-simple)sedescomponecomosuma

directadedosálgebras(simples)su(2)(Sugerencia:considerarlabase

deĺalgebradeLieformadaporlasmatrices

X
(±)
1 =−1

2
(N23±N14), X

(±)
2 =−1

2
(N31±N24),

X
(±)
3 =−1

2
(N12±N34),

ycalcularsusconmutadores).

b)Mostrarque,enconsecuencia, SO(4)≈(SU(2)⊗SU(2))/Z2.

21.ConsiderarelgruposimpĺecticoSp(2,R).
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a)MostrarqueSp(2,R)coincideconSL(2,R)(Porelcontrario,paran>1,

Sp(2n,R)esunsubgrupopropiodeSL(2n,R)).

b)TeniendoencuentaquedetM =1 ⇒ trlogM =0, mostrarquesi

M =eA ∈Sp(2,R)(oSL(2,R)),entonces

M =coshα12+
sinhα

α
A, con α=

√
−detA.

c)Tomandovalorespequẽnosparaloselementosde matrizdeA, mostrar

quelosgeneradoresdeestegrupopuedenserelegidoscomo

{−iσ3,−iσ+,−iσ−}.

Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura.

22.DeterminarladimensíondelálgebradeLiedelgrupoSp(n)definidocomo

lainterseccíonSp(n)=U(2n)∩Sp(2n,C).

23.Considerardosparesdevariablescańonicasconjugadas,xi,pi,i=1,2.Ellas

satisfacenlasrelacionesdeconmutacíon

[xi,xj]=0, [xi,pj]=iδij, [pi,pj]=0.

Mostrarquela matriz Uquerealizaunatransformacíoncańonica(lineal)a

otrosdosparesdevariables,Xi,Pi,i=1,2,esunelementodeSp(4,R).Para

ellodefinir

ξ=









x1

x2

p1

p2









, η=









X1

X2

P1

P2









, con ξ=Uη

ycalcularla matrizcuyoselementosest́andadosporlosconmutadoresde

lasvariablescańonicas,

G:=
1

i
([ξi,ξj]).

Finalmente,mostrarqueUGUt=GyqueUtGU =G.

24.SedefinelaformadeKillingdeuńalgebradeLiecomolamatrizrealsiḿetri-

cacuyoselementosest́andadospor

gµν=tr{MµMν}=−C β
µα C α

νβ =gνµ,

dondelas matricesMµ sonlosgeneradoresenlarepresentacíonadjunta,

(Mµ)ρ
ν :=iC ρ

µν .
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Mostrarquelasconstantesdefinidaspor

Cµνλ:=C ρ
µν gρλ=−C ρ

µν C β
ρα C α

λβ

sontotalmenteantisiḿetricasensustreśındices.(Sugerencia:emplearlas

identidadesdeBianchi).

25.Mostrarquelaformade Killingparalosgrupos SU(2)ySO(3)(conla

eleccíondegeneradoresdelaSeccíon5.2)est́adadaporgij=2δij.

26.SepuededemostrarqueunálgebradeLieessemi-simple(esdecir,esun

álgebraquecorrespondeaungrupodeLiequenocontienesubgruposdeLie

invariantesqueseanAbelianos)siyśolosisuformadeKillingesregular(es

decir,sidetg̸=0).Enesecaso,suinversaexisteysatisfacegµαgαν =δν
µ .

Mostrarque,enesascondiciones,el invariantecuadŕaticofundamental

deCasimir,dadopor

K =gµνXµXν, (A.3.1)

dondegµν eslainversadelaformadeKilling,conmutaconlosgeneradores.

27.DadoquelaformadeKillingdegruposdeLiesimplescompactosespositiva

definida, mostrarquesusconstantesdeestructurapuedenserelegidasde

modoqueseancompletamenteantisiḿetricas.

28.DeterminareĺalgebradeLiedelgrupoSO(1,2).

a)Mostrarquelosgeneradorespuedenserelegidoscomo

X1=






0 0 0

0 0 −i

0 i 0




 , X2=






0 0 −i

0 0 0

−i 0 0




 , X3=






0 i 0

i 0 0

0 0 0




 .

Determinarlascorrespondientesconstantesdeestructurayconstruirla

representacíonadjuntadeĺalgebra.

b)ConstruirlaformadeKillingymostrarqueelgrupoSO(1,2)essimple

ynocompacto(RecordarqueungrupodeLiesimpleescompactosiy

śolosisuformadeKillingespositivadefinida).

c)Redefinirlabasedegeneradorescomo

D:=−2X3, K:=(X1−X2), H:=(X1+X2),

ydeterminarlascorrespondientesconstantesdeestructura.
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29.Elgeneradordelastransformacionesdeescala(dilataciones)en Mećanica

Cúanticasedefinecomoeloperadordiferencial

D̂:=−
1

2
(x·p+p·x),

dondelosoperadoresposicíonymomento,xyp,satisfacenlasrelacionesde

conmutacíon[pk,xl]=−iδkl(tomando =1).Enefecto,
[
D̂,xk

]
=ixk,

[
D̂,pk

]
=−ipk,

dondelascoordenadassetransformancomomagnitudesdedimensíon1(lon-

gitud)ylosmomentosseǵunladimensíonopuesta(inversadelongitud).

Introducimosdosmagnitudes,K̂ :=x2/2yĤ :=p2/2,condimensíon2

y-2respectivamente,
[
D̂,K̂

]
=2îK,

[
D̂,Ĥ

]
=−2îH,

cuyoconmutadores [
Ĥ,K̂

]
=îD.

a)Mostrarqueesostresoperadoresgeneranuńalgebraisomorfaa so(1,2)

(Sugerencia:compararconlosresultadosdelproblema28c).

b)TomandoaĤ comoelHamiltonianodeunapart́ıculalibre,mostrarque

lossiguientesoperadorescondependenciaexpĺıcitadeltiempot,

Ĥ(t)=Ĥ, D̂(t)=D̂+2t̂H, K̂(t)=K̂+t̂D+t2Ĥ,

satisfacenentodoinstanteeĺalgebraconformedelgrupoSO(1,2),
[
D̂(t),̂K(t)

]
=2îK(t),

[
D̂(t),̂H(t)

]
=−2îH(t),

[
Ĥ(t),̂K(t)

]
=îD(t).

c)Teniendoencuentaque,enelesquemadeHeisenberg,laderivadatotal

deunoperadorrespectodeltiempoest́adadapor

Ȯ(t)=i
[
Ĥ,O(t)

]
+∂tO(t),

mostrarquelosoperadores Ĥ(t),K̂(t)yD̂(t)sonconstantesde movi-

miento.

30.ConsiderarelálgebradeLiedelgrupo SU(3). Definirlosgeneradoresen

t́erminosdelasmatricesdeGell-ManncomoTk=λk/2.



160 A.EJERCICIOSPROPUESTOS

a)Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura. Mostrarquere-

sultancompletamenteantisiḿetricasyqueelrangodeĺalgebraesr=2.

b)Construirlosgeneradoresenlarepresentacíonadjuntaydeterminarla

formadeKilling. Mostrarqueesregular(elgrupoessimple).

c)CalculareloperadordeCasimirenlasrepresentacionesfundamentaly

adjunta.

d)LlevareĺalgebraalaformanormaldeCartan:determinarlasub́algebra

deCartanylascorrespondientesráıces(vectoresdeunespacioeucĺıdeo

bidimensional).

31.Mostrarquelasmedidasdeintegracíoninvariantesaizquierdayderechadel

grupodeHeisenbergreal(verEjemplo5.2),cuyoselementossondelaforma

M(a,b,c)=






1 a b

0 1 c

0 0 1




 , con a,b,c∈R, (A.3.2)

coinciden(apesardequesetratadeungruponocompacto)yest́andadas

pordµ=dadbdc.

32.DeterminarlamedidainvariantedelgrupoSU(2)apartirdesurepresenta-

cíonfundamental.Calcularsuvolumeninvariante(Sugerencia:verSeccíon

5.5).

A.4. Representacionesirreduciblesde SU(2)ySO(3)-

Aplicaciones

33.ConstruirlasrepresentacionesirreduciblesdelgrupoSU(2)correspondientes

aj=1yj=3/2.Determinarladimensíondecadarepresentacíonycalcular

expĺıcitamentelasmatricescorrespondientesalosgeneradoresJ2,J1,J2,J3,

J+ yJ−.

DadoelhomomorfismoqueligalosgruposSU(2)ySO(3),determinasi

algunadeesasrepresentacionesesunarepresentacíonordinariadeSO(3).

34.Apartirdesusconstantesdeestructura,construirlarepresentacíonadjunta

deSU(2)ymostrarqueesequivalentealarepresentacíonj=1.
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35.Determinarlafuncíondecaracterescorrespondientealarepresentacíonirre-

duciblejdeSU(2)(Sugerencia:verSeccíon5.6).Empleandola medidain-

varianteenesegrupo, mostrarqueesosvectoressonortogonalesentreśıy

denormanonula.

36.Determinarelvectordecaracteresdelarepresentacíonproductodirecto

D(j1)⊗D(j2)ycalcularcúantasvecesest́aenellacontenidalarepresentacíon

irreducibleD(j).

37.Determinarloscoeficientesde Clebsh-Gordanparaladescomposicíondel

productodirectoD(1/2)⊗D(1)comosumadirectaderepresentacionesirre-

ducibles.

38.Considerarunosciladorarḿonicoiśotropoenelplano,descritoporelHa-

miltoniano(tomamos ω=1)

H =
(
a†

1a1+a†
2a2+1

)
.

dondelosoperadoresdecreacíonydestruccíonest́andefinidoscomo

a†
j:=

Qj−iPj√
2

, aj:=
Qj+iPj√

2
,

conj=1,2,operadoresquesatisfacen
[
a†

j,ak

]
=−δjk.

Definiendonuevosoperadoresdecreacíonydestruccíoncomo

a:=
a1+ia2√

2
, b:=

a1−ia2√
2

, a†=
a†

1−ia†
2√

2
, b†=

a†
1+ia†

2√
2

,

setieneque

[
a,a†

]
=1=

[
b,b†

]
, [a,b]=0=

[
a,b†

]
,

y,paraelHamiltonianoyelmomentoangular,

H =
(
a†a+b†b+1

)
, L=

(
b†b−a†a

)
.

Definiendoahora

J3:=−
1

2
L=

Na−Nb

2
, J+ :=a†b, J− :=J+

†=b†a,

mostrar:

a)queestosoperadoresgeneranuńalgebrasu(2),

b)queeloperadorcuadŕaticodeCasimirdeesáalgebraesJ2=(H2−1)/4,
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c)quelossubespacioscaracteŕısticosdeH,correspondientesaautovalores

(na+nb+1) = n+1,sonespaciosderepresentacíondeesaálgebra

correspondientesa

j:=
n

2
=

na+nb

2
,

con m:=
na−nb

2
=−j,−j+1,···,j−1,j.

39.ConsiderarelHamiltonianodeĺatomodeHidŕogeno,

H =
p2

2m
−

e2

r
,

donder=
√

x2.Hresultainvariantefrentearotaciones,generadasenL2(R3)

porlascomponentesdelmomentoangular delapart́ıcula,L :=x×p,

operadoresquesatisfacenlasrelacionesdeconmutacíon

[Li,Lj]=iϵijkLk, [H,L]=0.

Elvectorde RungeyLenz,definidocomo

A:=
1

2
(L×p−p×L)+me2x

r
,

esunaconstantedemovimientodadoquetambíenconmutaconH,

[H,A]=0,

comopuedeverificarsef́acilmente.Porserunamagnitudvectorial,setrans-

formacomovectorfrentearotacionesenelespacio,loqueequivaleadecir

que

[Li,Aj]=iϵijkAk.

Medianteun(tedioso)ćalculodirectopuedeverificarsequetambíensesatis-

facenlassiguientesrelaciones

[Ai,Aj]=−iϵijkLk2mH,

L·A=0=A·L, A2=2mH
(
L2+1

)
+m2e4.

Ńotesequeelsegundomiembrodelaprimeraecuacíonnoeslinealenlosope-

radores{L,A,H}sinocuadŕatico,demodoqueeseconjuntodeoperadores

nogeneranuńalgebradeLie(conH incorporadocomoextensíoncentral).
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Noobstante,lossubespacioscaracteŕısticosdelHamiltonianosonespa-

ciosderepresentacíondelálgebrageneradapor{L,A}.Enefecto,enel

subespaciocorrespondientealautovalorEtenemos

[Ai,Aj]=−2mEiϵijkLk.

Enparticular,siconsideramosestadosligados,conE=−|E|<0,ydefini-

mosK :=A/
√

2m|E|obtenemoseĺalgebra

[Li,Lj]=iϵijkLk, [Li,Kj]=iϵijkKk, [Ki,Kj]=iϵijkLk.

a)Mostrarqueesáalgebraesisomorfaa so(4)(verproblema20).Paraello

definirM :=(L+K)/2yN :=(L−K)/2ymostrarque

[Mi,Mj]=iϵijkMk, [Ni,Nj]=iϵijkNk, [Mi,Nj]=0.

b)MostrarquelosinvariantescuadŕaticosdeCasimirdeestaálgebra(de

rango2)coincidenencadasubespaciocaracteŕısticodeH yest́andados

por

4M2=4N2=L2+K2=

{

−1+
me4

2|E|

}

1=4j(j+1)1, (A.4.1)

donde

K2=−
(
L2+1

)
+

me4

2|E|

yjesunenteroosemientero,j= k
2

,k∈{0,1,2,···}.

Enconsecuencia,losgeneradorestienenlarepresentacíon

M
(j)
k =J

(j)
k ⊗12j+1, N

(j)
k =12j+1 ⊗J

(j)
k ,

dondelosJ
(j)
k sonlosgeneradoresdeSU(2)enlarepresentacíon(unita-

ria)irreducibleD(j)(SU(2)).

c)Enesascondiciones,existeunasimetŕıaaccidentalresponsabledeuna

degeneracíondelasautoenerǵıasmayorquelaquesurgedelainvarian-

ciarotacionaldelHamiltoniano,cuyasrepresentacionesirreduciblesson

delaformaD(j)(SU(2))⊗D(j)(SU(2))yqueresultasuficientemente

vinculantecomoparadeterminarcompletamenteesosautovalores.

Enefecto,mostrarquedelaec.(A.4.1)seobtienelaseriedeBalmer,

En=−
me4

2n2
, n=2j+1=1,2,3,···,

conunadegeneracíonn2=(2j+1)×(2j+1).
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Puedeconstruirseunabasedelespacioderepresentacíonconlosauto-

vectoresdeM3yN3,losqueest́anidentificadosporloscorrespondientes

autovalores,m3yn3respectivamente,

{|j,m3,n3⟩:=|j,m3⟩⊗|j,n3⟩,−j≤m3,n3≤j}.

d)TeniendoencuentaqueL=M +N,ydadalaestructuradeproduc-

todirectoderepresentacionesirreduciblesdeSU(2)quepresentanlos

subespacioscaracteŕısticosdelHamiltoniano,mostrarquelasrepresenta-

cionesirreduciblesdeSO(3)contenidasencadaunodeesossubespacios

correspondenal=0,1,2,···,2j=n−1(unavezcadauna).Verificar

quelasumadesusdimensionescoincideconladegeneracíondelautova-

lor,n2=(2j+1)2.Enparticular,notarquelosautovaloresdeoperador

L3,l3=m3+n3,sonenteros.

40.Losgeneradoresdelgrupoderotacionesest́anrealizadosenelespaciode

Hilbertdeunapart́ıculadeSchr̈odinger,L2(R3),porlascomponentesdel

operadormomentoangularL:=x×p.Conp=−i∇,yreferidoaunsistema

decoordenadasesf́ericas,mostrarque

a)

L2=−
1

senθ

∂

∂θ
senθ

∂

∂θ
−

1

sinθ2

∂2

∂φ2, L3=−i
∂

∂φ
,

b)losautovectoressimult́aneosdeL2 yL3 sonlosarḿonicosesf́ericos,

dadospor

Ym
l (θ,φ)=

√
2l+1

4π

(l−m)!

(l+m)!
Pm

l (cosθ)eimφ,

correspondientesalosautovaloresl(l+1)ym respectivamente,donde

losPm
l (x)sonlospolinomiosasociadosdeLegendre,

Pm
l (x)=

(−1)m

2ll!

(
1−x2

)m/2 dl+m

dxl+m

(
x2−1

)l
.

c)losarḿonicosesf́ericosest́annormalizadosdemodoque

∫2π

0

∫π

0

Ym
l (θ,φ)∗Ym′

l′ (θ,φ)sinθdθdφ=δll′δmm′.
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A.5. Clasificacíonyrepresentacíondeálgebrassimples

41.ConsiderareĺalgebrasimpleA2,correspondientealgrupoSU(3).Unaposible

eleccíonparalosgeneradoresTk,k=1,2,···,8,hasidodadaenelEjemplo

5.3delaṕagina113.

a)ComprobarqueTr{Ti}=0yTr{TiTj}=
1
2
δij.

b)Calcularlascorrespondientesconstantesdeestructura.

c)Construirlosgeneradoresenlarepresentacíonadjuntayconellosla

formadeKilling.Mostrarqueg=3×18,regularypositivadefinida,lo

quecorrespondeaungruposimplecompacto.

d)MostrarqueelinvariantecuadŕaticodeCasimirenlarepresentacíonde

definicíones4
9
13yenlarepresentacíonadjuntaes18.

e)Construirlabaseest́andardeCartanadoptandoaH1=T3yH2=T8

comogeneradoresdelasub́algebradeCartanya

E±1=
T6∓iT7√
6
, E±2=

T4±iT5√
6
, E±3=

T1±iT2√
6
,

comooperadoresescalera.Determinarlascorrespondientesráıceseiden-

tificaralasráıcessimples.Mostrarqueellasson

α(1)=
1

2

(
1,−
√
3
)t

< α(2)=
1

2

(
1,
√
3
)t
.

f)Mostrarqueexisteotraráızpositiva, ᾱ(3)=ᾱ(1)+̄α(2),quelasrestan-

tesráıcesnonulaspuedenobtenersemediantelastransformacionesdel

grupode Weyl,β→β−2(β·α)
(α·α)
α,∀̄α,β̄,yquetodasellastienenlamis-

malongitud(respectodela ḿetricainducidaporlaformadeKilling:

(̄α·̄α)=αig
ijαj).

g)Determinarlospesosfundamentales,vectoresqueformanlabasedualde

labasenoortogonaldeR2provistaporlasráıcessimplesyquesatisfacen
(
m(k)·α(l)

)
=1
2
δkl,conk,l=1,2.

h)Determinarlaexpresíondelosgeneradoresdelabaseest́andardeCartan

enlarepresentacíonadjuntayverificarquelasúnicascomponentesno

nulasdelacorrespondienteformadeKillingson

ḡαk,−ᾱk=g−ᾱk,̄αk=1, gij=2

3∑

k=1

ᾱ
(k)
i ᾱ

(k)
j =3δij,i,j=1,2.

i)verificarquesesatisfacenlasrelaciones

[
E+k,E

−
k

]
=ᾱ

(k)
i g

ijHj,
[
E+1,E

+
2

]
∼E+3,etc.
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Figura1. DiagramasderáıcesypesosfundamentalesdeĺalgebraA2(SU(3)).

j)Lospesosḿaximos(nodegenerados)delasrepresentacionesirreducibles

deSU(3),D(l1,l2),sondelaformaM = l1m1+l2m2,conli ∈ Z+.

Construireldiagramadepesosdelasrepresentacionesfundamentales,

D(1,0)yD(0,1),ydelarepresentacíonadjuntaD(1,1).T́engaseencuenta

queladimensíondelarepresentacíonirreducibleD(l1,l2)est́adadaporla

f́ormulade Weyl,d=(l1+1)(l2+1)
(

l1+l2
2

+1
)
,yquelasoperaciones

delgrupode Weylnopermitenobtenerlospesosnulosapartirdelpeso

ḿaximo.

Verfigura1.

A.6. ElgrupodeLorentz

42.Determinarlaleydecomposicíoncorrespondientealgrupococienteentreel

grupodeLorentzysusubgrupopropioort́ocrono,O(1,3)/L↑
+.

43.Mostrarque L↑
+ esnocompacto(Sugerencia:considerarlosboosts).¿Cabe

esperarqueestegrupotengarepresentacionesmatricialesunitarias?
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44.DeterminarelálgebradeLiedelgrupoSO(1,3)(Sugerencia:considerarel

espaciodelasmatricesde4×4realesyantisiḿetricas).¿Qúedimensíon

tieneesáalgebra?

Mostrarquelosgeneradorespuedenelegirsecomo

L1=−i









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0








, L2=−i









0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0








,

L3=−i









0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0








, K1=−i









0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0








,

K2=−i









0 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0








, K3=−i









0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0








,

yqueesasmatricessatisfacenlasrelacionesdeconmutacíondelaEc.6.2.11.

45.ConstruirlarepresentacíonadjuntadelgrupoSO(1,3).Mostrarquelafor-

madeKillingesregular(loquecorrespondeauńalgebrasemi-simple)pero

nopositivadefinida(loquereflejaelhechodequeelgrupoesnocompac-

to).Mostrarqueesarepresentacíonadjuntacorrespondealarepresentacíon

irreducible(j+=1,j−=1)(Sugerencia:Construirlasmatricescorrespon-

dientesalascombinacionesJ
(±)
k yconellasloscorrespondientesinvariantes

cuadŕaticosdeCasimir).

46.Mostrarquelosoperadoresdiferenciales(definidossobrefuncionessuavesde

lascoordenadasdelespacio-tiempo)̂Lαβ :=−i(xα∂β−xβ∂α),conα,β=

0,1,2,3,generanuńalgebraisomorfaaladelgrupoSO(1,3).

47.Mostrarqueexisteunacorrespondenciabiuńıvocaentreelespaciode

Minkowski M4yelespaciodelasmatricesautoadjuntasde2×2.Darla

expresíondelintervalos2enestasegundarepresentacíonydeterminarel

grupodetransformacioneslinealesquelodejaninvariante.Mostrarqueexis-

teunhomomorfismoentreestegrupoyL↑+.
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48.DeterminareĺalgebradeLiedelgrupoSL(2,C). Mostrarqueesderango2

ydecircúantasrepresentacionesfundamentalestieneesáalgebra.

49.IdentificarunarepresentacíonfundamentaldeSL(2,C)(determinarquepar

(j+,j−)lecorresponde). Mostrarquesuconjugadaesnoequivalenteadicha

representacíonfundamental.

50.Mostrarqueuntetravectorsetransformacomovectordeunarepresentacíon

irreducibledeSL(2,C)equivalentealarepresentacíon(1/2,1/2).(Sugeren-

cia:verEjercicio47).

51.VerificarquelasmatricesdeDirac(definidasen(6.5.17))satisfaceneĺalgebra

deClifford

{γµ,γν}=gµν14.

52.Considerarelgrupo O(1,2),grupodeisometŕıasdeunespaciopseudo-

eucĺıdeodesignatura(1,3)(grupodeLorentzenunespaciodeMinkowski

M3,conḿetricag=diag(1,−1,−1)).

a)Mostrarquesetratadeungruponoconexo,nocompactodedimensíon

3.(VerEjercicio28).

b)Mostrarqueelespacio M3puedeserrepresentadocomounespaciode

matricesrealessiḿetricasde2×2,quepuedesergeneradoporlas ma-

trices{12,σ3,σ1},mediantelarelacíon

σ(x):=x012+x1σ3+x2σ1=

(
x0+x1 x2

x2 x0−x1

)

=σ(x)t,

demodoqueelintervalos2est́adadopor

s2=
(
x0

)2
−

(
x1

)2
−

(
x2

)2
=detσ(x).

c)Mostrarqueelsubgrupoconexoinvariante SO(1,2)eshomomorfo1 a

SL(2,R)(VerEjemplo5.1enpag.100ySeccíon6.4).

d)Mostrarqueloselementosde SL(2,R),escritoscomoΛ =eiAconiA

realydetrazanula,puedensergeneradospor
{
X0:=−1

2
σ2,X1:=ı

2
σ1,

X2:=ı
2

σ3

}
ydeterminarlascorrespondientesconstantesdeestructura.

1ElgrupodecubrimientodeSL(2,R),SL(2,R),esunejemplodegrupodeLiededimensíon

finitaquenoadmiterepresentaciones matricialesfieles,esdecir,noesungrupode matrices.
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e)DeterminarlaformadeKillingymostrarqueelinvariantecuadŕaticode

Casimirest́adadopor

X2:=X0
2−X1

2−X2
2.

f)ConsiderarlacomplexificacíondeestaálgebradeLiey mostrarque

est́aasociadaala mismaálgebrasimplecompactaqueelálgebradel

grupoSU(2)(A1enlaclasificacíondeCartan-VerSeccíon5.8).(Su-

gerencia:considerarlascombinacionescomplejasJ3=X0,J2=iX1y

J1=−iX2).

g)Apartirdelasrepresentaciones(unitarias)irreduciblesdeSU(2),cons-

truirporprolongacíonanaĺıticalasrepresentaciones matricialesirredu-

cibles(nounitarias)deSL(2,R).

h)ComoSL(2,R)esnocompacto,susrepresentacionesunitariasnosonde

dimensíonfinita.Ellasest́angeneradasporoperadoresherḿıticosX̂µ=

X̂†
µ,conµ=0,1,2,definidossobreunespacioeucĺıdeoyquesatisfacen

eĺalgebradeLiedelgrupo. Mostrarque,ent́erminosdeX̂± :=̂X1±ı̂X2,

esasrelacionesseescribencomo
[
X̂0,̂X±

]
=±X̂±,

[
X̂+,̂X−

]
=−2̂X0.

i)ConstruirlasrepresentacionesunitariasirreduciblesdeSL(2,R)ent́ermi-

nosdelosautovectoressimult́aneosdeX̂2yX̂0,

X̂2|λ,m⟩=λ|λ,m⟩, X̂0|λ,m⟩=m|λ,m⟩.

Mostrarquelapositividaddelproductoescalarrequiereque
(
m∓1

2

)2
≥

λ+1
4

(Sugerencia:operarporsimilitudconlacorrespondienteconstruc-

cíonparaelgrupoSU(2)).

j)ComoX̂0generarotacionesenunplano,podemossuponerquesusau-

tovaloresm sonenterososemi-enteros.Dadoqueλ:=k(k−1)notiene

signodefinido,debenconsiderarsedoscasos,

1)λ+1
4

≥0:mostrarqueenestecasok= 1
2
,1,3

2
,···y,paracadavalor

dek,m=k,k+1,k+2,···obienm=−k,−(k+1),−(k+2),···

2)λ+1
4

<0:enestecasok= 1
2

+iγconγ∈Rnonuloyλ+1
4

=−γ2.

Mostrarque m puedeentoncestomartodoslosvaloresenteroso

todoslossemi-enteros.
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ńucleode,18

identidades

deBianchi,97

deJacobi,97

intervalo,139

isometŕıa,32
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Índicealfab́etico 173

grupode,139

grupodecubrimiento,146

invariantescuadŕaticos,143,145
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