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Resumen

Cuando el canto me llega, me llega ansi,

decidor y sentido pa’ no o pa’ si.

Herencia pa’ un hijo gaucho. José Larralde

La dindmica de quarks se encuentra descripta en el marco del Modelo Standard
por la Cromodindmica Cuantica (QCD), que formalmente es una teoria de campos de
gauge no abeliana.

En procesos de altas energias la propiedad de libertad asintética presente en QCD
permite obtener predicciones a partir del Lagrangiano fundamental de la teoria. Sin
embargo, a bajas energias (E < 1 GeV), la constante de acoplamiento fuerte se vuel-
ve grande y la teoria es no perturbativa. En este régimen los quarks se encuentran
confinados en hadrones, y la simetria quiral se encuentra espontaneamente rota.

El empleo de teorias efectivas permite estudiar la materia fuertemente interactuante
a temperatura y densidad finitas y realizar una descripcion fenomenolégica de sistemas
con estas caracteristicas. En esta Tesis se estudiaron modelos efectivos para la descrip-
cién de la interaccion fuerte a bajas energias. En particular, se consideraron teorias con
interacciones no locales para tres sabores de quarks con renormalizacién de la funcién
de onda y con un parametro de orden efectivo asociable al confinamiento y a los grados
de libertad gluodnicos. Se estudi6 también, pero en modelos con dos sabores de quarks, la
posibilidad de que el parametro de orden de la simetria quiral presente una estructura
modulada espacialmente.

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el Cap. 1 se realiza una descripcion acotada del diagrama de fases QCD y del
comportamiento a bajas energias de la materia fuertemente interactuante, presentando
las problematicas de lidiar con esta teoria en la vecindad de las transiciones de fase y
describiendo dos de las principales alternativas para hacerlo: lattice QCD (LQCD) y
teorias efectivas, en particular el modelo propuesto por Nambu y Jona-Lasinio (NJL).

En la primera parte del Cap. 2 se presenta un breve resumen de los aspectos mas
relevantes para esta Tesis sobre la Cromodinamica Cuantica, que servirdn para trazar
similitudes con los modelos efectivos. Se comienza con el modelo de quarks, pasando
luego por el lagrangiano de QCD y sus simetrias, para posteriormente considerar sis-

temas hadroénicos a temperatura y potencial quimico finitos. En la segunda parte, se
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v RESUMEN

describe el Loop de Polyakov, cuya traza se utilizard como parametro de orden para es-
tudiar el deconfinamiento de los quarks. Finalmente se detallan brevemente las técnicas
de LQCD.

En el Cap. 3 se analiza el modelo efectivo de Nambu y Jona-Lasinio para los sabores
de quarks up y down, y su extensién al incluir el quark strange. Se estudian también
los ntcleos de interacciones no locales y se introduce la renormalizaciéon de la funcién
de onda (WFR). Luego, en el Cap. 4, se desarrollan las extensiones del modelo de NJL
sobre las cuales se trabajara durante el resto de la Tesis. En este capitulo se presentan
también los resultados a temperatura y densidad nulas, fijando los parametros libres
del modelo.

En el Cap. 5 se estudian las transiciones de fase para un modelo acoplado de Polya-
kov y Nambu Jona-Lasinio para tres sabores de quarks, a densidad nula y finita. En la
parte final del Capitulo se muestran los diagramas de fases en el marco del mencionado
modelo.

En la primera parte del Cap. 6 se lleva a cabo un anélisis general para un modelo
de tipo NJL no local con dos sabores de quarks de masa nula con condensados inho-
mogéneos y se caracterizan las regiones y curvas de transicién de los diagrama de fases.
En la segunda parte, se presentan los resultados para un caso particular de modulacién
espacial.

Finalmente en el Cap. 7 se realiza una discusion global de los resultados y se pre-

sentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando el misterio es demasiado

impresionante, es imposible desobedecer.

El Principito. Antoine de Saint-Exupéry

La dindmica de quarks se encuentra descripta por la Cromodindmica Cuantica
(QCD), que es una teoria de campos de gauge no abeliana (Yndurain, 1999). De acuer-
do con esta teoria, los hadrones y las interacciones entre éstos pueden describirse en
términos de grados de libertad de quarks y gluones.

En interacciones donde el momento transferido es relativamente grande, tales como
dispersiones profundamente ineldsticas, la propiedad de libertad asintética presente en
QCD permite obtener predicciones a partir del lagrangiano fundamental de la teoria,
considerando a las interacciones como perturbaciones de un lagrangiano de quarks
no interactuantes (Muta, 1987). Sin embargo, en el régimen de bajas energias (E <
1 GeV), o equivalentemente largas distancias, la constante de acoplamiento fuerte se
vuelve grande y la teoria es no perturbativa. En este régimen los quarks se encuentran
confinados en hadrones, y la simetria quiral, presente en el lagrangiano en el limite en
que los quarks tienen masa nula, se encuentra espontaneamente rota.

Estas caracteristicas de QCD hacen que se puedan distinguir dos fases: una hadro-
nica de quarks y gluones confinados, con simetria quiral rota, y otra fase deconfinada y
con simetria quiral restaurada, a la que se denomina genéricamente plasma de quarks
y gluones (QGP). Bajo condiciones extremas de temperatura y/o densidad puede pro-
ducirse una transicién de la fase confinada a la deconfinada. Ejemplos de QGP podrian
encontrarse en la materia que conforma el interior de objetos compactos como las
estrellas de neutrones (Glendenning, 1997; Shapiro y Teukolsky, 1983), o durante los
primeros instantes de la expansion del Universo.

Ademés de las mencionadas, otras fases pueden estar presentes en el diagrama de
QCD. Por ejemplo, la materia de quarks puede agruparse formando pares, dando lu-
gar a una fase de superconductividad de color (Shifman, 2002; Alford, 2001; Rischke,

2004). En este caso, para potenciales quimicos suficientemente grandes, la materia se
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halla distribuida de manera tal que los quarks estan apareados en condensados donde
se acoplan sabores y colores, y por ello a esta fase se la conoce como Color-Flavor
Locked (CFL). Sin embargo, dado que la masa del quark strange es bastante mayor
que las de los quarks up y down, se cree que para potenciales quimicos mas bajos
deben aparecer condensados que sélo contengan estos dos sabores, dando lugar asi
a la fase conocida como Two Color-Flavor Superconducting (25C). También pueden
existir fases inhomogéneas, las cuales resultan de interés para varias ramas de la fi-
sica de sistemas densos, como el estado sélido (Gruner, 1994), la superconductividad
de color (Alford et al., 2001; Casalbuoni y Nardulli, 2004; Anglani et al., 2014) o la
condensacién de piones (Migdal, 1973; Dautry y Nyman, 1979; Migdal, 1978). Particu-
larmente, se ha propuesto que la regién de bajas temperaturas y altas densidades pueda
estar caracterizada por la formacién de estas fases inhomogéneas (Buballa y Carignano,
2015). Aqui los condensados quirales de quarks se encuentran modulados espacialmente
y rompen la invarianza traslacional.

De esta manera, la estructura del diagrama de fases QCD puede resultar en general

muy compleja. Un esquema de dicho diagrama esta representado en la Fig. 1.1.
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Figura 1.1: Esquema de como se cree actualmente puede ser el diagrama de fases de
QCD (Kahara y Tuominen, 2010).

Para describir las propiedades estaticas de los hadrones, como sus masas o cons-
tantes de decaimiento, asi como para estudiar la transicion entre la fase hadrénica y
la de QGP, es necesario considerar el rango de bajos momentos transferidos, por lo
tanto resulta fundamental desarrollar formalismos que permitan estudiar la teoria en
la regiéon no perturbativa.

Una alternativa consiste en resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento
en un espacio-tiempo discretizado. Este enfoque no perturbativo para resolver la diné-
mica de quarks y gluones se denomina lattice QCD (LQCD) (Gattringer y Lang, 2010).
Disponiendo de suficiente poder de calculo es posible disminuir el espaciamiento de la

red e incrementar el tamano del sistema de manera de acercarse tanto al limite del con-



tinuo como al limite termodindmico. Al mismo tiempo, es posible muestrear un ntimero
suficientemente grande de configuraciones de manera de disminuir el error estadisti-
co. Sin embargo, los métodos tipo Monte Carlo cominmente utilizados para evaluar
la funcién de particiéon son confiables solamente en el caso de potencial quimico nulo.
La extensién de los céalculos a potencial quimico finito presenta grandes dificultades,
entre ellas el “problema del signo” que consiste en una dificultad numérica asociada al
célculo de integrales altamente oscilatorias. En teoria de campos la funcién de particion
se evaliia sumando sobre todas las configuraciones clasicas de campo pesadas por un
factor e=° donde S es la accién de la configuracién. Para potencial quimico no nulo,
el peso se vuelve una cantidad compleja y no puede ser usado el método Monte Carlo
para evaluar la integral.

Otra opcién consiste en utilizar modelos efectivos que incorporan las simetrias de la
teoria pero cuyo lagrangiano, simplificado, permite un andlisis teérico. Uno de los mo-
delos efectivos mas utilizados para estudiar las propiedades hadroénicas en el régimen no
perturbativo es el propuesto por Nambu y Jona-Lasinio en 1961 (Nambu y Jona-Lasinio,
1961). Poco antes, Nambu y Chou habian sugerido la existencia de un limite en el cual
el pién era un bosén de Goldstone (no masivo) asociado con la ruptura espontinea
de la simetria quiral. En los trabajos de 1961, Nambu y Jona-Lasinio partieron de un
lagrangiano con una interaccién de dos cuerpos entre nucleones (bloques bésicos de
materia hadrénica conocidos hasta ese momento) no masivos que respeta la simetria
quiral. La ruptura espontianea hace que la masa de los nucleones resulte finita, dando
lugar a bosones de Goldstone que fueron identificados con los piones.

Por esa época, QCD aitin no habia sido formulada. Hacia mediados de los anos ‘70,
cuando esta teoria fue finalmente concebida, el modelo de NJL empezd a ser abandona-
do, debido a su naturaleza no fundamental y a su no renormalizabilidad. Sin embargo,
como consecuencia de las dificultades antes mencionadas para tratar QCD a bajas ener-
gias, en la segunda parte de la década del ‘80 surgié la idea de reinterpretar el modelo
de NJL como un modelo para un sistema de quarks interactuantes, donde los grados
de libertad de los gluones se pueden “congelar” dando lugar a interacciones efectivas
entre los quarks.

En su versiéon méas sencilla este modelo solamente utiliza una interaccion local del
tipo escalar-isoescalar y pseudoescalar-isovectorial entre fermiones y permite entender
el mecanismo de ruptura espontdnea de simetria quiral y la consiguiente aparicién de
los piones como bosones de Goldstone. Sin embargo, para dar cuenta del mecanismo de
deconfinamiento no basta con un modelo puramente fermiénico sino que es necesario
incluir la dindmica de los grados de libertad gluénicos. Para lo cual, se propone un
acoplamiento entre los quarks y un campo de fondo de color asociado al pardmetro de
orden utilizado para describir el deconfinamiento, es decir el llamado Loop de Polya-
kov (Polyakov, 1978; 't Hooft, 1978). El modelo asi obtenido se conoce bajo el nombre de
Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) (Meisinger y Ogilvie, 1996; Fukushima, 2004;
Megias et al., 2006; Ratti et al., 2006).
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Debido a la localidad del acoplamiento entre quarks y la no renormalizabilidad del
modelo, es necesario regularizar las integrales que aparecen en el calculo de los loops
involucrados en la determinacién de la autoenergia de los quarks, las masas de los me-
sones y las constantes de acoplamiento, que de otra manera conducen a divergencias
ultravioletas. En general la regularizacién se lleva a cabo adoptando una forma esque-
matica de la interaccién: para momentos menores que cierta escala de energia Anjr, la
constante de acoplamiento se considera constante, mientras que para energias mayores
se supone haber alcanzado la libertad asintética y por lo tanto estar en presencia de un
sistema de quarks libres. Este tipo de prescripcion trae consigo algunos problemas, co-
mo ambigiliedades en el tratamiento de los érdenes superiores de la expansién en loops,
inconsistencias en el tratamiento de los procesos andémalos, ruptura de la invarianza
traslacional, etc.

Una forma de evitar este tipo de inconvenientes, y a la vez incluir una descripcién
mas realista de las interacciones entre quarks, consiste en considerar interacciones no
locales (Ripka, 1997), las cuales surgen en el contexto de diversos métodos bien esta-
blecidos para describir la dinamica de bajos momentos de los quarks, como por ejemplo
el modelo de liquido de instantones (Rapp, R and Schéfer, T and Shuryak, Edward V,
2000) o las técnicas de resumacién de Schwinger-Dyson (Roberts y Williams, 1994).
Utilizando este tipo de interacciones se obtiene una dependencia en el momento del pro-
pagador efectivo de quarks que resulta consistente con los resultados obtenidos mediante
técnicas de LQCD (Noguera y Scoccola, 2008). También se ha mostrado (Bowler y Birse,
1995; Plant y Birse, 1998; Golli et al., 2003; Rezaeian et al., 2004; Scarpettini et al.,
2004; Gomez Dumm et al., 2006) que los modelos con interacciones no locales proveen
una descripcién satisfactoria de las propiedades hadroénicas a temperatura y densidad
nula.

En esta Tesis se trabajard entonces con extensiones del modelo de NJL que invo-
lucran interacciones no locales entre quarks. Se propondran interacciones covariantes,
para asegurar la invarianza de Lorentz de la teoria. El caracter no local se implementara
a través de factores de forma separables en el espacio de momentos cuyo comportamien-
to a altas energias permite regularizar la teoria en el limite ultravioleta. De este modo,
la accién efectiva serd finita a todo orden en la expansion en loops y no existird una

dependencia de la parametrizacién tan acentuada como en la version local del modelo

de NJL.



Capitulo 2

Aspectos basicos de QCD

Lo verdadero es siempre sencillo, pero solemos

llegar a ello por el camino mds complicado.

George Sand (1804-1876) Escritora francesa.
Seudénimo de Amandine Aurore Lucile Dupin.

Resumen: En este capitulo haremos una revision de aspectos generales de la Cro-
modinamica Cuéntica, dedicando especial atencién a las simetrias vinculadas con
las transiciones de fase que describiremos mas adelante. Como se mencioné en
el Cap. 1, estudiaremos propiedades de la materia fuertemente interactuante em-
pleando modelos efectivos que posean las mismas simetrias que QCD, pero con
lagrangianos mas simples. De esta manera, antes de introducir estas teorias efec-
tivas es necesario realizar un breve repaso sobre las caracteristicas mas relevantes

de la teoria fundamental de las interacciones fuertes.

2.1. El modelo de quarks

En 1961 Murray Gell-Mann introdujo lo que hoy se conoce como Fightfold Way.
Consiste en acomodar a los bariones y mesones en arreglos geométricos de a acuerdo
con su carga y extraneza. Por ejemplo, los ocho bariones y mesones mas livianos pue-
den ser distribuidos en un hexagono con dos particulas en el centro, tal como se puede
observar en la Fig. 2.1. Si queremos acomodar bariones mas pesados, lo podemos hacer
en un arreglo triangular para diez particulas, nueve de las cuales eran conocidas expe-
rimentalmente. La décima, con carga —1 y extraneza —3, fue predicha por Gell-Mann,
que incluso estim6é su masa y tiempo de vida media. Tres anos més tarde la particula
Q™ fue descubierta experimentalmente.

FEn 1964 Gell-Mann y Zweig, de manera independiente, propusieron que los hadrones
estan compuestos por constituyentes mas elementales, los quarks. Estos se caracterizan

por su carga fraccionaria y sabor, y pueden ser acomodados en un arreglo triangular.
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Asi, el modelo de quarks propone que los bariones estan compuestos por tres de estos
subcomponentes, mientras que los mesones estan formados por un par quark-antiquark.
Esto permite construir el decuplete de bariones y el octete de mesones. Por ejemplo,
si se toman tres sabores de quarks (up, down y strange), éstos se pueden identificar
con elementos de la representacién fundamental del grupo SU(3), mientras que los
antiquarks se encuentran en la representaciéon compleja conjugada de dicho grupo. Los
nueve estados formados de un par quark-antiquark pueden ser descompuestos en una

representaciéon trivial y la representacion adjunta,
33=8®1.

Si la simetria de sabor fuera exacta, los nueve mesones tendrian la misma masa. Sin
embargo, debido a las diferencias entre las masas de los quarks, los mesones poseen
masas distintas. De los nueve, el mesén 7’ resulta tan masivo como un nucleén, y en

este esquema es identificado con el estado singlete.
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Figura 2.1: Arreglos hexagonales y triangulares para los bariones y mesones més livia-
nos.

Siendo los quarks los componentes mas elementales de la materia, serfan simples
de producir y observar experimentalmente. Sin embargo, resulta imposible detectar un
quark libre, ya que éstos se encuentran confinados en hadrones. De todas formas, es
posible disenar experimentos para probar la estructura interna del protén, como la
denominada dispersion profundamente ineldstica (DIS). Estos experimentos, realizados
a finales de los ‘60, mostraban que la carga del protén estaba concentrada en tres
regiones, confirmando experimentalmente el modelo de quarks.

Los quarks, particulas de espin semientero, deben cumplir con el principio de ex-
clusién de Pauli, propiedad que no se satisfacia por ejemplo en bariones formados por
quarks del mismo sabor. Para solucionar este problema, O. W. Greenberg en 1964
propuso que los quarks no sélo debian poseer sabor, sino también color (rojo, azul o
verde). De esta forma los tres quarks up en el barién A™T serfan de distinto color, y
no violarian el principio de exclusién.

Con este nuevo nimero cuantico y proponiendo que toda combinacién de quarks
debe ser incolora, se explicaba por qué no era posible detectar quarks libres, o por qué

so6lo combinaciones de tres quarks o pares quark-antiquark eran las que constituian los
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hadrones.

La interaccién entre quarks, en el marco de las teorias de Yang-Mills, se propone co-
mo un intercambio de gluones, que son portadores de color. Han y Nambu introdujeron
el color de manera dindamica y, posteriormente, este grupo y otros dos independiente-
mente (D. Gross y F. Wilczek en Princeton, y D. Politzer en Harvard) demostraron que
la interaccién entre quarks y gluones desaparece a distancias muy pequenas, explicando
por qué los quarks se comportaban como particulas libres dentro del protén, tal y como
habian revelado los datos de Stanford sobre colisiones electrén-protén profundamente
inelasticas. Este fenémeno de importancia capital se denomina, libertad asintética. Pos-
teriormente H. Fritzsch, M. Gell-Mann y H. Leutwyler formularon el Lagrangiano de
QCD en 1973 (Fritzsch et al., 1973).

2.2. El lagrangiano de QCD

La Cromodinamica Cuantica es una teoria de gauge no abeliana que describe las
interacciones fuertes entre quarks y gluones. La densidad lagrangiana de QCD esta
dada por (Yndurain, 1999)

o TS 1 a v

donde ¥ = (u,d,s,...)T es el campo de quarks de N, colores y Ny sabores, P =i
y m = diag(my, mgq, ms,...) es la matriz formada por las “masas corrientes” de los

quarks. La derivada covariante
D,=0,—-1ig )\GAZ , (2.2)

a
;,[/7
y gludnico. Aqui g es la constante de acoplamiento fuerte y A® son las matrices de

que incluye los campos de gauge A%, con a = 1...8, acopla los sectores fermidnico

Gell-Mann, que constituyen una representacion de los generadores del grupo de color

SU(3). Estas matrices satisfacen las relaciones
A2, N0] = 2; fabe, tr(A2A0) = 209, (2.3)

siendo f%¢ las constantes de estructura del grupo. El tensor de campo gluénico Gy

que aparece en el ultimo término de la Ec. (2.1) se define como
GY, = 0, A% — 0, A% + g f**c Ab AL (2.4)

Este término del lagrangiano es responsable de la autointeracciéon entre los campos de
gauge, propio de las teorias de gauge no abelianas como QCD.
Tal como estéd construido, el lagrangiano de QCD es invariante ante transformacio-

nes de gauge SU(3) de color. Por el caracter no abeliano del grupo de gauge QCD se
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diferencia de otras teorias en algunos aspectos:

» Universalidad: Existe s6lo una constante de acoplamiento g para todas las interac-
ciones entre quarks y gluones. Esta es una consecuencia directa de la invarianza
de gauge local SU(N,).

s Libertad asintdtica: A muy altas energias los quarks se comportan como particulas
libres. En otras palabras, el acoplamiento se vuelve débil para cortas distancias
0, equivalentemente, para valores grandes del cuadrado del momento transferido
Q?. A un loop, dicho acoplamiento resulta ser

9°(@Q%) Am

as(Q?) = = .
S(Q ) A7 (11 — %Nf) log(QQ/A2QCD)’ (2 5)

donde Agep ~ 340 MeV (Olive et al., 2014) es un pardmetro de escala de la

teoria.
Sept. 2013
o ( ) v Tdecays (N’LO)
(Q Lattice QCD (NNLO)
& DIS jets (NLO)
03} o Heavy Quarkonia (NLO)
o e%e jets & shapes (res. NNLO)
® Z pole fit (N3LO)
v pp—> jets (NLO)
02}
9
0.1}
= QCD 04(Mz) =0.1185 + 0.0006

10 Q[GeV] 100 1000

Figura 2.2: Resultados experimentales para la dependencia de la constante de acopla-
miento fuerte g como funcién de la energia (Olive et al., 2014). En teorias no abelianas,
la constante crece cuanto menor es el momento trasferido.

» Confinamiento: Inversamente, la Ec. (2.5) muestra que el acoplamiento aumenta a
bajas energias (Fig. 2.2). Por tal motivo, no es posible aplicar teoria de perturba-
ciones para describir procesos con energias menores que ~ 1 —2 GeV. Resultando
dificil comprender en detalle el fenémeno del confinamiento, observado en la na-

turaleza.

» Simetria quiral: En el limite en que las masas corrientes de los quarks son nu-
las (limite quiral), el lagrangiano de QCD es invariante ante el grupo quiral de
transformaciones globales SU(Ny)r @ SU(Ny)r.

= Invarianza de escala: En el limite quiral, el lagrangiano de QCD no contiene
parametros dimensionales, por lo que resulta invariante ante transformaciones
de escala. Esto es ¢(z) — A~3/24(\z) para los campos fermiénicos y A, (z) —

A71A4,,(Az) para los campos de gauge.
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s Limite de gran numero de colores: Permite realizar un andlisis perturbativo de
QCD. Consiste en hacer tender a infinito el valor fisico del nimero de colores
N, = 3, manteniendo la relacién g?>N, constante. En estas condiciones y a orden
dominante en potencias de 1/N, los diagramas de loops de quarks y gluones se
reducen considerablemente. Es posible describir en el marco de esta aproximacién

la fenomenologia de bariones y mesones si los estados fisicos son singletes de color.

2.3. Ruptura espontanea de la simetria quiral

A lo largo de la Tesis trabajaremos con modelos efectivos de quarks para dos y
tres sabores, tanto en el limite quiral como fuera de éste. Particularmente, como ya se
adelant6, se empleardn extensiones del modelo propuesto por Nambu y Jona-Lasinio,
basado en la simetria quiral de Locp. Por este motivo, comenzaremos con una des-
cripcién de esta simetria para dos sabores de quarks, que luego extenderemos al caso
de tres sabores.

Consideremos el lagrangiano de la Ec. (2.1) para dos sabores, u y d, en el limite
quiral (m, = mg = 0),

BEh = DD — 1C, A (26)
Es inmediato ver que 585% puede separarse por estados de helicidad. Si introducimos

los campos dextrégiro ¢r v levégiro iy, segiin

1 1-—
=By g =y (2.7)

YR 5

el primer término del lagrangiano de la Ec. (2.6) se puede reescribir como
‘Cquark = &R Z',}/“DN ZZ)R + TZ)L Z.’Y,UJD'u ¢L (28)

y es invariante ante transformaciones globales del grupo U(2)r @ U(2)r, = SU(2)r ®
U1)r®SU(2)L ® U(1), cuya accién sobre los campos g v 91, estd dada por

U@r: ¢r— €T RPp
UQ)p: o — ™%y, (s=0,1,2,3). (2.9)

Aqui af, ; son pardmetros de las transformaciones, y 79 = lax2, mientras que 75, con
Kl

s =1,2,3 son las matrices de Pauli. Las corrientes de Noether asociadas son

JéLR = &RVMTSTZ)R’ JgL = &L’VHTST;Z)L 5 (210)

y se verifica que 3,“]5 R = 3,“]5 1 = 0. De manera alternativa podemos escribir estas

corrientes conservadas en términos de las corrientes vectorial y axial

VI = gytrah, A =Pyt (2.11)
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que estan relacionadas con las corrientes R, L segiin

Tl (@) = S[VI &+ AL()] (212

Como resulta que 9,V} = 0,A% = 0, la simetria quiral es equivalente a la invarianza

frente a las transformaciones

U@y : & — explimai )0,
U2 : % — explirsmsay)y (2.13)

del grupo
U(Q)v & U(Q)A = SU(?)V ®U(1)V ®SU(2)A ®U(1)A

En el término del lagrangiano de QCD correspondiente a los campos de gauge,
Lgauge, 10 estan presentes los campos fermiénicos, por lo tanto el lagrangiano de la
Ec. (2.6) es invariante ante transformaciones quirales.

Cuando consideramos el término de masa en el lagrangiano de la Ec (2.1) encon-
tramos que en general las cuadridivergencias de las corrientes no son nulas. En efecto,

tenemos que

OV (x) = 2ip(x) [, 7]
OuAk(z) = 2ip(z){m 75}751/1 (2.14)

Las transformaciones correspondientes a los grupos SU(2)y y U(1)y son las aso-
ciadas a la conservacién del isospin, que resulta ser una simetria exacta en el limite
my, = myg, v del nimero bariénico, respectivamente, mientras que las correspondien-
tes a SU(2)4 y U(1)4 alteran la paridad de un estado dado. La realizacién de dichas
simetrias en la naturaleza deberia implicar para cada multiplete la existencia de otro
de paridad opuesta, dado que las masas corrientes son pequenas. Esto no se observa
experimentalmente, de donde se induce que tanto SU(2)4 como U(1)4 son simetrias
que, de alguna manera, estan rotas.

Se cree que SU(2)4 es una simetria espontdneamente rota. De este modo, en el
caso de dos quarks sin masa, aparecen tres modos de excitacién de masa nula, cada
uno asociado a un generador del grupo de simetria rota, llamados bosones de Goldstone.
Estos tres bosones se identifican con los piones, ya que sus masas, si bien no son nulas,
resultan mucho menores que la de otros hadrones conocidos. Se dice que una simetria
esta espontaneamente rota cuando el vacio no es invariante frente a la accién de un
operador que conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Como consecuencia de esto, el
estado fundamental deja de ser nico y pasa a estar degenerado. En otras palabras, los
operadores generadores del algebra del grupo ya no aniquilan al vacio.

Por otro lado, la simetria U(1)4 estd rota a nivel cudntico por la anomalia axial.

Esto significa que, si bien la teorfa clasica posee una simetria dada, ésta esta rota debido
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a que a nivel cudntico la corriente de Noether recibe una contribucién extra que hace

que su cuadridivergencia deje de ser nula.

2.3.1. Extension a tres sabores

De manera analoga al caso de dos sabores estudiaremos la ruptura de la simetria
quiral cuando existen tres sabores de quarks u, dy s, ¢ = (u,d, s) En este caso EQC D

resulta invariante ante el grupo
UBRrRUB)L,=SUQB)y@SUB)aU1)y@U(1)a. (2.15)

La simetria axial U(1)4 estd, al igual que antes, rota a nivel cudntico debido a la
existencia de una anomalia. Por lo tanto, en el limite quiral, la teoria tiene la simetria
global SU(3)y ® SU(3)4®U (1)y. Tenemos entonces nueve corrientes vectoriales y ocho

axiales conservadas:

S
V; :¢7ﬂ7¢, CLZO,...,8,
_ @
Al = Ib’yu"%?d}, a=1,..,8. (2.16)
con \0 = \/g]lgxg, donde 1343 es la matriz unitaria de 3 x 3, y A? las matrices de

Gell-Mann, generadoras del dlgebra del grupo SU(3) en la representaciéon fundamental.

Las correspondientes cargas conservadas son

= [@ai@, Q= [y, (2.17)
y se satisface que
dQ*" dQg
= =0. 2.1
dt 0 dt 0 (2.18)

Al igual que en SU(2), tendremos tantos bosones de Goldstone no masivos como
generadores tenga el grupo de simetria axial, los cuales se identificaran con los mesones
pseudoescalares més livianos, es decir los piones 70, 7%, 7, los kaones Kt, K, K°, K°
y los mesones 1y i’ (estos tltimos poseen los mismos ntimeros cudnticos, de modo que
pueden “mezclarse”). Los primeros ocho bosones corresponden a los ocho generadores
del grupo SU(3) 4, mientras que el 7’ se asocia con el generador del grupo U(1)4.

Si consideramos quarks masivos, la simetria se rompe explicitamente, obteniéndose

de manera analoga a la Ec. (2.14) que
PV (z) = [m 2 ]
A?

AL (x) = inp(x) {m } (2.19)
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Sin embargo, como las masas de los quarks u y d son muy pequenas (1,4 < 10 MeV)
comparadas con las masas tipicas de los hadrones (= 1 GeV), los términos m,uu +
mgdd que rompen la simetria quiral pueden ser tratados como perturbaciones. Por el
contrario, para el término mgss, como la masa del quark s bastante mayor (ms ~

150 MeV), ésta ya no resulta una muy buena aproximacién.

2.3.2. Anomalia axial

Mencionamos que la simetria U(1) 4 del lagrangiano de QCD en el limite quiral esté
rota en la naturaleza. Si hubiese una buena simetria quiral U(3)r ® U(3), tendriamos
nueve corrientes axiales conservadas en lugar de ocho. En ese caso, todo el noneto
pseudoescalar (piones, kaones,  y ') deberfan aparecer como bosones de Goldstone
no masivos. En cambio se observa que el mesén 7/, cuya masa m, = 958 MeV es
comparable a la del nucledn, cae fuera de este esquema. Consideremos la corriente axial

del singlete de SU(3) relacionada con la simetria U(1)4,

Jus (x) = (@) v, 590 (). (2.20)

Es de esperar que la divergencia de la corriente se anule en el limite quiral. Sin embargo,
cuando se tienen en cuenta correcciones cuanticas se encuentra que

_ 9°Ny

Oty (w) = S5 E*B",  a=1,..,8, (2.21)
Y

donde E* y B® son respectivamente campos eléctricos y magnéticos de color.

Las ecuaciones no abelianas de Yang-Mills admiten soluciones para las cuales la
accién clasica euclidea [d*zE®B® es finita, las llamadas soluciones de instantones
(Belavin et al., 1975). A través de la Ec. (2.21), estos instantones se acoplan a los
quarks. Gerardus t'Hooft demostré en 1976 (’t Hooft, 1976b,a) que esta interaccién
efectiva entre quarks inducida por los instantones se puede representar en términos de

un determinante de sabor

det #[1(1 + v5)9] + det s [h (1 — 5)¢], (2.22)

donde det; denota un determinante sobre el espacio de sabor.

Fuera del limite de masa cero la simetria quiral se rompe explicitamente. De tal
forma, y de una expresion similar a la Ec. (2.14) (reemplazando las matrices 75 por 1),
la cuadridivergencia de la corriente axial asociada al grupo U(1) 4 introduce un término
adicional 2itym~y5v en el lado derecho de la Ec. (2.21).
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2.4. Sistemas con temperatura y potencial quimico finitos

El comportamiento estadistico de un sistema cuantico en equilibrio térmico se puede

estudiar a través de su funcién de particién, que se define como

Z(B) = Trp(B), (2.23)

donde la traza es la suma sobre todos los valores de expectacién en cualquier base
completa, (3 es la inversa de la temperatura (utilizaremos unidades tales que la constante

de Boltzman es k = 1), y p representa la matriz densidad del sistema, dada por

p(B) = exp(=fH) . (2.24)

En el ensamble Gran Candnico

H = H — uN, (2.25)

donde H y N son los operadores Hamiltoniano y ntimero de particulas, respectivamente,
y i es el potencial quimico. El promedio estadistico en el ensamble del valor esperado
de un observable A viene dado por

o B Trexp(—FfH)A
(4) = 27 BT (0(B)A) = oy

(2.26)

Consideraremos aqui el formalismo de Matsubara o de tiempo imaginario. La idea
béasica es que los valores de expectacién de operadores en un ensamble térmico se
pueden reescribir como valores de expectacién en teoria cuantica de campos, donde la
configuracién evoluciona en un tiempo imaginario o euclideo ¢t = i5. De esta forma, se
puede cambiar a un espacio-tiempo con métrica euclidea, donde la traza de la Ec. (2.26)
lleva a requerir que los campos bosénicos y fermionicos sean respectivamente peridédicos
o anti-periddicos con respecto a la direccion del tiempo euclideo, con periodicidad S3.
En el espacio de momentos, esto conduce al reemplazo de frecuencias continuas por

frecuencias discretas, conocidas como modos de Matsubara, dadas por

:{ (2nm)/B — bosones (2.27)

2n+1)r/B — fermiones,

donde n es un entero. Esto se puede comprender facilmente dentro del contexto de
integrales de camino. Para ello necesitamos la amplitud de transicién en teoria de

campos a temperatura cero, cuya representacion funcional estd dada por

(B(&1,11)|d(T2, t2)) = (¢1]e” M=) |gy) = N / Dope', (2.28)
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donde ¢ es algiin campo, N’ una constante de normalizacién y S la accién, definida por

S[¢] = /t "t / dBzL, (2.29)

siendo L la densidad lagrangiana del sistema. La integral funcional esta definida sobre

caminos, cuyos extremos se mantienen fijos, que satisfacen

Dadas las tres ultimas ecuaciones es facil ver que identificando ¢ — t9 = —i3, se
puede escribir la funcién de particién para cualquier sistema cudntico en la base de

estados |¢,) como

2(8) = Tre™ = [ dou(gule™™(0u) = N' [ Dje5", (2.31)

donde Sg esté relacionada a la accién euclidea (tiempo imaginario) segin

B
Sp = Sp + BuN = / dr / &PrLy + BuN. (2.32)
0

Aqui los campos satisfacen las condiciones periddicas o antiperiédicas ¢(Z, 5) = +¢(Z,0),
dependiendo de si las variables de campo son bosénicas o fermidnicas, respectivamen-
te. En el espacio de momentos, la integracién sobre un intervalo finito implica que las
frecuencias en la transformada de Fourier tomen valores discretos en lugar de conti-
nuos. Las distintas condiciones de contorno determinan los posibles valores para dichas

frecuencias, definidas para cada caso en la Ec. (2.27).

2.5. El loop de Polyakov

El loop de Polyakov fue propuesto por A.M. Polyakov (Polyakov, 1978, 1977) como
una aplicacién del loop de Wilson (Wilson, 1974) al problema de propiedades térmicas
de campos de gauge, en particular como un mecanismo para explicar el deconfinamiento

de quarks a una cierta temperatura.

2.5.1. Simetria global Z(N) en SU(N)

Siguiendo el trabajo de t’Hooft ('t Hooft, 1976b,a), en una teoria de gauge local
con simetria SU(N) aparece una simetria global Z(N). Para ver esto, consideremos la
densidad lagrangiana, que incluye la interacciéon de los quarks con los campos gluénicos,
de la Ec. (2.6). Este lagrangiano es invariante ante transformaciones de gauge SU(N),
), dadas por

D, —Q'D,Q | ¥ — Qly. (2.33)
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Al ser un elemento de SU(N), Q satisface que
Q0 =1, detQ=1. (2.34)

Consideremos una transformacion de gauge dada por una fase constante y la matriz
unidad:
Q. = e 1. (2.35)

Para que esta transformacién sea un elemento de SU(N), el determinante debe ser

igual a uno, lo cual requiere que

_ 2mj

i =0,1,...(N —1). 2.36
N o 1 ) (2.36)

¥
Esto determina un grupo ciclico, cuyos elementos son generados por las potencias j de
un Unico elemento, definiendo asi una simetria global Z(NN). Se dice que estos elementos

conforman el centro del grupo SU(N).

2.5.2. Z(N) a temperatura finita

Al ser un subgrupo de las transformaciones de gauge, las rotaciones del grupo Z (V)
son una simetria del Lagrangiano. Sin embargo, en presencia de quarks dindmicos, las
rotaciones de Z(N) no son una simetria de la teoria ya que estas violan las condiciones
de borde requeridas.

En efecto, trabajando en espacio-tiempo euclideo a una temperatura 7', la coorde-
nada de tiempo imaginario 7 es de extensién finita, 7: 0 — § = 1/T'. Las condiciones
de borde que deben satisfacer los campos estdn dadas por la estadistica propia de cada
uno de ellos. Esto es, los gluones deben ser periddicos en 7, mientras que los quarks

deben ser anti-periddicos:

Au(T, ) = +Au(Z,0) , P(Z,5) = —(Z,0). (2.37)

Cualquier transformacién de gauge que sea periédica en T respeta estas condiciones
de borde. Sin embargo, t’Hooft encontré que es posible considerar trasformaciones de

gauge mas generales, las cuales son peridédicas a menos de Q.:
Qz,pB) =92 , Q0 =1. (2.38)

Los campos de color adjuntos son invariantes ante esta transformacién, mientras que

los que estan en la representacién fundamental no lo son:

Aqui se ha utilizado el hecho de que €2, al ser una fase constante por la matriz unitaria,
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conmuta con cualquier matriz de SU(N). En consecuencia, las teorias de gauge SU(N)
puras tienen una simetria global Z (), la cual deja de ser exacta al incluir quarks
dindmicos.

En la teoria de gluones pura, un pardmetro de orden para la simetria Z(N) se

construye utilizando la linea de Wilson térmica:

L(Z) = Pexp (ig /05 Ap(Z, T)dT) , (2.41)

donde g es la constante de acoplamiento de gauge, Ay es la componente temporal del
potencial vector y el simbolo P denota ordenamiento de camino. Con esta definicién,

la linea de Wilson térmica transforma como un campo adjunto ante transformaciones
de gauge SU(N) locales:

L(Z) — QI(Z, B)L(Z)QZ, 0). (2.42)

El loop de Polyakov (Polyakov, 1978) se define como la traza de la linea de Wilson

térmica, y es por lo tanto, invariante de gauge:

B
o(%) = %TrL = N 'TrPexp (zg/ Ap(Z, T)dT) . (2.43)
0

Ante transformaciones globales Z(N), el loop de Polyakov ¢ trasforma como un campo

con carga uno:

b — €. (2.44)

A muy alta temperatura, la teorfa es casi ideal (g ~ 0), por lo que se esperaria que

(¢) ~ 1. Sin embargo, el vacio permitido exhibe una degeneracién de N hojas. Esto es,

() = exp (22;[”) o ) =01, (N —1), (2.45)

donde ¢q es una funcion real, que ademés cumple que ¢g — 1 cuando T" — oco. Cualquier
valor de j es equivalente, por lo que cualquier eleccién conduce a la ruptura espontanea
de la simetria global Z(N).

A temperatura cero, el confinamiento implica que ¢g se anule. Por lo tanto, aumen-
tando la temperatura debe existir cierto valor T, a partir del cual ¢y deja de ser nulo

y se produce el deconfinamiento. Esto es

—0 si T<T,
{% LS (2.46)

bo>0 si T>T.

Para comprender qué representa el loop de Polyakov tomemos la funcién de particion
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para un sistema de gluones en presencia de un quark de prueba infinitamente pesado:
Zo = / DA §(&)eSsanselAl, (2.47)

donde
h 3 E
Sgauge = 0 dT v d xﬁgauge- (248)

Podemos calcular el valor medio del loop de Polyakov, esto es

(&) = % / DA 3()eSomnaeld] Z_ZQ _ O (2.49)
Es decir que hallamos que (¢) es el cociente entre las funciones de particién para el
sistema de gluones con y sin una fuente externa de color, por lo tanto es una medida
para la energia libre F' de un quark estatico externo. Entonces, en el caso de quarks
confinados, debe cumplirse que (¢) = 0, ya que la energia libre de un solo quark es
infinita. En cambio, si los quarks se encuentran deconfinados, F' es finita y (¢) # 0.
Por otro lado, en presencia de quarks dindmicos la simetria Z(N) estd explicitamen-
te rota. En este caso entonces, el loop de Polyakov deja de ser un pardmetro de orden
riguroso, pero sirve aun como indicador de un crossover hacia el deconfinamiento.
Recientemente se ha propuesto una extension del modelo NJL incluyendo al loop de
Polyakov (Ratti et al., 2006). La idea principal es introducir tanto el condensado quiral
(41p) como el loop de Polyakov ¢ como campos que se acoplen a los quarks siguiendo las
reglas dictadas por las simetrias y patrones de ruptura de simetria de QCD, unificando
asi los aspectos de confinamiento y ruptura de simetria quiral. Se suele referir a este

esquema como modelo PNJL (NJL extendido con loop de Polyakov).

2.6. Lattice QCD

Hemos mencionado en la introduccién que existe un método de primeros principios
para tratar la dindmica de QCD a bajas energfas. Este consiste en discretizar el espacio-
tiempo y reescribir la accién en forma también discretizada (Gattringer y Lang, 2010).
En este contexto la funcién de particién se puede estimar utilizando el método Monte
Carlo, es decir, aproximando la integral como una suma sobre configuraciones que
estan pesadas por la accién. El método de muestreo por importancia permite reducir
los célculos a un nimero limitado de configuraciones, segin la probabilidad con la que
éstas pueden ocurrir, e 2. Claramente, este método tiene sentido sélo si la accién
euclidea es una cantidad definida positiva.

El formalismo de tiempo imaginario que hemos visto en este capitulo, 1util para
estudiar QCD a temperatura y densidad finitas, implica reemplazar p4 por w, — iu, por
lo que si el potencial quimico es diferente de cero la accién es en general una cantidad
compleja. De este modo, para pu finito no hay manera de comparar las probabilidades

asociadas a distintas configuraciones. Esto es lo que se conoce como el “problema del
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signo”.

Para pu = 0, utilizando LQCD se estima que para dos sabores livianos la res-
tauracién de la simetria quiral ocurre como una transicién suave (crossover) a T, ~
175 MeV (Karsch y Laermann, 2003), mientras que cuando se incluye el quark stran-
ge masivo la temperatura critica resulta mas baja, T, ~ 160 (Bazavov y Petreczky,
2010; Borsanyi et al., 2010b; Borsanyi, 2013). Estos calculos predicen ademas que la
transicion de deconfinamiento ocurre aproximadamente a la misma temperatura que la
transicién quiral (Wu et al., 2007).

En cuanto a la posibilidad de extender los célculos a potencial quimico finito existen
varias alternativas. Una posibilidad es hacer un desarrollo en serie de potencias de
/T alrededor de p = 0 (Allton et al., 2003; Gavai y Gupta, 2003), donde no esté
presente el problema del signo. En esta expansion el radio de convergencia esta limitado
por la singularidad maés cercana en el potencial termodindmico. Por lo tanto, esta
alternativa puede ser 1til para estimar la posiciéon del punto critico final, que es el punto
sobre la curva de transicién de fase que separa las regiones con simetria quiral rota y
restaurada. Otra alternativa es utilizar una técnica conocida como multi-parameter
reweighting (Fodor y Katz, 2002, 2004; Ejiri, 2008), que consiste en tomar para p # 0
el mismo ensamble que para p = 0, cambiando los valores de las masas de quarks y
constante de acoplamiento de manera tal que ciertas cantidades fisicas no cambien.
Pero los resultados que se obtienen de esta forma presentan fluctuaciones debido al
hecho de que en realidad las configuraciones a potencial quimico finito que ocurren
con mas probabilidad no son las mismas que a p = 0. Finalmente, es posible estudiar
qué ocurre con un potencial quimico imaginario (Wu et al., 2007; DElia y Lombardo,
2003; de Forcrand y Philipsen, 2003) y, usando argumentos de continuidad analitica,
extrapolar los resultados a potencial quimico real y finito. Esto ha motivado el estudio
del diagrama de fases para p imaginario, estimandose en particular la posicién del punto
critico asociado a la llamada transicion Roberge-Weiss (RW), que es un cambio de fase
asociado a la ruptura de la simetria Z3 (Roberge y Weiss, 1986).

Por otra parte, una limitacién que se encuentra en los célculos con técnicas de LQCD
es que en la funcién de particién aparece el determinante fermiénico, que resulta muy
dificil de calcular. Por este motivo, muchos calculos se han llevado a cabo utilizado el
llamado quenched limit, que consiste en suponer una masa infinita para los quarks, de
modo que estos permanecen estaticos en los sitios de la red. Si bien actualmente se
han llevado a cabo andalisis que incluyen quarks dindmicos, muchos calculos todavia se
realizan con valores de masa por encima de los valores fenomenoldgicos procediendo

luego a algun tipo de extrapolaciéon para alcanzar la region fisica.



Capitulo 3

Modelo de Nambu Jona-Lasinio

Todo Ser cree ser todo; pero nada es todo: todo
es apenas nada. El ave es nada, porque vuela.

El pez es todo, porque nada.

Sali Baba (Puccio) - Les Luthiers

Resumen: En el capitulo anterior repasamos algunos aspectos generales de la Cro-
modinamica Cuantica. En particular, mencionamos que al ser una teoria de gauge
no abeliana la constante de acoplamiento fuerte se vuelve grande a bajas energias y
no es posible tratar las interacciones como perturbaciones de un lagrangiano libre.
Fueron también mencionadas dos opciones para atacar este problema. Una posibili-
dad es obtener numéricamente las soluciones a las ecuaciones de movimiento en un
espacio-tiempo discretizado, mientras que otra alternativa (sobre la que trata este
capitulo) consiste en el estudio de teorfas cuyos lagrangianos, més simples que el de
QCD, posean las simetrias principales de la Cromodindmica Cudntica y permitan
reproducir la fenomenologia observada de los hadrones. Estos modelos en su forma
mas simple describen un sistema de quarks interactuantes, con interacciones locales
que satisfacen invarianza quiral. Si bien brindan una descripcién muy simplificada
de la interacciéon fuerte, que facilita los calculos, también dan lugar a inconsisten-
cias y ambigiiedades con las que resulta dificil de lidiar. Se discutira entonces, en la
parte final del capitulo, la posibilidad de considerar interacciones no locales cuya

implementacién en las teorias efectivas resulta en una mejor aproximaciéon a QCD.

3.1. Teorias efectivas de QCD

Si sélo nos interesa la dinamica de algunos grados de libertad del sistema, es conve-
niente desarrollar una teoria efectiva que sélo incluya a éstos. Para el caso de QCD a

bajas energias es posible construir un lagrangiano efectivo para los hadrones basado en
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ciertas propiedades basicas, como las mencionadas en el Cap. 2. Por ejemplo, de acuer-
do con el modelo de quarks los hadrones pueden ser acomodados en multipletes, asi es
posible imaginar una teoria que no contenga explicitamente a los campos de gauge o
gluones. También debera preservarse la simetria quiral global que posee el Lagrangiano
de QCD (en el limite de quarks no masivos) y deberd tener lugar la ruptura dindmica
de ésta. Ademas, la teoria deberd poder escribirse en términos de los grados de libertad
relevantes a bajas energias, es decir cuando la escala de energia es menor que alguna
escala de corte. Por ejemplo, para E < 1 GeV los grados de libertad fundamentales
deberan ser los pseudobosones de Goldstone y sus particulas quirales asociadas.

Asi, el Lagrangiano de la teoria efectiva buscada se escribird en general como

1 dim (O, )—4
> , (3.1)

Leg(x) = chOn(az) <K

donde ¢,, son constantes de acoplamiento adimensionales y O,, son operadores locales,
invariantes frente a transformaciones quirales, que contienen los campos que correspon-
den a los grados de libertad del modelo. La teoria serd valida por debajo de la escala
A y dependera del ntmero de términos que uno tome en el desarrollo. Una vez que
uno corta la serie, determina las constantes de acoplamiento desconocidas a través de
un conjunto de observables fisicos, y asi la teoria puede ser usada para calcular otras

cantidades.

3.2. Modelo Nambu-Jona-Lasinio (NJL)

Si queremos partir de un lagrangiano efectivo de quarks, méas simple que el de QCD,
que pueda utilizarse para describir la dindmica de un sistema hadrénico, nos vemos na-
turalmente inducidos a comenzar por considerar el lagrangiano utilizado por Y. Nambu
y G. Jona-Lasinio en sus trabajos de 1961 (Nambu y Jona-Lasinio, 1961). Como ya fue
mencionado, este modelo fue originalmente concebido para describir nucleones interac-
tuantes, y luego los grados de libertad fermiénicos fueron reinterpretados en términos
de quarks, suponiendo que las interacciones locales de cuatro fermiones se corresponden
con una interaccién efectiva, resultante de complicados procesos gludnicos.

Estos modelos pueden ser disefiados para incorporar todas las simetrias globales de
QCD y permiten estudiar en detalle el mecanismo de ruptura espontinea de la simetria
quiral y sus manifestaciones en la fisica de hadrones, como la generacion dinamica de
masa de los quarks, la aparicién de condensados de quarks-antiquarks y el rol de los
piones como bosones de Goldstone. Tal vez el punto mas débil del modelo es que no
posee la propiedad de confinamiento de color de QCD. Su aplicabilidad esta entonces
limitada a fenémenos hadrénicos y nucleares que no dependan sensiblemente de los
detalles del mecanismo de confinamiento. No obstante, cabe esperar que para muchos
aspectos importantes de la fisica hadrénica de bajas energias, las propiedades determi-

nadas por las simetrias de QCD sean tan o méas importantes que el confinamiento de
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color.

El modelo NJL méas simple considera a los quarks livianos v y d como los grados
de libertad del sistema, y supone que en el limite de bajas energias los grados de
libertad gludnicos estan absorbidos dentro de una interaccién efectiva local entre quarks,
construida segun las simetrias de QCD. El lagrangiano del modelo de NJL para dos

sabores (INy = 2) se escribe entonces como
Lngr =P —m)p + Lint, (3.2)

con la matriz de masas dada por m =diag(m,,mg). El lagrangiano de interaccion
incluye un acoplamiento local de cuatro fermiones. Esta interaccién debe satisfacer la
simetria quiral SU(2)r ® SU(2)r, junto con la simetria de color SU(3) y las simetrias

discretas C, P y T. El £;,,; propuesto originalmente por Nambu y Jona-Lasinio es
Lint = Gl($9)? + (157%)°]. (3:3)

3.2.1. Generacion dinamica de masa fermionica

Consideremos el lagrangiano de interaccién L;,; de la Ec. (3.3) para fermiones de
igual masa m (limite de isospin). Si la constante de acoplamiento G es pequena se
puede utilizar teoria de perturbaciones, pero si el acoplamiento es fuerte es preciso
realizar resumaciones. En este dltimo caso cominmente se utiliza la aproximaciéon de
Hartree (campo medio), en la que se toman en cuenta sélo los términos directos. Esto
equivale a linealizar la interaccién de la Ec. (3.3) reemplazando los términos (¢T'¢))? por
2T (1T1), siendo () el valor de expectacién del vacio y T' cualquiera de los operadores
que aparecen en L;ns.

Como el vacio debe ser invariante de Lorentz y debe conservar paridad (simetrias
exactas de QCD), el tinico valor de expectacién no nulo posible es (1)1, el condensado
quark-antiquark relacionado con la densidad escalar ¥1) = 1hT~g1). De este modo, la

ecuacion de Dirac en la aproximaciéon de campo medio resulta
[ — 1+ 2G ()] (x) = 0. (3.4)
Es posible definir entonces una masa fermiénica dindmica
M =m — 2G () (3.5)

generada por una interacciéon escalar suficientemente fuerte entre fermiones. A la
Ec. (3.5), que no es otra cosa que la ecuacién de Dyson para el propagador de quarks
en la aproximacién de Hartree, se la denomina “ecuacién del gap” del modelo NJL,
en analogia con la correspondiente ecuaciéon que determina el gap de energia en un

superconductor. Dicha ecuacién se puede representar diagramaticamente mediante la
Fig. 3.1.
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(o)

Figura 3.1: Representacién diagramética de la Ec. (3.5), conocida como la “ecuacién
del gap”. La linea fina (gruesa) denota el propagador del quark desnudo (vestido). El
lazo fermiodnico representa al condensado de quarks en la ecuacién.

En la aproximaciéon de campo medio, el condensado <151/1> estd dado por

() = = Tr[Sp(0)] (3.6)

donde la traza se toma sobre los espacios de Dirac, color y sabor, y Sg corresponde al

propagador de Dirac, definido por

dip  ewl@—y)
Q2m)4p — M + 16

Se(e = y) = ~( TP = [ (3.7)
La aparicién de Sp(0) en la Ec. (3.6) refleja el loop cerrado de la Fig. 3.1, con la linea
fermiénica comenzando y terminando en el mismo punto del espacio-tiempo. Como
la masa dindmica M aparece explicitamente en el lado izquierdo de la Ec. (3.5), la
ecuaciéon del gap es una ecuacion autoconsistente.

La integral Sp(0) es cuadraticamente divergente y requiere, por lo tanto, de un
procedimiento de regularizaciéon apropiado. El método més sencillo consiste en intro-
ducir un cutoff para las componentes espaciales de momento A3z e integrar sobre la

componente temporal pg en la Ec. (3.7). Se obtiene

. N.N; As M
_fe f/ 52 (3.8)
0

(Py) = ) P\/ﬁ,

donde N,y Ny son el niimero de colores y el nimero de sabores respectivamente. Este
esquema de regularizaciéon se basa en la libertad asintética de QCD, segtin la cual
para grandes momentos los quarks y gluones se comportan como particulas libres, no
interactuantes. De esta manera, el condensado (1/_Jw> representa la integral de densidad
escalar de la energia negativa de Dirac, hasta el cutoff Asg. La ecuacién del gap describe
la interaccién de un fermién con la parte “activa” del mar de Dirac. De la Ec. (3.8) se

obtiene la ecuacién del gap

2GN.N; s _, M
M=m+="5L " pap——ioe_. 3.9
mt+—— /0 Py (3.9)

Considerando el caso m = 0 (limite quiral), es ficil ver que esta ecuacién tiene una

solucién no trivial con M # 0 cuando la constante de acoplamiento G excede un
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valor critico Gepit = w2 / A%. Los quarks adquieren en ese caso una masa dinamica. La
generacién dindmica de masa tiene lugar en paralelo con la reestructuracion del vacio:
para G > G+ el vacio contiene un condensado (1/_1w> no nulo. Como la densidad escalar
Ynp rompe la simetria quiral, el estado fundamental no tiene la simetria SU(2)r ®
SU(2)p, del lagrangiano. La simetria quiral estd espontdneamente rota, y el condensado
(1/_11/1> sirve como el parametro de orden correspondiente. Por lo tanto en el limite m = 0,

se distinguen dos casos de realizaciéon de la simetria quiral (ver Fig. 3.2):

1. La fase Wigner-Weyl (WW), en la cual ()¢)) = 0 y los fermiones no tienen masa.
Equivalentemente, la carga axial Q5 = [ d®zAg(x) aniquila el vacio: Q5 | 0) = 0.
En el modelo NJL este es el caso para G < Gepit.

2. La fase Nambu-Goldstone (NG), en la cual (1)) # 0 y los fermiones adquieren
masa dindmica. En esta fase existen bosones de Nambu-Goldstone de masa nula.
La carga axial no aniquila el vacio: @5 | 0) # 0. En el modelo NJL esto sucede

cuando G > Gt

Por otro lado, para el caso de m # 0, si bien la masa dindmica nunca llega a ser cero,
tiene un comportamiento similar al descrito para m = 0, ya que las masas corrientes de
los quarks son pequenias, mostrando una curva asintética (representada por la curva a
trazos de la Fig. 3.2) a la respectiva al limite quiral, tanto para el rango de G' pequenos

como también para G > 1.

M

Figura 3.2: Representacion de las masas dindmicas en funcién de la constante de aco-
plamiento. Se observan claramente las dos realizaciones de la simetria quiral, a la
Wigner-Weyl para G < Ggrit v a la Nambu-Golstone para G > G..¢. La linea de
trazos representa el caso fisico, mientras que la linea sélida corresponde al limite quiral
(m =0).
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3.2.2. Bosén de Goldstone pseudoescalar

Como ya se ha mencionado, la ruptura espontanea de una simetria global implica la
existencia de un modo de masa cero, llamado bosén de Nambu-Goldstone. En este caso
se trata de un par fermién-antifermién pseudoescalar neutro (J™ = 07), identificado
con el pion.

Para ver como emerge el pion de Goldstone sin masa como consecuencia de la
ruptura esponténea de la simetria global U(1), construimos la matriz T' (representada
en la Fig. 3.3) que surge de resolver la ecuacién de Bethe-Salpeter (ecuaciéon de dos
cuerpos) en el canal fermién-antifermién pseudoescalar para un dado cuadrimomento

cuadratico ¢ del mesoén:

Tr(q?) = K + KnJo(®) K + -+ = — . (3.10)

Figura 3.3: Esquematizacién de la ecuacion de Bethe-Salpeter para la matriz quark-
antiquark T' (los propagadores de mesones aparecen como bandas sombreadas). Las
lineas sélidas corresponden a los propagadores de quarks vestidos en la aproximaciéon
de Hartree.

La interaccién en este canal estd dada por el término G(viyst)? del lagrangiano de
la Ec. (3.3). Entonces, K; = 2G es el nicleo de la interaccién, y J; es la integral del

loop de interaccién, dada por

d*p 1 . 1
J7r(q2) = 1Tr/ 94 Y5 g/ 15 g/ . (311)
(2m) p+5—M+we p—5—M+ae

El proceso de regularizacién de esta integral es idéntico al usado en la ecuacion del gap
(3.5).
La masa m, del pion queda determinada por los polos de la matriz T, es decir, por

la condicién
1 —2GJ,(m2) =0. (3.12)

Utilizando la ecuacion del gap (3.9) para m = 0 es posible ver que una solucién de esta

ecuacion es m, = 0, lo que significa que el pion es un pseudo-boséon de Goldstone, es
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decir, un modo de masa nula que aparece como consecuencia la ruptura espontanea de

una simetria. Para mostrar esto partimos de

4
Je(?=0) = —zTr/ (;l P v p+ M p+ M (3.13)

)4 5p2—M2+2675p2—M2+ze'

Utilizando que Trp[ys(p + M)ys(p + M)] = Tr(M? — pp) = —4(p*> — M?), se puede

obtener que

d*p 1 1
@) = M2 1 ie = MTrSF(O). (3.14)

Jr(¢* = 0) = 4Ny Ny /
A partir de las Ecs. (3.5) y (3.6) se tiene

KT(JW(qZ - O) = ——WJW =1, (315)

por lo que se verifica la validez del teorema de Nambu-Goldstone.

El préximo paso es examinar la influencia de la ruptura explicita de la simetria
quiral, que se produce al considerar el término §£ = —ma)?), con una masa corriente
fermiénica m no nula. Ante una rotaciéon quiral v — exp(vy560/2)1, para angulo 6

pequeno este término se transforma en
_ 1,
0Ly = —map(1 4 1y56 — 59 +..)1. (3.16)

La densidad pseudoescalar 11751 es la fuente del campo de piones ¢, por lo que
podemos identificar § = ¢/ fr, donde fr es una constante de normalizacién con dimen-
siones de energia. La accién de la corriente axial sobre el vacio debe producir particulas

pseudoescalares, de modo que, de acuerdo con la invarianza de Lorentz, se tiene
Apl0) ~ gulm) -

La igualdad se obtiene introduciendo la constante f, que es la constante de decaimiento

del pion, definida por el elemento de matriz

(0] 4,(0) | 7(q)) = (0 | ¥(0) vuy5 ¥(0) | 7(q)) = 2 vfrqy (3.17)

y describe el decaimiento del pion via la corriente axial A,,.

Consideremos ahora el término de orden 6% = ¢?/f2 de la Ec. (3.16). Este término
tiene la forma m/(2 fg)@;ﬂ)@z Esto corresponde exactamente al término de masa L =
—%m%gbz para el pion. Usando nuevamente la aproximacién de campo medio con el

reemplazo 1) — (1/_11/1>, podemos hallar la relacién de Gell-Mann-Oakes-Renner:

m2 2 = —m(yip). (3.18)
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Esta importante ecuacién conecta los pardametros de la ruptura explicita y espontanea
de la simetria quiral con los observables fenomenoldgicos del pion. La masa fermionica
desnuda finita m aumenta la masa del pion m, desde el valor nulo que tiene en el limite
quiral, de tal manera que m, es proporcional a \/m. Notar que el teorema de Goldstone
se verifica nuevamente en el limite m — 0.

El escenario de ruptura espontanea de simetria es de naturaleza general y resulta
casi independiente de la forma detallada de la interaccion subyacente. Hasta aqui,
hemos senalado estas importantes relaciones para el modelo con solamente piones como
pseudo-bosones de Goldstone. En las préximas secciones veremos su extension para el
modelo NJL basado en el grupo SU(3) de sabor.

3.3. El modelo de NJL con tres sabores de quarks

En la seccién anterior hemos desarrollado las caracteristicas principales del modelo
NJL para dos sabores. Este ha sido extensamente estudiado (Hatsuda y Kunihiro, 1985;
Bernard, 1986), resultando de gran utilidad para explorar la ruptura espontdnea de
la simetria quiral y la consecuente apariciéon de condensados de quarks y generacién
dindmica de masa.

En esta seccién estudiaremos el modelo NJL generalizado a SU(3) de sabor, es decir,
con la incorporacion del quark strange (Hatsuda y Kunihiro, 1994; Kunihiro y Hatsuda,
1988; Hatsuda y Kunihiro, 1991; Bernard et al., 1987, 1988; Reinhardt y Alkofer, 1988;
Takizawa et al., 1990; Klimt et al., 1990). Como la masa desnuda del quark strange es
mg ~ 150 MeV, nos encontramos con un caso donde el quark “no es liviano ni pesado”.
Ademads, al introducir la extrafieza en el modelo, tendremos que prestar atencion a la
anomalia axial U(1), como se explic6 en la Seccién 2.3.2, ya que en este caso el mesén
n' forma parte del espectro de particulas.

La extension del lagrangiano NJL a tres sabores resulta
L =) — )y + L) + L5, (3.19)

donde la matriz de masas corrientes en este caso es 1 =diag(m,, mgq, ms) y el lagran-
giano de interaccién tiene una componente de interaccién local de cuatro fermiones

c

ine ¥ un término de ruptura de la simetria U(1)4, dado por un acoplamiento de seis

fermiones 552.
La interaccién de cuatro fermiones debe satisfacer la simetria quiral U(3)r @ U(3)[,
junto con la simetria SU(3) de color y las simetrias discretas C, P y T. La forma maés

sencilla para esta interaccion es

8
£ = S5 [N + insdy] (3.20)

a=0

donde 9 = (u d 5)T y las matrices de Gell-Mann acttian sobre el espacio de sabor.
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. 4) .. . , .
El acoplamiento LEnZ& tiene la simetria axial U(1) 4, que no se observa en la natura-
leza. Como mencionamos antes, una manera de romper esta simetria en forma efectiva

es introduciendo el término de 't Hooft

Ly =H {detf [1/3(1 + 75)1/)} + dety W(l - 75)1#} } : (3.21)

que puede reescribirse en la forma

£y = %Aabc (PA") [(@N) (@A) = B(@irs A1) (Dis A9 (3.22)

donde la suma es sobre los indices de sabor a, b, ¢ € {0, 1, ...,8}. La constante de acopla-
miento H tiene dimensiones de (longitud)® y las constantes de estructura estdn dadas

por

1
Agpe = 5 €ijk€mnl ()\a)im()\b)jn()‘c)kl- (323)

Este vértice de interaccion de seis fermiones que surge a partir de la interaccion de 't
Hooft produce modificaciones tanto en las ecuaciones del gap como en la interaccion
efectiva de cuatro puntos. En el primer caso esto se traduce en la presencia de un
término adicional con dos loops de quarks, tal como se muestra diagraméaticamente en

la Fig. 3.4. La ecuacién correspondiente resulta

M; = m; + G + geijk () (), (3.24)

con (4,7, k) = cualquier permutacién de (u,d, s), identificados con (1,2, 3). Vemos que
estas ecuaciones contienen un término sin mezcla de sabores, proporcional a la constante
de acoplamiento G, tal como en el caso de dos sabores. Pero ademds hay un término,

proporcional a la constante H, que los mezcla.

*+Q_8_

Figura 3.4: Diagrama de las “ecuaciones del gap” (ecuaciones de Dyson en la aproxi-
macién de Hartree) para tres sabores de quarks.

Por otro lado, para describir los mesones deberemos primero construir vértices efec-
tivos de cuatro puntos, dados por la suma del vértice de cuatro puntos propiamente
dicho y los vértices de seis puntos con un lazo, como muestra la Fig. 3.5. Estos vértices
efectivos de cuatro puntos son luego usados como niicleos de interaccién en la ecuacion
de Bethe-Salpeter (ver Fig. 3.3). Si bien en este caso se presentan nuevas complicacio-

nes debido a la diferencia de masas de los quarks, el mecanismo resulta basicamente
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|
e

Figura 3.5: Vértice efectivo para la interaccién de cuatro puntos.

similar al llevado a cabo en la versién de dos sabores, por lo que no lo desarrollaremos
aqui. Célculos detallados encontrarse por ejemplo en las Refs. (Rehberg et al., 1996;
Klimt et al., 1990; Vogl et al., 1990).

Al igual que en el modelo de dos sabores, en general las integrales de lazos resultan
ser divergentes por lo que, como parte del modelo, es preciso especificar cémo regu-
larizar estas divergencias. En la literatura pueden encontrarse diferentes esquemas de
regularizacion (Klevansky, 1992; Ripka, 1997). En esta Tesis, tal como explicaremos de-
talladamente en la préxima seccion, consideraremos interacciones no locales separables

que incluyen factores de forma capaces de regularizar las divergencias ultravioletas.

3.4. Nucleos de interaccion no locales

En las secciones anteriores hemos descripto un sistema de quarks que interactian
a través de acoplamientos locales e invariantes quirales. Estas interacciones locales
conducen a sistemas de ecuaciones cuyas integrales resultan divergentes y a un modelo
que carece de confinamiento. En cuanto a las divergencias, hay varios mecanismos de
regularizacién usados en la literatura (cutoff en 3 y 4 dimensiones, Pauli-Villars, etc.),
que en general conducen a resultados cualitativamente similares. Una alternativa a estos
modelos es proponer una interaccién efectiva entre quarks basada en el intercambio
de uno o méas gluones. En materia densa donde los quarks interactiian débilmente el
intercambio de un gluén es la interaccién dominante entre quarks y puede proveer la
fuerza de atraccién necesaria para formar singletes de color. Comenzaremos por tratar
el caso de dos sabores degenerados, y luego la extension a tres sabores serd directa.

Consideremos la accién efectiva para modelos no locales con interacciones de cuatro

fermiones, en el espacio de momentos,

4
Sk = [ 3 ) 14 = ] 6(5) + S, (325)

con el término de interaccién

B d4 1 d4p/ d4 P2 d4 /
Sint = 2/ (277) (277)
x Ko 1'2/(P P P p') 1(p1) e (p2)be (ph) v (p)).- (3.26)




3.4. Ncleos de interaccién no locales 29

Aqui hemos usado la notacién P = (p1+p2)/2, p = p1 —p2. Los indices 1, 2, 1’ y 2/ corren
sobre color, sabor y espacio de Dirac. El nicleo de la interaccién Kia1/9/(P,p; P, p')
debe respetar la conservacion del momento total, asi como las simetrias bésicas de
QCD detalladas en el Cap. 2. Sin embargo, estas restricciones no son suficientes pa-
ra determinar completamente su forma explicita. Para ello se debe recurrir a modelos
fenomenoldgicos que den lugar a ecuaciones relativamente sencillas de tratar. Una posi-
bilidad frecuentemente utilizada en la literatura (ver por ejemplo Schmidt et al. (1994))
es suponer que la interaccién corresponde al intercambio de un gluén efectivo entre co-

rrientes vectoriales con color de quarks. Es decir,

Sit = — / dia d'y J@) G (z — y)it(y) | (3.27)

donde :
]E(QE) = ¢(90)7u7a

Aqui las matrices de Gell-Mann )\, acttian sobre el espacio de color. Suponiendo que

b(). (3.28)

las componentes diagonales del propagador efectivo de gluones son las dominantes [es
decir, G;‘f; (x —y) ~ 6,,0°G(x — y)] y utilizando las transformaciones de Fierz (Ripka,

1997; Buballa, 2005) se obtiene que esta interaccién da lugar a un nicleo de la forma
Kig2(P,p; P',p') = =W (p — p) G(P, P') > cal ATy (3.29)
(0%

En esta ecuacién A% representa productos de matrices de color, sabor y Dirac, y ¢,
son los coeficientes que surgen de las transformaciones de Fierz. En general, en los
modelos méas simples sélo se retienen las componentes singletes de color relevantes
para el mecanismo de ruptura de simetria, debido a que es el término dominante en el
proceso de intercambio de un gluén (el octete estd suprimido por 1/N, en el limite de

gran nimero de colores). Se tiene entonces
> caAfH ATy — Y T, (3.30)
e «

donde 'y, = (1,4757,) con a = 1,2,3, y se han omitido las matrices identidad en el
espacio de color. En cuanto a lo que hace a la dependencia en los momentos, la funcién
G(P,P") lleva en general a ecuaciones integrales no lineales que son complicadas de
resolver. Por este motivo, es conveniente introducir una simplificacién adicional que

consiste en proponer que la interaccién es separable, es decir
G(P,P") = Gg(P)g(P"), (3.31)

donde ¢(0) = 1. Teniendo en cuenta las aproximaciones hasta aqui mencionadas una

forma adecuada para el nicleo de interaccién es

K12,1'2'(P7P; P/J?,) =-G 5(4)(17 —Pl) Q(P)Q(P/)F?QP%Q/- (3-32)
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9(F")
P —3pf P+ Pr=ap Prtap
]
— | G
[}
P+ pP-1
2P 2P P-&-%p P—%p
9(P)

Figura 3.6: Representacion diagramatica de la Ec. (3.32). En el diagrama de la izquierda
K es un ntcleo de interaccién general de cuatro puntos que depende de todos los
momentos, mientras que en el de la derecha los vértices son diagonales en el espacio de
sabor y en cada uno de ellos aparece un factor de forma g(p), que depende de un solo
momento.

El reemplazo de la Ec. (3.29) por las Ecs. (3.30) y (3.31) estd representado en la
Fig. 3.6. En la funcién g(P) se encuentra la informacion acerca de la no localidad de la
interaccion, y es por esto que en general recibe el nombre de factor de forma. Notemos
aqui que desde el punto de vista del nticleo de interaccién el modelo de NJL corresponde
a utilizar la Ec. (3.32) con g(p) = 1.

En este punto es importante notar que la forma maés general del propagador efectivo

de los quarks es

_ Z(p)
ﬂm_—%+M@

donde M (p) es la masa efectiva y Z(p) la llamada renormalizacion de funcion de onda

(3.33)

(WFR), ambas en general dependientes del momento.

Si bien el nicleo dado en la Ec. (3.32) puede dar lugar a una masa efectiva no
trivial, es facil ver que conduce a Z(p) = 1, lo cual no estd de acuerdo con resultados
encontrados en célculos de LQCD (Bowman et al., 2002, 2003; Furui y Nakajima, 2006;
Parappilly et al., 2006) que indican, por ejemplo, que a momento cero las correcciones
de la WFR pueden ser hasta del orden del 30 %. Para dar cuenta de estas correcciones es
necesario introducir una interaccién adicional entre los quarks. Una forma conveniente

es la propuesta en la Ref. (Noguera, 2007):
Kyo19/(P,p; P',p') = GoW(p—p') F(P)f(P )PPy (3.34)

En lo que sigue utilizaremos la suma de los niicleos dados en las Ecs. (3.32) y (3.34) para
modelar las interacciones entre quarks generadas por QCD en el régimen no perturba-
tivo. Antes de terminar esta seccién conviene aclarar que la forma dada en la Ec. (3.34)
no es la dnica que da lugar a una funcién Z(p) no trivial. Una forma alternativa es la
introducida en la Ref. (Burden et al., 1997),

Koy (P,p; P,p') = G W (p —p) f(P)f(P') PP (3.35)
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Es posible ver que dentro de las aproximaciones usualmente utilizadas para tratar este
tipo de modelos efectivos, ambos tipos de interaccién conducen a resultados muy simi-
lares. Finalmente, para extender este formalismo a tres sabores de quarks es necesario
reemplazar en la expresién de I', las tres matrices de Pauli de 2 x 2 por las ocho de

Gell-Mann de 3 x 3, mas la correspondiente matriz identidad.






Capitulo 4

Fenomenologia de mesones en un
modelo nINJL con simetria SU(3)

de sabor

Las lineas de las manos no son otra cosa que
la consecuencia de que la mano se cierra por la
palma

Alejandro Dolina

Resumen: En este capitulo generalizaremos el modelo de Nambu Jona-Lasinio
para obtener una descripcién maés realista de las interacciones entre quarks. Se
considerara un modelo no local de tipo NJL con simetria SU(3) de sabor a nivel
de campo medio y posteriormente a orden cuadratico en las fluctuaciones de los
campos. En este marco podremos determinar propiedades fenomenolégicas de los
mesones escalares y pseudoescalares en funcién de factores de forma presentes en

las corrientes fermidnicas.

4.1. Modelo no local con simetria SU(3) de sabor y WFR

4.1.1. Accidén efectiva

Consideremos un modelo no local de quarks para los sabores u, d y s, con simetria
de sabor SU(3). De acuerdo con los lineamientos expuestos en el capitulo anterior,

proponemos una accién euclidea dada por (Carlomagno et al., 2013)
4 |7 G o s . . Ny
Sp = [t [S@) -+ mu(e) - G (@) + 2@k + @ @)
H
= Aave {a (@) (2)j2 (x) = 3ja (@) g (@)je (@)} | (4.1)

33
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donde hemos llamado

i) = [tz @i (o4 3 )aa (o= )
Ry = [tz g (o + g)mmw(x—g),
7@ = [atz 10 (e +3) —%( -%). (12)

Aqui ¢ (x) representa el campo de quarks, que incluye indices de color y sabor. Como
se ha definido previamente, la matriz de masas es m. = diag(my, mg, ms). Las Agpe
son las constantes de estructura simétricas de SU(3) definidas en la Ec. (3.23), G y
H son constantes de acoplamiento y k es un parametro con dimensiones de energia
que determina el peso relativo entre los términos de interaccién de cuatro fermiones.
Comparando con el modelo NJL con simetria SU(3), Ec. (3.20), se ha incluido un nuevo
acoplamiento de cuatro fermiones que contiene la llamada corriente de momento ;" (),
responsable de la renormalizacién de la funciéon de onda de los quarks. Por ultimo, las
funciones f(z) y g(z) son factores de forma covariantes que caracterizan la no localidad
de las interacciones. Los acoplamientos del modelo local NJL se recuperan en el limite
9(2) = f(z) = 6 (2).

Para trabajar con grados de libertad mesénicos bosonizamos la accién de la Ec. (4.1).

Para esto es necesario considerar la funcién de particién
Z= / Dy Dyp e 52 | (4.3)

Introducimos ahora campos mesonicos escalares o,(x), ((z) y pseudoescalares 7, (),

junto con campos auxiliares S, (z), P,(z) y R(x) que satisfacen
Fiedisd") = [ DS2 DRy DR 8(S, ~ 32) 8(Fa = 32) (R = 7) f(Sus PusB) . (4)
Estos campos pueden utilizarse para representar las deltas como integrales funcionales
550 =i2) = N, [Dowesp{ [ da o) [Sa(0) — g2 |
5Pa=32) = Ny [Draexp{ [ dte mu(o) Pue) - 2@ |
sr-5) = N [cewn{ [ at @)@ -7 @)1} (4.5

Usando la forma (4.4) para escribir la exponencial de la accién en (4.3), es posible
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integrar sobre los campos fermiénicos obteniendo
z = / Do, Dy DE det A(g,ma, ()
x / DS, DP, DR exp { / d'z {aasa + 7Py + R+ %(Sasa + P,P, + RR)

H
+ ZAabc (SaSbSc — 3SanPC):| } . (4.6)

Aqui hemos definido un operador A en el espacio de momentos,

/

Ap,p) = o' sWp—p) (—p+me)+g (p tr ) [oa(p' = ) + 195 Talp' — P)] A

2

+ if (p;pl) p+p)C' —p), (4.7)

donde g(p) y f(p) denotan las transformadas de Fourier de los factores de forma pre-
sentes en las corrientes de las Ecs. (4.2). Notar que la invarianza de Lorentz implica que
estas funciones s6lo pueden depender de p?. Para H = 0 la exponencial en la Ec. (4.6)
es cuadratica, y puede resolverse en forma exacta (Noguera y Scoccola, 2008), de modo
que no es necesario entonces introducir los campos auxiliares. En general este no es
el caso, pero puede emplearse el método de aproximacion de fase estacionaria (SPA),
segin el cual la integral se realiza sobre el camino que minimiza la accién. De esta
forma se definen los campos S,, P, y R, que satisfacen dicha condicién. Variando la

accion respecto a los campos auxiliares, se tiene que

70() + GSalw) + T H Awse [$(2)3.() = B(2)Pw)] = 0,

al2) + CPy(x) — gHAabc Sy(@)Pu(z) = 0,

() +GR(z) = 0, (4.8)

con lo cual se obtiene una accién efectiva escrita en términos de los grados de libertad

Oa, C Y Ta:

i

G -

S = — log det A(Ja,wa,g)—/d4x {Jaga%—waﬁa%-ﬂ?%-?( wSa + P, a+RR)

H o o
+ ZAabc (SaSpSe — 3SanPc)] . (4.9)

4.1.2. Aproximacion de campo medio

En esta aproximacién, se expanden los campos bosénicos alrededor de sus valores
de expectacion de vacio. Los campos escalares o4(z), a = 0,3,8, y ((z) tienen valores
de campo medio 74, ¢ no nulos, mientras que g, = 0 para a = 1,2,4,5,6,7, y 7, = 0,

ya que el vacio de QCD debe ser invariante ante conjugacién de carga y paridad. Con
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lo cual se tiene

() = 0q+004(2),
mo(z) = Omg(x)
((x) = C+(x), (4.10)

y la accién de la Ec. (4.9) se puede desarrollar en serie a distintos érdenes en las
fluctuaciones de los campos.

El orden cero de este desarrollo corresponde a la Aproximacién de Campo Medio
(MFA), mientras que el término lineal es nulo ya que 7,(z) y ¢(x) minimizan la accién.
De este modo,

Sp = SMFA | gewad (4.11)

Si pasamos al espacio de impulsos, de acuerdo con la Ec. (4.7) el operador A en la

MFA puede ser expresado como

Ap,p') = 2m)* 6@ (p—p) (4.12)

—p+ M(p)]
Z(p) ’

donde hemos definido

M(p) = Z(p)[m+ g(p) 5aAd] ,

- -1
2(p) = [1— Cf(p)] | (4.13)

P
De este modo, se ha obtenido un propagador efectivo de quark, que incluye una masa
dindmica M (p) dependiente del momento, y una WFR Z(p) también dependiente del
momento. Esta dependencia viene dada por los factores de forma no locales cuya forma
funcional puede ser propuesta y ajustada de modo tal de reproducir el comportamiento
del propagador obtenido en calculos provenientes de LQCD, tal como sera explicado en
la Seccién 4.2.

Suponiendo que los factores de forma son funciones reales y realizando la integral

sobre el espacio 4-dimensional, se obtiene

MFA 4 2 2
St _ _ZTr/dplongrM(p)
v (2m)* Z*(p)
_ __ _ _ H _ o~
—045, — (R — g(SaSa + RQ) — ZAachaSbSc , (4.14)

donde se ha definido S,, R como los valores de campo medio de los campos auxiliares

Sa, R. De este modo se obtienen las “ecuaciones del gap”,

5a+G§a+%HAabc§b§c = 0,
(+GR = 0. (4.15)
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Dado que sélo son no nulos o, 03 y 0g es conveniente realizar un cambio de base

definiendo valores medios “de sabor”,
diag(&u,5d,6s) = 0gAg + 033 + OgAg . (416)

Con este cambio de base, los S, pueden reescribirse como

_ 145 - -
5 = —\/g(su+sd+ss),

2
_ 1 - _
Sy = 3(5u=5a),
_ 1 1 -
Sy = (Su + Sg — 255) . (4.17)

23
Finalmente las ecuaciones del gap pueden expresarse como
. H_ _
ou+ GSy + ESdSS = 0,
_ H - _
oq+ GSyq+ ESSSU = 0,

5S+G58+§§u5d — 0,

C+GR = 0, (4.18)
con
S, = Z(p) Mq(p)  _
Sy = 8N/ 2 p +Mg(),q—u,d,s,
oo e 4 S Z)
= T/(zwyl pgf(p);m, (4.19)

donde se ha definido M;(p) = Z(p) [m; + 7:g(p)]. Aqui los subindices 1, 2,3 correspon-
den a los quarks u, d, s, respectivamente.

Los condensados quirales (qq), pardmetros de orden de la ruptura de la simetria
quiral, se definen como los valores de expectacion del vacio de los operadores gq y
pueden obtenerse por derivacién del logaritmo de la funcién de particién de la Ec. (4.3)

respecto de la masa desnuda del quark g,

9 _ _

(i) = 5—log Z = = [ DY DY e Gy (4.20)
omy

Para quarks de masa no nula la expresién que se obtiene por derivaciéon en la MFA

resulta cuadraticamente divergente. Usualmente es regularizada restandole el valor del

condensado para quarks no interactuantes,

My (p) _ My
p +M2(p) p? +m2

, g=u,d,s. (4.21)

(qa) = —4N/
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4.1.3. Fluctuaciones cuadraticas

En esta seccién nos ocuparemos del término cuadratico de la Ec. (4.11), a partir del
cual se obtendran los términos de masa para los mesones escalares y pseudoescalares
mas livianos.

Para obtener estados de masa fisicos, reescribimos las fluctuaciones é7, y do, en una
base de estados ¢ps. Previo cambio de base 1;; = %(Aawa)ija el sector pseudoescalar

queda determinado por

T+ 58+ 5 mt K
57Tij = T —%WO + %778 + %770 KO ’ (4'22)
K- K° — 578 + 751

mientras que para el sector escalar basta con reemplazar # — a9, K - Ky n — 0.

Consideraremos ademés el limite de isospin, esto es m, = mgy. En este limite, el
lagrangiano de quarks masivos es invariante frente a la simetria global SU(2)y . Con lo
cual, en términos de los campos ¢y, el término cuadratico del desarrollo de la accién
euclidea de la Ec. (4.14) resulta (Carlomagno et al., 2013)

4
58 = 3 [ Gt e Gu) o) () (4.23)
M

donde el coeficiente rj; toma valores 1 para los estados M = a8,0, fo,C, 7m0, v 2
para M = ad, K;T, K% 77, K+, K°. Las funciones G (p) estdn definidas como

G(;(r))(p) = (G:l: ggs)_l +40121Fu(p) ’

Cuoyp) = (G475 8,)7 +4CE®) .

Goy) — )Gl jFJGSO(p)u (Gg8<p>;eao<p>> s

donde Ciq; (p), con i,j = u o s vienen dados por
Z(q") Z(q”)
CH(p) = —2N, / g2 (
i (P) 2 q+2+M@?(q+) g2+ M3(q7)
x (¢ -a7) £ Mi(q")M;(q7)] (4.25)
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con gt = g+ p/2, y hemos definido

4 6G F HS; +4HS,
F — Z (207 + = =

4 6G F 2HS, F 4HS,
F = Z (207 + _ =

(4.26)

CH) = V2 [ca@)—c;';(p)i P o) ]

8G2 —4H2S2 + 4HGS,

Para diagonalizar el sector ng, ng de la acciéon cuadréatica es necesario introducir

dngulos de mezcla 0, 0,/ tales que

n = mngcost, —nysinb, ,
/

n = mngsinb,y +mnocosb,y . (4.27)

Estos angulos estan dados por

—2Gg,

tan 26, ,, = ——=>— 4.28
" G — G )

p2=—m2

n,n’

Finalmente, los estados fisicos para el sector no diagonal de la accién escalar en la

Ec. (4.23) se obtienen de diagonalizar la matriz

4C¢(p)+ G \/§[2 Co(p) + ()] (0 (p) — O ()]
V3RCH M) + )] Gio(p) Go(p) :
%[CJ ¢ —CH(p) Go(p) Ggs(p)
(4.29)
N, [ d* 3 Z(q+ Z(q
o) = % [ ks 10 > +<§4;(q+) — +<§4;(q_) |
x [q+q— + q”qQ;qz(qW)Q - Mi<q+>Mi<q—>]
2N, d* Z(q* Z(q~
C:rc(p) = - K /(27_‘_(;4 g(Q) f(Q) q+2 +(]({412)(q+) q_Q +(J(f422)(q_)
x q-[q" Mi(q*) +q" Miq)] - (4.30)

Las funciones G¢(p), G»(p) y Gy, (p) en la Ec. (4.23), para un dado valor de p? son los
autovalores de la matriz de la Ec. (4.29).
Las expresiones de la Ec. (4.24) junto a los autovalores de la Ec. (4.29), permiten

calcular las masas de los mesones escalares y pseudoescalares resolviendo las ecuaciones

Gu(-m3) = 0, (4.31)
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donde el signo menos en el argumento de Gj; se debe a que hemos trabajado en el
espacio euclideo. Notar que los espectros de piones y kaones, asi como de sus companeros
quirales estdn degenerados, como es de esperar dado que se ha trabajado en el limite
de isospin.

Por ultimo, debemos tener en cuenta que los campos mesénicos en la accién de la
Ec. (4.23) no son todavia los estados fisicos dado que no estan correctamente norma-
lizados. Para llevar la accién a la forma canénica en el limite p? = —m?\/l es necesario
renormalizar estos campos mediante constantes Z; adecuadas. Los campos fisicos ven-

dran dados entonces por
—-1/2

o) = Zy " ou(p) (4.32)
donde 4G (p)
-1 _ M\D

Zy = 7dp2 P . (4.33)

4.1.4. Constante de decaimiento débil

Por definicién, las constantes de decaimiento débil de los mesones pseudoescalares
estan dadas por los elementos de matriz de las corrientes axiales AZ definidas en la

Ec. (2.16), entre el vacio y los estados mesénicos, esto es:
vfan(P°) D = (0145,(0)[874(p)) - (4.34)

Los elementos de matriz en la Ec. (4.34) se obtienen a través de la derivada funcional

de la accién euclidea respecto de los campos de gauge y los campos mesénicos,

62Sp

0] A5 (0)16my(p)) = 5os— s '
(0145 (0)|oms (p)) SAGOTH(P) | g =sm,=0

(4.35)

Para obtener la expresion de la corriente axial es necesario realizar transformaciones
de gauge en la accién efectiva introduciendo un conjunto de campos axiales externos
Af,. En una teorfa local, es suficiente reemplazar 9, — D, = 9, + 575 A4}, en la
Ec. (4.1), para que la accién resulte invariante frente a transformaciones axiales loca-
les. En nuestro caso, al trabajar con interacciones no locales, es necesario realizar un

reemplazo adicional en los campos fermiénicos (Ripka, 1997):

¢(m—§) — WA(Q:,Q:—%)Q,Z)(:E—%),
o <m+§> — <x+§) W <x+§,$>, (4.36)

donde la funcién Wy (x,y) esta definida por

y
Wa(z,y) = Pexp{%/ dsﬂ%—,)\aAz(s)} , (4.37)
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siendo P el operador orden temporal, y s tomando valores sobre algiin camino que

conecte x con y.

De la Ec. (4.35) vemos que sélo contribuyen a los elementos de matriz los términos

lineales en Ajj, por lo tanto desarrollamos W4 a primer orden en los campos de gauge,
V1 a 2
Wa(z,y) = 141 / S5 AaAL(5)ds + O(4%) . (4.38)

Luego de un largo calculo, se obtiene que la accién puede escribirse como

[4,6] dp dp & .
57 = / 2m)t 2n )t Z Auij(p) 0mja(p') Gl (p,1) (4.39)

donde se ha escrito explicitamente sélo la parte lineal en AZ y 07, es decir la parte que

contribuye al elemento de matriz estudiado. En esta expresiéon las funciones Gé‘j vienen

dadas por
puGl(p,p) = —idW(p+1) Fy(p®) (4.40)
donde
d4 Mi(q) M;(q)
= 2N, -9 7 L J
/ ") +9la7) Q(Q)} (9) Z1 ) + VT

4
_QNC/(;T(; (0: + 75) [g(q+) +9(q7) — 29(61)] 9(q)

Z(q+ Z(q - _
Mf(qg +) 2 M%(qf(i 42 g2 {((ﬁ 147) + Milg")M;lg )}
dq (M(q")q™ — My(q)q"] - [Z(q )g" — Z(q")q™]
. [ 55 00 (7 + M2(q+)] [g2 + M2 (g )] |

(4.41)

De este modo, introduciendo el factor de renormalizacion de la Ec. (4.33), en el limite

de isospin obtenemos las constantes de decaimiento

1/2
Zr
fr = —QFUU(pQ) )
M pP=-m2
/2
Jk = LQFuS(pQ) ) (4.42)
my p2= %{

para los mesones 7 y K respectivamente. Para el sector n —1’, donde existe una mezcla
entre los estados ng y 7g, pueden definirse dos constantes de decaimiento débil f, , y

fr.a Para cada componente a = 0,8 de la corriente axial definida en la Ec. (4.34). Estas
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se escriben en términos de los dngulos de mezcla de la Ec. (4.28) como

7172

f;; - # {fag(pQ)cos 0, — fao(p2)sin 9,7}
n

7172

/

f = T [ fas(p?) sin Oy + fuo(p?) cos Oy |

m
7

. a=0,8. (4.43)

2.2

p

Las constantes f,, que aparecen en la expresién anterior pueden escribirse en términos

de las funciones Fj; definidas en la Ec. (4.41), resultando

foo@?) = 3 [Pl + Fu?)]
Fos?) = 5 [Fulr?) +2F07)]
) = L2 [Fus?) ~ Puls?)] (1.44)

4.2. Parametrizaciones del modelo NJL no-local

Para completar la descripcién del modelo que hemos presentado, debemos fijar los
valores de los parametros y elegir una dependencia funcional para los factores de forma
f(p) v g(p) introducidos en las corrientes fermiénicas de la Ec. (4.2), que caracterizan
la interaccién entre quarks. De este modo, ademaés de los factores de forma, en el limite
de isospin el modelo incluye cinco pardmetros libres: la masas desnudas de los quarks
m, ¥ mg; las constantes de acoplamiento G y H; y el factor de peso k.

Consideraremos dos parametrizaciones. La primera, que denominaremos como PI,
corresponde a factores de forma exponenciales utilizados frecuentemente en la literatura
(Schmidt et al., 1994; Bowler y Birse, 1995; Golli et al., 1998; Gomez Dumm y Scoccola,
2002; Scarpettini et al., 2004; Gomez Dumm y Scoccola, 2005; Gomez Dumm et al.,
2006):

9(p) = exp(=p*/A3) . f(p) = exp(—p*/A}) . (4.45)

Estos garantizan una rdpida convergencia ultravioleta de las integrales de loops. Los
parametros Ag y A; determinan el rango de no localidad de la interaccién para cada
canal en el espacio de momentos.

La segunda parametrizacion, de aqui en mas PII, consiste en factores de forma que

incluyen Lorentzianas

o) = g S ) ) g ), (a0
donde
fup) = [+ /8372 R =+ aD] (4

Como se puede ver en la Fig. 4.1, estas formas funcionales pueden ser ajustadas de
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forma tal de reproducir la dependencia con el momento de la masa dindmica (panel
superior) y de la funcién de renormalizacion de onda de los quarks (panel inferior)
obtenida en cédlculos de LQCD (Parappilly et al., 2006).

1:‘ LA I L L R R R S B B B B B B B B R B L
0.9

+ Jattice QCD

I + Jlattice QCD |
o6tr - Pl .
[ — PII 1

05 L]
o 05 1 15 2 25 3

p [GeV]

Figura 4.1: Dependencia con el momento de la masa y WFR de los quarks para las
parametrizaciones PI y PII con el momento, comparadas con cédlculos de LQCD para
Ny =2+ 1 extraidos de la Ref. (Parappilly et al., 2006).

Definidos los factores de forma, es posible determinar los pardmetros libres del mo-
delo eligiendo reproducir ciertos observables fenomenoldgicos. Para este andalisis hemos
fijado la masa corriente m,, y el valor del condensado quiral (uu) para la PI y la masa
corriente m,, y el valor de A para la PII, este iltimo basado en el ajuste a los resultados
de LQCD para Z(p). Los restantes cinco parametros se determinaron tomando el valor
de la WFR a momento cero, es decir Z(0) = 0,7, y exigiendo que el modelo reproduzca
las masas de los mesones pseudoescalares w, K y 1/, como asi también la constante

de decaimiento débil del pién f,. En particular, se eligié la masa del mesén 1’ porque
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es la mas sensible al valor de la constante de acoplamiento H, que es la que regula la
anomalia axial.
En la Tabla 4.1 se resumen los valores de los parametros correspondientes a las dos

parametrizaciones propuestas (Carlomagno et al., 2015a).

PI PII

m, [MeV]  5.70% 2.60*
ms [MeV]  136.19  64.91
GAZ 23.64 16.65
—HA} 52559  202.80
Aop [MeV]  814.19  795.46
Ay [MeV] 1032.89 1510.00*
K [GeV] 4.36 10.33

Tabla 4.1: Valores para los parametros del modelo correspondientes a los factores de
forma de las Ecs. (4.45) y (4.46). Los asteriscos indican las cantidades escogidas como
nput.

4.3. Resultados numéricos

Una vez que los pardmetros libres del modelo han sido determinados, es posible
calcular otras propiedades de los mesones escalares y pseudoescalares. En la Tabla 4.2 se
presentan los resultados para los valores de expectacion de los campos, los condensados,
las masas de los mesones y los parametros de decaimiento para las dos parametrizaciones
descriptas en la seccién anterior. Las cantidades marcadas con un asterisco corresponden
a aquéllas que fueron elegidas para fijar los pardmetros del modelo (Carlomagno et al.,
2015a).

En general, las masas de los mesones, los angulos de mezcla y las constantes de
decaimiento predichas estdn en razonable acuerdo con los valores fenomenolégicos.
Puede verse que los obtenidos para la PI no difieren de aquéllos calculados en la
Ref. (Contrera et al., 2010a) para un modelo no local sin WFR. Con respecto al sector
escalar, la inclusion de la funcién de onda conduce a un nuevo campo escalar ¢ que se
acopla con los campos de isospin cero o y og. Las masas de las particulas fisicas son
obtenidas a partir de los autoestados de la matriz de 3 x3 en la Ec. (4.29). La diagonali-
zacién de esta matriz muestra que una de las funciones G/ (p) es definida positiva para
todo el rango de momentos, de modo que la Ec. (4.31) no tiene solucién y no es posible
asociar el campo escalar correspondiente con un estado fisico. Es natural identificar
este estado con el campo (. Los restantes dos estados son interpretados como los meso-
nes escalares ¢(500) y fp(980) descriptos en el Review of Particle Physics (Olive et al.,
2014).

En el caso de mesones cuya masa es superior a 1 GeV, los quarks que constituyen el

mesén pueden estar simultdneamente on-shell cuando p? es del orden de su masa. En
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| PI [ PO | Empirico
7y [MeV] 529 472 -
7s [MeV] 702 709 -

(/K —0,429 | —0,429 -
—(au)'/3 [MeV] | 240* 316 -
—(55)1/3 [MeV] 198 341 -

My [MeV] 139* 139* 139
my [MeV] 495* 495* 495
my, [MeV] 527 523 547
myy [MeV] 958* 958* 958
May [MeV] 936 1070 980
mg; [MeV] 1240 1150 1430
my [MeV] 601 564 400 - 550
my, [MeV] 1364 1315 990 / 1350
fr [MeV] 92.4* 92.4* 92.4
fr/fx 1.17 1.17 1.22
0/ fr 0.17 0.21 (0.11 - 0.507)
f%/ﬁr 1.12 1.09 (1.17 - 1.22)
19 fr 1.09 1.49 (0.98 - 1.16)
fo ] fx —0.48 | —0.46 | —(0.42 - 0.46)
0o —-8.63° | —7.97° | —(0° - 10°)
Os —22.94° | —23.09° | —(19° - 22°)

Tabla 4.2: Resultados numéricos para varias cantidades fenomenolégicas. El asterisco
indica las cantidades escogidas para determinar el modelo.

estas condiciones la integral resulta divergente y es necesaria una regularizacién, por
ejemplo la definida en la Ref. (Scarpettini et al., 2004). Sin embargo se puede realizar
una buena estimacion extrapolando las funciones desde la region donde la integral esta
definida hasta la region donde se satisfaga la Ec. (4.31).

De la Tabla 4.1 se observa que para la PII se obtienen masas bajas para m, y ms y
condensados algo grandes para los sabores livianos, en comparacién con los valores feno-
menolégicos usuales. Resultados similares se obtienen en las Refs. (Noguera y Scoccola,
2008) y (Hell et al., 2011). Como se discute en esos articulos, esto se debe a que los ajus-
tes a los célculos de lattice QCD para la WFR estan basados en resultados obtenidos
de la Ref. (Parappilly et al., 2006) donde la escala de renormalizacién es p = 3 GeV
(es importante notar que tanto las masas de los quarks como los condensados son
cantidades dependientes de esta escala). Por otro lado, para ambas parametrizacio-
nes se encuentra que el cociente mg/m, =~ 25 es fenomenolégicamente adecuado, y
algo similar sucede con el factor —{uu)m,, para el que se obtiene 7,9 x 107> GeV*
para la PI y 8,2 x 1075 GeV* para la PII. Estos valores estdn en buen acuerdo con
los obtenidos a partir de la relaciéon de Gell-Mann-Oakes-Renner de la Ec. (3.18),
—(uuymy = f2m?2/2 ~ 8,3 x 1075 GeV*.
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Resumen:

Comenzaremos describiendo el modelo de Polyakov-NJL no local, considerando
distintos potenciales de Polyakov y estudiaremos, en el contexto de este modelo,
las temperaturas criticas para las transiciones de restauracion de la simetria quiral
y deconfinamiento para potencial quimico nulo. El analisis de las transiciones en
estas condiciones es de fundamental importancia debido a que para . = 0 es posible
estudiar QCD a bajas energias utilizando técnicas de LQCD. De este modo, existen
resultados ab initio con los cuales contrastar aquéllos obtenidos utilizando modelos
efectivos. En segundo lugar se estudiaran las transiciones a potencial quimico finito,
para luego construir el diagrama de fases de QCD en el plano T'—p para los distintos

potenciales y factores de forma.

5.1. Modelo de Polyakov Nambu Jona-Lasinio

Para estudiar el comportamiento de la materia fuertemente interactuante a tempe-
ratura y densidad finitas incorporando una descripcién del deconfinamiento, se puede
considerar el loop de Polyakov (PL), y construir un modelo efectivo para una teoria de
gauge pura que luego se acople al modelo de NJL.

Como hemos visto en el Cap. 2, puede identificarse al valor de expectacién de la

traza del loop de Polyakov ® = (¢) como un pardmetro de orden, siendo ® = 0 el

47
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valor correspondiente a la fase en que los quarks y gluones estan confinados. Célculos
de LQCD para el valor de la traza del PL como funcién de la temperatura indican,
como se puede ver en la Fig. 5.1, que la transicion de deconfinamiento en ausencia de
quarks dindmicos ocurre a una temperatura Ty = 270 MeV, siendo esta transicion de
primer orden.

Es posible construir un potencial efectivo U(®,T') de acuerdo a las estimaciones de
LQCD. Este debera tener un minimo en ® = 0 cuando T < Tp, v en T = T} pasar
a tener un maximo local en ® = 0 y un minimo en un valor de ® > 0, dando lugar
a la transicion de fase (ver Fig. 5.3). Esto se corresponde con la ruptura del grupo
de simetria Z3. El minimo debe acercarse a ® = 1 cuando la temperatura continie
aumentando por encima de Ty (ver Fig. 5.1). A continuacién se describirdn algunos
potenciales propuestos en la literatura.

En primer lugar consideraremos un potencial efectivo basado en la forma logaritmica
de la medida de Haar de integracién asociada con el grupo SU(3) de color. Este viene
dado por (Roessner et al., 2007)

o, T 1
% = —ia(T)CDZ +b(T) log(1 — 60? — 30* 4 803) | (5.1)

con los coeficientes parametrizados segin

a(T) = ap + a1 (?) + as (%)2 v b(T) = b (%)3 . (5.2)

Los parametros del potencial estin ajustados de manera tal que se pueda reproducir
la ecuacién de estado para la teoria de gauge pura y el valor asintdtico de expectacion

del loop de Polyakov cuando T' — oo. Se tiene (Roessner et al., 2007)
ap =351, a3 =-247, a3y =152, b3=-175. (5.3)

Una forma alternativa, basada en el ansatz de Ginzburg-Landau (Ratti et al., 2006),

viene dada por

Upoly (P, T) bo(T) .o b33 ba_4
= — b — =P —d 5.4
T4 2 3 * 4 ( )
donde 9 3
. TQ TO TO
b2(T)—CL0—|—(Z1<T)+a2<T> —{—a3<T> . (55)

Ajustando una vez mas el valor de las constantes a resultados de la teoria de gauge

pura en LQCD, se obtiene

ap = 6,75, a1 = —1,95, as = 2,625,
as = —T744, b3 =075, by =175 (5.6)

Otro potencial considerado en la literatura es el propuesto en las Refs. (Fukushima,

2004, 2008), que incluye un término logaritmico y uno cuadritico con un coeficiente
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que decrece en forma exponencial con la temperatura,
Upaea(®,T) = —bT [54 exp(—a/T) 2 + log (1 — 6P+ 8P — 3@4) ] . (5.7)

Por tltimo, consideramos el potencial propuesto en la Ref. (Haas et al., 2013). Aqui

I I I I I
1 -
08 -
06
B
04
]
) O LQcD
02 L 1 — Logaritmico
: I ——— Polinomico
| ,l -------- Fukushima
0 | PR [ T SR SR A SR S SR I S S S S|
1 1.5 2 25 3

Figura 5.1: Traza del loop de Polyakov como funcién de la temperatura reducida (T =
270 MeV) para los potenciales logaritmico (linea sélida), polinémico (linea de trazos)
y de Fukushima (linea punteada) para una teoria sin quarks dindmicos. Los cuadrados
representan resultados de LQCD tomados de la Ref. (Kaczmarek et al., 2002)

la contribucion de quarks y gluones al potencial Uyyye Se relaciona con el de Yang-Mills

Uy a través de,
uglue((ba tglue) o Z/[YM[q)7 tYM(tglue)] (5 8)

)

T4 Ty

donde

T — Tglue
c ) (5.9)

75YM(75glue) = 0a57tglue = 0557 <W

En este caso se tiene en cuenta la accién de quarks dindmicos sobre los gluones, a dife-
rencia de los potenciales anteriores donde se consideraba una teoria puramente gluénica.
Para incorporar este efecto se define una medida que determina dicha accién y a partir
de la cual puede estimarse cuanto se modifica el potencial efectivo a través de un factor
que escalea la temperatura reducida t g, (ver Fig. 5.2). Esto puede realizarse porque la
forma del potencial se conserva al variar la escala de temperaturas. La dependencia del
potencial del PL con ® es elegida entre los potenciales de las Ecs. (5.4) o (5.1), mientras
que para Tcglue se toma un valor de 210 MeV (Haas et al., 2013). Los parametros a y
b definidos en la Ref. (Fukushima, 2008) de la Ec. (5.7) conducen a una temperatura
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critica de T, ~ 200 MeV, que resulta ser un poco mayor a la estimada por lattice QCD,

por lo cual b y T8" se modificaron a (145 MeV)? y 200 MeV, respectivamente.

05—

—— tym=Tlgue e
— tYM = 057 tg|ue s

T
\
I

0.1f

0.05}
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-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

tglue

Figura 5.2: Relacion entre la escala de temperatura para una teoria Yang-Mills (linea
de trazos) y una teoria donde se considera la accién de los quarks sobre los bosones
de gauge (linea sélida). Las cruces corresponden a los célculos obtenidos a partir de la
medida definida para comparar ambas teorias (Haas et al., 2013).

En relacion al parametro Ty que fija la escala para el potencial del PL, se ha ar-
gumentado que su valor debe ser modificado en presencia de quarks dinamicos. De
acuerdo con el andlisis en la Ref. (Schaefer et al., 2007) se obtiene Ty = 210 MeV para
Ny =2, Ty =190 MeV para Ny =2+ 1y Tp = 180 MeV para Ny = 3, con un error
de aproximadamente 30 MeV. El caso Ny = 2 + 1 corresponde a quarks up y down
no masivos y al quark strange con una masa corriente de aproximadamente 150 MeV,
mientras que Ny = 3 representa a los tres quarks como no masivos.

En el panel superior de la Fig. 5.3 se muestra el valor del potencial efectivo U(®,T)
para los tres potenciales mencionados a una temperatura de 100 MeV, a la que todavia
la transicién de deconfinamiento no ha ocurrido, con lo cual la simetria Z3 no esté rota
y el tinico minimo del potencial se encuentra en ® = 0. Una vez superada la transicién
de fase, a medida que la temperatura aumenta el minimo del potencial se traslada por
medio de una transicion de primer orden a valores finitos de ®, y ® = (0 se convierte
en un maximo local, como se puede ver en los paneles central e inferior de la Fig. 5.3.

Hasta aqui tenemos por un lado el modelo de NJL para los quarks, y por otra parte
un potencial para el PL que involucra al sector gluénico. El acoplamiento entre ellos se
puede incorporar utilizando la derivada covariante. Esto es, en la accién euclidea de la
Ec. (4.1) se reemplaza

Oy — D, =0, —1iA, (5.10)

con 4, = g Aj, A% /2, donde Af, son los campos de gauge de color de SU(3).
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Figura 5.3: Potencial termodindmico del loop de Polyakov para T'= 100 MeV (arriba),
para T' = 250 (centro) y 300 MeV (abajo) con Tp = 200 MeV. La linea sélida representa
al potencial logaritmico, la de trazos al potencial polinémico y la punteada al de Fu-
kushima. Se observa cémo los potenciales pasan de tener un minimo en ® = 0, a tener
alli un maximo relativo y un minimo en algin valor de ® > 0 que se desplaza hacia la
derecha al aumentar la temperatura.

Por simplicidad, en general no se toma en cuenta la dependencia espacial del PL,

es decir que se supone que los quarks se mueven en un fondo uniforme de un campo

estatico de gauge de color, A4 =1 Ay = ¢. Ademas, trabajando en el llamado gauge de
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Polyakov, la matriz A4 tiene representacion diagonal
Ay = p3X3+ psAs (5.11)

de manera que hay sélo dos variables independientes: @3 v g. Debido a las propiedades
del Lagrangiano de QCD frente a la transformaciéon de conjugacién de carga, ® debe
ser una cantidad real, por ende si 3 y g son niimeros reales, necesariamente g = 0.

Entonces, la traza del PL, ® = %Tr exp(ip/T) , que puede tomarse como pardmetro

de orden para el confinamiento, se puede escribir a nivel de campo medio, como

® = [2cos(p3/T) +1]/3 . (5.12)

5.2. Deconfinamiento y restauracion de la simetria quiral

a potencial quimico nulo

5.2.1. Termodindmica a campo medio

Para estudiar las transiciones de fase y la dependencia con la temperatura de
los observables termodindmicos partimos de la Ec. (4.14), incorporando la interac-
cién con el campo de color. Consideraremos el potencial termodinamico por unidad
de volumen en la aproximaciéon de campo medio (MFA) empleando el formalismo de
Matsubara descripto en el Cap. 2, y seguiremos el mismo procedimiento de regula-
rizacion usado en otros trabajos, por ejemplo en las Refs. (Scarpettini et al., 2004;
Gomez Dumm y Scoccola, 2002). Este consiste en sustraer la contribucién del poten-
cial termodinamico en ausencia de interacciones fermidénicas y luego sumarla en su

forma regularizada. Se obtiene asi (Carlomagno et al., 2013, 2015a)

QMFA — qres 4 offee L 14(D,T) + Qo (5.13)
donde
> dgp p%c + MJ% (Pnc)
Qe = 2T / 1
n%; @ lz%pm) (P +m3)
G-y H- - -\ 1 _ G-
- (§R+5R2+ZSuSdSS) -3 > (5'fo+55/2:) ,
!
d3p €, +18
free _ _ S Pe
Q = 2TZ Z / Sk Re log [1 + exp ( T )] . (5.14)

c,f s==%1

Aqui hemos definido p2, = [(2n + 1)7T 4+ o> + 52 y €5, = /P2 + m#. Las sumas
involucran indices de color y sabor ¢ = 7,9,b v f = u,d, s, respectivamente, y los
campos de fondo de color se definen como ¢, = —¢p, = @3, ¢, = 0. Finalmente, el

término )y es una constante que fija el valor del potencial termodindmico a T'= 0. A
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través de este potencial termodindmico se pueden encontrar los valores medios o, ¢ y

3 resolviendo el sistema acoplado de “ecuaciones del gap”

8QMFA

do; 0,
3QMFA

— = O,

o¢
8QMFA

= 0. 5.15

90s (5.15)

Naturalmente, al tomar el limite 7" = 0 se recuperan las expresiones de la Ec. (4.18).
A su vez, es posible calcular cantidades termodindamicas como la densidad de energia €

o la densidad de entropia s, por medio de las relaciones

aQMFA
orT

e=OMA L5 s=— (5.16)
Para el estudio de la transiciones de fase es importante analizar el comportamiento
de los condensados quirales y las susceptibilidades correspondientes. En términos del

potencial €, se tiene

_ o)
(qq9) = 8—mq )
0{aq) _ *Q
= =u,d,s . 1
Xq 8mq amga q u, 75 (5 7)

También definiremos una susceptibilidad asociada a la traza del PL,

do
= — . 5.18
Xo a7 ( )
Para altas temperaturas, el condensado regularizado es dominado por el término libre
Qfree v crece con la temperatura como (qq) ~ —quQ. Por lo tanto, para analizar
la restauracién de la simetria quiral es 1til definir una nueva cantidad denominada

condensado quiral sustraido,

(q9) e % - (5.19)
T o~ s |

normalizado a uno para los valores de los condensados (qq)o = (qq)(T = 0).

De esta forma, nos centraremos en el condensado de quarks sustraido (Gq)sup ¥
en el valor de expectaciéon del PL ®, que serdn tomados como pardmetros de orden
para las transiciones de fase de restauracion de la simetria quiral y deconfinamiento,
respectivamente. Si estas transiciones son de primer orden, se veran reflejadas en una
discontinuidad en los parametros de orden y las funciones termodindmicas. En cambio,

si ocurren de manera suave (crossover), no existe una tnica manera de definir la tempe-
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ratura de transicién. Para estos casos, en lo que sigue, tomaremos como temperaturas
criticas a aquéllas para las que encontramos un méximo en las susceptibilidades antes
definidas.

5.2.2. Resultados numéricos a temperatura finita

En esta seccién se presentan los resultados para las cantidades definidas en la sub-
seccién anterior, empleando los factores de forma introducidos en la Sec. 4.2 y los
potenciales efectivos de la Sec. 5.1 (Carlomagno et al., 2013).

En la Fig. 5.4 graficamos el condensado quiral sustraido, la traza del loop de Pol-
yakov y las susceptibilidades asociadas como funcién de la temperatura. Las curvas
corresponden a la parametrizaciéon PII, donde los factores de forma estan basados en
resultados de LQCD, y al potencial de Polyakov de tipo logaritmico de la Ec. (5.1). En
las figuras se muestran también los resultados obtenidos en célculos de LQCD, tomados
de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky, 2010).

En el panel superior, se observan los resultados para el condensado sustraido (Gq)sun
y la traza del loop de Polyakov ®, para Ty = 270 y 200 MeV (linea a trazos y sdlida,
respectivamente). Como se mencioné anteriormente Ty = 270 MeV es la temperatura
de deconfinamiento para una teoria que sélo incluye bosones de gauge, mientras que
To = 200 MeV tiene en cuenta la presencia de quarks dindmicos (Schaefer et al., 2007).
De acuerdo con el comportamiento de los parametros de orden, encontramos que para
T = 0 los quarks se encuentran confinados en hadrones y al aumentar la temperatura
observamos que a través de una transicién crossover el sistema pasa a una fase donde
la simetria quiral se encuentra restaurada y los quarks se deconfinan.

En el panel central e inferior, se grafican la susceptibilidad de Polyakov xe y la
susceptibilidad quiral x, definidas en la Ecs. (5.17) y (5.18), respectivamente, en funciéon
de la temperatura. Como ya se menciond, las temperaturas criticas se definen por medio
de las posiciones de los picos de estas susceptibilidades. Encontramos que estos picos
se vuelven mas pronunciados cuanto menor es el valor de Ty, hasta que las transiciones
se vuelven de primer orden para Ty < 185 MeV. En las curvas correspondientes a x5 se
observa un segundo pico (muy ancho) que corresponde a la restauracién completa de
la simetria quiral SU(3).

Para Ty = 270 y 200 MeV encontramos que T, ~ 200 MeV y T, ~ 165 MeV,
respectivamente, mientras que los resultados de lattice QCD rondan los 160 MeV
(Bazavov y Petreczky, 2010; Borsanyi et al., 2010b; Borsanyi, 2013). Se observa que
tanto la restauraciéon de la simetria quiral SU(2) como el deconfinamiento ocurren a
la misma temperatura critica. De esta manera, encontramos que para un sistema con
tres sabores de quarks el pardametro Ty debe ser modificado a 200 MeV para que la
temperatura critica coincida con los resultados obtenidos en LQCD. Esto esta en buen
acuerdo con lo esperado tedricamente, como se discutio en la seccién 5.1.

Se observa también que estos resultados son “robustos”: si bien las curvas pre-
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Figura 5.4: Condensado quiral substraido, loop de Polyakov, susceptibilidades quirales

y susceptibilidad del PL como funcién de la temperatura. La linea solida (de trazos)

corresponde a la parametrizaciéon PII, para un potencial logaritmico con Ty = 200

(270) MeV. Tridngulos, circulos y cuadrados representan resultados de LQCD tomados

de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky, 2010).

sentadas hasta ahora corresponden a la PII, la situacién es similar para los factores
de forma de la PI. Con el objeto de comparar las caracteristicas de las distintas pa-
rametrizaciones, se consideraron otras cantidades termodinamicas como la energia de
interaccion o la entropia. De esta manera, en la Fig. 5.5 graficamos la energia de inte-
racciéon normalizada (e — 3p)/T? y la densidad de entropfa normalizada s/sgp, siendo
ssp = [4(N2 — 1) + TN N¢|n?T3 /45 la entropfa de Stefan-Boltzmann para un gas de

gluones y quarks no interactuantes con NN, colores y N sabores. En este caso se tomé
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To = 200 MeV en el potencial logaritmico, tanto para la PI (linea de trazos) como para
la PII (linea sélida). Se incluyeron 3 conjuntos de resultados de LQCD obtenidos de las
Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010; Bazavov et al., 2009; Borsanyi et al., 2010a).

FEn ambas cantidades de la Fig. 5.5, se observa para la PI una caida pronunciada
cerca de los T' ~ 300 MeV, que no se observa para la PII. Para rastrear el origen de este
efecto, se consideré una tercera parametrizacién PIII, en donde el factor de forma g(p)
es también del tipo exponencial pero sin WFR, es decir Z(p) = 1 [esta parametrizacion
ha sido previamente estudiada en la Ref. (Contrera et al., 2010a)]. Se puede observar
que las curvas correspondientes a la PIII no poseen dicha caida, por lo tanto el efecto es
atribuible al factor de forma f(p), de tipo Gaussiano, considerado en la PI. Este mismo
comportamiento se encuentra en los resultados de la Ref. (Hell et al., 2011), donde
la parametrizacién empleada (representada como PIV en la figura) posee también un

factor de forma cuya dependencia con el momento es del tipo exponencial.
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Figura 5.5: Energia de interaccién normalizada (izquierda) y densidad de entropia (de-
recha) como funcién de la temperatura, para diferentes parametrizaciones. Las cur-
vas corresponden a un modelo nlPNJL, considerando un potencial logaritmico con
Th = 200 MeV. Cuadrados, circulos y tridngulos representan célculos de LQCD toma-
dos de las Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010), (Bazavov et al., 2009) y (Borsanyi et al.,
2010a), respectivamente.

Para analizar el efecto del potencial de Polyakov sobre el modelo, se consideraron
los potenciales efectivos descriptos en la Sec. 5.1. Para el potencial logaritmico y poli-
noémico se fijé Ty = 200 MeV, mientras que los parametros b y Tcghle en las Ecs. (5.7)
y (5.9) fueron modificados a (145 MeV)? y 200 MeV, respectivamente. En el panel
izquierdo de la Fig. 5.6, donde se grafica el condensado sustraido, se observa que el
potencial propuesto en la Ref. (Haas et al., 2013) conduce a transiciones més suaves,
lo cual estd en mejor acuerdo con los resultados de lattice QCD. Por otro lado, si ana-
lizamos la traza del PL en el panel derecho, se observa que la transicién es demasiado
abrupta respecto a las estimaciones de LQCD. Esta es una caracteristica general de los
modelos tipo PNJL, tanto locales como no locales. Sin embargo, como se discute en las
Refs. (Marhauser y Pawlowski, 2008; Braun et al., 2010; Herbst et al., 2014), debe te-
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nerse en cuenta que la comparacién entre la traza del PL obtenido en modelos efectivos
y el calculado por LQCD debe ser realizada con bastante cuidado, debido a diferencias
propias de la definicién del espaciado discreto de la red. Esperamos avanzar sobre este

problema en trabajos futuros.
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Figura 5.6: Condensado quiral substraido (izquierda) y traza del loop de Polyakov (dere-
cha) como funcién de la temperatura, para diferentes potenciales efectivos de Polyakov.
Las curvas corresponden a la PII. Cuadrados, circulos y tridngulos representan resul-
tados de LQCD obtenidos de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky,
2010).

En los modelos nIPNJL la restauracién de la simetria quiral y el deconfinamiento
tienen lugar a aproximadamente una misma temperatura, en coincidencia con los re-
sultados provenientes de lattice QCD. Mientras que en las extensiones locales del NJL,
estas temperaturas estdn separadas hasta unos 20 MeV (Fu et al., 2008; Costa et al.,
2009), diferencia que puede eliminarse si se introduce una dependencia con la traza
del loop de Polyakov en la interaccién efectiva de cuatro quarks (Sakai et al., 2010;
Sasaki et al., 2011). En otras palabras, si se propone la interaccién como el intercam-
bio de un gluén efectivo, la constante de acoplamiento dependera explicitamente con
®. El efecto de esta dependencia es el de generar transiciones més abruptas y que la
temperatura de restauracién de la simetria quiral y de deconfinamiento coincidan, al
igual que en los modelos no locales de Polyakov-NJL.

Es importante mencionar entonces, que aunque las transiciones en los modelos no
locales resultan mas pronunciadas que en las versiones locales, esto no debe ser visto
como una consecuencia de la no localidad de las interacciones. Este comportamiento
es debido a la relacién entre las transiciones de deconfinamiento y restauraciéon de la
simetria quiral.

Finalmente, por completitud mostramos en la Fig. 5.7 la densidad de energia y la
densidad de entropia para tres potenciales distintos: el polinémico, el logaritmico y el
polinémico mejorado, obtenido de la Ref. (Haas et al., 2013), para la PII. Puede verse
que para estas cantidades las curvas muestran un acuerdo razonable con los resultados
de LQCD.
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Figura 5.7: Energia de interaccion normalizada y densidades de entropia y energia
normalizadas como funciéon de la temperatura, para la PII y tres potenciales de
PL. Cuadrados, circulos y tridngulos representan calculos de LQCD tomados de las
Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010; Bazavov et al., 2009; Borsanyi et al., 2010a).

5.3. Diagrama de fases de QCD en un modelo nlIPNJL
con WFR

En esta seccion consideraremos sistemas con potencial quimico finito, en el marco
de los modelos de nlPNJL para tres sabores de quarks desarrollados anteriormente.
Recordemos que la traza del loop de Polyakov depende solamente de dos variables

independientes @3 y @g. Para el caso en que el potencial quimico es cero, las condiciones
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de conjugacién de carga de QCD hacen que el PL sea una cantidad real y por lo tanto
se tiene pg = 0, obteniéndose la expresion de la Ec. (5.12). A potencial quimico real
diferente de cero, se debe minimizar la parte real del potencial termodinamico ya que
los valores de expectacion de vacio @ y ®* deben ser reales, y en estas condiciones se
satisface nuevamente que pg = 0 (Roessner et al., 2007).

Al utilizar el formalismo de Matsubara de tiempo imaginario con potencial quimico
finito, en las expresiones para el potencial termodindmico es necesario reemplazar la
cuarta componente del momento py por w, — tu. Por lo tanto, debemos modificar
la definicién que hemos hecho de la variable p2. que aparece en la Ec. (5.14). Las

expresiones correspondientes son:

s d3p Pres T M7 (Pnep)
Oree = 2T log e :
nz_m; (27T)3 [Z2(pnc,ﬁ) (picﬁ_{_ m})
Gy Ho- oo\ 1 . G
_(CR—FER +ZSUSdSS)_§;(Ufo+§Sf) y
d? c
Qfree — —27> > / p3 Re log {1+exp (—Efp+5(u+“0 ))] , (5.20)
c,f s==1 (27T) T

donde ahora hemos definido
Pre =2+ 1)nT —yp+ o +5 7. (5.21)

De la misma forma que lo hicimos en la seccién anterior, a partir de estas cantidades
obtendremos los parametros de orden y susceptibilidades que permitan caracterizar
las transiciones de restauracién de la simetria quiral y deconfinamiento, utilizando
las diferentes parametrizaciones para los factores de forma que ya hemos analizado
anteriormente, como asi también los distintos potenciales efectivos para el PL.
Consideremos primero el caso de temperatura cero. A diferencia del anélisis realiza-
do en la Sec. 5.2, estudiaremos solamente la restauracién de la simetria quiral, ya que
en estas condiciones el loop de Polyakov se desacopla de los fermiones. La transicion
encontrada es de primer orden, mostrando una discontinuidad en los observables. En

el limite T' = 0 se tiene

d* op T M7 (pe
Qreg - _9 Z/ p4 log[ 2p P Qf(p 7]))2 ‘|
(2m) Z%(pep) (PZp +m3)

c’f
- G, H_ 5 5 1 = G
_<CR+5R +ZSuSd S>_§zf:<o-fsf+55f>,
free dgp
Q = QZ/W Re (efp — 1) , €rp < I - (5.22)

En el panel superior de la Fig. 5.8 se muestra el condensado quiral de quarks para las

parametrizaciones PI y PII, normalizado respecto de su valor a potencial quimico nulo.
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La discontinuidad en las curvas indica el valor de p para el cual tiene lugar la restaura-
cién de la simetria quiral. En el panel inferior se grafica para ambas parametrizaciones

la densidad de quarks p, definida como

3QMFA

pP= —T ) (5.23)

normalizada con el valor de la densidad de materia nuclear pg. De los resultados mos-
trados en secciones anteriores se observa que a potencial quimico cero la transiciéon es
un crossover que ocurre a una temperatura aproximada de 165 MeV, mientras que de
la Fig. 5.8 vemos que a temperatura cero la transiciéon es de primer orden para un po-
tencial quimico critico de aproximadamente 310 MeV (Carlomagno et al., 2013, 2015a).
De esta manera, si para p fijos analizamos los pardmetros de orden en funcién de la
temperatura, nos encontraremos con una curva de transiciéon de fase de primer orden
para la restauracion de la simetria quiral con temperaturas criticas que irdn aumentan-
do desde cero hasta un cierto valor Tcgp donde la transicion se vuelve crossover (ver
Tabla 5.1). Este punto final de la curva de transicién de primer orden es el llamado cri-
tical end point (CEP), de coordenadas (pucep, Tcep) en el espacio de fases. Los valores
de ucep v Terp para los distintos potenciales de Polyakov y factores de forma pueden

determinarse numéricamente con buena precisién (Contrera et al., 2010b).

PI PII
Logaritmico Polinémico Logaritmico Polinémico
te (T'=10) [MeV] 311 304
T. (1 =0) [MeV] 164 168 167 171
ucep [MeV] 120 169 140 193
Tcep [MeV] 157 145 156 139

Tabla 5.1: Valores para las temperaturas criticas 7. (a potencial quimico cero), poten-
ciales quimicos criticos p. (a temperatura cero) y coordenadas de los puntos criticos
finales (CEP) para las parametrizaciones PI y PIIL.

Para obtener el diagrama de fases en el plano T'— u estudiaremos el comportamiento
de los parametros de orden para las transiciones de deconfinamiento y restauracion de la
simetria quiral como funcién de la temperatura, variando el valor del potencial quimico.
[ustramos esto en la Fig. 5.9, donde se puede ver el condensado quiral sustraido (linea
sélida) y el valor a campo medio de la traza del PL ® (linea a trazos) para tres valores
de potencial quimico, y para los tres potenciales del PL considerados previamente,
con Ty = 200 MeV. Se ha optado por mostrar los resultados correspondientes a la
parametrizacién PI (curvas similares se obtienen para la parametrizacion PII).

En la Fig. 5.9 se observa que para u = 100 MeV (panel superior) existe una tem-
peratura para la que el condensado cae rapidamente, senal de la restauracién de la
simetria quiral, mientras que de manera simultinea ® aumenta, indicando que co-

mienza la transicién confinamiento-deconfinamiento. Notamos que para este valor de
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Figura 5.8: Condensado quiral y densidad de quarks como funcién del potencial para
temperatura cero. La linea solida (a trazos) representa la parametrizacion PII (PI),
mientras que la discontinuidad senala el valor de potencial quimico para el cual ocurre
la transiciéon de primer orden de restauraciéon de la simetria quiral.

potencial quimico ambas transiciones son de tipo crossover.

Si comenzamos a aumentar el potencial quimico encontramos que existe un valor
pcep (ver Tabla 5.1) a partir del cual hay una discontinuidad en el condensado quiral,
indicando que la transicién es ahora de primer orden. En particular aqui mostramos
el caso para pu = 250 y p = 300 MeV (panel central e inferior). El cardcter de esta
transicion induce una discontinuidad también en el pardmetro de orden para el deconfi-
namiento. Se observa como la temperatura de transicién, indicada para cada potencial
del PL por el salto en las cantidades graficadas, cambia a medida que aumenta el

potencial quimico, tendiendo a cero cuanto mayor es el valor de p.
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Figura 5.9: Condensado quiral sustraido (lineas

sélidas) y traza de loop de Polyakov

(lineas de trazos) como funcién de la temperatura para tres valores de potencial quimico,
© =100, 250 y 300 MeV en los paneles superior, central e inferior, respectivamente.

5.3.1.

Transiciones de fase en el plano 7' — u

Estamos en condiciones de calcular y analizar el diagrama de fases de QCD en el

marco de un modelo nIPNJL para tres sabores de quarks con WFR. Para esto emplea-

remos lo estudiado en secciones anteriores para determinar las curvas de transicion de

fase de primer orden y crossover de restauracion de la simetria quiral y deconfinamiento
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a través de los parametros de orden ya considerados, es decir el condensado quiral de
quarks y el valor de la traza del PL.

En la Fig. 5.10 se muestran los diagramas de fases para los potenciales del PL
logaritmico (panel izquierdo) y polinémico (panel derecho) con Ty = 200 MeV para
los factores de forma correspondientes a las parametrizaciones Pl y PII en los paneles
superior e inferior, respectivamente. La transicién de restauracién de la simetria quiral
estd indicada con linea sélida y de trazos para las curvas de primer orden y crossover,
respectivamente, separadas por el punto critico final (CEP).

La temperatura critica para la transicion de deconfinamiento a potencial quimico
nulo fue determinada por medio del pico de la susceptibilidad de PL. De acuerdo con
el andlisis de la seccién anterior, esta temperatura coincide con la correspondiente a la
restauracién de la simetria quiral (ver Fig. 5.4). Para p finito se observa que a partir de
cierto valor de potencial quimico la restauraciéon de la simetria quiral induce una dis-
continuidad en la traza del PL, pero su valor se mantiene préximo a cero (ver Fig. 5.9),
indicando que todavia no ha ocurrido la transicién confinamiento-deconfinamiento, y
por lo tanto la susceptibilidad del PL de la Ec. (5.18) no permite determinar las tempe-
raturas criticas con buena precisién. En la Fig. 5.10 con lineas de trazos graficamos las
curvas de transicién de fase en el plano 1" — u que corresponden a fijar el valor de ® en
0.3, 0.4 y 0.5, respectivamente. De este modo, la regién delimitada entre estas curvas
y la de restauracién de la simetria quiral determinan una fase, denominada Quarkioni-
ca (McLerran y Pisarski, 2007; McLerran et al., 2009), donde puede interpretarse que
los quarks permanecen confinados pero con la simetria quiral restaurada.

Se observa que a temperatura cero el valor del potencial quimico critico u,. resulta
independiente del potencial de Polyakov, ya que en estas condiciones el PL se desa-
copla de los fermiones. Por otro lado, u. y T, difieren solamente en un ~ 2% entre

parametrizaciones y potenciales de Polyakov.
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Figura 5.10: Diagrama de fases para los potenciales de PL logaritmico (izquierda) y
polinémico (derecha) para los factores de forma de las parametrizaciones PI (arriba) y
PII (abajo) con Ty = 200 MeV. La transicién quiral sefialada con linea sélida (a trazos)
corresponde a la de primer orden (crossover).
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Resumen: En este capitulo consideraremos un modelo no local de quarks de masa
nula tipo NJL donde los valores de expectacién de vacio de los campos poseen una
dependencia explicita en las variables espaciales, dando origen a una estructura
de fases homogéneas e inhomogéneas. En la primera parte se realizara una breve
introduccién a las fases no uniformes y a la teoria de Landau. Luego, en la parte
final del capitulo se estudiara el diagrama de fases en el marco de esta teoria

efectiva.

6.1. Introduccién a las fases inhomogéneas

En lo desarrollado hasta ahora, cuando estudiamos el modelo de NJL y su extensién
con interacciones no locales, nos basamos en la suposicion de que el estado de minima
energia siempre satisfacia invarianza traslacional. En particular, que el condensado qui-
ral, pardmetro de orden de la simetria quiral, era constante en el espacio. Sin embargo,
resulta razonable esperar que la transicién desde bajas densidades (donde los bariones
son los grados fisicos de libertad del sistema) hacia una fase homogénea de quarks y

gluones a grandes potenciales quimicos, ocurra via fases intermedias no uniformes.
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El estudio de estas fases inhomogéneas en materia de quarks no es algo nuevo [una
revisién detallada puede encontrarse en la Ref. (Broniowski, 2012)]. Pueden citarse los
trabajos de Migdal (Migdal, 1971, 1973) para la condensacién de piones, que a finales de
la década del ‘70 fueron generalizados por Dautry y Nyman (Dautry y Nyman, 1979)
para sistemas relativistas, mientras que una década mas tarde Kutschera, Kotlorz y Bro-
niowski (Kutschera et al., 1990a; Broniowski et al., 1991; Kutschera et al., 1990b) estu-
diaron la condensacién de piones en materia de quarks en el contexto de un modelo tipo
NJL (Broniowski y Kutschera, 1990; Sadzikowski y Broniowski, 2000; Schon y Thies,
2000). En las ultimas décadas un estudio sistematico fue realizado por Nakano, Tatsu-
mi (Nakano y Tatsumi, 2005) y Nickel (Nickel, 2009b,a).

Estudiaremos aqui la ruptura inhomogénea de la simetria quiral, esto es, la forma-
cién de fases caracterizadas por un condensado que rompe la invarianza traslacional.
Cualitativamente, la formacién de condensados quirales inhomogéneos puede entender-
se por analogia con los pares de Cooper: cerca de la superficie de Fermi, si existe una
fuerza atractiva, el sistema puede reducir su energia libre creando pares de particulas,
hasta que eventualmente condensan. En la teoria BCS (Bardeen et al., 1957) los fer-
miones que forman el par tienen momento opuesto, de modo que el momento total que
lleva el par es cero, y como consecuencia el condensado es constante en el espacio. Por el
contrario, si las particulas tienen momentos diferentes como en el caso de fermiones con
espin opuesto en un campo magnético, no podran estar sobre la superficie de Fermi y
por lo tanto formar el par costara algo de energia. En esas condiciones, s6lo se formara
el condensado si la diferencia de momentos es menor que el gap de energia del par de
Cooper, es decir, si atun teniendo en cuenta esta diferencia el condensado sigue siendo
la configuracién de menor energia (Clogston, 1962; Chandrasekhar y Hulm, 1962).

En el vacio, la ruptura de la simetria quiral se da por la formaciéon de pares de
quarks con diferente quiralidad, que generan un condensado no nulo. Si despreciamos
la masa de los quarks esto puede hacerse sin costo de energia. A potencial quimico finito,
en cambio, se requiere una energia mayor a 2u para excitar un par quark-antiquark,
por lo cual este mecanismo de momento total nulo a altas densidades no es probable.
Pero podemos considerar un par formado por un quark izquierdo de momento p'y el
hueco dejado un por quark derecho de momento —p. En esta configuracién el par tiene
momento total P = 2p, con lo cual el condensado que se formara es no uniforme en el
espacio, variando con x como P,

Para ejemplificar lo anterior veamos un caso simple. Consideremos una versiéon 141

dimensional del modelo de NJL (NJLy), cuyo lagrangiano viene dado por

2

— g — —
L, = 00" 06 + 5 |(69) + (0°9)°] (6.1)
donde el campo fermidénico ¢ y su conjugado tienen dos componentes espinoriales.
Tomaremos la representacién de las matrices v como 10 = o1, v! = —10? y 75 = o3,

siendo ¢! las matrices de Pauli de 2 x 2. Para describir un sistema a densidad finita
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Figura 6.1: Esquema de los diferentes mecanismos para la formacion de pares en presen-
cia del mar de Fermi (Buballa y Carignano, 2015). De izquierda a derecha, par quark-
antiquark, par quark-hueco con momento total cero y par quark-hueco con momento
total no nulo.

es necesario agregar el término u¢'¢ a la Ec. (6.1). Lo interesante es que este término

puede ser eliminado por una transformaciéon quiral local
o(x) = e*”‘msgb/(x) , (6.2)

donde z denota la coordenada espacial. Esta transformacién mapea exactamente un
sistema a potencial quimico y en el de uno a g = 0. Con lo cual, si a densidad nula el
estado de vacio esta caracterizado por un condensado escalar no nulo y uno pseudoes-
calar nulo, se mantendra asi para cualquier valor del potencial quimico, obteniéndose

lo que se conoce como “espiral quiral” en 1 + 1 dimensiones,

(@0) = cos(2uz){@d)uo , (6.3)

(ry°9) = sen(2uz)(9¢).—o - (6.4)

El diagrama de fases que se obtiene de este modelo NJLy es tal que por debajo
de la temperatura critica 7., que es la temperatura a la cual se restaura la simetria
quiral a densidad nula, la fase inhomogénea de espirales quirales es la energéticamente
favorecida para cualquier valor de u. Por encima de T, la simetria se restaura y el
sistema se encuentra en una fase homogénea. Por lo tanto, el diagrama de fases en el
plano T — p se encuentra divido por una linea recta horizontal T' = T, que separa las
fases con simetria quiral rota y restaurada. Sélo a u = 0 el sistema se encuentra en un

estado de fase homogénea con simetria quiral rota.

6.2. Teoria de Landau

Esta teoria fue formulada por Lev Davidovich Landau en 1937. Tiene como prin-
cipal ventaja su caracter fenomenoldgico, ya que no depende de la naturaleza de las
interacciones que gobiernan al sistema, sino de las simetrias de éste. Mas aun, sélo

describe transiciones de fase donde existe un cambio en dicha simetria.
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La energia libre de Landau F es una aproximacién a la energia libre en la vecindad
de la transicién de fase, que depende de todas las variables externas del sistema y
parametros de orden. Si se supone que existe una fase de mayor simetria donde todos
estos parametros de orden se anulan, uno puede descomponer la energia libre de Landau

Ccomo

F=Fo+AF(), (6.5)

donde Fy no depende de los pardmetros de orden n° y AF(n) es pequefio en un entorno
de la transicion de fase. De este modo, es posible hacer un desarrollo de Taylor de

AF(n') en potencias de n°. Por ejemplo, para un tinico pardmetro de orden real,

N

«

AF=Y" ?’%7’“ + 0Nt . (6.6)
k=1

Naturalmente, si existe una transformaciéon n — —n, todas las potencias impares no
contribuyen al desarrollo. Por este motivo, el término lineal estard presente sélo cuando
7 se acople con campos externos y satisfaga la simetria de paridad. El cuadratico
estd siempre presente y para asegurar una fase estable se deberd cumplir que as > 0
(para tener derivadas segundas positivas en 7 = 0). Con lo cual, en esta teoria ocurre
una transicion de fase cuando el coeficiente as cambia de signo mientras los otros lo
conservan. Si existe un término cubico, el desarrollo no estard bien comportado (la
energia libre de Landau puede no estar limitada por debajo); ademds, su ausencia
asegura que la transicién de fase sea continua. El signo del coeficiente «y puede generar
un cambio en el caracter de la transicién si se vuelve negativo, esto es, que la transicion
pase de ser de segundo a primer orden. Finalmente, para tener una energia libre bien
comportada serd necesario la positividad del dltimo coeficiente del desarrollo cuando

In| — oo.

6.3. Modulacion espacial de los condensados quirales

Describiremos en esta secciéon un ansatz simple para la modulacién espacial de los
condensados quirales, y sobre esta base estudiaremos la estructura del diagrama de
fases en el contexto de un modelo quiral nINJL con simetria SU(2) de sabor. Teniendo
en cuenta la teoria de Landau, es esperable que las caracteristicas principales de los
diagramas no dependan fuertemente de la dependencia de los condensados con las
variables espaciales. Como punto de partida propondremos una dependencia espacial
para los condensados de la forma de una onda plana, cuya parte real e imaginaria seran

el condensado quiral escalar y pseudoescalar, respectivamente.

(p0) oc cos(Q - )
(0°9) o sen(Q - ) (6.7)
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Por analogia con la onda de densidad de espines en sistemas de materia condensada, esta
propuesta es denominada “Onda dual de densidad quiral” (DCDW) (Nakano y Tatsumi,
2005). Este ansatz también es llamado “espiral quiral”, ya que el condensado describe
una espiral en la direccién de C_j

Para entender mejor el rol de esta modulacién, estudiemos el espectro de un quark
sin masa en presencia de una DCDW como campo externo. La densidad lagrangiana

de este sistema sera (Nakano y Tatsumi, 2005)

L =1(x) [z@ -M (cos(é Z) + 175 sin(Q f))} P(x) . (6.8)

El efecto de la interaccion es el de conectar particulas izquierdas con derechas en pares
de momento total Q:

/d3 Lo / d3 —q/2) au(p—q/2)" -M Yr(p—q/2)
7/)R p+Q/2) -M ou(p+aq/2)* Yr(p+4q/2)

donde ¢* = (O,Cj), mientras que M representa la masa dindmica generada por la

interacciéon con la DCDW. El espectro se obtiene de los polos del propagador, es decir
det |o,(p — 4/2) ou(p + a/2" = M?| =0, (6.9)

que tiene como solucién

E(p) = \/Eo@? T JEap e e, B = MR (610)

Si @ es distinto de cero el espectro se separa en dos ramas. Para pequenos valores de

|C§| se tiene que OF2 /(9|C§|2 < 0, con lo cual para un valor constante de M es posible
disminuir la energia de una particula de momento p’ eligiendo un valor no nulo de @
De esta forma, a densidad no nula, se reduce la energia del sistema poblando la rama

negativa, generando asi una fase inhomogénea.

6.4. Modelo no local quiral con simetria SU(2) de sabor

En el limite quiral, donde los quarks no tienen masa, el punto critico final (CEP)
se transforma en un punto tricritico (TCP). En este limite, el TCP determina cudndo
la transiciéon pasa de primer a segundo orden en el diagrama de fases. Si uno considera
fases no uniformes andlogas a las descritas en secciones anteriores, este punto puede ser
reemplazado por otro, denominado punto de Lifshitz (LP), donde dos fases homogéneas
con simetria quiral rota y restaurada se encuentran con una inhomogénea (Nickel,
2009a). El objetivo en esta seccién es el de analizar la posicién relativa entre el TCP
y el LP en el marco de la versién méas simple de un modelo quiral de quarks con

interacciones no locales con simetria SU(2) de sabor en el limite de masa nula. Para
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este caso, la accién euclidea efectiva estd dada por (ver Seccién 3.4)

sp.= [[ate [-i0@) 9 v@) - 5 4u@) jule)] (6.11)

donde 9 = (u,d)” representa el campo fermiénico para Ny = 2 sabores. Las corrientes

no locales j,(x) estan definidas como

_ /d4z G(z) ¥ ( —) T, o (3: . 5) (6.12)

donde 'y = (1,i7v57), y la funcién G(z) es un factor de forma no local que caracteriza
la interaccion efectiva .

Como hemos discutido previamente a energias menores de 1 GeV los grados de
libertad fisicos son los mesones escalares y pseudoescalares livianos, dado que a esta
escala los quarks se encuentran confinados en hadrones. Por lo tanto, al igual que
en el caso del modelo con simetria SU(3) de sabor analizado en capitulos anteriores,
procederemos a bosonizar la teorfa introduciendo campos bosoénicos auxiliares ®,(x),
y los campos fermiénicos seran eliminados por integracién siguiendo el formalismo de

la integral funcional. Este proceso conduce a la accién (Carlomagno et al., 2015b,c)

_ / d' d' (') DL z) (z) + % / B Bu(2) Da(z),  (6.13)

con

DY x) = W@ — 2)(—ife + me) + Gz —2) T, B, (m J; x/> : (6.14)

Consideremos una vez mas la aproximacion de campo medio (MFA), donde los campos
escalares y pseudoescalares son reemplazados por sus valores de expectacién de vacio
®,(x) que dependen, en este caso, explicitamente de las coordenadas espaciales. En el

limite quiral (m, = 0), la accién euclidea en la MFA resulta

—— /d4x/d4x' [Tr log DL, (2, ) + % Bo(2) Dy () 6D (2 — )| , (6.15)

donde la traza actia sobre los espacios de color, sabor y Dirac. Hemos definido el
operador DL, (2/,2) = Dy*(2', ) + M(2',z), siendo

Dg'(a',z) = o'’ —2) (—ifs)

/
M(,z) = G« —2) "8 (%) . (6.16)
El anélisis de los sistemas con temperatura y potencial quimico finitos puede rea-
lizarse mediante el formalismo de tiempo imaginario desarrollado en el Cap. 2. Como

hemos visto, en el espacio de momentos esto implica para algin dado operador F' el
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reemplazo

/—WF[p4,...] S TS Flen+ DT —ip,...]. (6.17)

n=—oo

6.4.1. Analisis generalizado de Ginzburg-Landau

Este andlisis constituye una extension de la Teoria de Landau y consiste en desarro-
llar el potencial termodindmico en potencias del parametro de orden y sus gradientes.
Por lo tanto resulta valido en el entorno donde estas magnitudes son pequeiias, es de-
cir en la vecindad de las transiciones de segundo orden. Este andlisis permite realizar
un estudio general sin necesidad de especificar la forma explicita de la inhomogenei-
dad (Nickel, 2009a; Abuki et al., 2012).

De la Ec. (6.15), podemos escribir

Tr log DL, = Tr log Dal + Z ﬂ
n

n>1

Tr [(DoM)"] | (6.18)

con lo cual la accién euclidea de la Ec. (6.15), puede ser reescrita como

SMFA == S&FA + A‘SVMFA ) (619)
donde
SBIFA = —Tr log DO_1 ,
s =~ e gy 4 o [ b @ ae@ . 620)
—— 2 " T 0 50 z T ) . .

Estamos ahora en condiciones de escribir el gran potencial termodinamico llevando
a cabo una expansion doble en el parametro de orden y su gradiente hasta el orden seis
(n = 6). Siguiendo el andlisis propuesto en la Ref. (Nickel, 2009a) se tiene en la MFA
que (Iwata et al., 2012)

- a9 = a4, = o - ag , = g, = =
Qs (T, 2a() = 3 82+ (B2 + =2 (VE) 4 (%) + =2 (2, VD)
+C“6?C [22(Ve)? - (3,V8)*| + % (AD)? (6.21)

donde ®% = (®,®) = &0, = 62+ 72, (O,VD) = &,Vd, = 6V5 + 7V7, etc.

Después de algunos cédlculos, se encuentran las expresiones para los coeficientes de este
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desarrollo (Carlomagno et al., 2015b),

1 2
a9 = 5—8N62 2'2—2
n

np
4
a = 8chf g
np pn
2 ) /_‘
aw = N3 L (1-375)
hp Pn g
6
ag = 8N L
p Pn
4 / 12
g 269 o 897 .
agy = _40Nc2§ l—ﬁ <1—1—5—P2+g—zp2pi>]
hp L Pn g g
4 ) /_‘
Qe = —24NCZ g—6<1—§g—p2)
np pn g
2 24 _ 1 12 "\
apa = —4Nc§t g—ﬁll—gg—p%g 4+ 9 )54, (6.22)
p Pn g g g

donde se han definido

=5 Y [ ans? (6.23)

y pa = [2n+ D)aT —ip)” + 52

La funcién g es la transformada de Fourier del factor de forma que aparece en las
corrientes fermiénicas G(z) evaluado en p? = p2, mientras que ¢', g denotan las deriva-
das respecto 2. En las Ecs. (6.22) se opté por mantener las derivadas (algunas de éstas
pueden ser removidas con integracién por partes) para poder facilitar la comparacién
con el modelo local de NJL, que se obtiene tomando G(x) = §®*)(z), o equivalentemen-

te ¢ = 1. En este limite ¢’ = ¢” = 0, recuperdndose los resultados presentes en las
Refs. (Nickel, 2009a; Iwata et al., 2012),

Qgp = Q4 , (6.24)
a6b/5 = 0460/3 = 2a6d = Qg . (6.25)

Hemos supuesto aqui simetria rotacional, que junto a la simetria quiral nos aseguran que
todos los términos impares del desarrollo de Ginzburg-Landau (GL) sean cero. También
se ha supuesto que los coeficientes de mayor orden, no presentes en este desarrollo, son
positivos para tener un sistema bien comportado.

Los coeficientes de GL son funciones de T'y u y por lo tanto determinan la estructura
de fases. Si ayp > 0, los gradientes son desfavorecidos y tendremos fases homogéneas; si
ademas a4 > 0, tendremos una transicién de segundo orden desde una fase con simetria
quiral rota donde as < 0 a una con la simetria restaurada en la que as > 0. Si por

el contrario ay < 0, la transicion serd de primer orden. Con lo cual el punto tricritico,
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donde la transicién de segundo orden se vuelve de primer orden, se obtiene de resolver
el sistema de ecuaciones
a9 = 0 s Yy = 0. (6.26)

Si tenemos fases homogéneas para oy, > 0 e inhomogéneas para oy, < 0, y por otro
lado regiones con simetria quiral rota para as < 0 y restaurada si as > 0, podemos
determinar la posicién del LP (punto donde donde dos fases homogéneas con simetria
quiral rota y restaurada se encuentran con una inhomogénea) resolviendo el sistema de

ecuaciones que surge de hacer cero a los coeficientes a2 'y Oyp, esto es
g = 0 s gy — 0. (627)

De la Eq. (6.24) podemos ver que en el modelo NJL el TCP y el LP coinciden,
mientras que en la versién no local esto no se cumple necesariamente. Para encontrar
la posicién de estos puntos es necesario resolver las Eqs. (6.26) y (6.27), lo cual puede
ser realizado numéricamente. Esto implica determinar una parametrizacién para los
parametros libres del modelo (ver Apéndice A), como asi también elegir la forma ex-
plicita del factor de forma, para luego proceder en forma analoga a lo explicado en la

Seccion 4.2. Consideremos por simplicidad la forma Gaussiana
_ 2 /42
g = exp(=p" /A7), (6.28)

que ya ha sido utilizada en esta Tesis y también en otros trabajos (Schmidt et al.,
1994; Bowler y Birse, 1995; Golli et al., 1998; Gomez Dumm y Scoccola, 2002, 2005;
Gomez Dumm et al., 2006). El rango de la interaccién esta controlado por el pardame-
tro A, que junto a la constante de acoplamiento G determinan el modelo por comple-
to. Para fijar los valores de estos parametros usualmente se eligen como observables
fenomenologicos el valor de la constante de decaimiento débil del pion y el condensa-
do quark-antiquark. De acuerdo a trabajos recientes (Aoki et al., 2014), consideramos
fr = 86 MeV y (qq) = —(270 MeV)3. Estos valores difieren de los usados en la Sec-
cién 4.2 debido a que estamos trabajando con un modelo de quarks con masa nula.

Dado que A y G son los tnicos parametros del modelo, cualquier cantidad adimen-
sional resulta proporcional a G = GA2, mientras que una con dimensiones se relacio-
naré con G a través de alguna potencia de una cantidad dimensional, por ejemplo f;.
Con lo cual, uno puede definir un valor “fisico” para G como resultado del cociente
—<ch>1/ 3/fr ~ 3,14. La parametrizacién que reproduce los mencionados valores feno-
menolégicos es, para un factor de forma Gaussiano, G = 14,65 GeV =2, A = 1,045 GeV
y por lo tanto G = 16,03.

Para entender la dependencia de los resultados con la parametrizacion empleada, se
vari6 el cociente —(gq)'/3/f, en un rango de 3,0 a 3,3, que para f, = 86 MeV, equivale
a variar en 20 MeV al condensado quiral. Los resultados numéricos obtenidos para las
coordenadas del TCP y del LP se muestran en la Fig. 6.2 (Carlomagno et al., 2015b). En
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el panel superior izquierdo se grafican las posiciones del TCP y del LP en el plano T — p,
para el rango ya mencionado. Se observa que para cada parametrizacién el LP siempre
se encuentra a menores temperaturas y mayores densidades que el TCP. En los paneles
superior derecho e inferior izquierdo se muestra la dependencia de la temperatura y del
potencial quimico del TCP y el CP como funciones del condensado quiral, normalizados
con fr = 86 MeV. Finalmente en el panel inferior derecho se grafica como funcién del
condensado de quarks el valor de GA2. Esta curva representa las parametrizaciones
fenomenologicas posibles que se obtienen al variar —(ch)l/ 3 dejando f, constante. El

valor “fisico” estd indicado por las lineas de trazos.

1.25 T T T
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Figura 6.2: Dependencia del TCP y LP en el rango de condensado quiral 250 a 290 MeV
con la temperatura y el potencial quimico. El en panel inferior derecho se grafica GA?
para el mismo rango de condensado de quarks. El valor “fisico”, —((gq)")'/3/ [~
3,14, esta indicado por una linea de trazos.

Es interesante notar que los resultados presentados para los coeficientes de GL pue-
den ser aproximados por expresiones semi-analiticas, que facilitan el analisis. Detalles de
estos cdlculos pueden encontrarse en el Apéndice By en la Ref. (Gomez Dumm y Scoccola,

2005). Como resultado se obtiene, para un factor de forma g(p) arbitrario,
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ay = é EQ =T+ p? - / dp p g*(p )],

o = —%[ < T2+,U>+1+10g2—/ dp 4(P2)—n+p(p)—n(p)]’

T —%[ < +u2>—§[g’(0)2+g”(0)} <73—0T4+7r2T2u2+;u>+
§+log2—/ i 2(292)—n+p(p)—7"b(p)] . (6.29)

Si bien las expresiones no son exactas, en la regién de interés (es decir en el entorno a la
transicion de fase donde a su vez el desarrollo de GL es valido) estas relaciones proveen
una muy buena aproximacién (errores del orden del por ciento) a aquellos resultados
obtenidos realizando numéricamente las sumas sobre las frecuencias de Matsubara.

En particular, el valor del coeficiente g, en el TCP puede ser calculado si se exige
que as = ay = 0, obteniendo

N, | = 7 1
ap™” = = {3 602 +4"(0)] [5 T 27T~ T%) + 5 (T2 - T2)2]

+ g (0)T? + % — 4/00 dp p logp [1 —2¢*(p*)] 9(»*) ¢ (»*) } , (6.30)
0

donde T, representa la temperatura de la transicién quiral (de segundo orden) a pu = 0.
Observando la expansién de GL, vemos que la condicion aé(gCP) > 0 (< 0) implica que
el LP estd ubicado a menores (mayores) temperaturas y mayores (menores) densidades
que el TCP. Ahora bien, para el caso particular de un factor de forma Gaussiano, la

Eq. (6.30) se reduce a

1+4log?2 14 2
ch)_Nc{—tz%-TQg%— 5 |5 —th 4Pt — t)+§(t§—t2)2]} , (6.31)

donde hemos llamado ¢t = T/A y t. = T./A. Puede verse que en este caso se tiene
(TCP) o
oy < 0 sélo si se cumple
_ 472
G > T ~ 379, (6.32)

N.[\/6(13 — 210g 2) — 8]

que se encuentra muy lejos del rango aceptado fenomenoldgicamente. Si en lugar de un
factor de forma Gaussiano consideramos otras formas funcionales, se obtienen resul-

tados similares (Carlomagno et al., 2015b). Por ejemplo, para funciones Lorentzianas

1
I =TT /N

con n > 2, a medida que n crece tanto el TCP como el LP tienden a localizarse a

(6.33)
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menores temperaturas y eventualmente el LP desaparece. En general, para todas las
parametrizaciones consideradas encontramos que el TCP esta a mayores temperaturas
y menores densidades que el LP.

Finalmente, también se consideraron factores de forma instantdneos (esto es, que
s6lo dependen de variables espaciales). Los cdlculos numéricos muestran que la posicién
del TCP y LP sigue en estos casos el mismo comportamiento antes descrito para los
factores de forma covariantes.

Por lo tanto, dado que la posicién del TCP (punto final de la linea de transicién
quiral de segundo orden) se ubica siempre a mayores temperaturas y menores densidades
que el LP (punto donde dos fases homogéneas con simetria quiral rota y restaurada
coexisten con una inhomogénea), la estructura de fases en estos modelos no locales es
tal que la transiciéon de primer orden entre fases homogéneas no esta cubierta por una
fase inhomogénea, favorecida energéticamente. El andlisis detallado de los diagramas

de fase inhomogéneos se realizara en la siguiente seccién.

6.5. Condensados inhomogéneos en modelos no locales

En esta seccién se estudiardan en detalle las fases inhomogéneas en un modelo nINJL.
Consideraremos, al igual que en la Seccién 6.4, su versiéon con dos sabores de quarks
no masivos e interacciones no locales de cuatro fermiones. Como hemos visto, la accién
euclidea efectiva viene dada por la Ec. (6.11), y las interacciones estan definidas por las
corrientes de la Ec. (6.12). El modelo puede ser bosonizado introduciendo campos au-
xiliares ®,(x), conduciendo a la accién de la Ec. (6.13). De la misma manera que antes,
se trabajard en la MFA y se integraran los grados de libertad fermiénicos, obteniéndose
la accién bosonizada a campo medio de la Ec. (6.15).

En la MFA, el potencial gran canénico por unidad de volumen, se define

T
QI\AFA - — V log ZMFA 5 (6.34)

donde Zya es la funcién de particién a campo medio, que se obtiene directamente de
la Ec. (6.15). Si el estado fundamental no es homogéneo, el condensado de quarks puede

calcularse introduciendo un campo auxiliar estatico ¢(Z). Se tiene

_ dlog Z[y]

LG

(@) (@) = (6.35)

donde Z[¢] se obtiene a partir de Zyrs cambiando Dk, (z/,x) — Dk, (2, z)+6®) (2 —
Z)e(Z) en el propagador de la Ec. (6.14). Como en estas condiciones no necesaria-
mente se conserva paridad, se pueden obtener valores no nulos para los condensa-
dos ((Z) T3 (%)) = ((F) iys731(F)). Estos pueden obtenerse en forma aniloga a la
Ec. (6.35) sumando un término 0 (2/ — z)iys73¢(Z) al propagador Dyl (z', x).
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Resultara conveniente considerar el propagador de la Ec. (6.14) en el espacio de

momentos,

/ —1
Dues o9 Q) = |(p+me) 2y 80 = p) + 9 (P50 Lol - )]
(6.36)

donde g(p) es la transformada de Fourier del factor de forma G(z). De esta manera los

condensados resultan

3
BT v@) = -1 3 [ S A DGl a =03 (637

n=—oo

donde se ha definido un propagador efectivo D(p/,p) a partir de Dyps(p/,p; Q) =
(2m)0(pl, — pa) D(p, p). La cuarta componente de p’ y p en la Ec. (6.37) es p, = py =
wy, — i, siendo p el potencial quimico y wy, = (2n + 1)7T las frecuencias fermionicas
de Matsubara.

6.5.1. Onda dual de densidad quiral (DCDW)

En la Seccién 6.3 introdujimos la modulacién espacial mas simple para el conden-
sado quiral y vimos su aplicacién y efectos en un modelo sencillo de un quark que
interactuaba con una DCDW (Nakano y Tatsumi, 2005) como campo externo. En este
caso estudiaremos la presencia de una DCDW pero en el marco del modelo analizado
anteriormente, es decir, un modelo no local de NJL con simetria SU(2) de sabor. La

dependencia espacial del condensado viene dada por (Muller et al., 2013)

(@(@)q(@)) o cos(Q - 7) (@(#@)in5q(#) o sen(@ - 7) , (6.38)

para ¢ = u y d. Por simplicidad, consideraremos una vez mas el limite de masa nula
m. = 0. En este limite el comportamiento deseado para los condensados puede ser

obtenido con la siguiente propuesta para los campos medios bosénicos (Muller et al.,
2013):

Lo @u(p —p;Q) = ¢ 2m) (py —pa) Y. %5(3)( ~F+sQ). (6.39)

En efecto, de la Ec. (6.39) se observa que el propagador efectivo resultard diagonal por
bloques en el espacio de sabor, por lo cual podré separarse en una suma de propagadores

D, y Dy, los cuales luego de invertir la Eq. (6.36) resultan (Carlomagno et al., 2015c¢)

s (BB -5-F)  A(p:Q) s ) )
Dulp'.2:Q) ( A Q) IOG - ) B(2E2,Q) 6 (5 — 5+ )
Da(,p;Q) = Du(@,p;—-Q), (6.40)
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donde A (p; é) y Bi(pl;'p ,Q) son matrices de Dirac de 2 x 2, definidas por

Aspi ) = (1@{@4 (F£ G + 69(p)?(ipal £5-7) + 09(3)°G - 7}
Bi(t;Q) = ((c}){[ QZ/4+¢29(75)2]1—¢({><Qimé)-ﬂ}, (6.41)
Ap:Q) = [ - @2+ P9w?] + 037 (5GP (6.42)

De este modo, de la Ec. (6.37) se obtiene la dependencia espacial buscada,

(a@u(@) = (d@d@) = F(Q) cos(Q- f),
n(Q

(W(@)insu(E)) = —(d(@)isd(T)) = F(Q%)sen(Q-T) , (6.43)
donde
B d?’p ¢ g(p) [p* — Q?/4+ ¢*g(p)?]
F(Q*) = —4N,T n_zoo/ A0 : (6.44)

CON Py = Wy — Tl

Si el estado fundamental es homogéneo, los campos ®,(x) son uniformes y por
paridad se tiene que ®,(p) = (21)*6@®(p)G,, con 6, = (¢, 0). De esta manera el
operador de la Ec. (6.36) puede ser invertido trivialmente obteniéndose la ecuacion del
gap de la Ref. (Gomez Dumm et al., 2006)

2
_ )° ¢
- 8GN/ i +gp) 7 (6.45)

Los condensados quirales en ese caso, pueden obtenerse tomando Cj = Oen las Ecs. (6.43)
y (6.44),

(i) = (dd) = —AN,T _Z / 5> +g()‘)b2¢2,

<ﬂi'y57'3u> = <Ji757’3d> = 0. (6.46)

Estas expresiones han sido obtenidas en trabajos previos (Gomez Dumm y Scoccola,
2002; Gomez Dumm et al., 2006), y coinciden (como era de esperarse) con el resultado
de la Ec. (4.21) a T' y u finitos en el limite de dos sabores, tomando Z(p) = 1

Consideremos ahora el potencial termodindmico de la Ec. (6.34) para el caso de
una DCDW. Si se integra la accién (6.15) sobre los campos auxiliares y sobre el espacio
4-dimensional empleando el ansatz de la Ec. (6.39) junto al propagador efectivo (6.40),
y usando que Trlog Dy;L, = logdetDy,}, se obtiene

¢2
2G

QMFA(T?IU’) = —2N.T Z /

n=—oo

5 log A(p; Q) + (6.47)
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donde nuevamente la cuarta componente de p en A(p;é) es ps = wy — ip. Al igual
que en el potencial termodindmico estudiado en la Seccién 5.2, la integral sobre p
resulta divergente a grandes momentos. La manera de corregir dicho comportamien-
to, ya utilizada en capitulos anteriores, consiste en remover la contribucién libre al
potencial Qfee = Qura(¢® = 0) para luego sumarla de forma regularizada, obtenien-
do (Carlomagno et al., 2015¢)

reg = d3p
OGE, = —2N.T Y /W

2¢29(p)2+2(p2—622/4)]+ 9

x log ll + ¢*g(p) + Q8 (6.48)

W+ Q02 - (- QP ] 26 T
donde - . A
r 7T T 7
Ve = — Ncl o T3t —GWQ] (6.49)

Si en una regién del plano T — p se obtiene un minimo absoluto del potencial
termodinamico para un valor no nulo del momento @, dicha regién correspondera a
una fase inhomogénea. Los valores a campo medio ¢ y @ = |Q|, para estas fases pueden

determinarse a partir de

00E
o

OMiga

o = O (6.50)

En la fase donde la simetria quiral esta restaurada, es decir cuando ¢ = 0, el potencial

termodinamico regularizado se reduce a la contribucién libre, y resulta independiente

de Q.

6.6. Diagramas de fase para factores de forma covariantes

Como ya se menciond, en el limite quiral el modelo tiene una tnica constante de
acoplamiento libre G. Para caracterizar el modelo, ademaés es necesario especificar la
forma funcional del factor de forma g(p). Se procedera entonces de forma andloga a la
Seccién 6.4.

Para estudiar la dependencia con los pardmetros de nuestro modelo consideraremos
el rango 2,8 < G < 3,5, que corresponde a una variacién de 60 MeV en el condensado si
se fija el valor de la constante de decaimiento en f, = 86 MeV. En la Fig. 6.3 presenta-
mos nuestros resultados numéricos, graficando con linea sélida en el panel izquierdo G
en funcion del cociente —(§q>1/ 3 /fx, v en el derecho A como funcién del condensado de
quarks en el rango de interés con f; = 86 MeV. Ademsds, en la figura incluimos con li-
nea de trazos los resultados correspondientes a un factor de forma también exponencial,

pero cuya dependencia con el momento es a través de las componentes espaciales, es
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decir g(p) = exp(p?/A?). Este tipo de factores de forma instantdneos conducen, como
es discutido en la Ref. (Gomez Dumm et al., 2006), a valores mayores (menores) para

el condensado de quarks (cutoff).

20

G
I
A [GeV]

0.94

0.8

~. 07 -

8 T T T T T T 0.6 ; ; ; - ;
2.8 29 3.0 3.1 32 3.3 3.4 35 240 250 260 270 280 290 300

[MeV ]

-<qq >l/3/f, -<qq >3

Figura 6.3: En los paneles izquierdo y derecho se grafican los resultados numéricos para
G y A como funcién del cociente —(gq)'/® /fr v de —(Gq)'/3, respectivamente, para
f= = 86 MeV. Lineas sélidas y de trazos corresponden a factores de forma exponenciales
covariantes e instantaneos, respectivamente.

Consideremos ahora un sistema hadrénico a temperatura 7' y potencial quimico
1, para el cual queremos analizar las transiciones de fase en el contexto del modelo
descrito previamente. En general se pueden encontrar fases con simetria quiral rota o
restaurada, y regiones donde las fases homogéneas o inhomogéneas sean las favorecidas
energéticamente. Los resultados para el factor de forma Gaussiano de la Ec. (6.28) se
presentan en la Fig. 6.4 (Carlomagno et al., 2015¢), donde hemos considerado cuatro
escenarios que surgen de variar el condensado en el rango discutido anteriormente.
Los parametrizaciones correspondientes han sido denominadas PI, PII, PIIl y PIV, y
corresponden a f; = 86 MeV con condensados de quarks —<(jq>1/3 = 240, 247, 270 y
300 MeV, respectivamente.

En los paneles izquierdos de la Fig. 6.4 mostramos los diagramas de fases en el plano
(1, T'), las curvas de transicién de fase y los puntos criticos para cada parametrizacion,
mientras que en los paneles derechos graficamos para cada caso el valor de campo medio
¢ y el momento @) para temperatura cero, como funcién del potencial quimico.

En todos los diagramas se distingue para valores bajos de temperatura y poten-
cial quimico una fase hadrénica con simetria quiral rota (HCB) delimitada por una
curva de transicién de fase que a T = 0 toma un valor de potencial quimico critico
1e(0). A mayores densidades, pero atiin a bajas temperaturas, se encuentra en todos
los casos una fase inhomogénea (IH) con simetria quiral parcialmente restaurada (para
la parametrizaciéon PIV esta fase aparece a potenciales quimicos que quedan fuera del
rango graficado en la Fig. 6.4). A medida que aumenta la temperatura se observa la

restauracién de la simetria quiral por medio de una transicién de segundo orden entre
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la fase inhomogénea IH a una homogénea con simetria quiral restaurada (HCR) y via

transiciones de primer o segundo orden entre fases homogéneas (HCB a HCR).

(—(g)™)'® A ¢ pe(0)  pc(0)  pe(0)

PI 240 808 338 274 - -
PII 247 863 315 266 288 205
PIII 270 1045 264 249 - 470
PIV 300 1205 227 236 - 629

Tabla 6.1: Pardmetro A de los factores de forma, condensados quirales de quarks
—<(jq>1/ 3y valor a campo medio ¢ a T = p = 0, y potenciales quimicos criticos a
temperatura cero para las parametrizaciones graficadas en la Fig. 6.4. Todos los valores
estan en MeV.

Comencemos por analizar el panel superior de la Fig. 6.4 correspondiente a la PI,
donde las distintas fases estdn indicadas por las zonas sombreadas, y las curvas de
transicion por lineas sélidas y a trazos para transiciones de primer y segundo orden,
respectivamente. A temperaturas del orden de 100 MeV y potenciales quimicos bajos
uno encuentra, como ya se anticipd, una fase hadrénica homogénea (HCB) donde la
simetria quiral esta espontdneamente rota. Al aumentar u tiene lugar una transicion
de segundo orden a una fase de simetria quiral restaurada (HCR). Si la temperatura
disminuye, esta transicion se vuelve de primer orden. El punto sobre la curva de tran-
sicién de fase que separa ambas regiones es el punto tricritico (TCP). Si continuamos
bajando T sobre la curva de transicién, a una temperatura T3p ~ 20 MeV se encuen-
tra un punto triple (3P), donde la curva de transicién de primer orden homogénea se
encuentra con una curva de transicion de segundo orden inhomogénea. Para T' > T3p,
a un dado valor p.(T'), el sistema pasa de la fase con simetria quiral rota HCB a la
restaurada homogénea HCR, mientras que para T' < T3p el sistema pasa a una fase
con simetria quiral parcialmente restaurada IH. Por otro lado, si se aumenta la tempe-
ratura a potencial quimico fijo en la fase IH, uno se encuentra con una transiciéon de
segundo orden hacia la fase HCR. La curva de transicion correspondiente, que pasa por
el punto triple 3P, puede continuarse dentro de la fase HCB (linea de puntos y trazos en
la figura), delimitando una regién donde el potencial termodindmico posee un minimo
local que corresponde a una fase inestable IH. Finalmente, en la figura se denotan con
linea punteada las curvas espinodales de segundo orden homogéneas.

La transicion de primer orden de la fase HCB a la IH se encuentra ilustrada en
la Fig. 6.5, donde se grafica el potencial termodindmico para los valores u = 260 y
i = 280 MeV en los paneles superior e inferior, respectivamente (es decir, a ambos
lados del punto de transicion u.(0) = 274 MeV). Aqui ocurre un cambio del minimo
absoluto del potencial donde ¢ ~ 340 MeV, Q@ = 0 (panel superior) hacia un punto en el
que ¢ se reduce a 50 MeV con @) ~ 450 MeV. Esto mismo puede distinguirse en el panel
derecho de la Fig. 6.4, donde se grafica para temperatura cero el valor de ¢ y () como
funcién de u. Se observa en estas figuras como para las diferentes parametrizaciones

el valor de ¢ en la fase HCB decrece a medida que aumenta el valor del condensado
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Figura 6.4: En el panel derecho se grafica el valor de expectaciéon de vacio ¢ y momento
@ como funcién del potencial quimico u para un factor de forma Gaussiano a T' = 0
para cuatro parametrizaciones distintas con —(ch)l/ 3 =240, 247, 270 y 300 MeV para
PI, PII, PIII y PIV, respectivamente. En el izquierdo, se muestran los diagramas de
fases en el plano (T, u) para cada una de las parametrizaciones mencionadas.

de quarks, a la vez que aumenta la discontinuidad en ) cuando la simetria quiral se
restaura parcialmente.

Para el caso de la PII, el condensado es algo mayor que para la PI, —(ch)l/ 3 =
247 MeV. En estas condiciones la regiéon abarcada por la fase IH se divide en dos,
una pequena drea delimitada por la curva de transicién p(T) y otra acotada por la
curva p.(T), denominadas “isla” y “continente”, respectivamente. En las restantes dos

situaciones, PIII y PIV, que corresponden a condensados mayores (270 y 300 MeV),
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Figura 6.5: Curvas de nivel para el potencial termodindmico Qe para un modelo
quiral no local a temperatura cero y potenciales quimicos finitos cercanos al punto de
transicion de primer orden entre una fase homogénea y una inhomogénea. Los graficos
corresponden a la PI con p = 260 MeV (panel superior) y u = 280 MeV (panel inferior).

se distingue un comportamiento en el que la “isla” desaparece bajo la fase HCB y el
“continente” es empujado hacia potenciales quimicos mayores (notar en la Fig. 6.4 que
para la PIV la fase IH queda fuera del rango graficado).

Es importante mencionar que en estos modelos el punto de Lifshitz (LP) (donde la
fase HCB y la HCR se encuentran con la IH) se ubica en todos los casos analizados “por
debajo” de la fase hadrénica, siempre energéticamente favorecida frente a la homogénea
restaurada e inhomogénea rota.

Las caracteristicas de los diagramas de fases analizados pueden ser comparadas con
aquéllos obtenidos en el marco del modelo local NJL, Ref. (Nickel, 2009a), o modelos de
Quarks-Mesones (QM), Ref. (Carignano et al., 2014), donde la posicién del TCP y el
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LP pueden coincidir o no, dependiendo de la parametrizaciéon. Sin embargo, para todos
los casos la fase TH se extiende arbitrariamente a medida que crece el potencial quimico.
Estas condiciones para las regiones inhomogéneas como asi también la presencia de los
TCP y LP, se mantienen independientemente del modelo o la forma de regularizacién, y
por lo tanto constituyen predicciones robustas sobre la fenomenologia del diagrama de
fases de QCD. A diferencia de los modelos locales NJL o QM, en nuestro caso encontra-
mos también un punto triple donde se unen las fases homogéneas e inhomogéneas con
simetria quiral rota con una homogénea de simetria quiral restaurada. Este punto tri-
ple desaparece para parametrizaciones que conducen a condensados de quarks grandes,
desplazandose la region de fase inhomogénea hacia potenciales quimicos mayores.

Por ultimo, en relaciéon con los factores de forma instantaneos, se encontré un com-
portamiento cualitativamente similar al de los factores de forma covariantes. Es decir,
los diagramas de fases obtenidos de fijar condensados de quarks con diferencias de
~ 40 MeV resultan comparables entre si (Carlomagno et al., 2015¢). Por ejemplo, el
diagrama correspondiente a la parametrizacion PI de la Fig. 6.4 resulta equivalente al
de un modelo instantaneo cuyo valor de condensado es —(ch)l/ 3 = 270 MeV, mientras
que un diagrama de fases similar al de la PII se obtiene para un modelo instantaneo
cuya parametrizacién conduce a —<ch>1/ 3 = 285 MeV. Al igual que para los factores
de formas covariantes, la fase IH obtenida de parametrizaciones que corresponden a
valores crecientes de condensado de quarks, se desplaza a mayores valores de potencial

quimico.



Capitulo 7
Resumen y Conclusiones

Yo qué sé.

Warren Sanchez. Les Luthiers.

A lo largo de esta Tesis Doctoral estudiamos distintos aspectos del comportamiento
de la materia fuertemente interactuante a temperatura y potencial quimico finitos en
el marco de modelos de quarks relativistas con interacciones no locales. Como aspectos
sobresalientes de este analisis pueden destacarse por una parte la incorporacién de un
acoplamiento efectivo entre quarks y gluones y la identificacién de un parametro de or-
den asociado al confinamiento, y por otro lado el estudio de posibles fases inhomogéneas
donde los condensados quirales de quarks estan modulados espacialmente.

En el primer capitulo realizamos una introduccién general a los temas desarrollados
a lo largo de la Tesis. En el Cap. 2 repasamos algunos conceptos de la Cromodindmica
Cuantica (QCD), en particular aquéllos relacionados con la ruptura espontanea de las
simetrias vinculadas a las transiciones de fase. Luego, en el Cap. 3 introdujimos las
teorias efectivas como una herramienta para estudiar la fenomenologia de hadrones a
bajas energias. En particular consideramos el modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL),
mostrando que permite describir adecuadamente la ruptura espontanea de la simetria
quiral y la aparicién de los pseudobosones de Goldstone. Finalmente notamos que es
posible obtener una descripcién mas realista de las interacciones entre quarks teniendo
en cuenta interacciones de tipo no local.

En estos tres primeros capitulos presentamos las bases fundamentales para lo que
es el aporte original de esta Tesis, que puede dividirse en tres partes. En el Cap. 4 ana-
lizamos un modelo de quarks con interacciones no locales con simetria SU(3) de sabor,
fijando los pardmetros libres de la teorfa, es decir, las constantes de acoplamiento, las
masas corrientes de los quarks y los factores de forma. Luego en el Cap. 5 consideramos
en este marco sistemas con temperatura y potencial quimico finitos, estudiando el co-
rrespondiente diagrama de fases. Finalmente, en el Cap. 6 estudiamos un modelo tipo
NJL para dos sabores de quarks con interacciones no locales donde los condensados

quirales de quarks estdn modulados espacialmente, lo cual conduce a la presencia de
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fases inhomogéneas.

El andlisis del Cap. 4 estd centrado en una extensién a tres sabores de quarks
del modelo de NJL introducido en el Cap. 3, incluyendo interacciones no locales y un
acoplamiento que conduce a la renormalizacién de la funcién de onda (WFR) de quarks.
El modelo incluye asimismo una interaccién de seis quarks que genera la ruptura de la
simetria U(1) 4. Trabajando en la aproximacién de campo medio, obtuvimos las masas
dindmicas de los quarks y los condensados quirales, mientras que a segundo orden en
la accién efectiva determinamos las masas de los mesones escalares y pseudoescalares,
los 4ngulos de mezcla para el sector n — 7' y las constantes de decaimiento débil
de los mesones pseudoescalares. Consideramos dos tipos de parametrizacién para las
interacciones: una de ellas (PI), basada en el frecuentemente utilizado factor de forma
exponencial; la segunda (PII) determinada a partir del ajuste de las funciones de masa
M (p) y renormalizacién de la funcién de onda Z(p) de quarks a resultados obtenidos
en LQCD.

Los resultados encontrados para las propiedades de los mesones livianos (ver Sec-
cién 4.3) se encuentran en un buen acuerdo con los valores obtenidos experimental o
fenomenoldgicamente, y a su vez resultan cualitativamente similares entre ambas para-
metrizaciones (ver Tabla 4.2).

En el Cap. 5 comenzamos describiendo el formalismo necesario para estudiar siste-
mas hadrénicos a temperatura y potencial quimico finitos y mostramos cémo acoplar
los grados de libertad fermidnicos al loop de Polyakov en lo que llamamos “mode-
lo nlPNJL”. Presentamos tres formas alternativas para el potencial termodindmico de
Polyakov: una polinémica basada en el ansatz de Ginzburg-Landau, otra basada en la
forma logaritmica de la medida de Haar de integracién asociada con el grupo SU(3) de
color, y finalmente un potencial efectivo “mixto” que incluye un término logaritmico y
uno cuadratico con un coeficiente que decrece en forma exponencial con la temperatura.
Se analizé también una variacién de los potenciales de PL donde, ademés de considerar
la presencia de gluones, se tiene en cuenta el efecto de los quarks sobre los primeros.

En la Seccién 5.2 estudiamos dicho modelo a potencial quimico cero con el obje-
to de analizar la restauracion de la simetria quiral y la transicién de deconfinamiento
en funcion de la temperatura y comparar los resultados con los obtenidos en calculos
de LQCD. Encontramos que ambas transiciones ocurren como crossover a la misma
temperatura critica, de manera similar que en LQCD. Dicha temperatura depende
fuertemente del parametro de escala Ty de los potenciales de PL. Para Ty ~ 200 MeV,
se obtuvo una temperatura critica de aproximadamente 170 MeV, resultado que se
encuentra en buen acuerdo con las estimaciones de lattice QCD para tres sabores de
quarks dindmicos. Para comparar las parametrizaciones (que a temperatura cero arro-
jaban resultados similares) analizamos la energia de interaccién y la entropia como
funcién de la temperatura, encontrando que la parametrizacion PII muestra un mejor
acuerdo con los resultados de lattice QCD. En relacion con los potenciales efectivos de

Polyakov, observamos que el potencial logaritmico conduce a transiciones mas abruptas
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en comparaciéon con el polinémico o el “mixto”, mientras que los “mejorados” son los
que muestran las transiciones mas suaves, y en mejor acuerdo con LQCD.

En la parte final de este capitulo, Seccién 5.3, presentamos los diagramas de fases
en el plano T — p para las parametrizaciones P1 y PII. Estudiamos la restauracién de la
simetria quiral a temperatura cero, donde el Polyakov se desacopla del resto de la teoria,
reduciéndose el modelo a uno del tipo NJL no local. Encontramos que la transiciéon es
de primer orden para ambas parametrizaciones, y que los potenciales quimicos criticos
obtenidos resultan proximos entre si. Luego analizamos el diagrama de fases completo,
estudiando la dependencia de los pardmetros de orden con la temperatura para valores
fijos de densidad bariénica. Las transiciones para potenciales quimicos bajos, como se
esperaba, resultan de segundo orden, y a medida que el potencial quimico aumenta éstas
cambian su caracter y se vuelven de primer orden. El punto sobre la linea de transiciéon
donde esto ocurre es llamado “punto critico final” (CEP). En los diagramas de fase
obtenidos para ambas parametrizaciones y para los potenciales de PL logaritmico y
polinémico se observa que a temperatura cero, cuando el Polyakov se desacopla, las
lineas de transicién de fase de primer orden tienden al mismo valor de potencial quimico
critico. Mientras que cuando el potencial quimico va a cero, las curvas de transicién de
tipo crossover se acercan a las temperaturas criticas encontradas en la Seccion 5.2.

El Cap. 6 se puede desglosar en tres partes: la primera donde se introducen las
fases inhomogéneas y se explican las herramientas tedricas necesarias para abordar
su analisis, y luego dos secciones donde investigamos la presencia de estas fases en
un modelo tipo NJL con simetria SU(2) de sabor en el limite de quarks de masa
nula y con interacciones no locales. Las fases inhomogéneas surgen como consecuencia
de considerar que valores de expectacién de vacio de los campos que no satisfacen
invarianza traslacional puedan ser energéticamente favorecidos.

FEn la Seccién 6.4 llevamos a cabo un analisis generalizado de Ginzburg-Landau que
implica desarrollar el potencial termodindmico en funcién de los parametros de orden
y sus gradientes en la vecindad de una transiciéon de segundo orden. Este estudio no
requiere la especificacion de la forma particular de la inhomogeneidad y, por lo tanto,
puede efectuarse en forma muy general. Mediante este desarrollo caracterizamos la po-
sicién relativa en el plano T' — p entre el punto tricritico (TCP), que es el punto donde
la curva de transicién de fase de primer orden se encuentra con la de segundo orden,
y el punto de Lifshitz (LP) que es aquél donde se unen dos fases homogéneas y una
inhomogénea. Encontramos que para todas las parametrizaciones fenomenologicamente
aceptables el TCP se ubica a mayores temperaturas y menores potenciales quimicos
que el LP. Consecuentemente, la estructura de fases en este modelo es tal que la tran-
sicién entre fases homogéneas (y en particular el TCP) no esté cubierta por una fase
inhomogénea, favorecida energéticamente. Situaciéon que difiere de la version local del
NJL donde el TCP y el LP coinciden, o de los modelos de Quarks-Mesones donde la
posicién relativa depende de la parametrizacién elegida.

Finalmente, en la Seccién 6.6 obtuvimos los diagramas de fases inhomogéneos para
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el modelo NJL no local con simetria SU(2) de sabor, empleando factores de forma ex-
ponenciales, tanto covariantes como instantdneos. La inhomogeneidad fue introducida
a través de la ruptura de la isotropia del vacio de la teoria, modulando espacialmente el
condensado de quarks con una onda dual de densidad quiral, esto es, considerando un
condensado que “rota” a lo largo del circulo quiral. Obtuvimos que para todos los esce-
narios estudiados la posiciéon y forma de las fases inhomogéneas dependen fuertemente
de los parametros del modelo. Es decir, tanto para factores de forma instantdneos como
covariantes la fase inhomogénea se desplaza hacia potenciales quimicos mayores para
modelos que conducen a valores mayores del condensado quiral —(Qq>_1/ 3. con f, fija.

Para todas las parametrizaciones analizadas determinamos la posiciéon del punto
tricritico (TCP), que separa las curvas de transicién de primer y segundo orden entre
fases homogéneas. También encontramos un punto triple (3P), donde se juntan la fases
homogéneas con simetria quiral rota y restaurada con la inhomogénea. Para distintas
parametrizaciones este punto se va trasladando sobre la curva de primer orden hasta
desaparecer cuando una de las regiones de fase inhomogénea es cubierta completamente
por la regién hadrénica. Simultaneamente, otra regiéon de fase inhomogénea tiene lugar
para potenciales quimicos grandes y temperaturas bajas. En estos modelos el LP siem-
pre se ubica “por debajo” de la regién hadroénica, siempre energéticamente favorecida
frente a la homogénea restaurada e inhomogénea rota.

Es importante mencionar que el comportamiento a grandes potenciales quimicos
(que es encontrado en distintos modelos efectivos, independientemente de la eleccién
de pardmetros o de regularizacion) debe ser enmarcado por los alcances de estas teorias.
Para p grandes es esperable la presencia de fases con superconductividad de color que
deberian ser las energéticamente favorecidas, y por lo tanto el diagrama de fases podria

verse modificado considerablemente.



Apéndice A

Parametrizacion de un modelo

quiral nINJL con simetria de

sabor SU(2)

Como se mencioné en el Cap. 6, un modelo no local de NJL en el limite quiral sélo
tiene como parametros libres la constante de acoplamiento G en la accién euclidea de la
Ec. (6.11) y la forma funcional de los factores de forma que determinan la no localidad
de las interacciones en las corrientes fermiénicas. Si se elige la dependencia funcional
de la Ec. (6.28), el parametro a fijar en el factor de forma es A, que determina el rango
de la interaccién en el espacio de momentos. De tal manera, en el limite de masa nula
s6lo hay dos parametros libres (G y A), por lo que se requieren dos observables para
fijarlos. Es natural elegir la constante de decaimiento débil del pion f; = 86 MeV y
el condensado quiral de quarks (gg) = —(270 MeV)3, cuyos valores fenomenolégicos
pueden encontrarse en la Ref. (Aoki et al., 2014).

La expresion para el condensado de quarks a temperatura cero puede ser obtenida
directamente de la Ec. (6.46),

(q9) = —4N. / 1 +g()()f 75 (A.1)

mientras que para la constante de decaimiento débil del pion seguiremos el analisis
realizado en la Ref. (Gomez Dumm et al., 2006) donde se procede de forma anéloga al

calculo efectuado en la Seccion 4.1. De dicho procedimiento se obtiene

fr = Zl/2 F(—m%) _F(O) (A 2)
s e m72_‘_ ) .
con F(p?) definido por
F(p?) = me J(p*) + o K(p*) , (A3)
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90 con simetria de sabor SU(2)
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siendo ¢t = g+ p/2 y (p) = m. + o g(p), que resulta andloga a la Ec. (4.13) cuando

I

X(q

)]
22 (
2) (A.4)

g
]
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se toma Z(p) = 1. En el limite quiral (m, — 0), la Ec. (A.2) se reduce a

fro = Z, (A.5)

1/2 {FO(—pQ) - FO(O)] — oy Z w)
p2 220 m,0 8]92 22=0 ’
Z1/2

donde el subindice 0 denota el limite quiral y Z;'; puede obtenerse de una expresion

equivalente a la Ec. (4.33). Calculando la derivada, la Ec. (A.5) puede reescribirse como

_ d'q 24*(q) —¢°9(q) 9 ()
FomaNeat | s S -

Finalmente el sistema de ecuaciones a resolver se completa con la ecuacién del
gap (6.45). Si tomamos para g(p) la forma funcional Gaussiana de la Ec. (6.28), se

tiene

1 = E;GAQ/dxm?’
T

e—2x2
(aq) _ Ne 3 e
A3 _2712 7 /dx v m2+a e~2e%
2 e (14 22/2)
IV /dm ’ o2 e—200)2 (A7)

donde se ha definido la variable adimensional x = p/A. Fijados los valores de fr y
(qq), a partir de este sistema acoplado de ecuaciones se obtienen los pardmetros G y

A, necesarios para fijar el modelo.



Apéndice B

Calculo de las sumas de

Matsubara

En este Apéndice mostraremos como realizar las sumas de Matsubara presentes en
la Ec. (6.22). Estas sumatorias son producto del desarrollo del potencial termodindmico
[ver Ec. (6.21)] en potencias del pardmetro de orden de la simetria quiral y sus gradientes
en el marco de un andlisis generalizado de Ginzburg-Landau cerca de la transiciéon de
fase.

Para calcular las mencionadas sumas nos basaremos en el estudio realizado en la
Ref. (General et al., 2001), donde se emplea el teorema de Cauchy para transformar la
suma sobre frecuencias discretas en una integral mas una contribucién de los residuos

en los polos de la funcién. Consideremos entonces la siguiente suma sobre la funcién
2
Flqz),

3 [e's) 3
/(;1733 T F[(wn—iu)2+§2)]=/(;§3 1(7?) . (B.1)

n=-—o00
Para evaluar la suma en la Ec. (B.1) es conveniente fijar ¢’y definir la funcién compleja

F(2) = F[(—iz —ip)? + §?)], con lo cual el argumento de la suma viene dado por

F(iwy,). Introduciremos ademds una funcién auxiliar,

f(z) = [1+exp(z/T)] ", (B.2)

que tiene polos en z, = iw,, siendo —T el residuo en dichos polos. Con lo cual la suma
que queremos realizar resulta analoga a sumar sobre los residuos en los polos de la

funcion —F(z)f(z). De acuerdo con el teorema de Cauchy, podemos escribir

@) =T S Fliw) = é [ a2 7 1) - é RCEOFONENCE

n=—oo

donde hemos reemplazo el contorno rectangular que encierra todos los polos de la
funcién f(z) por dos contornos Cy y Cy, ilustrados en la Fig. B.1.

Los coeficientes presentes en la Ec. (6.22) pueden ser condensados en una Unica
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Almz

“H -6 0 Re z

C: C:

v

Figura B.1: Contorno de integracién en el plano complejo z. Se indican con cruces los
polos de la funcién f(z) en z, = iw,. El contorno cerrado que encierra dichos polos
puede ser reemplazado por los contornos Cy y Cs.

funcién I,,,, (¢ 2), definida como

> 1) 2 7 2)\m
. 9wk —ip)" + 7))
Ln(@*) =T > Mt (B.4)
de modo que a partir de la Ec. (B.3) se tiene

,L'ioo ) Z’ioo—é
@)= o [ @ P S0 - o [ R 1), B)

27 J—ico+6 27 J—ico—6

Luego de realizar las integrales en el plano complejo z se obtiene

1 0o 2\m
Ln(7?) = — dw 9 5 p2)n + Res 7]:(1)”
27 J o (w? +7p2) 1+e i b, P4
F(z) F(z)
+ Res W — Res m y (BG)

z=—p+p, p<p Z=—p—p

donde se han incluido los residuos en los polos de la funcién F(z). Aqui hemos supuesto
que cuando el contorno del camino de integracién es tal que Re z — oo, la funcién
|F(z)] — 0, lo cual no necesariamente es cierto. En cualquier caso, la Ec. (B.6) resulta
una buena aproximaciéon para T, u < A.

Consideremos, por ejemplo, el coeficiente ap de la Ec. (6.22), que resulta equivalente
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a considerar la funcién Is;. Se tiene

ba(@?) =5 [ g g ; =2 1) +0-() (B.7)

donde hemos introducido las funciones ntimero de ocupacién ny(z), definidas por

1
ni(z) = B.8
&) = e GF /] (B3)
Finalmente y luego integrar los niimeros de ocupacion, el coeficiente oy resulta,
1 4T R
az = ~—8Ne 2r) / dg ¢*I» (¢*) =
1 N
= ot 3 3T2+u / dq q 9°(q )}- (B.9)

De manera andloga es posible calcular los coeficientes restantes de la Ec. (6.29),
obteniendo de esta manera un resultado semi-analitico para las sumatorias presentes
en los coeficientes de GL de la Ec. (6.22). Aunque la expresiéon en la Ec. (B.9) no
es exacta, en el entorno a la transicién de fase provee una muy buena aproximacion a
aquellos resultados obtenidos realizando numéricamente las sumas sobre las frecuencias
de Matsubara.
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Mas naides se crea ofendido
pues a ninguno incomodo,
y si canto de este modo,
por encontrarlo oportuno,
no es para mal de ninguno

sino para bien de todos.

Martin Fierro. José Herndndez
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