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Resumen

El presente trabajo de Tesis aborda el estudio de correlaciones cuanticas en
sistemas generales bipartitos. El objetivo es cuantificar dichas correlaciones a través
de la minima pérdida de informacién, inducida en el estado del sistema, al realizar
sobre éste una medida local completa. Esta pérdida de informacion se define en base
a formas entropicas generales. La medida asi obtenida posee propiedades analogas
a la medida conocida como Quantum Discord, pero se enmarca en un concepto
distinto, méas directo y completamente general. Ademads, ofrece en ciertos casos la
posibilidad de una evaluacién mas sencilla.

A continuacion se detallan los contenidos de los capitulos que componen esta
Tesis:

e Los capitulos I y II contienen la introduccién y los conceptos basicos utilizados
en esta Tesis: Entropia, entrelazamiento, Quantum Discord, y algunos aspectos
de la teoria de mayorizacién y su relacién con formas entrépicas generales.

e El capitulo III contiene el punto central de esta Tesis. En el se define el Déficit
de Informaciéon Generalizado y la minima pérdida de informacién por medida
local, basadas en formas entropicas generales y conceptos de teoria de mayo-
rizacion. Se incluyen ejemplos ilustrativos.

e En el capitulo IV se dan las condiciones necesarias para la obtencion de la
medida optimizante del Déficit de Informacion Generalizado, derivandose una
ecuacion general que debe satisfacer la misma. Se obtienen aqui resultados
finales analiticos para entropias particulares. Se discuten también en detalle
diversos ejemplos.

e En los capitulos V y VI se analizan las medidas anteriormente introducidas
para un par de espines, inmersos en cadenas de espines finitas con interaccién
XY y XX, en un campo magnético transverso. El resultado central es que las
correlaciones cuanticas detectadas por estas medidas alcanzan, a diferencia del
entrelazamiento, un valor comun finito en el entorno del campo factorizante.
Se analizan asimismo los cambios de fase asociados a la medida optimizante.

e El capitulo VII contiene las conclusiones de esta Tesis.



I Introduccion

En los ultimas dos décadas, el interés por los llamados estados cuanticos en-
trelazados [1] aumenté considerablemente a raiz del descubrimiento de su potencial
para permitir nuevas formas de transmisién y procesamiento de la informacion, tales
como la teleportacién cuédntica [2] y la computacién cudntica [3-6]. Se han desarro-
llado algoritmos computacionales cuanticos que reducen sustancialmente el niimero
de pasos requeridos en los mejores algoritmos clasicos conocidos [5,7,8]. En algu-
nos casos, los algoritmos cuanticos logran reducir la complejidad de problemas que
clasicamente se consideran “duros” o Hard, tal como la factorizaciéon prima de un
nimero entero [5,7]. Esta requiere un nimero exponencial de pasos en los algorit-
mos conocidos de la computacién clésica basada en bits (el nimero de pasos para
factorizar un nimero de n bits crece exponencialmente con n), pero el nimero de
pasos pasa a ser polinomial en el algoritmo cudntico introducido por Peter Shor [7],
basado en qubits (quantum bits).

El entrelazamiento cuantico denota las correlaciones sin analogo clésico que pue-
den ser exhibidas por sistemas cuanticos compuestos. Hasta hace poco tiempo, se
creia que un requisito esencial para que una computadora cuantica fuera mas efi-
ciente que una clésica (es decir, para que no pudiera ser simulada eficientemente
por una computadora cldsica), era que el entrelazamiento, al menos en alguna eta-
pa intermedia del proceso, debia ser no nulo. Si bien esto es cierto para algoritmos
cuanticos basados en estados cuanticos puros, en los que el entrelazamiento debe
crecer con el tamano del sistema para que se logre una reduccion exponencial del
nimero de pasos [9], no lo es necesariamente para algoritmos basados en estados
cuanticos no puros o “mezcla”, tal como el algoritmo disenado por Knill y Laflam-
me [10]. Este ultimo, si bien logra reducir la complejidad de un cierto problema
(el de la evaluacién de la traza de una matriz unitaria de 2" x 2"), no exhibe en-
trelazamiento sustancial en ninguna etapa [11]. Ademads, a diferencia del caso de
estados puros, donde el entrelazamiento puede ser cuantificado mediante la entropia
de entrelazamiento (entanglement entropy) [12,13], el entrelazamiento cudntico en
estados no puros [14,15] puede ser dificil de detectar en el caso general, no existiendo
un criterio general computable necesario y suficiente de entrelazamiento ni tampoco
una medida general rigurosa computable del mismo [6].

Surge entonces la necesidad de contar con una nueva medida que de cuenta de
las correlaciones cuanticas residuales, presentes en estados no puros, que no son cap-
turadas por el entrelazamiento y que puedan estar presentes en el algoritmo de Knill



y Laflamme. En 2001, Ollivier y Zurek [16] proponen una medida de correlaciones
cuanticas a la que denominan Quantum Discord, que identifica aquellos estados que
permanecen invariantes frente a una medida local. Esta medida, definida en ba-
se a dos extensiones distintas de la informacion mutua clasica al terreno cuantico,
tendria en cuenta, en principio, estas correlaciones cuénticas residuales. Una medida
similar fue paralelamente propuesta por Henderson y Vedral [17]. La presencia de
dichas correlaciones queda verificada en un importante trabajo de Datta, Shaji y Ca-
ves [18], en el cual se vuelve a estudiar el circuito original de Knill y Laflamme [10],
mostrandose que éste exhibe un valor finito y apreciable del Quantum Discord. Es
importante destacar que esta medida no tuvo una inmediata repercusion. Solo des-
pués de la publicacién del trabajo de Caves en 2008 [18] es que el Quantum Discord
comienza a tener gran difusion.

La determinacién del Quantum Discord resulta, no obstante, también dificil en
el caso general, ya que requiere una minimizacion sobre todas las medidas locales
posibles en un sistema compuesto. En este trabajo de Tesis Doctoral, se propone una
medida entrépica generalizada de correlaciones cuanticas, mediante el denominado
Déficit de Informacion generalizado por medida local, basado en el uso de formas
entropicas generales. Esta tultima cantidad posee propiedades analogas a las del
Quantum Discord, anulandose para el mismo tipo de estados, es decir, para estados
clasicamente correlacionados (un subtipo de estados separables), y coincidiendo con
la entropia generalizada de entrelazamiento en el caso de estados puros. Y si bien,
al igual que en el caso del Quantum Discord, su evaluacién resulta dificil en el caso
general, la extension propuesta permite considerar ciertas entropias para las cuales
la evaluacién resulta mucho mas accesible. Ademas, la generalizacion del concepto de
Déficit de Informacién permite identificar ciertas propiedades universales, es decir,
independientes de la entropia, 6 medida de desorden, 6 mezcla utilizada. Esta medida
entropica generalizada se introduce y discute en detalle en el capitulo III. Asimismo,
el capitulo IV trata sobre la determinacion de la medicion local éptima para este tipo
de medidas, es decir, aquella que minimiza la perturbacién promedio en el sistema
provocada por una medida local, y las correspondientes ecuaciones estacionarias.
Estos desarrollos dieron lugar a los trabajos [19,20].

Los capitulos V y VI examinan el comportamiento, tanto del Quantum Discord
como de las medidas entropicas generalizadas anteriores, para el caso de un par
de espines o qubits en el estado fundamental de un sistema finito de espines en
interaccién, bajo la accién de un campo magnético. Los resultados correspondientes
dieron lugar a los trabajos [21-24]. Con este objetivo, se evalian previamente estas
cantidades, en forma analitica, para un estado mezcla tipico de dos espines en estos
sistemas, y en particular, para una superposicion estadistica de dos estados de dos
espines alineados en direcciones distintas. Este resulta ser el estado real exacto de
un par de espines arbitrario en la vecindad del denominado campo factorizante del
sistema [25,26]. Esto permite comprender el comportamiento del Quantum Discord
y el Déficit de Informacién Generalizado en su vecindad, y en cierto modo en toda la
regién por debajo del campo critico. Los resultados muestran que el comportamiento



de estas medidas difiere significativamente del mostrado por el entrelazamiento del
par justamente para campos menores que el campo critico. Mds atin, se muestra que
estas medidas adquieren, a diferencia del entrelazamiento, un valor finito apreciable
en la vecindad del campo factorizante, que resulta independiente de la separacion
del par y del alcance de la interaccién [21]. Por otro lado, mientras que el Discord y
el Déficit de Informaciéon Generalizado tienen un comportamiento cualitativamente
similar, se muestra también que pueden exhibir diferencias sustanciales en la medida
local éptima que las determina. En particular, en el caso del Déficit de Informacion
Generalizado, esta medida puede exhibir una transicion de “fase” que refleja cambios
importantes en el estado reducido del par de espines, tal como se discute en detalle
en el capitulo VI.

El capitulo II contiene una resena general sobre entropias y medidas afines, tan-
to en sistemas clasicos como cuanticos, conceptos que resultan esenciales a la hora
de definir el Quantum Discord y el Déficit de Informacién Generalizado. Contiene
también una breve resena sobre entrelazamiento cuantico y sus medidas en estados
puros y no puros, la definicion del Quantum Discord, junto con sus principales pro-
piedades, y finalmente un resumen de los conceptos esenciales asociados a la teoria
de la mayorizacion y entropias generalizadas. Las conclusiones generales se discuten
en el capitulo VI.

Los desarrollos realizados en esta Tesis dieron lugar a las siguientes publicaciones
cientificas en revistas internacionales con referato:

1) Quantum Discord in finite XY chains,

L. Ciliberti, R. Rossignoli, N. Canosa,

Physical Review A 82 042316 (2010).

2) Generalized entropic measures of quantum correlations,

R. Rossignoli, N. Canosa, L. Ciliberti,

Physical Review A 82 052342 (2010).

3) Quantum correlations and least disturbing local measurements,
R. Rossignoli, N. Canosa, L. Ciliberti,

Physical Review A 84 052329 (2011).

4) Generalized measures of quantum correlations for mized states,
L. Ciliberti, N. Canosa, R. Rossignoli,

Journal of R. Laser Research 52, 212 (2011).

5) Quantum discord and related measures of quantum correlations in XY chains,
N. Canosa, L. Ciliberti, R. Rossignoli,

International Journal of Modern Physics B 27 1345033 (2013).
6) Quantum Discord and Information Deficit in X X chains,

L. Ciliberti, N. Canosa, R. Rossignoli,

Physical Review A 88 012119 (2013).

7) Quantum Discord and Information Deficit in Spin Chains,

N. Canosa, L. Ciliberti, R. Rossignoli, Entropy 17, 1634 (2015).






II Conceptos Basicos

En este capitulo daremos una breve resena de los principales conceptos basicos
utilizados en esta Tesis. Especificamente, entropia y medidas afines en sistemas
cudnticos y clésicos, entrelazamiento y discordancia cuantica (Quantum Discord), y
finalmente, entropias generalizadas y su relacién con la teoria de Mayorizacion.

2.1. Entropia y medidas afines en sistemas clasicos
2.1.1. Entropia

Comenzaremos describiendo ciertos conceptos basicos de la teoria de la informa-
cién. Dada una distribucién de probabilidad (d.p.) {p;, i = 1,...,n}, con p; > 0,
> pi = 1, que consideraremos asociada a una cierta variable aleatoria (v.a.) dis-
creta X, (tal que p; = p(X = x;) es la probabilidad de que X tome el valor z;), la
entropia de Shannon se define como [5,27-29]

S(X) = _Zpilogpi- (2.1)

Utilizaremos en lo sucesivo el logaritmo en base 2, siguiendo la convencion usual en
Informacion Cuantica e Informatica, de forma que la entropia de una v.a. binaria
equiprobable (es decir, que toma dos valores con igual probabilidad) es S(X) = 1 [5].
Como es bien sabido, S(X) es una medida de la falta de informacién asociada a la
d.p. Se tiene obviamente

S(X)>0 (2.2)

con S(X) = 0siy sélo si p; = 0;; para un cierto j, (es decir, si X toma un valor
x; con probabilidad 1, siendo entonces 0 la probabilidad de que tome cualquier otro
valor). Ademads, S(X) es mdzrima para una distribucion equiprobable p; = 1/n Vi,
en cuyo caso S(X) = logn. En una descripcién estadistica de un sistema fisico, X
puede representar un cierto observable, convenientemente discretizado.

Dada una distribucién de probabilidad conjunta {p;;, t =1,...,n,j =1,...,m}
asociada a dos v.a. X e Y sobre el mismo sistema, de forma que p;; = p(X = z;,Y =
y;) es la probabilidad de que X tome el valor z; e Y el valor y; simultdneamente, la
correspondiente entropia conjunta es

,J
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Las distribuciones marginales son
P;'X = E Dijs p}-/ = E Dij (2.4)
j i

de forma que p;* es la probabilidad de que X tome el valor z; (independientemente
del valor que toma Y) y p}/ la probabilidad de que Y tome el valor y;, es decir,
pX = p(X = xy), p}/ = p(Y = y;). Las correspondientes entropias marginales son
entonces

S(X) == pflogp’, S¥)==> p!logp} . (2.5)
{ J

Dos v.a. son independientes si y sélo si pi; = p*p} Vi,j. En tal caso, (2.3)
implica S(X,Y) = S(X) + S(Y). Esta es la propiedad de aditividad de la entropia
de Shannon, valida para v.a. independientes.

2.1.2. Entropia Condicional e Informacion Mutua

Para el caso general, podemos definir la entropia condicional [5,27,29]

S(X|Y) =Y p)S(X/Y =y;) = = p)pij;logpyy,; (2.6)
j i

donde

piy; =p(X = /Y = y;) = pi;/p} (2.7)
es la probabilidad condicional de que X tome el valor ¢ dado que Y tomé el valor
J (pffj > 0, Zipffj =1y SX/Y =y, = —zipﬁj logpffj la correspondiente
entropia condicional. S(X]Y') es pues el promedio de estas entropias condicionales

particulares, es decir, el promedio de la falta de informacién sobre X al conocer un
dado valor de Y, y es claramente una cantidad positiva:

S(X|Y) > 0. (2.8)

Si X e Y son v.a. independientes entonces pﬁj =pX Vjy S(X|Y)=S(X).

Reemplazando (2.7) en (2.6) obtenemos una férmula alternativa de la entropia
condicional, expresada puramente en términos de la entropia conjunta y la entropia
marginal de Y:

S(X[Y) = S(X,Y) — S(Y). (2.9)

La positividad de la entropia condicional implica pues una propiedad basica de toda
entropia conjunta:

S(X,Y) > S(Y) (2.10)

y analogamente, también

S(X,Y) > S(X) (2.11)

10



es decir, la falta de informacién asociada al par de v.a. es no menor que la asociada
a cada una de ellas.

La informacién mutua se define como [5,27,29]

I(X:Y)=S8(X)+S(Y) = S(X,Y) (2.12)

y es una medida de las correlaciones entre X e Y. Si X e Y son independientes,
entonces S(X,Y) = S(X)+ S(Y) y por lo tanto I(X : V) = 0.
En general, se tiene
I(X,)Y)>0 (2.13)

con I(X,Y) = 0 sélo si X e Y son independientes, como se demuestra mateméti-
camente en la siguiente seccién. La positividad de I(X,Y) es, no obstante, concep-
tualmente necesaria, ya que S(X)+ S(Y) representa la falta de informacién sobre el
sistema conjunto cuando sélo se dispone de la informacién marginal (asociada a X e
Y por separado y determinada por las distribuciones marginales) sin informacién al-
guna sobre las correlaciones entre X e Y, y debe ser por lo tanto mayor que S(X,Y)
(ya que la d.p. conjunta contiene ademés la informacién sobre las correlaciones).

En base a (2.9), podemos expresar la informaciéon mutua también en términos
de la entropia condicional como

I(X:Y) = S(X)—S(X|V) (2.14)
= S(Y) - S(Y]X). (2.15)

La positividad de I(X :Y’) implica pues S(X) > S(X|Y), S(Y) > S(Y|X).

Aplicacion a sistemas cldsicos. Consideremos un sistema fisico clasico A, que
puede estar en un cierto conjunto de estados A;, i = 1,...,n. En una descripcion
estadistica [30], podemos asociar al mismo una d.p. tal que p; sea la probabilidad de
que el sistema esté en el estado A;. Por ejemplo, en el caso de una particula en una
dimension, el indice ¢ puede enumerar rectangulos en el espacio de fases elemental
@, P convenientemente discretizado (siendo @ la coordenada y P el impulso de la
particula), de forma que p; sea la probabilidad de que la particula tenga coordenada
e impulso @);, P; pertenecientes al rectangulo. En el caso general, i enumerara las
celdas o hipervolumenes elementales del espacio de fases. La entropia de Shannon
correspondiente es entonces

S(A) =— Zpi log p; (2.16)

y el valor medio de un observable O del sistema A es (O) = >_. p;O;, con O; el valor
en la celda 1.

Consideremos ahora dos sistemas clasicos A y B. Estaran caracterizados por una
d.p. conjunta {p;;}, tal que p;; es la probabilidad de que A y B estén simultaneamente

11



en los estados A; y Bj, respectivamente. Tenemos en mente el caso tipico de dos
sistemas A y B espacialmente separados, pero los resultados siguientes son generales
y aplicables a todo par de sistemas clasicos. La entropia conjunta o global es entonces

ij

mientras que las entropias marginales o locales son
S(A) == pllogp!, S(B)=— p/logp} (2.18)
¢ J

con ptt =7 i Dis py = >, pi; las distribuciones marginales (p

probabilidad de que A esté en el estado A;).
Las consideraciones anteriores permiten definir la entropia condicional

S(AIB) = ) plS(A/Bj) == plpj);logp); (2.19)
J ,J

— S(A,B) - S(B) (2.20)

representa pues la

que es una cantidad no negativa. Esto implica una propiedad fundamental de todo
sistema clasico compuesto: La entropia global es siempre no menor que la entropia
local:

S(A, B) > S(A), S(A,B)> S(B). (2.21)

Como veremos, esta propiedad no se cumple necesariamente en sistemas cudnticos.
Por otro lado, la informacién mutua del sistema sera

I(A: B) = S(A)+ S(B) — S(A, B) (2.22)

que es también una cantidad positiva: S(A : B) > 0, con I[(A : B) = 0 si y sélo si
Ay B no estan correlacionados, es decir, si p;; = p;“p}3 Vi,5. I(A: B) es pues una
medida de las correlaciones entre A y B. Se obtiene asi la cadena de desigualdades:

S(A)+5(B) = S(A, B) = 5(A) (y 5(B)). (2.23)

Sélo la primera desigualdad sera también valida en sistemas cudnticos.

La propiedad aditiva usual S(A, B) = S(A) + S(B) es vélida sé6lo en el caso
no correlacionado. Un ejemplo tipico de sistema no correlacionado es el de dos sis-
temas A y B sin interaccién a temperatura finita [30] en el que p;; o e B /kT =
e BT ERRT donde T es la temperatura absoluta y By = EA + EP con Ef la
energia del estado i de Ay EJB la energia del estado j de B. Cuando E;; # EZA+E]B,
debido a la presencia de una interaccién, p;; # pi'p? y entonces S(A, B) < S(A) +
S(B).
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2.1.3. Entropia Relativa

Consideremos dos distribuciones de probabilidad p = (p1,...,pn), ¢ = (q1,- -, Gn)
asociadas a un mismo conjunto de eventos elementales. La entropia relativa (también
denominada divergencia de Kullback-Leibler [29,31]) se define como

S(pllg) = sz log pi/¢i (2.24)

y satisface S(p||q) > 0, con S(p||lg) = 0 siy sblo si p; = ¢;, parai = 1,...,n (en
realidad, es finita sélo si ¢; > 0 V p; > 0, tendiendo a +o00 si ¢; — 0 para p; finito).

Demostracion: Debido a la concavidad del logaritmo, se tiene logx < z—1 (1—=x
es la recta tangente al logaritmo en x = 1), con el igual vélido sélo si z = 1. Por lo

tanto, —logq;/p; > 1 —q;/pi vy

S(pllg) = szlong/pz > sz —qi/pi) =

donde el igual vale sélo si ¢; = p; V p; > 0. Notemos que S(p||q) # S(q||p).
La informacién mutua (2.22) puede ahora escribirse como la entropia relativa
entre la distribuciéon producto ¢;; = pf‘pf y la distribucién conjunta p;;:

XY
P; p;

= pijlog == = S(pllg).
ij Pij

La positividad de S(p||¢) demuestra asi la positividad de la informacién mutua,
siendo entonces ésta tiltima nula sélo si p;; = p! p] Vi, 7, es decir, s6lo si Ay B son
independientes.

La entropia relativa no es una distancia, al no ser simétrica. No obstante, puede
definirse una version simetrizada de la misma, denominada divergencia de Jensen
Shannon [32,33], dada por: Dys(pllg) = 5[S(pll(p + ¢)/2) + S(all(p + 0)/2)]. Esta
cantidad es obviamente simétrica, y d(p,q) = v/ Dys(p||q) satisface la desigualdad
triangular d(p, q) < d(p,r) + d(r,q), siendo por lo tanto una métrica para distribu-
ciones de probabilidad [32].

2.2. Entropia y medidas afines en sistemas cuanticos
2.2.1. Entropia en sistemas cuanticos

Discutiremos ahora la extensién de las definiciones previas a sistemas cuanticos
[5,6,27,29]. Consideraremos sistemas cudnticos con espacio de Hilbert accesible de
dimensién finita n. El sistema puede pues estar en cualquier estado del espacio. El
conocimiento sobre el estado del sistema se caracteriza no ya por una distribucion
de probabilidad, si no por un operador densidad (o matriz densidad) p, que es un
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operador semidefinido positivo (y por lo tanto autoadjunto) en dicho espacio (es
decir, todos sus autovalores son no negativos), de traza 1:

p>0, Trp=1. (2.25)

Este operador determina el valor medio de cualquier observable O por medio de la
expresion

(0)=TrpO. (2.26)

En particular, la probabilidad de encontrar al sistema en un estado particular |i),
(que supondremos normalizado) es entonces

pi = (F) = Trp P, = (i|p|i) (2.27)

donde P; = |i)(i| es el proyector ortogonal sobre el estado |i).

En el caso de un sistema cudntico en un estado puro |i) (tal que la probabilidad
de encontrarlo en tal estado es 1), p es entonces el proyector ortogonal sobre el
subespacio generado por |i):

o= li)i (2.28)

y satisface p? = p. En el caso general, la descomposicién espectral de p la escribiremos
como
=" pili)il (2.29)

donde {p;,;i = 1,...,n} son los autovalores de p (p; > 0, > .p; = 1) y {|i),7 =
1,...,n} los correspondientes autovectores normalizados ({i|i') = ;).
El caso puro corresponde a p; = 1 para un cierto estado y 0 para todos los demas.
En el caso general, tenemos p® < p (es decir, p*> — p es un operador con autovalores
—pi(1 — p;) negativos o nulos).

La entropia de Shannon se reemplaza ahora por la entropia de von Neumann
[5,27,34], definida como

S(p) = —Trplogp (2.30)

Al igual que en el caso clasico, S(p) > 0, con S(p) = 0 Gnicamente para un estado
puro (p* = p). S(p) serd por el contrario maximo (S(p) = logn) para un estado
méximamente “mezclado” p, = I,/n, donde I, denota el operador identidad, tal
que p; = 1/n ¥ i.

Dados dos sistemas cuanticos distinguibles, que denotaremos nuevamente como
Ay B (lo cual sigue la notacién usual en informacién cuantica, referida a Alicia
(Alice) y Benito (Bob) [5]), con sendos espacios de Hilbert Hy y Hp, y espacio de
Hilbert conjunto H4 ® Hpg, el estado conjunto estara determinado por una cierta
matriz densidad conjunta pap. La entropia conjunta es por lo tanto

S(A, B) = S(pAB) = —Tl"pAB 1ngAB . (232)
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Tenemos en mente, como caso tipico, dos sistemas distinguibles A, B espacialmente
separados, aunque las siguientes expresiones son validas para todo par A, B, con
espacio conjunto accesible Hy ® Hp. Un observable local en el sistema A es un
observable de la forma O4 = 04 ® I, donde I denota la identidad en Hpg. Su valor
medio es entonces

<OA> = TI"pABOA = TI“A PAOA (233)
donde hemos definido la matriz densidad reducida [5,27]

pa=Trppan (2.34)

analoga a la distribucién marginal en sistemas clasicos, la cual determina completa-
mente los valores medios de todo observable local en A. Explicitamente, (i|pa|j) =
> o (tk|paplik), donde |ik) = |i) ® |k) = |i)|k) son los estados de una base producto
ortonormal de H4 ® Hp. Andlogamente,

p=Trapap

determina los valores medios de cualquier operador local Og en B. Las entropias
locales son

S(A) = S(pa) = —Trpalogpa, S(B)=S(pp) =—Trpglogpp.

El estado conjunto es no correlacionado si y sélo si pap = pa ® pp, es decir, si y
N o _ A B A
s6lo si es un estado producto, en cuyo caso sus autovalores son p;; = p;'p;’ con p;’ y

pf los autovalores de pa v pg, respectivamente. En tal caso las entropias cuanticas
satisfacen también S(A, B) = S(A)+ S(B), como es ficil ver de la definicién (2.32).

2.2.2. Entropia Condicional e Informacién Mutua

Para el caso general, podemos ahora definir la primera version cuantica de la
entropia condicional utilizando directamente la férmula (2.9) [5,27,29]:

S1(A|B) = S(A,B)— S(B) (2.35)
= S(pas) — S(pB)- (2.36)

No obstante, es fundamental notar que en el caso cuantico, esta cantidad no es
necesariamente positiva. Es decir, en el caso cuantico la entropia global S(A, B)
puede ser mayor, pero también menor que las entropias locales. El caso menor se da
en los estados entrelazados, que definiremos en detalle en la proxima seccion, y del
cual se dard en este capitulo un ejemplo.

La segunda version cuantica de la entropia condicional fue introducida por Zurek
en 2001 [16] y la discutiremos mas adelante.
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En forma andloga, la primera versién cudntica de la informacién mutua puede
definirse siguiendo las ecuaciones (2.12)—(2.14):

I(A:B) = S(pa) + S(ps) — S(pas) (2.37)
— S(A) - Si(A|B) = S(B) — $1(BA) (2.39)

la cual es también una medida de las correlaciones entre Ay B [5,27]. Si Ay B son
no correlacionados, S(pap) = S(pa) + S(pr) y por lo tanto (A : B) = 0.

A diferencia de S1(A|B), I(A : B) continia siendo positiva en el caso cudntico, al
igual que en el caso clasico: I(A: B) > 0,con I(A: B) = 0siysélosipap = pa®pg,
tal como se demuestra a continuacion. Este resultado es también conceptualmente
evidente y necesario, ya que S(A) + S(B) es nuevamente una medida de la falta de
informacion si sélo se dispone de informacion sobre los valores medios de observables
locales, mientras que S(A, B) mide la falta de informacién cuando se conoce ademés
toda la informacién sobre las correlaciones, es decir, sobre los valores medios de
observables generales del tipo O4p = 04 ® 0. Por lo tanto S(A, B) < S(A)+ S(B).

A modo de ejemplo, consideremos un par de qubits o espines 1/2 en un estado

de Bell, por ejemplo
1) + )

Py = 7 v 2.39
v = T (2:39)
donde [11) = [1) ® 1) denota un estado con ambos espines en la direccién z positiva.
Este estado lo reescribiremos, siguiendo la notaciéon acostumbrada en informacion
cuantica, como
~100) + [11)

&) 5B

(2.40)

En tal caso,
S(pap) =0

(pues pap = |¥)(¥| corresponde a un estado puro (p%z = pag)) pero

pa= o5 = 51 = 5(0)(0] +I1){1)

es decir, las matrices densidad reducidas estan maximamente mezcladas y por lo
tanto

S(pa) =5S(pp) =1.

Esto implica
S1(A|B)=0—-1=—1.

Este estado es, como veremos luego, un estado maximamente entrelazado de dos
qubits, en el que el sistema conjunto estd “maximamente ordenado” (estd en un
estado puro) pero el sistema local estd maximamente desordenado. Esto es imposible
en el caso clésico, ya que si p;; = 1 para un cierto par (i,5) (v 0 para los restantes)
entonces necesariamente p;' = p¥ = 1y entonces S(A) = S(B) = 0. Este estado
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conduce pues a un caso extremo de no extensividad: Mientras que S(A) = S(B) = 1,
la entropia global S(A, B), lejos de ser igual a la suma, es nula.

Puede también afirmarse que el estado de Bell corresponde a un caso de corre-
lacién extremo, sin analogo clésico, en el que

I(A:B)=S(A)+S(B)—0=2.

En el caso de dos sistemas clasicos binarios, el valor maximo de I[(A : B) es 1y
corresponde a p;; = 0;;/2, es decir a un sistema en el que ambos estén, o bien en el
estado 0, o bien en el estado 1, con igual probabilidad.

Finalmente, mencionemos que todo el formalismo estadistico clasico se recupera
como caso particular del cuantico si nos restringimos a operadores densidad conjun-

tos de la forma
o= pilis) il (241)
i,

es decir, diagonales en una base producto {|ij) = |i) ® |j)}, v a observables que
son diagonales en esta base (y por lo tanto conmutantes y simultdneamente me-
dibles). En este caso, las matrices densidad reducidas son ps = >, pi|i)(i|, ps =
>, pF13) (] v quedan completamente determinadas por las distribuciones margi-
nales p = > ;i Dijs pf = ) . Dij, como en el primer capitulo. Los valores medios
de observables diagonales O4p, O4 y Op son pues determinados puramente por la
distribuciones p;;, pi' y pZ, respectivamente.

2.2.3. Entropia relativa cuantica

Para demostrar la positividad de la informacién mutua cuéntica es conveniente
demostrar primeramente la positividad de la entropia relativa cuantica, definida
como [5,27,29,35]

S(pllp") = Trpllog p —log p'] . (2.42)
Se tiene S(p||p’) > 0, con S(p||p’) = 0sii (siy sélosi) p=p' [5,27,29]:

S(lle’) = pullogp, = > [(w])Plogp,] > > pullogp, —logg,] = S(pllg) > 0
v I v

donde hemos utilizado las descomposiciones espectrales p = Y p,|v)(v|, o =
>, o, |V) (V] definido ¢, = (v|p|v), y utilizado la concavidad del logaritmo, que im-
plica log ¢, = log[>_ , [{v|p') *pl,] > > [(v[p)]* log p),. En la tdltima desigualdad he-
mos utilizado la positividad de la entropia relativa clasica. La igualdad rige sélo si los
autovalores y las bases en que p y p’ son diagonales coinciden, es decir, s6lo si p = p/.
Al igual que en el caso clasico, puede definirse la divergencia de Jensen-Shannon co-
mo la entropia relativa simetrizada [32,36] D(pl||p’) = %[S(pH%p,) + S(p’H%",)].

A partir de la entropia relativa, es facil ver que la informaciéon mutua cuantica
(2.37) puede escribirse como [35]

I(A, B) = S(pasllpa ® pp) (2.43)
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y por lo tanto, I(A, B) >0, con I(A, B) = 0 sii pap = pa ® pp.

2.3. Entrelazamiento

En esta seccion definimos, en forma general, el concepto de estado cuantico en-
trelazado [1,5,6,12,15,37] y en la seccién siguiente introduciremos el concepto de
discordancia cuantica o Quantum Discord.

2.3.1. Entrelazamiento de estados puros

Un estado cudntico puro |¥) de un sistema conjunto A+ B es un estado entrela-
zado (entangled) si no es posible escribirlo como estado producto. En caso contrario
se lo denomina separable:

V) = |UA)|Vp) = |V) separable (2.44)
W) # W) |Vp) = |U) entrelazado. (2.45)

El entrelazamiento de un estado puro de un sistema bipartito puede medirse por
medio de la entropia de entrelazamiento [5,12], definida como la entropia de cual-
quiera de los subsistemas (ya que son siempre idénticas cuando el estado global es
puro, como se demuestra luego):

E(A,B) = S(A) = S(B). (2.46)

donde S(A) = S(pa) con ps = Trp|V)(V|. E(A, B) es una medida de las co-
rrelaciones cudnticas en el estado: Si |¥) es separable, entonces pa = |WA) (W4,
p = [Vp)(Vp|y E(A, B) =0.

En el caso puro E(A, B) coincide, pues, con el opuesto de la entropia condicional:

dado que S(A, B) = 0. Asimismo, la correspondiente informacién mutua es
I(A: B)=S(A) — S(A|B) =25(A) =2FE(A, B).

Podemos considerar a I(A : B) como una medida de todas las correlaciones en
el sistema, mientras que a F(A, B) como una medida de correlaciones puramente
cuanticas en el mismo.

Para determinar efectivamente si un estado cuantico es entrelazado, debe uti-
lizarse la denominada descomposicion de Schmidt del estado [5]: Existen siempre
bases locales {|ka)} v {|kg)} ortonormales en las que |¥) puede escribirse en la
forma

W) = Z oxlka)|ks) (2.47)
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donde ny es el niimero de Schmidt y o), > 0, donde Y 7, o} = 1. Las matrices den-
sidad reducidas estdn entonces dadas por pa = Y, 0ilka){kal, ps = >, oilks) ksl
siendo pues siempre isospectrales (considerando sus autovalores no nulos) lo que im-
plica S(A) = S(B). El caso separable corresponde a ng = 1, donde E(A,B) = 0,
mientras que el caso entrelazado a ng > 2, en el que

E(A,B) = — Z o log(a}). (2.48)

En el caso general, la descomposicion de Schmidt puede obtenerse mediante la des-
composicion en valores singulares de la matriz, que contiene los coeficientes de ex-
pansién de |¥) en una base ortogonal producto arbitraria [5], siendo los oy, los valo-
res singulares de dicha matriz. En el caso del estado de Bell, la ecuacién (2.39) ya
estd expresando el estado en la forma (2.47), por lo que ny = 2, con oy = 0y = 1//2.

Como se mencioné previamente, el entrelazamiento es considerado un recurso
esencial en informacién cudntica [5,6], pues permite formas radicalmente nuevas de
comunicacion y procesamiento de la informacién, tales como teleportacion cuantica
[2] y computacién cuéntica [5].

2.3.2. Entrelazamiento de estados no puros

En el caso de estados p generales, no necesariamente puros (p* < p), la definicién
de entrelazamiento cuantico es mas compleja. Mas atn, en el caso general no es
posible obtener un método computable para determinar si el estado es entrelazado
en un numero finito de pasos, y por lo tanto tampoco una medida computable del
mismo.

Segun la definicién introducida por R.F. Werner en 1989 [14], un estado cudntico
general es separable si puede ser escrito como una combinacién convexa de estados
producto, es decir, una superposicion estadistica de estados no correlacionados. En
caso contrario, éste sera entrelazado:

p= Z GaP% @ PEy Ga >0, = p separable (2.49)

p # anpj ® Py G >0, = pentrelazado (2.50)

donde ), ¢, = 1. En particular, un estado producto psp = pa ® pp, es decir,
un estado no correlacionado, es un estado separable. Pero también lo es cualquier
combinacién convexa de los mismos. El argumento [14] es que los estados separables
pueden ser generados mediante operaciones locales y comunicacién clasica (es decir,
por LOCC (local operations and classical communication) [5]) y por lo tanto no
contienen correlaciones “genuinamente” cuanticas.

En otras palabras, dos personas espacialmente separadas, pueden acordar, me-
diante llamadas telefénicas (comunicacién clasica) preparar un estado producto
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|W4)|¥p), pero también una combinacion estadistica de estados producto: A tira
un dado y de acuerdo al valor de este prepara [¥%), « = 1,...,6, y avisa a B, quien
prepara el correspondiente estado |¥%), originando asi una combinacién convexa del
tipo (2.49) (p = Y5, &1 TGN(TG] @ [UE)(TR)).

Un estado entrelazado en cambio, no puede ser escrito en la forma anterior con
coeficientes ¢, positivos. Los estados entrelazados se generan tinicamente por medio
de una interacciéon cudntica entre los sistemas. Por ejemplo, surgen naturalmente
como autoestados de un Hamiltoniano que contenga términos de interaccién ) | 0% ®
0%, 0 sencillamente al hacer evolucionar un estado inicialmente separable con un
Hamiltoniano del tipo anterior [5,38] (de forma tal que el operador evolucién U(t) =
exp|—iHt/h] no se pueda expresar como un producto de operadores de evolucién
locales Ua(t) @ Up(t) ).

Los estados p diagonales en una base producto tal como (2.41) son un caso
particular de estado separable. En el caso general, los distintos términos en (2.49)
no son necesariamente conmutantes.

En el caso puro, la definicién (2.49) coincide por supuesto con la previa dada en
la ecuacion (2.45): Si p4 5 = pap, la combinacién convexa (2.49) es necesariamente
un estado producto pa ® pg, con p4 vy pp puros.

2.3.3. Ciriterios basicos de separabilidad

Dada una matriz densidad pap correspondiente a un estado no puro, no es en
general nada facil determinar si p4p es separable o entrelazado, excepto en casos
sencillos, tal como el de dos qubits. Este es en realidad un problema considerado en
general “ hard” [39)].

El criterio de la traspuesta parcial, introducido por Asher Peres en 1996
[40], proporciona un criterio de separabilidad simple, computable y necesario, pero
en general no suficiente. Es decir, es un criterio suficiente pero no necesario de
entrelazamiento:

pap separable = p%B >0 (2.51)

donde t* denota trasposicion parcial [5] ((ij|pslkl) = (kj|pagl|il)). Bs decir, si
p'{s tiene algin autovalor negativo entonces pap es entrelazado. Pero si todos sus
autovalores son no-negativos puede ser aiin entrelazado. Sélo en el caso de dos qubits
o qubit/qutrit, el presente criterio es necesario y suficiente [40,41].

El criterio entrépico estandar se basa en una caracteristica clasica funda-
mental de los estados separables: Al igual que los sistemas cldsicos, son siempre mas
desordenados globalmente que localmente [42]:

p separable = S(A, B) > S(A) (2.52)

y analogamente, S(A, B) > S(B). Corresponden pues a una entropia condicional
S1(A|B) (v S1(B|A)) positiva. Los estados entrelazados, pueden satisfacer, como
vimos anteriormente S(A, B) < S(A), pero a diferencia del caso puro, en el caso no
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puro esta condicién no es necesaria: Existen también estados entrelazados que son
mas desordenados globalmente que localmente (S(A4, B) > S(A), S(A, B) > S(B)).
Notemos también que en el caso no puro, S(A) no es necesariamente igual a S(B).

El presente criterio entropico puede extenderse a otras entropias mucho mas
generales, como veremos en la sec. 2.5.

2.3.4. Entrelazamiento de formacién. Concurrencia

Medir el entrelazamiento en estados no puros es ain mas dificil y no es un
tema cerrado. Una medida comunmente utilizada es el entrelazamiento de formacion,
definido por la denominada extensién de techo convexo (“convex roof extension”) de
la definicién para estados puros [6, 15]:

E(pas) g 2 G B(Va)(Tal) (2:53)

= Min
PAB=) 4 da|¥a)(

es decir, es el minimo, entre todas las representaciones posibles de psp como com-
binacién convexa (g, > 0) de estados puros |V,) (no necesariamente ortogonales),
del promedio del entrelazamiento en los mismos, definido de acuerdo a (2.46). La
cantidad (2.53) no es en general computable en forma exacta, salvo en el caso de dos
qubits, donde W.K. Wootters logré obtener, en 1998, una férmula general compu-
table por medio de la llamada concurrencia C' [43,44]:

E(A,B) = =) qlogq, qi= VI (2.54)

2
v=-=

C(A,B) = Max[2\y — TrR, 0] (2.55)

donde A,; es el autovalor maximo de la matriz R = \/pil/ ;ﬁAsz/ ;, con pap =
oy ® oyphpoy ® o, en la base estdndar (compuesta por autoestados producto de

0, ®0,).

Se cumple 0 < C(A,B) < 1,0 < E(A,B) <1, con E(A,B) = C(A,B) =1
para un estado de Bell (que es, por lo tanto, un estado méximamente entrelazado),
y E(A,B) = C(A, B) = 0 para un estado separable, siendo E(A, B) una funcién
estrictamente creciente de C'(A, B).

Para un estado puro arbitrario de dos qubits, puede verse que (2.54) se reduce a
la entropia S(A) = S(B) de cualquiera de los qubits, dada por la expresién (2.48)
con ng = 2. En tal caso C(A, B) = 2,/0103, con

C*(A,B) = 40109 = 2(1 — Tr p%) . (2.56)

2.4. Quantum Discord

Hasta hace poco tiempo se pensaba que el entrelazamiento capturaba todas las
correlaciones cuanticas entre las componentes de un sistema. Y para que un algorit-
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Figura II.1: Circuito del algoritmo de Knill y Laflamme para calcular la traza de un
operador unitario U,: Tr U, /2" = (o,) + i(0,), donde ¢, son las matrices de Pauli
del primer qubit. H denota la compuerta de Hadamard (H = (0, + 0.)/V2) y la
ultima operacion la medida sobre el primer qubit.

mo cuantico pudiera realizar una tarea de forma mucho mas eficiente que un algo-
ritmo clasico (es decir, para que la dependencia del nimero de pasos con el tamano
del “input” pasara, por ejemplo, de exponencial a polinomial), se creia necesario
que existiera entrelazamiento apreciable en al menos algin paso del circuito cuanti-
co. Esto es efectivamente cierto en el caso algoritmos basados en estados cuanticos
puros [9]. Sin embargo, se mostré luego que esto no es necesariamente valido para
algoritmos cudnticos basados en estados no puros [11,18].

Este hecho surgié en el modelo de computacién cuantica propuesto por Knill
y Laflamme en [10], basado en estados cudnticos no puros (mized state quantum
computation). El modelo consta de un tnico qubit de control en un estado inicial
puro (o al menos no completamente mezclado) junto con un conjunto de n qubits en
el estado mdzimamente mezclado I,, /n. Si bien este esquema no es universal, es decir,
no puede implementar un algoritmo arbitrario, el mismo si es capaz de resolver en
forma eficiente ciertos problemas que clasicamente son considerados duros, como por
ejemplo el de la evaluacién de la traza de una matriz unitaria U de 2" x 2™ [10]. La
ventaja es que este modelo resultaria en general mas robusto frente a la decoherencia
que los esquemas basados en estados puros, resultando ademés particularmente apto
para ser implementado en computadoras cuanticas basadas en resonancia magnética
nuclear [45], ya que estas trabajan con estados no puros muy cercanos al limite
méximamente mezclado [5]. El modelo ha sido también implementado en pequena
escala con fotones Gpticos [46].

Datta y Caves mostraron [11] que el modelo original de Knill y Laflamme [10]
exhibia un entrelazamiento despreciable entre el denominado qubit de control y
cualquier subconjunto de los restantes. Este resultado centré la atencién en una
medida alternativa de correlaciones cuanticas, propuesta originariamente por Ollivier
y Zurek [16], y paralelamente por Henderson y Vedral [17], en 2001, denominada
Quantum Discord (discordancia cudntica), la cual, a diferencia del entrelazamiento
de formacién (2.53), capturaria todas las correlaciones cuanticas presentes en un
estado no puro. Datta y Caves mostraron en 2008 [18] que el circuito de Knill y
Laflamme, si bien no contenia entrelazamiento apreciable, si exhibia una cantidad
sustancial de Quantum Discord (una fraccién considerable del maximo valor posible)
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entre el qubit de control y el resto. En otras palabras, seria el Quantum Discord, y
no el Entrelazamiento Cuantico, el que permitiria la realizacion en forma eficiente de
tareas clasicamente duras, en la computacién cuantica basada en estados no puros.
A partir de ese momento, el Quantum Discord despert6 un gran interés en el campo
de la Informacién Cudntica [21,47-54].

2.4.1. Definicién General

En lo que sigue emplearemos las definiciones dadas en las secciones previas. La
extension cuantica (2.35) de la entropia condicional no es plenamente satisfactoria,
ya que puede ser negativa. Zurek propuso [16] una extension alternativa de la de-
finicion clésica (2.6). Las probabilidades condicionales clasicas indican el grado de
conocimiento de X (A) dado el conocimiento de Y (B). Cuanticamente, debemos
primero seleccionar una base local b = {|j), 7 = 1,...,n,} en B, es decir, realizar
una medida de un cierto observable local Op = I4 ® op, con op = } . 0;|7)(j| dia-
gonal en esta base (asumiremos que los autovalores o; de op son no degenerados) y
luego medir el grado de conocimiento de A una vez realizada esta medida en B.

El estado del sistema conjunto luego de medir el resultado o; en B es [5]

pass; = PPpapP] [p;, pj=Trpap P} (2.57)

donde PjB = 14 ®1j)(j| es el correspondiente proyector y p; precisamente la proba-
bilidad de haber medido o;. El estado reducido de A luego de esta medicién es

PA/]‘ :TI“B PAB/j- (258)

Podemos entonces definir una segunda versién cuantica de la entropia condicional
como

S(AIBy) = Y piS(pas) (2.59)
J
= S(pXp) — S(pp") (2.60)
donde el subindice b indica la base local en B definida por op y pit, pht matrices
densidad diagonales respecto de esta base:
Py = Y pipas; =Y PPpasP] (2.61)
J J
ppt = Trapqy=> pili)l. (2.62)

J

El estado (2.61) representa el estado conjunto del sistema luego de esta medicién en
B, si no se conoce el resultado de dicha medicién. Se ve de (2.59) que So(A|By) > 0,
es decir, es no negativa, a diferencia de S;(A|B).
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Podemos definir ahora una segunda extension cudntica de la informacién mutua
como

L(A: By) = S(A) — Sy(A|By). (2.63)

La diferencia entre las dos versiones cudnticas (2.37) y (2.63) de la informacién
mutua, denominada Quantum Discord (dependiente de la medida) por Zurek [16,17],
puede escribirse como

D(A|By) = I(A:By)—1(A:B) (2.64)
= Sy(A|By) — S1(A|B) (2.65)
= S(phy) — S(pas) — [S(p5") — S(ps)] (2.66)
= S(piw) — S(pp") — [S(pas) — S(ps)], (2.67)

donde hemos escrito por conveniencia (ver abajo) las dos formas obviamente equiva-
lentes (2.66) y (2.67). Esta discordancia cudntica depende de la densidad de proba-
bilidad conjunta p4p y del conjunto de proyectores {PjB } determinados por la base
ortonormal b.

En el caso de medidas locales generalizadas tipo POVM definidas por un conjunto
de operadores locales MJB = Iy, ® Mj, con ZM;M] = Ip, deben utilizarse las
férmulas (2.59),(2.64),(2.65), con pap; = M]BpABMJBT/pj, p; = TrpABMJBTM]B.

El minimo de la cantidad anterior respecto de todas las posibles medidas locales
M = {M;} es el verdadero Quantum Discord (QD), que depende sélamente de
pas [16,18]:

D(A|B) = NJI\}n D(A|By) . (2.68)
Se puede demostrar [52] que el minimo se obtiene para operadores M, de rango
1 (es decir, que en caso de medidas proyectivas, éstas estaran basadas en proyecto-

res localmente unidimensionales). En lo sucesivo nos restringiremos a este tipo de
medidas.

2.4.2. Quantum Discord de estados puros

En el caso de estados puros, el Quantum Discord se reduce exactamente al en-
trelazamiento (2.45) [16]:

pis = pan = D(A|B) = D(B|A) = E(A, B). (2.60)

Efectivamente, si pap = |¥)(V¥|, escribiendo en una base producto arbitraria |¥) =
., Clis) = 5y yliadhe con Lia) = 3, Colid/ B ¥ 1y = 3, |C2]. tenemos
pas; = |ia){jal (estado puro) y por lo tanto S(p.a,;) = 0 (es decir, S(p%) = S(pi")).
Esto implica

D(A,By) =0—S1(A|B) = S(B) = E(A,B). (2.70)
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2.4.3. Quantum Discord de estados no puros

Solo en el caso de estados no puros puede la discordancia cuantica ser distinta
al entrelazamiento, definido en el caso de estados generales por (2.53).
La cantidad (2.53) satisface las siguientes propiedades fundamentales [16]:

D(A|B) > 0 (2.71)
D(AIB) =0 & pas=p2y (2.72)

donde pgj’g denota un operador separable de la forma especial (2.61), es decir, diago-
nal en una cierta base producto condicional {|i;j) = |if") @ |[j%),i=1,... . na, j =
1,...,np}. La propiedad (2.71) es consecuencia de una sutil propiedad de la en-
tropfa de von Neumann [27]: La entropia condicional S;(A|B) = S(pag) — S(ps)
(con pg = Tra pap) es una funcién concava de p4p. Si bien la concavidad de S(pap)
con respecto a pap es consecuencia directa de la concavidad de la funcion —z log z, la
propiedad de concavidad de la entropia condicional S; no es trivial y fue demostrada
por Lieb [55] (en realidad se desprende de su demostracion de la conjetura de Wigner-
Yanase-Dyson sobre la concavidad conjunta de la funcién G(p, p2) = trpt Kpy 'K
V¢t € (0,1) para cualquier operador K, como puede verse en [27]). Dado que pﬁg
puede ser considerada la parte “diagonal” de psp en una cierta base producto, la
ec. (2.67), que expresa el Discord como una diferencia de entropias condicionales S7,
junto con la concavidad de la entropia condicional Sy, implica D(A|B) > 0.

Con respecto a (2.72), es claro de (2.66) que si pap es de la forma separable par-
ticular (2.61), es decir pap = p,% para un cierto conjunto de proyectores, entonces
D(A, B) = 0, eligiendo como base de B aquella definida por estos proyectores. Para
el camino inverso, puede seguirse el argumento original de Zurek [16].

Se tiene pues que si D(A|B) = 0, pap es de la forma (2.61) y por lo tanto es
separable, 1o que implica E(A, B) = 0. Por el contrario, si F(A, B) = 0, esto no
implica que pap sea de la forma (2.61) y que el Quantum Discord sea nulo, ya que lo
distintos términos en (2.49) no son necesariamente conmutantes. Notemos finalmente
que para cualquier estado producto pap = pa ® pp, obviamente D(A|B) = 0.

Debido a la minimizacion sobre el conjunto completo de medidas locales, el Dis-
cord (2.68) es, al igual que el entrelazamiento de formacién, dificil de evaluar en el
caso general, habiéndose mostrado recientemente que es un problema “hard” (NP
completo [56]). Por esta razén, serfa conveniente el desarrollo de medidas con propie-
dades andalogas pero de evaluacién méas simple, algo que en parte se desarrollard en
el capitulo siguiente.
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2.5. Teoria de la mayorizacion y entropias generalizadas
2.5.1. El concepto de orden e informacién

Resulta dificil dar una definiciéon rigurosa de orden de un sistema. Desde el
enfoque de la teoria de la informacién, un sistema se dice ordenado con respecto
a otro sistema dado, si poseemos mas informacién acerca del primero que de este
ultimo. Asi, el concepto de informacion estd intimamente ligado al concepto de
orden.

Para precisar el concepto de informaciéon vamos a apelar a su definicion axiomati-
ca dada por una funcién I(p), cuyo dominio es el espacio de las distribuciones de
probabilidades, y cuya imagen es el conjunto R*.

A continuacién enumeramos los llamados axiomas de Khinchin-Shannon [57] que
deben ser satisfechos por una medida de informacion.

Sea el simplex A, = {(p1,p2s s pn) [pi > 0, >0 pi = 1}

e [) Axioma de continuidad
V' n € N; lafuncién I(p) debe ser continua para p € A,

e II) Maximizacion:
Dado un valor de n € N, p = (p1,p2,---,Pn) € Ay, la funcién I(p) debe
alcanzar su maximo para p; = 1/n Vi € (1,...,n)

e III) Expandibilidad
I(p17p27 7pn) - -[(p17p27 ey Py O)

e 1V) Aditividad
I(p1,p2; s Py Pt -5 Pn) = Lqu, q2) + (B B ) + gl (P, 22)
donde ¢y = p1 + ... + Pm, 2 = Pmi1 + - + Pn-

I) Expresa que distribuciones de probabilidad préximas llevaran informaciones
cercanas.

IT) Asegura que cuando todos los eventos son equiprobables la falta de informa-
cién serd maxima.

I1T) Establece que si aumentamos el espacio muestral con eventos que no tienen
probabilidad de ocurrencia esto no suma informacion alguna.

IV) Da cuenta de que la cantidad de informacién, asociada a un proceso aleato-
rio, es igual a la suma pesada de la informacién asociada a los subprocesos en los
que éste se puede dividir. Es decir, que si la informacién es adquirida en dos etapas
(la primera surge de elegir entre el grupo 1y 2 y la segunda de elegir dentro de cada
grupo) la informacién debe ser sumada.

1'Un simplex es la envoltura convexa de un conjunto de puntos de R". Si el conjunto de pun-
tos elegidos es la base estdndar de R"™ {eq,...,e,}, el simplex se dice estdndar. El conjunto de
distribuciones de probabilidad de un espacio de n eventos forman un simplex estandar.
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Bajo estos requisitos puede deducirse que la inica medida de informacién posible
resulta la entropia de Shannon

I(p) = S(p) =~k > _pinp; (2.73)

donde la constante £ > 0 puede absorberse en la base utilizada para el logaritmo
(log,p=klnp, con k =1/Ina > 0 para a > 1).

Si la distribucién de probabilidades p asociada a la variable aleatoria X cambia,
la informacién asociada a la misma va a ser también modificada. Resulta natu-
ral entonces definir la informacion ganada o perdida como la diferencia entre las
informaciones en una y otra situacion. De esta manera la ganancia o pérdida de
informacion estara dada por:

Al = Sfinal - Sz'mcial . (274)

Si se omite el postulado IV, existen muchas funciones I(p) que satisfacen los pos-
tulados I, IT y III s6lamente. Llamaremos a estas funciones entropias generalizadas,
que seran discutidas en la préxima seccion.

2.5.2. Teoria de la mayorizacion

Sip=(p1,--pn)yq=(qq,-.., qn) son dos distribuciones de probabilidad, podemos
preguntarnos cual de las dos conlleva mas informacién, o lo que es lo mismo, cual
de las dos distribuciones es la mas ordenada.

Existe el llamado principio de transferencia, introducido a comienzos del siglo
XX, por el cual, dada una distribucion de probabilidad p, si transferimos parte de la
probabilidad de un suceso mas probable p; € p a otro menos probable p; € p, de tal
manera que la cantidad transferida sea menor que ’%, se obtiene otra distribucién
que es mas dispersa o menos concentrada, y por ende mas desordenada o con menor
informacion. Si volvemos ahora al caso de dos distribuciones de probabilidad, y
mediante procesos de transferencia sucesivos obtenemos la distribucion ¢ a partir de
la distribucién p, se dice que ¢ es menos ordenada o “mas mezclada” que p. Existen
varias maneras de precisar esto.

Si ordenamos las componentes de p y ¢ en forma decreciente, de manera que

PL>P2> .. 2P Y 1> Q2 > ... > Gy, Y se satisface que:

D<) pvie (1,..,n) (2.75)
j=1 j=1

se dice que p mayoriza a q [58,59] o, en simbolos,

q=<p- (2.76)
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Figura 11.2: Ejemplo de distribucién de probabilidad (ordenada) ¢ = (q1,...,qn)
mayorizada por la distribucién p. El panel derecho muestra las sumas parciales

Sqi = Z;:1 dj;, Spi = 22:1 pj-

De esta forma, si p; = 0, ; para un cierto j = 1,...,n (maxima certeza) = ¢ < p
para toda distribucién ¢, mientras que para una distribucién equiprobable ¢; = 1/n
V i (méxima incerteza) se tiene ¢ < p para toda distribucion p.

En la Fig. (I1.2) [59] se puede ver el significado geométrico de la mayorizacion.
Si ¢ < p, el area acumulada de la distribucién p (sus sumas parciales) es siempre
mayor que la correspondiente a la distribucion q.

Existen otras definiciones equivalentes a la anterior, como por ejemplo la siguien-
te: si existe un conjunto de matrices de permutacién {II;}, con coeficientes «; > 0,
Y. =1tal que ¢ =), oyIl;p, entonces ¢ < p y viceversa:

g=p<=q= Z%Hm (2.77)
O, en forma equivalente,
¢=p<=q=Dp (2.78)

siendo D una matriz doblemente estocéastica, o sea, una matriz tal que todas sus
entradas son no negativas y tal que todas sus filas y columnas suman uno. Por este
motivo, si ¢ < p se dice también que la distribucion ¢ es “més mezclada” que p.

Notemos que dadas dos distribuciones de probabilidad p, ¢, puede cumplirse
que ¢ 4py p <q, es decir, que ninguna mayorice a la otra. Se dice entonces que
la mayorizacion constituye una relacion de orden parcial entre distribuciones de
probabilidad. Es decir, la mayorizacion no es un orden total. No puede establecerse
una estricta relacion de “més mezclado” entre dos distribuciones cualesquiera.

Finalmente, mencionamos que el concepto de mayorizacion se aplica también a
distribuciones p = (p1,...,pn) ¥y ¢ = (¢1, .- ., ¢m) atin cuando m # n. En este caso
se completa con ceros la distribucién asociada al minimo entre m y n.
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2.5.3. Entropias Generalizadas

Otra manera, muy conveniente, de presentar la mayorizacién es la siguiente.
Sea F el conjunto de funciones f : [0, 1] — R céncavas y derivables que satisfacen
f(0) = f(1) = 0. Luego, puede demostrarse [59,60]

g=<p<> fla)=> f(p:) paratoda f € F. (2.79)

Recordemos que la concavidad significa

flapr + (1 = q@)pa] > qf (p1) + (1 = q) f(p2) VYV q€[0,1] (2.80)

con la igualdad valida (en el caso estricto) sélo si p; = py 6 ¢(1 — ¢) = 0. Para f
derivable, la concavidad equivale a f'(p) decreciente para p € (0,1).
Para f € F, la funcién [27,59-61]

Sy(p) = Zf(pz-) (2.81)

es una medida del grado de “mezcla” asociada a la distribucion de probabilidad p,
y la denotaremos como entropia generalizada. Estas entropias satisfacen

St(p) >0

con S¢(p) = 0 sélo si p; = 0;; para un cierto j = 1,...,n (maxima certeza) y S¢(p)
maxima para p; = 1/n V i (méxima incerteza). Mas atin, la ecuacién (2.79) puede
escribirse como [60]

q<p<=S(q) > Sf(p) paratoda f € F (2.82)

por lo que todas estas entropias son sensibles al grado de “mezcla” de la distribucién:
Si ¢ < p entonces Sy(q) > Sy(p), para toda Sy. Y ademas, si Sy(q) > S;(p) para toda
Sy entonces ¢ < p. Es decir, son suficientes para asegurar la relaciéon de mayorizacion.
Por otro lado, S¢(q) > Sf(p) para una f determinada no implica necesariamente
q < p. Larelaciéon de mayorizacion no puede capturarse con una séla entropia, siendo
por lo tanto mas estricta que la relacion de “ desorden” que emerge de un solo tipo
de entropia.

Las entropias (2.81) satisfacen asi los axiomas I, IT y III (III es consecuencia
inmediata de (2.82)). Pero obviamente, IV se satisface sélo si f(p) = —kplnp, con
k> 0.

El concepto de mayorizacion es una relacion de orden muy fuerte, que segin
veremos luego, nos permitira capturar el concepto de informacion cuantica contenida
en un cierto estado cuantico no puro. Es una idea de orden cualitativo, en el sentido
de que si la distribuciéon p mayoriza a la distribucion ¢, estamos en condiciones
de afirmar que existird mas informacién contenida en la distribucién p que en la
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distribucién ¢, pero no sabemos cuanto vale esa cantidad de informacién. La clave
se encuentra en las ec. (2.79)—(2.81). Estas nos dicen que si para toda funcién suave y
concava siempre se mantiene la relaciéon de desigualdad entre las entropias Sy, luego
esto impone un orden entre ambas distribuciones, pero desde luego no sabemos
cuanto mas ordenada estd una distribucion con respecto a la otra, y por ello se
dice que es un orden cualitativo. Esto no nos impide elegir una de entre el conjunto
infinito de funciones céncavas y asi expresar en nimeros tal desigualdad. Al haber
hecho esto hemos elegido una medida arbitraria de informacion, al igual que se
hace cuando se elige la entropia de Shannon. Es por esta razén que la mayorizacion
es un orden cualitativo mas general. Necesitamos precisar que funcién céncava se
elige para dar un ntimero preciso de cuanta informacion habréa en cada distribucion.
Esto, al contrario de lo que podria parecer, es realmente una gran ventaja ya que
podemos elegir como medir la informacién de acuerdo a la naturaleza de la misma
y a los recursos de calculo. Ademds nos revela algo més profundo. Si omitimos el
cuarto postulado, la cuantificacién de la informacion estadistica va a depender de
como se elija medir tal propiedad.

Por ejemplo, si ¢ = (0,4,0,4,0,2) y p = (0,5,0,25,0,25), se tiene ¢ £ p, ya que
¢1 < p1 Pero q; + g2 > p1 + p2. Sin embargo, se verifica S(q) ~ 1,52 > S(p) = 1,5, lo
que muestra que al emplear s6lamente la entropia de Shannon, no se logra detectar la
ausencia de una relacién de orden estricta entre ambas distribuciones. No obstante,
existen funciones “entrépicas” f tales que Sy(q) < S¢(p), detectando asi la ausencia
de mayorizacién.

El ejemplo més tipico de entropia generalizada de la forma (2.81) es la que
corresponde a elegir la funcién concava (en lo sucesivo emplearemos la normalizacién

2f(1/2) = 1)

p—p!
falb) = {5 4>0 (2.83)

que conduce a la usualmente denominada entropia de Tsallis [62],

1->p!

Como casos particulares, podemos resaltar la entropia cuadratica (¢ = 2),
Sy =2(1—Y _p}) (2.85)

la cual surge de utilizar

falp) =p(L =p) =p—p°. (2.86)
Esta entropia también se denomina usualmente entropia lineal, porque puede ser
obtenida a partir de la aproximacién lineal logp~p—1+ O(p —1)? , o sea,
—plnp~p—p*+O(p(p—1)?) parap — 1.
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Por otro lado, al tomar el limite ¢ — 1 en (2.83)—(2.84), se recupera la entropia
de Shannon: f,(p) — —plog(p) para ¢ — 1, y entonces

Sq(p) = S(p) = — sz- log(pi) - (2.87)

q—1

Las muy conocidas entropias de Renyi Sf [63], si bien no son de la forma (2.81),
son una funcién creciente de una forma Sy:

1
R _
Sip) = oz Zi:p? (2.88)
| 1—(1—2t¢

Estas entropias cumplen SF(p x p') = SF(p) + SF(p'), pero no cumplen el cuarto
postulado. Ademds, al ser funciones crecientes de S, satisfacen SF(p') > SF(p) si
p' < p. Toda funcién real I(p) que satisfaga I(p’) > I(p) cuando p’ < p se denomina
“Schur-céoncava” [58]. Tales funciones son simétricas pero no necesariamente cénca-
vas. De hecho, las entropias de Renyi no son necesariamente céncavas. No obstante,
el conjunto de entropias de la forma (2.81) (entropias “tipo traza”) es ya suficiente
para determinar si dos distribuciones exhiben un orden de mayorizacion, por lo que
capturan completamente este concepto. Nos restringiremos a este tipo de entropias
generalizadas en lo sucesivo.

2.5.4. Mayorizacién y entropias generalizadas en el caso cuantico

En el caso cuantico, se define la relacion de mayorizacion entre dos operadores

; _ N/ I TRV A /

densidad p = >, pil0)(i], p' = >, pi]7")(i'| en términos de sus autovalores p;, p},
ordenados en orden decreciente:

pr=<pe>pi<) pi=1..n. (2.90)
=1 j=1

Si las dimensiones son distintas, se completa con ceros el conjunto de autovalores
del operador de menor dimensién. De esta forma, si p = |¥)(¥| es un estado puro,
p < pV p, mientras que si p’ = I, /n es el estado maximamente mezclado, p’ < p V

p.
La entropia generalizada (2.81) se define ahora como [27,59, 64]

Si(p) = Tr flp) = >_ /() (2.91)

donde hemos escrito p = >, p;|i)(i| (descomposicién espectral). Se satisface (para

£(0) = 0)
p= 0 > Si(p) > Sy(p)VfEF. (2.92)
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Se cumple entonces Sf(p) > 0, con S¢(p) = 0 sii p es puro, mientras que Sf(p) es
siempre maxima para p = I,,/n, con n la dimension del espacio de Hilbert del siste-
ma. Resulta también obvio que Sf(p) permanece invariante ante transformaciones
unitarias p — UpUT.

Podemos ahora enunciar el criterio entrépico generalizado de separabilidad, men-
cionado previamente: Si psp es separable, entonces se cumple [60,65]

St(pap) = Sp(pa), S¢(pap) = Sy(ps) (pap separable) (2.93)

V Sy, es decir [66]
PAB = PA, PAB = PB- (2.94)

Los estados separables son asi rigurosamente més desordenados globalmente que
localmente, en el sentido que verifican la relacion de mayorizacién, al igual que todo
sistema compuesto clédsico, es decir, descripto por una distribuciéon de probabilidad
conjunta [29]. El criterio (2.93), equivalente a (2.94), es mas fuerte que el criterio
entropico estandar (2.52) [60,65,66].

La versién cudntica de la entropia cuadratica (2.85),

Sa(p) = 2(1 — Trp?) (2.95)

estd directamente relacionada con la pureza P(p) = Trp? del estado. La condicién
Sa(p) = 0, satisfecha sélo si p? = p, es obviamente equivalente a P(p) = 1.

Esta entropia posee una gran ventaja sobre otras entropias: puede ser determi-
nada sin necesidad de calcular los autovalores de p, requiriendo sélo la evaluacion de
la traza de p?. Ademas, desde el punto de vista experimental, puede ser determinada
en forma directa, sin necesidad de una tomografia completa del estado [67].

Esta entropia esta también directamente relacionada con la concurrencia. La ec.
(2.56) muestra que el cuadrado de la concurrencia de un estado puro no es otra cosa
que la entropia cuadratica de los estados marginales:

C*(A, B) = Sa(pa) = Sa(ps) - (2.96)
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111 Medidas entropicas generalizadas de
correlaciones cuanticas

En este capitulo definiremos primero el concepto de déficit o pérdida de informa-
cién ocasionado por una medicion sobre un sistema cuantico. Luego se utilizara este
concepto para definir una medida entrépica generalizada de correlaciones cuanticas,
que se reduce a la correspondiente entropia de entrelazamiento en el caso de esta-
dos puros. No obstante, para estados no puros difiere del entrelazamiento, teniendo
propiedades andlogas a las de la discordancia cuantica. Esta medida generalizada
comprende como casos particulares medidas mas simples que la discordancia, en el
sentido de que admiten una evaluaciéon mas sencilla. Los resultados expuestos en
este capitulo dieron lugar a los trabajos [19,24].

3.1. Déficit de informacion

Una de las caracteristicas fundamentales de la mecanica cuantica es que un sis-
tema cuantico no queda invariante luego de una medicién. La medicion implica una
interaccién entre el aparato de medida y el sistema, quedando luego el sistema entre-
lazado con el aparato de medida. Como consecuencia, el estado reducido promedio
del sistema cuantico luego de la medicién es no puro y, como veremos, de mayor
entropia que el estado original.

Consideremos primero una medida estandar, es decir, proyectiva, definida por
un conjunto de proyectores ortogonales

M:{PV}> PuPu:(SuuPy, ZPVZI- (3.1)

Luego de esta medicion, si se obtiene el resultado v, el sistema queda en el estado

) = P,pP,
Y TP, p

(3.2)

donde p, = TrP, p es la probabilidad de obtener este resultado. Al repetir estas
mediciones sobre estados igualmente preparados, el estado promedio del sistema
luego de la medida es entonces

p’:Zpup;:ZPVpPV. (3.3)
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La Ec. (3.3) representa asi el estado del sistema posmedida, cuando no se conoce el
resultado de la medida.

Una caracteristica bésica de (3.3) es que su entropifa de von Neumann nunca
serd menor que la del estado original, y serd normalmente mayor:

S(p") = S(p) (3.4)

con S(p') = S(p) sélo si p' = p. Este resultado es en realidad un caso particular
del resultado mucho mas general que discutiremos en la préoxima seccién. Refleja el
hecho de que luego de la medida, se pierden los elementos “no diagonales” de p en
la base definida por los proyectores (decoherencia). La diferencia

™ (p) = S(p") = S(p) (3.5)

se denomina Déficit de Informacion [68,69], y es una cantidad no negativa. Es una
medida de la informacién perdida en los elementos no diagonales en dicha base.

A continuacion extenderemos este resultado a entropias generalizadas, lo que
permitird apreciar que la desigualdad (3.4) no es consecuencia de la forma parti-
cular de la entropia de von Neumann. Luego, se utilizara esta nocién de Déficit de
Informacion para definir una medida general de correlaciones cuanticas, basada en
la pérdida de informacién debido a una medida local en el sistema.

3.2. Déficit de informacion generalizado
3.2.1. Concepto general

Como hemos visto, la mayorizacion no es un orden total en un conjunto de
distribuciones de probabilidad u operadores densidad, ya que pueden existir casos
en los que, siendo p y ¢ dos distribuciones de probabilidad, p 4 ¢ y ¢ 4 p.

Sin embargo, una medida proyectiva s7 induce un orden entre los operadores pre
y posmedida py p' (Ec. (3.3)), segun el criterio de mayorizacién: Se cumple siempre

p=p (3.6)
y esto implica
Sp(p') = S¢(p) (3.7)
para cualquier forma entropica generalizada
Sy(p) =Tr f(p) (3.8)

con f :[0,1] — R, céncava y definida positiva en (0,1), y f(0) = f(1) = 0. La
ecuacion (3.7) refleja de manera mds rigurosa que (3.4) el hecho de que p' pierde
los elementos no diagonales de p en la base definida por los proyectores, y que por
lo tanto, tiene menos informacién que p: Esta pérdida es detectada por cualquier
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forma entrépica (3.8). Recordemos que la validez de (3.7) V Sy implica (3.4), pero
la relacion inversa no es necesariamente valida.

Demostremos la relacion (3.6), o equivalentemente, (3.7). Eligiendo adecuada-
mente la base de cada subespacio definido por P, (no necesariamente unidimensio-
nal), tal que dentro de ese subespacio p sea diagonal en dicha base, podemos escribir
el operador (3.3) como

p= Z%IJ")(J”I . g5 =(J'lpli") (3.9)

donde {|j')} es un conjunto de estados ortonormales tal que P, = >_ .oy |7) (S’ ¥
(7'|p|E") = 0;x(J'|pls"), con H, el soporte de P,. Esto permite ver que p’ es la parte
diagonal del operador p en alguna base particular.

Que esto implica (3.6) (Teorema de Schur [58]) no es obvio en forma inmediata,
pero puede demostrarse facilmente probando la desigualdad (3.7) para toda Sy [19],
lo que es equivalente a (3.6). Rigurosamente, si las descomposicién espectral de p es

p=_nli)i (3.10)

entonces, para toda f concava,
S =32 fa) = S ATl (3.11)
> SR 0) = XS = Sip). (3.12)

Por lo tanto, toda medida de falta de informacién sobre la distribucién ¢, o sea sobre
el estado promedio después de la medicion, serd mayor o igual que aquella sobre la
distribucién p, o sea, sobre el estado antes de la medicion. Y para f estrictamente
céncava, la igualdad en (3.12) se cumple sélo si |(i|j")| = d;; V 7 (para una eleccién
adecuada de los estados |i) si existe degeneracién), en cuyo caso ¢; = p; y entonces
p = p.

Resulta ahora natural definir el Déficit de Informacion generalizado como [19]

1Y(p) = S4() — 5(p) (3.13)

que cumple I'(p) > 0¥ M proyectiva, con I1}'(p) = 0 si y sélo si p' = p, esto es,
s6lo si p queda en promedio invariante luego de la medida, lo que implica que p debe
ser ya diagonal en la base definida por la medida.

3.2.2. Casos particulares: Entropias de von Neumann, cuadratica y q

De la definicién (3.13) surgen distintas medidas de Déficit de Informacién, cada
una asociada a una determinada entropia generalizada Sy. En el caso de la entropia
de von Neumann,

St(p) = S(p) = —Tr plogy p



IM es el Déficit de Informacién estdndar (3.5). Puede verse que para p’ dado por

(3.3), esta cantidad es igual a la entropia relativa de p a p':

M(p) = S(p')—S(p) (3.14)
= Trp(log, p —log, p') = S(pllp’) - (3.15)
Se verifica entonces que I (p) es no negativa V p, p/, anuldndose sii p’ = p.
Otro ejemplo muy importante es el de la entropia cuadrdtica (2.95)
So(p) =2(1—Trp?). (3.16)

La correspondiente pérdida de informacién puede escribirse como [19]

L'(p) = Sa(p') = Sa(p)
= 2Tr (p* — p*) = 2Tr p(p — p)
= 2lo— (3.17)
donde [|A||*> = Tr(ATA) es el cuadrado de la norma de Hilbert-Schmidt (norma
Frobenius). Por lo tanto, I27(p) es proporcional al cuadrado de la norma estdndar

de la parte no diagonal de p en la base de medida, perdida en la misma. Al igual
que en el caso de von Neumann, se verifica entonces que I57(p) > 0, con I3 (p) =0

sit pf = p.
En general, podemos definir, para la entropia (2.84),

Sq(p) = ¢q(1 = Tr pf) (3.18)

donde ¢ > 0y ¢, =1 —2'"% la pérdida de informacién como [19]
]é\/[(P) = S4(p") — Sy(p) (3.19)
= T (p" = p") = ¢, Tep(p" = p"). (3.20)

Esta cantidad se reduce a (3.17) para ¢ = 2 y a (3.15) para ¢ — 1.
Otra cantidad estrechamente relacionada con I es [70]

1 Tr p'?

I, (p) = S§(e") = S¢(p) = 1= 208 (3.21)
1 ~ L(p)
Y log, [1 —cq — Sq(p)] (3.22)

donde S, f es la entropia de Renyi (2.89), que posee esencialmente el mismo significado
que I} (p). Esta cantidad también satisface I3/ > 0, con If = 0sii p' = p (tal
como se desprende de la desigualdad I}(p) > 0, con I)7(p) = 0 sii p' = p), con
limg_1 I, (p) = I (p).

Notese que si p = ps ® pgp v la medida M afecta solo a pg, es decir, M — Mg,
definida por proyectores P, = P? ® Ip V v, entonces I%S(pg ® pg) = I%S(pg),
ya que Trp? = Trgpl Trg pk. El cociente en (3.21) y por lo tanto (3.22) resulta
asi independiente del estado del “entorno” descripto por pg, tal como sucede para

IM(p) (IMs(ps ® pg) = IM5(pg)).
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3.2.3. El caso general para pequenas perturbaciones del estado

Remarquemos que la positividad de (3.13) surge de la relacién de mayorizacién
p' < py delaestricta concavidad de Sy, y no de la forma particular de Sy. De hecho,
si en la base definida por la medida, los elementos de p fuera de la diagonal son
suficientemente pequenos (o sea, si p no es fuertemente modificado por la medicién),
una expansion perturbativa estandar (a segundo orden en estos elementos) de (3.13)
muestra que [19]

/ /
(o) ~ 30 T2 gy (3.23)
j<k a; dk
donde ¢; = (j'|p|j’). La fraccién en (3.23) es positiva V ¢; # qi, dada la concavidad
de f, y si gx = ¢;, debe ser reemplazada por su limite — f”(g;) > 0.

La Ec. (3.23) representa el cuadrado de una norma ponderada de los elementos
de p fuera de la diagonal. En el caso (3.16), el peso es uniforme para todo g¢;, gx
(f'(q) = —4q) y la Ec. (3.23) se reduce, por supuesto, a la Ec. (3.17). Para otras f,
el cociente dependera de ¢; y ¢x.

3.2.4. Medidas no proyectivas

Hasta ahora hemos considerado sélo medidas proyectivas. Si utilizamos medidas
generalizadas tipo POVM (positive operator valued measurements) [5], definidas por
un conjunto de operadores

M={My}, > MM, =1 (3.24)

entonces el estado luego de medir el resultado k es pr = p,gl Mk,oM,I , con pp =
TrpM ,I M, la probabilidad de medir este resultado. El estado promedio luego de la
medida es entonces

p=>> MM (3.25)
k

La positividad de (3.13) en este caso queda garantizada si se cumple ademds que
[19,71]
S MM =1 (3.26)
k

es decir, si la medida deja invariante el estado maximamente mezclado p,, = I /Tr(I)

>k MkpliI = Prm)-
Demostracion [19]: Si |i) y |7) son los autovectores de p y p’ respectivamente,

se cumple, por (3.24) y (3.26), que > _; (5| M| )]* = ik |(5'|My|i)|* = 1y por lo
tanto, V S,

St(p') = Zf(zpi (G IML) ) = D7 G M) f (o) = Zf(pi) = 55(p)

i,j,k
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por lo que p' < p.

La primera condicién (3.24), 3, M} M, = I, asegura la conservacién de la traza,
mientras que la segunda condicién (3.26) garantiza que los autovalores de p’ sean
combinacion convexa de los autovalores de p, implicando entonces la mayorizacion.
Para medidas proyectivas estandar, los operadores M} son proyectores ortogonales
y se cumplen ambas identidades.

3.3. Déficit de Informacion por medida local

Hasta aqui hemos presentado una medida general de pérdida de informacién
debido a una medicién arbitraria sobre un sistema cuantico. Veremos en lo que sigue
que si tenemos un sistema bipartito A+ B, y realizamos una medida local en alguno
de los dos subsistemas, digamos B, podemos relacionar la pérdida de informacion
con la correlaciones existentes entre ambos subsistemas antes de realizar la medida
local.

3.3.1. Pérdida de informacién por medida local en un sistema bipartito

Sea pap el estado de un sistema bipartito A + B. Una medida proyectiva local
completa en el subsistema B queda definida por un conjunto completo de proyectores
locales unidimensionales P/ = |jp)(jg|, con PP P} = d;1, 37, PP = Ip. Luego, los
operadores de medida sobre el sistema conjunto son

P=1,®P/ (3.27)

que no son unidimensionales, sino de rango d 4. Si el resultado de la medida local es
7, el estado conjunto posmedida es

Pany; = Paj; © PP (3.28)
donde
pags = mlapanty (3.20)
B Trap pap P

es el estado reducido del sistema A luego de esta medida, y
qj = Trappap P; = Trppp PJB

la probabilidad de obtener este resultado. Por lo tanto, el estado promedio luego de
la medicién resulta

Pap = ZPJ‘PABPJ' = ZijA/j ® PjB : (3.30)
J J
La diferencia
1'% = S(php) — S(pas) (3.31)
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cuantifica la pérdida de informacién debido a esta medida local. Esta cantidad es
no negativa, y es nula soélo si p/y5 = pap, esto es, solo si psp permanece invariante
frente a esta medida local. Para que esto ultimo suceda, pap tiene que ser por lo
tanto de la forma (3.30), es decir, un estado clasicamente correlacionado respecto
de B, con pp diagonal en la base local definida por los proyectores.

Notemos que el estado (3.30) puede escribirse como

Pap = api; PP @ PP (3.32)

.3

con p;/; los autovalores de pap/; v PZ‘;‘ = |ija)(i;4| el proyector sobre los auto-
vectores normalizados de p4,;. El estado (3.30) es entonces diagonal en una base
producto condicional {|is(7)) ® |jB)}, y una vez elegida esta base queda completa-
mente determinado por una distribucion de probabilidad conjunta p;; = ¢;p;/;, tal
como un sistema bipartito clasico. Como se mencioné previamente, todo estado que
permanece invariante en promedio frente a una medida local es de esta forma.

3.3.2. Minima pérdida de informacién por medida local

Al realizar una medida proyectiva sobre B, los elementos perdidos fuera de la
diagonal principal son entonces

(i"45lpasliaje) = Trpapliajs) ((aisl, 7# 7 (3.33)

que conectan estados distintos de B. Al anularse estos términos en el operador
posmedida, se destruyen las correlaciones cuanticas entre A y B.

Si la medida local y completa M? realizada sobre B deja a pap inalterado, es
decir, si pap ya es de la forma (3.30), tenemos IJ{WB (pap) = 0 para una medida local
basada en los proyectores PjB . 31 por el contrario, el estado original pap no es de
la forma (3.30), luego de aplicar la medida proyectiva se tendra que [}VIB (paB) > 0,
cantidad que serd menor cuanto menor sea la perturbacion producida por dicha
medida sobre el sistema. Habra al menos una medida que sea la que menos perturbe
al sistema, es decir, la que lleve al menor aumento posible de entropia. Esta medida
particular producird un estado posmedida mas cercano al estado original, en el
sentido de haber conservado mas informacion entre todos los estados posmedida
posibles. En base a lo discutido previamente definimos

I (pap) = Min 11" (pap) (3.34)

. s , . . ., M .
es decir, la minima pérdida de informacién I ;7 entre todas las medidas locales en
B. Tenemos entonces

If(pag) > 0

con If(pap) = 0 siy sblo si pap es de la forma (3.30), o sea, un estado clasica-
mente correlacionado respecto de B. La cantidad (3.34) se anula entonces para los

39



mismos estados para los que se anula el Quantum Discord, y sélo para ellos. La me-
dida If(pap) puede ser interpretada como el minimo apartamiento entre el estado
posmedida p'yp v pap, bajo el orden inducido por la entropia Sy.

Recordemos que los estados (3.30) son casos particulares de estados separa-
bles, es decir, de estados que son combinaciones convexas de estados producto
(P = D0 daP% @ 0%, go > 0). En general, las componentes p% ® p% de estas
combinaciones son no conmutantes (a diferencia del estado (3.30)) y por ende un
estado separable no es necesariamente de la forma (3.30), teniendo tipicamente au-
toestados entrelazados. Por lo tanto [ j? (pap) serd positiva no sélo en estados no
separables (entrelazados), sino también en todos los estados separables que no son
de la forma (3.30), detectando asi las correlaciones emergentes de la mezcla de pro-
ductos p§ ® p% no conmutantes entre si.

En forma anéloga podemos definir la cantidad

I (pap) = Min I (pan) (3.35)

para medidas locales realizadas en A. [ }4( pap) se anula sélo para estados cldsicamen-

te correlacionados respecto de A, es decir, para los que existe al menos una medida

local completa en A que los deja inalterados. En general, [;‘(pAB) =+ Ij?(pAB).
Notemos finalmente que tanto /7 (pp) como I7(pap) son obviamente invariantes

frente a transformaciones unitarias locales pap — Uq @ U BpABUL ® U;. Solo se
debe “rotar” la base de medida 6ptima (P — UBPjBU;) para que phg — Us ®
Uspy BUL ® U]Tg, conservandose su entropia.

3.3.3. Estados puros y entropia de entrelazamiento generalizada

Si el estado del sistema es inicialmente puro (p%z = pagp), probaremos a conti-
nuacién que [19]
I7(pas) = I} (pas) = Si(pa) = S4(p) (3.36)

es decir, la minima pérdida de informacion por medida local se reduce a la entropia
St del subsistema (Entropia de entrelazamiento generalizada), que mide el entrelaza-
miento entre A y B segun la medida Sy. En el caso de la entropia de von Neumann,
(3.36) es la entropia de entrelazamiento estandar [13] Exp = S(pa) = S(pp), mien-
tras que en el caso de la entropia cuadrética, (3.36) es el cuadrado de la concurrencia
del estado puro, C%5 = Sa(pa) = S(ps) [72].

Demostracion: Para un estado puro pap = |V¥ap)(Yap|, Sf(pas) = 0y tanto
pa como pp tienen los mismos autovalores no nulos. Por otra parte, dado que el
operador posmedida (3.30) es separable, para toda medida local M? se satisfacen
siempre las desigualdades clasicas [60,64] (el criterio entrépico generalizado (2.93))

Se(pla) = Sp(pp), Se(plap) = Si(pa)
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con py = pay Se(pp) > St(pr) ya que plz es la parte diagonal de pp en la base
definida por M?®. Por lo tanto, para toda medida M? sobre un estado puro,

I} (pap) = Sg(pa) = Sy(pan) = S;(pa) = Sy(pn).- (3.37)

Ademas, existe una medida local que satura esta desigualdad: Es aquella determi-
nada por la representaciéon de Schmidt del estado [5]:

Wap) = 3 Ik D) (3.38)

donde ng es el nimero o rango de Schmidt y p; representan los autovalores no nulos

de pa y pp, donde pa = Yo, pelkMNKL], vy pp = Do, pulk?) (k2] Eligiendo los
proyectores locales de la medida como PP = |kP)(kZ|, obtenemos

bis = Y mPA o P (339
k

que conduce a estados locales py = pa, plz = pp, con

St(Pan) = Sr(pa) = St(ps) = > f(pr) (3.40)

k

lo que implica la ec. (3.36). Luego, la entropia de entrelazamiento de un estado puro
puede ser considerada como la minima pérdida de informacion debido a una medida
completa local. Y la medida que lleva a ese minimo es universal, es decir, es la misma
para toda entropia Sy.

Para verificar la ecuacién (3.36), notamos que si realizamos una medida local por
medio de proyectores P = |jp)(jpl, el estado puede ser reescrito como

|Wap) = Z V@il¥as5) @ i), (3.41)

donde
Casi) = /pe/aiGlkD)ED) . q =) pel(inlks)]?
k

de manera que pa/; = [Wa,;)(Va/;] en la ecuacion (3.30). Por lo tanto, por concavi-

dad,

1(Pas) quJ>Z|JB|kS|fpk prk = Silpa) VS;  (3.42)

es decir, las distribuciones ¢ = {qx } y p = {px} satisfacen la relacién de mayorizacién

q=p. (3.43)
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Entonces, para estados puros la medida sobre la base que diagonaliza a pg (base
de Schmidt local) provee un minimo para la ecuacion (3.13) VS;. Para un estado
méximamente entrelazado, el estado local pp es maximamente mezclado (p, =
1/dp Vk) y por lo tanto toda medida MP? completa realizada en B lleva al minimo
anterior.

Para dar un significado a la entropia de entrelazamiento generalizada, destaque-
mos que un estado puro |l ;) puede considerarse absolutamente mds entrelazado
que un estado [WLl) si [19]

S5(h) = Sp(p) ¥ S (3.44)

es decir, si pl; < pl{. Este concepto posee un claro significado fisico: De acuerdo al
teorema de Nielsen [73], un estado puro |¥1f;) puede ser obtenido de otro |[¥, ;) por
LOCC sélo si ply < plf, es decir, sélo si | ;) es absolutamente més entrelazado que
| W) .Y esta condicién no puede ser asegurada por ninguna eleccién individal de en-
tropia, requiriendo medidas generales Sy para su formulacion en términos entrépicos

(validez de (3.44)) [19].

3.3.4. Minima pérdida de informacién por medida local conjunta

Podemos facilmente extender los conceptos anteriores a una medida local conjun-
ta definida por un conjunto de proyectores producto Map = { P/ ® PP}, realizada

. . HAB -
sobre ambas partes del sistema. Aqui P,"” son proyectores ortogonales unidimen-
sionales. La matriz densidad promedio posmedida es entonces

Pap = Zpijj:)z‘A ® PP (3.45)

]

donde p;; = (ij|pag|ij). La correspondiente pérdida de informacién es

1'% (pap) = Sr(plap) — Sy(pas) (3.46)
y su minimo
I (pap) = Min 112 (pap) (3.47)
AB

es una cantidad no negativa, que se anula sélo si el estado permanece invariante
frente a esta medida, es decir, sélo si el estado es de la forma (3.45). Este estado
representa un sistema cldsicamente correlacionado, tanto desde A como B, siendo
diagonal en una base producto estandar y estando caracterizado por una densidad de
probabilidad conjunta p;;. Para tales estados existe una medida local en A, asi como
también en B, que deja al estado inalterado (en promedio), y por lo tanto, para
estos estados ]fB(pAB) = I7(pan) = I}“(pAB) = 0.

Notemos que los estados del tipo (3.45) son un caso particular de (3.30), es decir
aquél en que los p4/; son mutuamente conmutantes. A su vez los estados producto
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pa @ pp son un caso particular de los estados de la forma (3.45): Aquél donde
pij =pipj YV i,].

La medida conjunta puede ser considerada como una medida local en A (B),
luego de una medida local en B (A), lo que implica en el caso general

I]]‘VIAB (pap) = I}VIB (pam), ];WAB (paB) > ]]]cWA (paB) (3.48)

para M48 = MAMPB. El minimo (3.47) satisface entonces

I} (pas) = 17 (pas) (3.49)

con ]Jf‘B(pAB) = 0 si y s6lo si pap es de la forma (3.45). La medida (3.47) es
entonces una medida de todas las correlaciones cuanticas presentes en el sistema
(tanto respecto de A como de B).

Sin embargo, en el caso de estados puros p%4z = pap, se tiene también

1% (pap) = 1 (pas) = S(pa) = S(ps) (3.50)

ya que para una medida local conjunta, en las bases determinadas por la descom-
posicién de Schmidt, el estado posmedida vuelve a ser el estado (3.39). En otras
palabras, para estados pap puros, el estado (3.39) resultante de una medida local
en B con los proyectores PP, ya es de la forma (3.45), y no cambia por una nueva
medida local a izquierda en la base definida por los proyectores de Schmidt Pg}. El
entrelazamiento de un estado puro puede entonces ser también visto como la minima
pérdida de informacion debido a una medida local conjunta.

Para una medida en una base producto estandar arbitraria {|i4)|jg)}, la expan-
sion

Wag) =3 eiilia)ljn) (3.51)
irj

donde ¢;; = >, /Pr(ialk) (jp|kE), conduce a p;; = |c;;|? en (3.45). Por lo tanto, la
ecuacién (3.50) implica

1(Pas) Zf i) Zf Pe) = Sy(pa) (3.52)

V Sp. Y dado que 1342 (pap) > 13" (pap) > IF (pap) ¥V Sy (ecuaciones (3.42), (3.43),
(3.48) y (3.49)), obtenemos
lc|* < q < p. (3.53)

donde |c[* denota la distribucién {|c;;|*}. La primera relacién es evidente ya que
qj = >, lei]? es la distribucién marginal de la distribucién conjunta |c;;|?, y se
cumple siempre que la tltima es mayorizada por la primera.

El estado resultante luego de una medida local en la base de Schmidt, Ec. (3.39)
puede ser entonces rigurosamente considerado como el estado cldsico mas cercano al
estado puro pap, ya que proporciona la minima pérdida de informacion entre todas
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las medidas locales ¢ conjuntas V Sy. Los estados puros tienen por lo tanto asociado
un estado “clasico” que es el menos mezclado, de entre todos los estados obtenidos
de éste por una medida completa local. Este estado “clasico” mayoriza a todo otro
estado promedio resultante de una medida local.

Mencionamos finalmente que es posible realizar medidas conjuntas locales My,
més generales que (3.45), basadas en proyectores producto condicionales de la forma
Pi?®PjB (que implican un conocimiento en A del resultado de la medida en B). Esto
conduce a un estado posmedida p', 5 diagonal en una base producto condicional:

Pap = piPlePP (3.54)

,J
donde p; ; = (i;j|paglijj). La correspondiente pérdida de informacién satisfara nue-
vamente I]]yA/B(pAB) > I}VIB (pap), vya que (3.54) puede ser considerada como la

parte diagonal de (3.30) en una base producto condicional |i;j), donde [if') no son
necesariamente los autovectores de p4/;. Sin embargo, si asi los elegimos tenemos

M
que I, "% (pap) = 1" (pap) y por lo tanto

I?/B(PAB) — Min I;MA/B(,OAB) — IJ?(PAB) (3.55)

Ma/p

ya que (3.30) permanece inalterada en promedio, si se la mide localmente en A en
la base condicional formada por los autovectores de py,;.

3.3.5. Medidas basadas en la entropia de von Neumann

Si Sy(p) es elegida como la entropia de von Neumann (2.73), la ecuacion (3.13)
resulta [ver Ec. (3.15)]

M2 (pap) = S(plap) — S(pas) = S(pasllPan) - (3.56)

Esta cantidad se denomina también Déficit de Informacién direccionado (one way
Information Deficit [69)]).

El correspondiente minimo I2(p45) es ademés la minima entropia relativa entre
el estado pap y cualquier estado p%p diagonal en una base producto condicional:

I7 = Min 1'% (pap) = Min S(papllpfip) (3.57)

PaB

donde p% 5 denota un estado diagonal de la forma (3.54) siendo g; y pa/; arbitrarias.

Demostracion: Para una dada eleccion de la base producto condicional, el minimo
de la entropfa relativa es obtenido cuando p? 5 tiene los mismos elementos diagonales
que pap en esa base (ya que — ). p;logg; es minimizado cuando p; = ¢;). Por lo

M
tanto, S(panllphp) = S(pasllap) = 1; "7 (pas) > If (pap), donde plyp denota el
estado posmedida (3.54) en esa base.
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La misma propiedad se mantiene para I8 (p,p) si se restringe p%, a estados
diagonales en bases producto estandar:

% = Min IM4%(p,1p) = Min S(pas||pfis) (3.58)

Mas PAB

donde aqui p%p es de la forma (3.45) con p;; arbitraria. La ecuacién (3.58) es pre-
cisamente la versién bipartita de la cantidad D discutida en [51], como medida de
correlaciones cuanticas en sistemas compuestos.

La cantidad (3.15) estd estrechamente relacionada con el Quantum Discord el
cual puede ser escrito en la presente notacién, y para medidas proyectivas en B,
como DP(pap) = Miny;, DM5(pag), con

DM (pan) = S(das) — S(oly) — [S(pan) — S(pa)].
_ ]MB<PAB) _ IMB(pB) (359)

donde p/y 5 es el estado (3.30), y los estados pp y plz son los estados reducidos en B
antes y después de la medida, respectivamente. Luego

D"(pap) < I”(pas) .

Estos cuantificadores D? y I'® van a coincidir cuando las medidas optimizantes
sean las mismas para ambos, y correspondan a la base donde pp es diagonal, tal
que plz = pp [[MB(pB) = O]. Esta coincidencia tiene lugar si, por ejemplo, pp es
méximamente mezclado (en este caso ply = pp para cualquier eleccién de bases).

Ambos DP(pap) v I®(pap) se anulan en el mismo conjunto de estados [es decir
aquellos de la forma (3.30)] y ambos se reducen a la entropia de entrelazamiento
estaindar E(A, B) = S(pa) para estados puros [aunque en este caso la Ec.(3.13)
requiere que se mida en la base local de Schmidt y la Ec. (3.59) se vuelve indepen-
diente de la eleccion de base local, ya que pa,; es puro y resulta S(p/yz) = S(pp)
para cualquier medida local].

Una generalizacién directa de la Ec. (3.59) para entropias generales S no es
posible, ya que la positividad de (3.59) estda garantizada por la concavidad de la
entropia condicional de von Neumann S(A|B) = S(pap) — S(ps), la cual no se
sostiene en general para una eleccién arbitraria de entropia Sy.

En la referencia [47] fueron consideradas las distancias minimas entre el estado
pap v estados clésicos de la forma (3.45), donde se analiz6 el decrecimiento de la
informacién mutua I(A : B) = S(pa)+S(ps)—S(pas), luego de realizar una medida
conjunta M,p en la base formada por los autoestados de pa v pp. Esta cantidad
coincide con IMA2(p,p) para tal eleccién de bases, ya que ps y pp permanecen
inalteradas. Sin embargo, para pap general el minimo de I35 (pap) v (3.59) puede
ser alcanzado en una base diferente.
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3.3.6. Medidas basadas en la entropia cuadratica

Si Sy es elegida como la entropia cuadratica (2.95), la Ec. (3.13) resulta (ver Ec.
(3.17))

IéMB (pap) = 2Tr (PixB - P/XB)
2
= 2|lpap — Pagll (3.60)

donde [|pap — P = D itjlik 1(ij|pas|kj’)| es la norma cuadrado de los elemen-
tos fuera de la diagonal que se pierden por la medida local. Esta eleccién de entropia
proporciona por lo tanto una medida simple de la pérdida de informacién.

Ademas, su minimo es el minimo del cuadrado de la distancia de Hilbert-Schmidt
entre pap v cualquier estado p4p diagonal en una base producto general:

15 (pan) = Min 13" (p.5) = 2 Min | o5 — sl (3.61)
AB

donde nuevamente la minimizacion es sobre todos los estados de la forma (3.30)
para Pj, q; y pay; arbitrarios. La cantidad I3 (pag) coincide por lo tanto (a menos
de una constante) con el denominado Discord geométrico [52,74].

Demostracion:

Para una base producto general, ||pap — P%B”Z = |lpas — Pasll® + ||Pan — s
donde nuevamente p'y5 es la parte diagonal de pap en esa base. Por lo tanto, la
elecciéon de 6ptima es p 5z = o'y, de donde

2
)

_ [éwA/B(

2 2
2pas — pasl|” = 2llpas — Pasll pas) = 13 (pas) .

Por otro lado, si la minimizacién en (3.61) se hace sobre todos los operadores p? 5
diagonales en una base producto estandar, la minima distancia coincidira con el
déficit I5'5:
. . 2
1'% (pap) = Min [,'4% (pap) = 2Min || pap — pl|| (3.62)
Map Phn

donde p? 5 es aqui de la forma (3.45). En el caso de estados puros, ambos minimos
(3.61) y (3.62) se reducen al cuadrado de la concurrencia del estado puro [72], segin
la ec. (2.96): IZ(pap) = Sa(pa) = C?(A, B).

Recientemente se han introducido nuevas medidas de correlaciones cuanticas
“no entrépicas” basadas en la minimizacién de una distancia generalizada al estado
clasicamente correlacionado més cercano [75], que pueden satisfacer propiedades
adicionales.

3.3.7. Interpretacion operacional del Déficit de Informacién generaliza-
do

Daremos aqui una interpretacién operativa del Déficit de Informacion, la cual
muestra que I; puede ser interpretado como una medida del entrelazamiento entre
el sistema y el aparato de medicion, creado por la medida (Fig. 111.1).
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En primer lugar, notamos que el estado posmedida de un sistema S,
o= MyppsM] (3.63)
k

puede ser obtenido mediante la traza parcial de una evolucién unitaria conjunta del
sistema cerrado, compuesto por el sistema original S y el aparato de medida (C).
En efecto, si inicialmente el sistema S se encuentra en el estado pg y el aparato en
un estado puro que denotaremos por |0¢), tal que el estado inicial conjunto es

psc = ps ® |0c)(0c| (3.64)

luego de una evolucion unitaria conjunta descripta por el operador U, obtenemos
Psc = UpscUT = Ups @ |0c)(00|UT. (3.65)

El estado de S luego de esta evolucién es

pls = Tre plsc = Y _(kelU[0c)ps(0c|UT ko) = D MypsM  (3.66)
k k

donde {|k¢)} denota una base ortonormal de C'y My, = (kc|U|0¢) es un operador de
S ((i|My|7) = (ikc|U|j0¢)). Estos operadores forman un conjunto de operadores de
medida, Ya que Zk M]IMk = Zk<OC|UT|kC><kC|U|OC> = <0()|UTU|00> = Is, donde
hemos utilizado >, [kc)(ke| = Ic y UTU = Is @ Ic.

La entropia generalizada Sy inicial del sistema es S¢(ps @ |0c)(0c|) = S¢(ps).
Dado que la evolucion es unitaria, ésta es igual a la entropia del estado final Sy (plsq).
La diferencia

Si(ps) = S¢(Pse) = Se(pls) — Selps) = I (ps) = 0 (3.67)

es justamente el Déficit de Informacién definido en (3.13), asociado a la medida
M. Vemos entonces que esta diferencia representa la resta entre la entropia Sy del
subsistema S y la del sistema completo S + C' luego de la evolucién.

Si psc fuese separable, el criterio entrépico generalizado (2.93) implica

Si(plse) = S5(ps) 20 (plse scparable) (3.68)

es decir, la entropia del sistema conjunto es no menor que la de un subsistema.
Por lo tanto, si la igualdad anterior no se cumple, como sucede en (3.67) cuando
I}'(ps) > 0, el estado pls es entrelazado.

Para medidas de tipo proyectivas, o bien POVM que satisfacen la condicién
(3.26), la diferencia (3.67) es no negativa y tipicamente positiva, violando entonces
la desigualdad (3.68). Esto implica que pl. es entrelazado, es decir, que la evolucién
unitaria ha creado entrelazamiento entre S y C. En otras palabras, el Déficit de
Informacion es una medida o indicador del entrelazamiento entre S'y C' creado por
la medida.
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ps — — P's= L MypsM;*

0) —

Figura III.1: Esquema del proceso (3.65)—(3.66).

En el caso de una medida proyectiva en la base {|i)} de S, puede tomarse U tal
que U|0¢)|is) = |ic)|is), con |ic) estados ortogonales de C. Por ejemplo, en el caso
de un qubit, U corresponderia a un operador CNOT. Para una medida proyectiva,
S(ps) > S(ps), salvo que la medida sea en la base de autoestados de pg, en cuyo
caso Py = ps = > pilis)(ls| ¥ Psc = Do, pilicis)(icis| es un estado cldsicamente
correlacionado. Por lo tanto, si el Déficit de Informacion I }W (ps) se anula para una
medida proyectiva, la medicién no genera entrelazamiento entre S y el aparato de
medida.

Asi, en el caso de un sistema S = A+ B, los estados que tienen [ f > 0 (equivalen-
te a Discord D(A|B) no nulo) tienen pues, la capacidad de generar entrelazamiento
con el aparato de medida, para cualquier medida proyectiva completa local en B.
Por el contrario, para los estados con I}B =0, o sea D(A|B) = 0, existe una medida
proyectiva local en B que no lo entrelaza con el sistema C'.

3.4. Mezcla de un estado puro general con el estado de en-
tropia maxima

Para finalizar este capitulo, discutiremos un ejemplo ilustrativo y a la vez muy
importante: El de una mezcla estadistica de un estado puro arbitrario con el estado
maximamente mezclado [19]. Si el estado puro es entrelazado, esta mezcla serd en-
trelazada sélo a partir de un cierto valor umbral del peso del mismo en la mezcla.
En cambio, veremos que la medida [ f serd no nula para cualquier peso no nulo del
mismo, mostrando un comportamiento inicial universal, es decir, independiente de
la eleccién de entropia Sy.

3.4.1. El caso general d-dimensional

Consideremos la mezcla del estado

Wap) = Y Volk)[KD)
k=1
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[Ec.(3.38)] con el estado maximamente mezclado 1,/d, es decir,

11—z
pAB(l’) :$|\DAB><\IJAB|+ T4 ® Ip (369)
donde z € [0,1] v d = dadp es la dimensién del espacio de Hilbert total. Mos-
traremos [19] que: i) el miimo I¢(x) = I7(pap(x)) corresponde, para toda Sy,
nuevamente a la medida local realizada en la base de Schmidt de |V 45) (es decir,
en la base de autoestados de pg), y esta dada por

Ns

IP(x)=> [f(afpk +

k=1

1—=x 1—=x
) — f(a:ékl +

) (3.70)

con
I}Mx) = I}P(x) = I (x)
y ii) la Ec.(3.70) es una funcién estrictamente creciente de = V. Sy si ng > 2 (es
decir, si el estado [W ) es entrelazado), lo que implica I7(z) > 0 Va € (0, 1].
Demostracion: Utilizando la descomposicién de Schmidt (3.38), el estado luego
de una medida local en la base {|kZ)} resulta

e N (3.71)

Pap(® _xzpkpk ® B+
k=1

con P |l<:A(B ) (ks j2P) |, que es diagonal en la base producto {|k2) @ |k.")}, con

autovalores Dkt = OpprTPE + T‘ Para cualquier otra medida completa local, p'sp
serd diagonal en una base {|if') ®|jp)}, donde |i') = |W,,;) [Ec. (3.41)], con elemen-
tos diagonales p}; = d;;zq; + 1’71. Los ultimos estan siempre mayorizados por pgi
(p' < p}), vaque {g;} < {pr} [Ec.(3.53)] y > 0. Por lo tanto, S¢(p)5) serd minimo
para una medida hecha en la base {|k”)}, lo que conduce a la Ec. (3.70). Ademds,

IfB(x) = IJf‘(m) = I7(z), ya que (3.71) es diagonal en una base producto estandar.

La ecuacion (3.71) es entonces el estado cldsico mds cercano al estado (3.70), en
el sentido de mayorizar cualquier otro estado obtenido luego de una medida local o
producto, y por lo tanto minimizar la entropia del estado posmedida V 5.

Para verificar la monotonia, notamos que

=S ren-(m-)ren]  ew)

k=1

> (B Y ) o - Fon] 2 0 (3.73)

pr<l/n

donde pj, = xpk + =2 n! > 1 es el ntimero de pi’s no menores que 1/d y \s = 1%,
AT =2+ 52 ya que /\x < pi < AT y por lo tanto f/(A5) > f'(pf) > f'(A]). La
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Ec.(3.70) es entonces estrictamente creciente si f es céncava y si ngy > 2, implicando
que I7(z) =0siz=006n,=1.
Una expansion en serie de potencias de (3.70) muestra que

IP(x) = 2| (é) | (1 - 2p> +0() (3.74)

en acuerdo con Ec.(3.23), indicando un aumento universal cuadrdtico de I (x) para
pequenos valores de x [asumiendo f”(1/d) # 0]. Para la medida cuadrética (3.61),
se encuentra una simple dependencia cuadrética V x € [0, 1]:

I8 (z) = 22IP (1) = 222 <I—Zpk>. (3.75)

Por lo tanto, para | 4p) entrelazado, If(x) > 0 tan pronto como (3.70) se aparta
del estado maximamente mezclado.

En contraste, cualquier medida de entrelazamiento, tal como el entrelazamiento
de formacion (3.90) o la negatividad [37], requieren un valor finito umbral z > z, > 0
para ser no nula, ya que la Ec. (3.70) es separable para valores suficientemente
pequenos de x: cualquier estado bipartito pap es separable si [76]

1

Tr (p— Id/d>2 < m

lo que asegura aqui separabilidad para el caso z < =5 < . (d > 4). Por ejemplo,

en el caso maximamente entrelazado py = 1/da (suponlendo dy = dp = Vd), el
estado (3.69) es de hecho separable sii x < 1/(d4 + 1) [76]. En el caso general, la
negatividad va a ser positiva para

1
1+ d\/pip2

ordenando los py, en orden decreciente [19].
Notamos finalmente que dados dos estados puros |l ) v |WZL;), las correspon-
dientes mezclas (3.69) van a satisfacer, para un valor fijo de = € (0, 1],

T >x,=

17 (x) > 17" (2) (3.76)

V Sy siy solo si |Wh ) es absolutamente mds entrelazado que |Wi5), esto es, siy
solo si
Sy(oh) = Sy(oth) . v S (3.77)

{pi} =< Api' D).
Demostracion: Obviamente, Sy(php(x)) = Sp(piz(z)), mientras que piz(z) <

P (x), sty s6losi{pi} < {pi'}, como se ve delaec. (3.71), en cuyo caso S;(p'45(z)) >

St(PAp(x)).
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3.4.2. El caso de dos qubits y relacion con el entrelazamiento

Consideremos ahora la mezcla (3.69) en el caso de dos qubits, donde el estado
|W45) puede ser siempre escrito como

|Wap) = /p|00) ++/1 — p|11) (3.78)

con |ij) = |[i)|iB) y p € [0, 1], siendo |0), |1) los autoestados de o, (0.]i) = (—1)|i)
para ¢ = 0,1). Para una medida local de espin, a lo largo de un eje cuya direccién
forma un angulo € con el eje z, se puede mostrar facilmente que la pérdida de
informacion esta dada por:

() - ; [f (1 +a(l+ 2V:os«9(2p —~ 1))) iy (M)}  (379)

Se verifica que para p # 1/2, I?B(l‘) es minimo para 6 = 0, esto es, para medidas
realizadas en la base local de Schmidt (autoestados de pg) ya que p'(0) < p'(0),
mientras que para p = 1/2 (estado de Bell), [?B (x) es independiente de 6, ya que la
base de Schmidt se vuelve arbitraria. El minimo resulta entonces

- () () (52 )

(Ec.(3.70)), siendo una funcién estrictamente creciente de x si f es estrictamente
concavay p € (0,1) (sip=06p =1, |Vp) es separable y ]?B () =0 Vz), siendo
ademds una funcién decreciente de p para p € [1/2,1] y x fijo. En particular, si
Sr(p) = Sa2(p), la Ec.(3.80) resulta

12 (z) = 42°p(1 — p). (3.81)

Podemos comparar (3.81) con el Entrelazamiento de Formacién asociado (3.90),
que es el cuadrado de la concurrencia (Tangle) (ver Apéndice). Para este estado,
(2.55) conduce a

C(x) = Max[2z+/p(1 — p) — 5%, 0] (3.82)

la cual se anula para

< T, = (3.83)

1
1+44y/p(1 —p) '

L (x) = C*(x)

V p, z, con IP(x) = C%*(z), sélo para x = 0 6 x = 1, si p € (0,1), como puede
apreciarse en el panel superior de la figura (I11.2). En contraste, la medida basada
en la entropfa de von Neumann I?(x) (Ec.(3.15)) no es una cota superior del Entre-
lazamiento de Formacion E(x) de pag(x), como puede verse en el panel central, ain

Puede verificarse que
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1), C(x)

R
RREC I

18(x), E(x)

Figura II1.2: Medidas de correlaciones cuanticas y entrelazamiento para la mezcla
(3.69) del estado puro (3.39) con el estado maximamente mezclado, para p = 1/2
y p = 0,9. Panel superior: El Déficit de Informacién IF(x) asociado a la entropia
cuadrdtica (Egs. (3.61), (3.81)), y el cuadrado de la concurrencia C?(z) (Eq. (3.82)),
que es no nula para x > z. (Eq. (3.83)). Se satisface I2(z) > C?*(x) para z € (0,1).
Panel Central: El Déficit de Informacion basado en la entropia de von Neumann
IB(x) (Ecs. (3.15), (3.80) para f(p) = —plog, p) y el entrelazamiento de formacién
E(x), nuevamente coincidentes para x = 1 pero sin mostrar una relacién de orden fija
para x € (0, 1). Panel inferior: Comportamiento del Déficit de Informacién asociado
a la entropia (2.84), I”(z) (Ec. (3.80) para f(p) = 2P, para diferentes valores

degyp=1/2.
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cuando ambas cantidades coincidan en x = 1 V p. Recordemos que para cualquier
estado de dos qubits, el Entrelazamiento de Formacién E(A, B) puede ser evaluado
en términos de la concurrencia C'(A, B) por la ec. (2.54) [44].

Por consiguiente, para x préximo a 1 se obtiene

1—=x

E(zx) —I%(z) ~ — logy(1 —2) >0

dado que E(x) decrece linealmente, mientras I (x) decrece en forma logaritmica, a
medida que 1 —x aumenta desde cero. Notemos que I7(x) coincide con el Quantum
Discord V p, z, dado que la Ec. (3.59) es también minimizada para una medida a lo
largo del eje z (§ = 0), en cuyo caso plz = pp.

El panel inferior de la figura muestra el comportamiento de la Eq. (3.80) para
el caso de la entropia de Tsallis f(p) = f,(p) = g—ffq. A medida que ¢ aumenta
y toma valores mayores que 2, [ f(x) se vuelve menos sensible a las correlaciones
cudnticas débiles (ya que f(1/d) en (3.74) se vuelve pequefia), a semejanza del
comportamiento exhibido por las medidas de entrelazamiento.

Si Ey(x) es el entrelazamiento de formacién asociado a I,(x) (ver apéndice), la
desigualdad 17 (z) > E4(z) V x € [0,1] valdrd en un cierto intervalo finito alrededor
de ¢ = 2, a saber 1,275¢<3,5 parap = 1/2y 1,35¢54,3 para p = 0,9. Estos
limites son determinados de la condicién entre las pendientes: I f’(l) < Ej(1). Por
ejemplo, para p = 1/2 y una funcién f general tal que (3.91) sea convexa, tenemos,
para x — 1,

If(x) ~ 1=3[f(0)+2f(3) = 3f(V)](1 - x) (3.84)
Ei(z) ~ 1+3f"(3)(1—x) (3.85)

tal que 17 (z) > Ey(z) en este limite, sii
f0)+2f(1/2) = 3f'(1) < =3f"(1/2).

Esto deja de lado la entropia de von Neumann (f/(0) — oo) asi como todos los
valores ¢ < 1 en el caso de la entropia de Tsallis, lo que conduce al intervalo anterior
1,275¢<3,5.

3.4.3. Decoherencia de un estado de Bell

Consideremos finalmente el estado

pap(z) = 3[/00)(00] + [11){11] + 2(|00) (11| + [11)(00])]
|

. ALARSES AN

(3.86)

2

donde |z] <1y 00} 2 |11

W) = 7
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Figura II1.3: Las mismas cantidades de la Fig. II1.2 para los estados (3.86).
Aqui IP(z) = C%*(z) mientras que E(z) > IP(2) V 2 € (0,1).

son estados de Bell. Esto corresponde a la decoherencia parcial de |U.) y puede ser
visto, ademas, como una mezcla de estos dos estados de Bell. ainque los estados
reducidos p4 y pp son maximamente mezclados V 2z, una medida local de spin a lo
largo de un eje formando un dngulo € con el eje z conduce a p'(6) con autovalores do-

blemente degenerados Ve SIZ ) , v por lo tanto a una pérdida de informacion

0-dependiente

19(z) = S 2 (A0S piiey), (3.87)

o 4 2

v==+
Esta cantidad es minima, para z € (—1,1) y f céncava, nuevamente para 6 = 0,
yva que p/'(f) < p/(0) = 3(]00)(00| + [11)(11]) V 6. Obtenemos entonces, fijando
nuevamente 2f(1/2) =1,

IP(2) =1- f(557) = [(}59) (3.88)
con I1P(z) = I} (2) = If(2) ya que p(0) es diagonal en una base producto estandar.
Por lo tanto, I7(z) > 0, si z # 0, con I7(z) = —1f"(5)2* + O(z*) para z — 0.

Ademds, I7(z) es una funcién convexa (I}B”(z) > () y creciente de z (]}3/(2) >0)V
St. En el caso de la entropia cuadrética, la Ec. (3.88) se reduce a

12(2) = 22 = C?(2) (3.89)

donde C(z) = |z| es la concurrencia de (3.86). En consecuencia, aqui I2(2) y Fy(z)
coinciden ezactamente ¥ z € [0, 1]. En contraste, la medida de von Neumann I7(z)
es menor que el Entrelazamiento de Formacion asociado,

BE(z) = Z f(HV— V21_22
—

(con f(p) = —plogp) ¥V z € (0,1) (Fig. II1.3). Para pequenos z tenemos, en parti-
cular,

)

1
E(z) ~ —§,z*2log2,z2 > IP(2) = 32*/In2.
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Nuevamente, IZ(z) coincide aqui con el QD ya que pp es maximamente mezclado.
Finalmente, las Ecs. (3.93) y (3.88) del Apéndice implican, ademas,

IP(2) = 22 = E3(2).

Puede verse que para 2 < ¢ < 3, I”(2) > Ey(2) ¥V z € (0,1) (atnque la diferencia
es pequena) mientras que si ¢ < 2 or ¢ > 3 (dentro de los limites permitidos
por la velidez de (3.91)), I7(z) < E,(2) V z € (0,1). Estos intervalos pueden ser
corroborados de las expansiones

[=1"(3) = £/(0) + f(1)]* + O(2)
[=1"(3) = £/(0) + /(D)1 = 2) + O(1 — 2)°

para z = 0y z = 1, lo que implica I7(z) > Ey(z) dentro de esos limites si y solo
si f/(0) — f'(1) < —f"(1/2), conduciendo a 2 < ¢ < 3 en el caso de Tsallis.

If(2) = Ey(z) =

1
4
1
4

3.5. Apéndice: Entrelazamiento de formacién generalizado

La extensién de techo convexo (Convex roof extension) [72,77], aplicada a las
medidas entrépicas generalizadas Sy, conduce a una medida de entrelazamiento ge-
neralizada para estados no puros, dada por

Er(pa) = Min Y B ([Va){(Val) (3.90)

Za QQl\Ija><\Ija‘:pAB a

donde g, > 0y Ef(php) = Si(p%) = Sr(p%) es la entropia de entrelazamien-
to generalizada de |¥U?). La minimizacién es sobre todas las representaciones de
pap como combinacion convexa de estados puros del sistema. La cantidad (3.90)
es semi-definida positiva y se anula sélo en el caso que psp sea separable, es decir
combinacion convexa de estados producto. Es ademas un “monétono de entrelaza-
miento” (Entanglement monotone) [77], en el sentido de que no se incrementa por
operaciones locales o comunicacion clasica (LOCC): El entrelazamiento generalizado
de estados puros E¢(p% ) es una funcién céncava de p%, invariante bajo operaciones
unitarias locales, satisfaciendo entonces las condiciones de la referencia [77] para
asegurar la monotonia de la correspondiente extensién de techo convexo.

En el caso de la entropia de von Neumann, la ec. (3.90) es el entrelazamiento de
formacién usual (2.53) [15], mientras que en el caso de la entropia cuadratica, la ec.
(3.90) es el denominado tangle T(pag) [72,78]. Recordemos que en el caso de dos
qubits, el entrelazamiento de formacion estd dado en términos de la concurrencia
por (2.54), mientras que el tangle es directamente el cuadrado de la concurrencia:
r(paz) = CX(A, B).

Puede preguntarse aqui si es posible utilizar la extensién directa de la Ec. (2.54),
es decir,

Ep =) f(mg=ct) (3.91)
v==+
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para evaluar el entrelazamiento de formacion asociado a una funcién concava f
general. De acuerdo a los argumentos de [44] y [79], esto es posible si se cumple que
la Ec. (3.91), la cual es una funcién estrictamente creciente de la concurrencia C
V f coéncava, es ademds conveza. En el caso de la entropia de Tsallis f(p) = f,(p)
(2.84), esto permite la aplicabilidad de (3.91) para [19]

5—+/13 5413

5 <g< 5 (3.92)
(que surge de la condicién E"(C) > 0V C € [0,1]), es decir, 0,7 < ¢ < 4,3, que estd de
acuerdo con los resultados numéricos de [79].

Denotando a la cantidad resultante como E,, se obtiene, con la presente norma-
lizacién,

By = By = C? (3.93)
dado que para cualquier estado de un qubit p, se verifica Sy(p) = S3(p) = 4 det(p)
(ver préximo capitulo).

Mientras que I¢(pap) = 0 implica E¢(pap) = 0 (ya que (3.30) es separable),
la reciproca no es necesariamente cierta, ya que I¢(pap) puede ser no nula ain
en estados separables (E;(pap) = 0). No obstante, y ainque ambas cantidades
coinciden para estados puros, I¢(pap) v Ef(pap) no guardan necesariamente una
relacion de orden entre si, para estados p4p no puros. Esto sucede en particular con
la entropia de von Neumann.
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IV~ Ecuaciones generales para la determinacion
de medidas 6ptimas

En el capitulo precedente vimos que dado un sistema bipartito A + B, la rea-
lizacién de una medida local sobre cualquiera de los subsistemas, A 6 B, conduce
a una pérdida de informacion sobre el operador densidad conjunto p4p, salvo que
el estado posmedida p';5 coincida con el original, y que es posible relacionar esta
pérdida de informacion con las correlaciones existentes entre A y B antes de realizar
la medida, por medio de [ ?43. La menor de todas las posibles [ ;WB es la que en
verdad cuantifica las correlaciones netamente cuanticas presentes en el sistema, ya
que esta informacién minima perdida, es la que separa al estado cuantico pap del
conjunto de todos los estados clasicos. La medida local que minimiza [ }W 5. puede
entonces considerarse como la medida local que menos perturba al sistema, segin
la entropia Sy. En este capitulo analizaremos como determinar esta medida. Los
desarrollos expuestos en este capitulo dieron lugar al trabajo [20].

4.1. Ecuacién estacionaria general

A continuacién derivaremos las ecuaciones que permiten determinar la medida
local 6ptima, es decir la que conlleva la minima perturbacién, definida por la Ec.
(3.34).

Resultado 1. Dada funcion entrépica f, la medida local que menos perturba al
sistema satisface la ecuacion

Tralf' (Pap), pas] =0 (4.1)

donde f es la derivada de f y p/45 el estado posmedida (3.30).

Demostracion: La entropia generalizada del estado (3.30) es, utilizando (3.32),
S(Pap) = Z f(pé') ’ p§ = q;pisj = (ij3lpaslizj) (4.2)
1,J

donde (i;j|paglk;j) = (5ikp§. Considerando una pequena variacion unitaria de la base
local de medida, tal que 0|jg) = (e?"# — 1)|jg) ~ idhp|jp), con dhp un operador
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hermitico local pequeno, tenemos (5p§ ~ i(i;7|[pap, 6h]|i;j) a primer orden en Jh,
con 6h = I, ® dhpg. Por lo tanto,

617" = 3 FW)ow; = T [f'(plap) pasloh
iJ

= iTrp (Tralf'(Pap), pas])ohs .
La condicion 5]}”3 =0V dhp conduce a la Ec. (4.1).

La Ec. (4.1) implica explicitamente que
> P W dlpaslik) = f(pi) (ikilpaslirk)

Y k, j, v determina un cierto conjunto de bases locales factibles {|jg)}. El significado
es que f'(pyp) v pap “conmutan localmente”, es decir, el estado reducido en B de
su conmutador es nulo.

Los estados correspondientes |i;) de A dependen en general de j. La base local
minimizante {|jg)} no diagonalizard en general al estado reducido pg. Sin embargo,
los autoestados locales seran 6ptimos en algunos casos importantes: Si en una base
producto estandar {|ij) = |ia)|jp)}, formada por los autoestados de pa v pp los
unicos elementos fuera de la diagonal de pap son (ij|paplkl), con i # k, y j # [, tal
que

(ijlpaplik) = o}, (ijlpaslly) = dup; (4.3)
entonces la Ec. (4.1) se satisface trivialmente V Sy, para una medida en la base
{l78)}. Tal base proporcionaria entonces un punto estacionario universal de I
Este es precisamente el caso de un estado puro, escrito en la base de Schmidt co-
mo |Wap) = >, /Pklkakp), y también el de una mezcla de [W4p) con el estado
maximamente mezclado, visto en la sec. 3.4:

PAB = $|\IJAB><\IJAB| + 1—_:5]’ T € [O, 1]

n

donde las Ecs. (4.3), y por lo tanto (4.1), se satisfaran V f para una medida en
la base {|kg)}. Se mostré justamente en 3.4 que tal base proporciona la medida
universal local de perturbacion minima para estos estados, minimizando [ }M BV Sy
En el caso de la entropia cuadrética, f'(p'yp) < I — 205 v la Ec. (4.1) da como
resultado justamente
Tralplup, pas] =0

indicando que el estado posmedida p/y5 debe conmutar localmente (en B) con el
estado original.

En el caso del Discord original (3.59), el término adicional local conduce en la
variaciéon a la ecuacion modificada

Tralf'(Pap): pas] — [ (Ps). pB] = 0 (4.4)
donde f'(p) = —log p.
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4.2. El caso de dos qubits

Analizaremos a continuacion el caso de dos qubits en detalle. Cualquier estado
de un sistema de dos qubits puede ser escrito como

1
pPAB = ZL(I+TA'0‘A+7“B'0'B+0'ZJ0'B> (4.5)

donde aquioy =0 ®I, 05 =1 ®0, con o' = (0,,0,,0,) los operadores de Pauli e
I el operador identidad (en el espacio correspondiente). Las trazas bésicas tr o, = 0,
tro,o, = 20,, para u,v = x,y, z, implican que

ra=(04), 5= (0B), J = (040p) (4.6)

esto es, J,, = (04, 0py), donde (O) = Trpap O.

Cualquier medida proyectiva completa local en B, puede ser considerada como
una medida de espin a lo largo de la direccion de un vector unitario k, representado
por medio de los proyectores ortogonales Py = %(I + k- o). Esto deja sélo aquellos
elementos de pap proporcionales a k - o, y conduce al estado posmedida

, 1
PaB = ZU tra-oat(re-klk-op+ (0 Jk)(k op) (4.7)

el cual corresponde a rg — kk'rg y J — Jkk' en (4.5). La pérdida de informacién
debida a esta medida sera expresada como

I} = Sp(pap) — Si(pan) - (4.8)

Mostraremos ahora que empleando la Ec. (4.1), se obtiene la siguiente condicion:

Resultado 2: La condicién general estacionaria para la direccién k de medida en
B satisface

a1 + aoJirs + asJ Tk = Mk (4.9)

es decir,
k x (a1rg + aoJ'rs + a3 J'Jk) =0 (4.10)
donde A es un factor de proporcionalidad y los coeficientes «; estan dados por [20]
(a1, 09, 03) = %M ;ﬂ (M) (v, |7’A—7—5Jk|’ \frAquJk\) (4.11)

con pt (u, v = %1) los autovalores de (4.7):
ph=1(1+vrg-k+plra+vJk|). (4.12)

Demostracion: El estado (4.7) es diagonal en la base producto condicional for-
mada por los autoestados de k-op y (ra+vJk) o, donde v = +1, lo cual conduce
a los autovalores Ec.(4.12). Podemos escribir entonces

F'(op) =3 22 F W)+ M‘:ﬁiﬁz‘ ~oa)I +vk-op)
v,
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Usando las relaciones basicas de la traza y la relacion [r - o,s - o] = 2i(r x s) - 0,
obtenemos Tru[(r - 0a)(s - oB),0aJ0p] = 4i(s x J'r) - o, resultando entonces

TI"A[f/(p;‘B),pAB] = Z[k X (aer + OJQJt'I“A + OéthJk)] 0B

con «; dado por la Ec. (4.11). La ecuacién (4.1) conduce entonces a la Ec. (4.9).
Podemos verificar la Ec. (4.9) directamente. De (4.12), tenemos que

14

J*t Jk

-0k
|ra+vJk| )

W

para cambios 0k en la direccion del aparato de medida local, con k - 6k = 0 ya que
k es un vector unitario. La condicién 617 =37, . f'(ph)op, = 0 implica entonces

(a1rp + anJ'r s + azJ' Jk) - 5k = 0

lo que conduce a la Ec. (4.9), ya que dk es ortogonal a k.

Escribiendo k = (siny cos ¢, sin 7y sin ¢, cos ), la Ec. (4.9) conduce a una ecuacién
trascendente para v, ¢ (tanvy = d./\/d% + dZ, tan ¢ = d,/d,, con d el lado izquierdo
de (4.9)). La Ec. (4.9) puede ser vista, ademds, como una ecuacién autoconsistente
de autovalores para la matriz (a7 + asJ'r4)k' + azJ'J.

El estado inicial reducido local pg = Trg pag = %(I + rp - o) cambia a

oy = LI + (- ) (k- ) (4.13)

luego de la medida local. La direccién minimizante k dependerd de la matriz J y
puede obviamente desviarse de rpg, cambiando el estado local. Se espera entonces
una “transicién” en la direccién de menor perturbacion k, de rp a la direccion del
autovector principal de J'J, a medida que J aumenta, tal como se aprecia en la Ec.
(4.9). El tipo de transicién dependerd en general de la eleccion de entropia.

En el caso del Quantum Discord original (3.59), la contribucién adicional local
(4.4) conducird a una condicién estacionaria modificada [20,80])

(a1 = n)rp + asJ'rs + azJ' Tk = Mk (4.14)
donde n = 53°,_,vf'(p,) = glog(p-/p+), con p, = 3 pl = 5(1 +vrp - k)

los autovalores de p/5. El término extra —nrp tendera a disminuir el efecto de rpg,
favoreciendo la direccién determinada por J¢.J.

4.3. Medida cuadratica
4.3.1. Caso de dos qubits

Mientras que la evaluaciéon de una entropia general Sy(p) requiere la determi-
nacién de los autovalores de p, para aquellas elecciones de f que involucran sélo
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potencias enteras pequenas de p, tal como la entropia cuadrética (2.95), S¢(p) pue-
de ser determinada sin el conocimiento explicito de los autovalores.

Por ejemplo, usando nuevamente los resultados basicos tro, = 0, tro,o, =
26,,,, la entropia cuadratica (3.16) de un estado cualquiera de dos qubits puede ser
evaluada como

Sapan) = & = S(lral? + lral? + 111 (4.15)

donde [|J||> = tr J'J y |r]* = v - r = rir. Para el estado posmedida (4.7), la Ec.
(4.15) resulta

Sa(pap) = 3= 3lral — 3K Mok, (4.16)
My, = rgriy+J'J (4.17)

donde M; es una matriz simétrica semidefinida positiva. La pérdida de informacion
puede entonces ser expresada como una forma cuadrdtica en k, mas un término
constante:

15 = L(jrg)? + ||J])? — k' Mak) = L(tr My — k' Mok) . (4.18)

El minimo de I¥ corresponde luego a k dirigido a lo largo del autovector asociado
con el mayor autovalor de la matriz My:

I (pap) = Min I = §(tr My — Ay) = 3(Aa + As) (4.19)

donde (A1, A2, A3) son los autovalores de M, ordenados en forma decreciente. Mencio-
nemos que el minimo I es proporcional al Discord geométrico, como se mostré en
el capitulo anterior.

Un estado pap que es ya de la forma (4.7), es decir, un estado cldsicamente
correlacionado respecto de B, conduce a If(pAB) = 0V 5S¢, y estd entonces ca-
racterizado por una matriz M, de rango 1 (tal que Ay = A3 = 0). Se verifica que
para f'(pt) oc 1 — 2p¥, la Ec. (4.9) se reduce a la presente ecuacién de autovalores
Myk = Ak, dado que (a1, g, a3) < (rp - k,0,1).

Vemos asi que en el caso de la entropia cuadratica, la determinacion de la medida
local minimizante de IZ(p4p) es analitica para cualquier pap, ya que requiere sélo
la diagonalizacién de una matriz M; de 3 x 3.

4.3.2. Extension a un sistema qudit-qubit

Consideremos ahora el caso en que A es un sistema cuyo espacio de Hilbert es de
dimensién arbitraria d4 (qudit). Considerando nuevamente un conjunto ortogonal
de d% — 1 operadores o4 que satisfagan

TI'O'AIO, TI'O'AiO'Aj:dAdL'j

podemos escribir un estado conjunto general en forma similar al caso de dos qubits:

1
pAB:E[I—{—TA-O'A—FT‘B'O'B—FUZJUB] (4-20)
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conry = (o), rg=(op),y J = (oa0k) una matriz de da x 3.
El resultado (4.15) puede extenderse directamente:

2dy — 1 1 (

da da

Sapap) = [ral* + Irsl* + [[]]%) (4.21)

donde ||J||? = tr J'J y |r]* = r-r = r'r. El estado posmedida sigue siendo de la

forma (4.7) y por lo tanto la Ec. (4.16) se generaliza a

2d4 — 1
da

1
da

k' Mk (4.22)

1
Sa(pap) = - a!""AF -

donde nuevamente
My=17r Brfg + JtJ

es una matriz de 3 x 3, tal como en el caso de dos qubits, ya que los grados de
libertad de A estan contraidos. Por lo tanto,

1
I¥ = a(trM2 — k' Myk) . (4.23)

La determinacion de la medida éptima es entonces analitica también en este caso,
requiriendo nuevamente la diagonalizacién de una matriz de 3 x 3.

4.4. Medida cubica

Otra entropia que puede ser facilmente evaluada para cualquier estado de dos
qubits es la correspondiente al caso ¢ = 3 en (2.84),

Ss(p) = 4(1 - Tr %), (1.24)
Lema 1. La entropia (4.24) de un estado general de dos qubits (4.5) es [20]
Sg(pAB) = %[SQ(pAB) + 1-— (’l"i‘ J’I"B — det J)] (425)

donde Sy(pap) es la entropia (4.15).

Demostracion: Aplicando nuevamente las relaciones béasicas de la traza y notan-
do que tro,0,0; = 2i€,,-, con € el tensor completamente antisimétrico (p,v, 7 €
{z,y, z}), los tnicos términos con traza no nula en p son

Tr(ryoa) (o' Jog)(rhop) = 4ry Jrp
(y lo mismo para sus 3! permutaciones) y
Tr(o'yJop)® = 3!(2i)*det J
estos resultados junto con las contracciones cuadréticas, conducen a la Ec. (4.25).
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Resultado 3. Para la entropia (4.24) y el estado general de dos qubits (4.5), la
minima pérdida de informacién asociada a una medida local en B, estd dada por [20]

IB(pap) = Min IF = L(tr Mz — 2det J — \y)
= %L(AQ + )\3) - %det J (426)

donde (A1, A2, A3) son los autovalores, ordenados en forma decreciente, de la matriz
semidefinida positiva

My = rprl, + J'J +rpri J + Jirart, . (4.27)

Demostracion. Usando la Ec. (4.25), la entropia cibica del estado posmedida (4.7)
puede ser expresada como

S3(plap) = 7 — 1(Iral® + k' Mzk) (4.28)
donde Mj es la matriz (4.27), ya que vy Jrg = trrgriyJ = tr Jirarl y
det(Jkk") = 0.
La matriz M3 es claramente simétrica y ademas semidefinida positiva, pues
k' Msk > (|k -7 —|Jk[)* >0, VE
va que |r4] < 1. La pérdida de informacién I¥ = Ss(p’y5) — S3(pag) es, por lo tanto,
I§ = 1 (tr M3 — 2det J — k' M;k) (4.29)

donde tr M3 = |rg|*> + ||J||* + 27y Jrg. Su minimo se obtiene luego para k paralelo
al autovector correspondiente al mayor autovalor de Ms, lo cual conduce a la Ec.
(4.26). A diferencia de ¥ la medida minimizante puede ahora depender, ademas,
de r4 a través de los ultimos terminos de Ms.

Se verifica que la Ec. (4.9) conduce, en el presente caso, a la misma ecuacién de
autovalores Mzk = Mk, ya que (aq, ag, a3) o (rhk + vl Jk,ribk, 1) para f'(p!) o«
1—3(p*)2. Y se verifica que un estado cldsicamente correlacionado de la forma (4.7)
se caracteriza por matrices M3 y J de rango 1, tal que la Ec. (4.26) se anula.

Notemos que bajo rotaciones arbitrarias locales

o, —~ Ryo,, a=AB

con R R!, = I, det R, = +1, tenemos r, — Rir, y J — RYJRp en (4.5), tal
que My — RYLMsRp y My — R, M3Rp. Sus autovalores permanecen por lo tanto
invariantes. Por supuesto, det J y todos los otros términos en las Ecs. (4.15) y (4.25)
permanecen inalterados.

Las Ecs. (4.15) y (4.25) proporcionan de hecho limites estrictos a estos invarian-
tes. Como Sy(pap) > 0V pap, La Ec. (4.15) implica

lPal?> 4+ |rsl> + || J])P < 3 (4.30)
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con |ral2+ |rp|*+||J||> = 3 si y sélo si pap (asumido semidefinido positivo) es puro
(Pg = pas, S2(pap) = 0). Ademés, como Trp? < Trp? si ¢ > ¢ > 0, obtenemos
para la presente normalizacién, Sz(p) > %Sg(p), lo cual, para el caso de dos qubits,
implica
¢ 1
’I"AJTB —det J S 1— §SQ(pAB) (431)

con ryJrg —det J =1 siy solo si pap es puro.

Podemos verificar estos resultados escribiendo el estado puro de dos qubits en la
base de Schmidt, |V 45) = /p|00) + /T —p|11), con p € [0, 1], lo que conduce a

ral =|rsl=12p—1], |[J|P=1+8p(1—p), rJrg=(2p—1)°

con det J = —4p(1 — p), y por lo tanto a la igualdad en (4.30)—(4.31).

Un aspecto importante acerca de las entropias cuadratica y cibica es que resultan
1guales para un estado arbitrario de un qubit ps = %(Ig +74-0), ya que tr o, =0
para m impar:

Sa(pa) = S3(pa) =1 — |ral®. (4.32)

Esto implica que los entrelazamientos de formacién asociados (3.90) para un estado
de dos qubits son idénticos [19], coincidiendo con el cuadrado de la concurrencia
Cap [44,72]. Ambas cantidades IP e IP se reducen entonces al cuadrado de la
concurrencia C4p en el caso de un estado puro de dos qubits.

Este 1ltimo resultado puede ser directamente verificado usando la descomposi-
cion de Schmidt: Ambas matrices M, y M3 son diagonales en la correspondiente
base z, y sus dos autovalores mas bajos son idénticos Ay = A3 = 4p(1 —p) = —det J.
Las Ecs. (4.19) y (4.26) conducen entonces a

I =17 =4p(1 —p) = —det J

que coinciden con el cuadrado de Cap = 24/p(1 — p).

4.5. Ejemplos
4.5.1. Estados con densidades reducidas maximamente mezcladas

Como primer ejemplo vamos a considerar estados de dos qubits con ry = rg =0
en (4.5), tal que py = pp = 31 son maximamente mezclados y

1
pan =3 +ohJon) = T+ Y, Juonos). (4.33)
W V=T,Y,2

Estos estados son diagonales en la base de Bell.
Mostraremos que para el estado (4.33) es vélido el siguiente Teorema [20]:
a) La direccion de medida k en el sistema B que minimiza Ij? es universal, es decir,
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es la misma para cualquier entropia Sy, y estd dada por la direccion del autovector
con el autovalor mds grande de la matriz J*J.
b) La minima pérdida de informacion resultante estd dada por

IP(pap) = 2f(B322) 4 2f(BF20) — f(py) — fp2) — f(ps) — f(pa) (4.34)

donde (p1, p2, p3, pa) son los autovalores de (4.33) ordenados en orden decreciente.

c) I4+ = If’? YV f, siendo la direccion minimizante en A aquella del autovector con
autovalor mds grande de JJ'.

Demostracion de a): Para ry = rg = 0, los autovalores (4.12) del estado posmedida
Pap =i+ o' Jk(k - op)] son

1
pok) = 7 (L +vplJkl), pv==£1

siendo entonces doblemente degenerados. Si k,, es el autovector normalizado aso-
ciado al autovalor méds grande (J2) de J'J, tenemos

|Jk| = VKL Tk < \kL Tk, = |,

para cualquier vector unitario k, y por lo tanto pf (k) < p(kn,). Esto implica que
la distribucion {p¥(k)} es mayorizada por {p;,(k.,)}, es decir,

Pas(0) = ap(b) = LT+ Tl 0.0) (i 5] (4.35)

donde k,, = Jk,,/J,, es el correspondiente autovector de JJ'. Esto implica

Sr(Pap(k)) = Sr(plap(km))

y por lo tanto I]’f > Ijlfm V ky Sy. El estado p/y5(k.,) es entonces el estado clésica-
mente correlacionado menos mezclado asociado con pap, y la medida a lo largo de
k., es la medida local (en B) que menos perturba al sistema para cualquier Sy. Se
verifica que la condicién general estacionaria (4.9) conduce en este caso a la ecuacién
de autovalores J'Jk = Ak V f, con My = M3 = J'J en las ecuaciones (4.17) y
(4.27).

El resultado (4.35) es natural: Los ejes locales pueden ser siempre elegidos tales
que la matriz J sea diagonal. Esto puede ser logrado a través de su descomposicion
de valores singulares J = U4JeUY, donde Jljll, = Ju0,m, con J/f los autovalores de
J'J (los mismos que los de JJ') y Uy, Up matrices ortonormales (U, UL = I para
a = A, B). Los signos de J, deben ser elegidos tal que las U, sean matrices de
rotaciéon (det U, = +1). Sustituyendo o4 5 — Uapoap en (4.33), obtenemos la
representacion diagonal

pap =1(1+ Z Ju04,0B,) - (4.36)

p=a,y,z
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Dado que |J,,,| = Max{|.J,|}, la medida universal que menos perturba al sistema es,
por lo tanto, aquella a lo largo de la direccion de maxima correlacion, dejando sélo
el término méds grande de (4.36) en el estado posmedida (4.35). Notemos que la Ec.
(4.36) satisface las ecuaciones estacionarias (4.3) en la base producto formada por
los autoestados de 04,05, para cualquier u = z,y, 2.

Demostracion de b): La Ec. (4.36) es diagonal en la base de Bell
{|Wy9) = %, (Ws3y) = %}, es decir,

4
PAB = ZPJ‘I’J(\I’J (4-37)
i=1
con autovalores
1—|—Jzi(J,;—Jy) 1—Jzi(Jx—|—Jy)
P12 = 4 , P3,4 = 1 .

Sin pérdida de generalidad podemos siempre elegir los ejes locales x,y, z tales que
|| = || > |Ja| > |Jy|, con J, > 0, J, > 0 (rotaciones de dngulo 7 alrededor
de uno de los ejes en A o B conducen a J, — —J, para el otro eje). En tal caso
P1 > p2 > p3 > ps, v la medida que menos perturba es a lo largo del eje z, tal que
la ecuacién (4.35) resulta

Este estado posee los autovalores doblemente degenerados

1+Jz:p1+pz 1—Jz:p3+p4
4 2 4 2

La minima pérdida de informacién 17 (pag) = Sp(plyp(km)) — Sy(pap) conduce por
lo tanto a la Ec. (4.34), donde (p1, p2, p3, ps) son en general los autovalores de pap
ordenados en orden decreciente.

Demostracion de c): Dado que la Ec. (4.34) queda completamente determinada
por los autovalores ordenados de papg, se obtiene obviamente [ Jf‘ =1 f, un resultado
que es evidente de la representacion simétrica (4.36). De (4.35) se ve que la medida
minimizante en A es a lo largo de Eyn.

Andlisis del resultado (4.34): Discutiremos ahora las principales propiedades de
la Ec. (4.34). Se verifica que la estricta concavidad de f asegura [f(pAB) >0V .Sy,
con If(pAB) = 0 sdlo st py = pa Yy p3s = pa, es decir, sélo si J, = J, = 0, en cuyo
caso el estado (4.37) se reduce a

pas = p1([00)(00] + [11)(11]) + p5(|01){01] + [10)(10])
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que es un estado clasicamente correlacionado, es decir, con Discord nulo.

En el caso de la entropia de von Neumann f(p) = —plog, p, la Ec. (4.34) es
justamente el Quantum Discord D(A|B) = D(B|A) del estado, coincidiendo con el
resultado de la ref. [47], ya que para los estados (4.33), pls = pp = %] para cualquier
medida local Mp, lo que implica que el Quantum Discord de la ecuacién (3.59) se
reduce al Déficit de Informacién.

En el caso cuadratico (4.15), las Ec. (4.19) o (4.34) conducen a

I (pas) = 5(J7 + J3) = (p1 = p2)* + (93 — pa)’ (4.39)

resultado que representa justamente el Discord geométrico (normalizado) del estado.
Y en el caso de la entropia cibica, (4.25), las Ecs. (4.26) o (4.34) conducen a

Ii’?(pAB) = i(*]a? + JyQ) - %Jx*]yjz (440)
= (p1 = p2)*(p1 + p2) + (3 — pa)*(P3 + P4) (4.41)
el cual es el promedio de los términos en (4.39) e implica IZ(pag) < IP(pag).

Notemos también que para J suficientemente pequeno, el resultado exacto (4.34)
resulta proporcional a (4.39) para cualquier entropia Sy: Si J,, = J,,

IP(pan) = yes (2 + J2) + O(F) = ;1P (pan) + O(F)  (4.42)

con ¢y = —}1 1 (71;) > (0. Esto implica un comportamiento universal en las vecindades
del estado maximamente mezclado I /4.

Relacion con el entrelazamiento. Es bien sabido que el estado (4.33) es entrela-
zado si y sélo si su autovalor mas grande p; satisface

P> 1/2.
Su concurrencia [44] estd dada por
Cap = Max[2p; — 1,0] (4.43)
con 2p; — 1 = p; — po — p3 — ps. Esto implica

I > Chp, I > Chp (4.44)

con la igualdad valida (para Cap > 0) sélo si p3 = py =0 (C%5 < (p1 — p2)* — (p1 —
p2)(p3+p1) < (p1—p2)?(p1+p2) si ps+ps < p1—p2). La Ec. (4.44) significa que para
los estados (4.33), I2 e IP son cotas superiores de su correspondiente entrelazamiento
de formacién (3.90). Esta no es una propiedad general. Por ejemplo, esto no es valido
en el caso de von Neumann f(p) = —plog, p, donde la Ec. (4.34) puede ser menor

1+v4/1-C% 5

5 ) para los presentes

que el entrelazamiento de formacién Eap =Y, _, f(
estados.
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Figura IV.1: Valores maximos y minimos alcanzados por los Déficit de Informacion
generalizados I2(pap) e IZ(pag), en el estado (4.33), como funcién de su auto-
valor maximo p;. El minimo comun es justamente el cuadrado de la concurrencia
C? g, mientras que los maximos estan indicados por las lineas de trazos y de trazos-
punteadas, respectivamente. El panel interior representa los valores maximos y mini-
mos alcanzados por I£ en el caso de von Neumann (g = 1), en donde coincide con
el Quantum Discord. La linea continua representa el entrelazamiento de formacion.

La Figura (IV.1) representa los valores méximos y minimos alcanzados por I? e
IB en los estados (4.33) para valores fijos del autovalor maximo p;. El minimo comiin
es justamente el cuadrado de la concurrencia C%p, alcanzado para p3 = py = 0 si
p1 > 1/2 (y pa = p1, p3 = pa sipr < 1/2). El méximo es alcanzado para ps = p3 = py
sipr > 7/13 = 0,54 para Iy y p; 2 0,44 para I3, y para ps = p3, ps = 0, para p;
por debajo de los valores previos y por arriba de 1/3. Como resultado, los valores
méaximos para concurrencia 0 de I e I3 son 1/8 y 2/27 respectivamente, obtenidos
para p; = 1/2.

En contraste, en el caso de von Neumann, el minimo (obtenido nuevamente
para ps = py = 0 si p; > 1/2) yace claramente por debajo del entrelazamiento de
formaciéon E(A, B) V p € (1/2,1), e incluso el maximo (obtenido para ps = ps = py
sip 20,86y para ps = p3, ps = 081 1/3 < p; < 0,86) yace por debajo de E(A, B)
si pp 2 0,91. Para p < 1/3 el maximo para las tres entropias se alcanza cuando
P2 = P3 = P1-

4.5.2. Estados con simetria de paridad (estados X)

Vamos a considerar ahora el caso donde ambos vectores de Bloch r4 y rp estan
direccionados a lo largo de un mismo eje principal de J, es decir, rp a lo largo de k
y 4 alo largo de Jk, con k un autovector de J'J (y por lo tanto, Jk un autovector
de JJ'). Eligiendo a estos ejes como el eje z local, tal que r4 = rak., rg =gk, y
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Jyw = Ju0,, tal estado puede ser escrito como

pap = (I 47404+ 7808 + Z Juoau0By) (4.45)
H=T,Y,z

1 ag CO ao 040+ ar = 14+ J,£(ra+rp)
= = A o | = 1= LEGa-rs)  (446)

4 0 a_ c_
ay 0 0 a_ ax o T Iy

donde la matriz es la representacién de p en la base estandar de autoestados producto
de 04.05.. Por la forma de la matriz (4.46) estos estados se denominan usualmente
estados X [81]. Las condiciones de positividad del estado implican ax > 0, ¢4 > 0,

con |ay| < Jara_, |la_| < /ey

Notemos que estos estados conmutan con el operador paridad de espin:
p,P.] =0, P,=—explin(oa, +05.)/2] (4.47)

para todo valor de los pardmetros a., a4, c4. Por esta razon, estos estados emergen
naturalmente en muchos sistemas fisicos, como por ejemplo al considerar estados
reducidos de pares de espines en sistemas con interaccion XY o XYZ en un campo
magnético transverso, como veremos en el préximo capitulo.

Mostraremos que una medida de op a lo largo de cualquiera de los ejes princi-
pales x,y, z, provee un punto estacionario de I}’f v St [20].

Demostracion: Para una medida a lo largo del eje z (kK = k.), es decir, a lo lar-
go del vector de Bloch de pg, J'Jk, = Jfk:z, T4y Tp estan todos a lo largo de este
eje y la Ec. (4.9) es entonces satisfecha trivialmente. Este es un caso particular de
la Ec. (4.3), la cual se satisface para este estado en la base estandar.

Para una medida a lo largo del eje z (k = k), J'Jk, = J?k, mientras que
rp -k, =0y |ra+ vJk,| = \/r} + J2. Por lo tanto pt = (1 + p|ra + vJk,|) es
independiente de v. Esto conduce a a; = g = 0 en (4.11), en cuyo caso la Ec. (4.9) es
nuevamente satisfecha. Para k = k, el argumento es similar. Remarcamos aqui que
ademas, estos argumentos resultan también vélidos para el Quantum Discord, dado
que n = 0 en (4.14) para k = k, o k,, y entonces la condicién estacionaria resulta
idéntica a la de I5.

Si bien pueden existir también otras direcciones estacionarias, los ejes principales
de J son fuertes candidatos a minimizar [ J’f Tipicamente, los minimos seran alcan-
zados para medidas a lo largo del eje z si Max([|J,|, |.J,|] es suficientemente pequetlo,
mientras en el caso opuesto seran preferidas las medidas a lo largo de los ejes = o .
Una transicién entre estos dos regimenes surgira a medida que J, o J, se incremen-
ten. Los detalles de la transicion dependeran, no obstante, de la eleccion de entropia.
Puede suceder que en la region de transicién se prefieran valores intermedios de k.

Escribiendo k = (sin+y cos ¢, sinysin ¢, cosy), estas soluciones intermedias pue-
den ser encontradas desde la Ec. (4.9), la cual conduce a ¢ = 0 0 ¢ = 7/2 (si
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|Jz| > |Jy| el minimo corresponde a ¢ = 0 para toda Sy, ya que la correspondiente
distribucién mayoriza aquella para ¢ = 7/2), y paray =0 o

a1rg + asd.ry

ag(J} = J2)

cosy = (4.48)

donde hemos asumido |J,| > |J,| tal que ¢ = 0. Las soluciones intermedias || €
(0,7/2) de (4.48), si existen, son degeneradas, ya ambas elecciones +v conducen a
la misma [ J’f Solo las soluciones coincidentes con los ejes principales son no degene-
radas.

La expresién final para [ }B(k:) es formalmente

IPk)= > foh)— F(M) (4.49)
wr==
donde .
py =3 (L+vrpk. + N/ (ra + v k)2 + J2k2) (4.50)

son los autovalores (4.12) de p/yp v A\ los de pap:

M= L4 v+ pyf(ra + vrg) + (o — v],)2). (4.51)

Podemos verificar los resultados previos en los casos ctibico y cuadratico. Para un
estado X ambas matrices My y M; (Ecs. (4.17), (4.27)) son diagonales en la base
de los ejes principales:

Oy ( Ty + 0u7g)
5uu[J5 + 5,uz(7’?3 + 2TB7‘AJZ)] .

Por lo tanto, la medida éptima serd a lo largo del eje que corresponda al valor
méaximo de la diagonal y no surgirdn soluciones intermedias (para autovalores no
degenerados), a diferencia del caso general. Asumiendo |J,| < |.J,|, tendrd lugar una
transicién abrupta z — x para la medida que menos pertuba al sistema, al aumentar
J.. El eje x sera preferido para

J2 > Ji4rh, q=2 (4.52)

T

en el caso cuadratico, y para

J2 > P 4rh 4 2rpral., q=3 (4.53)

T

en el caso de la entropia ctubica, tal que el minimo es

) = {7+ Min[J2, 1} + 2}, (4.54)

I (p
1% ) = %{Jj — 2y, + Min[J2 7% + J? + 2rarpJ.]} . (4.55)

AB
(pAB
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Figura IV.2: Esquema del estado (4.57) y de la direccién de la medida local de espin
Mp .

Estas expresiones no son en general cota superior del cuadrado de la concurrencia,
la cual para estos estados es

1
Cap = 5Max[|a+\ —crel, la_| —y/ata_,0].
Sin embargo, [P permanece cota superior de C35 en la fase“z”, dado que

1 1
Chp < god = (£ J)" < (T2 + 7). (4.56)

DO | —

4.5.3. Mezcla de estados alineados

Como un caso particular relevante de la Ec. (4.45), consideraremos la mezcla
de dos estados con espines alineados a lo largo de dos diferentes direcciones [20].
Eligiendo el eje z como la bisectriz (Fig. IV.2) tal estado puede ser escrito como

pap = 3(100)(00] +|—0—0)(—0 —0]) (4.57)
ar. 0 0 ¢
1] 0 ¢ c¢ 0 ar = (14 cosh)?
T4l 0 cc o0 " ¢ = sin*f (4.58)
c 0 0 a-

el cual corresponde a (J,, J,, J,) = (sin®0,0,co820) y r4 = rg = cosf en (4.45).
Aqui
|0) = exp[—i20,]|0) = cos £]0) + sin £|1) (4.59)

es el estado con el espin formando un angulo 6 con el eje z en el plano z, z. Este
estado representa, aproximadamente, el estado reducido de un par de espines en el
estado fundamental de una cadena finita de n espines con interaccién XY de tipo
ferromagnética, en un campo magnético trasversal |B| < B, tal como se verd con
mas detalle en el proximo capitulo. Ademas representa el estado exacto de cualquier
par de espines en la inmediata vecindad del denominado campo factorizante [26]
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Figura IV.3: Panel Superior: El Déficit de Informacién I”(pag) en la mezcla de
estados alineados (4.57), en funcién del angulo 6 que define el estado, para ¢ = 1
(caso de von Neumann), ¢ = 2 (entropfa cuadratica) y ¢ = 3. D® = D(A|B) denota
el Quantum Discord. Todas las cantidades se anulan para § = 0 (estado producto)
y 0 = 7/2 (estado clasicamente correlacionado). El entrelazamiento es nulo V 6.
Panel inferior: Se muestra el angulo de medida minimizante v entre el eje z y la
direcciéon en la que se mide el espin en B , que produce la minima perturbaciéon, en
funcion de 6 para las cantidades mostradas en el panel superior. Se puede observar
que 7 exhibe una transicién abrupta desde 0 a 7/2 (es decir, desde el eje z al eje
x) en los casos cuadrético (¢ = 2) y ctbico (¢ = 3), mientras que en el caso de von
Neumann (¢ = 1) la transicién es suavizada por la existencia de una estrecha zona
de transicién donde 0 < v < I1/2. Ninguna transicién ocurre en el caso del Discord,
donde se prefiere una medida a lo largo del eje x (y = 7/2) V 6.

(despreciando pequenos téminos de coherencia o< cos™ 2 ), como también veremos
en el proximo capitulo.

Este estado es separable, es decir, es una combinacion convexa de estados produc-
to (Cap. II) y la concurrencia C'4p en consecuencia se anula ¥V 6. Sin embargo, posee
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Figura IV.4: El angulo que produce la medida de minima perturbacion v vs. 6 para
diferentes valores de ¢, incluyendo los limites asintéticos ¢ =0y g = oc.

Discord no nulo [21] si 6 € (0,7/2). Ademas, I serd no nula en este intervalo, para
cualquier eleccién de entropia, con [P = I Jf‘ vV Sy dada la simetria de estos estados.
Para 6 = 0 este es obviamente un estado puro producto, mientras que para = /2
es un estado cldsicamente correlacionado, es decir, diagonal en una base producto
estandar, implicando I7(0) = I7(pap(f)) =0 para @ =000 =m/2 Y 5.

Se espera que para 6 creciente, la medida minimizante cambie de z a x. En el
caso cuadratico y ctbico, la transiciéon es abrupta. Obtenemos, de acuerdo a las Ecs.
(4.52)—(4.55),

Lsintg 0 < 0.
_ 2 c
L = { s(cos? 0+ cos* ) >0 (4.60)
Lgsint 6 0 <05
- 4 @
I = { 1(cos?0+3cos* )  0>0s5" (4.61)
donde
cos® 0 =1/3 (4.62)

(O =~ 0,617/2) y
cos? 0,3 = (V17 — 3) /4

(0.3 =~ 0,647/4), con la medida minimizante cambiando de z a x para 6 > 0.
Estas dos cantidades exhiben entonces un maximo tipo cispide en 6 = 6,;, es decir,
ligeramente por encima de 7/4, como se aprecia en la figura IV.3.

Por otra parte, para otras entropias puede surgir una transicion mas suave de la
direccion z hacia la x. Por ejemplo, en el caso de von Neumann, la direccién z es
preferida para 6 < 7/4, pero la direccién x es minima para ¢ > 0,647 /2. Entremedio,
la medida éptima es obtenida para un dngulo intermedio 7, determinado por la Ec.
(4.48), el cual varia continuamente desde 0 hasta /2, como puede apreciarse en la
Fig. IV.3. Esto conduce a un maximo suave, localizado cerca de 7/4. En el caso del
Quantum Discord, el dngulo minimizante es v = 7/2 V 6, exhibiendo entonces un
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comportamiento muy distinto debido al efecto del término local en (4.4). En este
caso se minimiza una entropia condicional en lugar de una entropia global. Se daran
mas detalles sobre el Discord de este estado en el préximo capitulo.

Para el presente estado no existe, en general, un estado posmedida p’, 5 menos
mezclado, y la medida menos perturbadora depende, por lo tanto, de la funcién
entropica. Con el fin de apreciar los resultados previos desde una perspectiva mas
general, se muestra en la Fig. IV.4 el comportamiento del d&ngulo minimizante para
diferentes valores de ¢ en las entropias (2.84). La transicién abrupta z — z (es decir,
0 — 7/2) ocurre para 2 < ¢ < 3, indicando un comportamiento critico especial para
estos dos valores. Una transicion suave como aquella encontrada en el caso de von
Neumann surge para 1/2 < ¢ < 2 y ademdas ¢ > 3, donde v varfa continuamente
desde 0 a 7/2, dentro de una ventana de valores de 6, la cual se estrecha para ¢
cerca de 2 o 3.

Para 0 < g < 1/2, el 4ngulo minimizante cambia abruptamente desde 0 hasta un
valor intermedio 7 = €, creciendo casi linealmente con 6 (y = ). Esto se debe a que
para valores bajos de ¢, S,(p/45) es minimo cuando el autovalor mas bajo de p/s5 se
anula, y esto ocurre precisamente para v = . Por otra parte, para valores grandes
de q, S,(p's5) es minimizado cuando el autovalor mas grande de py5 es méximo, y
este tltimo es maximizado paray = 0si 6§ < 0. ~ 0,667 /2, y para un v intermedio si
0 > 0., el cual varia continuamente de 0 a 7/2 para . < 6 < 7/2. En consecuencia,
para valores grandes pero finitos de ¢, v = 0 para 6 < 6., creciendo entonces con
0 y alcanzando 7 /2 para valores mayores de 6. En este caso diferentes criterios de
desorden (distintas Sy) conducen a diferentes medidas minimizantes, a diferencia de
lo que sucede con el estado (4.33).
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V Correlaciones cuanticas en sistemas de
espines con interacciéon XY

Las cadenas de espines interactuantes [82] ofrecen un escenario atractivo para el
campo de la informacién cudntica [83,84], y actualmente pueden ser también simu-
ladas mediante distintos métodos, en particular redes 6pticas [85]. En este capitulo
se examinaran las correlaciones cuanticas entre dos espines, en el estado fundamen-
tal exacto de una cadena finita de espines 1/2 con acoplamiento anisotrépico tipo
XY en un campo magnético transversal B. Dado que el estado fundamental es en
general entrelazado, el estado reducido de un par de espines en la cadena serd un
estado no puro, y por lo tanto el Discord y el entrelazamiento del par no seran en
general coincidentes. Analizaremos entonces el Discord y el entrelazamiento del par,
asi como también el correspondiente Déficit de Informacién generalizado. Para este
ultimo nos concentraremos en las entropias de von Neumann y cuadratica.

Estas cadenas pueden exhibir un peculiar campo factorizante (o de separabili-
dad) By [25,26], en el que el sistema posee un estado fundamental exacto comple-
tamente separable, es decir un estado producto. Este estado violara una simetria
fundamental del Hamiltoniano, siendo por lo tanto degenerado. En su vecindad, el
entrelazamiento de pares es practicamente nulo. Mostraremos que en contraste con
el entrelazamiento, en la vecindad del campo factorizante tanto el Discord como el
Déficit de Informacion se acercan a un limite finito no nulo y no despreciable, el
cual es independiente de la separacion del par y del alcance del acoplamiento. Esto
indica un claro comportamiento critico de estas cantidades en este punto. Se deriva
una expresion analitica de las medidas de correlaciones en este limite.

Se muestra también que los resultados de estas medidas, para pares de espines
inmersos en una cadena, pueden ser comprendidos esencialmente en términos de la
mezcla de pares de espines alineados en dos direcciones diferentes, considerada en el
capitulo anterior (sec. 4.5.3). Se analiza, asimismo, la inclusién de correcciones en
el estado anterior débido a términos de coherencia, relevantes en cadenas pequenas,
que son responsables de la aparicion de un entrelazamiento pequeno, pero no nulo,
entre cualquier par de espines en la vecindad de B, asi como del desdoblamiento de
paridad (tanto en el entrelazamiento como el Discord y el Déficit de Informacién) en
el mismo. El estado reducido exacto de un par de espines con acoplamiento de pri-
meros vecinos, se evalua por medio de la fermionizacién de Jordan-Wigner [86] (ver
apéndice), y mediante diagonalizacién exacta, en el caso de cadenas completamente
conectadas. Los resultados de este capitulo dieron lugar a los trabajos [21,23].
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5.1. Sistemas XY

Consideraremos sistemas de espines 1/2 con acoplamiento XY de rango arbitra-
rio, en un campo magnético transverso uniforme B, actuando a lo largo del eje z.
El Hamiltoniano del sistema toma la forma

H=1HB Z Siz — % Z(J;jSmij + J;jsiysjy) (51)
i i#j

donde s;,,, it = x,y, son las componentes del espin en el sitio ¢ (en unidades de h).

El Hamiltoniano (5.1) conmuta siempre con el operador paridad de espin

P. =explit» (si-+1/2)] = [[(~0:) (5.2)

% 7

donde oy, = 2s;;, el cual cambia s;, por —s;, para 1 = x,y V i. Los autoestados
no degenerados |V,) de H tendran luego paridad de espin definida P, = +1, una
simetria que jugara un rol fundamental en este capitulo. Destaquemos también que
esta simetria de paridad se mantiene aun en presencia de acoplamientos J;j Si25;z
(sistema XY 7).

5.1.1. Entrelazamiento y Discord de pares en estados de paridad definida

Primeramente describiremos los elementos basicos para poder evaluar el entrela-
zamiento y el Discord de un par de espines, en un autoestado tipico de una cadena
finita de n espines, donde el resto de los espines jugaran el papel de entorno.

La matriz densidad reducida de un par arbitrario 7, 7 en tal autoestado,

pij = Trgz W) (U, | (5.3)

no contendra elementos que conecten estados de paridad opuesta, conmutando por
lo tanto con el operador paridad del par P¥ = 0;,0,,. En la base estandar

{]00), |01),]10), |11)}, p;; sera luego un estado X de la forma (4.46), que reescribi-
remos aqui como

a 0 0 «
1 0 ¢ B O
a 0 0 b
donde, si (O) =trp;; O y six = iy £ is;y, obtenemos
() = %3550+ 552) + (8i2552) (5.5)
(&) = 1E 5080 —s52) = (502552)
(5) = (si-sjz) (5.7)
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con a+ b+ c+ ¢ = 1. Consideraremos aqui sistemas con invarianza traslacional, tal
que (s;z) = (s;.) y por lo tanto ¢ = ¢ = $(1 —a —b). Ademéds, a y 3 son reales
ya que H puede ser representado por una matriz real en la base producto estandar
del espacio completo. Recordemos que la semipositividad de p;; implica || < Vab,
|B] < ¢, con a, b, ¢, no negativos.

El entrelazamiento interno del par de espines puede ser medido mediante el entre-
lazamiento de formacién (2.53), el cual, como hemos visto en el caso de dos qubits,
puede ser calculado explicitamente mediante la expresién (2.54). La concurrencia
(2.55) esta dada ahora por

C = 2Max||a| — ¢, |8] — Vab,0]. (5.8)

El entrelazamiento del par es del tipo paralelo (como en los estados de Bell W)

si la primera entrada en (5.8) es positiva y de tipo antiparalelo (como en los estados
de Bell %) si la segunda entrada es positiva [26,87]. S6lo una de estas entradas
puede ser positiva para un p;; semidefinido positivo.

Por otra parte, para evaluar el Discord del par, necesitamos conocer los autova-
lores de p;j, dados para ¢ = ¢, por Ay = (222 + |8], <2 £ 1/(%2)2 + |of?) (Ec.

(4.51) para r4 = rg) y aquellos de la matriz densidad de un tunico espin,

a+c 0
pj = TfiPz’jZ( 0 c+b) (5.9)

los cuales son obviamente A; = $[1 + (a — b)]. Necesitamos ademds considerar una
medida de espin en el sitio j, a lo largo de un eje arbitrario 2/, definido por los
angulos (v, ¢) (k. = (sin~ycos¢,sinysin¢,cosy)) (Consideraremos sélo medidas
proyectivas). El estado del par luego de tal medida (Ecs. (3.45)), (4.7)) es

donde P/, = I, ® |k (K'| para k = 0,1, con
0) = cos($7)]0) + € sin(% )[1) (5.11)
1) = cos(3y)[1) — e sin(37)|0) (5.12)

tal que s;.|k') = 3™ |K') para sj. = ;. o8y + §j, SNy €OS P + 5, sin 7y sin P.
Para a y f reales, los autovalores de pj; son (Ecs. (4.12)-(4.50))

N — 1+v(a—b) cos 'y+u\/[(2(a+b)fll)lcos v+v(a—Db)]2+4|a+B|2 sin v (513)

dondev = 41, u = +1y |a+B]* = a?+3*+2af cos 2¢, correspondiendo v = 1 (—1)
a los autovalores del primer (segundo) término en (5.10). Finalmente, los autovalores
de p}; = Tr; p}; son o

N; = 3[1 £ (@ — b) cos].
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Tenemos entonces todos los elementos necesarios para evaluar la diferencia D(v, ¢) =
D(A|Byy), dada por

D(,¢) = S(pi;) — S(p;) — [S(piz) — S(p;)] (5.14)

cuyo minimo (con respecto a 6, ¢) es el Discord D (Eq. (2.68)). Para af > 0, la
minimizaciéon con respecto a ¢ conduce a cos2¢ = 1, por lo que finalmente sélo se
requiere una minimizacién sobre 7, la cual puede ser restringida al intervalo [0, 7 /2].
El minimo para la matriz densidad del par, que se empleara en la seccién (5,2), se
obtiene para v = 7/2 (2’ = x), donde los autovalores (5.13) resultan

L+ py/(a = b)* + 4(a + B)?

(5.15)

con y = £1, siendo independientes de v y por lo tanto doblemente degenerados.

5.1.2. El caso de la mezcla de dos estados alineados

Un caso particular de (5.4) que serd de suma importancia para comprender los
resultados exactos es el de la mezcla estadistica (4.57) de dos estados alineados a lo
largo de direcciones arbitrarias, no necesariamente opuestas,

pii(0) = 5(100)(00] + |—0—0)(0—0]) (5.16)

que corresponde a o = 3 = ism2 0,y ab= %(1 +cos 0)?, tal que los estados locales
involucrados son no ortogonales. Como veremos, la Ec. (5.16) es el estado reducido
exacto de dos espines cualquiera de la cadena, en la inmediata vecindad del campo
factorizante (ver sec. 5.2), si los efectos de los términos de coherencia (relevantes
sélo en cadenas muy pequenas) son despreciados. Ademads, este estado proporciona
una descripcion basica aproximada del estado de un par en la fase con simetria de
paridad rota (en la aproximacién de campo medio) |B| < B..

Como se mencioné en 4.5.3, el estado (5.16) es obviamente separable y por lo
tanto su concurrencia y entrelazamiento son identicamente nulos. Sin embargo, su
Discord es positivo para 6 € (0,7/2), anulandose para § = 0 (en el que (5.16) es
un estado producto y por lo tanto D(v,¢) =0V v,¢) 6 0 = 7/2 (en el que (5.16)
resulta cldsicamente correlacionado, con D(v,¢) =0 paray=7/2y ¢ =0).

En el caso general, los autovalores de (5.16) son A;; = (5(1 & cos?6),0,0), con
los de p;(6) dados por \; = (1 = cos ), mientras los autovalores correspondientes
(5.13) de pj; son, para cos2¢ = 1,

/ 1+v cos 6 cos ’y+,u\/[(1+1/ cos 0 cos v)2 cos? O+sin? v sin? 6
A = - (5.17)

con los de p; dados por X; = 3(1=£cosf cosy). Para 6 € (0,7/2], el minimo de (5.14)
es siempre alcanzado paray = w/2y ¢ = 0, es decir, para una medida local a lo largo
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Figura V.1: La diferencia (5.14), cuyo minimo es el Discord, evaluada en el estado
(5.16) como funcién de v y ¢, para 6 = /4 fijo (panel superior), y como funcién
de v y 0 para ¢ = 0 (panel inferior). D(v,¢) es minimo en v = /2y ¢ = 0V
0 € (0,7/2].

del eje x, como puede verse en la figura V.1, con D(vy, 0) aplandndose apreciablemente
para pequenos valores de §. Ambos, v = 7/2 y v = 0 son puntos estacionarios de
D, con el méximo en 7 = 0. La Fig. V.2 muestra el minimo D = D(7/2,0) (que es
el verdadero Discord), como funcién de 6, que estd dado explicitamente por

1+m/1—}lsin220)_f( '

D = ) {12f( 7 >
_[f(l—i-,u;os 9)_f(1—|—,uzcos(9)]} (5.18)

donde f(p) = —plogyp. D es maximo para 6 = 0, ~ 1,157/4, donde D = 0,15.
Mientras S(pj;)—S(p}) (el primer paréntesis en (5.18)) es una funcién par de 6 —/4,
S(pij) — S(pj) (el ultimo paréntesis) no lo es, siendo maximo para 6 ~ 0,917 /4, y
originando una desviacién de 6,, desde m/4, como se aprecia en el panel inferior de
la figura. Para § — 0, D se anula cuadrdticamente (D ~ 36%), mientras que para
00— 2, D~ —%(g — 0)?[logy(5 — 0) + logy e — 2].
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Figura V.2: El panel superior muestra el Discord D = D(7/2,0) en funcién de 0
para el estado (5.16). D es méximo en 6 = 6, ~ 1,157 /4. En el panel inferior se
muestran las entropfas condicionales S(p};) —S(p};) (curva superior) y S(pi;) —S(p;)
(curva inferior) como funcién de 6, siendo la diferencia entre ambas el Discord del
panel superior.

5.1.3. Efecto de los términos de coherencia

El estado reducido de dos espines en el campo factorizante contiene en realidad
un pequeno término de coherencia o £(|00) (—0—0| + | — 0—0)(66]) (ver seccién 5.2),
que conduce al estado

100)(00] + | —0—0)(~0—0] + =(106) (-0 — 0] + h.c.)

pi(0) = 2(1 + (00) —0—0)) (5:19)

a 00 a (14¢)(1+cos 0)?
_ 0 ﬁ ﬁ 0 g>: 4(1+ecos? 0) 5.20
Sl 0B B0 (g = U (5.20)
4(1+€ cos?
a 00 b (econd)

donde || < 1. El término ¢ depende de la paridad P, y genera una pequena
correccion a los resultados previos. Los autovalores de p;; y p; son ahora \;; =
(a+0,283,0,0), \j = (a+ 3,b+ 3), mientras que los de pj; y p; pueden ser obtenidos
de la Ec. (5.13). El minimo de la Ec. (5.14) se obtiene nuevamente para v = 7/2 (y
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¢ = 0), (la superficie es nuevamente similar a la de la Fig. V.1), conduciendo a

Do IS

(1 + pcos?0)(1 + pue)
2(1 +ecos? )

(14 pcosO)(1 + pecosb)

- 2(1 +ecos? )

) = /(

)} (5.21)

Para ¢ # 0 surge ademas un entrelazamiento de pares no nulo, con la concurrencia
dada por
|e| sin” 6
~ 1+ecos?f
la cual es paralela para € > 0 y antiparalela para ¢ < 0.
En el limite ¢ — £1, la Ec. (5.19) resulta un estado puro, a saber, p;; — |V ) (V4|
con

(5.22)

cos? g\OO)Jrsin2 g\ll}

wy = W00 _
+
2(1 £ cos? ) B0

Por lo tanto, D y E coinciden V @ en este limite. Mientras que |¥_) es un estado
de Bell independiente de 6, conduciendo a D = E = C' = 1, el entrelazamiento de
|W,) depende de 6 (con C' = sin®#/(1 + cos?f) < 1), aumentando con 6 creciente
para 6 € [0,7/2].

La respuesta de D y E a los términos de coherencia se muestra en la Fig. V.3 [21].
Para e suficientemente pequeno, la correccion a D es lineal en € para 6 lejos de
7/2, con el Discord creciendo (decreciendo) para ¢ < 0 (> 0), mientras que para
0 = /2 la correccién es cuadratica y positiva para ambos signos (en 0§ = /2,
D=1-3%_., h(H2) ~ 12?log, e). El entrelazamiento, por otra parte, se vuelve
finito tan pronto como |e| se aparta de 0, haciéndose incluso més grande que el
Discord para 6 cerca de /2 (donde C = |¢| y E o« —&?loge? para € pequeno).
Como puede verse en el panel inferior de la Fig. V.3, para un 6 intermedio, el
entrelazamiento es menor que el Discord sélo en un intervalo alrededor de ¢ = 0,
tornandose ligeramente superior antes de alcanzar el limite de un estado puro € =
+1, donde D y E coinciden.

5.2. Discord de pares en cadenas XY

Contamos ahora con los elementos para evaluar y entender el comportamiento
del Discord de un par de espines arbitrario, en el estado fundamental de una cadena
finita. Consideramos primero una cadena unidimensional ciclica, de n espines, con
acoplamiento de primeros vecinos tipo XY, donde

‘];ij = j,iilJ,uy n=x,y (523)
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Figura V.3: Efecto del término de coherencia. El Discord (D) y el entrelazamiento de
formacion (E) del estado como funciéon de 6 para e = 0,2; 0y —0,2 (panel superior)
y como funcién de € para 6 = 7 /4 (panel inferior). El entrelazamiento se anula para
e = 0, pero se hace mayor que el Discord en el limite en el que el estado se aproxima
a un estado puro € = £1, donde D y E coinciden.

con n + 1 = 1. La solucion exacta para n finito puede ser obtenida a través de la
fermionizacién de Jordan-Wigner [86] (ver Apéndice). El estado fundamental exacto
tiene paridad de espin definida (dependiente del campo), y el estado reducido de
cualquier par de espines serd de la forma (5.4), donde los elementos (5.5)—(5.7)
pueden ser evaluados con las expresiones del Apéndice.

Para acoplamiento de primeros vecinos y n par, el signo de J, puede ser cam-
biado por medio de una transformacion local sg; , — —s2;, para p = x,y (rotacién
de dngulo 7 alrededor del eje z) en sitios pares, de manera que ambos, el caso ferro-
magnético (J, > 0) y el caso antiferromagnético (J, < 0), exhibirdn, para un valor
fijo de la anisotropia

x=4J y/ Iz

exactamente el mismo entrelazamiento y Discord. Los resultados son ademas inde-
pendientes del signo de B (B — — B al rotar el sistema alrededor del eje 2 un éngulo
m), y es posible elegir, sin pérdida de generalidad, |.J,| < |J,| (|x] < 1). Asumiremos
en lo sucesivo J, > 0, con |J,| < J,.
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Figura V.4: Discord (D) y entrelazamiento (E) de pares de espines con separacién
L en el estado fundamental exacto de una cadena ciclica de n = 100 espines, con
acoplamiento de primeros vecinos XY y anisotropia J,/.J, = 0,5, como funcién del
campo magnético transversal. L = 1 indica primeros vecinos, L = 2, segundos
vecinos, etc. En el campo factorizante By = /J,J, =~ 0,71J,, E' se anula mientras
que D aproxima el mismo limite finito (5.21) ¥ L, con # determinado por las ecuacién
(5.26). El panel inferior muestra el Discord para todas las separaciones L. Este
alcanza un limite finito de saturacién para L grande si |B| < B..

5.2.1. Entrelazamiento y Discord en la vecindad del campo factorizante

Los resultados exactos para el Discord y el entrelazamiento de pares en el estado
fundamental de la cadena anterior se muestran en las Figs. V.4-V.5 para y = 0,5
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y dos valores del nimero de espines n [21]. Se ve inmediatamente que el entrelaza-
miento y el Discord de pares exhiben diferencias significativas para campos

Bl < B. = 5(1+x)J;

donde B, denota el campo critico del limite termodinamico n — oo [86]. En primer
lugar, se observa que el entrelazamiento del par se anula (veremos luego que en
realidad es muy pequeno) para toda separacién L, en un valor particular del campo.
Este campo es precisamente el denominado campo factorizante [25,26,87-91]

By = /7, J, (5.24)

existente para xy > 0, donde la cadena posee un estado fundamental exacto comple-
tamente separable y degenerado, con ruptura de paridad [26] (ver Ec. (5.25)). No
obstante, el Discord permanece no nulo, alcanzando de hecho un maximo en su ve-
cindad. Ademds, el entrelazamiento decrece rapidamente a medida que la separacion
L entre los espines aumenta, siendo no nulo para L > 2 sélo en la vecindad inmedia-
ta de By, donde es muy pequeno. En contraste, el Discord decrece sélo ligeramente
con la separacién para |B| < B,, alcanzando un valor de saturacién para L grande y
siendo estrictamente independiente de la separacién L en el campo factorizante B;.

Para entender estos resultados, es fundamental destacar que en B = B, el estado
producto uniforme con simetria de paridad rota

©) = ®,|0;) =100...0), |0) = exp[ifs;|0), (5.25)
cosd = Bg/J, =X (5.26)
donde s.|0) = —3|0), es un estado fundamental ezacto de la cadena [26] (hemos

asumido aqui J, > 0; si J, <0, §; — (—1)%0, por las consideraciones de simetria ya
mencionadas). Este es un estado con los espines totalmente alineados a lo largo de
un eje que forma un angulo # con el eje —z original. Debido a la simetria de paridad,
su estado asociado

|—©)=P,0)=|—-0—-0...—0) (5.27)

es también un estado fundamental exacto en B,. Estos dos estados, no ortogonales,
pueden ser por lo tanto autoestados exactos de H sélo cuando niveles de paridad
opuesta se cruzan [26]. El estado fundamental de esta cadena sufre en realidad n/2
transiciones de paridad de espin cuando el campo B crece desde 0 (reminiscencia de
las m/2 transiciones de S, en el limite XX [92]), la ultima precisamente en el campo
factorizante B,. La diferencia de energia entre los estados de energia mas baja de
cada paridad, es muy pequena para |B| < B,, ainque no nula en cadenas finitas.

En la inmediata vecindad de By, el estado fundamental exacto posee por lo tanto
paridad definida, y los limites laterales correctos en B, estan determinados por los
estados de paridad definida

4 ©) - 6)
OF) —
) V2(1+(-6]0))

84

(5.28)




donde | £ ©) son los estados (5.25)—(5.27) y (—©|0) = cos" §. El estado reducido de
un par de espines cualesquiera derivado del estado (5.28) estard dado precisamente
por la mezcla de estados alineados p(f), Ec. (5.16), si se desprecia el solapamiento
complementario

(—0,9|0,_2) = cos" %0 (5.29)

el cual es despreciable si € £ 0 y n no es muy pequeno.

Podemos entonces entender inmediatamente la diferencia cualitativa entre el en-
trelazamiento y el Discord en las cercanias de B,. Cuando B se acerca a By, el
Discord entre dos espines cualesquiera se acercarda a un limite finito comun para
cualquier separacion L, dada por la Ec. (5.18) con € obtenido de (5.26) (D ~ 0,145
en el caso de la Fig. V.4, donde § = 7/4 en By). En contraste, el entrelazamiento
de pares se anulard para B — By (para un solapamiento complementario (5.29)
despreciable), ya que el estado (5.16) es separable.

Remarcamos aqui que la misma matriz densidad reducida p(f), Ec. (5.16), surge
también de la mezcla estadistica

po=3(107)(O7 +|67)(O7) (5.30)

si se desprecia el solapamiento (5.29). po representa el limite 77 — 0 del estado
térmico p(T") o exp[—H /KT del sistema en B;. Por lo tanto, el limite comtin (5.18)
del Discord en B, permanece también valido para temperaturas 1" suficientemente
bajas.

En las Figs. V.4-V.5 hemos empleado el estado fundamental exacto con su pari-
dad correcta. El valor no despreciable del Discord entre un par de espines cualquiera,
para |B| < B., puede ser entendido de manera similar. En esta fase, la aproximacién
de campo medio, basado en estados productos de la forma (5.25), rompe la simetria
de paridad (0 # 0). El estado fundamental puede ser entonces visto, aproxima-
damente, como una combinacién (5.28) con paridad definida de estados de campo
medio con simetria rota (5.25), con el dngulo 6 dado por

cosl =B/ J,.

El estado reducido de un par de espines puede entonces ser aproximado nuevamente
por la mezcla p(6) (Ec. (5.16)), mas correcciones no despreciables atinque de orden
menor. El valor no nulo del Discord para |B| < B, surge entonces esencialmente de
p(6), aunque las correcciones son no despreciables (ver Fig. V.6) (curva b).

5.2.2. Entrelazamiento y Discord para campos intensos

Por otra parte, para campos intensos B > J,, el estado fundamental es esen-
cialmente el estado con todos los espines completamente alineados con el eje —z,
|Wy) = |00...0), mds pequenas correcciones perturbativas. Como se ve en la Fig.
V.4, el Discord en esta region es bastante pequeno y decrece rapidamente con la
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separacion, ya que los efectos de superposicion derivados de (5.28) ya no estan pre-
sentes. Ademas, el Discord entre primeros vecinos es muy cercano al entrelazamiento
de formacién, ya que el estado reducido es casi puro.

Esto puede verificarse por medio de una expansion perturbativa del estado re-
ducido del par. En el caso de acoplamientos de primeros vecinos obtenemos, para
|B| > J, vy L =1, el estado fundamental aproximado

Jy—J,
[WE) o [Wo) +772 [Lili1), n= 8—By <1 (5.31)

donde |1;1;41) representa el estado con los espines i e i + 1 paralelos al campo. Este
estado conduce a un estado reducido del par de la forma (5.4) con a = n + O(n?),
a=c=~n*y 3~ 0. Obtenemos asf las expresiones asintéticas (tomando log = log,)
[19]

D =~ n*(—logn?+loge —2) (5.32)
E =~ n*(—logn?®+loge). (5.33)

Por consiguiente, en esta region el entrelazamiento del par es ligeramente mayor
que el Discord del par, como puede apreciarse en el panel superior de las Figs. V.4—
V.5. Ambos decrecen esencialmente como (J,/B)?. Veremos luego que, para otras
medidas de correlaciones cudnticas tales como el Déficit de Informacion, la relacion
de orden con el entrelazamiento de formacién asociado puede invertirse.

5.2.3. Efectos de términos de coherencia en cadenas pequenas

Los resultados para cadenas pequenas de n = 10 espines se muestran en la
Fig. V.5. atnque el comportamento es similar al del caso n = 100, los efectos de
tamano finito se vuelven importantes, y el solapamiento (5.29) ya no puede ser
despreciado. Estos efectos son visibles en el Discord y el entrelazamiento de pares
en el estado fundamental especialmente para |B| < By, donde pueden apreciarse
ahora las transiciones de paridad a través de los pequenas discontinuidades en estas
cantidades. La ultima transicién tiene lugar justamente en el campo factorizante
B = B, donde D exhibe ahora una discontinuidad finita comtn independiente de
la separacion L del par, debido al efecto del término de coherencia (sec. 5.1.3), que
depende de la paridad y que ya no es méas despreciable. El estado reducido exacto
de un par de espines derivado de los estados (5.28) esta dado por la Ec. (5.19) con

£ =H4cos"?0 (5.34)

donde los signos — (+) corresponden al lado izquierdo (derecho) de By, es decir,
paridad de espin negativa (positiva). Los limites laterales de D en By estan dados
por la Ec. (5.21) para los valores (5.26)—(5.34) de 6 y € (dando lugar a D_ ~ 0,153,
D, ~ 0,137 en el caso de la Fig. V.5) [21].
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0 1 2
B/I
Figura V.5: Las mismas cantidades de la figura (V.4) para una cadena con n = 10
espines. Ahora se pueden apreciar los diferentes limites laterales comunes de D en
el campo factorizante, dados por la ecuacién (5.21) con factor de coherencia (5.34),
y las transiciones de paridad.

En By también surgen limites laterales finitos, aunque de pequena magnitud,
del entrelazamiento entre dos espines cualesquiera [26], que son también indepen-
dientes de la separacion y estan determinados por la Ec. (5.22). En contraste con el
Discord, la Eq. (5.22) satisface, por supuesto, las relaciones de monogamia [93,94],
que implican que Cj; no puede ser grande cuando todos los pares estan igualmente
entrelazados. De hecho, el maximo valor que puede alcanzar en este caso es [21]

Chax = 2/n

el cual disminuye al aumentar el nimero n de espines. Este maximo es alcanzado
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Figura V.6: Panel superior: El Discord de un par de espines en un sistema de n = 100
espines para acoplamiento XY de rango completo (curva a, sistema completamente
conectado) y de primeros vecinos (curva b, para separacién L ~ 4), para J,/.J, = 0,5.
Los limites laterales en el campo factorizante B, coinciden exactamente en ambos
casos. La curva (c) muestra el resultado de campo medio, es decir, el Discord (5.18)
para el estado (5.16) con cos @ = B/.J,; Panel inferior: Detalles similares para n = 10
espines. La curva (c¢) corresponde al resultado (5.21) para la mezcla dada por (5.19),
que incluye el término de coherencia. Los limites laterales en B, de nuevo coinciden.

en el limite XX (J, — J,), donde § — 0y C'(¢) — 0 mientras que C(—¢) — 2/n.
En este limite el estado |©4) es separable mientras que |©_) se acerca a un estado
W [26]. El Discord, en cambio, no estd sujeto a relaciones de monogamia, por lo
que puede tomar un valor finito constante entre cualquier par de espines, que no
disminuye con n, tal como sucede en los estados (5.28).

5.2.4. Sistemas XY o XYZ generales

Los valores del Discord en el campo factorizante, determinado por las Ecs. (5.18),
o en general (5.21), son en realidad mucho més generales: Cadenas uniformes o
sistemas XY con acoplamiento ferromagnético (J% > 0) de rango arbitrario pero
anisotropia comin

X =J; T €(0,1)
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presentardn también un campo factorizante transverso, que para el caso de espin
1/2 estara dado por [26,88,90,91]

B,= XY _ J7. (5.35)
J#i
En el mismo, la cadena posee nuevamente el estado fundamental degenerado separa-

ble (5.25). Los limites laterales en B estaran determinados por los mismos estados
con paridad definida (5.28). Lo mismo ocurre en cadenas XY Z si

X =(J) = JD/(T) = T7)
es constante [26], con el campo factorizante transverso dado por

Bo =X (T = 7).
J#i

Como resultado, el Discord del par en el estado fundamental en todos estos sistemas
es finito, e independiente de la separacién del par y del rango del acoplamiento en las
vecindades de B, y se obtiene de las Ecs. (5.18) o (5.21), con los valores dados por
las Ecs. (5.26)—(5.34). Argumentos similares se aplicardan en la vecindad de campos
factorizantes mas generales [90].

En la Fig. V.6 se muestran los resultados para un sistema de espines completa-

mente conectados mediante una interaccion tipo XY uniforme y de rango completo
(andlogo al modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) para fermiones [95]),

T2 =(1=0;)Ju/(n=1), p=umzy (5.36)

con la misma anisotropia .J,/J, = 0,5. Los resultados exactos pueden ser obtenidos
en este caso mediante diagonalizacion directa, ya que H puede ser expresado en
términos de los operadores del espin total S, =), s;,. La matriz densidad reducida
del par resulta obviamente independiente de la separacion, para cualquier valor de
campo. El entrelazamiento de pares es pequeno para valores no muy pequenos de n,
y la concurrencia es O(n™!).

El Discord, sin embargo, es no despreciable y practicamente independiente de n
para valores de n grandes. En la Fig. V.6 se verifica que para B = By, se obtienen
los mismos limites (5.18) para n = 100, y los mismos limites laterales (5.21)-(5.34)
para n = 10. Ademsds, los modelos simples (5.16) (para n grande) o (5.19) (para
n pequeno) para la matriz densidad reducida de un par de espines son capaces de
describir el Discord con precisién en toda la region |B| < B. = J, (y no solamente
en By) si se emplea para 6 el valor del campo medio cos = B/.J,, como se ve en
la Fig. V.6. Esto indica que los efectos sobre el Discord de las correlaciones que
van mas alla de la descripcién de campo medio, con simetria de paridad restaurada,
(5.28), resultan muy pequenos para este sistema, y se tornan despreciables para
grandes valores de n. En contraste, el modelo de campo medio no puede describir en
forma precisa el Discord de pares en el caso de un acoplamiento de primeros vecinos,
excepto cerca de B,, ainque si proporciona una descripcion cualitativa.
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Figura V.7: A la izquierda se muestran el Déficit de Informacién I, (arriba) e I
(abajo), en funcién del campo magnético escalizado B/J,, entre pares de espines
con separacion L = 1,2,...,n/2, en el estado fundamental exacto de una cadena
ciclica de 40 espines, con interaccion XY de primeros vecinos y anisotropia x = 0,5.
A la derecha se muestra también el Discord D (arriba) y la concurrencia C' (abajo).
Los resultados para distintas separaciones se superponen exactamente en el campo

factorizante By, = \/J,J, = 0, 71.J,.

5.3. Déficit de Informacién de pares en cadenas XY
5.3.1. Comportamiento general

Pasaremos ahora a examinar el comportamiento del Déficit de Informacion de
pares de espines en la cadena XY [23]. Nos concentraremos en los Déficits de Informa-
cién I e Iy, correspondientes a la entropia cuadratica y de von Neumann, respecti-
vamente. Por la simetrfa del estado, se tiene obviamente 7 (pi;) = I7 (pij) = I;(pij)
v ’i, j y S f-

En la Fig. V.7 se muestran resultados de [; e I, junto con el Discord y la
concurrencia, en funcion del campo transverso, para pares de espines en el estado
fundamental exacto de una cadena ciclica con n = 40 espines, con interaccion XY de
primeros vecinos. Se puede apreciar que estas cantidades exhiben un comportamiento
cualitativo similar al del Discord, tomando valores finitos apreciables para cualquier
separacion entre los espines, en la regién |B| < B,. Este efecto emerge nuevamente de
la simetria de paridad. Todas la medidas convergen a un valor finito independiente
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0.1F 0.1F
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Figura V.8: Las mismas cantidades que en la figura V.7 para n = 10 espines. Se
aprecian las discontinuidades originadas por las transiciones de paridad del estado
fundamental.

de la separacion L en el campo factorizante, punto donde la concurrencia es nula.

El Déficit I5 resulta mas facil de evaluar que el Quantum Discord. Recordemos
que para p;; de la forma (5.4), I, puede evaluarse en forma analitica mediante la
expresion (4.54) para estados X. Y en el campo factorizante, es posible utilizar
directamente (4.60) con el dngulo (5.26). Por lo tanto, en B = B y asumiendo que
se cumple en el mismo la condicién (4.52) (x > 1/3), obtenemos, despreciando el
sobrelapamiento complementario, el valor comun [70]

(1 —x)?

[2<Bs) = 2

(5.37)
valido V L.

En el caso de cadenas pequenas, Fig. V.8, los resultados son similares, pero se
aprecian los efectos de las transiciones de paridad en el estado fundamental, que
inducen, en particular, una discontinuidad finita visible en I5 e I en el campo facto-
rizante. Estas transiciones estan en realidad presentes para todo n finito, pero dejan
de ser apreciables para n no muy pequeno (Fig. V.7). En el caso de I, utilizando
(4.54), (5.19), (5.26) y (5.34), obtenemos el resultado comun exacto

(1—x)* 14x"?

(5.38)
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donde el signo — (+) corresponde al lado izquierdo (derecho) del campo factorizante.
El salto de I, en B = B, es entonces proporcional a x/2.

T T T I T T T I T T T I T T T T T T I T T T I T T T I T T T
02 I 4 02 + ‘AL _
= = [ A
> D o B '-..D
S0 | . 4 ok A i
0 . M BT P PR TR 'Y | 0 -", ...J PR l-.":.i PR T T N T T
0 05 Bs 1.0 1.5 2.0 0 05 Bs 1.0 1.5 2.0
B/l B/

Figura V.9: Izquierda: Comparacién entre D e I, para un par de espines en el estado
fundamental exacto del sistema de espines completamente conectado de la Fig. V.6.
Las lineas punteadas representan nuevamente el resultado para la mezcla de dos
estados alineados, con el dngulo de campo medio cos = B/.J,, que practicamente
coincide con el resultado exacto para |B| < J, (y coincide exactamente en el cam-
po factorizante). Derecha: Las mismas cantidades para acoplamiento de primeros
vecinos, y separacion L = 4.

Al igual que en el caso del Discord, el valor de Iy para B < B, puede compren-
derse esencialmente por medio del estado de campo medio con simetria de paridad
restaurada (5.28). La estimacién de campo medio es en realidad practicamente exac-
ta en el caso de la cadena completamente conectada (Fig. V.9), mientras que en el
caso de acoplamientos de primeros vecinos, el acuerdo es cualitativo.

5.3.2. Medida minimizante

A pesar de que el comportamiento cualitativo de I e I es similar al del Discord,
tanto I; como especialmente I, exhiben un méaximo absoluto méas pronunciado que
el Discord D, como se observa en las Figs. V.7-V.8. A diferencia del Discord, I
presenta en realidad una transicion abrupta en la orientacion de la medida de espin
local que la determina, pasando de una orientacién paralela al eje x (v = 7/2), a
una direccion paralela al eje z (v = 0) al aumentar el campo, tal como se aprecia en
la Fig. V.10. Esta transicién se origina en la expresion (4.52) y ocurre, en el caso de
la Fig. V.7, para B ~ 0,65J,. En el caso del Deficit de Informacién Iy, en cambio,
esta transicion no es abrupta, pasando el dngulo v por todos lo valores intermedios
entre 0 y 7/2, como también se observa en la figura. Por el contrario, el Discord
no presenta transicién en la medida minimizante, para ninguna separacion, siendo
la 6ptima siempre a lo largo del eje x, ain para valores intensos del campo. Esto
también se indica en la Fig. V.10.
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Figura V.10: Panel superior: el angulo v que determina la medida local de espin
éptima para el Discord (D) y los Déficit de Informacién I e I, en funcién del campo
magnético transversal escalizado, para la cadena de n = 40 espines y anisotropia
x = 0,5. Se muestra el resultado para todas las separaciones L del par. Panel inferior:
El campo en el cual se produce la transicién en la medida minimizante para I, en
funcién de la anisotropia y = J,/J,. Se muestra también el campo factorizante Bs.

El campo donde se produce la transicion en la medida optimizante depende de
la anisotropia y sélo ligeramente de la separacion L, como se observa en el panel
inferior de la Fig. V.10, excepto en el limite XX, que se discutird en detalle en
el préximo capitulo. Esta transicién en la medida minimizante refleja un cambio
cualitativo en el estado reducido del par. De acuerdo a la Ec. (5.22), la medida
6ptima paralela al eje z ocurre para J2? > J2+7%, lo que implica un estado reducido
con una correlacion sustancial en la direcciéon x (ya que (s;) = 0), de forma que el
estado cldsicamente correlacionado p}; mas “cercano” a p;; es diagonal en la base
de autoestados de s;,. Por el contrario, la medida 6ptima paralela al eje z significa
que el p;j mas “cercano” es diagonal en la base estandar. El Discord, en cambio, es
sensible sélo a la correlacién [96], que en este caso es mayor en la direccién = por la
forma del acoplamiento. Se dardan més detalles en el caso particular XX (Cap. VI).

El campo de transicién para la medida no coincide en general con el campo fac-
torizante, aunque ambos exhiben una tendencia creciente al disminuir la anisotropia
(o sea, al aumentar y), excepto en el limite XX para separaciones L > 1. En el caso
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N =40 N=10

. 1.5 . 1.5

B/J, B/J,
Figura V.11: Comparacion entre el Déficit de Informacién I, (panel superior), I
(panel central) y Discord (panel inferior) y la correspondiente medida de entrelaza-
miento, para un par de espines contiguos (L = 1) en el estado fundamental de una
cadena de n = 40 espines, con acoplamiento XY de primeros vecinos y anisotropia
X = 0,5. Se observa que I, es cota superior de C? (cuadrado de la concurrencia),
mientras que I; es cota superior del entrelazamiento de formacién E sélo para cam-

pos intensos y D no es cota de F incluso en este dltimo limite.

de I, el punto de cruce entre ambos puede obtenerse directamente de las ecuaciones
(4.62) y (5.26), dado que en B = By el estado de todo par es de la forma (5.16)
(despreciando el solapamiento (5.29)). Esto conduce inmediatamente a x = 1/3, y
B = J,/v/3 en el punto de cruce (Fig. V.10).

Finalmente, mostramos en la Figura V.11 el comportamiento de I, I; y D en
relacién con la medida de entrelazamiento asociada, (el cuadrado de la concurrencia
C' para I, y el entrelazamiento de formacién E para I; y D), para un par de espines
contiguos. Se observa que Iy es cota superior de C? para todo campo, mientras que
I, deja de serlo en la regién de campos débiles [70]. En contraste, D no es cota de
E, ain para campos intensos, tal como se mencioné previamente.

Para |B| > J,, se obtiene, a partir de (5.31), C' ~ 2(n — n?), mientras que
I, =~ 4n?, verificindose que I, — C* = O(n®) > 0. Esto estd de acuerdo con los
resultados generales del capitulo III para estados X, que prueban I, > C? cuando
la medida optimizante para Iy es a lo largo del eje z (Eq. 4.56).
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5.4. Apéndice: Solucién exacta de la cadena XY ciclica finita

La transformacion de Jordan-Wigner [86] permite reescribir el Hamiltoniano
(5.1), en el caso de primeros vecinos y para cada valor £+ de la paridad de espin

total P,, como una forma cuadratica en operadores fermiénicos cj, ¢i, definidos por

i—1

¢l = s;4 exp[—in Z Sj+Si—]. (5.39)
j=1

La transformacién inversa es
i—1

Siy = ¢l explim Z c}cj] : (5.40)

J=1

El resultado es
H:t = Z‘B(Cjcl - _> - 5771 (J+C Ci+1 +‘]— G z+1+hc>

= Z)\k(azak ) (5.41)

donde J. = £(J, + J,) y, en el caso ciclicon +1=1,n; =1, nf =1 — 2§, [86].
En (5.41), K. ={3,....n— 1}, K_={0,...,n— 1}, con [21,26,92]

A = \/(B — Jycoswy)? + J?sin?wy, wy = 27k/n.

La forma diagonal (5.41) se obtiene por medio de una transformada de Fourier
discreta dependiente de la paridad,

m/4

Z etk it (5.42)

kGKi

seguida por una transformacion de Bogoliubov

o T
Cp = ukak + VG ,cn g = UkQp_j — VgQy,

a operadores fermidnicos de cuasiparticula ay, aL, con

( u? ) = 114 (B = J; coswi) /Al

Uk

Para B > 0, puede fijarse A\, > 0 para k # 0y \g = J, — B, en cuyo caso el
vacio de cuasiparticulas en H~ es impar y la energia mas baja para cada paridad

estd dada por
+ 1 } :

k€k+
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En el campo factorizante, B = By = \/J,Jy, Ay = J+ — Bscoswy y E* = —nJy/2
[26].

El estado reducido de un par de espines en el estado fundamental de paridad
definida puede ser obtenido a partir de las contracciones (alap) = 0, (alay) = 0,

que conducen a <c’,tc’k/> = V0, <c’,zc’,t,> = UVl y (L =1 —j)

1 .
fu = (de) = 38 = n D e - 4y (5.43)
keK+
1 —iw
g = (cjc}) ~n Z e gy, (5.44)
keK+

A partir de estos resultados y el Teorema de Wick, se obtiene [21, 86]

<Siz>i = fo, <5iz5jz>i = fg - f% + 9% (5-45)
(siesje) = tldet(A]) F det(A;)] (5.46)

con (Af)ij = 2(fi—jx1 + gi—j+1) matrices de L x L. Todos estos resultados, validos
para n arbitrario, fueron verificados mediante diagonalizacion directa exacta para
un numero n pequeno de espines.

En el limite termodinamico n — oo, pueden despreciarse los efectos de paridad

y reemplazar directamente 17, F(wi) = 5= 027T F(w)dw.
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V1 Correlaciones cuanticas en sistemas de
espines con interaccion XX

En este capitulo final examinaremos en detalle las correlaciones cuanticas de
pares en una cadena de espines 1/2 con acoplamiento XX, es decir, isotrépico en
el plano z,y. Este sistema posee entonces una mayor simetria que la cadena XY,
conservando la componente z del espin total. Esta simetria origina propiedades es-
peciales del estado fundamental y del estado reducido de un par de espines en dicho
estado, que merecen un estudio detallado. Los principales resultados derivados en
este capitulo fueron publicados en el trabajo [22].

6.1. Sistemas XX

Consideramos un sistema de N espines s; con acoplamiento de primeros vecinos
XX en un campo magnético tranversal uniforme. El hamiltoniano correspondiente
es

1 i
H = BZ Siz — 5 Z JJ(SZ‘;DSJ';E + Siysjy) . (61)
7 7-]

Este hamiltoniano es obviamente invariante bajo rotaciones globales alrededor del
eje z, por lo que
[H,S.]=0

con S, =), s;, la componente z del espin total. Sus autoestados pueden ser entonces
caracterizados por la magnetizacion total M a lo largo del eje z. El signo del campo
magnético B puede ser cambiado mediante una rotacién global alrededor del eje z
€™ que no afecta la interaccién.

En este capitulo nos concentraremos en el caso de una cadena de primeros veci-
nos,

H=2B Z Siz — J(SistLm + Siy3i+1,y) . (62)

En esta cadena, el signo del acoplamiento J puede ser invertido por medio de una
rotacion alrededor del eje z, aplicada sélo a los espines pares (asumiendo N par en
el caso ciclico N + 1 = 1). Por lo tanto, en lo que sigue haremos B > 0, J > 0.
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6.1.1. Estados reducidos de un par de espines

Examinaremos el caso de espin 1/2, donde los resultados exactos tanto para
valores finitos de N, como también en el limite termodinamico N — oo pueden
ser obtenidos por medio de la transformacion de Jordan-Wigner (ver apéndice del
capitulo anterior). Nos enfocaremos en el caso ciclico N + 1 = 1, donde las correla-
ciones de pares entre espines ¢ y j en el estado fundamental, 6 en el estado térmico
p x exp|—FH]|, dependerdn sélo de la separaciéon L = |i — j|.

Para cualquier estado global p que satisface [p, S.] = 0, el estado reducido p;; =
Trm p de un par de espines ¢ # j conmutard con s;,+5;,. En el caso ciclico, pr, = p;;
tendra la forma

pi 0 0 0
o= | o o 8 (6.3)
0 0 0 p;
= I+ pr UL+ (o + an) T ) (W | + (pr — ap) W) (|

(6.4)

donde (6.3) es la representacién en la base estandar y (6.4) es la expansién en

autovectores, con |Uy) = % estados de Bell. Aqui pf +p, +2pr = 1, con
pr = FE(s.) + (5085 (6.5)
oy = <Sz’:c5j:c + Sinjy> (66)

donde (s,) = (S,)/N representa la magnetizacién intensiva promedio a lo largo del
eje z. El estado (6.4) corresponde a ry = rp = (0,0, 2(s,)) v Ju = 0, J, en (4.45),
con 2(s,) =pf —pp, Jo = J, =2ayp, J,=1—4p;.

Luego, los autovectores de py, en el estado fundamental, ¢ en el estado térmico,
no dependerdn de la separacion ni del campo. Si dependerd, por supuesto, el orden
de los autovalores. Para B > 0y J > 0 en (6.2), p; > p; v az > 0. El autovalor
més grande de py corresponderd al estado de Bell |U, ) si

ap > ap =p; —pL (6.7)

y al estado separable alineado ||J) si ay < a§. Por lo tanto, en el estado funda-
mental podemos esperar que, a medida que el campo disminuye, se produzca una
transicién en el autoestado dominante de py, desde |}|) al estado |¥ ), para cierto
valor del campo BY < B,. Aqui B, = J representa el campo critico a temperatura
T = 0, a partir del cual el estado fundamental es el estado con todos los espines
completamente alineados, o sea M = —N/2. Veremos tal cruce reflejado en las
transiciones exhibidas por la medida optimizante de los Déficit de Informacion I, e
I, pero no por el Discord. También encontraremos el mismo efecto a temperatura
finita.

98



6.1.2. Déficit de Informacién paralelo y perpendicular

Vamos a discutir primero las propiedades del Discord y del Déficit de Informacion
para los estados (6.4). Debido a la simetria de permutacién de p;;, omitiremos en lo
que sigue el superindice B en Iy y en D (ya que I = [Jf‘, D(A|B) = D(B|A)). Para
ap = 0, pr es diagonal en la base estandar y tendrd por lo tanto entrelazamiento
y Discord nulos: & = D = I; = 0V Sy. Este serd, sin embargo, clasicamente
correlacionado, siendo un estado producto p; ® p; sélo cuando p;, = \/pip; (es decir,
s6lo cuando py/pf = p7 /pr). En este caso, pi = p; = v/pEI (1 + v/l D (LD.

Las correlaciones cuanticas se deberan solamente a «, y conducirdn a un valor
finito de Iy y D V ar # 0. El valor de I, Ec. (3.61), para este estado puede
ser evaluado inmediatamente con la Ec. (4.19). Aqui la matriz M, es diagonal,
(Ms) = 6y, con Ny = Ny = J2, N, = J2 + |rp|?, resultando

17 = 402 lar| < af
I,=4 2 L - L 6.8
: {&:mﬁ+%%r%m¢1 (68)
donde el valor de transicion es
/). - _ 2 IRERY
atL _ ; _ \/(PL pL) ;‘(pL pL) (6.9)

y el superindice en I5 indica la direccién de la medida local de espin minimizante (a
lo largo del eje z si |az| < o} y alo largo de cualquier direccién k en el plano zy
si |ag| > f). Por consiguiente, I, crece cuadraticamente con ay, y exhibe entonces
una transicién paralela — perpendicular para a;, = o, correspondiente a un campo
de transicién Bf. Para p; > py tal transicién se correlaciona con la exhibida por
el autoestado dominante de pr (Eq. (6.7)). De hecho, si |pf — pr| = |p; — prl v
pL > pL, o = af.

La Ec. (6.8) puede ser comparada con la concurrencia de py, la cual requiere un

valor umbral finito a:
C = 2Max[|az| —\/pip;,0]. (6.10)

Por lo tanto, surgiran correlaciones no nulas tipo Discord, con entrelazamiento nulo,

para 0 < |az| < /pip;-

El comportamiento del Déficit de Informacién generalizado I; es similar al de /5.
Para una medida de espin a lo largo del vector k, formando un angulo v con el eje
z, los autovalores del estado posmedida p’; son, definiendo

6 = (s.) = (p} —pL)/2

y v ==%1,

p/y _ 14206 cos 'y+,u\/[(1—4pL) cos y+2v6]2+4a2 sin? y

1% 4
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Se verifica entonces que

;= > fWp) — f}) = fr) = flor +a) = fpr — az) (6.11)

prv==x1

satisface 017 /0y = 0 para v = 0y v = 7/2: ambas medidas, paralela (v = 0) y
perpendicular (v = w/2), son siempre estacionarias, en acuerdo con las considera-
ciones generales [20]. Para una dada Sy pueden surgir, ademds, puntos estacionarios
intermedios, pero la competencia es esencialmente entre /7 = I](i’ el = }r/ 2,

Para pequenios valores de oy, y 6 # 0, el minimo I7, para cualquier S, se obtiene

para v = 0, con

I = 2f(pe) — f(pr +an) = f(pL — or) = kyai (6.12)

donde ky = |f"(pr)| (asumimos aqui p;, # 0). Por consiguiente, cuando «ay, crece
desde 0, todas las Iy exhibirdn un crecimiento inicial cuadrdtico con a,, como ocurre
con Io.

Por otra parte, si § = 0, como en el caso de campo cero (para el estado fun-
damental o térmico), el minimo I] para cualquier Sy es alcanzado para v = 0 si
lar| < of y para v = 7/2 si |ag| > af, donde of, = |5 — 2p.| = |p; — ps| (Ec.
(6.9)). Por lo tanto, todas las I; exhibiran, como ocurre con I, una transicién
paralela — perpendicular para el mismo valor de . Ademéds, para p; > pr, af
coincide ezactamente en este caso con af, es decir, con el valor donde el autoestado
dominante de py, se vuelve un estado de Bell.

El mismo comportamiento ocurre cuando pf = 71; + 6 (implicando py, = 71)’ con
ar v 0 pequeno, una situacién tipica que se encuentra para temperaturas altas o
grandes separaciones. Una expansion en serie de I;Z conduce a

1
I} ~ kgla] + 5(@% — %) sin? 4]
donde ky = |f"(1/4)|, implicando nuevamente

i~ kyad lar| < 9]

p={ Yo, i h (649
con o = |§] = a¥ si p; > py. Por lo tanto, en este caso obtenemos una transicién
paralela — transversal universal para |ay| = a; V Sy y L. En otras palabras, todas
las medidas [y se comportan como I; en este limite.

En contraste, la medida proyectiva minimizante del Discord D = DY = D(A|Byy,)
no exhibira tal transicion para el Hamiltoniano estudiado. Para una medida proyec-
tiva de espin obtenemos, fijando ahora f(p) = —p log, p,

D" =17 = [f(3 +vdcosy) — f( +vd)]. (6.14)

v==+
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Por lo tanto, D* = D° = I? = I}, pero D7 < I] si |cosy| < 1y & # 0 (sélo a
campo cero, donce § = 0, se tiene D7 = [} V ~, implicando D = I;). Mientras
que, nuevamente, ambos v = 0 y v = /2 son siempre estacionarios, el minimo D7
se obtendrd siempre para v = 7/2 (D = D') para los estados reducidos deriva-
dos del estado fundamental o térmico de la cadena determinado por H, reflejando
directamente la “direcciéon” de la correlacién (el acoplamiento XX de un espin con
otro). Esto ocurrird también para valores pequenos de «ap, ya que en este limite pf
se corresponderd con el estado producto, no habiendo una direccién preferencial en
D" para «a, = 0. De hecho, para pequenos valores de ay, y 7 = 7/2, la Ec. (6.14)

conduce, para p;, = \/pip; >0, a

DJ_ ~ ﬁ(p_ll‘ o arctaénh26) Oé% (615)

el cual es siempre méas pequeno que

Z __ TZ ~o 1 2
D" =1If = 500

Sin embargo, se presenta también un crecimiento cuadratico con ay.

6.2. Resultados en el limite termodinamico

Analizaremos primero las medidas previas en los estados fundamental y térmico
de (6.2) en el limite de valores de n grandes. Por medio de la fermionizacién de Jordan
Wigner, en este limite podemos expresar todos los elementos del p; exacto, tanto
a temperatura cero como a temperatura finita 7', en términos de las integrales [22].
(En este caso J_ = 0 en el apéndice del capitulo previo, con L =i — j).

L [™  cos(Lw)
fr = (cley) — Loy = = /O e dw — Y6 (6.16)

™

donde 8 = 1/kgT y, en términos de operadores de espin, fo = (s,) = (S,)/n es la
magnetizacion intensiva y f7 = (s,)? — (s:.8;.). Obtenemos asi

vp = (x5~ fi, p=3-fi+1i (6.17)
ap = %Det(AL), Aij :2fi,]’+1 (618)

con Ay, el primer bloque de la matriz L x L de elementos A;; (i, = 1,...,L). De
esta forma, ay = f1, ay = fofo + 27, etc.

6.2.1. Correlaciones cuanticas de pares en el estado fundamental

A temperatura cero, todas las correlaciones se anulan para |B| > J, ya que el
estado fundamental en esta zona es el estado con todos los espines completamente
alineados a lo largo del eje z (ay, = 0, pf = 1V L). Para |B| < J, de (6.16)
obtenemos en cambio
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fr = sml(;—wL) — %51:0, w = arccos(B/J) (6.19)
T

con fo =w/m— 3.

Los resultados para I, I, D y los autovalores de p; se muestran en las Figs. VI.1-
VI.2 para L = 1y 3. Se verifica primero que, mientras el Discord minimo corresponde
a DtV |B| < J, el minimo de I, exhibe, para B decreciente, la transiciém abrupta
I7 — I. Ademds, para L = 1, esta transicién tiene lugar ezactamente en el punto
donde el estado de Bell |V ) se vuelve dominante en py, es decir, BX = BE.

Notablemente, esta coincidencia para L = 1 es exacta tanto a temperatura cero
como a temperatura finita. Esto puede apreciarse en las Ecs. (6.17)—(6.18): En este
caso a; = f1 y la condicién de cruce (6.7), ay = p; — p1, implica

fi=—f (6.20)

en este punto. En tal caso p; — pj = p; — p1 = a1, de manera que of = of (Ec.
(6.8)) y por lo tanto B} = BY para L = 1. A T = 0 tenemos, explicitamente,
sinw /1 —B?/J?
= / (6.21)

CVl: =
™ ™

y esta transicién ocurre en el campo
B, ~ 0,67

es decir, sinw = /2 — w, correspondiendo a una magnetizacion intensiva (s,) =~
—0,235. Se ve, ademas, que I, > C? V B, es decir, [, permanece mayor que la
correspondiente medida de entrelazamiento.

El comportamiento del Déficit de Informacién I; es similar, excepto que el
cambio abrupto anterior se suaviza a través de una pequena region de transicion
0,55 < B/J < 0,67 donde una medida intermedia (0 < v < 7/2) provee el mini-
mo correspondiente: A medida que B decrece, el angulo de minimizacion v crece
suavemente desde 0 a 7/2 en este intervalo.

Para separaciones grandes, el comportamiento es similar excepto que los valores
de Iy y D son menores, y que el campo de transicién B} disminuye en magnitud, en
acuerdo con el decrecimiento del campo B donde |¥, ) se vuelve dominante, como
se ve en la Fig. V1.2 para L = 3. B} permanece préximo a B, pero el acuerdo no
es exacto. El Discord continiia siendo minimizado por la medida perpendicular V
|B| < J. Notemos que en este caso, la concurrencia es muy pequena y diferente de
cero solo en la vecindad de B = J, mientras que todas las Iy y la D permanecen
diferentes de cero V |B| < J, V L.

Los resultados para separaciones grandes L = 3 pueden ser completamente en-
tendidos por medio de las expresiones para ay y d (6.12), (6.13) y (6.15). Para L
grande podemos despreciar f; en pj-f Y P, €N CUyo caso



0 0.5 1.0 0 0.5 1.0
B/J B/J

Figura VI.1: Resultados para los Déficit de Informacion I (arriba izquierda) e I
(arriba derecha), el Discord D (abajo derecha), y los autovalores de la matriz den-
sidad reducida py, (abajo izquierda) para un par de espines contiguos (L = 1), en
el estado fundamental de la cadena XX en el limite termodindmico, en funcién del
campo magnético escalizado. Los subindices z y L representan los resultados para
medidas de espin paralelas y perpendiculares al campo. En el panel superior derecho
se muestra el minimo intermedio I correspondiente a la pequena regién de tran-
sicion. La linea de trazos en el panel superior izquierdo muestra el cuadrado de la
concurrencia C'. El minimo I, (v = 1,2) corresponde a [} esencialmente en la region
donde el autovalor dominante de py, es el estado de Bell [V ).

mientras que

an =np/VL (6.22)

con 7y, acercandose a valores finitos a medida que L crece (1, — 0,294 en B =0,y
disminuyendo cuando B crece). Para L suficientemente grande, la Ec. (6.12) conduce
entonces a

Iy =1;~km;/L, |B|> B} (6.23)

con kr = |f"(pr)| (kf =4 en Iy y ﬁ en I;). Por lo tanto, todas las Iy decrecen
como L™' para separaciones crecientes L.

Para grandes L el campo de transicion Bl se vuelve pequeiio, de manera que
para |B| < Bl podemos emplear la segunda fila de la Ec. (6.13), con § ~ —B/(wJ),

ya que (6.19) implica aquf w ~ 7/2 — B/J y por lo tanto p; ~ L F B/(rJ):
Iy = Iy ~ iksn; /L + B*/(xJ)?] |B| < B, (6.24)
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Figura VI.2: Las mismas cantidades de la Fig. VI.1 para terceros vecinos (L = 3).

donde k¢ = |f"(1/4)| y
Bl ~ 7w, J/VL (6.25)

determinada de la condicién Iy = I7 (n; =~ 0,294 en(6.24)-(6.25)). Esta tltima
ecuacién coincide para grandes L con la condicién ay = p; — pr (Ec. (6.7)), de
manera que en este limite BL = BE, como se ve en el panel izquierdo de la Fig. (V1.3).
El campo (6.25) determina, ademés, el surgimiento de [¥"), cuando B decrece, como
autoestado dominante de p;. Este campo decrece entonces como L~/2

Por otra parte, el Discord no exhibe transicién para |B| < J: se verifica que
D = D%V Ly |B| < J.Su expresién para valores de L grandes puede ser obtenida
directamente de la Ec. (6.15) e implica D o< L' (para L grande), al igual que I;:

D =D ~kpni/L (6.26)
donde kD _ ﬁ(pl_L - arcta(snhQ(s
pr — 1/4,y D+ — I

Notamos finalmente que para B — J, la Ec. (6.19) conduce a w ~ /2(1 — B/J),
y por lo tanto ay, &~ f; &~ w/m ¥V L, a orden més bajo. Obtenemos entonces el limite
comun independiente de L

) con § =w/m—1/2. Para B — 0, 6 — 0 mientras que

I, ~ 8(1—B/J)/x>, L ~+\/I,, (B—.J) (6.27)

con D = [, a orden mas bajo. La independencia de la separaciéon para B — .J, en
el caso finito, puede ser verificada y facilmente entendida (ver siguiente seccién).
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Figura V1.3: Izquierda: El campo de transicién B donde la medida minimizante de
I, cambia de perpendicular a paralela, en funcién de la separacién L (linea sélida),
junto con el campo BL donde el autovector dominante de py, cambia desde un estado
de Bell a un estado alineado (linea de trazos). Los resultados corresponden al estado
fundamental (7" = 0). Ambos campos coinciden para L =1y L — oo. El resultado
asintético (6.25) para L grande estd representado por la linea de puntos. Derecha:
Los campos de transicion BL(T) de I, a temperatura finita, para L = 1,2,3 y 5,
tal que I, = I3~ (1) para B < BF(T) (> BE(T)). Las lineas de trazos representan
nuevamente los campos BZX(T) por debajo de los cuales el estado de Bell es el
autovector dominante de py. Para L = 1, ambos campos coinciden exactamente V
T, aproximéndose a J/2 para T — 0o, mientras que para L > 2 son muy préximos,
coincidiendo exactamente en el limite de altas temperaturas, donde se anulan como
(J/T) =1 (Eq. (6.30)).

6.2.2. Correlaciones cuanticas de pares a temperatura finita

Al aumentar la temperatura, oy, decrece para campos |B| < J (en realidad para
|B| < J—e¢p, con £, pequeno), implicando el decrecimiento de todas las correlaciones
cuanticas en esta regién. Sin embargo, mientras que la concurrencia (y por lo tanto
el entrelazamiento) desaparecen a temperatura finita 7' [92], el Discord y todas las
I; se anulan sélo asintéticamente para temperaturas altas. Ademds, para T > 0
surgen valores pequenos pero finitos de D e Iy para B > J (Fig. V1.4), debido a que
estados excitados correlacionados se vuelven accesibles.

A temperaturas altas T' > Max[J, B], fijando kg = 1, las Ecs. (6.17)—(6.18)

conducen a

) flmgiT

for —

con fr, = O(T3) o superiores para L
al orden no nulo mas bajo,

IV &lw

2. Por lo tanto, en este limite obtenemos,

P~ Y1FB/T), pr~i, ap~3(J/AT)" (6.28)

implicando que podemos aplicar directamente las ecuaciones (6.13) y (6.15). Por
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Figura VI.4: El Déficit de I nformacién I5 en funcion de la temperatura, para valores
fijos (indicados) del campo, para primeros y terceros vecinos. Para campos B < B, =
J (panel izquierdo), I, decrece a medida que T" aumenta, ocurriendo una transiciéon
Iy — I para L = 3. Para campos intensos B > B,, I, = I3, creciendo inicialmente
al aumentar la temperatura, ainque este resurgimiento se torna muy pequeno a
medida que L aumenta, como puede apreciarse en el panel interno de la figura
derecha para L = 3. Para temperaturas altas, I, < (T'//J)7%! (Eq. (6.29)).

lo tanto, Iy y D se anulardn exponencialmente a medida que L crece, es decir,
I, D o< (T/J)~F. Sin embargo, para todas las I; existe ain un campo de transicién
BEV T, tal que I fL < I% para |B| < BE, con BF decreciendo para T creciente y
acercandose al campo By, con el surgimiento de |V, ) como autoestado dominante
de pr. El resultado final para T altas derivados de la Ec. (6.13) es

P k
=417 %f(“liT)jL’ B2 51> B, (6.29)
Iy = 3Gl +ame). 1Bl < B
donde ky = [f"(pL)| =~ |f"(1/4)] ¥
J J
L L—1
() (6.30)

determinado de la condicién [ fl = I3, el cual coincide en este limite con el derivado
de la condicién de cruce (6.7). Por lo tanto, para primeros vecinos (L = 1) BF se
acerca, para temperaturas T altas, al limite finito J/2, mientras que para L > 2
éste decrece como (J/T)*~1, como se puede apreciar en el panel derecho de la Fig.
VL3 para I. En este limite el campo de transicién B} se acerca a BL V I;. Para T
baja ambos campos permanecen bastante proximos. Se muestra en la Fig. VI.3 que
en el caso de I, B = BEV T para L = 1, como fué demostrado previamente.
En contraste D = D+ V B, T, con (Ec. (6.15))

D+~ t ()2 (6.31)
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para 1" altas, donde kp ~ ﬁ Nuevamente, D+ ~ I{- para B — 0.
Finalmente, notamos que para T > (0 y campos intensos B > J,T', tenemos

e PP

fr+ 3000 = / P75 cos(Lw)dw = e PBIL(B)

0
donde I (x) denota la funcién de Bessel modificada de primera especie (I (z) =~
e /\/2mx, para x — oo, mientras I7(z) ~ (x/2)*/L! para x — 0). Por lo tanto, en
este limite f; + %5 1o decrece exponencialmente a medida que crece el campo, con
pL = fo+ 1y ap = fi. I resulta entonces

L~ 4e 28T 12 (J/T) (6.32)

decreciendo para campos intensos como e 28/T |y decreciendo también muy rapida-

mente con la separaciéon L si B> T > J (I(J/T) =~ (J/2T)*/L!). Por otra parte,
para campos intensos, I; y D decrecerdn como oy, (o< e B/T).

6.3. Resultados para cadenas finitas
6.3.1. Correlaciones cuanticas de pares en el estado fundamental

En una cadena finita, el estado fundamental exacto tiene una magnetizacién
finita discreta M. En consecuencia exhibird N transiciones M — M + 1, a medida
que el campo decrece desde B, = J, comenzando en M = —N/2 para B > B.. En
el caso ciclico, los campos criticos estan dados por [92]

cos[m(k —1/2)/N]

B = cos[/(2N)]

k=1,...,N (6.33)

tal que M = k — N/2 para By,1 < B < By, con By = J, By = —J. Para N — oo
la Ec. (6.33) se reduce a la Ec. (6.19) (B = J cosw, con w/m = k/N =1/2+ M/N).
Los detalles del célculo exacto para la cadena de tamano finito [92] pueden obtenerse
del apéndice del capitulo anterior, fijando J_ =0y J,. = J.

En consecuencia, todas las medidas Iy y D exhiben a 7" = 0 un comportamiento
escalonado, anuldndose para B > B,., que puede apreciarse en la Fig. VI.5. Los
valores son muy cercanos al resultado para el limite termodindmico si L < N/4. Para
grandes valores L = N/4, el resultado en la cadena finita es mayor. En contraste,
para grandes separaciones L la concurrencia es no nula sélo en la inmediata vecindad
de B, = J. Como se muestra en los paneles internos, todas las medidas Iy, D y C
adquieren un valor finito comun para todas las separaciones L para B — J, es decir,
en el primer intervalo By < B < Bj, donde M = —N/2+1 y el estado fundamental
es un estado W:

[Wo) = —= ([T ) 4t o 1)),

-
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Figura VL5: Déficit de Informacién minimo I, (panel superior izquierdo), e I; (pa-
nel superior derecho), y Discord D (panel inferior derecho) para pares de espines
con separaciéon L = 1,...,N/2 en el estado fundamental de una cadena finita de
N = 40 espines, en funcién del campo magnético escalizado. Como referencia, se
muestra también la concurrencia en el panel inferior izquierdo. Las lineas de puntos
representan el limite termodindmico para las separaciones L = 1,2,3 y N/2. En
cada panel se incluye un grafico mostrando el comportamiento en la vecindad del
campo critico B. = J, donde todas las curvas alcanzan un valor comin para todas
las separaciones L (Ecs. (6.34)—(6.35)).

Este estado conduce a un estado reducido de rango 2, independiente de L, con
pf =0,p, =1—-2/Nyp,=ay=1/N en (5.4). Para tal estado obtenemos, si
N > 4,

L=IF=2%=C L=I;=I (6.34)

de acuerdo con el resultado del limite termodinamico (6.27) (para grandes N el
segundo campo critico es By ~ J(1 — ]’\T,—Qg) y por lo tanto, %(1 — g) ~ % si
B = @). Notemos que para este estado, ap, < a. = p; —pr ¥V N > 4 (para
N = 3, donde ay, > «., se prefiere una medida perpendicular en ambas cantidades,

I, y I). En contraste, D es minimizado por una medida perpendicular V N, con
D'~ 2 — L log,(N/e) (6.35)
para grandes N (ainque D+ ~ D? = I} a orden més bajo).

Podemos ver también que para separaciones L > 2, I, es maximo en la transi-
cion de la medida paralelo-perpendicular. Tal maximo se vuelve plano en [y, y se
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encuentra mas cercano a B. = J en el Discord D, en el que la medida optimizante
es perpendicular V B < J y L.

Los angulos minimizantes para I, y D, correspondientes al caso finito de la
Fig. VL5, se muestran en la Fig. VI.6. Para [, el dngulo exhibe una transicion
abrupta desde v = 0 (fase z) a v = 7/2 (fase L) al decrecer el campo. Dicho
cambio coincide ahora con una de las transiciones de magnetizacion (6.33) del estado
fundamental (B = By, para algtin k independiente de L). Para L = 1 la medida de
transicion senala exactamente la transicion de estado M — M + 1 donde p; cambia
su autoestado dominante, como se aprecia claramente en el panel superior derecho de
la Fig. VI.6 (donde la transicién corresponde a k = 11 en (6.33)), mientras que para
valores de L grandes ambas transiciones son muy cercanas. Como se aprecia en la
parte izquierda de la Fig. VI.6, el campo de transicién para separaciones L crecientes
tiende a saturar, siendo constante para L 2 N/4, mientras que cuando N crece el
campo se acercan al resultado del limite termodinamico para L < N/4, siendo luego
constante. Un resultado similar se obtiene para el dngulo de minimizacién de Iy,
atinque en este caso la medida de transicién puede ocurrir en dos o tres “escalones”,
reminiscencias de la transicién suavizada del limite termodinamico.

6.3.2. Correlaciones cuanticas de pares a temperatura finita

La parte inferior derecha de la Fig. VI.6 muestra el diagrama de “fase” para el
Déficit de Informacién I, a temperatura finita, de acuerdo a la medida minimizante
para una cadena de N = 40 espines (campo B}), junto con el campo BZ, donde
el autoestado dominante del estado reducido cambia del estado de Bell al estado
alineado. Para L = 1 se produce nuevamente una coincidencia exacta entre ambos
campos para todas las temperaturas 7', ya que la desviacién de la condicién (6.20)
del limite termodinamico es pequena. Para separaciones mayores el acuerdo para
temperaturas bajas es aproximado, pero los valores coinciden para temperaturas al-
tas, en las que el apartamiento del resultado correspondiente al limite termodinamico
es muy pequeno.
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Figura VI.6: Panel superior: Izquierda: El dngulo minimizante para I en funcion
del campo magnético para pares de espines con separaciones L = 1,...,N/2, en
la cadena finita de la Fig. VI.5. Las lineas de puntos indican la transicién abrupta
1 — z para diferentes L. Ninguna transicién ocurre para el Discord D (lineas de
trazos), donde v = 7/2 V B y L. Derecha: Resultados para Iy y I5 (lineas sélidas)
para N = 40 y L = 1, junto con los dos autovalores dominantes de p; (lineas
punteadas). Ambos se cruzan en el mismo punto. Panel inferior: Izquierda: Campo
exacto de transicion BL delimitando las fases 1y z de I, a T = 0, para N = 40 y
N = 100, junto con el resultado para el limite termodinamico. Derecha: Diagrama
de fase T'— B de I, en la cadena finita de N = 40 espines, para todas las separaciones
L =1,...,N/2 (lineas sdlidas). Las fases z (L) yacen a la derecha (izquierda) de
las curvas. Las lineas de trazos representan los campos BX(T) para L < 4, debajo
de los cuales el estado de Bell se vuelve el estado dominante en py,.
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VII Conclusiones

En primer lugar, hemos introducido una medida general de correlaciones cuanti-
cas basada en conceptos entropicos. La misma representa la minima pérdida de
informacién, medida en base a una entropia general Sy, en el estado pap del sistema
tras realizar sobre el mismo una medida local completa. Sus propiedades basicas son
similares a las del Discord, anuldndose para el mismo tipo de estados. Més aun, coin-
cide con la entropia de entrelazamiento generalizada E¢(A, B) en el caso de estados
puros. No obstante, mientras que en el Discord se minimiza una entropia condicional,
aqui se minimiza una diferencia entrépica global. De acuerdo a la entropia Sy selec-
cionada, esta cantidad se reduce, por ejemplo, al Déficit de Informacion estandar Iy
o al Discord geométrico Is, o también a la cantidad que hemos denominado Déficit
de Informacién I,. El formalismo permite identificar cierta propiedades universales
de algunos estados (por ejemplo, estados puros o mezcla de un estado puro con el
estado maximamente mezclado), tales como la existencia de una medida local de
perturbacion minima, unica para todas las entropias, asi como la de un estado clési-
camente correlacionado (respecto del sistema medido) menos mezclado, cualquiera
sea la entropia utilizada para medir el grado de mezcla. En estos casos, no existe
pues ambigiiedad en la eleccion de la medida optimizante o del estado clasico mas
préoximo. Todas las medidas exhiben también un crecimiento cuadratico en la ve-
cindad del estado maximamente mezclado, a diferencia del entrelazamiento, que es
siempre nulo en un entorno del estado maximamente mezclado. También hemos dis-
cutido generalizaciones a medidas locales conjuntas, que permiten identificar estados
clasicamente correlacionados respecto de ambas componentes.

Se ha derivado, asimismo, una ecuacion estacionaria general para hallar la medida
local de perturbacién minima, la cual ha permitido, para ciertas entropias, obtener
expresiones analiticas cerradas para dicha medida y el correspondiente Déficit de
Informacion, en estados generales de dos qubits o qudit-qubit. Ejemplos concretos
para estados con marginales maximamente mezclados y estados X fueron discutidos
en detalle. Una conclusion general importante es que si bien el Déficit de Informacion
exhibe un comportamiento cualitativo similar al del Discord, la correspondiente
medida minimizante puede diferir sustancialmente de la que optimiza la cantidad
anterior.

En la segunda parte de esta Tesis, se ha investigado el comportamiento de es-
tas medidas en sistemas de espines. El primer resultado importante a destacar es la
existencia de Quantum Discord y Déficit de Informacion finito entre dos espines arbi-
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trariamente separados, en la vecindad del campo magnético factorizante transverso,
en cadenas y sistemas de espines con acoplamientos anisotropicos tipo XY. Més aun,
para campos uniformes, el valor en este punto es independiente de la separacion en-
tre los espines y del alcance de la interaccion. Es decir, se obtiene un correlacién
cuantica finita aun para espines distantes, no vinculados directamente por la in-
teraccion. Este resultado es ademds anélitico, habiéndose derivado una expresion
analitica para el Discord y las otras medidas en dicho punto. El mismo fue corro-
borado mediante calculos numéricos obtenidos por diagonalizacién directa asi como
por otros métodos, tal como la fermionizacién de Jordan-Wigner. Hemos también
proporcionado una visién aproximada simple del estado del par para |B| < B., por
medio de su aproximacion en términos de una mezcla de estados alineados, que re-
sulta exacta en el campo factorizante, y que permite comprender el valor apreciable
de estas medidas en toda la zona |B| < B., ain para separaciones significativas del
par.

El comportamiento anterior del Discord y las medidas afines desarrolladas difiere
sustancialmente del exhibido por el entrelazamiento, mostrando que estas medidas
son libres de la restriccién usual de monogamia que afecta al entrelazamiento. En
otras palabras, los resultados muestran que es posible un valor finito apreciable
del Discord y el Déficit de Informacién para varias separaciones simultdneamente.
Notemos que el entrelazamiento también exhibe un valor finito constante (igual para
todo par) en las proximidades del campo factorizante transverso, atinque su valor es
muy pequeno y tiende a cero al aumentar el tamano, precisamente por la restriccion
de monogamia. Los resultados para el Discord y el Déficit de Informacién corroboran
que el campo factorizante transverso constituye un punto critico cuantico especial
para la cadena o sistema finito, en el que el estado fundamental “ se olvida” del
alcance de la interaccion de pares y en el que todo par tiende al mismo estado
reducido. Destaquemos que el campo factorizante es rigurosamente independiente
del tamano de la cadena, existiendo ya para un par de espines.

El segundo resultado destacable es que si bien el Discord y el Déficit de Infor-
macién generalizado de pares exhiben un comportamiento cualitativamente similar
en estas cadenas, la medida optimizante puede diferir sustancialmente. Mientras
que en el caso del Discord es normalmente constante para todo valor del campo
(una medida de espin en la direccién de maximo acoplamiento, es decir el eje x
en los casos considerados), en el caso del Déficit de Informacién la medida optimi-
zante exhibe una “transicién” entre dos direcciones perpendiculares (la del campo
transverso y la de maximo acoplamiento). Esta transicion (que puede ser abrupta
o gradual dependiendo del tipo de media entrépica), indica un cambio cualitativo
importante en el estado reducido del par. En el caso de las cadenas con interaccion
tipo XX, se mostr6 que esta transicién coincide (exactamente para primeros vecinos
y aproximadamente para pares mdas distantes) con el punto en el cual el autovector
dominante de la matriz densidad reducida cambia de un estado Bell a un estado ali-
neado. Es decir, estd indicando un cambio significativo en el estado reducido. Este
efecto también se observa (atinque en forma menos pronunciada) en cadenas XY.
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En resumen, se ha desarrollado una nueva herramienta general para cuantificar
correlaciones cuanticas bipartitas e identificar puntos criticos del sistema y cambios
de estructura en estados reducidos de sistemas cuanticos fuertemente interactuan-
tes. Quedan muchos problemas abiertos por investigar, entre ellos la evaluacién de
estas medidas para sistemas de espin mas alto o en sistemas méas complejos, y tam-
bién para particiones generales de estos sistema, atinque las ecuaciones estacionarias
desarrolladas han permitido ya avances en esta linea.

Un ultimo comentario se refiere a la relacion entre el Déficit de Informacion
(un concepto estrictamente cudntico) y el de aumento de entropia de un sistema.
La mecanica cuantica nos dice que si bien la evoluciéon temporal de un sistema
compuesto aislado es unitaria, la evolucién de un subsistema del mismo no lo es en
general. Si el estado inicial es un producto de un estado del subsistema por uno del
complemento (como en el caso de conocer el estado inicial del subsistema, es decir,
de haberlo medido), tal evolucién queda entonces determinada por los operadores
M, vistos en el capitulo 111, produciéndose un aumento de la entropia del subsistema
si se satisface la condicién (3.26). Més atin, este aumento de entropia es, en realidad,
universal, en el sentido de que toda entropia de la forma S; aumenta. Y tal evolucién
puede ser vista como una medida del subsistema, al satisfacerse la condicién (3.24).
Este aumento de entropia es justamente el Déficit de Informacion. Quizas el origen de
la denominada flecha del tiempo pueda también asociarse a este efecto. Se contempla
abordar en profundidad esta tematica en el futuro.
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