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Introduccion

Este trabajo se encuentran inmerso en el paradigma computacional de sistemas
multi-agente (MAS), donde un sistema computacional es concebido como compuesto
por un conjunto de componentes auténomos y heterogéneos, denominados agentes, los
cuales interactian entre si dentro de un ambiente donde coexisten y, dependen unos
de otros para obtener sus metas. Estos agentes imitan atributos y capacidades huma-
nas como generalmente son descriptas en las ciencias cognitivas. Los agentes pueden
razonar, adaptarse, aprender, etc. Especificamente este trabajo parte de [1] donde se
combinan modelos propios de MAS con modelos para sistemas normativos donde se
estudian, entre otras cuestiones, distintos tipos de normas, causas, consecuencias e
interrelaciones de su aplicacion.

La légica multi-modal (multi-agente) es uno de los paradigmas que se utilizan
para especificar, modelar y razonar sobre agentes de un MAS [2, Cap. 12]. La idea
es desarrollar estas logicas para que puedan ser usadas en la caracterizaciéon de los
estados mentales de los agente mientras actian e interactian (probablemente durante
la resolucién de problemas).

Es complejo definir actualmente la légica modal de forma abarcativa pues su
desarrollo es amplio y se interrelaciona con variedad de disciplinas provenientes de
distintas ramas de las ciencias (o pseudo-ciencias) como la filosofia, la matematica,
la lingiiistica, las ciencias de la computaciéon, las ciencias sociales y juridicas, entre
otras. En un sentido amplio estas disciplinas introdujeron modalidades, a las que se
entiende como: una modalidad es una expresion que aplicada a una oracion A resulta
en una nueva oracion sobre el modo en que A es verdadera o sobre el modo en el que
es aceptada, [3]. Por ejemplo, sobre cuando es verdadera, o donde es verdadera, como
es verdadera, en que circunstancias es verdadera, etc. También sobre el modo en que
un sujeto (agente) o colectividad la acepta como, conocida, creida, intentada, ocurrida,
demostrada, por exponer algunos ejemplos.

Ejemplos de modalidades son, necesario, posible, imposible, etc. (se las conoce
como modalidades aléticas). Siempre, nunca, siempre en el pasado, en algin momento
futuro, a partir de ahora, etc. (estas son conocidas como temporales). Es obligatorio,
estd permitido, esta prohibido, es legal, etc. (difundidas como dednticas). Y entre otras,
se cree que, x cree que, (difundidas como dozdsticas). En [1] aparecen las siguientes
modalidades, necesarias para representar y razonar sobre responsabilidades legales:

o Goal, A, se usa para significar que “el agente x tiene como objetivo A”,

o Bel, A, quiere decir que “el agente z cree que A",



o O A, se entiende como obligacién genérica, “es obligatorio que A”,

o O" A, debe entenderse como una obligacion dirigida, “para el interés de z es
obligatorio que A”,

o I” A, pretende significar “A es objetivamente ideal (o bueno) para el agente p”,
o Int, A, se usa para significar que “el agente x tiene intencién de satisfacer A”,

o Int) A, que se interpreta como “el agente h intenta llegar a satisfacer A para el
interés del agente p”,

o Able, A, debe entenderse como “el agente x tiene la capacidad de hacer A”,
o Does, A, pretende significar “el agente x provoca A” vy,

o Does}, A, debe leerse como “el agente h provoca A en el interés del agente p”.

Expusimos el listado de modalidades al solo efecto de contextualizar al lector.
En el lenguaje formal que presentaremos pronto, las modalidad se captan mediante
operadores modales que se aplicaran sobre formulas de este lenguaje. Sin embargo este
es un trabajo de indole técnica que no pretende ahondar en las cuestiones filoséficas
y juridicas de las interpretaciones de las modalidades y las férmulas que con ellas
generemos. El lector interesado en estas cuestiones que no abordaremos puede comenzar

viendo [1], [4], [5].

Este trabajo se direcciona més especificamente sobre los aspectos de los sistemas
formales presentados implicita o explicitamente en [1], en cuanto sistemas formales de
razonamiento. Casi exclusivamente este trabajo explota los lenguajes modales (simples
pero sorpresivamente expresivos) para hablar de las estructuras relacionales mediante
las cuales interpretamos las féormulas de estos lenguajes y la relacion que existe entre
estas estructuras y los sistemas formales deductivos que las caracterizan.

De esta manera nos embarcamos en la tendencia que se viene dando desde la
aparicion de las seménticas relacionales, que desde el punto de vista de la (Ciencias
de la) Computacién produjo mucho interés, investigaciéon y desarrollo [6, p. 41-48].
Para la Computacién es natural tratar con estructuras matematicas relacionales, espe-
cialmente, listas, arboles y grafos que practicamente son la esencia de las estructuras
interpretativas (en determinadas semdnticas para lenguajes modales). De esta forma
las l6gicas modales proveyeron herramientas de amplio alcance con aplicaciones por
ejemplo en, especificacion, disefio y verificacion de sistemas, [7], [8], [9], [10]. Desarrollo
de MAS para tareas especificas, [11], [12], [1]. Representacién de conocimiento [13], y
en inteligencia artificial, por ejemplo, planificacién [14]. Y muchas otras dreas dentro de
la Computacion y disciplinas afines. Esta explosiéon en la aplicacién de 16gicas modales
puede deberse a su versatilidad, mediante un esfuerzo ingenieril [15], para adaptarse a
universos (no solo de discurso) variados. Adaptaciéon acompanada de un balance gene-
ralmente positivo entre el poder expresivo de sus lenguajes y la posesién de propiedades
computacionalmente importantes, como completitud, modelo finito, decibilidad, com-
plejidad computacional aceptable para tareas como la de chequeo de modelos, etc.

Habiendo dicho lo anterior, el objetivo de este trabajo es analizar el formalismo
expuesto en [1] para estudiar la relacién que existe entre la perspectiva semantica (es
decir, las estructuras relacionales con el mecanismo para interpretar las formulas del



lenguaje) y la perspectiva sintactica (los sistemas deductivos formales). Finalmente
esto conducira al estudio de la decibilidad de estos sistemas.



El sistema en estudio

Siguiendo el enfoque estandar de los estudios sobre logica en la literatura mate-
matica (y en ciencias de la computacién), comenzaremos el anélisis sobre el formalismo
(o sistema formal) que estudiaremos describiendo su lenguaje (la sintaxis), luego clases
apropiadas de modelos con interpretaciones precisas para las formulas del lenguaje (la
semantica), seguido de sistemas formales de inferencia que caractericen el razonamien-
to (la teorfa de pruebas). Para luego en el siguiente capitulo relacionar la teorfa de
pruebas con la semantica mediante resultados de completitud.

El lenguaje

A continuacién capturamos el lenguaje implicito del formalismo en estudio, basa-
do en un conjunto numerable de variables proposicionales (o constantes) P = {pg, p1, pa, .- .}
y un conjunto A de m agentes, que por conveniencia denotaremos A = {1, 2, ..., m}.

El conjunto de férmulas expresables en este lenguaje, al que denominaremos L,
se encuentra definido mediante la siguiente regla inductiva:

1) Si p€ P, entonces p € Lyrop;

2) Si p,q € Lyrop, entonces —p, (p A q) € Lyrop;

3) Si p€ Ly i,k €A, entonces p, Able; p, Does; p, Doesfp e L;
)

4) Si @, € L; i,k € A, entonces —p, (¢ A 1), Goal; p, Bel; p, O ¢, Oigo, Iicp,
Int; o, IntF o € L.

Algunas consideraciones con respecto a la regla anterior. En el resto del trabajo,
para hacerlo mas legible, prescindiremos del uso exacto de los paréntesis externos,
excepto cuando las formulas se tornen ambiguas, por ejemplo, usaremos —p; A p3 en
lugar de (—p7 A p3). Algunas férmulas de £ son: Goaly pe; p2/Aps; Bels (O py) ABela—=0 py;
IntZ (p2 A Doess p3); Bels (Inty (Does? ps A p3)) A Int2 —psg.

Podemos incluir dentro de este lenguaje (y los lenguajes que exponemos en los pa-
rrafos siguientes) las otras conectivas lgicas booleanas, —, V, <+, y considerarlas como

abreviaturas: ¢ Vi de = (mp A =1)); ¢ — b de mp Vb; ¢ <> 1 de (¢ = ) A (Y — @).
Contamos también con la constante |, que la consideramos abreviatura de cualquier
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contradiccion proposicional, por ejemplo p; A —p;. Y la constante T, como abreviatura
de cualquier tautologia proposicional. Finalmente convengamos que expresiones de la
forma @1 A...A ¢, y de la forma ¢, V...V ¢, representan las conjunciones y disyun-
ciones arbitrarias y no especificadas de las formulas @1, ..., @,, pero remarcamos que
los operadores respetan las reglas logicas de asociatividad.

Comenzamos la deconstruccion del formalismo en estudio desligando la ocurren-
cia de los operadores modales Able;, Does; y Doesﬁc de la ocurrencia del resto de los
operadores modales en las féormulas de £. La intension es derivar de £ dos conjuntos de
formulas distintos que permitan analizar las caracteristicas del formalismo por partes.
Esta es una estrategia para encarar la dificultad del problema que se nos presenta de-
bido a que las formulas de cada uno de los conjuntos derivados se interpretan mediante
clases de estructuras (modelos) distintas, y a su vez, estas estructuras determinan dis-
tintos sistemas formales de inferencia. Estas cuestiones irdn quedando mas claras a
medida que avancemos en el desarrollo.

Necesitamos entonces discriminar las férmulas en funcién de la ocurrencia o no de
determinados operadores modales. El conjuntos de formulas £,,,, contiene aquellas en
las que ocurren los operadores modales Able;, Does; y Doesf-C (y no ocurren el resto de
los operadores modales). Se encuentra definido inicialmente por las tres primeras partes
de la regla que define a £ pero lo extenderemos para obtener un lenguaje mas expresivo
con el cual llegar a resultados més generales y que a su vez permitird una exposicion mas
fluida de las definiciones y demostraciones que involucren a este conjunto de férmulas.

L.on se basa, al igual que L, en los conjuntos de proposiciones atomicas P y el
conjunto de agentes A y es el minimo conjunto de férmulas cerrado por:

1) Si p € P, entonces p € Lyon-
2) Si @, € Lyon, entonces i, (¢ A ) € Lyon-
3) Si 9 € Lyon € i,k €A, entonces Able; ¢, Does; ¢, DoesifC 0 € Lpon-

La otra restriccion del lenguaje £, que simbolizamos L,,,.n, también se basa en
los conjuntos P y A y es el minimo conjunto de formulas cerrado por:

1) Si pe P, entonces p € Lyorm-
2) Si o, € Lyorm, entonces =@, (o A V) € Lyorm-

3) Si ¢ € Lyoym € i,k € A, entonces Goal; ¢, Bel;p, O¢, O' ¢, I'p, Int; p,
Intf © € Luorm-



La perspectiva semantica

Veremos ahora el contenido matematico necesario para proveer a las férmulas
de Luorm ¥ Lnon de una interpretacién precisa mediante estructuras relacionales' de
distinta indole dependiendo de la restriccion de £ que tratemos. Las estructuras seran
distintas pero tienen componentes en comtn. En primera instancia entendemos por un
modelo a la estructura (W, V), donde W es un conjunto no vacio de estados posibles® y
V' es una asignacién de valores de verdad a las variables proposicionales de P. Entonces
describimos un modelo mediante la estructura:

donde,

W es un conjunto no vacio;®

V' es una funcién que asigna a cada variable proposicional p; € P un subconjunto
V(pz) de W. (V : {p07 b1, D2, .- } — ‘@(W))

Daremos sentido a las formulas de £ mediante estas estructuras, pero variaremos
los objetos mateméticos (que denotamos mediante ... en 9) dependiendo con que res-
triccion del 1 je est trabajando. Asf del Lporm” tiene la siguient

riccion del lenguaje estemos trabajando. Asi, un modelo para L, tiene la siguiente
estructura:

M=(W,Gy...Gpn,By...B,,,0,0'...0O™ Id" ... Id" I ... I, I} ...I™ V)
donde,
W es como describimos antes;

V' es como describimos antes;

Gi,Bi,0,0i,Idi,Ii,Iik CWxW conikeA.

Sin entrar en detalles ni en las cuestiones filosoficas del caso, la interpretacion
de las relaciones binarias en estos modelos varia significativamente pero en general se
pueden pensar como relaciones de relevancia®. Escribimos entonces wRv para significar
que el estado v es relevante para el estado w por medio de la relaciéon R. Es decir, se
intenta capturar mediante wR;v aquel estado v que el agente ¢ considera relevante
dada la informacién de que dispone en el estado w. Cada relacién se utilizara para
interpretar un operador modal (de L) distinto. G; para los operadores Goal;, B;
para los operadores Bel;, O para el operador O, y asi respectivamente. Para cada tipo de

16, Definition 1.1].
2Los elementos de W aparecen denominados en la literatura dependiendo del universo de discurso,

por ejemplo, mundos, puntos, nodos, situaciones, entre otras denominaciones. Nosotros utilizaremos
generalmente el término estado para referirnos a un elemento de W.

3Lo llamaremos dominio del modelo.

4Los que son una generalizacién de los modelos que en la literatura se los conoce como de Kripke,
[6, p. 17, p. 20], también véase [16]. En [17, p. 68, Definition 3.1] se los denomina standard model.

5En la literatura cuando se las llama de forma general, suele utilizarse la frase relaciones de accesi-
bilidad



operador, existe una familia de relaciones binarias de m miembros (siendo m la cantidad
de agentes, excepto para el caso del operador Intf donde los miembros son m x m) que
utilizaremos para dar sentido a las formulas de £,,,,.,,. Entonces, por ejemplo, aquellas
formulas donde aparezca el operador Goal; serdn interpretadas mediante alguna de las
m relaciones binarias Gy (especificamente aquella para la cual i = k).

La estructura de un modelo para L,,, es:
M= (W,N{,...,NA NP, ... NE NP NP, NB,  NELV)

donde los nuevos componentes, NS NP NI (para i,k € A) son conjuntos de funcio-
nes que asocian cada estado posible con colecciones de conjuntos de estados posibles.
Tenemos entonces:

w es como describimos antes;
\%4 es como describimos anteriormente;

NA, NP, ka son mapeos desde W a conjuntos de subconjuntos de W.
(NA, NP, NhL W — 2 (2(W))).

Estos modelos son una generalizacion de los modelos que en la literatura se cono-
cen como modelos minimos (minimal models [17, Cap. 7])7. Como en los modelos de
Kripke, aqui también tenemos una familia de funciones de m miembros para interpretar
cada operador modal de L,,,, excepto nuevamente el caso del operador modal Doesf

para el cual contamos con m x m funciones de interpretacion. La familia {NZA} 4 Para
(2

interpretar los operadores Able;, y la familia {NiD } 4 Para interpretar los operadores

Does;. Pronto veremos que en algin sentido estos modelos son méas generales (o més
débiles) que los modelos de Kripke.

Satisfaccién y validez para las férmulas

Habiendo descripto la estructura de los modelos estamos en condiciones de definir
la relacién de satisfactibilidad para las formulas del lenguaje. De esta manera podremos
hablar de las condiciones de satisfaccion y validez para las férmulas en relacién con los
modelos, conceptos fundamentales que es necesario dejar en claro.

Lo haremos de acuerdo a la forma de las férmulas (de manera inductiva), siendo
¢ una férmula y w un estado en M = (W, ..., V)® usamos el simbolismo

MwkE @

5No confundir el superindice A en estas funciones con el conjunto de agentes. La letra A en este caso
funciona como simbolo mnemotécnico (por ser la primera letra con la que escribimos al operador

70O modelos neighbourhood, o modelos de Scott-Montague. Durante este trabajo continuaremos lla-
mando a esta generalizacién modelos minimos o modelos neighbourhood.

8Seguiremos cometiendo este abuso del lenguaje, pero recuérdese que w € W.



como una abreviatura de (o lo interpretamos de la manera siguiente), ¢ se satisface en
el estado w de M. Definimos para las férmulas no-modales®:

M, wE p; sit weV(p), parai1=0,1,2,...
M wFE e sit no se da M wE @
MwEEANY sii MwEe y MwEY, (se dan ambas)

Si las férmulas no-modales involucran las conectivas que consideramos abrevia-

turas se puede deducir su definicién a partir de las reglas anteriores'®.

Las condiciones de satisfaccion para las férmulas modales involucran las relaciones
entre los elementos de W en 9. Asi por ejemplo para el caso de la formula modal Bel; ¢,
esta se satisface en el estado w si y solo si ¢ se satisface en cada estado v relevante, es
decir, si y solo si ¢ se satisface en cada estado v para el cual wB;v. Entonces para las
modalidades de L,om en los modelos de Kripke, (para i,k € A)' se define:

M, w E Goal; p  sii  para todo v en M tal que wG,v, se tiene M, v FE

M wkE Bel,p  sit para todo v en M tal que wB;v, se tiene M, v FE

MwEOp sii - para todo v en M tal que wOw, se tiene M, v E

M wET @ sit - para todo v en M tal que wldiv, se tiene M, v F @

M, w F Int,; ¢ st para todo

v
v
v

M,wkE O sii para todo v en M tal que wO™, se tiene M, v E ¢
v
v en M tal que wlv, se tiene M, v F ¢
v

M wkE Intf @ sii para todo v en I tal que wlFv, se tiene M, v F ¢

A modo de ejemplo, podemos pensar la definiciéon de satisfaccion para la férmula
Bel; ¢ (el agente i cree que ¢), como sigue: el agente i tiene dudas sobre su creencia
con respecto a ¢, en la situacion (estado) w. Por lo tanto considera ciertas situaciones
alternativas*?, es decir las situaciones v tales que wB;v. No obstante si en todas las
alternativas que el agente a considerado, ¢ se satisface, ¢ ya no tiene dudas sobre creer
@: 1 cree que @ (sin dudarlo). (Por supuesto si en alguna de las alternativas v que

9 Aquellas que no son de la forma (), siendo ) cualquier operador modal de £ y 1 cualquier férmula
de Eno’rm (0] Eno’nn

10Pyede deducirse que si la forma de la férmula fuese ¢ V 1), definiriamos la satisfaccién mediante
MwkE VY sii MwkE poMwkE Y. Luego, del anterior resultado se puede deducir que si
fuese ¢ — @ tendriamos M, w F p — ¢ sii st M,w E ¢ entonces M, w F 1) (o equivalentemente
noseda M,w E ¢ 0o M w E ¢). Y luego del resultado anterior se puede deducir la definicién de
satisfaccion para la forma ¢ <> 1.
Para el caso de L, se define que no se satisface en ningin estado de ningtin modelo, es decir
no se da M, w F L. Luego para el caso de T, se tiene que es satisfactible en cualquier estado de
cualquier modelo, M, w E T.

1 Cuando utilicemos los subindices y superindices k e i sobre algiin operador modal, siempre estaremos
simbolizando variables sobre el conjunto de agentes A, que de no indicarse lo contrario puede
entenderse que se esta hablando de valores arbitrarios sobre estas variables.

12En este caso parece mas conveniente interpretar a las relaciones B; como relaciones de alternatividad,
que desde la perspectiva doxastica pueden ser mas adecuadas que la relacién de relevancia. Pero
no profundizaremos en estas cuestiones filoséficas, solo queremos que el lector pueda ampliar su
perspectiva sobre como se pueden interpretar los operadores modales, las formulas modales y las
relaciones de accesibilidad.



el agente considera, ¢ no se satisface, el agente contintia dudando y entonces en la
situacién w no se satisface Bel; ).

Algo similar ocurrira con la interpretacion de las férmulas de L, v los mapeos
que componen los modelos tipo neighbourhood. Aclaremos también que es correcto
interpretar el enunciado a la derecha de si como un enunciado condicional®. Ademé4s
este tipo de definicién de satisfaccion para las formulas modales, cuando se trabaja sobre
estructuras de Kripke, es clasica en la literatura sobre logica modal y se corresponde
con el mecanismo tradicional de satisfaccién para el operador modal de necesidad,
denotado habitualmente mediante el simbolo [J.

Para las modalidades en L, se definen las siguientes condiciones de satisfaccion,
(coni ke A):

M,wk Able; ¢ sii ol™ € NA(w)
M, wF Does; ¢ sii H@Hm = NiD(w>
M, w F Doest ¢ sii ||€0Hm < N%(w)

)

donde [Jo||™ = {w e W : M wk o},

Continuando el comentario sobre mayor generalidad que hicimos mientras descri-
bimos las funciones de neighbourhood, ahora podemos observar mejor a que nos refe-
riamos. (Tomemos como caso el operador Able;), la satisfaccién de la férmula Able; ¢
en el estado w, depende de si el conjunto de verdad de ¢ esta en la vecindad de w. En
los modelos de Kripke podemos considerar la vecindad de un estado w como el con-
junto que contenga a aquellos estados directamente conectados (adyacentes) a w por
medio de alguna relacién R. En los modelos minimos, el enfoque més general indica
que en la vecindad de w puede estar cualquier conjunto de una determinada coleccién
(de conjuntos con elementos del dominio).

Antes de avanzar sobre algunos otros conceptos y definiciones cabe aclarar que,
para evaluar las férmulas de ambas restricciones del lenguaje se utilizan las condicio-
nes para las féormulas no-modales en conjuncién con las condiciones de satisfaccion
para formulas modales dependiendo de los operadores que se esté considerando (lo que
implicard a su vez si se esta trabajando con L,5rm 0 Lyon)-

Vayamos concluyendo mediante la introducciéon de otro concepto clave que es
el de wvalidez. Nos permite abstraernos de las valuaciones que componen un modelo
para poder hablar de la estructura relacional que lo configura y su comportamiento
en cuanto a la satisfaccion de las formulas. Decimos que una férmula es vdlida en un
modelo cuando esta se satisface en todos los estados del modelo'®. Luego diremos que
una féormula es valida en una clase de modelos si y solo si es valida en cada modelo
en la clase, es decir, se satisface en todos los estados de todos los modelos en la clase.

13Por ejemplo, para el caso de satisfacer 9, w F Bel; ¢, es correcto interpretar que esto sucede si y
solo si (Vv € W) (si wB;v entonces M, v E ).

14En la literatura se conoce a estos conjuntos como, conjuntos de verdad (o satisfaccion).

15Este grado de satisfaccién se encuentra por encima del de la definicién de satisfaccién que dimos en
los parrafos precedentes.
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Por consiguiente para una férmula vélida en la clase de todos los modelos decimos
simplemente que la férmula es valida.

Escribimos 9t E ¢ para significar que ¢ es valida en el modelo 9, y C F ¢ para
significar que ¢ es valida en la clase de modelos C. Formalmente:

ME @ sit para todo estado w de M, se tiene M E ¢
CE ¢ sit para cada modelo 9N en la clase C, se tiene M =

Utilizaremos el simbolo M para denotar la clase de todos los modelos de Kripke,
y el simbolo .# para denotar la clase de todos los modelos tipo neighbourhood.

Para finalizar esta seccion diremos que falsedad denota no satisfaccion. Cuando
decimos que ¢ es falsa en w (en 9M), nos referimos a que no se da M, w F . Decimos
que ¢ es falsa en 9, para decir que ¢ es falsa en algin estado de 9t'7. Cuando esto
sea asi, también podemos decir que 90T es un contramodelo para .

Caracteristicas de los modelos para L,,,m

Generalmente en los sistemas de logica modal, es necesario poder expresar deter-
minados principios que como tales deben ser siempre validos. Estos principios son muy
particulares de cada sistema y se espera que la incorporacion de ellos permita expresar
verdades fundamentales que habiliten el comienzo del razonamiento sobre cada univer-
so de discurso. Por ejemplo, en el sistema que estamos estudiando, para razonar sobre
creencias se utilizan los operadores Bel; y son deseables los principios de introspeccion,
los que suelen capturarse mediante formulas de la forma Bel; ¢ — Bel; Bel; ¢, para lo
que se conoce como introspeccion positiva, es decir, si el agente © cree que @, entonces
este agente también cree que, cree . De forma similar la introspeccion negativa suele
capturarse mediante formulas de la forma — Bel; ¢ — Bel; = Bel; ¢. Pero no en cual-
quier modelo las instancias de estos esquemas'® son siempre satisfactibles, (es decir,
validas) y esto lo podemos observar mediante contramodelos, en un afdn por com-
prender méas profundamente las caracteristicas de los modelos necesarios para validar
los principios de interés. Esto es de importancia en este trabajo pues, como veremos
mas adelante, las pruebas de completitud dependen y varian en funcion de la clase de
modelos que se esté considerando.

Simbolizamos al esquema de introspeccién positiva 4. vy, al de introspeccion
negativa 5p¢', ninguno de los dos son vélidos en la clase de todos los modelos de

Lo que también simbolizaremos 9, w ¥ ¢.
17Simbolizamos MM ¥ .

8Por esquema entendemos un conjunto de férmulas con una forma particular. Por ejemplo, cuan-
do nos referimos al esquema Bel; ¢ — Bel; Bel; ¢, nos referimos al conjunto de férmulas
con la forma de un condicional en el cual el antecedente es una aplicacién del operador Bel;
y el consecuente es una doble aplicacion de este mismo operador. Por instancia entendemos
un miembro del conjunto de férmulas que constituye el esquema, (siguiendo nuestro ejemplo,
Bely (p3 A ps) — Bely Bely (ps A p4)). Se puede pensar en los esquemas como objetos lingiifsti-
cos especiales, similares a las férmulas que son sus instancias pero mas abstractos.

9La simbologfa proviene de los esquemas conocidos en la literatura como 4 y 5.
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Kripke. Tomemos instancias y construyamos modelos que las falsifiquen (es decir, con-
tramodelos). Para el caso de 4p,;, sea la instancia Bely pg — Bel; Bel; py v el modelo
My = (W,...,By,...,V),donde W = {w, v, u} (todos distintos), By = {(w,v); (v, u)}
y V(po) = {v}. En este modelo My, v E py y no se da My, u E po, 0 sea My, u F —py.
Dado que vB;p tampoco se da que 9y, v E Bel; pg, es decir 9y, v F = Bel; pg. Luego
siendo v el tinico estado relacionado con w, tenemos tanto que My, w F Bel; py como
M1, w E = Bely Bely pg. Por lo tanto no se da 9, w F 45, como se queria y 4, es falso
en M. (Sin embargo nétese que si By fuera transitiva?®, la argumentacién anterior no
se sostendria).

Ahora tomemos — Bel; pg — Bel; = Bel; pg como instancia de 5p., y constru-
yamos el modelo 9, igual que My pero siendo By = {(w,v);(w, )} y v & V(po).
Entonces My, v E —py y dado que wBjv tenemos My, w F — Bely pg. Ahora obsér-
vese que, en general, cualquier estado p para el cual Y(z,y) € Bj[z # p|, provoca
que My, p £ Bely ¢, cualquiera sea 1, (en la literatura a estos estados se los conoce
como dead ends). En 9y hay dos dead ends, v y u, entonces también tenemos que
Mo, 1 F Bely pg. Y dado que wByp, finalmente no se da MMy, w F Bel; = Bel;y py. Por lo
tanto como se queria MMy es un contramodelo para 5pg;.

Terminando con los resultados negativos para los modelos en esta clase, de in-
terés para nosotros también es el esquema que en la literatura se le conoce como D.
La forma de éste (tomando como ejemplo el operador Int;) es, —Int; 12!, Para este
esquema también se puede encontrar un contramodelo (en la clase M) que falsifique
sus instancias. Tomemos por ejemplo la instancia —Int; 1?2 y construyamos el modelo
My = (W,..., I1,...,V)donde W = {w}, [ = @, V = &. En este modelo, tenemos un
unico estado que ademés es un dead end, por consiguiente, considerando el comentario
sobre dead ends que hicimos en el parrafo anterior, sucede que 93, w F Int; L. Tenemos
asi que la instancia de Dp,,; que tomamos es falsa en 913, con lo cual el esquema Dy,,; no
es valido en M. (Sin embargo nétese que si M3 no tuviese dead ends la argumentacién
anterior no se sostendria).

Para finalizar esta seccién veamos en que modelos podemos obtener resultados
positivos para los esquemas que acabamos de exponer. De esta manera reconoceremos
que tipo de estructuras relacionales son de interés para nosotros.

El esquema 4p,; es valido en la clase de los modelos donde las relaciones B; son
transitivas. Para ver esto tomemos un 20 en la clase de estos modelos y algin w en
9. Supongamos que M, w F Bel; p () e intentemos llegar a que M, w F Bel; Bel; .
Para esto consideremos cualquier v para el cual wB;v y cualquier yu tal que vB;u.
Dado que B; es transitiva tenemos que wB;u. De aqui por (x), tenemos que 9, u F .
De aqui porque vB;u tenemos que M, v F Bel; ¢, vy luego porque wB;v llegamos a
M, w E Bel; Bel; . Entonces de suponer () obtuvimos 9, w E Bel; Bel; ¢, por lo tanto
M, w E 4p., y habiendo sido w en 9, ambos arbitrarios, podemos asegurar que 4p;
es valido en la clase de los modelos de Kripke donde la relaciéon B; es transitiva.

20Una relacién binaria R (de 9M) es transitiva sii para todo w, v y u en M, si wRv y vRu, entonces
wRpu.

2lTambién puede aparecer con la forma Int; o — —Int; ~¢, pero se puede demostrar que M, w E
Int; o — —Int; ~¢ sit M, wkE - 1Int; L.

22Es instancia del esquema —Int; L que denotaremos Dyy,;.
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Veamos ahora que el esquema 5p, es valido en la clase de los modelos donde
las relaciones B; son euclidianas®®. Para verlo, tomemos nuevamente un 9% en la clase
de estos modelos, y por el absurdo supongamos que 91 ¥ 5p., es decir que debe
haber algin w en 91 tal que no se da M, w F 5y, 0 sea que M, w F =5py, con lo
cual tenemos que, M, w F = Bel; p (%) y no se da M, w F Bel; = Bel; p (xx). De (x)
vemos que existe algin v tal que wB;v y M, v F —p. Por otro lado de (%) vemos que
M, w F = Bel; = Bel; ¢, luego debe existir algin u tal que wB;u y M, u F Bel; ¢. Ahora,
teniendo que wB;u y wB;v llegamos a que puB;v (pues B; es euclidiana). Entonces
tenemos tanto que M, u F Bel; ¢ como que M, u F - Bel; ¢, es decir que en el estado
1 se satisface Bel; ¢ vy no se satisface Bel; ¢, lo cual es una contradiccién por haber
supuesto que 9 ¥ 5p,., por consiguiente tiene que darse 9 F 5p,.. Aseguramos asi
que 5p es valido en la clase de los modelos donde las relaciones B; son euclidianas.

Por ultimo, veamos que el esquema Dy,; es valido en la clase de modelos donde
las relaciones I; son seriales?*. Tomemos un modelo M en esta clase de modelos y
un estado w en M. Supongamos por el absurdo que 91 ¥ Dy, es decir, debe haber
un estado w en donde M, w F Int; L. Esto es posible tinicamente si todos los estados
relacionados con w mediante las relaciones I; satisfacen L, esto solo es posible si w
es un dead end. Sin embargo, por la serialidad de I;, sabemos que w no puede ser un
dead end, por consiguiente nuestra suposicion de que 9 ¥ Dy,; no debe ser cierta y
M E Dy,:. Queda demostrado entonces que Dy,,; es valido en la clase de modelos donde
las relaciones I; son seriales.

Ya estamos en condiciones de nombrar la clase de modelos de Kripke que permiten
validar los principios que interesa sostener en la formalismo estudiado. Estos modelos
son aquellos donde las relaciones B;, Of, O, Id‘, I;, I¥ son seriales, y ademds las
relaciones B; también son transitivas y euclidianas. Llamemos a la clase que contiene
estos modelos MEE,

Para finalizar hacemos un comentario sobre los resultados positivos obtenidos y
su relacion con los modelos. Se habra notado que las valuaciones de los modelos no in-
fluyeron en absoluto sobre las pruebas de validez para los esquemas que tratamos. Esto
concuerda con lo que hemos dicho sobre validez (en p. 9) y que se ha podido ver clara-
mente en las demostraciones anteriores. Algunos autores, especialmente en la literatura
mas reciente, distinguen la estructura de los modelos en dos niveles, inicialmente un
frame, compuesto por el dominio del modelo y las relaciones que lo componen, y luego
el modelo en si mismo, el cual es un frame que incorpora una valuacion. Quiza hubiese
sido conveniente introducir la idea de frame y utilizarla para las pruebas de validez.
Por ejemplo si hubiésemos simbolizado la clase de frames transitivos mediante Fi a5,
hubiésemos podido escribir, (adaptando la notaciéon que ya introdujimos) Firans E 4pel,
y esta notacion quiza hubiese dejado mas claro la idea sobre validez de determinados
esquemas en determinadas estructuras (frames y luego modelos).

23Una relacién binaria R (de 9) es euclidiana sii para todo w, v y u en M, si wRv y wRy, entonces
vRu.

24Una relacién binaria R (de 9) es serial sii para todo w en M, existe un v en M tal que wRw.
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Caracteristicas de los modelos para L,

En esta seccién observaremos las caracteristicas de los modelos para L,,,, de ma-
nera similar a como lo hicimos con los modelos para L,,,.». Los esquemas que interesa
estudiar® en L, son, el que denominamos C pees, con la forma (Does; ¢ A Does; ¢) —
Does; (¢ A 9); el que denominamos T p,es, con la forma Does; ¢ — ¢; NNpges que
tiene la forma —Does; T; y BR que tiene la forma Does; ¢ — Able; . Ninguno de
ellos es valido en . (la clase de todos los modelos minimos).

Antes de observar que esto es asi, veamos algunas propiedades estructurales de
los conjuntos de verdad que serdn necesarias a continuacion.?® Sea 9 = (W,..., V), ¢
y ¢ férmulas arbitrarias:

Ip:|™ = V(p), para i =0,1,2,. ..,
m
T =W,
m m m
e A D™ = |lell™ Nl

Ahora si, comencemos con un contramodelo para Cp,.s. Tomemos la instancia
(Does; po A Doesy p1) — Doesy (pg A p1) y Dy = <VV, ., NP .,V> como (con-
tra)modelo, donde W = {w,v} (distintos), NP = {{w},{v}}, V(po) = {w} vy V(p1) =
{v}. En este modelo [|po|™" = {w} € NP (W) v ||p1|™ = {v} € NP(w), por lo tanto
My, w E Does; po y My, w E Doesy py, entonces se tiene My, w E (Does; pg A Does; p1)
(). Pero [lpo A pi|™ = |Ipoll™ N [lp1|™ = {w} N {v} = & ¢ NP(w), seguido se
tiene My, w ¥ Does; (pg A p1) (xx). De (%) y (x*) tenemos que My, w ¥ (Does; py A
Does; p1) — Doesy (po A p1), con lo cual Cpyes n0 es vélido en .

Veamos ahora un modelo 9, que falsifique la instancia de T p,.s, Does; pg — po.
M, es como My pero NP = {{v}}, V(po) = {v}. En este (contra)modelo, ||po||” =
{v} € NP, por consiguiente My, w F Does; pg, pero w ¢ V(py) con lo cual My, w ¥ po.

Asi entonces My, w ¥ Does; pg — po, es decir que T pyes no es valido en .Z .

Para NN pges, tomemos la instancia = Does; T, v 93 = <VV, . ,NID, el V>
como contramodelo, con W = {w}, NP = {{w}}. En este modelo tenemos que W &
NP(w), 1o que equivale a || T||™™® € NP(w), por lo tanto se tiene My, w E Does; T, con

lo cual no se da M3, w E = Does; T. Por lo tanto NN p,es no es valido en .7 .

La instancia Does; pg — Able; pg de BR, tampoco es vélida en .. Tomemos
My = (W,N{,... NP, V) siendo W = {w}, N{! = &, NP = {{w}} v V(po) =

{w}. En este contramodelo tenemos que ||po||™* = {w} € NP(w), con lo cual My, w k

258e puede consultar [5] para una exposicién interesante sobre las interpretaciones de estos esquemas
asi como de los operadores modales involucrados.

26Estas propiedades se deducen de la definicién de conjuntos de verdad (p. 9) y de las condiciones de
satisfaccién para férmulas no-modales (p. 8). Véase en [17, Theorem 2.10] varias propiedades mas
de las que no haremos una utilizacién explicita.
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Does; po. Pero por otro lado sabemos que {w} ¢ Ni*(w), entonces My, w ¥ Able; po.

Por consiguiente en 9, no se satisface Does; pg — Able; py.

Veamos ahora las propiedades que deben tener los mapeos en los modelos minimos
para validar los esquemas Cpoes, T poes; NNpoes v BR.

Empezando por Cpee el cual es vélido en los modelos donde los mapeos NP se
encuentran cerrados bajo intersecciones, es decir que si P € NP(w) y Q € NP(w),
entonces PN Q € NP(w). Vedmoslo tomando un modelo minimo 9 donde se cum-
ple la propiedad anterior y un estado w en 991. Supongamos entonces que M, w FE
Does; o A Does; ¢, tenemos asi tanto que 9, w F Does; p como M, w F Does; 1, es
decir que tanto [|o||™ € NP(w) como ||| € NP (w). Luego (por la cerradura bajo
intersecciones) se tiene ||o||™ N ||¢|™* € NP (w) v esto equivale a [J¢ A ¥||™ € NP (w).
Finalmente (de la definicién de satisfaccién) tenemos 9%, w E Does; (¢ A ). Por consi-
guiente M, w F Cp,es, v habiendo sido 9 y w arbitrarios podemos asegurar que Cpges
es valido en la clase de modelos minimos donde los mapeos N/ se encuentran cerrados

bajo intersecciones.

Veamos que Tp,s es valido en los modelos donde los mapeos NZ-D satisfacen
que si P € NP(w), entonces w € P. Consideremos un modelo 9t donde se cumple
la propiedad anterior y un estado w en 9. Supongamos ahora que 9, w F Does; ¢,
con lo cual ||¢||™ € NP(w). De la propiedad que acabamos de describir tenemos que
w € [le™, v (por la definicién de ||¢||™) se tiene que M, w E . Por consiguiente
M, w E Does; ¢ — . Concluimos entonces que T p,s es valido en la clase de modelos
minimos donde los mapeos NP satisfacen la condicién especificada.

NN poes es valido en los modelos donde para los mapeos NP se tiene que cual-
quiera sea w, W ¢ NP(w). Dado un modelo 9 que satisface lo anterior, tenemos que
W ¢ NP(w) (cualquiera sea w e i), es decir que || T||” ¢ NP (w), con lo cual (por la
def. de satisfaccion) se tiene que no se da 9, w F Does; T, nuevamente ahora se tiene
que M, w F = Does; T como se esperaba. Finalmente entonces NN p,.s es valido en la
clase de modelos donde se satisface la condicion especificada.

Queda por verse que BR es vélido en los modelos donde se cumple que cualquiera
sea el estado w, NP(w) € NA(w). Tomemos un modelo M donde se cumplen las
inclusiones anteriores y supongamos que para algin estado w se tiene 91, w F Does; @,

m D . . .
o sea que ||¢| € N;”(w). Luego de las inclusiones entre los mapeos se tiene que
o™ € NA(w), es decir M, w E Able; ¢ como se esperaba. Por lo tanto BR es valido en
la clase de modelos donde se cumple que cualquiera sea el estado w, NP (w) € NA(w).

Ahora podemos nombrar la clase de modelos que permiten validar los esquemas
que vimos en esta seccién. La clase contiene los modelos 9 = <W, NA, NP, NZ%, V>

donde se satisface (para cualquier w),

o Los mapeos NP se encuentran cerrados bajo intersecciones,
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o los mapeos N} se encuentran cerrados bajo intersecciones,?’

o

si P € NP(w), entonces w € P,

@)

(
si P e N}j(w), entonces w € P,*
W ¢ NP (w),

W ¢ Nij(w),*

NP(w) € NA(w).

o

@)

O

A la clase que contiene estos modelos la simbolizamos .Z .

La perspectiva sintactica

A los sistemas de légica modal se los define en términos bastante abstractos
y sintéticos como un conjunto de féormulas que satisfacen determinadas condiciones
de clausura [6, Secc. 4.1], [17, Secc. 2.4]. Las condiciones de clausura se encuentran
estrechamente relacionadas con los sistemas de prueba o la teoria de pruebas (proof
theory) que posibilitan integrar al sistema de 16gica modal un mecanismo constructivo
que permita inferir formulas validas. El sistema de prueba implicito en [1] aparece en
la literatura (a veces) como sistemas estilo Hilbert [6, p. 193]*° o sistemas aziomdticos
[19]31, [17, p. 51]. Esencialmente el sistema de inferencia consta de una coleccién de
axiomas que permiten iniciar el proceso deductivo y una coleccion de reglas de deduccion
(derivacion o inferencia) que al aplicarse sucesivamente motorizan el proceso.

El proceso deductivo es capturado por lo que se entiende como una derivacion
(demostracion, prueba) en el sistema de logica modal 33%: esto es una sucesién finita
de férmulas ¢4, ..., p,, donde cada ¢; (Vi , 1 < i < n) es una instancia de alguno de
los esquemas de axiomas de X o se deduce de dos miembros anteriores de la sucesion,
por ejemplo ¢; v ¢ (j < i, k < i) por aplicacion directa de alguna de las reglas de
deduccion. Se dice entonces que tal sucesién es una derivacion®® de ¢, en . y que ¢,

es un teorema de ¥**. Cuando la féormula p se obtiene mediante una derivacion en 3,
se escribe X = ¢, y se dice, o es derivable® en 3.

2"Las pruebas que se realizaron concernientes a los operadores Does;, es decir las pruebas para los
esquemas Cpoes, Tpoes, NN poes, pueden adaptarse para demostrar resultados analogos concer-
nientes a los operadores Does; y los esquemas equivalentes que llamaremos respectivamente Cpes/,
TDoes’; NNDoes/ .

28fdem nota 27.
29fdem nota 27.

30Para una buena introduccién a este tipo de sistema de pruebas véase el sistema deductivo formal
para 16gica proposicional en [18, Cap. 2].

31En esta referencia también se puede observar una retrospectiva de otros sistemas de prueba para
l6gica modal.

32(tilizaremos el simbolo ¥ como variable sobre conjuntos de férmulas que son sistemas de logica
modal.

330 demostracién, o prueba.

34Cuando consideramos a Y como un conjunto de férmulas cerrado por determinadas reglas, ¢ es un
teorema de X si y solo si ¢ € 3.

350 probable, o deducible, o demostrable.
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En las secciones que siguen presentamos los sistemas axiomaticos (implicitos en
[1]) que pretendemos permitan derivar los principios vélidos que nos interesan y que
caracterizan las clases de modelos que vimos en las secciones anteriores. Comenzaremos
exponiendo sistemas basicos que luego extenderemos para facilitar la exposicion, espe-
cialmente cuando desarrollemos las pruebas de completitud en el siguiente capitulo.

LR
norm

Los sistemas KLC,,,,., Y KL

Partimos describiendo el sistema de l6gica modal KL, €l cual caracterizara
las formulas validas en la clase M. Se encuentra basado en el difundido sistema de
légica modal K% y se compone de los siguientes esquemas de axiomas y reglas de
deduccién, con respecto al conjunto de agentes A = {1, 2, ..., m}, con i,k € A.

Axiomas

(PL) Todas las instancias de tautologfas del cdlculo proposicional

(Kgoa) Goal; (¢ — ¥) — (Goal; ¢ — Goal; )
(Kpe)  Beli(p = ¢) — (Bel; ¢ — Bel; )
(Ko)  Ofp = v) = (09 = Oy

(Ko)  O'(p = ¢) = (0" = O ¢)

(K) (=) = o =Ty

(Kre)  Int; (¢ = ¥) — (Int; ¢ — Int; 9)
(Kry) Intf (o = ) = (IntF o — IntF o)

Reglas de deduccion

(MP) Depy o — 1, se deduce 9

Gengou) De @, se deduce Goal; ¢
Geng,) De @, se deduce Bel; ¢

(

(

(Geny) De ¢, se deduce O ¢
(Geno')  De o, se deduce O'
(Genyg)  De o, se deduce I' ¢
(Geny,)  De ¢, se deduce Int; ¢

(Geny,y) De p, se deduce IntF ¢

360 en su conocida generalizacién multi-agente, K,, (considerando n agentes). En este trabajo supri-
mimos el subindice para no abarrotar la notacién, pero siempre estaremos hablando de sistemas
deductivos multi-agente.
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En el caso de este sistema, las condiciones de clausura de las que hablabamos
anteriormente, mediante las cuales se configura un sistema de logica modal, se corres-
ponden con la regla de deduccién (MP)37. Que el sistema ademds posea las reglas de
generalizacion (Gen,)® y esquemas de aziomas de distribucion (K,), lo ubica entre los
sistemas de 16gica modal normal®®. Es por ello que al conjunto de férmulas que genera
este sistema, en las que no aparecen los operadores Able;, Does;, Doeség , 1o hemos lla-
mado L,,,m. Existe amplio desarrollo sobre las (sistemas) légicas modales normales, lo
que permite la reutilizacion de herramientas, técnicas y resultados que ya fueron proba-
dos. Por ejemplo todas los (sistemas) modales normales, poseen la regla de deduccién
RK. Nosotros la introduciremos para hacer mas fluida la prueba de completitud para
este sistema en el préximo capitulo. Tomemos como ejemplo el operador Goal; para
exponer la regla, y consideremos n > 0:4

(RKGoat) De (p1 Ao A @n) — @, se deduce
(Goal; 1 A...A Goal; ¢,) — Goal; ¢

Mediante una prueba por inducciéon sobre el nimero n de operandos en las con-
junciones de los antecedentes que conforman la regla se puede metademostrar®' la
existencia de esta regla en KL, orm.*? Para el resto de los operadores modales de £,,0,m
también tenemos una regla analoga pues en la prueba de su existencia inicamente es
necesario la utilizacion de (PL) (y (MP)), el axioma de distribuciéon correspondien-
te y la regla de generalizacion correspondiente. Por ejemplo para el operador Bel; se
utilizard ademds de (PL) (y (MP)), (Gengy) y (Kpe) para metaderivar que la re-
gla (RKp) se encuentra en KL,,,.,,. Por supuesto la regla tendra la siguiente forma:
(siendo n > 0)

37 Algunos autores (por ejemplo [6, Def. 4.1]) especifican ademds la necesidad de una regla de sustitu-
citon uniforme, la cual permite dado ¢, deducir 8, donde 8 se obtiene de ¢ reemplazando uniforme-
mente simbolos proposicionales de ¢ por férmulas arbitrarias. En nuestro caso no incluimos esta
regla debido a que hemos expuesto nuestros axiomas y reglas de deduccién mediante esquemas.
De esta manera, el efecto producido por sustitucién uniforme se encuentra subsumido por el uso
(instanciacién) de los esquemas de axiomas y reglas de deduccién. Esta forma de exposicién es la
seguida por ejemplo en [17], y nos permite simplificar la exposicién del sistema axiomético.

38Utilizamos el subindice # para denotar una coleccién de reglas de deduccién o una coleccién
de esquemas. En este caso, (Gen,) denota la coleccién de reglas de deduccién que contiene
(Gengoa) , (Genpe), ..., (Genpyy ). Las reglas (Gen,) también son condiciones de clausura para
este sistema de légica modal.

39Véase [6, Def. 4.5 y Remark 4.7], y [17, Teorema 4.3(1)]. Las anteriores referencias especifican
ademés la necesidad del esquema dual aunque [6, pp. 34] indica que este esquema no hace falta
si la primitiva del lenguaje fuese como las primitivas que tenemos en Ly oqm. De todas maneras
no hubiese implicado ningtin problema agregar los esquemas duales a nuestro sistema, podriamos
haberlo hecho, pero no los utilizarfamos. En [20, Def 8.4.2] se especifica que un sistema multi-
modal es normal si cada operador consta de un axioma de distribucién y una regla de deduccién
de generalizaciéon, como en nuestro caso. Para una discusién interesante sobre normalidad, véase
[21]. También véase [16, Seccién 1.4].

40Cuando n = 0, no tenemos antecedentes y se considera a la regla, formada por los consecuentes de
las implicaciones, es decir que se obtiene la regla de generalizacién (Gengoqi)-

41Es decir obtener una derivacién (demostraciéon) mediante algin método de prueba (matemético)
con el cual llegar a un resultado sobre el sistema en si mismo y no en el sistema (utilizando su
teoria de pruebas).

42Véase en [17, p. 19] como puede desarrollarse una metademostraciéon de este tipo, para esta regla.
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(RKpge) De (p1 Ao A @) — @, se deduce
(Bel; o1 A...A Bel; p,) — Bel; ¢

A partir de ahora entonces consideremos que KZ,,,.,, cuenta con la coleccion de
reglas (RK,).

Algunas aclaraciones con respecto a la coleccién de (esquemas de) axiomas. En
este trabajo seguimos el enfoque que generalmente se encuentra en la literatura so-
bre sistemas de loégica modal, cuando se incluye el célculo proposicional mediante el
desmesurado esquema (PL). El célculo proposicional se puede incluir refinadamente
mediante (esquemas de) axiomas cldsicos que permitan derivar las tautologias pro-
posicionales de forma tradicional*®. Aclaremos también que (PL) permite instanciar
ademas de tautologias propias del calculo proposicional, tautologias donde aparezcan
operadores modales, por ejemplo Bel; p; — Bel; p;, pues proviene de la tautologia
proposicional p — p.

También vale la pena aclarar que, dependiendo la literatura consultada, los es-
quemas de axiomas aqui expuestos pueden tener otras formas. Por ejemplo cualquiera
de los esquemas (K.), puede encontrarse como (Goal; ¢ A Goal; (¢ — 1)) — Goal; 9
(tomando el operador Goal; como referencia). Sin embargo ambas formas deberian ser
demostrable-equivalentes**. Lo importante, en lo que concierne a este trabajo, es que
la clase de los teoremas del sistema no va a variar mientras hablemos de axiomas
demostrable-equivalentes entre si.

El sistema KLCLE

norm

. .z 45 . . LR
Este sistema es una extension™ del sistema KL, o, €s decir que KL,/ es un

sistema compuesto por los esquemas de axiomas de KL, v sus reglas de deduccién,

43Véase por ejemplo [18, Capitulo 2].

44Gin entrar en detalles,  y 9 son demostrable-equivalentes sii ¥ I (¢ ¢ ), es decir,
SE(p = ¢¥)yXF (¥ = ¢). Informalmente, ¥ se puede obtener mediante una derivacién que
contenga en su sucesion de férmulas a ¢, y vice versa, de cualquiera de las férmulas se puede
derivar la otra. Para mas detalle se puede consultar [18, Seccién 4.2], (salvando las distancias entre
el sistema expuesto alli y el sistema expuesto aqui).

45En este contexto una extension ¥’ de un sistema de légica modal ¥, es un sistema de l6gica modal
que podria ampliar la clase de los teoremas de X, es decir que X C ¥/ (recuérdese que un sistema
de légica modal es un conjunto de férmulas con reglas de clausura), los teoremas de ¥ seguirfan
siendo teoremas de Y¥'. ¥/ pudo haberse obtenido, por ejemplo, agregando nuevos axiomas a X, de
manera que estos nuevos axiomas (eventuahnente) permitan deducir nuevos teoremas en X’. De
importancia es notar que extensiones de KL, ., poseen todas las instancias de tautologias del
calculo proposicional.
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pero incorpora los siguientes esquemas de axiomas:

Dga) —Bel; L (4pg) Bel; ¢ — Bel; Bel; ¢
Do) -0 L (55e) —Bel; ¢ — Bel;, = Bel; ¢
Do) -0' L1

D) -I' L

D) —Int; L

D) —Intf L

Notese que este sistema incorpora como esquemas de axiomas los principios va-
lidos en la clase de modelos M%*® que observamos anteriormente, esto permitira al
sistema generar las formulas de L£,,,,, validas en esta clase de modelos como veremos
mas adelante.

LR
non

Los sistemas CL,,,, y CL

Veamos ahora el sistema béasico que luego extenderemos para generan las férmulas
validas de L., (y solo ellas). Este sistema también se basa en sistemas difundidos en
la literatura llamados sistemas cldsicos de légica modal [17, Cap. 8]*. Se compone
de los siguientes esquemas de axiomas y reglas de deduccién (siempre con respecto al
conjunto de agentes A = {1, 2, ..., m}, y para i,k € A).

Axiomas

(PL) Todas las instancias de tautologfas del cdlculo proposicional

Reglas de deduccion

(MP) Depyp — 1, se deduce 1

(REap.) De p <> 1, se deduce Able; ¢ <> Able; ¢
(REpoes) De p < 1, se deduce Does; ¢ <> Does; 1
(REpoesr) De ¢ <> 1, se deduce Doesi-€ Y < Doesi-C Y

Las condiciones de clausura para este sistema es la coleccién de reglas (RE,) (y
por supuesto (MP) dado que éste es un sistema de lgica modal).

46Como aclaramos en el caso de los sistemas normales, el autor de esta referencia incluye en la
definicién de los sistemas clasicos, los esquemas de axiomas dual. Nosotros no los incluimos dado
que no daremos uso a los mismos, pero no hubiese sido ningiin problema incluirlos excepto que
complicarian la exposicién del sistema de inferencia.
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El sistema CLLE

non

. : LR
Como hicimos en el caso de los sistemas KL, v KLV

una extensiéon de CL,,,,, que incorpora los esquemas validos en la clase .# %, permitien-
do asi, como veremos mas adelante, generar iinicamente las formulas validas de L£,,,.
Al sistema lo simbolizamos CLLE 'y este se compone por los esquemas de axiomas de

CL,on vy sus reglas de deduccion, e incorpora los siguientes esquemas de axiomas:

expondremos ahora

Choes) (Does; ¢ A Does; 1) — Does; (¢ A )
Choes') (Doest ¢ A DoesF1p) — DoesF(¢ A 1)
TDoes) Doesigo — 2

NNpyes) —Does; T
NN peesr) —Doest T

(

(

(

(T poes) DoesF p — ¢

(

(

(BR) Does; ¢ — Able; ¢

Aqui finalizamos la exposicion de los sistemas axioméaticos. En el siguiente capi-
tulo veremos la relacién entre estos sistemas y las clases de modelos que vimos ante-
riormente mediante pruebas de completitud.



Completitud

En este capitulo desarrollaremos el objetivo principal de este trabajo, en el cual
nos proponemos observar la relacién entre ambas perspectivas del formalismo en es-
tudio, la perspectiva semantica y la sintactica. Hay dos preguntas que pueden hacerse
que implicaran una descripcion precisa de la relacion entre ambas. Dada la especifica-
cién semantica, jse puede dar una caracterizacion sintactica de la misma?. Y por otro
lado, dada la especificacion sintactica, jpodemos caracterizar ésta en términos de la
dimension seméntica?

Las respuestas a estas preguntas se conocen como teoremas (pruebas, demostra-
ciones) de correccién (soundness) y de completitud (completeness).! Un sistema de
l6gica modal X es sound con respecto a una clase de modelos C cuando cada teorema
de X es valido en C. Es decir que para cada féormula ¢,

si ¥+ ¢, entonces C E ¢.?

El principal interés en este trabajo se captura mediante el reciproco del enunciado
anterior. Se dice que ¥ es completo con respecto a C, cuando cada férmula valida en C
es derivable (es un teorema) de . Es decir que para cada férmula ¢,

si CE ¢, entonces ¥+ .

Cuando suceden ambas implicaciones se dice que X se encuentra determinado por

Las pruebas de completitud las encararemos en etapas. Inicialmente probaremos
que KL,,,m es completo con respecto a la clase M y luego incorporaremos el resto de

los axiomas de interés obteniendo que KLEE es completo con respecto a MEE,

'Mejor dicho, estamos hablando de resultados sobre los sistemas de légica (modal), con lo cual
deberfamos referirnos a metateoremas, metademostraciones, etc.

2En este trabajo no nos ocuparemos de la prueba mas simple, que es la de soundness. Generalmente
se realiza por induccién sobre la longitud de una derivacion (la cantidad de férmulas de 2 miembros
de la sucesion finita que constituye una demostracién de ¢ en X). Esta prueba consta en demostrar
que los axiomas de 3 son validos en C y que las reglas de deduccién preservan la validez.

Que la coleccién de axiomas (K.) y (PL) son validos en M y que las reglas de deduccién (MP),
(Gen,) v (RK.,) preservan la validez se puede observar en [17, Theorem 2.8, Theorem 3.3], [6, p.
33-35, 195], y en otro contexto [18, Proposicién 2.14].

Por otro lado, que las reglas (MP) y (RE,) preservan validez en la clase .# se puede observar
en [17, Theorem 2.8, Theorem 7.3].

21
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De forma similar haremos para demostrar que CL,,, es completo con respecto a

A |y luego que CLER es completo con respecto a ..

Preliminares

Antes de comenzar con las pruebas, necesitamos algunas definiciones y conceptos
de los que no hablamos previamente. Se define que la formula ¢ es Y -consistente cuan-
do ¥ ¥ —¢ (—p no se puede deducir de (en) el sistema Y). Que el conjunto finito de
férmulas {¢1, ..., ¢;} es consistente si la conjuncién ¢; A ... A ¢; es consistente. Tam-
bién que un conjunto infinito de férmulas es consistente cuando todos los subconjuntos
finitos de éste son consistentes. Y finalmente, un conjunto de férmulas I' es mazimal
Y-consistente (X-CMC) si ' es Y-consistente y para cualquier féormula v, si ¢ ¢ T,
entonces I' U {9} es X-inconsistente (no es X-consistente). Utilizamos también estas
definiciones cuando hablemos de extensiones de ¥, por ejemplo si A fuera una de ellas,
hablaremos de A-consistente, maximal A-consistente, etc.

Los conjuntos maximales consistentes juegan un papel importante en las pruebas
de completitud para sistemas de l6gica modal. Intuitivamente estos conjuntos contienen
tantas féormulas como sea posible sin devenir inconsistentes. A continuacién veremos
algunas propiedades interesantes de ellos, que seran fundamentales. Sea Y un sistema
de logica modal, I' un »-CMC, ¢ y 9 féormulas arbitrarias:

a) O pel, o =peTl, (pero no ambas);

b) o AN el sii pel y el

c) Cuando p€l' y p > el seda Y €T,
)

d) Si X F ¢ entonces p €T

Para ver que vale a), supongamos que la proposicién no vale, por lo tanto hay
alguna ¢ para la cual ¢ ¢ T''y = ¢ I'. Por consiguiente tanto I U {¢} como I" U
{—p} son ¥-inconsistentes (pues I' es un X-CMC). Entonces sucede que hay un par de
conjuntos A C T'y B C T' (ambos finitos), para los cuales AU {¢} y B U {—¢}, son
Y-inconsistentes. Luego AUBU{p} y AUBU{—p} son X-inconsistentes. Supongamos
que AUB = {¢1, ..., ¢}, entonces se tiene la siguiente derivacion en X, (para lo que
sigue, recuérdese que en X se encuentra embebido el cilculo proposicional):

k(o1 A A G A )

Y= A A G A —)

SE gy VoV ogk Vo

Y=gy V..V g Ve

SE(pr Ao A ) =

SE(p1 AL A Gk) —

SE(1 A A k) = (o A o)

SE (o1 Ao AN dr) = (@ A ) = = (d1 AN dr)
S AN ¢r)

© 00 N O Ot = W=
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Pero entonces no sucede que ¥ ¥ = (¢ A...A ¢), por consiguiente no se da que
®1 N...N\ ¢ sea X-consistente, es decir {¢1, ..., ¢} es X-inconsistente, pero entonces
dado que {¢1, ...,¢x} C I', T es E-inconsistente, lo cual es una contradicciéon. Por
lo tanto debe valer a). No ha sido la intencién producir una derivaciéon completa, se
ha resumido buena parte de la misma para no extendernos demasiado y el lector debe
saber el esfuerzo que requiere este tipo de tarea, véase [18]. Sin embargo los sistemas de

16gica modal tienen el poderoso axioma (PL), que facilita mucho las derivaciones®.

Veamos que se cumple b), supongamos que I' es un 3-CMC:

(=) Por el absurdo, supongamos que ¢ A ¢ € I' y también ¢ ¢ I'. De a)
sabemos que = € T', con lo cual {¢ A ¥,-p} C I'. Pero mediante (PL) se tiene
que X F = ((@ A Y) A =), luego no se da que ¥ ¥ —((p A ¥) A —). Entonces
{© N ¥, —¢} es Y-inconsistente con lo cual I' deviene inconsistente, arribando asi a
una contradiccién. Por lo tanto si ¢ A ¢ € I', entonces p € I' y ¢ € I

(<) Razonando nuevamente por el absurdo, supongamos que ¢ € I', ¢ € I y ade-
mas p A ¢ ¢ T'. Entonces T' U {¢ A 9} es Y-inconsistente, existe algtin conjunto finito
A C T para el que se cumple ¥ = = (A A ¢ A 9). Tenemos asi que el conjunto finito
AU {p, ¢} C I es X-inconsistente, tornando a I' inconsistente también y obteniendo
una contradiccion. Por lo tanto ¢ A ¢ € I, y debe valer b).

Para ver que vale ¢) supongamos I" es un X-CMC, p € 'y ¢ — ¢ € I', y por el
absurdo que ¥ ¢ I'. Entonces {¢, ¢ — 1,1} C I'. Pero mediante (PL) se tiene que
YE=a(p A (e = ) A=), conlocual {¢, o — 1, —1)} es S-inconsistente tornando
a I' inconsistente también, lo cual es una contradiccion, por lo tanto debe valer ¢).

Finalmente veamos que vale el enunciado d). Para ello supongamos que I' es un
Y-CMC y ¥ F ¢. Por lo tanto = es Y-inconsistente, luego = ¢ I', en consecuencia,
de a) tenemos que ¢ € I'.

Por tltimo veamos un mecanismo* que asegura, a partir de un conjunto de fér-
mulas A Y-consistente, la obtencién de un conjunto maximal ¥-consistente AM:
Sea g, 1, P2, - - -, Pn, - - . Una enumeracion de todas las formulas del lenguaje. Se define
la secuencia de conjuntos de formulas Ag C A; C Ay C ... C A, C ... por induccion
sobre n:

Para el caso base, Ag = A, y habiendo definido A,, el predecesor inmediato de A, 41,

Apiq = {An si A, U{p,} es inconsistente;
A, U{pn} en el otro caso.
Ahora se define:
AM = U A,
n=0

3Detallaremos algunos pasos llevados acabo. En 3 y 4 se aplicé De Morgan sobre 1 y 2. En 5y 6
se aplicé De Morgan, mediante (PL) se instanciaron las tautologias a < ——a , (@ V —=f) —
(¢ = ) y se aplicé (MP), todo esto considerando 3 y 4. Para 7 se instancié la tautologia
((a = B) A (@ = §)) = (e = (B A J))y se aplicé (MP) en consideracién con 5 y 6. Para 8 se
instancié la tautologia (&« — 1) — —a. Para finalizar se aplicé (MP) entre 7 y 8.

4En la literatura a veces aparece como parte de la prueba del Lema de Lindenbaum.
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De la siguiente manera probamos que AM es Y-consistente. Supongamos que no
lo fuera, entonces por definicién, hay un conjunto A C AM que es Y-inconsistente.
Ahora A C A, para algun n, tornando A, Y-inconsistente. Pero A,, es Y-consistente
por construccién, de esta contradiccién podemos asegurar que AM es Y-consistente.

Veamos ademas que AM es maximal (3-consistente). Nuevamente supongamos
que no lo fuera. Entonces por definicion hay una férmula ¢ para la cual ¢ ¢ AM
y AM U {p} es Y-consistente. Supongamos que esta ¢ es alguna de las férmulas de
la enumeracién anterior, digamos ¢;. Entonces dado que ¢, ¢ AM Ay U {p;} tuvo
que ser Y-inconsistente. Pero entonces también AM U {y} es Y-inconsistente (pues
A, € AM), contradiciendo nuestra suposicién, por lo tanto AM debe ser maximal
(X-consistente).

Para consultar y profundizar en los conceptos expuestos en esta seccion, sobre
consistencia, conjuntos maximales consistentes, etc., se puede consultar practicamente
cualquier libro sobre 16gica modal, nosotros nos basamos en [17], [6], [11].

El método del modelo candnico

Luego de exponer sobre conjuntos maximales consistentes, estamos en condiciones
de empezar a desarrollar las pruebas de completitud. Recordemos entonces que debemos
probar: para cada férmula o,

Si CFE p, entonces X F ¢ siendo C una clase particular de modelos y > un
sistema de logica modal.

Razonando mediante el contrareciproco tenemos que

St X ¥ ¢ entonces C ¥ ¢,
lo que equivale a,

Si X ¥ ¢ entonces existe un modelo M (en la clase C) en el cual M ¥ @,
y esto es equivalente a,

Si ¥ ¥ ¢ entonces  existe un modelo M (en la clase C) y un estado w en M tales
que M, w ¥ ¢,

nuevamente, esto equivale a,
Si X ¥ ¢ entonces  existe un modelo M (en la clase C) y un estado w en M tales
que M, w E —~p (x),

finalmente, dado que ¢ es cualquier férmula, una férmula con forma arbitraria, reem-

placemos de forma uniforme ¢ por —¢ en el enunciado (x), para obtener finalmente

que’:

5Si éste tltimo paso resuena un tanto arbitrario, se puede argumentar de forma similar a la argu-
mentacién en [11], de la siguiente manera: Supéngase que el enunciado (x) vale y que 3 ¥ ¢ pero
C E ¢. Entonces también ¥ ¥ ——¢ (de lo contrario, mediante (PL) instanciando « — ——a y
aplicando (MP) se obtendria X F ¢), luego por definicién de consistencia, =y es M-consistente.
Luego de (*) se tiene que ¢ es satisfactible en algtin 9t (contenido en C) contradiciendo la validez
de ¢ en la clase C.
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Si X ¥ —p entonces existe un modelo M (en la clase C) y un estado w en M tales
que M, w F .

Por lo tanto lo que se esta diciendo es que probar la completitud es equivalente
a demostrar que cualquier férmula consistente es satisfactible. Para ello introducimos
los modelos candnicos para sistemas de logica modal. Estos modelos tienen la siguiente
forma,

We es el conjunto de estados {I": I es un X-CMC},
V¢  esla valuacion definida por, V¢(p;) = {w € W¢: p; € w} parai=0,1,2,...

Tenemos entonces que en un modelo candnico para el sistema ¥, cada estado es
un X-CMC (y cada uno de estos conjuntos es un estado). Ademds para cada uno de
ellos tendremos que, (para cada i € N)

we Ve(p) sii p; €w.

O sea que en los modelos candnicos, la satisfacciéon para un simbolo proposicional
en el estado w se equipara con la pertenencia del simbolo al estado. Luego esta propie-
dad se ampliard para cualquier férmula del lenguaje, con lo cual en 2M¢ las férmulas
satisfactibles en un estado solo son aquellas que pertenecen al mismo, es decir que para
cada w € W¢,

M wE @ sit g €w.

Esta equivalencia recibe variados nombres en la literatura, aqui le llamaremos
lema de verdad. Notese que ésta alcanza para probar la existencia del modelo que sa-
tisface cualquier férmula consistente pues, si ¢ es Y-consistente entonces ¢ se encuentra
en algin »-CMC w, luego por el lema de verdad ¢ es satisfactible en 91¢ el cual se
encontrara en la clase C.

Empecemos realizando la prueba para el lema de verdad cuando las férmulas
son no-modales®. La prueba se obtiene por induccién sobre sobre la cantidad n de
conectivas que aparece en la formula ¢:

Paso base: ¢ no tiene conectivas (n = 0):

¢ tiene que ser de la forma p;, para p; € P (el conjunto de proposiciones atomicas).
De la definicién de satisfaccion (en pagina 8), M w E p; sit w € V¢(p;). Ahora, de la
definicién de V¢(p;) esto se cumple si y solo si p; € w.

Paso de induccién: Suponiendo que n > 0, que ¢ tiene n conectivas y que toda

férmula con menos de n conectivas satisface el lema de verdad. Debido a la estructura
de las féormulas, consideramos los siguientes casos:

SEsta porcién de la prueba serd la misma tanto para el sistema KL,orm como para CLu,on. La
factorizamos y la exponemos antes de introducir las pruebas especificas para cada sistema, asi
evitamos la redundancia.
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Caso 1) ¢ tiene la forma —:

M, w bk -1 sii (de la definicion de satisfaccion, p. 8),
M, wk 1y sii (por hipdtesis inductiva),

V¢ w sii (por propiedad de los ¥-CMC a)),
1) € w.

Caso 2) ¢ tiene la forma ¢ A -

M wEG A Y sii (de la definicién de satisfaccién, p. 8),
M wkE ¢ y (M w)EY sii (por hipétesis inductiva),

PEW Vv Y EW sii (por propiedad de los ¥-CMC b)),

o NYEw.

Por la consideracién como hipétesis de que toda férmula con menos de n conecti-
vas satisface el lema de verdad, se prob6 que toda féormula no-modal con n conectivas
satisface el lema de verdad. Por el principio de induccién matematica, toda férmula
no-modal satisface el lema de verdad.

Veamos a continuacion que sucede con las formulas modales.

El modelo canénico para KL,,,m

En esta seccién veamos que sucede con las férmulas modales en L, . v los
modelos canénicos para KL, ,.,. El modelo canénico tiene la siguiente forma,

me = (We,Gy, B;, 0,00 Id, I;, IF, V)
donde,
We  es el conjunto de estados {I": T es un KL, prm-CMC},

V¢ es la valuacién canodnica que definimos anteriormente.

G = {(w, v) 1w~ Gl C U} donde w= % = { : Goal; p € w},
B; = {(w,v) cwm Bl C U} donde w™ B = {p : Bel; p € w},
O:{(w,v):w_ogv} donde w=° ={p: 0 p € w},
gv} donde w9 = {@:Oigpew},
]Zli:{(w,v):wflgv} donde w*I:{gozligoew},

I = {(w,v) rwT It C U} donde w™ ™ = {p : Int; p € W},

I = {(w,v) I C U} donde w= " = {gp ‘IntF o € w}.
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Entonces en los modelos canénicos para KL,,.,, tenemos relaciones binarias
entre elementos (KL, m,-CMC) del dominio. Nétese que, por ejemplo para la re-
lacién Gy, la definicién dice que para todo estado w y U, wGu sii wm Gl C oy
sit {p: Goal; p € w} Cwv sii (Vo) (si Goal; ¢ € w entonces ¢ € v). De igual manera

se interpretan el resto de las relaciones.

Ahora veamos que en un modelo canénico para KL,,.» se cumple el lema de
verdad, es decir que los estados de su dominio satisfacen tinicamente las formulas que
éstos contienen.

La prueba nuevamente es por induccién sobre el nimero n de conectivas’ que
aparecen en la férmula ¢ € L,,.,. Los casos para las formulas no-modales (incluyendo
el paso base de la prueba) fueron probados en la seccién anterior, para las férmulas
modales, tenemos que ver que el resultado se cumple cuando ¢ tiene la forma Goal; ¢,
Bel; o, O ¢, O" ¢, I' p, Int; ¢, v ImtiC . Como hipdtesis inductiva asumimos que el
resultado se cumple para férmulas con un niimero de conectivas menor a n. Tenemos
los siguientes casos en el paso de induccién:

Caso 1K) ¢ tiene la forma Goal;

(<) Supongamos que ¢ € w, es decir Goal; ¢ € w, entonces ¢ € w™ —Goal "lyego por
definicién de G;, wGyv y € w*Goal C v, luego por la hipétesis inductiva, Dﬁc v .

Entonces cualquiera sea v, con wG,v, se tiene MM v F 9, es decir M, w F Goal; ¢ (por
la definicion de satisfaccion para las férmulas modales en modelos de Kripke, p. 8).

(=) Asumamos que M, w F Goal; 1 (x*). Y ahora veamos que w~ % U{-1} es
K L,,orm-inconsistente. Supongamos que no lo fuera, es decir, supongamos w~ “°2lU{ -}
KL, ,-m-consistente, entonces sabemos que podemos construir un KZ,,,.,,-CMC v tal
que w~ 9ol C =Gl y L)} C v, entonces wGv. Como —) € v, y por la hipotesis
inductiva, tenemos que 9M° v F —). Y dado que wé’iv, tenemos M w F — Goal; 1.
Esto contradice nuestra suposicién (x*), con lo cual w™ % U {9} debe ser KL,,ppm-

inconsistente.

Podemos continuar diciendo que algiin subconjunto finito de w=%3 U {=¢}, di-
gamos {1, ..., o, 1} es KL, omm-inconsistente. Por consiguiente se tiene la siguiente
derivacion® en KL, orm.

F=(or Ao A ¢ A ), mediante razonamiento proposicional,
F (=g V...V =) V 1, nuevamente razonamiento proposicional,
F (o1 Ao A dr) — 1, aplicando (RKgoar),

F (Goal; o1 A...A Goal; ¢) — Goal; 9

De la propiedad d) de los KL,,,;mm-CMC tenemos,
(Goal; o1 A...A Goal; ¢p) — Goal;p € w. @

Ahora dado que {¢1, ..., ¢} C w9 se tiene {Goal; ¢y, ..., Goal; ¢} C w,

“Consideraremos a los operadores modales como conectivas.

8No damos la derivacién completa, hemos salteado algunos pasos especialmente aquellos que involu-
cran razonamiento proposicional evidente, mediante aplicaciones de (PL) y (MP).
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entonces de la propiedad b) de los K£,,p,-CMC,
(Goal; 1 A...A Goal; ¢) € w. @

Finalmente de la propiedad c¢) de los KL,,,m-CMC, considerando @ y @,
Goal; v € w.

Caso 2K) ¢ tiene la forma Bel, 1, o la forma O ¢, 0 0", 0 I'1), o Int; ¢ o Intéc W

Obsérvese que en el desarrollo del caso anterior, para las férmulas de forma Goal; v
solo involucr6 la utilizacion de los esquemas de axiomas (PL), y las reglas de deduccién
(MP) y (RKgoa)- Para el caso actual podriamos repetir el mismo desarrollo que para el
caso anterior pero utilizando coherentemente aplicaciones de la regla (RKpg,;) (ademaés
de (MP) y (PL)) cuando tratemos férmulas de la forma Bel; 1. Aplicaciones de la regla
(RKp) cuando tratemos formulas de la forma O, y asi para el resto de las formas
O, T4, Int; 4, IntF 1), mediante las reglas (RKo/), (RK1), (RK ), (RK ). Esto
es posible debido a que la coleccion de reglas (RK,) comparten la misma forma, las
definiciones de las relaciones binarias canénicas son idénticas entre si (aunque cada
una interpreta un operador distinto) y, la definiciéon de satisfaccién en los modelos de
Kripke para cada operador modal en L., son idénticas entre si (aunque nuevamente
cada una interpreta un operador distinto). Finalmente obtendriamos que cuando ¢
tenga la forma Bel; ¢, se dard M, w F Bel; ¢ sit Bel; ¢ € w; cuando tenga la forma
O, tendremos M, w FE Oy sit O € w; y asi para el resto de las formas que puede
tomar .

De esta manera completamos la prueba por induccion del lema de verdad, en-
tonces podemos asegurar que para toda féormula ¢ € L., cualquiera sea w en 9,
tenemos M w F ¢ sit ¢ € w. Notese ademas que IM¢ se encuentra en la clase M,
con lo cual si M E ¢, entonces KL,orm b @, es decir que KL, es completo con
respecto a la clase M.

Concluyamos la seccién haciendo un comentario sobre determinacién (en el sen-
tido expuesto en pagina 21). Recuérdese que se puede probar soundness para KL, om
como dijimos en un comentario al pie en pagina 21. Considerando ademas el resultado
que acabamos de obtener mediante el modelo candénico en M, se puede observar que
KL, ,-m se encuentra determinado por M.

LR LR
KL~  es completo con respecto a M

Para motivar esta secciéon veamos un resultado aparente pero que sera conveniente

presentarlo de forma explicita, sea MG , el modelo candnico para KL (es decir el

modelo con la misma estructura que el canénico para KL, pero donde su dominio
son conjuntos maximales KLEE _consistentes), tenemos que:

norm
c . LR

MipF e sic KCO8 F .

Veamos una prueba de que esto se sostiene:

(<) Supongamos KL 1 o por la propiedad d) de los conjuntos maximales

KLER  _consistentes,  se encuentra en cada KLEE - CMC. Ahora tomemos un estado
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v de MG 5, tenemos entonces que ¢ se encuentra en v. Luego por el lema de verdad
(M6 p,w E o sii ¢ € w para cualquier w)? tenemos que MY 5, v E . Siendo v un

estado arbitrario, tenemos que MG, F ¢, 0 sea ¢ es valida en el modelo canénico para
KCLE

norm:*

(=) Por el contrareciproco supongamos que KLEE ¥ » de la def. de con-
sistencia, {—¢} es KLER _consistente, entonces existe un conjunto maximal KLE
consistente (llamémosle w) que contiene a ~¢. w es un estado de MG 5, y de la propiedad

a) de los KLLE _CMC, ¢ ¢ w. Finalmente, del lema de verdad, 9, w ¥ ¢, con lo

norm
C
cual ¢ no es valida en MG

Notemos entonces que los sistemas de légica modal (que hemos tratado) se en-
cuentran determinados por su modelo canénico (o mejor dicho por la clase unitaria que
contiene a su modelo candnico). Este resultado nos permite razonar lo siguiente: Si el
modelo candénico para un sistema 3 se encuentra contenido en una clase de modelos C
entonces existe un modelo (en la clase C) que satisface cualquier férmula -consistente,
es decir que X es completo con respecto a C (recuérdese lo expuesto en pagina 24). El
problema entonces se basa en probar que determinado modelo canénico se encuentra
en determinada clase de modelos. En nuestro caso veremos que 9% se encuentra en

la clase ML con lo cual entonces KLELE —serd completo con respecto a ML,

La incorporacién de las colecciones de axiomas (D), (4p¢) v (5 Bel) a Kﬁmrm

modlﬁcara la estructura del modelo canonlco I tornando las relaciones Bl, GZ, O Oz

1 dl, I y [i’C seriales, y ademas las B, transitivas y euclidianas, asi serdn las relaciones
(6]

de MG

Veamos que las relaciones B; son transitivas. Tenemos que probar que si wB;v y
vB;p entonces wB;p. Supongamos entonces que se da el antecedente y tomemos una
férmula arbitraria ¢ para probar que si Bel;o € w entonces ¢ € p'° . Dado que
KLER incluye la coleccién (4p,), de la propiedad d) de los KLEE _CMC sabemos
que (cualquiera instancia de los axiomas) (4p.;) pertenece a cualquier estado de MG g,
por lo tanto Bel; ¢ — Bel; Bel; ¢ € w. De nuestra suposicién y mediante la propiedad

c) (de los KLEE _CMC) obtenemos Bel; Bel; ¢ € w. Entonces Bel; ¢ € w™ B C v,
o sea Bel; ¢ € v. Nuevamente ahora, ¢ € v~ B C p, es decir, ¢ € p. Entonces de
@ € w™ B obtuvimos ¢ € p y de la definicién de inclusién de conjuntos sabemos

entonces que w™ B¢ C p, o sea wBZp, como se queria.

Ahora veamos que las relaciones B; son euclidianas. Para ello supondremos que
wB;v y wE’Z-p y llegaremos a que UBZ',O. Ahora, para probar que Uéip, SUpPONgaMOos
ademéas que Bel; ¢ € vy veamos que ¢ € p. Por el absurdo, supongamos entonces que
¢ ¢ p. Dado que wB;p, es decir w™ B! C p, tenemos que ¢ ¢ w5 0 sea que Bel; ¢ ¢ w.
De la propiedad a) de los de los KLLE _CMC, = Bel; ¢ € w. Ahora, como hicimos
anteriormente, sabemos que (cualquier instancia de los axiomas) (5p¢) esta en todos
los estados del modelo candnico, en particular = Bel; ¢ — Bel; = Bel; ¢ € w, entonces

mediante la propiedad c) (de los KLLE _CMC) se tiene que Bel; = Bel; ¢ € w, y como

norm

9Esto se prueba de exactamente la misma manera que para el modelo canénico de KL, orm, pues
no olvidemos que KL, orm C KLER —KLLE  cuenta con el aparato deductivo de KL, orm, (sus

norm? norm

axiomas, reglas de deduccién, etc).

Bel

0Es decir si ¢ € w™ entonces ¢ € p, o sea w2 C p, o sea wéip.
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wéiv, se tiene que — Bel; ¢ € v. Pero entonces tanto = Bel; ¢ € v como Bel; ¢ € v,
lo que contradice la propiedad a) en v. Por lo tanto ¢ € p y entonces vB;p como se
queria.

Finalmente veamos que las relaciones B;, Gy, O, éi, IZZZ', Iy ff’ son seriales.
Realicemos la prueba para alguna de ellas, por ejemplo O. Por el absurdo supongamos
que O 1o es serial, entonces para algin w no puede suceder que wOw. Luego para
todo v tenemos que (w,v) ¢ O. Ahora para todo v si wOv entonces 1, con lo cual si
wOu entonces MG p,v E L, por consiguiente MG p,w F O L. Pero sabemos que (de la
propiedad d) de los KLEE _CMC) —O L se encuentra en todos los estados de 90 p,

(por ejemplo w). Del lema de verdad tenemos que Mz, w F = O L y llegamos a una
contradiccién, por lo tanto las relaciones O son seriales. (De igual manera se puede

probar la serialidad del resto de las relaciones éi, CVT‘Z-, éi, 1 Zli, I y ff)

Hemos visto entonces que la estructura del modelo 9, es la estructura que
tienen los modelos de la clase MEE, por lo tanto 90, se encuentra en M y asi,

como anticipamos al inicio de la seccién, KLEE —es completo con respecto a MEE,

Esta seccién también la finalizamos con un comentario, como el de la seccion

anterior, sobre determinacién. Soundness en KL —implicarfa demostrar que las co-

lecciones de axiomas (D), (4g¢) ¥ (5per) son validas en MEE. Esto ya lo hemos hecho
cuando analizamos las caracteristicas de los modelos para Lo, (p. 11). Con lo cual

en este punto se puede observar que KL se encuentra determinado por ME,

El modelo canénico para CL,,,,

Ahora veamos que sucede con las formulas modales en L, v los modelos cano-
nicos para CL,,,. El modelo candnico tiene la siguiente forma,

e = (e, NA, NP, N2, Ve)

donde,
We es el conjunto de estados {I": I" es un CL,,,,,-CMC},
V¢ es la valuacion canodnica que definimos anteriormente.
N (w) = {lpl : Able;p € w},
NP(w) = {|¢| : Does; ¢ € w},
Nﬁc(w) = {|g0| : Does? ¢ € w},

siendo || ={' e W°: p € I'}.

Los componentes distintos a los modelos canénicos para KL, los mapeos para
interpretar los operadores no-normales, indican que para cada w en M°¢, Able; p €
w sii |p| € N (w) (de igual manera se interpretan los mapeos para el resto de los
operadores).

Necesitamos ver, como hicimos anteriormente, que el lema de verdad también
se satisface cuando trabajamos con modelos candnicos de la clase .#, probemos por
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induccién sobre el niimero n de conectivas que aparecen en la férmula ¢ € £, que para
todo w, M w E ¢ sii p € w. Nuevamente aclaremos que los casos para las formulas no-
modales (incluyendo el paso base para la induccién) los hemos visto previamente, para
las férmulas modales de L,,,, nos queda ver que el lema de verdad se cumple cuando ¢
tiene la forma Able; ¥, Does; ¥ y Doesi-C 1. Para la hipdtesis inductiva asumimos que el
resultado se cumple para férmulas con un niimero de conectivas menos a n. Tenemos
los siguientes casos en el paso de induccién:

Caso 1C) ¢ tiene la forma Able; ¢:

M, w E Able; ¢ sii (de la definicién de satisfaccién en p. 9),
[9]|™ € NA(w) sii (de la definicion de [|o||™),

{fveWe: M vk} e NAw) sii (por la hipétesis inductiva),
{fveWe:hevt e NAw) sii (por la definicion de [¢]),

| € NA(w) sii (por definicién de NA(w))

Able; ¢ € w.

Caso 2C) ¢ tiene la forma Does; 1) o la forma Doesﬁ-C (R

De forma andloga al Caso 1C), partiendo de 9t¢,w E Does; 1 (M€, w E Doest 1)),
utilizando la definiciéon de satisfaccion en modelos minimos, luego aplicando la defi-
nicién de [|¢|™, después la hipétesis inductiva, la definicién de || y finalmente la
definicién de NP(w) (NJ(w)), se obtiene Does; ¢ € w (Does} ¢ € w).

Esto completa la prueba por induccién sobre el lema de verdad.

Notar entonces que CL,,,, es completo con respecto a .#Z pues el modelo candénico
utilizado se encuentra en ésta clase. Ademas finalicemos haciendo el comentario sobre
determinacion. Soundness se puede probar como comentamos en la nota al pie en
pagina 21, con el resultado obtenido en esta seccién se puede observar que CL,,, se
encuentra determinado por la clase ./ .

LR LR
CL,.. es completo con respecto a .#

Mediante una argumentacion analoga a la que motivo la prueba de completitud en
el caso del sistema KL alcanza para encarar la prueba de que CLER es completo
LR

con respecto a . demostrar que el modelo canénico para CLEE
la clase .Z/ "R

Comencemos viendo que dado el modelo canénico ¢ en la clase .#, si incor-
poramos la coleccién de axiomas (Cpees) & CLyon (obteniendo el sistema CL. ), en
M tenemos que, para todo w, X e Y en MC, si X € NP(w) e Y € NP(w), entonces
X NY e NPw). Suponiendo que X, Y € NP(w), tenemos que X = |p| e Y = || para

las férmulas Does; o, Does; 1) € w. Ahora, dado que CL. ~+ (Does; o A Does; 1)) —

non

se encuentra en

1

"Notar que el dominio de este modelo es ahora el conjunto de conjuntos maximales CL},,-

consistentes.
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Does; (¢ A v), tenemos que CL. I+ Does; (¢ A ¥)™? y luego que Does; (p A V) €
w!®. De la definicién de NP(w) se tiene que | A | € NP(w). Seguido tenemos que
X NY € NP(w)™. Por lo tanto en M los mapeos NP se encuentran cerrados bajo

intersecciones como se esperaba.

Veamos ahora que al incorporar la coleccion (T pees) a CLyon (obteniendo el
sistema CL2,,), provocamos en M? que si X € NP(w), entonces w € NP(w) (cual-
quiera sean w e i). Supongamos entonces el antecedente, tenemos que X = |p| para
alguna férmula Does; ¢ € w. CL2  cuenta con la coleccion (Tpees), por lo tanto
CL2, F Does; o — . Luego tenemos que Does; ¢ — ¢ € w'S y luego que ¢ € w',
0 sea que w € |p| = X y como queriamos w € NP(w)'®. Por lo tanto en M° se cumple

que si X € NP(w), entonces w € NP(w) (cualquiera sean w e i).

Ahora veamos que incorporando la coleccion (BR) a CL,,, (obteniendo el sis-
tema CL3, ), se ratificard que en 99, para todo w, NP(w) C NAw). Supongamos
entonces X € NiD(w), con lo cual para alguna férmula Does; ¢ € w tenemos X = |y|.
Dado que CL3_ posee la coleccién (BR), se tiene CL3, + BR con lo cual (BR) € w®.
Luego Able; o € w?', 0 sea que |p| = X € NAw)?. Con lo cual hemos visto que si
X € NP(w) entonces X € NA(w) (para cualquier w), como se querfa entonces, en 9N

se cumple que para todo w, NP(w) C NAw).

Finalmente demostremos que la incorporacién de la coleccion (NN pyes) a CLyon
(obteniendo el sistema CL} ), implicara la obtencién de un modelo canénico D¢
donde se tiene que, cualquiera sea w, W° ¢ NiD(w). Dado que CL} . + —Does; T,
sabemos que para algin w, —Does; T € w?!. Luego entonces, Does; T ¢ w?, por
consiguiente se tiene que | T| & NP(w)?, o sea que W¢ ¢ NP(w)?" como se esperaba.
Por lo tanto en M¢ se cumple que, cualquiera sea w, W & NP(w).

12 Aplicando la propiedad b) de los CLL,,,-CMCs y luego (MP).
13Por la propiedad d) de los CLL  -CMCs.

non
4De la propiedad | A Y| = |¢| N || Esta y otras propiedades sobre estos conjuntos se pueden
observar en [17, Theorem 2.22].

5 Nuevamente notar que el dominio de este modelo es ahora el conjunto de conjuntos maximales

2 .
CL: ,,-consistentes.

6De la propiedad d) de los CL2, -CMCs.

17Por la propiedad c) de los CL2,, -CMCs.

8De la definicién de NP(w)

Y Nuevamente aclaremos que el dominio de este modelo es ahora, el conjunto de conjuntos maximales

CL3 , -consistentes.

20De la propiedad d) de los CL3 ,,-CMCs.

2IMediante la propiedad c) de los CL2,,-CMCs.

22Por la definicién de NA(w).

23Nuevamente considerar el dominio de este modelo modificado como en los casos anteriores.
%4De la propiedad d) de los CL2,, -CMCs.

%De la propiedad a) de los CL2  -CMCs.
26Por la definicién de |T]|.

2TPues | T| = {T': T es un ©-CMC}. Otra de las propiedades que se pueden observar en [17, Theorem
2.22].
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De los parrafos precedentes observamos que la incorporacion de las colecciones de
axiomas (CDoes)) (CDoes’>287 (TDoes)a (TDoes’)7 (NNDoes)7 (NNDoeS’) y (BR) a C‘Cnon
(obteniendo el sistema que dimos en llamar CLL2) produjo que el modelo canénico
obtenido cumpla con, (para cualquier w, i, k):

o Los mapeos NP se encuentran cerrados bajo intersecciones,

o Los mapeos Nﬁc se encuentran cerrados bajo intersecciones,
o si X € NP(w), entonces w € NP(w),

osiXe€ Nﬁ(w), entonces w € Nﬁc(w),

o We¢ NiD(W)7

o We¢ Nz‘],:;c(w)a

o NPw) C NAw).

Es decir, se obtuvo un modelo canénico en la clase .# ", con lo cual queda demostrado

que CLEE es completo con respecto a 4L,

Hemos visto entonces que la incorporacion de las colecciones de axiomas de interés
permitiendo obtener el sistema CLLE = a provocado que el modelo canénico obtenido
se encuentre en la clase .Z . Para completar un resultado sobre determinacién falta
aclarar que Soundness para CLLE implicarfa demostrar que las colecciones (Cpoes),
(CDoes’)a (TDoes)7 (TDoes’)v (NNDoes)7 (NNDoes’) y (BR) son validas en '%LR' Esto ya
lo hemos hecho cuando estudiamos las caracteristicas de los modelos para Lo, (p. 14),

por consiguiente en este punto podemos observar que Cﬁﬁﬁ se encuentra determinado
por A4 1.

28Las pruebas que se han hecho sobre la incorporacién de las colecciones de axiomas (Cpoes), (Tpoes)
vy (NNpoes), pueden utilizarse précticamente sin modificaciones para incorporar las colecciones
(Cpoes’)s (Tpoes'), (NN poes') (respectivamente) y obtener resultados andlogos para estas tltimas.



Extractos sobre decibilidad

En este capitulo esquematizaremos de forma relativamente abstracta como puede
demostrarse la decibilidad de algunos problemas clasicos para los sistemas que he-
mos ido analizando en el transcurso del trabajo. No nos atendremos a ningin modelo
computacional en particular porque resulta innecesario para el nivel de detalle con el
cual abordaremos la exposicién ademas de que solo hablaremos de resultados positivos
(para los cuales es mas sencillo convencernos de la existencia de métodos efectivos que
los capturen), entonces hablaremos simplemente de método efectivo (mecanico) o lo
que se puede entender informalmente como algoritmo.

Comenzaremos introduciendo los problemas de satisfactibilidad y validez en los
sistemas que hemos visto. Sea ¢ € Lo ¥y M una clase de modelos para L,omm (va
sea M o MEE) el problema de M-satisfactibilidad es determinar si la férmula ¢ es
satisfactible o no en algtin modelo de la clase M. Y el problema de M-validez es deter-
minar si la férmula ¢ es satisfactible en todos los modelos de la clase M [6, Def. 6.1]".
Notemos ademés que si existe un método efectivo (m.e.) para resolver el problema de
M-satisfactibilidad entonces existe uno para resolver el problema de M-validez (y vice
versa) pues, dado que —p no es satisfactible en M si y solo si M F ¢, dado un m.e.
para resolver M-satisfactibilidad, podemos utilizarlo para testear la validez de ¢ usando
= como input. De forma similar podemos utilizar un m.e. para resolver M-validez, si
quisiésemos testear M-satisfactibilidad.

Si pensamos en el aspecto sintactico de los formalismos que hemos analizado,
hablaremos de otros problemas que inicialmente pareceran distanciados de los anterio-
res, pero esto no es asi debido a la relacién que se ha establecido entre la perspectiva
semantica y la sintactica. Si 3 es una légica modal y ¢ una férmula en su lenguaje, el
problema de Y:-consistencia es determinar si ¢ es o no Y-consistente y el problema de
determinar si ¢ es deducible en 3 se denomina el problema de X-derivabilidad [6, Def.
6.3]. Ahora notemos que si ¥ es una légica modal y M es una clase de modelos que
la determina (en el sentido dado en pégina 21, es decir cuando X es sound y completo
con respecto a M), entonces el problema de Y -consistencia es equivalente al problema
de M-satisfactibilidad, y el problema de »-derivabilidad es equivalente al problema de
M-validez.

!De igual manera podemos definir estos problemas para las férmulas de £,,,, y las clases de modelos
correspondientes.

34
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Decibilidad para KL,,orm y KLEE

norm

Nos ocupamos ahora con la porciéon normal de la logica en estudio. KL,y
(KLEE ) serd decidible, si los problemas de M-satisfactibilidad (M*-satisfactibilidad)
y M-validez (M*f-validez) son decidibles?. Un primer paso que puede ayudar a probar
la decibilidad en estos sistemas es determinar si poseen la propiedad de modelo fini-
to (fm.p.?), dado que esta propiedad habilita una aceptable estrategia de prueba. La
propiedad la poseen aquellos sistemas de l6gica modal que pueden estar determinados
por una clase de modelos en la cual todos ellos sean finitos* [6, Def. 6.4], [22, Cap.
8]. Entonces si se puede probar soundness® y completeness con respecto a una clase
de estas caracteristicas aseguramos que el sistema posea la f.m.p. Recuérdese que para
la prueba de completeness, alcanza con demostrar que todo no teorema del sistema es
falso en algiin modelo (finito en este caso) para el sistema. También vimos que esto es
equivalente a demostrar que cualquier férmula consistente del lenguaje del sistema es
satisfactible en algin modelo (finito en este caso) para el sistema.

En la literatura consultada existen varias formas de prueba para determinar si
un sistema de 16gica modal cuenta con la f.m.p., entre las mas utilizadas se encuentran
los métodos de filtrados®. Aqui, aprovechando el trabajo ya realizado, utilizaremos un
método que presenta similitudes con el mencionado y es el método utilizado en [11,
Teor. 3.2.2, 3.2.4], 22, Cap. 8] y en [12, Sec. 5] como parte de la prueba de decibilidad
de algunos sistemas alli tratados. Este método se vale de la intrinseca nocién de locali-
dad en la interpretaciéon (o evaluacién) de las formulas modales mediante la definicién
de satisfaccion en los lenguajes que hemos expuesto. Y en relacion con esto, dado que
la satisfaccién de una férmula depende tnicamente de la satisfaccion de sus subfor-
mulas en los estados correspondientes del modelo, explota la posibilidad de construir
una especie de modelo canénico pequeno no constituido por subconjuntos maximales
KL, ,-m-consistentes de un lenguaje infinito (por ejemplo L,,.,) sino construidos en
base a las subfémulas de la féormula que pretendamos que éste satisfaga.

Una subférmula de una férmula ¢ es cualquier férmula que sea una parte de ¢,
incluyendo a la misma ¢. La idea se captura mediante la siguiente definicién recursiva
del conjunto de subférmulas Sub () de :”

2Algunos autores, por ejemplo [17, Sec. 2.8] [22, Cap. 8] [18, Prop. 2.24], capturan el concepto de
decibilidad considerando al sistema ¥ decidible si y solo si el conjunto de teoremas de éste es
decidible, es decir, si y solo si el problema de Y-derivabilidad es decidible.

3Del inglés finite model property.

4Es decir modelos con un ntimero finito de estados y relaciones.

5Nuevamente dejaremos esta metapropiedad sin demostracién como lo hicimos anteriormente. Pero
cabe aclarar sin embargo que si hubiésemos demostrado que si X F ¢ entonces C E ¢ para los
sistemas X y clases C que hemos expuesto, esas demostraciones alcanzarian para el caso actual
dado que, como veremos, la clase de modelos finitos Cf;;, € C. Nuevamente esta es la direccién
mds simple de la prueba de determinacién (X ¢ sit Cyip F ).

5Del inglés filtrations.

"Mediante () simbolizamos cualquier operador modal del lenguaje.
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Sub (pn) = {pn}, paran =0,1,2,...

Sub(T) ={T},

Sub(L)={L},

Sub (=p) = {~p} U Sub(p),

Sub (o A ¥) = {p A} USub(p) U Sub (1),
Sub (Og) = {Op} U Sub(p).

Decibilidad para KL,,o;m

Adaptando el mecanismo de prueba para completitud que vimos en el capitulo
anterior, se utiliza una construccion similar a la de los modelos canénicos que hemos
visto, pero esta vez el objetivo sera obtener ademas de un modelo en M, uno que sea
finito y que permita satisfacer la formula consistente y arbitraria ¢. De esta manera se
podra nuevamente demostrar que:

St @ € Lyorm €8 KLy omm-consistente, entonces ¢ es satisfactible en un modelo finito de
la clase M con a lo sumo 21! estados.(1)

Se necesita entonces del conjunto Sub®(¢) = Sub(p) U {1 € Sub(p)}, es
decir, el conjunto con todas las subférmulas de ¢ y sus negaciones. Y sea también
Con () el conjunto de subconjuntos maximales KL,,,.,-consistentes de Sub™*(¢). Los
elementos de Con () se pueden obtener mediante el mismo mecanismo que utilizamos
para extender conjuntos consistentes y obtener un CMC (en péagina 23) pero restrin-
giéndonos esta vez solo a las formulas en Sub™ (). Nétese que siendo los elementos de
Con (p) consistentes, cualquiera de ellos podria contener a 1) o a —) para cualquier
formula 1 € Sub (), pero no podria contener a ambas por ser consistente®. De esta
manera la cardinalidad de Con () es a lo sumo 2/*@) que a su vez se encuentra
acotada por 2I¥l dado que [Sub (¢)| < |¢|°.

Se arma el modelo 9, con la siguiente forma:

v

M, = (W,, G, B;, 0,0, 1di, I, IF, V),

1

idéntico al modelo canénico para KL, (en pagina 26) con la salvedad de que el
conjunto de estados W, = {I' : I' € Con (p)} vy el resto de los componentes se adaptan
a este nuevo dominio. Incluyendo estos cambios este modelo se comporta de igual
manera que el modelo canénico para KL, v, se puede demostrar de forma anéloga
a la prueba de completitud para KL,,., (en pagina 27), mediante induccién en la
estructura de la férmula ¢, que:

si w € W, entonces para toda 1 € Sub®(p) se tiene My, w E Y sit P € w.

Asi se demuestra entonces que KL,orm se encuentra determinado!® por una clase
M g, con estructuras (modelos en la clase M) finitas . Esto implica que no es posible

8Pruebas andlogas a las desarrolladas para los CMC en pagina 22 pueden demostrarse también para
los elementos de Con (). Véase por ejemplo [22, Lemma 8.1, Lemma 8.2] y [12, Lemma 5.2].

9No confundir la notacién de barras en este capitulo, con |Sub ()| nos referimos a la cardinalidad
de Sub (¢), es decir la cantidad de elementos que contiene. Con |¢| nos referimos a la longitud de
la formula ¢, es decir, la cantidad de simbolos que ocurren en ella.

0Recuérdese que suponemos por dado que si KLy orm @ entonces Mg F .
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en este sistema expresar una féormula que necesite una estructura infinita para su sa-
tisfaccion. Es mas, no es posible expresar una ¢ que necesita para su satisfaccion un
modelo con un nimero de estados mayor a 2!%l, a esta caracteristica se la conoce como
propiedad de modelo finito fuerte [6, Def. 6.6]. En algun sentido esto que ha sucedido
con KL, podria interpretarse como una debilidad del sistema, pero es justamente lo
interesante computacionalmente, es lo que nos permite utilizar la siguiente estrategia
para probar que el problema de M-satisfactibilidad es decidible.

Un m.e. para chequear si una férmula ¢ € L, es KL, om-m-consistente (o equi-
valentemente M-satisfactible) puede constar de los siguientes pasos:
Generamos cada uno de los modelos en M con a lo sumo 2/#! estados, (una tarea
computable dado que existe un niimero finito de modelos (finitos) con esta caracteristi-
ca).'! Luego testeamos si ¢ es satisfactible en algin estado de alguno de estos modelos
(nuevamente una tarea computable dado que cada uno de estos modelos es finito).'? Si
asi lo fuera entonces ¢ es M-satisfactible, pues cualquiera de estos modelos finitos se
encuentra en M. Reciprocamente, si ¢ es M-satisfactible, es decir KL, ,.,-consistente,
sabemos de (1) que ¢ debe ser satisfactible en algiin modelo finito con a lo sumo 2/¢
estados, o sea, uno de los modelos que generamos. Con lo cual entonces, este m.e. po-
dra convencernos de que el problema de M-satisfactibilidad (KL,,,-consistencia) es

decidible.

Finalizando la exposicién sobre decibilidad para KL, ,.n, recordemos también
lo que dijimos al inicio de éste capitulo: si utilizaramos el mecanismo que acabamos
de exponer preguntandonos por la KL,,.,-consistencia de la fémula —¢ podremos
responder a la pregunta de si ¢ es KL,,.,-derivable, es decir que el problema de
KL, ,rm-derivabilidad (y el de M-validez) también es decidible, y no ha sido necesario
utilizar el sistema de inferencia en la resolucién del problema.

Decibilidad para KLLE

norm

Como es de esperarse para el caso de KLEE —1a prueba de que éste sistema

norm?
cuenta con la f.m.p. se basa nuevamente en construir un modelo fméR finito andlogo al
utilizado recién para KL,,.,. Sin embargo, sera necesario equipar el dominio de este

modelo con subconjuntos maximales KLLE _consistentes, ademds de redefinir algunas

de las relaciones. El dominio W/ serd entonces el conjunto {I': T' € Conpr (¢)}, don-
de Conyg (¢) contiene los subconjuntos maximales KLE  _consistentes de Sub™(¢p).
Dado que el dominio ahora es finito, algunas propiedades de las relaciones que lo com-

ponen se pierden. Para recuperarlas, las relaciones B; pueden redefinirse de la siguiente

HDesde una perspectiva computacional, si nos posicionamos en el modelo de las maquinas de Turing,
entendamos por “generar modelos” la posibilidad de tener una maquina (de Turing) que produce
como output todas y cada una de las representaciones adecuadas para los modelos en M con 2/¢!
estados. En este paradigma, representar modelos de Kripke mediante cadenas de simbolos puede
realizarse de variadas maneras, los modelos al fin y al cabo se encuentran compuestos por objetos
matemédticos bésicos como conjuntos de elementos y relaciones (conjuntos de tuplas) entre estos
elementos.

12E] problema de decidir, dado un determinado modelo y un estado de éste, si ¢ es satisfactible,
es una instancia de los problemas denominados model-checking. Un m.e. que requiere minimas
modificaciones para resolver este problema en la instancia que nos ocupa se puede observar en [11,
Prop. 3.2.1].



38

manera13:

Br = {(w,v) T Bel = = Bel = Bel C ’U} donde 7B = {p : Bel; p € x}.

7

Ahora el modelo tiene una forma similar a 9,
LR _ LR &~ px O )i 70i T. Tk 1/¢
MLR = (WL G, By, 0,00, 1di, I, IF, V),

donde las relaciones G;, O, éi, ]Zli, I, .7{"’ , V¢ son como las hemos venido definiendo
(la propiedad de serialidad no se ve afectada por la finitud del dominio).

Habiendo hecho estas modificaciones sobre el modelo, se puede demostrar me-
diante induccién en la estructura de la férmula ¢ € £, (de forma similar a como lo
hemos hecho en el capitulo anterior) que:

Si w e W, entonces para toda o € Sub® () se tiene ML, wE o sii ) € w.
Lo que finalmente permitira probar que,

St @ € Lyorm €S Kﬁﬁgm—consistente, entonces @ es satisfactible en un modelo finito de

la clase M2 con a lo sumo 219 estados.

Nuevamente se demuestra asi que KLE  también se encuentra determinado por

una clase de modelos finitos, en este caso contenida en M. Poseyendo KLLE la
f.m.p. fuerte, los ingredientes necesarios para un m.e. que resuelva el problema de M*%-
satisfactibilidad ya estdn disponibles y es practicamente el mismo método utilizado en
el caso de KL, ,m, con la salvedad que al momento de generar los modelos con a lo
sumo 29! estados serd necesario chequear que estos modelos realmente se encuentren
en la clase M ®. Esto implicard bésicamente chequear que las propiedades de las
relaciones del modelo se cumplan, es decir, para las relaciones B;, O, O, Id, I;, IF
chequear su serialidad, y ademaés las relaciones B; deben respetar transitividad y el
ser euclidianas, estas tareas por supuesto también son computables. Dado este método
para resolver el problema de KLLE _consistencia, sabemos que podemos utilizarlo

norm

para obtener respuestas a los problemas de KLEE _derivabilidad y M™®-validez y

finalmente convencernos también de que KLEE es decidible.

Decibilidad para CL,,,, y CLLE

non

La decibilidad en estos sistemas se puede demostrar siguiendo el mismo enfo-
que que en el caso de los sistemas KL, opm/KLEE es decir, probar que poseen la
f.m.p. y luego describir un m.e. analogo al desarrollado para decidir los problemas de
M-satisfactibilidad / MLE-satisfactibilidad. Para la propiedad de modelo finito sobre
CL,.n se puede generalizar, para el caso multimodal, los resultados sobre filtraciones
de modelos minimos expuestos en [17, Sec. 9.5]. Luego extender el sistema con cada
coleccién de axiomas (hasta obtener CLLE) analizando la influencia de estas colec-
ciones en la posibilidad de construir filtraciones que permitan probar la existencia de

13Véase [11, Theorem 3.2.4] donde se da una ejemplificacién del problema y la solucién que adoptamos
aqui. También véase [17, Theorem 3.20(4)(a)], en el contexto de filtraciones, la solucién adoptada
aqui.



39

la f.m.p.!. Otra alternativa de prueba para la f.m.p. se puede observar en [5, p. 24],
donde se rescatan resultados sobre esta propiedad para un sistema muy similar a los
que nos competen, basados en resultados sobre la f.m.p. para sistemas de logica modal

clésica no iterativas'® de las cuales CL,,, y CLLE son instancias.

14Para, las colecciones Cpoes ¥ Cpoes’ Véase [17, Exercise 9.45]. Para las colecciones Tpoes ¥ T poes’
véase [17, Exercise 9.46].

15 Aquellos sistemas de 16gica modal que se pueden axiomatizar utilizando inicamente axiomas no-
iterativos. Una (férmula) axioma es no-iterativo sii para toda subférmula que ocurra en el axioma y
se encuentre precedida por un operador modal, en dicha subférmula no ocurre un operador modal.



Conclusiones y algo mas...

Dado que cualquier sistema (real) complejo, es una entidad compuesta, descompo-
ner sus requisitos descriptivos (tanto para su disenio, verificacién, como mantenimiento)
en tareas mas simples y restringidas para su razonamiento, es muchas veces, la tnica
forma de avanzar. Asi fue como adoptamos la estrategia de descomponer el formalismo
en estudio comenzando por su lenguaje para obtener dos (sub)sistemas formales ambos
compuestos por un mecanismo semantico que dé significado a las formulas de su len-
guaje interpretandolas mediante estructuras matematicas particulares pero difundidas,
con clases de modelos asociadas. Como asi también compuestos por una maquinaria
sintactica que se demostrd estar relacionada con su contraparte semantica mediante
pruebas de completitud. Esto luego derivo en la esquematizacion de pruebas de deci-
bilidad para ambos (sub)sistemas.

Estructuremos a uno de los (sub)sistemas asi, .75, = (Emm, Focer , A LR Iznon) L

y al otro S orm = (ﬁnwm, Fxeie MLE, #norm), la posibilidad de recomponer el siste-
ma original, componiendo a .7}, con S, presenta una complejidad que no se puede
sortear en su totalidad bajo las restricciones de tiempo de este trabajo, pero menciona-
remos posibilidades para su realizacion. Una de ellas es la utilizacion de algiin método
de combinacion de ldgicas [23], [24].

Entre sus diferentes facetas, el tema de combinacién de légicas es interesante por
sus inquietudes sobre modularidad y el deseo de unificar distintos tipos de informaciéon
(en el sentido amplio de la palabra). Entre los principales problemas que encara se
encuentra el problema de transferencia. De forma general podemos plantearlo como:
Sea &) y %, dos (sistemas de) légica y sea P una propiedad que estas 16gicas poseen,
por ejemplo completitud axiomatica y decibilidad. El problema de transferencia es: si
Ly %5 gozan de la propiedad P, su combinacion £ € % ;también posee P?

Es decir, si tuviéramos un método de combinacién que dado -%,0rm B Fnon = -7,
transfiriera sobre . la completitud y decibilidad que hemos demostrado poseen .%o,
Y Znon, tendriamos resuelto el problema de abarcar con resultados de completitud (y
decibilidad) a todo el formalismo que es objetivo de este trabajo.

Existen en la literatura algunos métodos que se aproximan a esta posibilidad, y
los discriminamos por el tipo de lenguaje que resulta luego de la combinacion, el cual
es directamente compatible con el lenguaje original £ (p. 4) del formalismo estudiado.

1La simbologia es autoexplicativa. En los subsistemas tenemos: El lenguaje. La maquinaria sintéctica,
la teoria de pruebas. El tipo de modelos, clase de modelos y relaciéon de satisfactibilidad.
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Por un lado existe el método de Temporalizacidn [25] y una generalizacion que también
se conoce como Temporalizacion irrestricta o Modalizacion [26]. El principal problema
para aplicar estos métodos es que la semdntica de la légica externa®? debe respetar
determinadas restricciones estructurales, las cuales .7}, (especificamente ME®) no
respeta, esto impide aplicar la argumentacion para justificar la transferencia de com-
pletitud, aunque los autores comentan que otro tipo de argumentacion (demostracién)
que permita justificar la transferencia podria aparecer (aunque nosotros no la hemos
encontrado). A pesar de esta limitacion, el método provee un mecanismo de combina-
cion para un chequeador de modelos, es decir, si tenemos un chequeador de modelos
para Sporm ¥ 0tro para .%o, tendremos también uno para Zorm © Fnon = 7 °.

Las restricciones que nuestra logica externa .7,,-n» no respeta, parecen no ser
necesarias en el método de combinacién Parametrizacion [27]*. Este es otro método que
produce como resultado de la combinacién un lenguaje como el que buscamos. Ademas
sus autores declaran que Temporalizaciéon es un caso particular de Parametrizacion,
con lo cual lo tornaria un método mas general. Su aplicacién directa escapa al alcance
de este trabajo por tratarse de un método expuesto mediante semanticas algebraicas y
teoria de categorias, requiere mayor tiempo y esfuerzo su estudio y aplicacion.

Otro método que por similares motivos ha escapado el alcance de este trabajo es
el de Importing [28], que como trabajo a futuro podria ser interesante estudiar la posi-
bilidad de aplicaciéon para obtener una combinacion con transferencia de Completitud

y Decibilidad.

Recapitulando entonces, durante el trabajo hemos demostrado que porciones del
formalismo en estudio son completas con respecto a las seménticas pretendidas (las
clases de modelos que estudiamos). Esto condujo a que podamos esquematizar pruebas
de decibilidad para estas mismas porciones del formalismo. Sin embargo la recombina-
cién de estas porciones para obtener el formalismo original en su totalidad ha quedado
como un trabajo a futuro que podria resolverse mediante la aplicacion de algin método
de combinacién como los expuestos aqui o algin otro que aparezca en el futuro.

2Una forma intuitiva de entender la dindmica de estos métodos es la de una aplicacién de un forma-
lismo externo, por ejemplo 7, or-m a otro, por ejemplo %;,p, obteniendo 7, 0rm (Fnon)-

3Si @ es la operacién de combinacién mediante Modalizacion.

4Lo que podria motivar un trabajo futuro para estudiar como se ha conseguido los resultados de
transferencia de propiedades suavizando las restricciones que exige el mecanismo de Temporaliza-
cién.
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