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Resumen

Tanto los materiales utilizados como internos en reactores nucleares de potencia como

las pastillas combustibles son materiales heterogéneos policristalinos que experimentan

cambios a nivel microscópico durante su irradiación como la nucleación de microporosidad

y su evolución dictadas por la fracción volumétrica de poros y su presión interna. Dichos

cambios determinan su comportamiento mecánico macroscópico limitando la vida del

componente o, en el caso de la pastilla, la acción que genera sobre la vaina que las

contiene comprometiendo de esta forma su integridad.

Los materiales policristalinos son agregados de granos compuestos de cristales simples

orientados aleatoriamente y/o con una orientación preferencial asociada al proceso de

deformación al que se ven sometidos. Su comportamiento constitutivo es dictado en gran

medida por la morfología, la orientación cristalina, la respuesta de cada grano individual o

cristal simple que constituye el agregado y la microporosidad. Para estimar la anisotropía

en su comportamiento plástico cuando se someten a grandes deformaciones es necesario

relacionar la respuesta macroscópica con las propiedades microscópicas. Comúnmente la

respuesta de estos materiales es idealizada como elásticamente rígida y perfectamente

plástica sin endurecimiento. El problema anterior se reduce a encontrar la superficie de

fluencia del policristal dada la superficie de fluencia del cristal simple y la estadística tanto

morfológica como de distribución de orientaciones de los granos y cavidades. Debido a su

inherente aleatoriedad microestructural, los sólidos policristalinos no muestran una única

respuesta, sino una gama de respuestas. En este trabajo se derivan cotas para la gama

de posibles respuestas. Para ello, se hace uso del método de medio lineal de comparación

propuesto por Idiart & Ponte Castañeda 2007a-b (Proc. R. Soc. Lond. 463, 907-943). El

efecto de la presión interna se introduce en las cotas a través de un cambio adecuado de

variables siguiendo el trabajo de Vincent et al. 2009 (Int. J. Solids Struct. 46, 480-506).

El método se aplica a distintos sistemas materiales a fin de explorar el efecto simultáneo

de la simetría cristalina y el nivel de presión interna en la resistencia plástica global de

sólidos policristalinos.





Abstract

Reactor internals and fuel pellets used in Nuclear Power Plants are polycrystalline

heterogeneous materials that exhibit irradiation-induced microestructural changes such

as micro—porosity nucleation and evolution dictated by the pore volumen fraction and

their internal preassure. These affects the operational life limit of structural components

and —in case of fuel pellets— can compromise the cladding integrity.

Polycrystalline materials are aggregates of randomly oriented single-crystal grains.

Their elastoplastic deformation is to a great extent dictated by the morphology, lattice

orientation, and elastoplastic response of each individual single-crystal grain composing

the aggregate, the porosity, and the internal gas pressure. Relating the macroscopic res-

ponse with the microscopic properties is necessary to estimate the deformation-induced

plastic anisotropy that develops in these materials when subjected to large deformations.

Very often the response of these materials is idealized as elastically rigid and plastically

non-hardening. Within this so-called rigid-perfectly plastic model the above problem re-

duces to finding the macroscopic yield surface of the polycrystal given the yield surface at

the single-crystal level and the statistics of the morphology and orientation distributions

of the grains and cavities. Due to their inherent microstructural randomness, cognate

polycrystalline solids do not exhibit a single response but a —hopefully narrow— range

of responses. In this work we derive bounds for the range of possible responses.

To that end, we make use of the of a comparison-medium method proposed by Idiart

& Ponte Castañeda 2007a-b (Proc. R. Soc. Lond. 463, 907-943). The effect of internal

pressure is then introduced in the bounds via a suitable change of variables following the

work of Vincent et al. 2009 (Int. J. Solids Struct. 46, 480-506). The method is applied to

various material systems in order to explore the simultaneous effect of crystallographic

symmetry and internal pressure level on the overall plastic strength of polycrystalline

solids.





Prefacio

Nucleoeléctrica Argentina S.A. (N.A.-S.A.) es la operadora de las Centrales Nucleares

de Potencia en la República Argentina. Se encuentra actualmente realizando la extensión

de vida de la Central Nuclear Embalse, realizando estudios previos en la Central Nuclear

Juan D. Péron (Atucha I) y planea la construcción de otras centrales. En este contexto,

se busca mejorar el conocimiento del comportamiento de los materiales nucleares y su

evolución microestructural con la irradiación, ya que éste posee gran impacto en aspectos

regulatorios, de integridad estructural y seguridad nuclear. Para ello es necesario desarro-

llar modelos micromecánicos que dan cuenta de dichos efectos; por ejemplo considerando

la distribución de porosidad y otros fenómenos a nivel microscópico. Estos modelos se

desarrollan en un contexto general para luego ajustarse a aplicaciones específicas inte-

grándose con otros modelos macroscópicos y fenomenológicos más simples, reduciendo

su conservativismo y extendiendo su rango de uso. Por ejemplo, para las aleaciones de

circonio los modelos micromecánicos permiten estimar parámetros macroscópicos de pro-

gramas como el MACCACO1 que se utiliza para modelar la deformación de los tubos

de presión; para los aceros y aleaciones base níquel, permiten estimar parámetros e in-

corporar complejas leyes constitutivas a nivel cristal simple para la predicción de su

comportamiento mecánico a fin de vida y durante su vida extendida; en el caso de las

pastillas combustibles, se utilizan —entre varias aplicaciones— para la descripción de su

comportamiento plástico en función de la microestructura permitiendo el acoplamiento

con códigos de combustible multifísicos como el DIONISIO1, BACO1 o el TRANSURA-

NUS2 que modelan la deformación de la pastilla, su eventual acción sobre la vaina.

Los resultados de este trabajo han sido parcialmente presentados en las siguientes

publicaciones:

Ramos Nervi J.E. & Idiart M.I. 2015. Bounding the plastic strength of polycrysta-

lline voided solids by linear-comparison homogenization techniques. Proc. R. Soc.

A 471: 20150380.

1Desarrollado por la Comisión Nacional de Energía Atómica –CNEA.
2Desarrollado en la Unión Europea y adoptado por NA-SA.
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Capítulo 1

Introducción

La mayoría de los materiales ingenieriles son intrínsecamente heterogéneos. Entre los

de aplicación nuclear se encuentran los metales internos del reactor como aceros auste-

níticos, aleaciones base níquel, aleaciones de circonio (véase figura 1.1 a-b) y los cerámi-

cos como las pastillas combustibles (véase figura 1.1 a). Estos materiales son agregados

policristalinos donde los tamaños de grano son típicamente del orden de los micrones.

Durante la irradiación en el reactor las propiedades de sus constituyentes y su distribu-

ción espacial (microestructura) evolucionan, por ejemplo, presentando distribuciones de

poros orientadas aleatoriamente que son del tamaño de algunos micrones. En la mayoría

de los problemas de integridad estructural y en particular en las aplicaciones menciona-

das anteriormente, la longitud de la escala en consideración es del orden del milímetro

o mayor mientras que el tamaño de las heterogeneidades consideradas (es decir, partícu-

las, poros, granos, etc.) es mucho más pequeña. Por lo tanto, la relación entre la talla

típica de las heterogeneidades respecto del tamaño de los componentes es muy pequeña;

es decir la separación en la longitud de escalas es de gran importancia. En este caso es

común reemplazar el material heterogéneo por uno equivalente homogéneo. Dicho mate-

rial equivalente es caracterizado por cierto comportamiento macroscópico homogeneizado

el cual debe representar con precisión el comportamiento del material heterogéneo. La

respuesta macroscópica del compuesto depende su microestructura. En la mayoría de los

compuestos es extremadamente compleja y únicamente se puede realizar una descripción

estadística parcial de la misma. En consecuencia, la respuesta macroscópica no puede ser
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determinada en general de manera exacta, pero puede ser estimada. Para ello se utili-

zan los métodos de homogeneización que permiten conectar las escalas microscópicas y

macroscópicas.

(a) (b)

Figura 1.1: Ejemplos de materiales policristalinos utilizados en el núcleo de centrales nucleares de potencia
CANDU600: (a) elemento combustible. Las pastillas combustibles cerámicas de UO2 se alojan en las vainas de
Zry4, las mismas están unidas por separadores de aleaciones base níquel y poseen partes de acero inoxidable; (b)
anillos espaciadores de inconel X−750 con espiras centrales de una aleación de circonio, separan el tubo de presión
del tubo de calandria.

Entre los cambios microestructurales producidos por irradiación, podemos destacar

la nucleación y evolución de microcavidades presurizadas a distintas escalas; la segrega-

ción, precipitación y/o disolución de partículas de segundas fases; el cambio en la relación

de aspecto de las celdas cristalinas; en el caso de las pastillas de alto quemado, la re-

cristalización dinámica de la zona periférica, nucleación y crecimiento de fases porosas,

etc. A continuación se describen brevemente distintos aspectos microestructurales de las

aplicaciones ingenieriles mencionadas en la industria nuclear.

La pastilla combustible es un sólido cerámico policristalino cúbico iónico que durante

el quemado en el reactor presenta una nucleación de porosidad a distintas escalas. En

la figura 1.2 se muestra para el caso de quemados típicos de un PWR1 las diferentes

poblaciones de poros que se forman entre los granos del material y dentro de los mismos.

Este fenómeno ha sido ampliamente estudiado en la literatura (por ejemplo Olander

1976; Dherbey et al. 2002; Vincent 2007; Julien 2008). Durante situaciones incidentales de

1Reactor de agua liviana a presión.
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operación2 que duran algunas horas, localmente en ciertas zonas del núcleo se produce un

aumento de reactividad y temperatura en los poros presurizados por los gases producto

de fisión, consecuentemente aumenta la presión dentro de los poros (Blair 2008) y la

matríz de UO2 se dilata (véase Vincent 2009). Por otra parte, el efecto de la temperatura

sobre la matríz tiende a contraer los poros. Dicha competencia produce una tasa de

deformación tal que la matríz exhibe una respuesta viscoplástica; la fracción volumétrica

de poros representa la variable microestructural clave que conecta ambos fenómenos.

Figura 1.2: Pastilla de uranio enriquecido irradiada a altas dosis. Se observan las distintas poblaciones de

poros a distintas escalas bién separadas. Dherbey et al. (2002).

Para el caso de las aplicaciones en sólidos metálicos cúbicos podemos clasificar los in-

ternos del reactor en aceros inoxidables austeníticos (cuya estructura cristalina es cúbica

centrada en las caras, en la literatura inglesa FCC), aceros ferríticos (cúbicos centrado

en el cuerpo -BCC-) y aleaciones base níquel (cúbicos centrado en las caras -FCC-).

Los aceros inoxidables austeníticos cumplen una función estructural y sus propiedades

mecánicas –durante la irradiación en el núcleo– van evolucionando producto de los cam-

bios en la microestructura y la nucleación de porosidad presurizada (véase, por ejemplo,

Maziasz 1987-1992-1993; Edwards 2003a-2009). Además exhiben endurecimiento y fragi-

lización (véase, por ejemplo, Pokor et al. 2003 y Garnier 2007) y pérdida de tenacidad

2Transitorios de operación que implican una desestabilización parcial de la reactividad en el

núcleo del reactor por un cambio de combustible por ejemplo.
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a la fractura (véase, por ejemplo, Torimaru et al. 2010, Jitsukawa et al. 1999, Rodchen-

kov et al. 2009). En la figura 1.3 se muestra el cambio en la hinchazón (conocido como

gonflement en la literatura francesa) de un acero 316 irradiado a 600oC en el reactor Phé-

nix, véase Dubuisson (2011), producto del aumento del dpa3. Esta hinchazón produce

la deformación del componente deteriorando sus propiedades elastoplásticas y generando

eventualmente un incremento de tensiones entre materiales y juntas soldadas. Los aceros

ferríticos se utilizan fundamentalmente en recipientes de presión. Su evolución micro-

estructural comprende nucleación de microporosidad y principalmente un cambio en la

distribución y morfología de las partículas de segundas fases que producen endurecimien-

to y deterioran su tenacidad a la fractura (Kocik 2002; Nomoto 2014; Marta Serrano

2013; Soneda 2015). Este componente es vital porque constituye la superficie límite de

presión del sistema primario de transporte de calor y posee límites de comportamien-

to mecánico bien establecidos por las normas nucleares. Por último, las aleaciones base

níquel se utilizan por conservar su resiliencia bajo irradiación por tiempos más prolon-

gados –respecto de otros materiales metálicos– por lo que es utilizada en aplicaciones de

resortes y zapatas elásticas en los combustibles. En el caso de los reactores CANDU4,

se utiliza como anillo separador5 y actualmente limitan la vida de los tubos de presión

debido a que el níquel transmuta produciendo He que se aloja en la estructura de po-

ros presurizados como la que se muestra en la figura 1.4 deteriorando la capacidad de

restitución elástica de estos componentes hacia el fin de vida de la central (véase Zhang

2013). Por último las aleaciones de circonio (sólidos policristalinos hexagonales -HCP-)

son utilizadas como componentes separadores de fluidos, elementos combustibles y límite

de presión en el núcleo del reactor por su capacidad de baja sección eficaz de captura

de neutrones. La irradiación neutrónica produce la difusión anisotrópica de vacancias

hacia bordes de grano y de átomos autointersticiales hacia dislocaciones generando en

3El dpa es una medida de daño producto de la exposición de los materiales a la irradiación.
4CANada Deuterium Uranium.
5Son anillos distribuidos a lo largo de los canales que separan el tubos de presión del tubo

de calandria.
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Figura 1.3: Efecto de la irradiación en la hinchazón (gonflement) de los aceros inoxidables austeníticos del

tipo 316 irradiados a 600oC en el reactor Phénix, Dubuisson (2011).

promedio una deformación isocórica de la celda cristalina, fenómeno conocido como cre-

cimiento por irradiación (Olander 1976; Holt 2004; Rogge 2006). Además compiten el

creep térmico y el inducido por irradiación mediante diferentes mecanismos. La sinergia

de estos fenómenos definen la deformación macroscópica la cual depende fuertemente de

la anisotropía plástica del cristal simple y la textura cristalina.

El flujo plástico en sólidos policristalinos, dúctiles y porosos puede verse influenciado

significativamente por la textura morfológica y cristalográfica del agregado (e.g., Caré &

Zaoui 1996, Hales & Hafley 1998, Gray et al. 2000, Bache & Evans 2001, Millet et al.

2008). El análisis teórico de este proceso requiere modelos micromecánicos que relacio-

nen los estados de tensiones macroscópicos con las deformaciones plásticas microscópicas

en los sistemas policristalinos porosos. Una simple aproximación utilizada, consiste en

idealizar la respuesta mecánica de los granos individuales como elásticamente rígida y

plásticamente sin endurecimiento, empleando técnicas de homogeneización para derivar

la resistencia plástica macroscópica en términos de la resistencia plástica de los cristales

simples, de la estadística, de la morfología y orientación y distribución de los granos y

poros —véase la monografía de Kocks et al. (1998). Debido a su naturaleza microes-

tructural inherentemente aleatoria, policristales semejantes con la misma estadística no
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Figura 1.4: Micrografía de campo claro mostrando la formación de cavidades en un anillo espaciador. (Zhang

2013).

exhibirán una única respuesta macroscópica sino un rango de respuestas. Por lo tanto,

se pueden desarrollar estimaciones que representen una respuesta representativa de un

simple caso o derivar cotas para un rango entero de posibles respuestas. El interés de

este trabajo es obtener cotas. Las cotas son también útiles por dos razones adicionales:

proveen benchmarks para probar estimaciones y pueden ser utilizadas como estimaciones

por sí mismas.

Existen varias técnicas de homogeneización disponibles para acotar la resistencia plástica

de sólidos policristalinos. Su utilización, sin embargo, ha sido enfocada casi exclusivamen-

te en sistemas materiales completamente densos, es decir, sin porosidad. La cota externa

más simple es la de Taylor (1938) y la interna es la de Reuss (1929), las cuales dependen

únicamente de estadísticas de primer orden. Estas cotas elementales han probado ser

útiles en el contexto de sólidos policristalinos de gran simetría como cristales cúbicos

FCC donde el contraste de heterogeneidad es bajo, pero al incrementarse la anisotropía

cristalina sus predicciones divergen y se vuelven muy poco precisas. Haciendo uso de la
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idea de un medio lineal de comparación, se han derivado cotas incorporando estadísticas

de orden superior, véase Dendievel et al. (1991) y deBotton & Ponte Castañeda (1995),

dicho medio es seleccionado óptimamente a través de principios variacionales diseñados

específicamente. En particular, la técnica de deBotton & Ponte Castañeda (1995) permite

el uso de distintas técnicas de homogeneización lineal, como la de Hashin-Shtrikman o el

Autoconsistente, para generar los correspondientes resultados para policristales no linea-

les. Se pueden encontrar en Willis (1994), Nebozhyn et al. (2000,2001), Liu et al. (2003),

y Liu & Ponte Castañeda (2004) la aplicación de dichos métodos lineales de comparación

a varias clases de sólidos policristalinos. Dichos trabajos mostraron que las predicciones

lineales de comparación pueden mejorar, a veces significativamente, a las predicciones

elementales de Taylor y Reuss, y sirven para demostrar la inconsistencia de varias teo-

rías de plasticidad policristalina basadas en esquemas de homogeneización ad-hoc. Luego,

Idiart & Ponte Castañeda (2007a,2007b) demostraron que la técnica lineal de compara-

ción de deBotton & Ponte Castañeda (1995) hace uso implícito de una relajación en el

esquema variacional que debilita las cotas resultantes. Eliminando esa relajación se llega

a cotas más estrictas a expensas de incrementar la complejidad computacional. El pro-

pósito de este trabajo es evaluar el comportamiento de las técnicas de homogeneización

mencionadas anteriormente en el contexto de policristales porosos. Debido a su contraste

en heterogeneidad infinitamente grande, son sistemas materiales particularmente difíci-

les de acotar ya que se espera que la aplicación de la mayoría de las técnicas produzca

resultados con grandes divergencias. Ciertamente, es conocido que las cotas elementales

se vuelven inútiles en presencia de fases porosas —la cota de Reuss se reduce al estado de

tensiones idénticamente nulo, mientras que la de Taylor predice resistencia infinita bajo

cargas puramente hidrostáticas — mientras que las cotas lineales de comparación brin-

dan estimaciones significativas. Lebensohn et al. (2011) reportaron recientemente cotas

lineales de comparación relajadas del tipo Autoconsistente para sistemas HCP porosos

que exhiben una respuesta viscoplástica. Éstas sirven para discriminar entre dos teorías

lineales de comparación de plasticidad policristalina –la secante y la secante generalizada–

, pero brindan predicciones lejanas a las soluciones exactas obtenidas por simulaciones
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Figura 1.5: Estimaciones secante (SEC) y secante generalizada (GSEC) para las superficies de fluencia de

sólidos policristalinos hexagonales con moderado nivel de porosidad (f = 0, 05) y exponente viscoso n = 10.

Además se presentan simulaciones de transformada rápida de Fourier (FFT) y la estimación afín tangencial (AFF-

TAN) Autoconsistente para la comparación de los resultados. Las líneas a tramos representan las direcciones de

triaxilidad constante X̄ = 1/3, 1, 2, 4. Cargas axisimétricas θ = 0 Lebenshon (2011).

basadas en la transformada rápida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés). Esto puede

observarse en la figura 1.5 donde se representan las superficies de fluencia efectiva6 de

policristales con cinco sistemas de deslizamiento linealmente independientes, sin textura,

con un moderado nivel de porosidad (f = 0, 05) y un exponente viscoplástico de n=10. La

estimación Autoconsistente tangente obtenida mediante el método afín (AFF-TAN) pro-

duce una superficie de fluencia no convexa y extremadamente rígida para cargas con alta

triaxialidad. Las estimaciones obtenidas por el método de la secante (SEC) y la secante

generalizada (GSEC) coinciden en la resistencia hidrostática mientras que únicamente

la GSEC brinda predicciones cercanas a los resultados exactos para bajas triaxialidades

X̄ < 2. En el artículo de Idiart (2012) se discutieron las cotas obtenidas por metodologías

de comparación lineal derivadas originalmente en Idiart & Ponte Castañeda (2007a, b)

6Estrictamente no son superficies de fluencia, se denominan gauge surfaces en inglés. Se

representa en función de los invariantes del tensor de tensiones: resistencia hidrostática σm y

tensión equivalente σe normalizando con la resistencia a la fluencia τ0 a nivel cristalino y se

definirán en el Capítulo 4.
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—en un contexto más general de viscoplasticidad que incluye la respuesta rígida per-

fectamente plástica como caso extremo— con otras cotas disponibles en la literatura

para el caso de policristales sin porosidad y varios grados de anisotropía cristalina. Se

encontraron mejoras modestas para el caso de cristales de baja simetría pero mejoras

de hasta 15% en materiales con alto grado de anisotropía (HCP). Es por ello que se

espera hallar en este trabajo mejoras más significativas ya que se consideran policristales

porosos que representan el caso extremo de contraste entre fases. En consecuencia se

espera en el caso de sistemas policristalinos porosos –donde el contraste es extremo—

que la mejora sea aún mayor que en caso de Idiart (2012) produciendo un aumento en

el rango de triaxialidades para el cual las cotas brindan predicciones precisas. Es decir,

se espera un corrimiento en la curva SEC y por consiguiente la GSEC ampliaría el ran-

go de triaxialidades (X̄ > 2) para el cual las estimaciones coinciden con las soluciones

exactas; aún cuando este método está siendo utilizado en materiales con un exponente

de viscoplasticidad infinito7.

En este trabajo, se reportan cotas lineales de comparación del tipo Hashin-Shtrikman

y Autoconsistente 8 para sistemas cúbicos y HCP de policristales porosos con textura

isótropa y varios grados de anisotropía cristalina, sujetos a condiciones de carga axisimé-

trica. Debido a que el análisis trata de la misma forma a fases porosas y cristalinas, los

resultados de este trabajo son relevantes para sistemas materiales con porosidad inter-

granular; la porosidad intragranular debe ser tratada en forma diferente —por ejemplo,

Han et al. (2013). Se pone especial atención al juego entre la cristalinidad, porosidad y

el impacto en las cotas de las relajaciones variacionales.

En el Capítulo 2 se describe el modelo policristalino con cavidades y la superficie

de fluencia macroscópica derivada por Suquet (1983) y Bouchitté & Suquet (1991), se

7A modo comparativo, el caso de viscoplasticidad con un exponente n=10 es en general una

aproximación al caso de plasticidad perfecta donde el n tiende a infinito.
8Estrictamente, el uso de la metodología de Hashin-Shtrikman provee cotas para una clase

entera de policristales con estadísticas prescriptas de orden uno y dos, mientras que el uso de la

metodología Autoconsistente provee cotas para una subclase de policristales que da cuenta del

esquema Autoconsistente.
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presentan los sistemas materiales específicos a considerarse y se describe el tratamiento

de la presión interna de las cavidades. En el Capítulo 3 se derivan las cotas utilizando

métodos basados en medios lineales de comparación, las cotas más estrictas resultan las

presentadas en Idiart (2007a-b) y se recuperan resultados de cotas relajadas provenientes

de relajaciones implícitas en los esquemas variacionales como es el caso de las cotas

de deBotton & Ponte Castañeda (1995). Utilizando principios variacionales de Hashin-

Shtrikman, se lineariza la respuesta del policristal no lineal obteniendo el medio lineal

de comparación. Luego se aplican técnicas de homogeneización lineal con los métodos

de Hashin-Shtrikman y Autoconsistente –en sus versiones relajadas y no relajadas9 –

obteniendo de este modo el potencial efectivo (homogeneizado) del policristal lineal. Se

presenta por último el cálculo de la resistencia hidrostática para el caso de materiales

isótropos; es decir, las cotas de resistencia hidrostática estrictas de Hashin-Shtrikman y

Autoconsistente y sus versiones relajadas.

En el Capítulo 4 se presenta la aplicación de las cotas a los distintos sistemas mate-

riales evaluando el efecto de la cristalinidad. Se obtienen superficies de fluencia –a una

porosidad de f = 0, 05– para el caso de materiales perfectamente plásticos y elásticamente

rígidos con textura isótropa; éstas son superficies suaves y cerradas presentando mejoras

de hasta un 40% respecto de las versiones relajadas. Se evalúa el efecto de la porosidad

en la resistencia hidrostática y al corte para todas las cotas consideradas obteniendo

leyes de escalamiento generales que recuperan los resultados inferidos por Nebozhyn et

al. (2001) para la resistencia al corte en policristales sin porosidad. Además, se evalúa el

efecto del contraste entre fases de un mismo sistema cristalino variando la resistencia al

deslizamiento10 y en consecuencia los sistemas de deslizamiento disponibles. Por último

se observa el exponente de la porosidad respecto de la resistencia hidrostática para el

caso diluído, la capacidad de captar dicho exponente es una característica destacable de

los métodos de medio de comparación lineal utilizados. En el quinto capítulo se presentan

las conclusiones de la tesis específicas a los resultados.

9Las no relajadas corresponden a las derivadas por Idiart (2007a-b).
10Es la denominada tensión crítica resuelta por plano cristalino.
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En el Apéndice A se presenta la notación utilizada para la representación de tensores;

los resultados analíticos de las cotas de resistencia hidrostática para el caso diluído; los

tensores vértice que representan el estado de tensiones en las esquinas del polihedro de

superficie de fluencia local; detalles del tensor de flexibilidad efectivo y del procedimiento

de optimización para el cálculo de cotas. En el Apéndice B se muestran los cálculos

de la resistencia hidrostática para sólidos con sistemas deficientes, se colocaron en este

apartado por similitud en el procedimiento de cálculo respecto de policristales sin sistemas

deficientes.
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Capítulo 2

Modelo de policristales porosos

presurizados

2.1. Modelo del sólido poroso policristalino

En este trabajo los policristales porosos se idealizan como una distribución aleatoria

de agregados de cavidades y cristales simples perfectamente cohesionados (granos). Se

asume que individualmente los granos y las cavidades son de similar tamaño, mucho más

pequeños que la escala de variación de las cargas aplicadas y del tamaño de la muestra

en consideración. Por último, se asume que los agregados son estadísticamente uniformes

y ergódicos.

La respuesta plástica se estudia convenientemente adoptando una descripción Eule-

riana del movimiento; por lo tanto el presente análisis se refiere a la configuración actual

del agregado en un estado de deformación general. La orientación de los granos, en la con-

figuración actual, está definida como un conjunto de N valores discretos caracterizados

por tensores de rotación Q(r) (r = 1, ..., N). Todos los granos con una dada orienta-

ción Q(r) ocupan un dominio no-conexo Ω(r) y están referenciadas colectivamente como

‘fase’ r. De manera análoga, todas las cavidades ocupan un dominio no-conexo Ω(0) y

están referenciadas colectivamente como ‘fase’ 0. El dominio ocupado por el policristal
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es Ω = ∪N
r=0Ω

(r). Los dominios Ω(r) son descriptos por el conjunto de funciones caracte-

rísticas χ(r)(x), las cuales valen 1 si la posición x pertenece al dominio Ω(r) y 0 en caso

contrario.

Se asume que los granos (r = 1, ..., N) se deforman de manera individual a lo largo de

K sistemas de deslizamiento presentando una respuesta elásticamente rígida y perfecta-

mente plástica. Las cavidades, en cambio, no pueden sustentar cargas. Por simplicidad,

los efectos de la elasticidad de los granos y efectos de maclado se desprecian en la presente

formulación. De acuerdo a la teoría estándar de plasticidad cristalina, los dominios de

resistencia plástica se caracterizan en términos de conjuntos convexos

P (r) =
{
σ : |σ · µ(r)

(k)| ≤ τ
(k)
0 , k = 1, ...,K

}
, (2.1)

donde τ
(k)
0 > 0 es la resistencia a la fluencia del k-ésimo sistema de deslizamiento en un

cristal de referencia y

µ
(r)
(k) =

1

2

(
n
(r)
(k) ⊗m

(r)
(k) +m

(r)
(k) ⊗ n

(r)
(k)

)
(2.2)

son los tensores de Schmid de segundo orden con n
(r)
(k) y m

(r)
(k) representando el vector

unidad normal al plano de deslizamiento y a lo largo de la dirección del k-ésimo siste-

ma, respectivamente, para un determinado cristal con orientación Q(r). Los tensores de

Schmid de una dada fase r están relacionados con el correspondiente tensor µ(k) para el

cristal de referencia a través de

µ
(r)
(k) = Q(r)T

µ(k)Q
(r).

Nótese que los tensores de Schmid poseen traza nula y por lo tanto los dominios de

resistencia plástica (2.1) son insensibles a las tensiones hidrostáticas. El conjunto P es

un polihedro convexo formado por el conjunto de planos (o caras) cuyas ecuaciones están

dadas por las desigualdades (2.1). El conjunto de vértices de P (n) se denota P̂ (n). El

borde ∂P (r) del conjunto P (r) representa la superficie de fluencia de la fase r. El flujo

plástico de los granos es gobernado por la llamada regla de la normal. La fase porosa

(r = 0), por otra parte, no soporta tensiones y está sometida a una presión interna p0.
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Caracterizaremos esta fase como una familia adicional de ‘granos’ con

P (0) = {−p0I} .

Nótese que se está asumiendo que los poros tienen todos la misma presión.

Los promedios volumétricos sobre los agregados en Ω y sobre cada fase Ω(r) se deno-

tarán como 〈·〉 y 〈·〉(r), respectivamente. Debido a que los policristales en estudio poseen

una distribución al azar de microestructura, las funciones χ(r) son variables al azar que

deben ser caracterizadas en términos de promedios estadísticos (Willis 1977). El prome-

dio de χ(r)(x) representa la probabilidad total de primer orden p(r)(x) de hallar la fase r

en la posición x; el promedio del producto χ(r)(x)χ(s)(x′) representa las probabilidades

de segundo orden p(rs)(x,x′) de hallar simultáneamente la fase r en la posción x y la fase

s en la posición x′. Similarmente se pueden definir probabilidades de orden superior. De-

bido a la uniformidad estadística y la ergodicidad asumidas, las probabilidades de primer

orden p(r)(x) pueden ser identificadas con las fracciones de volumen (o concentraciones)

c(r) = 〈χ(r)(x)〉 de cada fase r, la probabilidad de segundo orden p(rs)(x,x′) puede ser

identificada con el volumen promedio 〈χ(r)(x)χ(s)(x′)〉, y así sucesivamente. Nótese que
∑N

r=0 c
(r) = 1. Por otro lado, al describir policristales porosos resulta conveniente utilizar

el conjunto de concentraciones (Lebensohn et al. 2011):

f = c(0), y c(r)g =
c(r)

1− f
para r = 1, ..., N. (2.3)

La variable microestructural f representa la fracción en volumen de las cavidades, o

porosidad, en el policristal con cavidades, mientras que las concentraciones de granos re-

escaladas c(r)g representan la fracción en volumen de los granos con una dada orientación

Q(r) dentro de la matríz policristalina, las concentraciones son tales que
∑N

r=1 c
(r)
g = 1.

Por lo tanto, el conjunto de fracciones de volumen c
(r)
g caracterizan la textura cristalográ-

fica del agregado alrededor de los poros, mientras que las funciones de correlaciones de

orden superior caracterizan la textura morfológica del agregado y el aspecto y distribución

de cavidades.

La resistencia plástica macroscópica del agregado policristalino corresponde al con-

junto de estados de tensiones que pueden producir flujo plástico. Homogeneizando las
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ecuaciones de campo apropiadas, Suquet (1983) y Bouchitté & Suquet (1991) mostraron

que la resistencia plástica macroscópica puede ser caracterizada por un dominio efectivo

de fluencia definido como

P̃ =
{
σ : ∃σ(x) ∈ S(σ) and σ(x) ∈ P (r) in Ω(r), r = 0, ..., N

}
, (2.4)

donde σ representa el estado de tensiones macroscópico que puede producir flujo plástico,

σ(x) son los correspondientes campos de tensiones microscópicos, y

S(σ) = {σ(x) : divσ(x) = 0 in Ω, 〈σ(x)〉 = σ} (2.5)

es el conjunto de campos de tensiones estáticamente admisibles con promedio volumétrico

σ. En consecuencia, el dominio plástico efectivo depende de la textura cristalográfica del

policristal a través del conjunto de orientaciones Q(r) y concentraciones c(r)g , de la textura

morfológica a través del promedio de las funciones caracteríticas χ(r)(x) de los dominios

Ω(r), y de la porosidad a través de f . Nótese que la convexidad de los conjuntos P (r)

implica convexidad de P̃ . El borde ∂P̃ del conjunto P̃ representa la superficie de fluencia

efectiva del sólido policristalino poroso, superficie que se busca acotar.

2.2. Algunos sistemas materiales

Los sistemas materiales considerados en este trabajo son:

sólidos cúbicos centrado en la cara (de ahora en adelante los denominamos FCC

por la literatura inglesa) que se deforman por deslizamiento plástico en un conjunto

de cuatro planos de deslizamiento del tipo {111} a lo largo de tres direcciones de

deslizamiento (por plano) del tipo 〈110〉, lo cual constituye un conjunto de doce sis-

temas de deslizamiento (K = 12). De ellos, cinco son linealmente independientes,

permitiendo acomodar una deformación plástica arbitraria de los granos. Este con-

junto de sistemas de deslizamiento define una superficie de fluencia con 56 vértices

(véase el Anexo A).
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sólidos cúbicos centrado en el cuerpo (de ahora en adelante los denominamos BCC

por la literatura inglesa) BCC que deforman por deslizamiento plástico a lo largo

de las direcciones 〈111〉 en los planos {110} y {112} —el trepado a lo largo de los

planos {123} no es considerado—, lo cual constituye un conjunto de 24 sistemas

de deslizamiento (K = 24). De ellos, cinco son linealmente independientes, permi-

tiendo acomodar una deformación plástica arbitraria de los granos. Este conjunto

de sistemas de deslizamiento define una superficie de fluencia con 132 vértices.

sólidos iónicos (de ahora en adelante los denominamos IONIC por la literatura

inglesa) que deforman por deslizamiento plástico en tres diferentes familias de pla-

nos de deslizamiento: {110} 〈110〉, {100} 〈110〉, {111} 〈110〉. Nos referiremos a las

familias como A, B y C. La familia A consiste en seis sistemas, entre los cuales dos

son linealmente independientes y pueden acomodar únicamente las componentes

normales de la tasa de deformación —con respecto a los ejes cúbicos del cristal.

La familia B consiste en seis sistemas, entre los cuales tres son linealmente inde-

pendientes y pueden únicamente acomodar tasas de deformaciones de corte —con

respecto a los ejes cúbicos del cristal. Debido a la ortogonalidad de los sistemas

A y B, ambas familias juntas proveen cinco sistemas de deslizamiento indepen-

dientes por lo que pueden acomodar una deformación isocórica general. La familia

C, consiste de los mismos 12 sistemas de deslizamiento de un cristal FCC. Por

lo tanto, las tres familias juntas proveen 24 sistemas de deslizamiento (K = 24).

Este conjunto de sistemas de deslizamiento define una superficie de fluencia con

312 vértices.

sólidos hexagonales compactos (de ahora en adelante los denominamos HCP por la

literatura inglesa) que deforman por deslizamiento plástico en tres diferentes siste-

mas de deslizamiento: tres sistemas basales {0001} 〈1120〉, tres sistemas prismáticos
{
1010

}
〈1120〉, y doce sistemas piramidales de primer orden-〈c+a〉

{
1011

}
〈1123〉.

Los denotaremos como las familias A, B y C , que poseen una tensión de fluen-

cia τA, τB y τC , respectivamente. Nótese que los tres sistemas basales más los

tres sistemas prismáticos brindan solamente cuatro (J = 4) sistemas linealmente
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independientes, no permitiendo la deformación a lo largo de los ejes del cristal

hexagonal. Por otra parte, los doce sistemas piramidales contienen un conjunto de

cinco sistemas independientes, permitiendo acomodar una deformación plástica ar-

bitraria de los granos. Las tres familias juntas proveen un conjunto de 18 sistemas

de deslizamiento (K = 18). Este conjunto de sistemas de deslizamiento define una

superficie de fluencia con 306 vértices.

2.3. Efecto de la presión interna en la superficie de

fluencia del policristal

La resistencia plástica efectiva del policristal con cavidades presurizadas se puede

obtener a partir de la resistencia plástica del policristal con cavidades vacías realizando

un cambio de variables adecuado. En (2.4) se vio que P̃ es de la forma

P̃ (p0) =
{
σ : ∃σ(x) ∈ S(σ) and σ(x) ∈ P (r) in Ω(r), r = 0, ..., N

}
. (2.6)

Sea σ
′(x)

.
= σ(x) + p0I. Se puede demostrar fácilmente que σ

′(x) es tal que:

divσ′(x) = 0 y σ
′ = σ + p0I, (2.7)

y por lo tanto que

σ
′(x) ∈ S(σ + p0I). (2.8)

Vale decir que σ
′(x) cumple también con las condiciones de campos estáticamente ad-

misibles con el promedio volumétrico σ a menos de una constante que es el campo

hidrostático de presiones. Además se cumple que las proyecciones de ambos campos de

tensiones sobre los planos de deslizamiento coinciden ya que difieren únicamente de una

componente hidrostática:

σ
′(x) · µ(r)

(k) = σ(x) · µ(r)
(k). (2.9)
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Figura 2.1: Efecto de la porosidad en la superficie de fluencia: en el espacio de tensiones,
la superficie de fluencia se traslada una magnitud equivalente a p0I por efecto de la
presurización de las cavidades.

Vale decir que σ
′(x) ∈ P (r) para todas las fases cristalinas r = 1, ..., N y σ

′(x) = 0 para

las cavidades. Por lo tanto:

P̃ (p0) =
{
σ : σ = σ

′ − p0I, σ
′ ∈ P̃ (0)

}
. (2.10)

Es decir, la superficie de resistencia plástica del problema presurizado corresponde a una

traslación de la superficie de fluencia del problema sin presurizar como se representa es-

quemáticamente en la figura 2.1. En consecuencia, de aquí en más dejaremos de lado la

presión de las cavidades. Las superficies a obtener serán válidas para el problema presu-

rizado trasladándolas una cantidad proporcional a la presión interna de los poros.
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Capítulo 3

Cotas para superficies de fluencia de

policristales porosos

3.1. Métodos basados en medios lineales de com-

paración

Las cotas externas para la superficie de fluencia (2.4) se obtienen en este trabajo

utilizando la técnica del policristal lineal de comparación presentada en Idiart & Ponte

Castañeda (2007a,b). Este trabajo continúa el presentado en Idiart (2012) adaptado al

caso de policristales porosos. La idea principal detrás de la técnica es introducir un

policristal lineal de comparación con los mismos dominios microestructurales χ(r) que

posee el policristal original (no lineal) pero con una relación local lineal de la tensión-

tasa de deformación caracterizada por un tensor de flexibilidad de cuarto orden positivo

semidefinido1y simétrico.

El potencial de tensiones u(r)(σ) en cada dominio elástico correspondiente a las n

fases del agregado se define como:

1La característica de un tensor de flexibilidad S(r) de cuarto orden de ser positivo semidefinido

S se indica por la desigualdad S ≥ 0.
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u(r)(σ) =





0 σ ∈ P (r)

+∞ c.c.

(3.1)

Mientras que definimos el potencial ũ(σ) efectivo del policristal no lineal como:

ũ(σ) =





0 σ ∈ P̃

+∞ c.c.

(3.2)

El potencial ũ(σ) es solución del problema de optimización (véase Bouchitté, G. &

Suquet, P. 1991)

ũ(σ) = mı́n
σ∈S∗(σ)

〈u(x,σ)〉 , donde u(x,σ) =
N∑

r=1

χ(r)(x)u(r)(σ). (3.3)

Elegimos el potencial de tensiones local del medio lineal de comparación u0(x,σ) homo-

géneo de segundo grado en el campo local σ

u0(x,σ) =
1

2
σ · S0(x)σ. (3.4)

Acotando el potencial ũ puede acotarse el dominio P̃ . Para ello se define una función:

v(S0)=̇ sup
σ∈S∗(σ)

[u0(x,σ)− u(x,σ)] ≥ u0(x,σ)− u(x,σ), (3.5)

que representan una medida de la no linearidad de la relación plástica local de tensión -

tasa de deformación. Se observa de la ecuación (3.5) que se cumple la siguiente desigual-

dad:

u(x,σ) ≥ u0(x,σ)− v(S0), ∀σ, S0 > 0. (3.6)

Reemplazando la desigualdad (3.6) en (3.3) se obtiene:

ũ(σ) ≥ mı́n
σ∈S∗(σ)

〈u0(x,σ)− v(S0)〉 = mı́n
σ∈S∗(σ)

〈u0(x,σ)〉 − 〈v(S0)〉 . (3.7)

Por lo tanto,

ũ(σ) ≥ ũ0(σ, S0)− 〈v(S0)〉 , ∀S0 > 0. (3.8)
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La ecuación (3.8) se cumple en particular para S0 de la forma:

S0(x) =

N∑

r=1

S
(r)
0 χ(r)(x). (3.9)

Para la opción (3.9) de S0(x) el potencial efectivo del policristal no lineal cumple:

ũ(σ) ≥ sup
S0≥0

[ũ0(σ, S0)− 〈v(S0)〉] = ũ_. (3.10)

El potencial efectivo de tensiones ũ del policristal no lineal queda acotado por debajo

por el potencial ũ_ que es la solución del problema de optimización del miembro derecho

de la desigualdad (3.10). Esto implica una cota exterior en el conjunto de tensiones que

definen el dominio elástico macroscópico efectivo del policristal no lineal (Idiart 2007a),

es decir:

P̃ ⊂ P̃+ =
{
σ : ũ0(σ; S

(s)) ≤ v(S(s)), ∀ S(r) ≥ 0 (r = 1, ..., N)
}
. (3.11)

Para el caso de policristales porosos los miembros de la ecuación (3.11) son

ũ0(σ; S
(s)) = (1− f) mı́n

σ∈S∗(σ)

N∑

r=1

c(r)g

〈
1

2
σ · S(r)σ

〉(r)

, (3.12)

v
(
S(s)
)

= (1− f)
N∑

r=1

c(r)g v(r)(S(r)), (3.13)

con

v(r)
(
S(r)
)
= sup

σ∈P (r)

1

2
σ · S(r)σ = máx

σ∈P̂ (r)

{
1

2
σ · S(r)σ

}
. (3.14)

El conjunto S∗ ⊂ S denota el subconjunto de campos de tensiones estáticamente admi-

sibles con tracción cero en las superficies ∂Ω(0) de los poros. La ventaja de escribir las

funciones v(r) como en la primera igualdad de la ecuación (3.14) es que su cálculo se

reduce al conocido problema de hallar el máximo de una función convexa relativo a un

conjunto convexo. De hecho, puede demostrarse –véase el corolario 32.3.2 en Rockafellar

(1970)– que el máximo en la primera igualdad de la 3.14 se alcanzará en uno o más de

los puntos extremos del conjunto P (r), lo que significa que el valor óptimo de σ
(r) está

necesariamente en la superficie de fluencia de la r-ésima fase. En el caso de las fases cris-

talinas el número de puntos extremos de P (r) es finito y la función v(r) puede escribirse
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como en la última igualdad de la (3.14). Nótese que las maximizaciones en las funciones

v(r) reducen la evaluación de la función objetivo sobre un conjunto finito de puntos. El

borde de P̃+ representa la superficie en el espacio de tensiones macroscópicos que acota

desde el exterior la superficie de fluencia efectiva del sólido policristalino poroso; el mismo

puede escribirse como

∂P̃+ =



σ : σ = ΛΣ with ||Σ|| = 1 and Λ = ı́nf

S(r)≥0

(
ũ0(Σ; S(s))

v(S(s))

)−1/2


 , (3.15)

donde || · || representa la norma Euclídea del tensor. El lector puede encontrar los detalles

de su derivación en el trabajo de Idiart & Ponte Castañeda (2007a), Sección 4b.

Por lo tanto, para calcular la cota externa (3.15) debemos determinar el potencial

de tensiones efectivo ũ0 en términos de la estadística de χ(r) y los tensores de fase de

flexibilidad S(r). En vista de la linearidad local, este potencial puede ser escrito como

ũ0(σ; S
(s)) =

1

2
σ · S̃(S(s))σ, (3.16)

donde S̃ es el tensor efectivo de flexibilidad del policristal lineal de comparación. En

la práctica, el tensor S̃ no puede ser calculado exactamente y debe ser acotado por

debajo —en el sentido de formas cuadráticas— de manera tal que el conjunto (3.15) aún

acota externamente la superficie de fluencia efectiva de los policristales. Los resultados

presentados en este trabajo hacen uso de de la cota inferior de Hashin-Shtrikman derivada

por Willis (1977,1982), la cual para policristales porosos toma la forma

S̃ =

[
(1− f)

N∑

r=1

c(r)g

(
S(r) + S∗

)−1
]−1

− S∗, (3.17)

donde S∗ = Q−1
0 − S0 es el tensor de constricción introducido por Hill (1965), S0 es un

tensor de flexibilidad de referencia, y Q0 es el tensor microestructural que depende de

S0 y de la forma de las funciones de correlación de segundo orden p(rs)(x,x′) para la

distribución de orientación de granos dentro del agregado —se refiere al lector a Willis

(1977,1982) para más detalles. Entonces, esta cota depende de estadísticas microestruc-

turales puntuales de primer y segundo orden y son cotas internas respecto a las cotas
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elementales correspondientes. El tensor de referencia S0 debe ser elegido tal que la de-

sigualdad S(r) − S0 ≥ 0 se mantenga para r = 1, ..., N . Nótese que los tensores óptimos

S(r) deben ser incompresibles; una simple elección es

S0 =
1

2µ0
K, (3.18)

donde K es el tensor identidad incompresible estándar de cuarto orden y (2µ0)
−1 se

considera como el menor autovalor de todos los tensores S(r). Con la elección (3.18), la

superficie (3.15) acota externamente la superficie de fluencia para todos los policristales

con estadística de primer y segundo orden prescripta. El resultado (3.17) también sirve

para generar cotas para subclases de policristales con una estadística prescripta; eligiendo

S0 = S̃ (3.19)

el S̃ resultante reproduce exactamente la estimación llamada Autoconsistente. Esta esti-

mación es particularmente precisa para sólidos policristalinos como los considerados en

este trabajo —véase, por ejemplo, Lebensohn et al. (2004)—, pero más importante aún,

es conocido que es exacta para una sub-clase especial de policristales con una estadística

prescripta de primer y segundo órden, la cual consiste en microestructuras jerárquicas2

con una amplia separación de longuitud de escalas. Por lo tanto, la superficie resultante

(3.15) acota externamente el domio elástico de todos los policristales que pertenecen a

esa sub-clase particular —véase Nebozhyn et al. (2001).

El cálculo de las funciones v(r) require la solución del problema de optimización (3.14).

Como los conjuntos P (r) son polihedros convexos cerrados, formados por el conjunto de

planos (o caras) cuyas ecuaciones están dadas por las igualdades (2.1), el máximo en

(3.14) es siempre alcanzado en los vértices de dichos polihedros. El conjunto de vértices

para cada sistema cristalino se presentó en la sección 2.2 y su determinación ha sido

discutida en Idiart (2012) presentándose un breve resúmen en el Anexo A.

2en inglés se utiliza la palabra hierarchical, hace referencia a un conjunto sucesivo de re-

presentaciones de la microestructura cada vez más pequeños en el mismo elemento de volúmen

representativo donde la concentración de cada clase de dominio determinada por una orientación

espacial determinada, permanece constante
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3.1.1. Relajaciones

El cálculo de la cota (3.15) puede ser simplificado restringiendo el conjunto de tensores

S(r) a aquellos de la forma

S(r) = 2
K∑

k=1

α
(r)
(k)µ

(r)
(k) ⊗ µ

(r)
(k), α

(r)
(k) ≥ 0, (3.20)

donde µ
(r)
(k) son los tensores de Schmid de la fase cristalina r y las variables escalares

α
(r)
(k) representan las flexibilidades de los sistemas de deslizamiento. Esta clase de tensores

de flexibilidad surge naturalmente en las cotas de comparación lineal de deBotton &

Ponte Castañeda (1995); ellas facilitan el cálculo de la función v y la optimización con

respecto a las propiedades lineales de comparación. Como resultado de la restricción

(3.20) obtenemos una cota débil3 ∂P̃ ′
+ tal que P̃+ ⊂ P̃ ′

+. Nos referiremos a ella como

relajada .

Una segunda simplificación resulta del uso de la desigualdad

v(r)(S(r)) = sup
σ∈P (r)

1

2
σ · S(r)σ ≤

K∑

k=1

α
(r)
(k)(τ

(k)
0 )2

.
= v(r)

′′

(
α
(r)
(k)

)
(3.21)

para reemplazar las funciones v en (3.15) por la función relajada v′′ similarmente definida

en términos de las funciones v(r)
′′

presentadas anteriormente; el resultado se puede escribir

como

∂P̃ ′′
+ =




σ : σ = ΛΣ with ||Σ|| = 1 and Λ = ı́nf

α
(r)
(k)

≥0



ũ(Σ;α

(s)
(k))

v′′(α
(s)
(k))




−1/2




. (3.22)

El sentido de la desigualdad implica que la cota resultante ∂P̃ ′′
+ es tal que P̃+ ⊂ P̃ ′

+ ⊂
P̃ ′′
+. Esta cota completamente relajada s precisamente la cota derivada originalmente —

siguiendo una ruta diferente— por deBotton & Ponte Castañeda (1995). Nótese que la

desigualdad en (3.21) se vuelve una igualdad cuando el número total de sistemas de des-

lizamiento a nivel de cristal simple es cinco y todos ellos son linealmente independientes.

En ese caso, las cotas ∂P̃ ′
+ y ∂P̃ ′′

+ coinciden.

3Significa que acota por afuera la cota anterior originando una superficie de fluencia mayor.
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3.2. Cotas de resistencia plástica hidrostática de

policristales porosos isótropos

En esta sección reportamos cotas de Hashin-Shtrikman y Autoconsistentes utilizando

el método del medio lineal de comparación para la obtención de la resistencia plástica

de sólidos policristalinos con cavidades presurizadas que poseen una simetría isótropa

global sujetos a cargas puramente hidrostáticas. Estas condiciones son de especial interés

teórico debido a que permiten el tratamiento analítico de las cotas.

Con el fin de estimar el impacto de las relajaciones variacionales de las cotas resul-

tantes se aplican las cotas no relajadas y completamente relajadas restringiendo nuestra

atención a sistemas cúbicos y hexagonales con τ
(k)
0 = τ0 para todos los planos de desli-

zamiento.

3.2.1. Aplicación a sólidos cúbicos policristalinos

Cotas no relajadas

La resistencia hidrostática σh que pertenece a la cota de superficie de fluencia (3.15)

está dada por

σh = σhI = ΛhΣh con Σh =
1√
3
I y Λh = ı́nf

S(r)≥0

(
ũ(Σh; S

(s))

v(S(s))

)−1/2

, (3.23)

donde σh es una cota superior para la resistencia hidrostática. Debido a la simetría

esférica global de la microestructura y la carga, el policristal lineal de comparación debe

ser isótropo y los tensores de flexibilidad óptimos S(r) deben ser Q(r)-rotaciones de un

solo tensor Ŝ; por lo tanto, podemos escribir

ũ(Σh; Ŝ) =
1

6κ̃(Ŝ)
y v(Ŝ) = (1− f)v̂(Ŝ), (3.24)

donde v̂ está dado por la expresión (3.14) con P (r) reemplazado por P̂ , y κ̃ es el módulo

de compresibilidad del policristal lineal de comparación. La expresión para κ̃ depende de

la elección específica del método de homogeneización lineal. En esta sección se consideran
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las metodologías para la obtención de cotas de Hashin-Shtrikman (HS) y Autoconsisten-

tes (SC en sus siglas en inglés Self-Consistent) presentadas en secciones anteriores. Al

especializarlas en el policristal lineal de comparación se llega a la expresión

κ̃(Ŝ) =
4

3

1− f

f
µ0(Ŝ), (3.25)

donde µ0 es el módulo de corte de referencia dictado por las prescripciones

µ0(Ŝ) =





1

2
||Ŝ−1||2 HS

µ̃(Ŝ) : K ·
[
K+ 2µ̃

3− f

2 + f
Ŝ

]−1

− 2 + f

1− f
= 0 SC

(3.26)

En estas expresiones, µ̃ representa el módulo de corte efectivo del policristal lineal de

comparación, K es el tensor de proyección incompresible estándar de cuarto orden, y

la norma || · ||2 es el máximo autovalor del tensor. Debido a la simetría cúbica de los

cristales, el tensor óptimo Ŝ debe ser de la forma

Ŝ =
1

2µa
Ka +

1

2µs
Ks =

1

2µs

[
1

r
Ka +Ks

]
, (3.27)

donde r
.
= µa/µs es la tasa de anisotropía cúbica y los tensores Ka y Ks denotan los

tensores de proyección cúbicos, incompresibles de cuarto orden, véase Walpole (1981),

tal que:

Ka = K1 +K2 y Ks = K−Ka; (3.28)

El tensor de proyección hidrostática incompresible de cuarto orden K se puede descom-

poner en la suma

K = K1 +K2 +K3 +K4 +K5, (3.29)

donde los Kn representan los tensores de cuarto orden en el espacio de cinco dimensiones

definidos por los siguientes productos diádicos de tensores de segundo orden en la base

de Woo (véase el Anexo A para más detalle).

Para esta clase de tensores de flexibilidad, las funciones v̂ pueden ser escritas respec-

tivamente como

v̂(Ŝ) =
τ20
2µs

máx
σ∈P̂

{
1

2
(τ−1

0 σ) ·
[
1

r
Ka +Ks

]
(τ−1

0 σ)

}
.
=

τ20
2µs

v̂(r), (3.30)
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mientras que las prescripciones (3.26) para el módulo de referencia pueden ser escritas

como µ0 = m0(r, f)µs, siendo

m0(r, f) =





máx {1, r} HS

1− 4f − 3fr +
√
(1− 4f)2 + 6(4− 7f)r + 9f2r2

2(3− f)
SC

(3.31)

Introduciendo estas expresiones en (3.23) obtenemos

σh

τ0
=

2√
3

1− f√
f

√
g(f), (3.32)

donde

g(f) = ı́nf
r≥0

[m0(r, f) v̂(r)] . (3.33)

Cotas completamente relajadas

Las tensiones hidrostáticas σh que pertenecen a la superficie de fluencia acotada

(3.22) están dadas por una expresión análoga a (3.23) con la función v(S(s)) reemplazada

por v′′(α
(s)
(k)). Una vez más, debido a la simetría esférica de la microestructura y de las

cargas, el policristal lineal de comparación debe ser isótropo y los tensores de flexibilidad

asociados con el conjunto de α
(r)
(k) óptimos deben ser todos Q(r) rotaciones de un solo

tensor de flexibilidad con simetría cúbica. Las cotas de Hashin-Shtrikman y Autocon-

sistentes pueden ser obtenidas por caminos análogos a aquellos de la sección previa; el

resultado puede ser escrito como (3.32), donde

g(f) = ı́nf
α(k)≥0

[
m0(r, f) v̂

′′(α(k))
]
. (3.34)

En esta expresión, para cristales cúbicos m0(r, f) es la misma función (3.31), v̂′′
.
=

2µsv
′′/τ20 , donde

r =
2

3

∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Ksµ(k)∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Kaµ(k)

y v̂′′(α(k)) =
3

2

∑K
k=1 α(k)∑K

k=1 α(k) µ(k) ·Ksµ(k)

. (3.35)

La estructura matemática de la función objetivo en (3.34) implica que las flexibilidades

óptimas de deslizamiento α(k) asociadas con todos los sistemas de deslizamiento con
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iguales projecciones µ(k) · Ksµ(k) y µ(k) · Kaµ(k) tomarán los mismos valores. Nótese

también que la función objetivo es homogénea de grado cero en las flexibilidades de

deslizamiento.

3.2.2. Aplicación a sólidos hexagonales policristalinos

Cotas no relajadas

Las ecuaciones (3.23) a (3.26) siguen siendo válidas mientras que debido a la simetría

cristalina hexagonal, el tensor óptimo Ŝ debe ser de la forma

Ŝ =
1

2µb
Kb +

1

2µc
Kc +

1

2µd
Kd =

1

2µb

[
Kb +

1

rc
Kc +

1

rd
Kd

]
, (3.36)

donde rc
.
= µc/µb y rd

.
= µd/µb son las tasas de anisotropía hexagonales y los tensores

Kb = K1, Kc = K2 +K3 y Kd = K4 +K5. Para esta clase de tensores de flexibilidad, la

función v̂ puede ser escrita como

v̂(Ŝ) =
τ20
2µb

máx
σ∈P̂

{
1

2
(τ−1

0 σ) ·
[
Kb +

1

rc
Kc +

1

rd
Kd

]
(τ−1

0 σ)

}
.
=

τ20
2µb

v̂(rc, rd), (3.37)

mientras que las prescripciones (3.26) para el módulo de referencia pueden ser escritas

como µ0 = m0(rt, f)µb siendo

m0(rt, f) =





máx {1, rt} HS

1− 4f − 3frt +
√
(1− 4f)2 + 6(4− 7f)rt + 9f2r2t

2(3− f)
SC

(3.38)

Nótese que en la expresión (3.38) m0 = m0(rt, f). Esto se debe a que se observó numérica-

mente que el problema de optimización (3.40) tiene solución para la elección rc = rd = rt.

Introduciendo estas expresiones en (3.23) obtenemos

σh

τ0
=

2√
3

1− f√
f

√
g(f), (3.39)

donde

g(f) = ı́nf
rt≥0

[m0(rt, f) v̂(rt)] . (3.40)
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Cotas completamente relajadas

Nuevamente las tensiones hidrostáticas σh que pertenecen a la superficie de fluencia

acotada (3.22) están dadas por una expresión análoga a (3.23) con las funciones v(S(s))

reemplazadas por v′′(α(s)
(k)). Una vez más, debido a la simetría esférica de la microestruc-

tura y de las cargas, el policristal lineal de comparación debe ser isótropo y los tensores de

flexibilidad asociados con el conjunto de α
(r)
(k) óptimos deben ser todos Q(r) rotaciones de

un simple tensor de flexibilidad con simetría hexagonal. Las cotas de Hashin-Shtrikman

y Autoconsistentes pueden ser obtenidas por caminos análogos a aquellos de la sección

previa; el resultado puede ser escrito como (3.32) donde

g(f) = ı́nf
rc,rd≥0

[
m0(rc, rd, f) v̂

′′(rc, rd)
]
. (3.41)

En esta expresión, para cristales hexagonales m0(rt, f) es la misma función (3.38), v̂′′
.
=

2µbv
′′/τ20 , donde

rd = 2

∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Kbµ(k)∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Kdµ(k)

; rc = 2

∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Kbµ(k)∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Kcµ(k)

y (3.42)

v̂′′(α(k)) =

∑K
k=1 α(k)

2
∑K

k=1 α(k) µ(k) ·Kbµ(k)

. (3.43)

Como en el caso cúbico, la estructura matemática de la función objetivo en (3.41)

implica que las flexibilidades óptimas de deslizamiento α(k) asociadas con todos los siste-

mas de deslizamiento con iguales projecciones µ(k) ·Kbµ(k), µ(k) ·Kdµ(k) y µ(k) ·Kcµ(k)

tomarán los mismos valores.

3.2.3. Resultados para sistemas materiales específicos

En esta sección reportamos las cotas para los sistemas materiales cúbicos y hexa-

gonales (véase Anexo) presentados en la sección 2.2. Las cotas de Hashin-Shtrikman y

Autoconsistentes para los sistemas materiales se obtienen resolviendo problemas de op-

timización presentados en las secciones anteriores obteniendo de este modo las funciones

g(f):
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FCC: g(f) =





6 HS

9 HS′′

1− 5f +
√
9− 22f + 17f2

1− f/3
SC

3

2

1− 5f +
√
9− 22f + 17f2

1− f/3
SC′′

(3.44)

BCC: g(f) =





3(5− 2
√
3) HS

9 HS′′

3(2−
√
3)
1− 5f +

√
9− 22f + 17f2

1− f/3
SC

3

2

1− 5f +
√
9− 22f + 17f2

1− f/3
SC′′

(3.45)

IONIC: g(f) =





3 HS

5 HS′′

3
1− 2f

1− f/3
SC

5
1− 2f

1− f/3
SC′′

(3.46)

HCP: g(f) =





3 HS

5 HS′′

10(2−
√
3)

1− 2f

1− f/3
SC

5
1− 2f

1− f/3
SC′′

(3.47)
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IONIC AB: g(f) =





10
3 HS

5 HS′′

10

3

1− 2f

−1 + f/3
SC

5
1− 2f

1− f/3
SC′′

(3.48)

HCP AB: g(f) =





∞ HS

∞ HS′′

3
√
3

2

1− 2f

1 + 2f

2 + f

1− f/3
SC

4
1− 2f

1 + 2f

2 + f

1− f/3
SC′′

(3.49)

IONIC B: g(f) =





∞ HS

∞ HS′′

2
1− 2f

f

2 + f

3− f
SC

3
1− 2f

f

2 + f

3− f
SC′′

(3.50)

donde los identificadores no primados y las doblemente primados se refieren cotas no

relajadas y completamente relajadas, respectivamente. Las cotas Autoconsistentes son

válidas en el rango de porosidades 0 ≤ f ≤ 1/2. La cota Autoconsistente para materiales

IONIC dada en (3.46) y (3.47) no es exacta, pero es un resultado aproximado con alto

grado de precisión resultando conveniente a fines comparativos.





35

Capítulo 4

Resultados para policristales

isótropos cúbicos y hexagonales

Las cotas lineales de comparación presentadas en el capítulo anterior se aplican a

varias clases de sólidos policristalinos isótropos y porosos. En todos los casos, se asume

que tanto la textura morfológica como la cristalográfica son estadísticamente isótropas,

por lo tanto los agregados exhiben una isotropía plástica global. Esto es equivalente

a asumir que las funciones de correlación de segundo orden p(rs) son isótropas y que

c
(r)
g = 1/N (r, s = 1, ..., N). En vista de la isotropía global, la superficie de fluencia

efectiva puede ser expresada en términos de los tres invariantes isótropos del tensor de

tensiones σm, σe y θ definidos por

σm =
1

3
trσ, σe =

√
3

2
σd · σd, y cos(3θ) =

27

2
det

(
σd

σe

)
, (4.1)

donde σd es la parte desviadora de σ. El invariante de tensiones θ es una función homogé-

nea de grado cero en σ y caracteriza la ‘dirección’ de las tensiones de corte macroscópicas

en el espacio desviador: los valores particulares θ = 0 y θ = π/6 corresponden a cargas

de corte axisimétrico y simple, respectivamente. Sin embargo, la variación de σ̃0 con θ

no es estudiada en este trabajo, únicamente se considera el caso de cargas axisimétricas.

Por último, se define Xσ = σm/σe como la tasa de triaxialidad de tensiones.

Los resultados presentados en las secciones siguientes corresponden a doscientas orien-

taciones cristalinas (N = 200) obtenidas mediante el algoritmo de Sobol (Sobol 1967)
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para lograr texturas lo más cercanas a la isotropía —véase, por ejemplo, Lebensohn et

al. (2011). De cualquier modo, se utilizó el mismo conjunto de orientaciones para to-

dos los cálculos de tal forma que tenga sentido la comparación entre diferentes cotas.

Los distintos algoritmos utilizados para realizar los cálculos están descriptos en Idiart

(2012). De aquí en adelante, las cotas no relajadas de Hashin-Shtrikman y Autoconsis-

tentes se designarán por HS y SC, respectivamente, mientras que sus versiones relajadas,

con letras mayúsculas doblemente primadas. Las cotas intermedias relajadas no han sido

consideradas en este estudio ya que es de esperarse que sean muy cercanas a las cotas

no-relajadas.

4.1. Policristales cúbicos

Se reportan resultados para tres tipos de sólidos policristalinos: FCC, BCC y IONIC.

La figura 4.1 muestra las cotas para las superficies de fluencia de varios sólidos cúbicos

con una resistencia a la fluencia τ0 para todos los sistemas de deslizamiento y moderado

nivel de porosidad (f = 0,05). Se observa que la cota elemental de Taylor produce

una superficie cilíndrica abierta paralela al eje de tensiones hidrostáticas, mientras que

las cotas de HS y SC producen superficies suaves, cerradas y convexas dentro de la

superficie de Taylor, como es de esperarse. Nótese que si bien la superficie de fluencia a

nivel cristalino posee vértices –ya que es un polihedro formado por facetas determinadas

por los hiperplanos dados por la ley de Schmidt–, la isotropía en la textura cristalográfica

genera una superficie de fluencia suave sin puntas aún en el caso de grandes triaxialidades.

La principal observación en el contexto de esta figura, sin embargo, es que en todos

los casos la relajación variacional produce un detrimento considerable en las cotas linea-

les de comparación. El impacto global puede ser cuantificado por comparación de las

normas de los dominios elásticos encerrados por la resistencia plástica. Se encontró para

sólidos cristalinos cúbicos FCC y IONIC un modesto valor de ∼ 15% pero mayor en el
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Figura 4.1: Cotas de superficie de fluencia de policristales cúbicos isótropos
con moderado nivel de porosidad (f = 0,05), sujetos a cargas axisimétricas.
Las líneas discontínuas indican direcciones de triaxilidad de tensiones constante
Xσ = 1/3, 1, 2, 4.
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caso de los sólidos BCC llegando al ∼ 25%1. Sin embargo, el impacto varía ampliamente

con la triaxialidad en tensiones considerada. El impacto observado en las cotas para la

resistencia al corte es menor al 2% en sólidos FCC y BCC, del ∼ 7% en sólidos IONIC,

mientras que para la resistencia hidrostática es del ∼ 22% en sólidos FCC, ∼ 29% en

sólidos IONIC y ∼ 40% en sólidos BCC. En todos los casos, el impacto es significativa-

mente mayor que el observado previamente por Idiart (2012) en policristales sólidos sin

porosidad. Además, se observa que las diferencias entre las cotas no relajadas correspon-

dientes para FCC y BCC son mayores que aquellas entre sus contrapartes relajadas. Por

lo tanto, la relajación pareciera reducir la sensibilidad de las cotas a la cristalinidad de

la matriz.

Más notable aún es el hecho de que las cotas no relajadas de HS no relajados son más

estrictas que las totalmente relajadas SC” por encima de cierta triaxialidad de tensiones

en sólidos IONIC y BCC; este hecho no ha sido observado en el contexto de sistemas

sólidos sin porosidad. La metodología de homogeneización de HS provee cotas para una

clase entera de policristales, que incluyen la subclase de policristales que dan cuenta del

esquema SC. Por lo tanto, los resultados HS no relajados constituyen una cota superior

rigurosa para el resto de los resultados incluyendo los SC”. Esto es indicativo de que

la pérdida resultante por la relajación (3.21) depende más fuertemente de los paráme-

tros materiales tales como la heterogeneidad en el contraste que del número de sistemas

de deslizamiento de los cristales del agregado. Recordemos que las técnicas lineales de

comparación como las consideradas en este trabajo arrojan predicciones bastante rea-

listas para bajas y moderadas triaxialidades pero predicciones irrealistas bajo grandes

triaxialidades —véase, por ejemplo, Lebensohn et al. (2011). Mientras que no se espera

que las mejoras significantes halladas en este trabajo provean predicciones realistas para

altas triaxialidades, sí se espera que aumenten el rango de triaxialidades para el cual las

mismas son precisas.

1Los porcentajes corresponden a la diferencia entre las cotas relajadas y no relajadas relativos

al resultado no relajado.
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a) b)

c) d)

Figura 4.2: Cotas de resistencia plástica efectiva bajo cargas de corte (σc
e) e hidrostáticas

(σc
m) para policristales iónicos (IONIC) isótropos con moderado nivel de porosidad (f =

0,05), como función del contraste en los sistemas de deslizamiento.
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La figura 4.2 muestra varias cotas para sólidos IONIC con grado moderado de porosi-

dad (f = 0,05) y varios grados de anisotropía cristalina. Las curvas están dadas para

resistencias plásticas de corte (σc
e) e hidrostáticas (σc

m) como función del contraste entre

los sistemas de deslizamiento A y B en sólidos IONIC con sistemas tipo C infinitamente

rígidos. Comenzaremos notando que las cotas para la resistencia al corte muestran ten-

dencias similares a las reportadas previamente para sólidos IONIC sin porosidad —véase

figura 1 en Idiart (2012)—, como es de esperarse para este grado de porosidad. De este

modo, las cotas de Taylor y HS crecen linealmente con el contraste en los sistemas de

deslizamiento y se acercan bastante entre ellas para todo el rango de anisotropías plás-

ticas considerado, mientras que las cotas SC divergen de aquellas cotas exhibiendo un

crecimiento diferente y grandes diferencias debidas a la relajación variacional. Por otra

parte, la cota de Taylor para la resistencia hidrostática es infinitamente grande, y por lo

tanto trivial, mientras que las cotas de HS y SC para esta cantidad permanecen finitas

siempre y cuando los sistemas de deslizamiento tipo-A y tipo-B puedan ambos deformar.

Una vez más, las cotas para la resistencia hidrostática muestran las máximas diferencias

relativas debido a la relajación variacional. Sin embargo, esas diferencias se mantienen

del mismo orden (∼ 22%) que aquellas reportadas anteriormente para sólidos IONIC de

gran simetría. Cálculos adicionales en función de la porosidad —que serán presentados en

la sección 4.4— revelan que el impacto en la relajación variacional de esas cotas lineales

de comparación es independiente del nivel de porosidad. Finalmente, como las cotas de

HS crecen más rápido con el contraste que las cotas SC, las cotas no relajadas de HS

para la resistencia hidrostática dejan de ser más estrictas que las cotas relajadas SC” por

encima de cierto nivel de contraste.
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4.2. Policristales hexagonales

En esta sección se presentan los resultados para sólidos policristalinos con simetría

hexagonal y una relación de aspecto de c/a = 1,59. La figura 4.3 muestra las cotas

Figura 4.3: Cotas de superficie de fluencia de policristales hexagonales isótropos
con un nivel de porosidad moderada (f = 0,05), sujetos a cargas axisimétricas.
Las líneas discontínuas indican direcciones de triaxialidad de tensiones constante
Xσ = 1/3, 1, 2, 4.

para la superficie de fluencia de sólidos hexagonales con τA = τB = τC = τ0 y un nivel

moderado de porosidad (f = 0, 05). Una vez más, las cotas lineales de comparación

producen superficies suaves y convexas, contenidas por la superficie de Taylor, como es

de esperarse; la relajación de la función v produce un notorio impacto en detrimento de

esas superficies, especialmente a grandes triaxialidades en tensión. El impacto global de la

relajación2 es ∼ 21%, pero el impacto en la resistencia al corte es menos de 1% mientras

que en la resistencia hidrostática es ∼ 40%. Además, las cotas no relajadas de HS son

significantemente más estrictas que las cotas relajadas SC” por encima de cierto grado

de triaxialidad, como se ha observado en sólidos IONIC y BCC. Sin embargo se hace

hincapié en que debido a que las cotas SC muestran un nivel de porosidad de percolación

menor respecto a las cotas de HS, ésta deja de ser más estricta que la SC” a grandes

niveles de porosidad.

2Se define como la norma de los dominios elásticos.
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La figura 4.4 muestra varias cotas para sólidos HCP con un moderado nivel de po-

rosidad (f = 0,05) y varios grados de anisotropía cristalina. Las figuras se presentan

para resistencias plásticas tanto de corte (σc
e) como hidrostáticas (σc

m) en función del

contraste en los sistemas de deslizamiento en sólidos con τA = τB 6= τC y τA 6= τB = τC .

Una vez más, las cotas para la resistencia al corte muestran tendencias similares a las

observadas previamente en sólidos sin porosidad —véase la figura 2 en Idiart (2012)—,

como es de esperarse a este nivel de porosidad. Por consiguiente, las cotas de Taylor y

HS crecen linealmente con el contraste en los sistemas de deslizamiento y nos brindan

predicciones similares, mientras que las cotas SC divergen de aquellas cotas mostrando un

crecimiento diferente y brindando predicciones presumiblemente más realistas. Por otra

parte, la cota de Taylor para la resistencia hidrostática es infinitamente grande mientras

que las cotas de HS y SC para esta cantidad permanecen finitas, siempre y cuando los

tres sistemas de deslizamiento puedan deformar. El impacto en la relajación variacional

de las cotas lineales de comparación permanece en el orden del ∼ 40% pero decrece algo

al incrementarse el contraste en los sistemas de deslizamiento. De este modo, el efecto de

la relajación parece depender de la porosidad, la cristalografía y la anisotropía cristalina

de manera intrincada. Finalmente, debido a que las cotas de HS crecen más rápido con

el contraste en los sistemas de deslizamiento que las cotas SC, las cotas no relajadas HS

para la resistencia hidrostática dejan de ser más estrictas que las cotas relajadas SC” por

encima de cierto contraste.

4.3. Policristales con sistemas de deslizamiento de-

ficientes

Al hacer tender los contrastes en los sistemas de deslizamiento de las figuras 4.2

y 4.4 a infinito, el número de sistemas de deslizamientos linealmente independientes

en los correspondientes cristales que constituyen el policristal se vuelve deficiente, es

decir, menor a cinco. En este límite, las cotas para las resistencias plásticas de corte e
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a) b)

c) d)

Figura 4.4: Cotas de resistencia plástica efectiva bajo cargas de corte (σc
e) e hidrostáticas

(σc
m) para policristales hexagonales (HCP) isótropos con un nivel de porosidad moderada

f = 0,05, como función del contraste al deslizamiento.
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hidrostáticas siguen un factor de escalamiento de la forma σc
e ∼ Mγe y σc

m ∼ Mγm ,

donde M es el contraste en sistemas de deslizamiento relevante. Más específicamente,

para la cota de Taylor γe = 1 y γm queda indefinido, mientras que para las cotas de HS

γe = γc = 1 independientemente de las simetrías cristalinas. Por otro lado, los exponentes

γe y γm para las cotas SC son diferentes y dependen de la simetría cristalina. Estos

exponentes pueden expresarse en términos del número J de sistemas de deslizamiento

linealmente independientes en el límite M → ∞. De los resultados numéricos se infiere

que:

γe = (4− J)/2 y γm = (4− J)(3− J)/2. (4.2)

Esta expresión para γe coincide con la inferida previamente por Nebozhyn et al.

(2001) para la resistencia plástica al corte en policristales sin porosidad. En efecto, los

resultados para las cotas SC mostrados en la figura 4.2a-b para sistemas de deslizamiento

dominantes tipo B (J = 3) y en la figura 4.2c-d para sistemas de deslizamiento domi-

nantes tipo A (J = 2) son consistentes con los exponentes γe = 1/2 | γm = 0 y γe = 1

| γm = 1, respectivamente; mientras que aquellos mostrados en la figura 4.4a-b para

sistemas de deslizamiento dominantes tipo basales + prismáticos (J = 4) y en la figura

4.4c-d para sistemas de deslizamiento dominantes tipo basales (J = 2) son consistentes

con los exponentes γe = 0|γm = 0 y γe = 1|γm = 1, respectivamente. De acuerdo a

estas leyes, puede haber agregados de cristales deficientes con porosidad que aún pue-

den acomodar deformaciones macroscópicas arbitrarias. Sin embargo, las deformaciones

esféricas arbitrarias no pueden ser acomodadas por policristales con menos de tres siste-

mas independientes, mientras que deformaciones desviadoras no pueden ser acomodadas

por policristales con menos de cuatro sistemas independientes. En otras palabras, los

resultados SC aseguran que agregados cristalinos con porosidad y cuatro sistemas inde-

pendientes pueden acomodar deformaciones arbitrarias, agregados de cristales con tres

sistemas independientes pueden dilatar pero no distorsionarse y agregados de cristales

con dos sistemas independientes no pueden deformarse.



4. Resultados para policristales isótropos cúbicos y hexagonales 45

4.4. Cotas de resistencia hidrostática

En esta sección se presentan los resultados de las cotas de resistencia plástica hidros-

tática obtenidos en el capítulo anterior para distintos sólidos cristalinos. Las figuras 4.5 a

4.7 muestran las gráficas para varias cotas de resistencia hidrostática, como función de la

porosidad, correspondientes a materiales con cinco sistemas de deslizamiento linealmente

independientes (J = 5): sólidos BCC e IONIC; sólidos FCC y sólidos HCP; sólidos IONIC

con sistemas deficientes (sin la familia C). Por último se presentan sólidos con menos de

cinco sistemas de deslizamiento linealmente independientes (J < 5): sólidos IONIC sin

las familias A y C; HCP sin la familia C en la figura 4.8 –(a) y –(b) respectivamente.

(a) (b)

Figura 4.5: Cotas lineales de comparación del tipo Hashin-Shtrikman (HS) y Autocon-
sistentes (SC) para la resistencia plástica hidrostática de sólidos policristalinos porosos
como función de la porosidad f para materiales: (a) BCC, (b) IONIC. Las letras sin pri-
mar y doblemente primadas corresponden a cotas no relajadas y completamente relajadas
respectivamente.

Recordemos que las cotas elementales de Taylor y Reuss resultan triviales —infinito

e idénticamente nula respectivamente— en el contexto presente. Por otro lado, las cotas

de de resistencia hidrostática presentadas anteriormente son todas finitas excepto en la
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(a) (b)

Figura 4.6: Cotas lineales de comparación del tipo Hashin-Shtrikman (HS) y Autocon-
sistentes (SC) para la resistencia plástica hidrostática de sólidos policristalinos porosos
como función de la porosidad f para materiales: (a) FCC, (b) HCP. Las letras sin primar
y doblemente primadas corresponden a cotas no relajadas y completamente relajadas
respectivamente.

percolación, en el límite diluido y en el caso de HS para policristales con sistemas lineal-

mente independientes menores que cinco (es decir, J < 5, véase figura 4.8). Las cotas

SC toman valores finitos para porosidades f < 0,5 en todos los casos. Los umbrales de

percolación en HS y SC resultan f = 1 y f = 0,5 respectivamente. En el límite diluído

el policristal se vuelve incompresible y la resistencia hidrostática tiende a infinito razón

por la cual en las figuras 4.5 a 4.8 la resistencia hidrostática se ha multiplicado por una

potencia de f adecuada para visualizar el impacto de la relajación en las distintas cotas.
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Figura 4.7: Cotas lineales de comparación del tipo Hashin-Shtrikman (HS) y Autocon-
sistentes (SC) para la resistencia plástica hidrostática de sólidos policristalinos porosos
como función de la porosidad f para materiales iónicos (IONIC) con sistemas deficientes
(sin la familia C). Las letras sin primar y doblemente primadas corresponden a cotas no
relajadas y completamente relajadas respectivamente.

En todos los casos se observa que la relajación variacional tiene un impacto au-

mentando las cotas consideradas. Este impacto es independiente del nivel de porosidad

resultando: para los materiales FCC y HCP sin la familia C (∼ 22%); para sólidos IONIC

sin las familias A y C (∼ 23%); para IONIC (∼ 30%); para sólidos BCC (∼ 33%) y

como era de esperarse el impacto máximo en sólidos HCP (∼ 37%)3. En cualquier ca-

so, estos porcentajes son significantemente mayores que los presentados previamente por

Idiart (2012) en el contexto de sólidos policristalinos sin porosidad (< 15%). Además,

la relajación parece reducir la sensibilidad de las cotas a la cristalinidad de la matriz:

las cotas relajadas no distinguen entre materiales FCC y BCC, véase ecuaciones (3.44)

y (3.45); entre IONIC, IONIC sin la familia C y HCP, véase ecuaciones (3.46), (3.48)

y (3.47). Los resultados SC también predicen un cambio sustancial en el juego entre la

porosidad y la cristalinidad cuando los cristales son deficientes. De hecho, cuando los

cristales no son deficientes, las cotas para la resistencia hidrostática siguen una ley de es-

calamiento diluida σc
m ∼ f−1/2 (véase el Anexo A). Mientras que las cotas para sistemas

3Estos porcentajes corresponden a la diferencia entre las versiones no relajadas y completa-

mente relajadas para la resistencia hidrostática relativa relativas a la cota no relajada.
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(a) (b)

Figura 4.8: Cotas lineales de comparación del tipo Autoconsistentes (SC) para la resis-
tencia plástica hidrostática de sólidos policristalinos porosos como función de la porosidad
f para materiales: (a) IONIC sin las familias A y C, (b) HCP sin la familia C. Las letras
sin primar y doblemente primadas corresponden a cotas no relajadas y completamente
relajadas respectivamente.

hexagonales que experimentan deslizamiento en los sistemas basal + prismático (J = 4)

también siguen esta ley de escalamiento diluida, las cotas para sistemas IONIC que ex-

perimentan deslizamiento del tipo B (J = 3) siguen una ley de escalamiento diluida más

débil σc
m ∼ f−1. Un cambio en las leyes de escalamiento diluidas con las propiedades

materiales o microestructurales es asociado típicamente con cambios en los patrones de

localización que experimentan los campos de tasa de deformación. Es conocido que las

técnicas de comparación lineal tienen la capacidad de capturar ciertos efectos de la lo-

calización de la tasa de deformación en la respuesta macroscópica de sólidos isótropos

perfectamente plásticos (por ejemplo, Idiart & Ponte Castañeda 2005, Idiart et al. 2006).

Desde el punto de vista matemático, esta capacidad radica del uso de tensores de fle-

xibilidad de comparación extremadamente anisótropos lo que permite la localización de

campos de tasa de deformación en el medio lineal de comparación (véase Idiart et al.

2009). Esto es en verdad lo que produce un cambio en las leyes de escalamiento diluidas

con la cristalinidad. De cualquier modo, la capacidad de capturar dichos cambios, en

forma aproximada, es una propiedad destacable de las técnicas de comparación lineal la

cual es confirmada ahora en un contexto más general.
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Capítulo 5

Conclusiones de la tesis

En este trabajo se derivaron cotas para la superficie de fluencia de sólidos policris-

talinos con porosidad presurizada mediante el método del medio lineal de comparación

derivado en Idiart & Ponte Castañeda (2007a, b). Se consideraron cotas para policrista-

les porosos con textura isótropa y se consideraron distintas estructuras cristalinas: FCC,

BCC, IONIC y HCP. Se consideró además el caso de policristales con sistemas deficientes

para evaluar la influencia del contraste constitutivo. Por último se calculó en forma ana-

lítica la resistencia hidrostática en función de la porosidad dando cuenta de su impacto

en las cotas. De esta forma se evaluaron las distintas formulaciones para las cotas rela-

jadas y no relajadas con los distintos métodos de homogeneización —HS y SC— dando

cuenta de la interrelación entre la porosidad, la cristalinidad y el contraste entre fases.

Las principales conclusiones se enumeran a continuación:

El efecto de la presión interna de los poros en la superficie de fluencia se tiene en

cuenta con un simple cambio de variables.

Las cotas no relajadas de Idiart & Ponte Castañeda (2007) muestran mejoras

respecto de las cotas relajadas de deBotton & Ponte Castañeda (1995). Ésta puede

ser tanto como 40% en el caso de policristales cúbicos y hexagonales. El grado de

relajación depende de la cristalinidad de la matríz.

Las cotas no relajadas de HS pueden ser más estrictas que las relajadas SC en

determinadas estructuras cristalinas y por debajo de cierto nivel de porosidad.

Se establecieron leyes de escalamiento para policristales con sistemas deficientes:
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analíticamente para la resistencia hidrostática y numéricamente para la resistencia

al corte.

De los análisis de resistencia hidrostática y al corte para sistemas policristalinos

deficientes, se puede concluir que: policristales porosos con menos de cinco sistemas

de deslizamientos independientes aún pueden acomodar deformaciones macroscó-

picas arbitrarias; las deformaciones esféricas arbitrarias no pueden ser acomodadas

por policristales con menos de tres sistemas de deslizamientos linealmente indepen-

dientes; las deformaciones desviadoras no pueden ser acomodadas por policristales

con menos de cuatro sistemas de deslizamientos linealmente independientes.

Las leyes de escalamiento diluída muestran, según la cristalinidad y el contraste,

un cambio en el exponente de la porosidad. Esto es típico de la localización del

campo de tensiones.

Las observaciones precedentes pueden ser aprovechadas en los esfuerzos actuales para

desarrollar teorías policristalinas de plasticidad dilatacional a través de técnicas de com-

paración lineal. Estas técnicas son típicamente usadas en conjunto con la aproximación

lineal SC, la cual es bien conocido que brinda estimaciones precisas para sólidos policris-

talinos lineales. Por otra parte, el uso de la aproximación lineal de las cotas de Hashin-

Shtrikman es descartado porque presumiblemente arroja cotas excesivamente rígidas. Si

bien este es el caso en sólidos no porosos, los resultados anteriores muestran que puede no

ser el caso en el contexto de policristales con bajo nivel de porosidad, el cual es precisa-

mente el rango de aplicaciones ingenieriles como el estudio de la falla dúctil en metales y

procesos de conformado. El uso de las aproximaciones de Hashin-Shtrikman en vez de las

SC puede brindar ventajas desde el punto de vista práctico en vistas de reducir el costo

computacional de la aproximación de Hashin-Shtrikman. La elección dependerá, sin em-

bargo, del desempeño de las aproximaciones para respuestas constitutivas más generales

(viscoplásticas) y condiciones de carga (no esféricas). En este sentido, recordemos que es

conocido que las estimaciones arrojadas por el método del medio lineal de comparación

para sistemas porosos son precisas para triaxialidades de tensiones bajas a moderadas

pero son poco realistas a altas triaxialidades (Lebensohn et all 2011). Mientras que las
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mejoras encontradas en este trabajo no se espera que brinden estimaciones realistas para

cargas hidrostáticas, se espera que aumenten el rango de triaxialidades para el cual las

estimaciones son precisas.

Los programas experimentales desarrollados para evaluar el comportamiento de ma-

teriales nucleares son complejos por su naturaleza multivariable y muy costosos porque

implican planes de irradiación que representan condiciones de operación normales, in-

cidentales y hasta accidentales. Los resultados de estos experimentos se utilizan, por

ejemplo, para comprender tanto la fenomenología de la evolución microestructural bajo

irradiación como el comportamiento fenomenológico a escalas macroscópicas. Con es-

ta información se calibran modelos multifísicos simples en un rango de variación de

las variables fundamentales. Los modelos micromecánicos —como el desarrollado en este

trabajo— se diseñan bajo hipótesis adecuadas para mejorar la comprensión de las desvia-

ciones de los modelos multifísicos macroscópicos respecto de los experimentos. También

se implementan en los modelos macroscópicos para ampliar el rango de ajuste de sus

variables a las observaciones experimentales. Además se utilizan para extrapolar el com-

portamiento de los modelos macroscópicos a condiciones fuera del rango de aplicación

de los experimentos generando nuevas estimaciones como, por ejemplo, en situaciones de

variación de constantes características intrínsecas del material producto de variaciones

microestructurales. A su vez los modelos micromecánicos se utilizan en el diseño de ma-

teriales para estimar su rango de comportamiento en función de variables microscópicas

como la textura.

Por último, el modelo presentado en este trabajo puede ser adaptado a situacio-

nes más realistas incorporando termoelasticidad, endurecimiento y viscoplasticidad para

exponentes grandes partiendo de la solución de plasticidad perfecta como valor inicial.

También puede incorporarse twinning como mecanismo de deformación agregando un

término lineal al potencial del medio lineal de comparación.
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Apéndice A

Aspectos numéricos

Notación de Woo

Para la representación de los tensores de cuarto orden en el espacio de seis o cinco

dimensiones se han utilizado la siguientes definiciones de la base de Woo introducidos en

Woo (1985):

u1 =
1√
3
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) ;

u2 =
1√
6
(2e3 ⊗ e3 − e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) ;

u3 =
1√
2
(e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) ;

u4 =
1√
2
(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) ;

u5 =
1

2
(e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) ;

u6 =
1√
2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) .

(A.1)

Cotas de resistencia hidrostática: casos diluídos

En el caso de policristales con sistemas deficientes, HCP AB sin la familia C (J = 4)

y IONIC B sin las familias A y B (J = 3), si tomamos el límite cuando f → 0 en las
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funciones objetivo se obtienen las siguientes expresiones.

HCP AB: g(f → 0) =





4√
f

√
2/3 SC′′

1√
f

3
√
3

2
SC

(A.2)

IONIC B: g(f → 0) =





2
√

2/3

f SC′′

4

3f
SC

(A.3)

Tensores vértice σ̂(v)

Las funciones v(r) definidas por (3.14) requieren el conocimiento de los tensores vértice

σ̂(v). Estos son los vértices de un polihedro cerrado en el espacio de tensiones de cinco-

dimensiones cuyas caras son los 2K planos definidos por σ · µ(k) = ±τ
(k)
0 (k = 1, ...,K).

Para determinar el conjunto entero de vértices para un tipo de cristal particular se debe

emplear un algoritmo de enumeración de vértices. Un algoritmo utilizado en la biblio-

grafía está disponible en el trabajo de Avis & Fukuda (1992). Sin embargo, encontramos

más confiable emplear un algoritmo recientemente desarrollado por Terzer (2009) para

enumerar rayos extremos de conos poliédricos multidimensionales. En esta metodología,

se construye un cono poliédrico de seis dimensiones cuya sección transversal a una dada

distancia del vértice forma la superficie de fluencia poliédrica de cinco dimensiones de

un cristal simple. Luego la intersección entre los extremos de los rayos del cono y una

sección transversal particular nos da los vértices de la superficie de fluencia.

Tensor de flexibilidad efectivo S̃

El potencial de tensiones efectivo ũ0 dado por (3.16) requiere el cálculo del tensor

efectivo de flexibilidad S̃ dado por (3.17). La elección (3.18) y para el caso de texturas

estadísticamente isótropas Q0 = 4µ0J + (6µ0/5)K —ver, por ejemplo, Willis (1982)—

considerando la expresión (3.17) resulta S̃ explícito. Aquí, J y K son los tensores de

proyección de corte e hidrostáticos de cuarto orden estándar e isótropos, respectivamente.
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Para la elección (3.19), el tensor Q0 depende de S̃ y la expresión (3.17) para S̃ es implícita.

En el caso de tensión uniaxial, el tensor S̃ exhibe isotropía transversa alrededor de los

ejes de tracción, y el tensor Q0 en términos de S̃ se puede calcular como se muestra —por

ejemplo— en Willis (1982). La ecuación resultante (3.17) puede ser fácilmente resuelta

por S̃ por el método del punto fijo.

Procedimiento de optimización

La optimización restringida respecto del tensor de flexibilidad simétrico, positivo-

semidefinido S(r) en la cota (3.15) fue reescrita como un problema de optimización sin

restricciones con respecto a los tensores de cuarto orden simétricos A(r) tal que S(r) =

A(r)A(r). Del mismo modo, la optimización restringida con respecto a las flexibilidades

de deslizamiento positivas α
(r)
(k) en las cotas completamente relajadas, se reescribieron

como una optimización sin restricciones con respecto a las variables escalares a(r)(k) tal que

α
(r)
(k) = (a

(r)
(k))

2. Luego las funciones objetivo fueron optimizadas utilizando el algoritmo

de Brent (1973) para minimización sin derivadas. Este algoritmo requiere un valor inicial

para las variables de optimización. Se siguió la siguiente secuencia:

1. cálculo de cotas completamente relajadas

1.1 con S̃ dado por la cota de Taylor y el valor inicial dado por α(r)
(k) =

(
τ
(k)
0

)−1
;

1.2 con S̃ dado por la cota de Hashin-Shtrikman y el valor inicial dado por el

α
(r)
(k) óptimo del paso anterior;

1.3 con S̃ dado por la cota Autoconsistente y el valor inicial dado por el α
(r)
(k)

óptimo del paso anterior;

2. cálculo de cotas relajadas

2.1 con S̃ dado por la cota de Hashin-Shtrikman y el valor inicial dado por el

α
(r)
(k) óptimo del paso 1.2;

2.2 con S̃ dado por la cota Autoconsistente y el valor inicial dado por el α
(r)
(k)

óptimo del paso 1.3;

3. cálculo de cotas no relajadas

3.1 con S̃ dado por la cota de Hashin-Shtrikman y el valor inicial dado por el S(r)

óptimo del paso 2.1;
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3.2 con S̃ dado por la cota Autoconsistente y el valor inicial dado por el S(r)

óptimo del paso 2.2;

En cada caso, el proceso de optimización fue detenido cuando el criterio de convergencia

se satisface o el número de evaluaciones de la función alcanza 4× 106.
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Apéndice B

Cotas de resistencia hidrostática

para sólidos policristalinos con

sistemas deficientes

En este apéndice se evalúa la resistencia hidrostática de policristales con sistemas

de deslizamiento deficientes: cúbicos IONIC AB sin la familia C (J=5) y con sistemas

linealmente independientes menores a cinco: policristales hexagonales con familias AB

sin la familia C (J=4) y IONIC B sin las familias A y B (J=3). Las ecuaciones (3.23) a

(3.26) siguen siendo válidas mientras que el tensor óptimo Ŝ toma la forma de la simetría

cristalina específica.

Cotas no relajadas

Policristales IONIC AB sin la familia C

El tensor de flexibilidad toma la forma:

Ŝ =
1

2µa
Ka +

1

2µs
Ks =

1

2µs

[
Ks +

1

r
Ka

]
, (B.1)

donde r
.
= µa/µs es la tasa de anisotropía cúbica y los tensores Ka y Ks como se definieron

anteriormente. Para esta clase de tensores de flexibilidad, las funciones v̂ pueden ser

escritas respectivamente como
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v̂(Ŝ) =
τ20
2µs

máx
σ∈P̂

{
1

2
(τ−1

0 σ) ·
[
Ks +

1

r
Ka

]
(τ−1

0 σ)

}
.
=

τ20
2µs

v̂(r), (B.2)

mientras que las prescripciones (3.26) para el módulo de referencia pueden ser escritas

como µ0 = m0(r, f)µs donde debido a la simetría de la (B.1) con (3.27), m0(r, f) adopta

la misma forma que la ecuación (3.31). Sin embargo cabe aclarar que los valores de µa

y µs son propios de cada clase cristalina. Luego σh vendrá dado por la (3.32) donde la

función objetivo será solución del problema da optimización (3.33).

Policristales hexagonales AB

El tensor de flexibilidad toma la forma:

Ŝ =

[
1

2µh
Kh

]
(B.3)

donde el tensor Kh = Kc + Kd. Nuevamente, para esta clase de tensores de flexibilidad,

las funciones v̂ pueden ser escritas respectivamente como

v̂(Ŝ) =
τ20
2µh

máx
σ∈P̂

{
1

2
(τ−1

0 σ) ·Kh(τ
−1
0 σ)

}
.
=

τ20
2µh

v̂, (B.4)

mientras que las prescripciones (3.26) para el módulo de referencia pueden ser escritas

como µ0 = m0(f)µh siendo

m0(f) =





1 HS

1− 2f

1 + 2f

2 + f

(1− f/3)
SC

(B.5)

Luego σh vendrá dado por
σh

τ0
=

2√
3

1− f√
f

√
g(f), (B.6)

donde g(f) será solución de

g(f) = ı́nf
r≥0

[m0(f) v̂] (B.7)

Nótese que el producto a optimizar m0(f)v̂ es de grado cero en r y por lo tanto g(f) =

m0(f) v̂.
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Policristales IONIC B

El tensor de flexibilidad toma la forma:

Ŝ =
1

2µs
Ks (B.8)

Para esta clase de tensores de flexibilidad, las funciones v̂ pueden ser escritas respectiva-

mente como

v̂(Ŝ) =
τ20
2µs

máx
σ∈P̂

{
1

2
(τ−1

0 σ) ·Ks(τ
−1
0 σ)

}
.
=

τ20
2µs

v̂, (B.9)

mientras que las prescripciones (3.26) para el módulo de referencia pueden ser escritas

como µ0 = m0(f)µs siendo

m0(f) =





1 HS

1− 2f

f

2 + f

3− f
SC

(B.10)

Luego σh vendrá dado por la ecuación (B.6) donde nuevamente la función g(f) está dado

por (B.7).

Cotas completamente relajadas

Las tensiones hidrostáticas σh que pertenecen a la superficie de fluencia acotada

(3.22) están dadas por una expresión análoga a (3.23) con las funciones v(S(s)) reem-

plazadas por v′′(α
(s)
(k)). Una vez más, debido a la simetría esférica de la microestructura

y de las cargas, el policristal lineal de comparación debe ser isótropo y los tensores de

flexibilidad asociados con el conjunto de α
(r)
(k) óptimos deben ser todos Q(r) rotaciones de

un simple tensor de flexibilidad con la simetría adecuada. Las cotas de HS y SC pueden

ser obtenidas por caminos análogos a aquellos de la sección previa; el resultado puede

ser escrito como (3.32)

g(f) = ı́nf
α(k)≥0

[
m0(ri, f) v̂

′′(α(k))
]

(B.11)

En esta expresión, ri representa las constantes de anisotropía correspondientes. Para

policristales deficientes IONIC AB sin la familia C m0(r, f) es la misma función (3.31),

v̂′′
.
= 2µsv

′′/τ20 ; para cristales con sistemas deficientes HCP AB sin la familia C m0(f)
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es la misma función (B.5), v̂′′
.
= 2µhv

′′/τ20 ; para cristales con sistemas deficientes IONIC

B sin las familias A y C, m0(f) es la misma función (B.10). Donde para cristales IONIC

AB sin la familia C con sistemas deficientes r y v̂′′ corresponden a la ecuación (3.35);

para cristales con sistemas deficientes HCP AB sin la familia C

v̂′′(α(k)) =
2
∑K

k=1 α(k)∑K
k=1 α(k) µ(k) ·Khµ(k)

; (B.12)

para cristales con sistemas deficientes IONIC B sin las familias A y C, v̂′′ responde a la

3.35. La estructura matemática de la función objetivo en (B.11) implica que las flexibi-

lidades óptimas de deslizamiento α(k) asociadas con todos los sistemas de deslizamiento

con iguales proyecciones tomarán los mismos valores: µ(k) ·Ksµ(k) y µ(k) ·Kaµ(k) para el

caso de los cúbicos, IONIC AB y IONIC B según corresponda; µ(k) ·Kbµ(k), µ(k) ·Kcµ(k)

y µ(k) ·Kdµ(k) para el caso de los HCP; µ(k) ·Khµ(k) para el caso de cristales con sistemas

deficientes HCP AB.
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