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Capitulo 1

Introduccion

Cuando uno modela una variable de supervivencia, esta es no negativa y repre-
senta el tiempo final en que una persona o evento experimenta un suceso terminal
como la muerte, remisién completa de una enfermedad o retiro permanente del tra-
bajo. Los modelos estadisticos para este tipo de datos son el objetivo principal de
la rama de Estadistica llamada Andlisis de Supervivencia. Esta rama abarca una
variedad de técnicas estadisticas para analizar variables aleatorias a valores positi-
vos. Comunmente el valor de esta variable es el tiempo de falla de un mecanismo
fisico (por ejemplo, el tiempo de falla de un componente electrénico o mecénico)
o bidlogico (por ejemplo, la muerte de un animal, paciente o célula). Estos datos
se presentan en diversos campos como la medicina, la biologia, la salud publica, la
epidemiologia, la ingenieria, la economia y la demografia.

El enfoque més comin en el Analisis de Supervivencia para analizar el tiempo de
falla de algtin evento se basa sobre la funcion de intensidad, tasa de riesgo o simple-
mente funcion hazard, que intuitivamente mide el riesgo instantaneo. Esta funcion es
muy utilizada en los estudios clinicos y existen varios modelos para ella. Los mode-
los semiparamétricos mas utilizados son: multiplicativo, acelerado y aditivo, donde
se estima un parametro de regresién y una funcion del tiempo de falla inicial, de
forma funcional arbitraria, conocida como “funciéon baseline”. En este trabajo solo
nos focalizamos en la estimacion del pardmetro de regresion en el modelo aditivo sin
la necesidad de estimar ni previamente ni conjuntamente la funcién baseline.

Los procedimientos clasicos para la estimacion del pardametro se basan en el cono-
cimento del modelo que generan los datos. Pero estos procedimientos suelen ser muy

sensibles a pequenas desviaciones del modelo y/o ante observaciones atipicas (llama-
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das outliers) que puede haber en los datos. Los procedimientos estadisticos robustos
tienen como objetivo principal permitir inferencias validas cuando el modelo no se
cumple exactamente y al mismo tiempo ser altamente eficientes bajo el modelo. Por
este motivo es de vital importancia la creaciéon de procedimientos robustos que per-
mitan no solo estimar el pardmetro en el modelo sino también cuando el modelo se
cumple aproximadamente y/o cuando hay outliers en los datos. En tal sentido, por
falta de una estimacién robusta para el parametro de regesion del modelo de riesgo
aditivo, aqui se proponen dos familias de estimadores robustos: EFIA (estimadores
con funcién de influencia acotada) y EPRNN (estimadores con punto de ruptura no
nulo).

En el siguiente capitulo se describiran las hipétesis del modelo aditivo que adop-
tamos para nuestras propuestas y definimos la Familia de Riesgo Aditivo. Ademas,
introducimos las definiciones y resultados sobre Procesos de Conteo y Martingalas
que se utilizaran aqui.

En el Capitulo B], se encuentra una exhaustiva resena bibliografica (o revisién de
la literatura) de métodos clasicos y robustos para la estimacién del parametro de
regresion en los tres modelos de hazards en eventos simples y recurrentes, esto tam-
bién se puede encontrar en Alvarez y Ferrario (2012). Esta bisqueda bibliogréfica
nos motivo a proponer las dos nuevas familias de estimadores robustas que se expli-
can con detalles en el Capitulo ] para el pardmetro de regresién en eventos simples.
Para ver el desempeno de nuestras propuestas robustas versus la versién clasica se
han desarrollado, en el Capitulo Bl simulaciones y un anélisis con datos reales.

En el Capitulo[@se encuentran las conclusiones y discusiones de esta investigacién.

Finalmente, las demostraciones se encuentran en el Capitulo [1



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Analisis de Supervivencia

En el Andlisis de Supervivencia se suele modelar y analizar datos referidos al
tiempo final en el que ocurre un evento, este generalmente se suele referir como
“tiempo de falla” del evento principal. Por ejemplo, en el desempeno de ciertos
componentes mecanicos es de interés observar los tiempos de falla de estos o en
un estudio clinico es de interés el tiempo de recuperaciéon o de recaida de cierta
enfermedad en estudio. O sea, la respuesta de interés, T, es una variable aleatoria
(v.a.) no negativa y, en este trabajo, la suponemos continua. Ademas el evento de
estudio que se observa puede ser recurrente (cuando el evento se repite en el tiempo,
por ejemplo, en un estudio médico es de interés saber los tiempos en que ocurren
los ataques epilépticos) o simple (cuando el evento no se repite en el tiempo, por
ejemplo, la duracién de las lamparitas o la duracién de la respuesta de un paciente
al tratamiento de cierta enfermedad, o simplemente la muerte).

Una caracteristica que distingue al Analisis de Supervivencia de otras ramas de la
Estadistica son las observaciones censuradas, que contienen sélamente informacion
parcial sobre la v.a. T%. Esto comunmente se debe a que los tiempos de falla de los
eventos suelen ser muy grandes entonces en lugar de esperar hasta su falla se suelen
censurar.

Hay varias clases de censura que se pueden clasificar en las dos siguientes clases:

1. Censura fija: sea T un numero fijo, llamado “tiempo fijo de censura”. En

lugar de observar T™ se observa T A 7, el minimo entre 7™ y 7.



2. Censura aleatoria: sea C' una v.a. independiente de 7™, llamada “tiempo de

censura aleatorio asociado a 7*”. En lugar de observar 7™ se observa T A C'.

La clase de censura fija surge en aplicaciones de Ingenieria. Por ejemplo, se testea
la duracién de un lote de transistores. Algunos de ellos pueden tener una duracion
muy larga y no deseamos esperar para terminar el experimento, puesto que éste
podria ser demasiado largo. Por lo tanto, podemos parar el experimento en el tiempo
T preestablecido.

Las censuras aleatorias surgen en aplicaciones médicas, en tratamientos clinicos o
estudios de animales o células. Por ejemplo, en un tratamiento clinico, los pacientes
pueden entrar al estudio en diferentes tiempos; luego cada uno es tratado con una

terapia. Pero aqui las censuras pueden ocurrir por:
= Pérdida de seguimiento: el paciente puede mudarse y nunca lo vemos de nuevo.

= Abandono: el paciente se rehusa a continuar con la terapia o esta no tiene los

efectos deseados y es necesario interrumpir el tratamiento.
= Final de estudio.

Por eso es crucial aqui suponer la independencia entre 7 y C' cuando solo se ob-
servan los tiempos, o la independencia condicional ante posibles variables indepen-
dientes X, cuando se disponen de ellas. Sin esta suposicion se pueden conseguir
pocos resultados. Esto parece justificado en el caso de valores aleatorios y pérdidas
de seguimiento que se presentan aleatoriamente. Pero, si la razén del abandono esta
relacionado con el curso de la terapia, puede haber dependencia entre T* y C.

En particular, la funcién de distribucion continua de 7%, F,, puede ser especificada

por tres funciones ttiles en aplicaciones de Supervivencia:
1. Funcién de Supervivencia:

Si(t) :== Prob(T* > t) = 1 — F,(t) (2.1)

2. Funcion de densidad de probabilidad:



3. Funcién de riesgo o hazard:

L Prob(Tr<t+ AT >t) £ f()
Adl) = i, Af “ioR® sa 2Y

Notar que estas tres funciones se relacionan entre si mediante las siguientes igual-

dades: g
M) = ——1 L(1)),
(t) I og (S ( ))

o bien
S«(t) = exp (— /Ot A (1) du) = exp (—A.(1)), (2.3)

donde A, (t) = fg (1) du es la funcién de riesgo acumulado,

y, por ultimo,

£.(t) = A (D)S. (1), (2.6)

Entonces f.(t), S.(t) y A«(t) estéan todas en correspondencia uno a uno y por lo
tanto son equivalentes para determinar F,(?).

El enfoque en que se ha realizado esta investigacién fue através de la funcion
hazard \.(t) que es fundamental en Anélisis de Supervivencia. Esta funcién es tam-
bién conocida como la tasa de falla condicional en Confiabilidad, la influencia de
mortalidad en Demografia, la funcién de intensidad en Procesos Estocasticos, la ta-
sa de falla por edad en Epidemiologia, la inversa de la tasa de Mill en Economia o
simplemente la tasa de riesgo. Esta funcion representa el riesgo instantaneo en el
tiempo t, ya que, de la definicién en [22), \.(t)At es, para At chico, la probabilidad
aproximada de que ocurra un evento en (t,t + At], dado que T* > t. Esta funcién
es particularmente util para determinar la distribucién de los tiempos de falla que
utilizan informacion cualitativa sobre el mecanismo de falla y para describir la forma

en que el evento cambia con el tiempo. Hay muchas formas generales de la tasa de
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riesgo. La tinica restriccion a la funcién A, (t) es que sea no negativa y con integral
igual a infinito.
Algunas de las formas generales de la tasa de riesgo para distribuciones paramétri-

cas SOI1l:

1. Exponencial: \,(t) = a, por la relacién (23 ya que f.(t) = aexp(at), donde
a > 0.

2. Weibull: \,(t) = a8t por larelacién [H) ya que f.(t) = aSt* exp(—5t*),
donde a, 8 > 0.

aftet

3. Log-logistica: A\, (t) = W

donde a, § > 0.

ta—l
, por la relacién ([Z3) ya que fi(t) = (1a_f Btey?’

Observar que en el caso de la Weibull, cuando o« = 1 la funcién de tasa de riesgo es
constante en el tiempo y corresponde a una funcién de riesgo exponencial. Ademas,
para o < 1 la funcién de riesgo disminuye con el tiempo (puede servir por ejemplo
para modelar la aparicion de fallas en el software, que no envejece, salvo Windows
claro), y para a > 1 la funcién de riesgo aumenta con el tiempo (por ejemplo para
modelar la supervivencia del hardware, que envejece con el tiempo). Sin embargo
en la vida real a veces la funcién de riesgo puede variar su sentido. Por ejemplo,
después de una intervencion quirtrgica es posible que inicialmente el riesgo sea alto
y posteriormente, pasada una fase critica, el riesgo disminuya. En estos casos no nos
sirven los modelos de Weibull, pero existen otras alternativas. La mas empleada es
el modelo Log-logistico. Todo esto se ve en los graficos en los que se hicieron algunos
ejemplo, ver la Figura 2.1}

Ademas, asociado a cada tiempo de falla T* ocasionalmente se recoge un vector
de covariables Z € RP que puede incluir variables cuantitativas, cualitativas, que
dependan o no del tiempo e incluso pueden ser variables externas (independientes
del proceso del evento recurrente) y/o internas (si no es externa). Una generalizacién
de los modelos para la funciéon de intensidad del tiempo de falla 7™ asociada con
el vector Z incluye variables regresoras. Esta generalizacién puede ser formada de
varias maneras y las tres mds comunes son, donde \,(t, Z) denotamos a la funcién
de intensidad del tiempo de falla dado Z:

1. Modelo de riesgo proporcional o riesgo multiplicativo de Cox:

A(t, Z) = Xo(t) exp(ByZ (1))



0.8 1 0.8 1

061 0.6 4

0.44 044

0.2 0.2

Figura 2.1: Funcién de riesgo Weibull (derecha) y Log-logistica (izquierda) para
f =1y para los distintos valores de a: 1 (—), 0.5 () y 2 (—).

2. Modelo de tiempo de falla acelerado:
M(t,Z) = Xo(texp(ByZ(t))) exp(BoZ (1))

3. Modelo de riesgo aditivo:

At Z) = Mo(t) + B Z ()

donde B, € RPt es el vector de pardmetros de regresion y \g(t) = A\(¢,0) es la
funcién baseline, desconocida, arbitraria y no negativa en funciéon del tiempo. En
los tres casos se desea estimar el vector de parametros de regresién, 3, y la funcién
baseline, Ag(t).

Una descripcién y revision mas amplia de estos tres modelos se realizard en el
Capitulo B En esta investigacion se han desarrollado dos familias de estimadores
robustos para el parametro de regresiéon del modelo de riesgo aditivo pero en el caso
en que la covariable es fija en el tiempo, es decir, cuando el valor de la covariable

{Z = z}, la funcién de riesgo bajo el modelo aditivo es
M(t.2) = Molt) 1 B)z. 2.7)
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La descripcién de estas dos familias de estimadores robustos se encuentra en el
Capitulo @

En via de las propuestas robustas que aqui presentamos necesitamos caracteri-
zar una nueva familia de distribuciones que nos permitirda contaminar de distintas

maneras. Para esto primero necesitamos las expresiones de las siguientes funciones,

bajo el modelo [Z1):
1. Tasa de riesgo acumulado:
t
At z) = / M (u, z) du = Ao(t) + Byzt, (2.8)
0

donde Agy(t) := f(f Ao(u) du es la funcién de riesgo acumulado baseline.

2. Funcion de supervivencia:

23

Su(t,2) B exp (= At 2)) B Sy (t) exp(—B)zt), (2.9)
donde So(t) = exp ( — Ao(£)).
3. Funcién de distribucién:
Gl &

F.(t,z) = 1—85.(t,2) 1 — So(t) exp(—Byzt) .

4. Funcién de densidad:

fult.2) B (1 2) 5.t 2) B So(t) exp(—Blzt) (holt) + B)z).

Por otro lado, las covariables Z son independientes, no negativas y fijas en el
tiempo, con funcion de distribucién Fy y densidad fz. Ademas, hay una v.a. latente
de censura C' con distribucién F¢ (y densidad fo) que puede depender de Z, pero
no se supone que C' es independiente de 7. Adoptamos un supuesto mas débil, que
la censura es no informativa en el sentido de que, dado el vector de covariable que
toma el valor Z = z, la censura y el tiempo del evento son independientes, es decir,

que para todo z
T"1C|Z== (2.10)
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Esto implica que

Fircyiz = Frozlbezz

Frecz = FrezFozFz.

Debido a esta censura aleatoria, los tiempos observados son T := T* A C. Condicio-

nado sobre {Z = z}, su funcién de supervivencia es

Prob(T>1Z = 2) 2 Prob (T > 1| Z = 2) Prob (C > 1| Z = 2) = 5. (t, 2)Sc(1) (2.11)
D 50(1)Sc(t) exp(=Byzt) = S(t) exp(—Byat), (2.12)

donde S(t) := Sy(t)Sc(t). Esto implica las siguientes funciones de distribucién con-
dicional y de densidad, respectivamente:

Friz(t,z) = Prob(T <t|Z =2z)=1-Prob(T >t|Z = z)
BID | _ 5., 2)S0(t) B2 1 = 8(t) exp(—B2t),

fralhz) = Pl 2) = S0 exp(~Bhat) + 5(1)8)z exp(—Bhz1)
()

(RS (E) + Solt)Felt)) exp(~Byzt) + 5(2)Byz exp(~Bzt)
250+ 20 510 ) exvl-10) + SOFzexp(~Fi)

(1) exp(—By=) M) + Aclt) + By

(1) exp(—Byzt)IA(1) + By 2, (2.13)

donde A(t) := A\o(t) + Ac(t). Por lo tanto, la densidad conjunta no condicionada de
Ty Z es

frz(t,z) = frz(t, z)fz(z)
= S(t) exp(—Byzt)[A(t) + Bzl f2(2). (2.14)

Llamamos H(t,z) a la funcién de distribucién acumulada bivarada con densidad
fr.z(t,z) dada por la ecuacién ([2I4).

Por otro lado, sea A = I(T* < C) el indicador de una observacién no censurada.
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Considerar

Prob(T <t;A=0|Z=2) = Prob(T"NC <t;T" > C|Z = z)

= Prob(C <t;T* > C|Z = z)

= Prob(C <4;T* > C;T* <t|Z =z) +
Prob(C < t;T* > C;T* > t|Z = z)

= Prob(C <T"<t[Z=2)+

Prob(C <t<THZ=z)

— E[Prob(C < T" <1|Z = 2)|T"| +
E Prob(C <t<T*|Z= z)|T*]
= E_F (1) 1(1™ <t)] +E[Fo( )I(T™ >t)}

= /FC ) fi(u, 2)du + Fo(t /f*uz
0

:/0 Fo(u) fu(u, 2)du + Fo(t)S.(t, ),

Frajz(t,A=1) = Prob(T <t;A=1|Z = z)
= Prob(T <t|Z = z) — Prob(T < ;A =0|Z = z)

— Pt z) - /0 Fo(w)f.(u, 2)du — Fa(t)S.(t, 2).

Esto implica que

8t TA]|Z(t A= 1) - fT|Z<t; Z) - FC'(t)f*(t?Z) - fC<t>S*(t7z) + Fc(t)f*<t’z)
BID 3 () exp(—Bzt) [M)+Bz] —Ac(B)Sc(t) Solt) exp(—B)zt)
— S(t)exp(—B)zt) [A(t) + Byz — Ac(t)]
= S(t)exp(—Byzt) [Mo(t) + Byz],

del cual obtenemos la subdensidad (con esta funcién nos referimos a la densidad

conjunta evaluada en un valor particular de la v.a. A)

froalt,z,A=1) = firaz(t,A=1)fz(z)
= S(t)(Mo(t) + Byz) exp(—Byzt) f2(z). (2.15)
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Llamamos H (t,z, A = 1) a la funcién de distribucién acumulada conjunta bivariada
con densidad frza(t,z, A =1) dada por la ecuacién (ZIH).

Una funcién de distribucién acumulada conjunta H (t, z, A) parala terna (T, Z, A)
es un miembro de la Familia de Riesgo Aditivo con parametro 3, € Rt y lo

denotamos H € A B, si posee:
0

1. una funcién de distribucién conjunta bivariada para (t,z) dada por H(t, z),

con funcién de densidad

Jr.z(t,z) = 5(t) exp(=Bozt) [M1) + Boz] f2(2),

y

2. una funcién de subdistribucién H(t,z, A = 1) con funcién de densidad
fraalt,z, A =1) = S(t) exp(—B)zt) [No(t) + Boz] f2(2).

Es de destacar que la familia aditiva A B, semiparamétrica, ya que no solo esta in-
dexada por 3, sino que también por las funciones de supervivencia no negativas
arbitrarias So(-), Sc(:) y Sz(-). Fuera de AIBO’ los riesgos pueden ser no aditivos,
o puede haber dependencia de T* y C, ain condicionando sobre {Z = z}. Esta
caracterizacién también muestra diferentes maneras de contaminar algin miembro

H e AB , esto se verd en la Seccion
0

2.2. Procesos de Conteo y Martingalas

Los conjuntos de datos que observamos o que recolectamos de un experimento
sobre un periodo de tiempo son usualmente modelados a través de los procesos de
conteo, N. Antes de dar la definicién formal de este proceso y conceptos basicos,
veamos la idea intuitiva de su relacion con martingalas.

Al proceso de conteo se lo puede descomponer como N = A+ M (conocida como
descomposicién de Doob-Meyer), donde A es el compensador de N y M es una mar-
tingala. Luego la representacion de los datos N(t) = A(t)+ M(t), puede ser pensada
como: observaciéon = modelo + error. El Teorema Central del Limite para Martinga-
las facilita la descripcion asintética del comportamiento de estadisticos especificos.

En particular, los estadisticos de la forma Y, [ H; dM;, donde H; es un proceso y
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M; es la martingala de un proceso de conteo, que bajo ciertas propiedades de aco-
tacion, integrabilidad y predictibilidad, resulta ser también una martingala. Como
nuestro estadistico de estimacién es de esa forma, a continuacion se desarrollara la
definiciones y resultados necesarios en via de dar el comportamiento asintética del
estimador propuesto aqui. Estos conceptos se extrajeron de Fleming y Harrington
(1991), y Martinussen y Scheicke (2006).

Para realizar la formulacién rigurosa de estos conceptos, sea (£2, F, P) un espacio
de probabilidad, donde €2 es un espacio de las respuestas del experimento aleatorio,

F es una o-dlgebra de los eventos sobre €2 y P es una medida de probabilidad sobre

Q.

Definicidn: Una funcién Z de Q a R es llamada variable aleatoria (v.a) o medible
(relativa a F) si {Z <z} ={w € Q: Z(w) < z} € F, para todo z. Esto es, Z es
una funcién medible de (£2,F, P) a R equipada con una o-algebra Borel, B. Para

abreviar esto, diremos simplemente Z es F-medible.

Definicidon: Un proceso estocdstico es una familia de v.a. X = {X(¢) : t €
I'} indexada por un conjunto I', definidas sobre el mismo espacio de probabilidad
(Q,F, P). El conjunto I casi siempre indica el tiempo, y es usual que sea {0, 1,2,...}
(procesos de tiempos discretos) o R (procesos de tiempos continuos). Estos tltimos
los denotaremos como {X (t) : ¢t > 0}.

Por ejemplo, X (t) puede representar el niimero de personas que se recuperan de
cierta enfermedad al instante ¢, o la posicion de una particula en el tiempo t, o el

estado de un componente mecanico en el instante t.

Definicidn: Para un proceso estocdstico X, las funciones aleatorias X (-, w) :
R*T — R, con w € €, son llamadas trayectorias de X.

Definicion: Un proceso sera llamado continuo a derecha o izquierda, de variacion
acotada, creciente, o con limite a derecha o izquierda si el conjunto de trayectorias

con la correspondiente propiedad tiene probabilidad 1.

Definicidn: Un proceso X es una funcién de Rt x Q a Ry X (¢,w) es el valor
de la v.a. X(t) para la respuesta w € . Si X(-,-) : RT x Q@ — R es una funcién
medible cuando R™ estd equipada con la o-dlgebra Borel B, entonces el proceso X
es llamado medible.

Las siguientes tres definiciones son propiedades importantes de integrablidad y

de acotacion para los procesos estocasticos. Un proceso estocastico X es:
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1. Integrable: si
sup E(|X(t)]) < 0.

0<t<oo

2. Con Cuadrado Integrable (CCI): si

sup E(X(t)?) < o0.

0<t<oo

3. Acotado: si existe una constante finita I" tal que

Prob( sup |X(t)] < F) = 1.
0<t<oo
Las siguientes definiciones nos permitira la formulacién rigurosa del concepto de
la informacion acumulada en el tiempo.
Definicidn: Una familia de sub o-dlgebra {F; : ¢ > 0} de una o-dlgebra JF es
llamada creciente si s < t implica F; C F; (es decir, si para s < t, A € F, implica que
A € 7). Una familia creciente de sub o-dlgebra es llamada una filtracion. Cuando

{F; : t > 0} es una filtracién, la o-dlgebra ﬂ Fiyp es usualmente denotado por Fyy.
h>0
El correspondiente limite a izquierda, J;_, es la o-algebra mas chica que contiene a

h>0 h>0
Definicidn: Una filtracion {JF; : t > 0} es continua a derecha si, para cualquier

t, SjtJr = g:’t-

Definicidn: Una base estocdstica es un espacio de probabilidad (2, F, P) equi-
pado con una filtracién continua a derecha {JF; : t > 0}, y es denotada por (Q,F,
{?tltz O},P)

Definicion: Las filtraciones mas naturales son las historias de los procesos es-

todos los conjuntos en U Fi_n y se escribe o U fﬂ_h}.

tocasticos, o familias con F; = U{X(s) 0 < s < t}, la o-algebra més chica con
respecto a la cual cada variable X(s), 0 < s < ¢, es medible. En este caso, F;
“contiene la informacién” generada por el proceso X en [0, ¢].

Definicidn: Un proceso estocastico {X(t) : t > 0} es adaptado a una filtracion
si, V& > 0, X(t) es F-medible.

Claramente, cualquier proceso es adaptado a su historia.

Con todas estas definiciones ahora definimos formalmente un proceso de conteo.
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Definicidon: Un proceso de conteo es un proceso estocastico {N(t) : t > 0}
adaptado a una filtracién {F; : t > 0} con N(0) =0y N(t) < oo casi seguro (c.s.),
y cuyas trayectorias son, con probabilidad uno, continuas a derecha, constantes a
trozo, y tienen solo discontinuidades por salto de tamano 1.

Para un proceso de conteo, definimos dN (t) tal que fot dN (u) representa la suma
de los saltos de N en el intervalo [0, t].

Ejemplo 2.1 (datos con censura aleatoria): Sean 7™ (tiempos de falla del
evento en estudio), C' (censura aleatoria) dos v.a. no negativas independientes entre
si, T'=T*NC (tiempo de falla observado) y A = I(T* < C) (indicador de censura).
El proceso {N(t) : t > 0} definido como N(t) = I(T < t,A = 1) es un proceso de

conteo con historias dadas por
7, :a{J(Tg s, A=0),[(T<s,A=1):s gt}.

Observemos que, haciendo unos simples calculos se llega a

E(N(t) =E [ / t Y(uwu)du} — E[A()],

donde Y (u) := I(T > u), conocido como proceso de riesgo (ya que indica con uno si
para el tiempo u no se ha producido ni el tiempo de falla ni el tiempo de censura, es
decir, que todavia estéd en riesgo) y A.(u) es la funcién de riesgo de T*. El proceso

Y (u) A (u) es llamado proceso de intensidad del proceso de conteo N(t).
0J

Los procesos N(t) y A(t) juegan un rol importante en el marco de martingalas
para datos censurados como veremos a continuacion.

Definicidon: Sea X = {X(¢) : t > 0} un proceso estocéstico continuo a derecha
y con limite a izquierda y {F; : ¢ > 0} una filtracién, definidos sobre un espacio de

probabilidad comin. X es llamada una martingala con respecto a {F; : t > 0} si:
1. X es adaptado a {F; : t > 0},
2. E(|X(¢)]) < oo, Vt < o0,
3. E(X(t+ s)|F;) = X(t) c.s. Vs, t > 0.
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Para abreviar, diremos simplemente X es una JF;-martingala.

Observemos que el punto 2 hace referencia a que X es integrable.
Ejemplo 2.2: Sea X (t) = ZYi(t), donde las v.a. Y; son independientes y con
i=1

media cero. Entonces X (t) es una martingala.

OJ

Ejemplo 2.3 (continuacién del ejemplo 2.1): El proceso M(t) := N(t)— A(t)

es una Jy-martingala.
O

Definicion: X es llamada una submartingala si el punto 3 es reemplazado
por E(X(t + s)|F:) > X(t) c.s. Vs,t > 0, y simplemente diremos X es una J;-
submartingala.

Para una submartingala X, a menudo es posible encontrar un proceso creciente A
tal que X — A es una martingala. Utilizando algunas restricciones adicionales sobre
X y A, especificadas en el Teorema 1] A es unica (conocida como compensador de
N) y la tinica descomposicién de X como M + A es llamada su descomposicion de
Doob-Meyer. Necesitamos entonces introducir las nociones de predictibilidad, para
los cuales esta descomposicion se verifica.

Definicidn: Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con una filtracién {JF; :
t > 0}. La o-dlgebra sobre Rt x Q generada por todos los conjuntos de la forma
0] x A, A€ Fyy (a,b] x A, 0 < a<b< oo, A F,, esllamada la o-dlgebra
predecible para la filtracién {F; : t > 0}.

Definicion: Un proceso X es llamado predecible con respecto a la filtracion si,
pensado como una funcién de Rt x Q a R, es medible con respecto a la o-dlgebra
predecible generada por esa filtracion. Llamaremos a X un proceso F;-predecible.

Definicidn: Una coleccion de v.a. {X; : ¢ € T}, donde T es un conjunto arbi-
trario de indices, es uniformemente integrable si

lim sup E(|X;|1(|X;| > n)) = 0.
n—=0 teT

La siguiente descomposicién de Doob-Meyer no es una version general ya que
solo se establece para el caso de submartingalas, no negativas y continuas a derecha,

pero permite desprenderse de ella un concepto nuevo y 1til para el compensador del
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cuadrado de una martingala. Una versiéon extendida de este teorema serd dada mas

adelante.

Teorema 2.1. (Teorema de Descomposicion de Doob-Meyer).Sea X
una submartingala no negativa y continua a derecha con respecto a una base
estocdstica (2, F,{F; : t > 0}, P). Entonces existe una martingala M continua
a derecha y un proceso A creciente, predecible, continuo a derecha tal que
E(A(t)) < oo y X(t) = M(t) + A(t) c.s. para cualquier t. Si A(0) =0 c.s., y
si X(t) = M'(t) + A'(t) es otra descomposicion con A’'(0) = 0, entonces para
cualquier t > 0, Prob[M'(t) # M (t)] = 0 = Prob[A'(t) # A(t)]. Si ademds X

es acotado, entonces M es uniformemente integrable y A es integrable.

De este teorema se desprende el concepto de proceso de variacion predecible: Si
M (t) es una martingala CCT entonces su cuadrado M?(t) es una submartingala, a su
tnico compensador denotado por (M)(t) se lo conoce como el proceso de variacion
predecible de M (t). Este nombre proviene del hecho que Var(dM (t)|F,-) = d(M)(t).

t
Si ademds, M es de variacion finita, es decir, si V¢ > 0, / |dM (s)| < oo, el proceso
0

de variacion cuadrdtica de M (t) se lo define como [M](t) = Z (AM(S))Q, donde
s<t

AM(s) := M(s) — h’;n M (u). Estos dos nuevos proceso son de utilidad en el Teo-

rema Central del Limite para Martingalas enunciado al final de esta seccién. Este
teorema requiere ciertas propiedades de regularidad en los procesos estocasticos que
se verifican localmente. Para ello necesitamos definir:

Definicidn: Sea {F; : t > 0} una filtracién sobre un espacio de probabilidad.
Una v.a. no negativa 7 es un tiempo de parada (stopping time) con respecto a {F;}
si{r>0}eF, Vt>0.

Definicion: Una secuencia creciente de tiempos aleatorios 7,, n = 1,2,..., es

llamada secuencia localizada con respecto a una filtracion si:
1. cada 7, es un tiempo de parada con respecto a una filtracién, y

2. lim 7,, = o0 c.s.
n—oo

Definicidn: Un proceso estocdstico M = {M(t) : ¢ > 0} es una martingala

(submartingala) local con respecto a la filtracion {F; : t > 0} si existe una secuencia
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localizada {7,} tal que, para cada n, M,, = {M(tA1,) : t > 0} es una F-martingala

(submartingala).

Definicion: Si al proceso M,, definido arriba es una J;-martingala y es un pro-
ceso CCI, es llamado una martingala con cuadrado integrable, y a M es llamada una

martingala con cuadrado integrable localmente. Diremos que M es una F,-MCCIL.

Definicidn: Un proceso adaptado X = {X(t) : ¢ > 0} es llamado localmente
acotado si, para una adecuada secuencia localizada {7,,}, X,, = {X(t A 7,) : t > 0}

es un proceso acotado para cada n.

A continuacién se enunciara la extension del Teorema de Descomposicion de
Doob-Meyer. Esta versiéon implica la existencia de un compensador A para cual-
quier proceso de conteo N tal que N — A es una martingala local, y esto implica
que cualquier MCCIL tenga un tnico proceso de variacién predecible (M) tal que
M? — (M) es una martigala local y (M)(0) = 0.

Teorema 2.2. (Teorema extendido de la Descomposicion de Doob-
Meyer). Sea X ={X(t):t > 0} una Fi-submartingala local, no negativa y
continua a derecha con secuencia localizada {T1,}, donde {F, : t > 0} es una
filtracion continua a derecha. Entonces existe un unico proceso A creciente,
predecible, continuo a derecha tal que A(0) = 0 c.s., Prob(A(t) < co) =1 Vi,
y X — A es una martingala local continua a derecha. Para cada t, A(t) puede
tomarse como lim A,(t), donde A, es el compensador de la submartingala

n—oo

detenida X (- A 1,,).

Los siguientes dos resultados garantizan la existencia de la martingala M = N—A
del Teorema

Teorema 2.3. Sea N un proceso de conteo arbitrario.

1. Entonces existe un unico proceso A creciente, predecible, continuo a de-
recha tal que A(0) =0 c.s., A(t) < oo c.s. para cualquier t, y el proceso

M = N — A es una martingala local.

2. Si el proceso A de arriba es localmente acotado, M es una MCCIL.
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Teorema 2.4. Sea N un proceso de conteo y sea A su unico compensador por
el Teoremal2Z2 Entonces A es un proceso localmente acotado y AA(t) <1 c.s.
vt > 0.

Como mencionamos anteriormente, nuestro estadistico de estimacion es de la
forma Y, [ H; dM;, donde H; es un proceso y M; es la martingala de un proceso
de conteo. A continuaciéon se enunciard el teorema en donde se expresa bajo que

condiciones este estadistico resulta ser una MCCIL.

Teorema 2.5. Sea (0, F,{F; : t > 0}, P) una base estocdstica con filtracion
continua a derecha {F, : t > 0}, sea H un proceso estocdstico F-predecible y

localmente acotado, y sea N un proceso de conteo. Sea ademds M = N — A
una F,—MCCIL. Entonces fH dM es una MCCIL.

Por tltimo, daremos el Teorema Central del Limite para Martingalas que facilita
la descripcion asintética del estadistico de estimacion.

Teorema 2.6. Sea {W™(t) : t € [0,00)} una secuencia de MCCIL de RP.
Supongamos que

(WY (1) 2 53(8),  cuando n — o0, ¥t € [0,00) (2.16)

<W€(ln)> (1) Prog 0, cuandon — oo,Vt € [0,00),l=1,...,pye>0 (2.17)

donde We(ln) (t) = Z AVVZ(H)(S)IOAW/IW(SN > €). Entonces

s<t
D
W™ = W,  cuando n — o,

donde W es una martingala normal con funcion de covarianza . Mas aun,

<W(”)> Y [W(”)] convergen uniformemente sobre subconjuntos compactos de

[0,00), en probabilidad, a .
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Capitulo 3

Revision de la literatura

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, una generalizacién de los mo-
delos para la funcién de intensidad, A, del tiempo de falla, T', asociada con el vector
de covariables, Z € RP, incluye variables regresoras. Las tres generalizaciones mas
comunes y a las cuales nos referiremos aqui son: el modelo de riesgo proporcional,
el modelo de tiempo de falla acelerado y el modelo de riesgo aditivo, todos ante-
riormente definidos. En los tres casos se desea estimar el vector de parametros de
regresion, 3, y la funcién baseline, Ag(¢). Si bien esta funcién puede ser considerada
en forma paramétrica (por ejemplo, los modelos exponencial, Weibull y log-logisti-
ca, descriptos en el capitulo anterior), aqui solo veremos modelos en los que se la
considera en forma no paramétrica. Es decir, en esta revision solo veremos modelos
semiparamétricos, ya que se supone un modelo paramétrico solamente para el efecto
de la variable independiente Z. Observemos que la funcién de intensidad es modifi-
cada por una proporcion (en el modelo de Cox), una reescalaciéon (en el modelo de
falla acelerado) y una traslacién (en el modelo aditivo).

Haremos, para cada uno de los modelos semiparamétricos anteriores, una revi-
sion y andlisis de algunos trabajos focalizandonos solamente sobre los resultados
estadisticos de la estimacién del parametro de regresién, motivados por la bisqueda
de estimadores menos sensibles que los métodos clasicos ante observaciones extremas
y de alta palanca y/o a perturbaciones en la distribucién de F'; que se han estudiado
hasta el momento. Si bien es més dificil estimar en modelos semiparamétricos (ya
que en ellos hay al menos un parametro de dimensién infinita, como es el caso de
Ao(+)) que en modelos paramétricos, cabe destacar que los procedimientos de esti-

macion descriptos aqui estiman al pardmetro de regresion (3, sin la necesidad de
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estimar conjuntamente ni previamente a la funcién \g. Algunos procedimientos ro-
bustos basados en modelos paramétricos se pueden encontrar por ejemplo en Huber
(1981), Beran (1981) y Maronna, Martin y Yohai (2006), entre otros.

En la siguiente seccion desarrollamos las propuestas de estimacion del pardametro
para el modelo de riesgo proporcional en el que exponemos, para el caso en que el
evento sea simple, el conocido estimador de verosimilitud parcial (o estimador de
Cox (1972 y 1975)) y dos propuestas robustas, la de Sasieni (1993a y 1993b) y la
de Bednarski (1993). También desarrollamos la extensién del estimador de Cox, que
realizan Huang y Chen (2003), a eventos recurrentes. En la Seccién B2 desarrollamos
las propuestas robustas (para eventos simples) de Salibian-Barrera y Yohai (2008),
y (para eventos recurrentes) de Lin, Wei y Ying (1998) y Strawderman (2005) para
el modelo de falla acelerado. Por tltimo, en la Secciéon para la estimacion en el
modelo aditivo daremos las ideas de Lin y Ying (1994), para eventos simples y Sun,

Park y Sun (2006) para eventos recurrentes.

3.1. Modelo de riesgo multiplicativo

En el modelo clasico de riesgo proporcional de Cox (1972), los datos provienen
de un evento simple y la variable explicativa es fija en el tiempo. Se observan las
n ternas independientes (¢;, Z;,A;), i = 1,...,n, donde para cada individuo i, ¢;
es el tiempo de falla observado (censurado o no), Z; € R? su vector de covariable
asociado y A; vale 0 si ¢; es un tiempo de falla censurado a derecha y vale 1 en caso
contrario. Entonces, para el tiempo de supervivencia ¢; del individuo ¢ con vector de

variables independientes Z;, la funcion de intensidad es de la forma
Ati, Zi) = No(ti) exp(ByZi) (3.1)

donde B, es un p—vector de coeficientes de regresién desconocido y Ao, la funcion
de riesgo para Z; = 0 (conocida como baseline), es también desconocida y es una
funcién arbitraria no negativa del tiempo.

Para estimar 3, en ([B1]), Cox (1975) por la falta de conocimiento de Ag(-), propu-
so un método de estimacién denominado verosimilitud parcial (VP). La funcién de
verosimilitud parcial no es una verosimilitud en el sentido usual sino que fue moti-
vada condicionando sobre los tiempos de fallas observados t;, donde la probabilidad

condicional de que haya una falla en ¢; dado los casos que se encuentran en riesgo
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de fallar en el tiempo t; (es decir, aquellos para los cuales ¢, > t;) es

Mti, Z;)
D oker Mtis Zy)

donde R; := {1 <k <n : ty >t;}. Luego la funcién de VP es:

n

B Ati, Z) 1Y 1 exp(B8'Z;)
br() = g {ZkeRi Alti, Zk>] N i=1 [ZkGRi eXp('BIZk)

Y

donde se cancel6 \g(t), el pardmetro de “nuisance”. Esta funcién es tratada como
la verosimilitud usual. Notar que el numerador depende tinicamente de la informa-
cién del individuo que experimenté el evento, mientras que el denominador utiliza
informacién sobre todos los individuos quienes no han experimentado el evento (in-
cluyendo algunos individuos quienes serian luego censurados).

Entonces, el estimador de VP de 3, es solucién de la siguiente ecuacién de score

" Z,exp(BZ
Up(B) := ; A, {Zi _ Zg; gxp(pﬁ(/ﬁ;k;) } —0. (3.2)

Bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador resultante es consistente y
asintoticamente normal.

Andersen y Gill (1982) extienden el modelo de Cox para eventos recurrentes y para
variables explicativas externas que dependen del tiempo. Consideran el proceso de
conteo multivariado de n componentes N = (Ny, ..., N,) de la vida de n individuos,
donde N; es la cantidad de eventos observados en la vida del i-ésimo individuo, ¢ =
1,...,n, sobre el intervalo [0, 1]. Es decir que los tiempos de falla serdn censurados
por derecha. Ellos trabajan en este intervalo de tiempo por simplicidad pero hacen
una discusion en su trabajo (Seccién 4) de cémo extender los resultados a [0, 00).

Asumen que N tiene un proceso de intensidad aleatorio A = (A1,..., ;) tal que
Ai(t, Zi) = Yi(t)Ao(t) exp(By Zi(t)), (3.3)

donde Y;(t) es el proceso {0, 1} continuo a derecha, que indica con 1 cuando el i—ési-
mo individuo esta bajo observacion en el tiempo ¢, y que el vector de dimensién p de
procesos de variables independientes Z; = (Z;1,. .., Z;,) es predecible y localmente

acotado.
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El estimador de VP de 3, en ([B3]) se define como la solucién de la ecuacién

U3 Z/Z AN /Zz (U DBZ) 1) o,

(s) exp(B'Zi(s))

donde N = Z?Zl Nj;, que, bajo ciertas condiciones de regularidad y utilizando re-
sultados de martingalas locales, es consistente y asintoticamente normal. Observar
que en el caso especial en que las covariables Z; sean fijas en el tiempo, las funciones
Up(B) y Uag(B) coinciden.

Sin embargo, el estimador de VP, B, pierde eficiencia con respecto al estimador
de méaxima verosimilitud cuando (3, se aleja del origen (por ejemplo, para p =
1, ver la Figura Bl y tiene funcién de influencia no acotada (Reid y Crépeau,

1985), haciéndose sensible a observaciones extremas. Uno de los autores que buscaron

p=10.86

0.6768634

0.6 |
0.557331
0.524277

Figura 3.1: Para un problema de dos muestras (Z = 0,1), con ausencia de censura y A(¢,Z) =
Ao exp(BoZ) (Mo es constante, fija en el tiempo), Efron (1977, ecuacién 4.11) calculd la eficiencia re-
lativa asintética (ARE) del estimador de VP comparada con el estimador de méxima verosimilitud.

Esta es su grafica donde p representa la proporcion de 1 en la muestra.

estimadores robustos a partir del estimador de VP, fue Sasieni (1993a). El propone
una familia de estimadores que maximizan la VP “pesada” (nos referiremos a ellos
como “estimadores pesados”), es decir, le asigna, a través de una funcién de peso,

mas importancia a lo que sucede en algunos tiempos de fallas que en otros. Esta

24



funcién es w(t,P,), donde P, es la medida empirica del tiempo de falla con masa
1/n en cada punto, tal que w(-,P,,) sea predecible, no negativa y localmente acotada
(entre otras condiciones de regularidad). Formalmente, Sasieni propone el estimador

pesado de B, como solucién de

Us(Biu) = > ulh ) {zxm - L A e /Zj(“‘))} A -0,

— > Yi(ti) exp(B'Z;(t:))

Este estimador resulta ser, bajo ciertas condiciones, consistente de tasa /n y asintéti-
camente normal.

Sasieni propuso que w(t,,) = S(t), donde S(t) es el estimador de Kaplan-
Meier (KM) (Kaplan y Meier, 1958) de la funcién de supervivencia marginal (es
decir, ignorando las variables explicativas) y a este estimador, asumiendo que las
covariables son acotadas, lo llama el estimador de Wilcoxon (por la analogia que
tiene con respecto al test de Wilcoxon). De esta manera, Sasieni logra dar menos peso
a observaciones grandes. La eficiencia relativa asintética del estimador de Wilcoxon
con respecto al de VP (que fue calculada por Sasieni (1993a, Corolario B, pag. 147)
para el caso en que Z sea univariado, acotado y fijo en el tiempo) crece a medida que
Bo se aleja del 0 y ademds va aumentando a medida que se aumenta el porcentaje
de censura. Esto se ve reflejado en la simulacion que él realiza. Pero, por un lado,
al utilizar un estimador preliminar de 3, la funcién de peso w(t,P,) dejard de ser
predecible y, por otro lado, el estimador de KM no es robusto. En este sentido, Reid
(1981) analizé cémo cambia la funcién de influencia del estimador de KM al agregar
una observacién, observando que es altamente sensible a observaciones atipicas.

Cuando el modelo de Cox se verifica, el estimador de VP para w = 1 es eficiente
(Begun, Hall, Huang y Wellner, 1983; Efron, 1977), es decir, tiene minima varianza
entre los estimadores pesados; si bien tiene funcién de influencia no acotada. En
cualquier otro caso, cuando se consideran una funcién de peso w(t,P,,) que no de-
pende de la muestra y que no es constantemente igual a 1, o bien, que depende
de la muestra, los correspondientes estimadores pesados tendran asintoticamente la
misma eficiencia que el estimador VP pero seran menos eficientes que él en muestras
finitas.

En cuanto a la funcién de influencia, Sasieni nota que el problema de que el esti-
mador de VP tenga funcién de influencia alta (no acotada asintéticamente) es por

dos razones: una, por los valores de Z “extremos” y, la otra, por los individuos que
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mas sobrevivieron, es decir, por los valores grandes de T'. La primera, sin importar
la funcién de peso w(t,P,) que se seleccione, no se soluciona ya que solo depende
de los tiempos de falla y de su distribucién empirica. Entonces asumiendo que Z
esta acotado, cuando el estimador es el de Wilcoxon se obtiene un estimador con
funcién de influencia acotada sin importar de que PP, sea 0 no un miembro de Cox
(una medida de probabilidad P sobre (Z,T,A) es un miembro del modelo de Cox
con parametro 3, y lo denotamos P € P(3,), si existen T, T independientes con-
dicionalmente dado Z tal que T'=T" AT, A = I(T" < T°) y el riesgo proporcional
de T* dado Z en t es \(t, Z) = \o(t) exp(ByZ(t))).

Por lo tanto, para el método propuesto por Sasieni la seleccion de la funcion de
peso w(t,P,) a menudo serd una compensacion entre eficiencia y robustez.

Por otro lado, en otro trabajo de Sasieni (1993b) amplia la familia de los estima-
dores anteriormente expuesta permitiendo funciones de pesos que no solo dependan
de los tiempos de falla y de su distribucién empirica sino también que dependan de
Z. Esta familia mas grande de estimadores la llamé estimadores de clase K y los
defini6 de la siguiente manera: Sea K una funcién medible de R? x Rt x Q a R?,
donde Q es una extensién de P(8,), que lo contiene y a todas las posibles distri-
buciones empiricas P,, entonces, bajo ciertas condiciones, el estimador de clase K,
B K, €s solucién de:

n

> {K(Zi,Ti,JPn)zi

=1

_ S i K(Zy, T, P,)Yi(T)) Zy, eXP(B/Z’f)} A =0
Sohy Yi(T3) exp(B'Z),) b

El estimador 3 x es consistente de tasa /n y asintéticamente normal.

Observacién 1. Esta clase de estimadores fueron primero propuestos por Ritov y
Wellner (1987) pero estos autores utilizaron funciones de peso que solo dependian de
Z y'T, mientras que Sasieni ademds le incorpord la dependencia de las distribuciones

empiricas de los tiempos de falla.

Otro trabajo en el que se modific la ecuacion de estimacion de score del riesgo
proporcional ([B2) para obtener un estimador robusto, fue el de Bednarski (1993).
Las modificaciones que realiz6 no solo producen estimadores consistentes y asintéti-
camente normales de 3 para el modelo de riesgo proporcional sino que también para
pequetios entornos del modelo. Estos son definidos como {G : |G — F||» < €//n},
donde F' es la funcién de distribucién acumulada “verdadera” de (7, Z,C) del mo-

delo de Cox, donde C' es la variable de censura independiente de T" dado Z. La
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herramienta importante que utiliza Bednarski es la diferenciabilidad Fréchet, con la
que logra una funcién de influencia acotada y la norma del supremo del funcional
del estimador conduce a un punto de ruptura no nulo.

La propuesta de Bednarski fue modificar la funcién de score U p(8) (ver ([B2)),
introduciéndole una funcién de peso A(t, z) con ciertas propiedades de regularidad,

como sigue:

> ker, Aty, Zi) Zy, exp(B'Zy)
> rer, Alts, Zy) exp(B'Zy)

donde R; = {1 <k <n : t >t;} yA;:=IT; <Cj). El efecto de la fun-

cion A(t, z) que esta a la izquierda es para pesar hacia abajo las observaciones no

Us(B;A) =Y Alt;, Z) |2 - A; =0, (3.4)
j=1

censuradas con valores grandes de texp(3'z) y en las sumas del cociente, A(t, z) es
calculada para las “observaciones artificiales” ya que se combina el tiempo ¢; con
variables explicativas Z}, donde j y k son tales que t;, > ¢;, que corresponden a
tiempos distintos, asi pesa hacia abajo todas las observaciones con valores relativa-
mente grande de 3’z entre todas aquellas con t; > t;. Con esta “doble poda” logra
dar consistencia al estimador.

Por ejemplo, Bednarski (1993), Minder y Bednarski (1996), Bednarski y Nowak
(2003), Bednarski y Mocarska (2006) y Bednarski (2007) proponen las siguientes

funciones A(t, z):
M —min [M,texp(B'z)], (3.5)
M —min [M, A(t) exp(3'2)],

exp {—A(t);ﬁ(ﬁ’z)} 7

donde M es una constante seleccionada apropiadamente, A(t) es la funcién de riesgo
acumulado y « es un factor de escala. Con estas funciones de peso, el estimador se
calcula iterativamente y se estabiliza después de la tercera o cuarta iteracién. Es
decir, por ejemplo, primero se toma a 3 = (3; como un estimador preliminar (que
puede ser el de VP de Cox), se evalua M como un percentil (el 80 o 90%) de
la muestra T} exp(31Z1), Tyexp(B,Z3), . .., T exp(B,Z,) y luego tomando A(t, z),
como en (30, se calcula un nuevo estimador 3, utilizando ([B4]). Esto se repite dos
veces mas y se considera a B, como el estimador robusto final.

Por otro lado, cuando los datos provienen de un evento recurrente es usual mode-

larlos con intervalos de tiempo entre sus recurrencias. Es decir, sean T} < ... < T},
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los tiempos continuos de fallas observados donde m; := N;(C;) = > o) Ay (con
Ay = I(T;; < C;)), es el nimero de fallas del individuo 7 en el intervalo de tiempo
[0, C;], donde C; es el tiempo de censura del individuo ¢ (con i = 1,...,n). Luego se
definen X;; := Tj(;) — Tjj—1) como los tiempos de espera entre arribos o intervalos de
tiempo entre la (j — 1) y j—ésima ocurrencia para el individuo 4, y j = 1,...,m;+1,
donde Tjp := 0y T} 1,41 1= C.

Dentro de este marco, Huang y Chen (2003) desarrollan un método que, si bien
no es robusto, lo destacamos por ser una buena técnica para extender cualquier
método de eventos simples a eventos recurrentes y es utilizado por varios autores.
Entre ellos, en la Seccién 3.3, se describira el trabajo de Sun, Park y Sun (2006).

Huang y Chen argumentan (al igual que el trabajo de Wang y Chang (1999) en el
que estiman la funcion de supervivencia marginal de los tiempos entre dos eventos
sucesivos) que, bajos ciertas suposiciones, los intervalos de tiempo observados com-
pletos, X;; (j = 1,...,m;), es decir, aquellos intervalos de tiempo no censurados,
estan idénticamente distribuidos. Entonces, la intercambiabilidad de los intervalos
de tiempo observados completos sugiere que un subconjunto de los datos observa-
dos puede ser tratado como datos observados de supervivencia en clases. Ademaés,
el procedimiento de regresiéon de Cox estandar puede ser aplicado a los datos del
primer intervalo de tiempo de cada individuo, y este primer intervalo puede ser
reemplazado por una seleccién aleatoria de la misma clase. Si bien con esto se lo-
grard una estimaciéon mas eficiente, no obstante es una aproximacién muy costosa
computacionalmente. Entonces, Huang y Chen, proponen estimar 3, utilizando la
siguiente funcién de score:

. E [Zz' eXP(B’Zi)Y/ij(S)]
Unpcen(B) = dKi(s) —

- . dKy(s) p |
0 Eij [eXp(ﬂ'Zz‘)Yij(S)]

donde 7 es una constante (que por razones técnicas tiene cierta propiedad), Yi;(s) :=
I(Xi; > s), Ko(s) = Ey [A I(Xy; < 5)], K1(s) = By [Z:A 1(Xy; < 5)], Eij i = B B,
y Ej representa el promedio empirico sobre j = 1,...,m], con m; := m; V 0, el
maximo entre m; y 0. Con esto logran un estimador consistente, asintéticamente
normal y mas eficiente que el que solo utiliza el primer intervalo.

Nosotros hemos realizado una simulacién para comparar el estimador de Huang
y Chen utilizando solo el primer intervalo de tiempo con el que utiliza todos los

intervalos de tiempo. En la siguiente tabla mostramos los resultados de la siguiente
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simulacion: se generd una mezcla heterogénea de procesos de renovacién individual,
tal que el intervalo de tiempo tenga distribucion exponencial estandar marginal-
mente. Las v.a. A (individuo) y B (episodio) son independientes con media cero y
varianza p y 1 — p respectivamente, con p € [0,1]. En un individuo, el intervalo de
tiempo es — In (1 —P(A+ B)), donde @ es la funcién de distribuciéon de la normal
estandar. Asi, el parametro p indicara el nivel de heterogeneidad entre individuos,
cuando p = 0 indica ausencia de heterogeneidad y cuando p = 1 determina que todos
los episodios dentro de un individuo son iguales. Se han realizado 1000 réplicas, de
n = 50, 100 individuos, con una covariable simple con distribuciéon normal estandar,
Bo = 1, el tiempo de censura aleatorio con distribucién uniforme U(0,1) y U(0, 2),
los valores tomados de p fueron 0.25, 0.50, 0.75 y A\g(t) = 1.

Los resultados obtenidos se encuentran en la siguiente tabla. En la columna de
31 los tres nimeros corresponden: al estimador utilizando solo el primer intervalo
de tiempo, su sesgo (entre corchete) y su error estandar (entre paréntesis). Andlo-
gamente, en la columna Bg estos tres numeros fueron calculados para el estimador
que proponen Huang y Chen (en el que se utiliza todos los intervalos de tiempo
observados no censurados). Y el valor M corresponde al promedio de intervalos que

se utilizé para estimar (.

n C P 51 BQ M
0.25 | 1.67 [0.67] (1.93) | 1.09 [0.09] (0.28) | 2.13
U(0,1) | 0.50 | 1.66 [0.66] (1.64) | 1.10 [0.10] (0.30) | 2.40
50 0.75 | 1.62 [0.62] (1.77) | 1.09 [0.09] (0.30) | 3.21
0.25 | 1.82 [0.82] (2.12) | 1.11 [0.11] (0.25) | 3.08
U(0,2) | 0.50 | 1.71 [0.71] (1.88) | 1.10 [0.10] (0.25) | 3.86
0.75 | 1.52 [0.52] (1.56) | 1.07 [0.07] (0.27) | 5.56
0.25 | 1.66 [0.66] (1.62) | 1.08 [0.08] (0.19) | 2.11
U(0,1) | 0.50 | 1.59 [0.59] (1.60) | 1.07 [0.07] (0.24) | 2.85
0.75 | 1.55 [0.55] (1.34) | 1.06 [0.06] (0.21) | 3.30
100
0.25 | 1.92 [0.92] (2.03) | 1.09 [0.09] (0.18) | 3.14
U(0,2) | 0.50 | 1.77 [0.77] (2.00) | 1.08 [0.08] (0.19) | 4.28
0.75 | 1.67 [0.67] (1.87) | 1.06 [0.06] (0.18) | 5.67

Como se ve claramente en la tabla, al utilizar todos los intervalos de tiempo

observados no censurados se logra una mejor estimacién que la que solo utiliza
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el primer intervalo de tiempo observado. El sesgo varia entre 0.06 y 0.11 para el
segundo estimador, mientras que el sesgo del primer estimador toma valores mucho

mas grandes, entre 0.52 y 0.92.

3.2. Modelo de tiempo de falla acelerado

En anélisis de supervivencia los modelos de regresion de tiempo de falla acelerado
son una util alternativa al modelo de riesgo multiplicativo en algunos contextos. Ellos
son ejemplos de modelos transformados del tiempo que puede ser utilizado tanto en
el marco de eventos simples como en eventos recurrentes. Este modelo es un caso
particular del modelo de tiempos transformados ya que el efecto de Z es transformar
la escala del tiempo t a exp(ByZ)t. Ademas, este modelo es log-lineal para T, ya

que
logT = B,Z + U, (3.6)

donde U es la variable error. Luego T = exp(8,Z )T, donde T = eV > 0, tiene

funcién de riesgo A\o(t), que es independiente de B,. Entonces la funcién de riesgo

de T es de la forma

At Z) = Mo(texp(B)2))) exp(B)2). (3.7)

La ecuacién (B.6) permite aplicar procedimientos robustos de modelos de regresion
para hallar los estimadores. Por ejemplo, el trabajo de Salibian-Barrera y Yohai
(2008). Ellos proponen una clase de estimadores robustos de alto punto de ruptura
cuando la respuesta contiene observaciones censuradas.

Consideran el modelo de regresion lineal:
/ .
yi:ﬂowi+uiaz:17"'7n7

donde x; € R? es el vector de covariables, los errores u; son independientes, idéntica-
mente distribuidos (con distribucién F', simétrica) e independientes de las covariables
x; y B, es el vector de coeficientes desconocidos. Consideran censuras aleatorias a de-
recha, es decir, se observa y; = y; Ac; donde ¢; son las v.a. de censura no observadas,
independientes, idénticamente distribuidas e independientes de los errores u;. En-

tonces se observa (yf, x;, ;) donde §; = I(y; < ¢;). Ellos extienden la aproximacién
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de Buckley y James (1979) y Ritov (1990) para el caso de respuestas censuradas
con una funcién de pérdida acotada. Proponen el M-estimador de regresiéon para

observaciones censuradas definido por:

~

B, = argmin LS By o) hwi(3)]

,BERP n =1

donde la funcién p : R — R* tiene ciertas propiedades de regularidad, F 3 s la
distribucién de los residuos 7(3) = y — Bz, wi;(8) = (r}(8),d;), con r}(B) =

1

— B'x; los residuos censurados (con variable de censura ¢; — B'x;, ya que r}(3) =

(ri(B)) A (i — B'mi)) y

[mmWwﬂz{p@“” si 6 = 1

o @) pw) dFg(u)/[1 — Fg(ri(B))] sid =0

B

Como FI@ es desconocida, se la puede estimar con el estimador de KM, F:
basado sobre 77(3). Luego, para garantizar la consistencia del estimador definido

por

A

B, = argmin — Z E p- [p(u)]'w,(ﬂ)} (3.8)
,BERP n =1 ﬁ

se requiere que F:ﬁ sea consistente para F) B VB € RP. Para esto dan algunas

condiciones sobre las funciones de distribucién de los errores y de las censuras. Pero,

bajo estas condiciones, el estimador de KM resulta ser consistente si 3 = 3, y para

B # B, en general no lo es.

Por otra parte, el estimador Bn definido como solucién de

—Z]EF* [ )|wi(B )}mizo, (3.9)

con ¥ (u) = dp(u)/0Ou, es consistente en el sentido Fisher. Notar que las ecuaciones
B3) y B3) no son equivalentes como sucede en el caso de regresién no censurada,
ya que F: 3 depende de 3, no se puede obtener ([B3) derivando [BH).

Los M-estimadores con 1 mondtona son solo robustos frente a outliers de alta
palanca y la principal dificultad de utilizar un 1 redescendiente en ([B3) es que

en general esta ecuacion puede tener varias soluciones con diferentes propiedades
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de robustez. La ecuacién ([B8) no puede ser utilizada para obtener una solucién

consistente de ([B.9). Por esta razon, ellos definen, para 3,v € RP,

Cu(B.7) = 3 S Er p(w) ‘ m(ﬂ)] , (3.10)

donde la funcién p cumple las mismas propiedades de regularidad que antes y s, es

un estimador robusto de escala del error. Luego definen para cada 3 € R?

¥,(B) = argmin C,, (B3, 7).
“YERP

A

Entonces definen a un estimador de 8, por la ecuacién 4,,(3,,) = 0 y, alternativa-

mente, para evitar la existencia de problemas, ellos definen a 3, como:

~

Berr
donde A,, = A, (x1,...,x,) es cualquier estimador equivariante de la matriz de cova-

rianza de los ;. En (BI1]) es necesario A,, para mantener la equivarianza afin del es-
timador. El estimador ﬁn puede ser considerado una extension de los M-estimadores
de Ritov (1990) para datos censurados para el caso de funciones p acotadas. Adem4s,
este estimador tiene las mismas propiedades asintdticas como el estimador de Ritov.

También proponen otros estimadores alternativos robustos, como los S-estimadores
propuestos por Rousseeuw y Yohai (1984). Esta propuesta consiste en reemplazar a
s, en (BI0) por el M-escala S, (3, ), que es definido como solucién de C,,(3,7) = b,
con b =Ep(p(u)). Sea

¥,(B) = argmin S, (83, 7).
“YERP

Notar que 4,,(8) es el S-estimador de regresién de los residuos (rf(8),.), i =
1,...,n. Entonces definen el S-estimador de regresion de las respuestas censura-
das como el vector ﬁn tal que ’%(Bn) = 0 y, alternativamente, para evitar la
existencia de problemas, también se puede definir a Bn como se hizo en (BII]).
Ademas, un estimador de escala de los residuos robusto s, puede ser definido co-
mo s, = Sn(Bn,’yn(Bn)) Como se necesita resolver un problema de optimizacién
altamente complejo para calcular el estimador, ellos presentan en su trabajo un
algoritmo computacional eficiente para calcularlo.

Si bien estos S-estimadores tienen un alto punto de ruptura, cuando los erro-

res son normales no pueden alcanzar simultaneamente alta eficiencia y alto punto
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de ruptura. Entonces para obtener estimadores con alta eficiencia y alto punto de
ruptura, Salibian-Barrera y Yohai, realizan dos propuestas: los MM-estimadores y
los T-estimadores. Ambos son extensiones para respuestas censuradas de los MM-
estimadores propuestos por Yohai (1987) y de los 7-estimadores propuestos por
Yohai y Zamar (1988).

Sobre eventos recurrentes, en los estudios a menudo el interés se centra en mode-
lar la distribucién del tiempo de falla entre la recurrencia de un evento (o intervalo
de tiempo), o en la distribucién de los tiempo de cada falla. Ademas existen pro-
cedimientos de inferencia basados en métodos marginales y métodos basados en
intensidades. Los métodos marginales habitualmente se focalizan sobre la funcion
de tasa acumulada o funcion de la media y no condicionan sobre la historia del evento
completo. Un ejemplo de esto lo veremos en el trabajo que realizan Lin, Wei y Ying
(1998). En cambio, los métodos de intensidad especifican como la probabilidad de
recurrencia posterior dependera de la historia del evento pasado. Aqui destacaremos
el trabajo de Strawderman (2005).

Lin, Weiy Ying (1998) trabajan con los tiempos de falla recurrentes, es decir, para
t=1,...,nyj=1,2,..., seaT;; el j—ésimo tiempo de falla del evento para el sujeto
1—ésimo. Asumen que los sujetos son independientes, pero no se impone ninguna
estructura de dependencia sobre los tiempos de recurrencia del mismo sujeto. Definen
a N} (t) como el numero de fallas que han ocurrido sobre el sujeto i en el tiempo ¢
en ausencia de censura, esto es N;(t) = >, I(Tix < t). Ademds suponen que la
funcién media del proceso de conteo N;(t) asociado al vector de variable explicativa
Z; € RP que la suponen acotada, es de la forma:

E(Ni*(t)‘zi) = Mo(eXp(ﬁ/oZi) t),

donde 3, es un p—vector de pardmetros de regresion desconocido y pig es una funcion
continua no especificada. De acuerdo a este modelo, el nimero esperado de eventos
en el tiempo ¢t bajo Z; = z es igual al nimero esperado de eventos en el tiempo
texp(Byz) bajo Z; = 0. En otras palabras, el conjunto de variables explicativas Z;
afecta la frecuencia de recurrencia sobre el tiempo expandiendo o contrayendo la
escala del tiempo en aquellas ocurrencias de eventos por un factor multiplicativo de
exp(ByZ;) relativo a aquel de un vector de covariable cero.

Sea C; el tiempo de censura del sujeto 7, que lo asumen independiente de T
condicionado sobre Z;. Luego el proceso de conteo N;(t) de los tiempos de fallas

censurados, se pueden expresar como N;(t) =, o, [(Tix <t A Cy).
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Motivados por la funciéon de score de la verosimilitud parcial para el modelo
de proceso de Poisson de intensidad proporcional (Andersen y Gill, 1982) y las
funciones de estimacién de rango pesado para el modelo log-lineal ([3.6]) (Prentice,
1978; Tsiatis, 1990; Wei, Ying y Ling, 1990), proponen la siguiente clase de funciones

de estimaciones para (3:
= Z/O Qt;B)[Z; — Z(t; B)] dN;(texp(—B'Z))), (3.12)
i=1

donde Q(t; 3) tiene variacién acotada y converge casi seguro a una funcién continua

y

> I(texp(-B'Z;) < C))Z;
S l(texp(=B'Z;) < Cj)
Ellos se refieren a U(3) como la funcién de estimacién log-rango si @ = 1 y como

la funcién de estimacién de Gehan si Q(¢;8) = > 1 I(texp(—B'Z;) < C;)/n. Para

la primer funcién de peso, como en el caso de estimacién de rango para el modelo

Z(t;B) =

log-lineal ([B.6]), la funcién de estimacién U (3) es una funcién constante a trozos de
(3, entonces definen el estimador 3 como un cero de U(3) o como un minimo de

|U(B)||,- Para la funcién de estimacién de Gehan, (B.I2) se convierte en
1 n n
== N> N (Z;— Z;) I[logTlog Ty > B(Z; — Z;)],
" G2 ket
y asi obtienen B minimizando la funcién:
1 n n ) .
— ZZZA“‘? méx { log 7 — log Ty, — B'(Z; — Z;),0}.
eyt

El estimador resultante puede ser ligeramente diferente al minimo de ||U(8)]|,,
pero son asintoticamente equivalentes.

El estimador B, solucién de U(B) = 0, resulta ser consistente y asintéticamente
normal. Pero, resolver la ecuacién de estimaciéon U(B) = 0 puede en general ser

. ., ~ Kk .,
arduo cuando p (la dimensién de Z) es grande. Entonces, proponen 8 como solucién

de
=Y " Di(B)G
=1
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donde 3 es un estimador inicial (que puede ser el de la estimacién de Gehan),

D) = [ Qi) (2~ Z(t:8))a[Ni(texp(~ 2)
t
- / I(texp(~B'Z,) < Cdjuls: B)]
con
P dN texp( ﬁ'Zi))
/ > i I(texp(=B'Z;) < Cj)
y (G1,...,G,) son v.a. normales estandar independientes. También se puede obtener

B como solucién de U(B) = G, donde G es normal con media cero y matriz de
covarianza 3 D;(8)D;(8)’. Luego /n(B — B") tiene la misma distribucién limite
que \/ﬁ(,é — By) v ademads la matriz de covarianza de B puede ser estimada por la
matriz de covarianza empirica de B*.

Cuando el modelo se ajusta razonablemente a los datos, Lin, Wei y Ying proponen
que el estimador de la ecuacién de estimacién de Gehan (solucién de U(3) = 0 o
U(B) = G, que se puede resolver de manera eficiente), puede ser utilizado como
un estimador inicial para estimaciones con funciones de peso mas generales, ya que
la solucién de la ecuacion de estimacion de Gehan serd similar a las soluciones de
la ecuacion de estimacién con pesos mas generales. Ademads, para la mayoria de
los efectos practicos, es suficiente hacer inferencias basadas sobre la estimacion de
Gehan.

El trabajo de Strawderman (2005) desarrolla un nuevo modelo semiparamétrico
para el efecto de las variables explicativas, fijas en el tiempo, sobre la intensidad
condicional de un proceso de conteo de eventos recurrentes. Su modelo es una ex-
tension del modelo del tiempo de falla acelerado para datos de supervivencia univa-
riado, intervalos de tiempo entre eventos, y la estimacion del parametro de regresién
estd motivada por las consideraciones de eficiencia semiparamétricas.

Primero considera un sujeto con un vector de covariable Z de dimensién p, fija en
el tiempo, que experimenta el evento recurrente en los tiempos 0 =: Ty < T} < T <

--. Define el j-ésimo intervalo de tiempo como X; = T; —Tj_;, 7 > 1. Sean Vi,
Vo, ... v.a. independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucion
Fo, tal que Fy(t) fo fo(s)ds donde fy tiene primer derivada continua y segunda
derivada acotada. Asume que, dado Z, sus intervalos de tiempos, X, Xs, ... son

v.a. independientes donde

Xj = V} eXp(_IBGZ)v
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siendo 3, el vector de parametros de regresién. Notar que Z acelera o desacelera los
intervalos basales de tiempo entre arribos V; como sucede con el modelo de tiempo
de falla acelerado.

Luego la funcién de riesgo de X, dado Z es

Xo(zexp(By,Z)) exp(ByZ),

donde A es la funcién de riesgo asociada a Fy. Entonces, en ausencia de censura y
dado Z, el proceso N(t) := max{m : > X; <t} es un proceso de renovacién.

Ahora supone n sujetos independientes, donde cada uno es observado en el inter-
valo de tiempo finito [0, C;]. Entonces los datos observados son, para i = 1,...,n,
{N;(uNC;),Ai(u), Z;;u > 0} donde A;(u) = I(u < CY).

El trabajo de Strawderman fue motivado por los trabajos de Prentice (1978)
(quien sugirié estimar B, del modelo semiparamétrico ([B) invirtiendo una clase
de estadisticos de rango lineal pesado), de Tsiatis (1990) (quien establecié las pro-
piedades asintdticas de la clase de estimadores propuesto por Prentice) y de Ritov
(1990) (quien establecié una correspondencia directa entre las funciones estimadas
por Prentice y Tsiatis y las basadas sobre consideraciones de eficiencia semipa-
ramétrica para modelos de regresién lineal censurados). Strawderman propone la

clase pesada de funciones de estimacion, mediante la siguiente funciéon de score:
_ | IR S Ze S I (X518)
Sw(B) =~ DD W(X;(B)IB) | 2 — S et |, (3.13)
i=1 j=1 Zk 12 ]kT<X1J|/8)

donde X”(B) = X;;exp(B'Z;) para j = 1,...,m; + 1, m; = N;(C}), I (t|B) =
(X (B) > t) y W(t|8) bajo ciertas propiedades de regularidad.

Como [BI3) es una funcién de estimaciéon basada en rango, el estimador 3 pue-

de ser definido como un cero de Sy (3) o un minimo de || Sy (8)]]2. Sin embargo,
puede existir varios minimos porque Sy (3) no es necesariamente monétona. Pero,
st W(ulB) =30, Zmlﬂ ;(u|B3)/n (denominado peso de Gehan), esta dificultad
desaparece. Y en este caso, (B13)) se reduce a

'I’)’Lk—l-l

nQZZZ (Zi — Z),) Z [ (X318),

i=1 j=1 k=1

que es el gradiente de la funciéon objetivo convexa

n m; n mgp+l

Le(8) = 53> 5 > { [log Xiur(8) — log Xy ()] v 0}

=1 j=1 k=1 r=1
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Los minimizadores de La(8) v ||Sa(8)]| son asintéticamente equivalentes (Fygen-
son y Ritov, 1994). Luego Strawderman toma BG = argmin Lg(B) y resulta ser
consistente de tasa y/n y asintéticamente normal.

Para este 1ltimo estimador Strawderman comenta que “notablemente no se asume
que el intervalo de tiempo sea acotado, es una 1til consecuencia de la convexidad
asociada con la funcion de peso de Gehan”. Ademas, da un algoritmo para calcular
BG y T, un estimador consistente de la covarianza de \/E(BG — Bo)-

Para pesos generales, Strawderman propone un estimador BW de un paso a partir

del BG, que también resulta ser consistente de tasa \/n y asintéticamente normal.

3.3. Modelo aditivo

Por tltimo, veremos los resultados estadisticos del modelo de riesgo aditivo para

la funcién de intensidad que es de la forma:
MNt, Z) = No(t) + By Z (1) (3.14)

donde B, es el vector de pardmetros de regresion y A\g(t) = A(t,0) es la funcién
baseline, desconocida, arbitraria y no negativa en funcién del tiempo. Este modelo
propuesto por Lin y Ying (1994) es una alternativa al modelo de Aalen (1980) en
el cual el vector de pardmetros de regresion no esta fijo en el tiempo, es decir, la

funcion de intensidad es de la forma

Molt) + Bolt) Z(2) = (alt), By(1)) ( 1 ) .
Z(t)
Primero plantearemos aqui algunas de las distintas funciones de verosimilitud
para el modelo aditivo solo para el caso de eventos simples.
La funcién de verosimilitud condicional sobre la historia del evento del sujeto 1,
H;(7), de n individuos con funcién de intensidad ([BI4]), donde ¢; < ... <, son los
tiempos de falla observados en [0, 7] (7 tiempo fijo finito) y Z; corresponde al vector

de covariable asociado a t;, es

c(Bo; Ao) H i)+ BoZ;(t;) }exp{ [ (1) +ByZ ()]}

Jj=1
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donde Z7(t) = [} Z;(u) du 'y Ao(t) = [, Ao(w) du. Luego,

0

Observemos que ([B.I3]) depende del vector de parametros de regresion 3, y de la

log Lc(By, M) = }j{MK)Z“?)ﬂjy—Zﬂﬂ}- (3.15)

funcion A\g(-), lo cual complicaria la estimacion de a que seria necesario estimar
) 0
previamente o conjuntamente la funcién Ag(-).

Por otra parte, la funcién de verosimilitud parcial es

& +,30 ;(t5)
P(Bo; Yo) Hz,@ () + ByZih))’

(3.16)

donde R; es el conjunto de riesgo en el tiempo ¢;. Entonces

i . - Zj(t;) 57
(9,@0 log LP(:BOa )\0) = ]21 { (tj) +,362j(tj) 7“])\0( ) + 60 SZ

donde r; es el cardinal del conjunto R; y SZ; := ZkeRj Z(t;).

Notar que aqui también, la funcién de verosimilitud parcial (.16 no puede apli-

} . (3.17)

carse como se hizo para el caso del modelo de riesgo multiplicativo ([B1l), pues en
este caso tampoco se eliminaria Ao(¢) para la estimacién de B, (ver la funcién de
score (B.IT)).

Sin embargo, hay varios autores que han podido estimar 3, sin la necesidad
de recurrir a las cldsicas funciones de verosimilitud condicional y/o parcial antes
descritas. Entre estos autores hemos considerado el trabajo de Lin y Ying (1994) en el
cual imitaron la caracteristica de martingala de la funcién de score de la verosimilitud
parcial del modelo multiplicativo del parametro 3, logrando construir una simple
funcién de estimacion permitiendo expresar en forma explicita al estimador Bo (esto
no sucede en los modelos multiplicativo y de falla acelerado).

Formalmente, Lin y Ying consideran n sujetos independientes y recogen en el
proceso de conteo del sujeto i, {NV;(¢);t > 0} el niimero de eventos observados hasta

el tiempo t. Bajo el modelo ([8.14)), la funcién de intensidad para N;(t) esta dada por

Yi(tA(t, Z:) = Yi(t) [Mo(t) + By Zi(1)],

donde Y;(t) indica con 1 si el sujeto i estd en riesgo en el tiempo ¢ y en en caso

contrario con 0. Luego
Yi(t)dA(t, Z;) = Yi(t)[dAo(t) + By Zi(t) dt], (3.18)
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donde Ay(?) fo Ao(u) du. Ellos proponen estimar 3, imitando la funcién de score

de la Verosmnhtud paraal del modelo multiplicativo, que bajo ([8.IF]), es de la forma

-y / Z,(0) {dNi(t) ~ Yi(t) [dAo(B. ) + B Z:(t) di] }
i=1 70
donde A es el estimador de Ay del modelo BI4) definido como

/ S [ANi(u) = Yi(w)B' Zi(u) du]
S Yilu) ’

siendo ,@ un estimador consistente de 8,. Luego, U(3) es equivalente a

U.y(B Z / Z(t)] [dN;(t) — Yi()B' Z:(t) dt], (3.19)

donde Z(t) = > Yi(t)Z;(t)/ 375, Yj(t). Entonces el estimador queda definido

explicitamente como

3 — (g/ﬁoﬁ(w (Z,(t) —Z(t)]®2dt> (Z/ )] dNi(t )) :

donde a®? := aa’ (matriz), siendo a un vector. Este estimador resulta ser consistente
de tasa \/n y asintéticamente normal, bajo ciertas condiciones de regularidad.
Nosotros hemos realizado la siguiente simulacion para ver el desempeno del esti-
mador 3 frente a outliers. Para n = 100, 200, 500, 1000 individuos con Z ~ U(0,1),
censuras aleatorias C' ~ U(0,1), B = 2 y A\o(t) = 1 se han contaminado a Z con
masa puntual en § = 0.01, 3, y en un 5% y 10 % de la muestra. En la siguiente tabla
se muestra el resultado en 1000 réplicas de: el estimador, su sesgo (entre corchetes)

y su error estandar (entre paréntesis).

% | n Sin contaminar 0 =0.01 0=3
100 | 2.00 [-0.00] (0.97) | 1.78 [-0.22] (0.96) | 0.17 [-1.83] (1.85)
200 | 2.00 [0.00] (0.66) | 1.78 [-0.22] (0.69) | 0.13 [-1.87] (1.88)
5
500 | 2.02 [0.02] (0.42) | 1.79 [-0.21] (0.45) | 0.11 [-1.90] (1.90)
1000 | 2.00 [0.00] (0.30) | 1.78 [-0.22] (0.35) | 0.11 [-1.90] (1.90)
100 | 1.99 [-0.01] (0.95) | 1.69 [-0.31] (0.97) | 0.07 [-1.93] (1.94)
200 | 1.99 [-0.01] (0.66) | 1.62 [-0.38] (0.75) | 0.06 [-1.94] (1.94)
10
500 | 2.00 [0.00] (0.42) | 1.59 [-0.41] (0.57) | 0.05 [-1.95] (1.95)
1000 | 2.00 [-0.00] (0.30) | 1.60 [-0.40] (0.49) | 0.05 [-1.95] (1.95)
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Lo que hemos notado es que B estd altamente influenciado, al contaminar los
valores de Z (sobre todo para valores grandes de Z), lo que nos motivé en esta
investigacion a proponer estimadores alternativos robustos. Estas nuevas propuestas,
junto con un estudio de simulacién en donde se compara el comportamiento de B
frente a outliers, se describira en los siguientes capitulos.

Por 1ltimo en el caso de eventos recurrentes destacamos el trabajo de Sun, Park
y Sun (2006) en el que ajustan un modelo de riesgo aditivo A(t, Z;) = A\o(t) + By Z;
utilizando los intervalos de tiempo entre las ocurrencias de los tiempo de falla y
toman a las covariables fijas en el tiempo. Ellos extienden la idea de Lin y Ying
(1994) a eventos recurrentes aplicando los mismos argumentos y suposiciones que
realizan Huang y Chen (2003) ademds de introducirle una funcién de peso a la
funcion de score de estimacion.

Siguiendo los mismos argumentos y las mismas notaciones que utilizamos al des-
cribir el trabajo de Huang y Chen (2003), Sun, Park y Sun proponen la ecuacién
de estimacion Ugpg(B) = 0 para estimar el vector de pardmetros de regresién 3,
donde

Usps(B) = /0 TQ(S){dm(s)—gl(s) dRo(s) —

~ Gi(s)Gu(s)

E;|Z/Z; I(X;; <s -
il (Xij < s)] XD

ﬁds}

siendo )(s) un proceso de peso con ciertas propiedades de regularidad, 7 € (0, 00) es

una constante pre-especificada (en la practica, 7 es usualmente tomada como el tiem-

po de seguimiento més largo), Go(t) = Ei; [[(Xi; > )]y Gi(t) = Ei; [Z: (X > 1)).
Luego el estimador de 3, también se puede expresar de forma explicita como:

-1
ds} X

Go(s)

{ /0 Qs) | di(s) gOES;dKo()] } ,

que es consistente de tasa \/n y asintéticamente normal.
Ellos, al igual que Huang y Chen, también proponen un estimador que solo utiliza
el primer intervalo de tiempo de cada individuo pero es menos eficiente que aquel que

utiliza todos los intervalos (al igual que pasa en Huang y Chen). Ademés comentan
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que “un problema que necesita ser estudiado a futuro es la seleccién de un proceso
de peso Q(t) que da el estimador mas eficiente de 3, para una situacién particular”.

Para el estudio de simulacion que realizaron, obtuvieron resultados similares para

QElyQ(t)IZ@-

i=1
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Capitulo 4

Propuestas robustas para el
Modelo con Hazard Aditivo

El modelo con hazard o riesgo aditivo es una alternativa al modelo de riesgo
multiplicativo comun para el andlisis de datos de supervivencia. En este capitulo
se desarrollaran por completo las dos propuestas robustas que proponemos en esta
investigacion para la estimacion del vector de regresion del modelo de riesgo aditi-
vo. Estas dos propuestas consisten en introducir una funcién de peso a la funcién
de score, como lo hicieron Sasieni (1993a, 1993b), en el que explota la estructura
de martingala, y Bednarski (1993), en el que utiliza diferenciabilidad de Fréchet
como herramienta principal, ambos para el modelo de riesgo proporcional. Estas
dos alternativas son en las que nos basamos para adaptarlas al modelo con Hazard
Aditivo.

A continuacion se describiran y se daran los principales resultados, en el Apéndice
se encuentran la demostraciones de los mismos y en el Capitulo [@ se haréan las
discusiones y conclusiones de estas dos propuestas robustas de estimadores. Ademas
en el préoximo capitulo se encuentra el estudio de simulacion en donde se verd el
desempeno de los estimadores propuestos frente al estimador clasico de Lin y Ying

(1994).
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4.1. Introduccion

Recordemos que la v.a. continua 7™ es no negativa y representa la duracion hasta
la ocurrencia de un evento para un individuo, que puede ser un tiempo no observado
si esta sujeto a censura. Asociado a este tiempo tenemos el vector de covariables
Z € RP* que es fijo en el estudio y por lo tanto, fijo en el tiempo. Dado el valor de

la covariable {Z = z}, la duracién T™ tiene funcién de riesgo aditivo
Mt 2) = o(t) + Bz (4.1)

donde \g es una funcién de riesgo baseline no negativa y 3 € RPT es un vector de
parametros reales no negativos.

Los datos se recogen para i = 1, ..., n individuos durante un intervalo de tiempo
fijo [0, 7], sobre el cual algunas personas pueden experimentar la censura, ya sea
porque 17 > 7 6 porque 17 > C};, donde C; es una variable latente no observada
aleatoria que indica un tiempo de censura. Este mecanismo supone una muestra
Sn = {(Ti,Z;,A;) : i = 1,...,n} donde T; es el tiempo del evento o el tiempo
censurado, es decir, T; := T AN C;, v A; es el indicador de que la observacion no
esta censurada.

Como vimos en el capitulo anterior, Lin y Ying (1994), propusieron la siguiente

ecuacion para estimar 3 en ([EI)):
> [ = =0l - vito@'z) =0 w2)

donde N;(t) = I(Tr <), Y;(t) =I(T; > t) y

_ Z?:l Y;(t)z; Z?:l I(t; > t)z;
A S AR S (A

Con esto queda definido explicitamente el estimador del pardmetro de regresién

_ (Z /O Oo}/i(t)[zi—zn(t)]@dt) (Z / £)]dN; (t )) (4.3)

recordemos que a®? := aa’ es una matriz.

COIMo:

En el estudio de simulacion que se realizo en el capitulo anterior, se vio que este
estimador es muy sensible a observaciones atipicas y esto fue lo que nos motivo a

proponer las siguientes dos familias de estimadores robustos.
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4.2. Estimadores con funcion de influencia acota-
da (EFIA)

Nuestra primer propuesta consiste en utilizar la teoria de martingalas continuas
como se ha realizado en el trabajo de Lin y Ying (1994). Para esto primero nos
basamos en expresiones alternativas de ([{2) y (@3)), basadas en la distribuciones
empiricas H,(t,z,A) y H,(t,z) de (T, Z,A) y (T, Z), respectivamente, de la si-

guiente manera:

//[z ()] dH (2 A = 1) — ///Ot[z 2 (u)] du 2 dH,(t, 2)8 = 0,
donde
() = { / /1(5 > u) dH, (7 @] B { / /I(Z > e dH, (7, m)] |

Luego el estimador del vector de parametros queda definido explicitamente como:

o [// (/ot[z‘zn(“”@?dU) dHn(t»Z)]_lx

Como ya vimos, Lin y Ying prueban que Bn en (4] es consistente y asintética-
mente normal, y dan una férmula para la estimacién de la varianza asintotica. Notar
que el estimador ﬁn es un funcional no lineal de la funcién de distribuciéon conjunta
empirica.

Ahora nos centramos en la descripcién de la primer propusta robusta para el
parametro de regresion del modelo con Hazard Aditivo. Para datos de superviven-
cia censurados de tamano n con funciones de riesgo acumulados A;(t, 2;), con los
procesos de conteo asociados N;(t) y con los procesos asociados “en riesgo” Y;(t),
las funciones de intensidad son Y;(¢)A;(t, z) y los procesos pueden ser compensados

para formar martingalas restando

M;(t) := N;(t) _/0 Yi(u)dA;(u, z).

Recordemos que, por el Teorema[ZH] las martingalas M;(¢) son MCCIL (martingalas

con cuadrado integrable localmente). En el caso del modelo de Hazard Aditivo

dAi(t, Zi) = )\z(t> Zl)dt = [)\()(t) + Blzi] dt,
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y esto implica que
d M;(t) = d Ni(t) — Y;(t) [Mo(t) + B2 dt

Por los resultados clasicos (por ejemplo, Andersen y otros 1993, cap. VI), la

funcion de score de verosimilitud parcial estd dada por

Z/( log(A(t, zi; ))){dNi(t)—Yi(t)dAi(t,zi;ﬂ)},

y bajo el modelo de Hazard Aditivo es de la forma:

UpL(B Z/ (AO +ﬂz>{dN() Vi) Do()dt + Bzt (4.5)

En contraste con el modelo de riesgo proporcional de Cox, la funcién de score parcial
en la ecuacién (@A) no elimina la funcién estorbo (nuisance) de riesgo baseline, A\g(t).
Generalizando esta expresion, manteniendo en la ecuacién de estimaciéon la medida
de martingala intacta pero reemplazando el integrando por otro término més general,

tenemos
Z/ Ki(t, 21, B) {ANA(#) — Yi(t) Do(t) dt + B zidt]}

La verosimilitud parcial determina K;(t, z;,3) = [Ao(t) + B'z;|'2; y la propuesta
de Lin y Ying consiste en tomar K;(t, z;,3) = z;, el mismo que da la verosimilitud
parcial bajo el modelo de riesgo multiplicativo (o modelo de Cox). Como ya se ha
mencionado en el capitulo anterior, el estimador resultante de Lin y Ying es con-
sistente y asintéticamente normal, como asi también tiene una expresion explicita,
una caracteristica que no posee el estimador en el modelo de riesgo multiplicativo.

Basados sobre estas mismas ideas nosotros proponemos
Ki(t, zi, B) = wi(t)wa(zi)zi, (4.6)

donde w; y wsy son las funciones de peso, con las siguientes condiciones:

A1l La funcién wy(-) : R* + [0, 1] es acotada, no creciente (es decir, para cualquier

u > v, wi(u) < wp(v)), predecible y [ w;(t)dt < co.
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A2 La funcién ws(-) : RP* — M,,([0, 1]), donde M, ([0, 1]) es el conjunto de matrices
simétricas definidas con elementos en [0, 1], es definida positiva y es uniforme-
mente continua para casi todo z. Ademds, [ws(z)z® fz(z)dz < oo, para
[ = 0,1, donde a® := a (vector) y a®® := 1 (constante), y , para u > 0,

det( [ exp(—B'zu)ws(2) fz(z)dz) # 0.

Estas condiciones permiten el control de observaciones atipicas en la muestra.

Algunas de las selecciones especiales posibles de w(+) son las siguientes:

1. wi(u) = I(u < a) donde a es una constante positiva conocida. Esta seleccién
es equivalente a censurar artificialmente las observaciones donde los u son mas

grandes que alguna constante dada a.

2. Si p es cualquier funcién-p como las utilizadas en estadistica robusta (por
ejemplo, Maronna, Martin y Yohai 2006), w;(u) = p”(u)/u con u > 0. Por

ejemplo, si tomamos la funcion de Huber
, a
wl(t):mln{l,g}, t>0,
y a es una constante que controla el equilibrio entre eficiencia y robustez.

Supuestos adicionales sobre w; se anadiran mas adelante. En particular, serd de
especial interés el caso cuando las funciones w dependeran de los datos. En concreto,

se propondra
W (t) =Fu(t)"[L - Fn(t)]ba (4.7)

donde F,, es la distribucién empirica de los tiempos observados (censurados o no) y
las constantes predeterminadas a y b son las que regulan la robustez contra pequenos
o grandes valores de t respectivamente.

Con respecto a la otra funcién de peso, ws(z), es una matriz de p X p con entradas

(@

escalares w{"™ dadas por

wél)(zll) wém) (Zil, ZZ'Q) Ce wél’p) (Zih Zip)
wéz’l)(zizy Zi1) w§2)(2¢2) . wéZ,p)(le, Zip)
wy(2i) = : : :
1 2
Wiz ) 0 (2 z) o Wl (z)
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Por simplicidad, tomaremos wél’m) = 0 para [ # m, y para la diagonal principal

m , a .
wé )(zm) = min {17 s} para z, > 0, (4.8)
Zim
0 uno en caso contrario, y donde
_ median{zy,, . .., Znm }
S =
log(2)

es un estimador de escala que es igual a la unidad en la distribucién exponencial
estandar, vy a es una constante de corte que regula la robustez. Més general, los
elementos que no estan en las diagonales de la matriz de peso ws son para posibles
multicolinealidad entre las variables independientes. No perseguimos ese interés aqui.
Es de notar, sin embargo, que en la seleccion de la funciéon de peso dada en las
ecuaciones (7)) y ([@3J) los pesos depende de los datos, es decir,

wi(t) =wi(t,Pn) v wa(z)=wz,Qy),

donde P, y Q,, son, respectivamente, las distribuciones empiricas del tiempo ¢ y de
la covariables z en la muestra.

Nuestra propuesta en (L6l produce la ecuacién de estimacién
U8 =3 / wi(tyws(z)[z; = Za (O] [AN(1) = Yi(1)8'zidt] = 0, (4.9)
i=1 70

donde 2, (t) es una funcién vectorial en columna dada por

2 = wawz(zj)] Zm<t>wz<zj>zj]

Lj=1

= DIt > t)wz(zj)] [Z I(t; = t)’wz(zj)zj] :

Lj=1
Claramente, cuando w; = 1 y wy es la identidad, la ecuacion de estimacién anterior
coincide con la de Lin y Ying.

A partir de la estimacién de la ecuacién ([L9) podemos obtener un estimador de

B3 en forma explicita dado por

o = ;/fmwwmwwxzmzi—zn<t>]®2dt] §

> [ wnewateile: - 2n<t>]cuvi<t>] , (4.10)
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que sin la notacién del proceso de conteo se puede expresar en una férmula maéas

conveniente para el calculo como

8, — |1 waiz) ( /0 tiwl(u)[zi—én(u)]@’?du)]1><

Ademas, si 3 es un estimador consistente de 3 obtenemos un estimador de la

funcién de riesgo acumulado baseline Ay(t), dada por
n ~t
Aolt) /t > i1 w2(z5) [de(U) —Yj(u)B z; d“]
I > i1 wa(z5)Y;(u) '

Con el fin de establecer la consistencia en el sentido Fisher a continuacién, primero

expresamos el estimador de 3,, a partir de la ecuacién ([@IT]) en notacién funcional

B, = Qu(H,) = [Du(H,)| ™" Nu(H,)],
donde
Dy(H,) = //'wQ(z) (/Otwl(u)[z — in(u)]®2du> dH,(t, z),
N (H,) = //wl(t)'wg(z)[z s (W]dH, (2 A = 1),
y

2. (u) = { / / (> w)ws(2)dH, (i, az)] B { / / I(f > wws(2)zdH, (i, a:)] .

Notar que el estimador Bn es un funcional no lineal de la funcién de distribucién
conjunta empirica.

El siguiente teorema, en el que se establece la consistencia en el sentido Fisher,
seréd el punto de partida para el calculo de la funcién de influencia que se encuentra

mas adelante.

Teorema 4.1. Bajo las condiciones Al y A2, el estimador Bn propuesto en
la ecuacion @IQ) es consistente en el sentido Fisher en la Familia de Riesgo
Aditiva. Es decir, sea H € AB para algin B € RPT entonces Q,,(H) = 3.
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A continuacién establecemos la normalidad asintética. En primer lugar, daremos
un argumento heuristico y la demostracion rigurosa se encuentra en el Apéndice. No-
tar que la ecuacién ([@IT]) es un producto de una matriz p X p por un vector columna
p-dimensional. Ese vector es un promedio de términos V; := wy (t;)wa(z;)[z; — 2, ()]
que son “casi” independientes e idénticamente distribuidos (iid). Lo que hace la de-
pendencia de los V; es la presencia del factor Z,(t), que depende de la totalidad de
la muestra. Si sustituimos el z,(t) por su limite probabilistico, Z.(t), entonces los
sumandos modificados serian iid y la normalidad asintética seguiria por el Teore-
ma Central del Limite multivariado estandar. Bajo una regularidad adecuada, es de
esperar que exista la convergencia en probabilidad de Z,(t) a Z..(t), entonces se es-
pera heuristicamente que nuestro estimador sea asintéticamente normal. Para esto,
necesitamos por lo tanto las siguientes condiciones adicionales sobre las funciones

de peso:

A3 Existen una funcién matricial 8 : R* +— M,([0,1]) y una funcién vectorial
8 Rt — RP* tales que para [ = 0, 1

Stl>1%) 18D (t) — 8V (#)lne Prob 0, cuando n — 0o,

donde
1 n
8V (t) = n '2—1 wo(z;) 2 Yi(t).

Ademés, las funciones 8% (I = 0,1) son acotadas y uniformemente continuas
v 8 es acotada fuera del cero.

A4 Sea X;(t) := w(t)ws(z;)z;. Existe § > 0 tal que, cuando n — oo

2 s XY (D) + Bz > exp(=1 K1) | = 1) S .

1<i<n

A5 Para p = 1, existe una constante 9 > 0 tal que wy(z) es del orden de z~?+?)

cuando z — 0.

La condiciéon A3 asegura la convergencia en probabilidad de 2,,(¢). La condicién
A4, junto con las anteriores, asegura la normalidad asintdtica del estimador y la
convergencia de su matriz de covarianza. La condicion A5 nos garantiza que la

seleccion de funcién de peso wo conduce a una funcion de influencia acotada.

50



Teorema 4.2. Sea 3, el estimador propuesto en la ecuacidn @I0) con funcio-

nes de peso que satisfacen las condiciones Al a A4, y sea H € .AB . Entonces
0

Vn(B, —B,) converge débilmente al vector aleatorio normal p-dimensional con

vector de media cero y con matriz de covarianzas

S { /O zl(u)L(u)du} S [ /O O:ul(u)L(u)du] o

donde
L) = E(ws(2)[Z ~ (89(w) 80 w)]*Y (u)

Y o= /Oo:ul(u)2<L0(u) Ao(u) + Ll(u,ﬂo)) du

Corolario 1. En las mismas condiciones del teorema anterior, la matriz de

covarianzas X es estimada consistentemente por ¥ = D 'BD™!, donde

D - %Z /0 YViltywn (1) walz:)[zi — Za (D] dt.

4.2.1. Funcion de Influencia

Ahora desarrollaremos, por simplicidad notacional, la funcién de influencia para

p = 1. Primero observemos que en este caso, unidimensional, nuestro estimador
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puede ser expresado como

Z Ajwy (t@)w2(zz)[21 - 5n(tz)]
Bn _ nizl - (412)
Z%(Zi)/o wy (u)[z; — 2, (u)]*du
f f wi (w2 (2)[z — Z,(t)]dHn(t, 2, A = 1) 7 (4.13)

ff{w2(2) Jo wi(u)[z - Zn(u)]zdu} dH,(t, 2)

donde H,(t, z) en el denominador es la distribucién conjunta empirica de los ¢; y z;,

H,(t,z, A =1) en el numerador es la funcién de distribucién empirica de solo el ¢;

no censurado y z;, y
I(t; = t)wa(z)z; . .
- ; _ S0 tyune)zat(E 2y
z”: 16, > ws(z) [[1G = tyws(2)dH, (i, )

Para escribir 3, como un funcional de la distribucién empirica expresamos, como

antes,

donde N (H,) v D,(H,) son el numerador y denominador de la ecuacién (EI3)

respectivamente. Ya que establecimos la consistencia en el sentido Fisher de (3,

para la Funcién de Influencia, buscamos

d
jgjw(t())ZOaAOJﬁ) = d_Qw(Hg) ’
€ e=0
donde H. representa la contaminacién del miembro H € Ag, con el pardmetro
“verdadero” 8 € RT con masa puntual en algin (¢, zp) que podria ser censurado,
cuando Ag = 0, o completamente observado, en caso contrario. Esta distribucion

contaminada es
(1 —e)H(t, 2, A) 4+ €0(1,20,00) (L, 2, A)

H(t, 2, A) + € [0t,20,00) (2, A) — H(t, 2, A)] . (4.14)

H.(t,z,A) =
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Teorema 4.3. Bajo las suposiciones Al, A2 y A5, la funcion de influencia
del estimador B, definido en la ecuacion EID) es

A0w1 (to) X

IF o (to, 0, Do, B)— { / ()3 (Tg(t) - ?;8)2)&] )

o200 [P0 (20— 20 a5 s ) —zéwo))] ,

donde Y, (u) := E [wa(Z) exp(—puZ)Z'] | Ewy(Z)], v(z) = wa(2)/ E [wa(Z)]

!
y () = fo wi(w)(Ta(w)/To(u)) du.
Ademas para cualquier € RT, la funcion IF,(to, 20, Do, ) es acotada en

(to, Zo) .

Observacion 2. Cuando wy = wy = 1 obtenemos la funcion de influencia para el

estimador clasico de Lin y Ying, que resulta no acotado.

Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1: Consideremos el caso mds suave, es decir, tomar \o(f) = 1, que
representa el riesgo baseline exponencial, asumir que existe una censura tal que
Sc(t) =1y tomar Z ~ E(1) que denota la variable exponencial estandar. Ademaés,
suponer que el valor real de 5 es 1.

Observar que para el estimador de Lin y Ying, es decir, para el caso en que

wi(+) = we(+) = 1, la funcién de influencia es

AO <ZO — ﬁ) — (Zg + Zo)t() + (ZO + 1) ln(to + 1)
Jfrl(t(),ZO,Ao,]_) = %) . (415)

/ e tt+1)"2dt
0

En la Figura ] se realizan las gréaficas de I (to, 20, Ao, 1) para Ag = 0, 1, respecti-
vamente. Se puede ver claramente que no estan acotadas. Esto hace que el estimador
clasico de Ling y Ying sea influenciado por valores atipicos, como se mostré en la

simulacién de la Seccion y se mostrara nuevamente en el proximo capitulo.
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Figura 4.1: Las graficas corresponden a la funcién de influencia [@IH), en (a) Ag = 0 y en (b)
Ag =1

4.3. Estimadores con punto de ruptura no nulo
(EPRNN)

Aqui proponemos una nueva familia de estimadores robustos que son consistentes,
asintoticamente normales y con punto de ruptura no nulo, no solo bajo el modelo
aditivo sino en un entorno pequeno. Una manera formal para describir entornos
pequenos del modelo es posible a través de una aproximacion de la distribucion.
Estos entornos pueden ser construidos de varias maneras, aqui lo definimos como:
sea H e A 8, 1 miembro de la Familia de Riesgo Aditivo con pardmetro 3, (esto
fue definido en el Capitulo Pl) y sea G una distribucién contaminada, se dice que G
estd en un e-entorno de H si

|G — Hlw = sup |G(t,2,A) — H(t, 2, A)| < 2,
(t,2,A)

y lo denotaremos como G € B(H,¢).
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Para esta nueva familia de estimadores proponemos la siguiente funcion de score:

L(H,, 8, W) — V/W(t,z)[z o (O]dHL (2, A = 1)] _

V/W(t,z) (/Ot[z - an(u)]du) 2 dH,(t, z)} B, (4.16)

donde la funciéon W : Rt x RPT +—— R* es una funcién de peso perteneciente a una

familia W, con caracteristicas que enunciaremos mas adelante, y

B [[1(u = oyw(t,z)a H, (1,2)
[[1u > W (t, ) dH, (u, )

Observar que esta nueva familia de estimadores coincide con la anterior propues-

ZH, (t)

ta cuando W(u,z) = w;(u)wy(z), pero alli, w; y wy eran procesos estocésticos
deterministicos o predecibles. Eso llevo a un estimador en forma exacta, pero, mas
importante aun, nos permitié hacer todas las demostraciones que utilizan la teoria
de martingalas. Ademés para W (u, z) = 1 se obtiene el estimador cldsico de Lin y
Ying.

Denotaremos con 3(G) a la solucién de L(G, B(G), W) = 0.

En busca de hallar una aproximacién lineal de B(G) — 3, es necesario definir
alguna diferenciabilidad. Nosotros aqui utilizaremos la diferenciabilidad Fréchet (o
diferenciabilidad fuerte). Esta diferenciabilidad sobre W implica més que continui-

dad, que existe una aproximacion lineal funcional. Es decir, para H € A 3
0

1
lim— sup |[|[B(G) - By — FD(G — H)||, =0,
e=0 & GeB(He)

wew

donde FD es un funcional lineal designado como el término “derivada de Fréchet”.
La diferenciabilidad Fréchet es uniforme en todo W. Esto es importante para posibles
opciones de adaptacién de la funcion de peso W. Este aspecto sera discutido mas
adelante.

Para evitar la notacién excesiva, haremos las demostraciones siguientes para el
caso de sin censura.

Sea B, € B, B un subconjunto abierto y acotado de RP" y sea H € ‘AIB . Sean
0
W= {W*: R x R — RT}
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y Wo : RT — R* una funcién continua con soporte acotado, K := [a,b], 0 < a <

b < oo. Definimos, ahora al conjunto W como
W= {WW*: W* € W*}

Para alcanzar la diferenciabilidad Fréchet del estimador es necesario asumir condi-

ciones fuertes. Por lo tanto, se asumen las siguientes condiciones:

B1 Para todo W* € W* y u € K, la integral ffW*(u, z)I[(t > u)dH(t,z) > ¢,
para algin € > 0.

B2 Todas las funciones de W* se anulan fuera de un conjunto acotado, son abso-
lutamente continuas y tienen variacion conjunta acotada. El conjunto W* es

compacto para la norma supremo.

Las condiciones B1 y B2 aseguran la diferenciabilidad de las funciones de W* y
restringimos las consideraciones para funciones con soporte acotado. La compacidad
asumida en B2 tiene como objetivo permitir la adaptacion en la seleccion de W en

funcién de 8.

La parte de “conjuntamente acotada” de los supuestos es necesaria para la afir-

macién de que la diferenciabilidad Fréchet es uniforme en 'W.

El objetivo de los siguientes resultados es hallar una expresién lineal de B(G) — 3,
en términos de G — H donde H € Aﬂ y G € B(H,¢). Para esto, necesitamos
0

considerar:

L(G,B,W) = L(H,B,, W) = [L(G,B,W)— L(H,B,W)| +
[L(H,8,W) — L(H, By, W)] (4.17)

Para la primer diferencia, el siguiente lema proporciona una aproximacién.
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Lema 1. Bajo las suposiciones B1 y B2,

sup ||L(G,B,W)— L(H,3,W) — LinW”B(G — H)|2=0 (HG — HHgo) ,
€B
wew

donde

Liny, 3(G — H) = / W(t,2)[z — 25 (t)|d(G — H)(t, z) —

{/ Wit z) (/jz - ZH(U)]du) 2 d(G — H)(t, z)} 8

/ Wt 2)zn(t) — za(t)] dH(t, 2) —

{ / / W(t, z) ( /0 sz@)—zG(u)]du) 2dH(t, z)}ﬂ.

Mds atin, Li”W,BO(H) =0.

Para la segunda diferencia de ([.IT) tenemos:

Lema 2. Para cualquier W e Wy 3 € B
L(Hw@a W) - L<H7/607W) = L(Hv W)(/B _130)

donde L(H, W) es la matriz de derivadas

C(H W)= H'@W VW (t,2) (/z i (u )]du) LAH(t, z)}

El siguiente resultado permite una acotacion de Ling, ,B(G — H) en términos de
G- H:

Lema 3. Bajo las condiciones B1 y B2 existe constantes ¢ > 0 y e > 0, tales
que VW e Wy B € B, si G € B(H,e) entonces

ILing, 3(G — H)[l2 < ]G — H]|.

Para el proximo resultado necesitamos incorporar la siguiente condicion:
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B3 Supongamos que para algunos numeros a;, ag > 0, tenemos VIW € 'W

ao < |det{L(H,W)}| < ai.

Esto nos garantiza la existencia de la inversa de L(H, W).

La consistencia del estimador en un entorno de H € A J&; esta avalada por el
0

siguiente resultado:

Teorema 4.4. Si la clase W satisface las condiciones B1 a B3. Entonces exis-
tene >0y M > 0 tal que st G € B(H, ¢) entonces la ecuacion L(G,3,W) =0
tiene una solucion en la bola ||B — Bylle < M||G — H||oo, YW € W.

La diferenciabilidad Fréchet del estimador esta asegurada por el siguiente resul-
tado

Teorema 4.5. Denotamos por B(G,W) wuna solucion de la ecuacion
L(G,B,W) = 0. Si la clase W satisface las condiciones B1 a B3. Enton-

ces

=0.
2

, 1 1 .
lim sup - [[B(G. ) — Bo] + &7 (H,W) Liny, g, (G H)
GeB(H,c)

Esto implica que la derivada de Fréchet del funcional 3(-, W) evaluada en H en

la direccién de G — H es:

FD(G — H) i= £ (H, W) Liny, g (G — H)

En el siguiente Teorema investigamos la convergencia en distribucién bajo al-
ternativas cercanas a la “verdadera” distribucién en la Familia de Riesgo Aditivo,
HeAg.

B,
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Teorema 4.6. Sea H, la distribucion empirica de una muestra de tamano n
de una distribucion G € B(H, co/+/n) para algin co > 0. La clase W satisface
las condiciones B1 a B3. Entonces Ve > 0,0 > 0 existe ng tal que VYn > nyg,
G € B(H,co/\/n) y W € W tenemos

G" (sup Vn

Wew

B(H,, W) — B, — //Jfden

>a><5.
2

donde G" es la distribucion de wuna muestra aleatoria independien-
te T1,%9,...,%,, idénticamente distribuida (su distribucion es G),
IF(z, By, W) = —LY(H, W)Linwﬂo(éx — H) y 6, tiene masa uno en
el punto x = (t,z,A).

La importancia de este teorema es que los estimadores son no solamente asintoti-

camente normales en el modelo sino que ademas en un entorno infenitesimal.

4.3.1. En busca del Punto de Ruptura

El punto de ruptura finito de un estimador 6 del parametro # es la proporcién
mas grande que puede tener la muestra de outliers tal que 6 siga estimado bien a
6. Por ejemplo, la mediana muestral tiene punta de ruptura del 0,5 mientras que la
media muestral tiene un punto de ruptura del 0. Con lo cual, es importante que un
estimador tenga punto de ruptura no nulo, asi la estimacion no se altera en el caso
en que la muestra contenga outliers o en el caso en que se presente un leve desvio
del modelo.

Como demostramos en la seccién anterior, la diferenciabilidad Fréchet conduce a
propiedades muy deseables del estimador del pardmetro 3, dando mas fiabilidad a
las inferencias paramétricas. Como esta diferenciabilidad es probada para la norma
supremo sobre entornos de la funciéon de distribucion, implica continuidad, y en esa
norma, lo cual conduce a un punto de ruptura no nulo. O sea, que el funcional de
estimacién sea diferenciable Fréchet implica que sea continuo (respecto de la norma
del supremo), es decir que no solo la estimacién sigue siendo buena en presencia
de outliers en la muestra, sino también cuando no se verifican algin supuesto del
modelo (independencia sobre los tiempos de falla y censura, el modelo en si, etc.).
Esto permite que bajo modelos de contaminacién mas generales que simples outliers,

la estimacién sigue siendo 6ptima. El valor del punto de ruptura es una cuestion mas
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complicada de determinar tedricamente y el mismo depende de elementos usualmente
desconocidos como la distribucién de la censura y de las variables independientes.
En el siguiente capitulo se lo trata de hallar en forma empirica. En estos estudios

de simulacion este dio bastante alto.
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Capitulo 5

Analisis de datos y simulaciéon

5.1. Simulacién para los EFIA

En esta seccion desarrollaremos un pequeno estudio de simulacién para evaluar el
desempeno del estimador propuesto. Especificamente tomamos p = 1, con funcion
de riesgo verdadero de la forma A.(¢,z) = 1 + 0,5 z, que implica una distribucién
exponencial para los tiempos del evento. Para la distribucion de la covariable to-
mamos Z ~ X3, es decir, una distribucién Chi-cuadrado con un grado de libertad.
Optamos por una censura fija C' = 1,4 (seleccionada para censurar el 15% de los
tiempos observados). Realizamos dos estimadores para esta familia que llamaremos
“Pesado” y “Robusto”. En ambos la funcién de peso wi(t) = 1 es la misma pero

cambiamos la funcién ws(z). Definimos

median{zy, ..., z,}
log(2) ’

donde a = 2,3026. Este valor de a es tal que si Z tiene una distribuciéon exponencial

wy(z) = min {1, gé} y 5= (5.1)

estandar, el 90 % de las observaciones se mantendrian sin modificaciones. Entonces
para el estimador Pesado se toma ws(z) como la definida en (i) y para el Robusto
su cuadrado, es decir w3(z), que tiene una penalizacién mds fuerte para valores
grandes de z. Llamamos a este estimador Robusto porque cumple el supuesto A2
en los Teoremas y B3 ya que zw3(z) — 0 cuando z — oo. Esta propiedad no
se satisface para el estimador Pesado.

En el CuadroBdlcomparamos el desempeno de las estimaciones de 3, aumentando

el tamano de la muestra, a través del procedimiento clasico (el estimador de Lin y
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n Clasico Pesado (con wy) | Robusto (con w3

)
50 | 0.56 [0.06] (0.33) | 0.52 [0.02] (0.30) | 0.50 [-0.00] (0.34)
200 | 0.51[0.01] (0.15) | 0.49 [-0.01] (0.14) | 0.47 [-0.03] (0.16)
1000 | 0.48 [-0.02] (0.07) | 0.48 [-0.02] (0.07) | 0.47 [-0.03] (0.07)

10000 | 0.48 [-0.02] (0.03) | 0.48 [-0.02] (0.03) | 0.48 [-0.02] (0.03)

Cuadro 5.1: Comparacién de los estimadores en muestras no contaminadas.

Ying dado en ([@3])) y de las dos propuestas nuestras: Pesado y Robusto. Alli, sobre
1000 réplicas, se encuentra en cada casillero el estimador, su sesgo (entre corchetes)
y su error estandar (entre paréntesis).

Observamos un muy buen desempeno en los estimadores. Ademéas observamos
que el desempeno del estimador Robusto es todavia muy buena, pero los errores
estandares son ligeramente méas grandes que los otros dos estimadores en muestras
chicas.

En una segunda simulacion, se compara el desempeno de los estimadores clési-
cos y nuestra propuesta, en presencia de contaminacién. Basados sobre una mues-
tra de tamano n = 50 de un modelo generado como en la simulacién anterior,
reemplazamos un valor de la variable independiente z; por los valores extremos
z* = 5,10, 50,100, 1000 respectivamente.

z* Clésico Pesado (con wy) | Robusto (con w3)
5 | 0.45 [0.05] (0.32) | 0.46 [-0.04] (0.29) | 0.48 [-0.02] (0.32)
10 | 0.31 [-0.19] (0.37) | 0.37 [-0.13] (0.29) | 0.45 [-0.05] (0.31)
50 | 0.10 [-0.40] (0.47) | 0.19 [-0.31] (0.36) | 0.44 [-0.06] (0.30)
100 | 0.08 [-0.42] (0.51) | 0.14 [-0.36] (0.40) | 0.44 [0.06] (0.31)
1000 | 0.03 [0.47] (0.79) | 0.03 [-0.47] (0.48) | 0.45 [-0.05] (0.31)

Cuadro 5.2: Comparacién de los estimadores en muestras contaminadas.

En el Cuadro mostramos los resultados sobre las 1000 réplicas, donde se en-
cuentra en cada casillero el estimador, su sesgo (entre corchetes) y su error estdndar
(entre paréntesis). Se calcularon los siguientes estimadores: el estimador clasico, el
Pesado y Robusto (definidos como en la simulacién anterior). Observamos que el

estimador Robusto con la seleccién de w3 tiene un muy buen desempefio en todos
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los casos. Alternativamente, la seleccion de ws sigue siendo muy sensible a la con-
taminaciéon elegida y solo exhibe una mejora muy pequena con respecto a la del

estimador clasico.

5.2. Simulacién para los EPRNN

En esta seccion se evalua el desempeno de los EPRNN. Para esto se realizaron
tres simulaciones unidimensionales y en cada una se tomé como funcién de riesgo
aditivo verdadera a \,(¢,2) = 1 + 0.5 z, con Z ~ x? y, para no introducir censura,

C' =1000. En todos los casos, en la ecuacién de estimacién (TG, se selecciond
W(t;, z;) =1—min(1, z;/M), (5.2)

donde M es el percentil m % de los Z.
En la primera simulacién se muestra el desempeno de nuestro estimador en varios
tamanos de muestra. Estos valores fueron n = 50, 200, 500, 1000 y 10000 y en la

funciéon W (t;, z;) se seleccioné m = 90, 95 y 99.

EPRNN

n Clasico
m = 90 m =95 m = 99

50 | 0.59 [0.09] (0.36) | 0.54 [0.04] (0.48) | 0.54 [0.04] (0.39) | 0.55 [0.05] (0.35)
200 | 0.52 [0.02] (0.15) | 0.52 [0.02] (0.22) | 0.51 [0.01] (0.18) | 0.51 [0.01] (0.15)
500 | 0.51 [0.01] (0.09) | 0.50 [0.00] (0.14) | 0.50 [0.00] (0.11) | 0.50 [0.00] (0.09)
1000 | 0.50 [0.00] (0.06) | 0.50 [0.00] (0.09) | 0.50 [0.00] (0.08) | 0.50 [0.00] (0.06)
10000 | 0.50 [0.00] (0.02) | 0.50 [0.00] (0.03) | 0.50 [0.00] (0.02) | 0.50 [0.00] (0.02)

Cuadro 5.3: Comparacién del estimador aumentando el tamafio de la muestra bajo el modelo.

En el Cuadro comparamos el desempeno del EPRNN frente al estimador
clésico (el estimador de Lin y Ying). Se hicieron 1000 réplicas. Los tres niimeros
que figuran en cada columna son, igual que en las casos anteriores, el estimador, su
sesgo (entre corchetes) y su error estandar (entre paréntesis).

Observamos en las tres opciones de EPRNN un muy buen desempeno en la esti-
macién del parametro y un leve aumento en el error estandar. Este error disminuye

con el aumento de la muestra y el aumento del m.
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En la segunda simulacién se compara el desempeno del estimador clasico y EFTA
vs. EPRNN frente a una contaminacion en la muestra. Esta contaminacién consiste
en reemplazar un porcentaje de las covariables por el valor 10. Como la funcién de
peso W, en (B2), anula para los valores de las covariables mayores al valor de M,
se obtienen resultados similares si en lugar de 10 se reemplazaria por un valor mas
alto. Se han considerado 1000 réplicas de una muestra unidimensional de tamano
200.

Sin Contaminar Contaminando las covariables
% Clésico Clésico | EFTA | EPRNN
0 | 0.52[0.02] (0.15) | 0.52 [0.02] (0.15) | 0.52 [0.02] (0.16) | 0.53 [0.03] (0.21)
0.5 | 0.53 [0.03] (0.15) | 0.41 [-0.10] (0.20) | 0.50 [-0.00] (0.15) | 0.51 [0.01] (0.21)
5 10.53[0.03] (0.15) | 0.10 [-0.40] (0.40) | 0.37 [-0.13] (0.17) | 0.52 [0.02] (0.18)
15 | 0.52 [0.02] (0.15) | 0.04 [-0.46] (0.46) | 0.19 [-0.31] (0.31) | 0.51 [0.01] (0.15)
25 | 0.52 [0.02] (0.16) | 0.02 [-0.48] (0.48) | 0.09 [-0.41] (0.41) | 0.52 [0.02] (0.17)

Cuadro 5.4: Comparacién de los estimadores contaminando la muestra bajo el modelo.

Los métodos de estimacién calculados en el Cuadro 4] fueron el “Clasico” (méto-
do clésico de estimacién, el de Ling y Ying), “EFIA” (con wy(t) = 1 y w3(z) definida
en (BI) v “EPRNN” (se utilizé la funcién (E2) con m = 90). Notemos que para
esta simulacién el estimador EFIA no soporta un alto porcentaje de contaminacion
(con un 5 % no es buena la estimacién) mientras que EPRNN si (con un 25 % de con-
taminacién la estimacién sigue siendo muy buena). Ademsds, el estimador EPRNN

aumenta su error estandar comparado con el clasico si no contaminamos la muestra).

El objetivo de la tltima simulacién es buscar el punto de ruptura cuando se
contamina el modelo con otro modelo. Para esto, se contaminé un porcentaje de la
muestra (7', Z) con el modelo lineal: T'= 4 + 0.25 Z, donde T es el tiempo de falla

asociado a la covariable Z. Un ejemplo de esto se encuentra en la Figura .11

En el Cuadro se encuentra los resultados de 200 réplicas a muestras de tamano
500. Observar que para los EPRNN seleccionados aumentan su punto de ruptura si
disminuimos el valor de m. Para m = 90 el punto de ruptura estaria entre 3 y 10 y

para m = 70 estaria entre 25 y 30.
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Figura 5.1: Las graficas corresponden a una muestra (T, Z) del modelo de riesgo aditivo. En (a)
es la muestra original (sin contaminar) donde los puntos de color rojo son los que se cambiaran en

(b). En (b) se reemplazé los puntos rojos (que representan el 10 %) por los puntos azules.

5.3. Analisis de datos

En esta seccion aplicamos nuestro método a datos reales: conjunto de datos del
sur de Gales de una refineria de niquel. Estos datos se introdujeron por primera
vez por Doll y otros (1970) y posteriormente se analizaron con un modelo de riesgo
multiplicativo por Breslow y Day (1987), y con un modelo de riesgo aditivo (no
robusto) por Lin y Ying (1994).

El objetivo del estudio, que se realizé entre los anios 1934 y 1981, fue determinar el
riesgo de desarrollar cancer pulmonar o nasal para los trabajadores mineros en una
instalacién de refineria de niquel situada en el sur de Gales, ya que ambas enferme-
dades en 1949 fueron preinscriptas como enfermedades ocupacionales. Las muertes
observadas se registraron para los trabajadores y su causa de muerte determinada a
partir del certificado de defuncién. La censura se produjo a partir de los trabajadores
que aun estaban con vida al final del estudio, los trabajadores cuyo nivel de vida era
desconocido, asi como los trabajadores muertos cuya causa de muerte no se pudo
determinar claramente del certificado de defuncién. Adicionalmente, en el conjunto
de datos original, los autores decidieron considerar censurado todas las muertes de

los trabajadores a los 85 anos o mas, ya que consideran que para las personas de esas
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Sin Contaminar Contaminando

% m =170 | m = 90 m =170 | m = 90

0.2 | 0.55 [0.05] (0.08) | 0.52[0.02] (0.02) | 0.55 [0.05] (0.08) 0.52 [0.02] (0.02)
3 | 0.50 [0.00] (0.07) | 0.51 [0.01] (0.02) | 0.50 [0.00] (0.06) 0.51 [0.01] (0.02)
10 | 0.50 [-0.00] (0.08) | 0.52 [0.02] (0.02) | 0.51[0.01] (0.05) | 0.21 [-0.30] (0.18)
20 | 0.50 [-0.00] (0.07) | 0.50 [0.00] (0.02) | 0.50 [0.00] (0.02) |-0.13 [-0.63] (0.80)
25 | 0.48 [-0.02] (0.07) | 0.51 [0.01] (0.02) | 0.51 [0.01] (0.02) | -0.16 [-0.66] (0.87)
30 | 0.51[0.01] (0.07) | 0.53 [0.03] (0.02) | 0.22 [-0.28] (0.16) | -0.17 [-0.67] (0.89)

Cuadro 5.5: Estimacién del parametro, su sesgo y su error cuadratico medio para una muestra

contaminada con otro modelo.

edades podrian haber clasificado mal la causa de la muerte debido a la vejez. Nuestra
preocupacion era que esta decisiéon podria haber introducido los valores atipicos en
los datos. Los valores extremos son particularmente peligrosas para la inferencia, ya
que todos ellos corresponden a supervivencias de gran tamano.

En nuestro modelo, la variable de supervivencia T corresponde a la duracion
desde el primer empleo hasta la muerte para aquellos trabajadores que fallecieron
debido al cancer pulmonar o nasal o hasta el fin del estudio para lo que sobrevivieron.

Incluimos tres covariables:

Z, = log(AFE),
Zy = (YFE — 1900)/10,
Zs = log(EXP +1),

donde AFE es la edad del trabajador minero que tenia al comenzar a trabajar en la
refineria, YFE es el anio en que comenzo a trabajar en la refineria y EXP es el nivel
de exposision en la refineria.

En el Cuadro a continuacion se presentan las estimaciones de los parametros

de los estimadores clasicos y robustos en dos marcos:
1) con el conjunto de datos completos,

i3) con la reduccién del conjunto de datos donde las muertes en edad de 85 o mas
fueron omitidas, que es la alternativa natural para el tratamiento de los valores

atipicos potenciales.
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Coord. de | Conjunto de datos completos | Conjunto de datos reducidos
B Clasico Robusto Clasico Robusto

B 8.60 (1.65)  7.27 (1.95) | 11.16 (1.86)  8.35 (2.17)
Bs 2.33 (0.83)  2.27 (0.99) 1.84 (0.91)  2.11 (1.09)
Bs 4.60 (0.74)  3.49 (0.88) | 4.70 (0.80)  3.42 (0.95)

Cuadro 5.6: Estimacién del pardmetro y error estandar para el conjunto de datos Niquel. Todos

los resultados fueron multiplicados por 1000.

Los estimadores robustos se calcularon con las funciones de peso
wi(t) = [1 = Fu(8)]",

donde F,,(t) es la distribucién empirica de los ¢, y ws(z;) una matriz diagonal con
entradas de

U)2<Zj7i) = min (1, djsi/zj,i) s

con s; =median(z.;)/log2 y d =(0.82,1.005,2.735).

Las estimaciones robustas se ven menos afectadas por la eliminacién de los va-
lores atipicos potenciales que el cldsico, ya que cambian mucho menos en ambos
casos. Ademads, la estimacién robusta se asemeja a la clasica en el conjunto de datos
reducidos. Estos resultados, por lo tanto, parecen validar desde el punto de vista
de la robustez las conclusiones de la aplicacién de los estimadores clasicos con el

conjunto de datos completos.
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Capitulo 6
Conclusiones

Como hemos dicho antes, el objetivo principal de este trabajo fue proponer esti-
madores robustos para el parametro de regresion para el Modelo de Hazar Aditivo
(MHA).

A lo largo del estudio sobre los modelo de riego han surgido dos familias de estima-
dores robusta: estimadores con funcién de influencia acotada (EFIA) y estimadores
con punto de ruptura no nulo (EPRNN).

Cabe destacar que hasta el momento no hay procedimientos de estimacién robus-
tos para MHA en el caso de eventos simples.

Como punto de partida para la robustificacion del MHA tomamos la represen-
tacién de la funcion de score como un problema de M-estimacion. Recordemos que
esta propuesta, realizada por Andersen y otros (1993), expresa la funcién de score

CcOomo

2 /ow% [log (A(t, i B)] [AN;(t) — Yi(B)A(t, z:; B)dt] (6:1)

donde el término dN;(t)—Y;(t)\i(t; B)dt es una martingala. Como ya lo mencionamos

en la Seccion 2] la generalizacién de (G.)) es:
3 / Ki(t, 25, 8) [AN(t) — Yi(DA(t, 25 B) ]
i=1 70

La primer propuesta fue motivada por analogia con los trabajos de Sasieni (1993a,
1993b) que modifica la funcién de score del Modelo de Hazard Multiplicativo (MHM),
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introduciendo una funcién de peso, como se lo desarroll6 en la Seccién Bl Creemos
que esta modificacién en la funcién de score funciona bien porque mientras modifica
el funcional de estimacion y utiliza esta misma modificaciéon para la estimacién de
la funcién de riesgo acumulado baseline, su método mantiene intacta la estructura
de martingala y la dependencia de la estimacion de la funcién de riesgo acumulado
en la especificacién del modelo. Nuestra modificacion en la funcién de escore en el
MHA introduciendo funciones de peso también mantiene esas mismas propiedades.

Ademas, como vimos en la Seccion[B.3] en la estimacion para MHA seria necesario

utilizar el integrando

Ki(t, 2, 8) (6.2)

9 =
= gg 8Ptz Al = o

ya sea en la estimaciéon de maxima verosimilitud cldsica (BI5) o de maxima vero-

similitud parcial [BIT). Observar que en contraste con el MHM, la estimacion de

maxima verosimilitud parcial

Zi

Ao(t) exp(8'z;)

Kilt, 20, B) = %logwt,zi; 8)] =

elimina la funcion baseline.

= z;, (6.3)

La propuesta de Lin y Ying (1994) para MHA, sustituye el lado derecho de
@2 por z; (el mismo que resulta para MHM, (E3])), obteniéndo un estimador
implicito (esto no sucede para el MHM). Sin embargo, nosotros conjeturamos que
esta sustitucion disminuye robustez incluso con respecto al estimador de méaxima
verosimilitud, en el sentido que la estimacién es més sensible a valores grandes de
z; 0 Ao(t), ya que al no estar el denominador de ([E2]) desaparece el peso hacia
abajo sobre la ecuacion de score. La incorporacion nuestra de funciones de peso en
los EFTA a propdsito, estan destinadas a aumentar su robustez. Ademads, su buen
desempeno frente a outliers esta asegurado con la funcién de influencia acotada, esto
no sucede con el estimador clasico de Lin y Ying.

Por estas dos razones concluimos que nuestra primer propuesta de estimadores
robusta funciona como esperabamos y esto se vi6 claramente reflejado en los estudios
de simulacién.

La segunda propuesta surge a partir del trabajo de Bednarski (1993) quien uti-
liz6 la diferenciabilidad funcional como herramienta crucial para establecer la con-
sistencia y la normalidad asintética, no solo bajo el modelo MHA sino también bajo

pequenos entornos del mismo.
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Como se mostro en la Seccién B2 en la simulacién del Cuadro [2.4] hay incon-
sistencia en el estimador cldsico bajo pequenas perturbaciones del modelo, es decir
que el estimador clasico no se comporta bien sin importar cuan cerca estamos del
modelo. Esto se debe a que el estimador clasico no es continuo con respecto a la

distribucion del modelo. Por ejemplo, considerar el Ejemplo 4.1 y

Gn<t7275) = (1 - l> Hl(ta 276) + l7/(11,0,1)@7'275)
n n

donde v(,0,1)(t, 2, 9) es la masa puntual en (n,0,1). Como vimos en la Seccién d.2.T]
la funcién de influencia es no acotada entonces es facil ver que |G, — Hy| — 0 pero
|Q(G) — Q(Hy)| — o0.

En contraste, nuestra modificacién en el funcional de estimacién no solo es con-
tinuo sino que también es diferenciable Fréchet.

Finalmente concluimos con respecto al desempeno de ambas propuestas robustas
que la diferencia en la estimacién bajo la presencia de valores atipicos o perturbacio-
nes del modelo es que la segunda es mas danina que la primera, ya que se perturba
la dependencia del tiempo de supervivencia y del vector de covariables. Por esto,
nuestra segunda propuesta es mejor que la primera, pero ambas son mejores que el
estimador clésico.

La mejora alcanzada para los EPRNN es gracias a la diferenciabilidad Fréchet

que conduce a la estabilidad asintética mas alla del modelo.
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Capitulo 7
Apéndice

Recordemos que si a es un vector entonces a®’ = 1 (constante), a®! = a (vector)

y a®? = aa’ (matriz). Ademds, S (t) es definido para [ = 0,1 como:

S0(1) = 3" walz) 5 (1), (7.1)

Demostracion del Teorema [4.1]

Recordemos que por la ecuacién ([{I0), podemos expresar al estimador como
B, = Qu(H,) = [Dy(H,)] " [Ny(H,)] donde

Dy (H,) — //M ( / (W) — 20 (u )]®2du) A, (t, =),

No(H,) = //w1<t>w2<z>[z—zn<t>1dHn<t,z,A=1>,

o= [ [frte 2 wvter ansa] | s wntor e o]

Antes de comenzar con la demostracién notemos que

//I(t > u)wq(z)[z — Z(u)] dH(t,z) = 0, Yu. (7.2)
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Ya que

/ /I(t > wws(2)[z — 2(w)|dH(t, ) = / / I(t > wywa(2) = dH(t, z) —
/ /](t > Wws(z) dH(E, 2) 5(u)
://](t > u)wsy(z) z dH(t, z) —

//I(s > u)ws(x)  dH(s,x) = 0.
Esto implica que:

D, (H) = /'w2 (/ (W) — 20 (u)]2 du) dH (L, 2)

_ / ws(2) ( /0 w1 (W) — 2]z — 2 (u)] du> dH(t, 2)
_ /wl(u) / / I(t > w)ws(2)[z — 2(w)]2’ dH(t, z) du —
/ wi (1) ( / / I(t > u)ws(2)[= — 2(u)] dH(t, z)) 2 (u) du

2 /wl(u) / /I(t > Wwa(2)[z — 2(u)|2 dH(t, 2) du

_ / ws(z ( / (W)= — 3(u )]du) o dH(t, %), (7.3)

Hagamos unas cuentas previas antes de la demostracién. Pero necesitamos pri-
mero definir dos funciones para simplificar los resultados. La primer funcién que

definimos es:
/w2 exp(—0B'zu) fz(2) dz, (7.4)

paral=0,1,2 y u > 0. Observar que I'g(u) es una matriz de p X p invertible (por la
condicién A2), T';(u) es un vector de p x 1, I's(u) es una matriz de p x p. Ademsés,

por la condicion A2,
/w2 )dz < o0, Yu>0. (7.5)

La segunda funcién que necesitamos definir es
t
(b = / wy () [Ty ()T ()] du, (7.6)
0
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para l = 0,1 y t > 0. Notar que 7o(t) es un real positivo no negativo y 7 (t) es un
vector de p x 1. Ademds, 70(0) = 0, v1(0) = 0, dv,(t)/dt = w(t) [Fal(t)Fl(t)}@)l,

[e.o]

tlgglo Yo(t) = /Ooowl(t) dt < oo 'y tlgglo m(t) = /0 wi () [Ty (OT1(t)] dt < oo, (7.7)

(por la condicién Al).

Recordar también que S(t) == Sy(t)Sc(t) = [1— Fy(t)][1— Fe(t)], entonces S(0) =
1, limy e S(t) =0y
G50 = (= HO)Se0) + S0~ folt) = ~su(t5e0) (245 + 203

BD 51 (Mo(t) + M) = —SHOA®). (7.8)

Por 1ultimo, integremos por partes las siguientes dos integrales:
Dy = / S(tyvo(t) exp(—B=t)(Bz) dt vy Dy = / Sty (t) exp(—B'=t) (B'z) dt
En la primera tenemos que:

DO —
5

5(t) 20(t) d( — exp(—B'zt))

o(t)(— exp(- ﬁzt))] + fexp(=@zt) [~SOMO(0)-+5 0w (1)]

expl( ,th wi(t) — g(t):\(t)%(t)] dt

U
A§

D

\\

) exp(—'xt) dt — [SOAO(E) exp(-B'=t) d (7.9)
Y en la segunda, tenemos que:

Dy = /S( ) (t) d( — exp(~B'=1))
(e (0)-exp-Biet) | fexptBz) [-S(ONE (0 + SOun (T (T 0] at
o /exp< g'zt) [ (pun ()75 (DT (1) - S(t)ﬂawﬂ di

- / () wn (T (£ (¢) exp(—B =t) dt — / SHAE)n () exp(—B'=zt) dt. (7.10)
Demostracion: Sea H € Ag, para algiin 3 € RP*. Entonces tenemos que:

dH(t,z,A) = S(t) exp(—B'zt) [Mo(t) + B'z] f2(2) dz dt, (7.11)
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dH (t,z) = 5(t) exp(—3'zt) [S\(t) + B'z] f2(2) dz dt, (7.12)

donde S(t) = Sy(t)Sc(t) y At) = No(t) + Ac(t).
Lucgo por un lado, tenemos que, para { = 0, 1:
[[16 2 wwst@iaitis.z) = [[1s = wwa@atiFy(s.2) dFo(a)
_ / [ / I(s > w)dFry (s, @) | wa(@)2® f1 (@) da
/ Prob(T > u|Z = @)ws(x) 2% f5(x) do
B [3(w) exp(-Baujwn(e) 2 f2(e) do
5() [ exp(-Baujwale) 2°'fo(e) do

S(u) Ty(u). (7.13)

Entonces

Por lo tanto:

No(H) = / /wl(t)wg(z)[z CE(O)|dH(t 2, A = 1)
B ooz - 2(0130) exp(~0'20) Po(t) + §2] 2(2) dz de
= / S(t) we(t /w2 )z exp(—B'zt)[No(t) + B'z] f2(2) dz dt —
/S wy (t /w2 t)exp(—B'zt) [Mo(t) + B'z] f2(2) dz dt
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— {50 00 /w V2 exp(—B'2t) f4(2) dz di +
S(t) wi(t) [wa(z)zexp(—B'z0)B'z7(2) dz dt —
S(t) Malt) wi (1) / ws(2)2() exp(—B'=) f(2) dz di
S(t) wi (
= S(t) Ao(t) (/w2 Yzexp(—B'zt) f4(z )dz) dt +
wr(t) ([ walz)22 exp(—B2t) f2(2) d ) it B -

U [}

IIE

\\\\\\}\\\\\\

5(0) wi0) [ wa(z) (2%~ 202 exp(-B'x1) fo(2) d 1P

Il
1
}
=
g
=
—
g
»
X
YN
®
|
N

2 ~(15)z’] exp(—08'zt)fz(z) dz dt] 3. (7.15)

Por otro lado,

2wz ( / ]du) ZdH(1, 2)

= // wa( / u))duz'S(t) exp(—B'zt) [A(t)+B%]f(2)dz dt
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= [w (z)zz/S(t t)+ 8z (/0 ) (—B'zt)dt f7(z)dz —
Juwsta fsco fustwrstor <>d)[<> 2exp( B =)tz f(2)dz

= /S(t)wl(t)/wg(z [2%% — 2(t)2'] exp(—B'2t) f2(z)dz dt. (7.16)

Por (TI3)) y (ZI4)) se desprende facilmente que

Qu(H) = [Du(H)] " [Nu(H)] = B, (7.17)
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Demostracion del Teorema

Primero, recordemos que el correspondiente proceso de intensidad para los pro-
cesos de conteo N;(t) := I(T; < t) del individuo ¢ estd dada por

YA (t; 25) = Yi(t) [Mo(t) + Byzi). (7.18)
Por los resultados expuestos en la Seccion 2.2 los procesos
t
Milt) == Ny(t) — / Yi(u) Ao (s 21) du, (7.19)
0

son MCCIL. Reemplazando (ZI8)) en (ZI9) obtenemos:

Mi(t) = Ni(t) — /0 Yi(u) [o(w) + Bhzi] du.

Luego
AM;(t) = AN(t) — Yi(t) Dolt) + Bz dt, (7.20)

o equivalentemente,

Recordemos también que nuestro propésito es estimar 3 de la ecuacién de esti-

URB) =Y [ untyunlz)lz - £ 0[N0 - ViR &) =0, (722

donde 2,(t) Z (89 (1)) '8 (1).

Ademas, los siguientes resultados se utilizaran en esta demostracion.

Teorema 7.1. Sean X; v.a. independientes entre si. Si > Var(X,,)/b? < oo

con b, /oo, entonces

[Xk — B(Xi| Xy, .. ,Xk_l)] %),
k=1

=

Observar que si {X,, : n = 0,1,...} es una martingala, E(X;|Xy,..., Xp—1) =

1 1
X}_1 entonces W Z (Xk — Xk,l) = — (Xn — XO).

b
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Proposiciéon 1. Bajo las condiciones Al y A2, el proceso ng) (By) es una
MCCIL.

Demostracion: Primero notar que V¢ > 0,

sz(zi)[zi—in(t)m(t) =0. (7.23)

Ya que

D wa(z) [z -2 (0] ¥ilt) = D wa(z)2Yi(t) ~ ) _walz)¥i() [6(1) '8P (1)

i=1

B s —n s [(500) sV 0] =o.

n

Entonces

R S [T utwazla - 20][4N0) - Vi8]

= 2/000“’1@)’“)2(21)[21 — Z, ()] [dM;(t) + Yi(t) Ao(t) dt]

Z /Ooowl (Dwa(z:)][zi — Z,(t)] dM;(t) +
/Oooun(t) (Z wo(z;)[zi — En(t)]Y;(t)> Ao(t) dt
@23

= Z/Ooowl(t)w2(zi)[zi — Z,(t)] dM;(t). (7.24)

Como M;(t) es una MCCIL y el proceso integrado wq(t)wa(z;)[z; — Z,(t)] es pre-
decible y localmente acotado (por las condiciones A1y A2), por el Teorema 1] el
proceso Ugl) (B,) es una MCCIL, como queriamos.
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Proposiciéon 2. Bajo las condiciones Al a A4, el funcional estimado
nil/QUg) (By) converge débilmente a una distribucion normal p-variada con

media cero y matriz de covarianza Y, donde

3= /Ooowl(u)2<L0(u) Ao(u) + Ll(u,ﬁo)) du,

con

Lo(u) := E([WQ(Z) (Z - (5(0)(u))15(1)(u)]]®2y(u))

®2

Li(u,By) = E([wQ(Z)[Z_(g(O)(u))13(1)(u)]] Y(u)BBZ)

Demostracion: Primero expresamos a n~ "/ ngz) (B,) de una manera convenien-

te, para poder utilizar el Teorema 2.0l como sigue:

1

S URe) = > [ wntrwstznten - 2,(0] dvae

= /OOO Z % wy (t)wa(z1)[z1 — Z,(t)] dM(2)

0 =1

donde
JM () = 02wy () wa (2)) [z — Zn(t)] (7.25)

es un proceso en R? es decir, Ji(ln) (t) es la coordenada i del integrando n~/2w; (t)w,(z;)
[z1— z,(t)] parai=1,...,p.

Recordemos que, por ([I])), el proceso de intensidad del proceso de conteo N,(t),
estd dado por Y;(t) [Ao(t) + Byzi]. Luego

Yit) Dolt) + Bhzi] dt BE ani(e) — d (1), (7.26)

Introducimos ademds la martingala W™ (¢) := (W™ (¢),..., W™ (¢)), donde

W= [ S v ),

=1
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Observamos que el vector W (c0) = n_l/ngL) (By), que, por la Proposicién [
es una MCCIL.

Como, parai,j=1,....,p,l=1,..., nyu >0, tenemos que

nd I w) = [ (wwa(z) [z~ Za ()] |wr(wpwa(z)lz — 2a(w)]]
= w(w)? [wa(z)lz — 2a(w)]] [walz)lz —2aw)]]
= wi(u)? [wa(z) [z — Za(w)]] ) (7.27)
= [wi(wws(z)[z — 2]} (7.28)

)

Luego, Vi,7 =1,...,nyt > 0 tenemos

WO WO @ =[S )1 )N () du
J Z J

/0 %Zwﬂu)?[wg(zl)[zl — zn(u)HiQY}(U) 81 du

- /0 wi () (LG (), Ao(u)du + / wi(w)* (LY (u, By)) , du,

donde, para k =0, 1,
L (u) = %Z [wa(21)[21 — Zn(w)]] “*Yi(u) (Byz1) .
=1

Luego para cada u € [0,t] obtenemos, por las condiciones A2 y A3, que, cuando

n — o0:

Lé”)(u) Prob E([w2(Z) (Z - (5(0)(u))—15(1)(u)u®2y(u)> = Lo(u)
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®2

L\ (u, B,) 22 ]E([wQ(Z) (Z - (8(0)(U))_15(1)(U)H Y(u)ﬂ@Z) = Ly (u, By).

Entonces, cuando n — oo y Vi > 0,

<W.<n>, W.(")> (t) 228 5.0),

? J

que es la condicion ([2.I6) del Teorema
Ahora necesitamos probar la condicién (ZI7) del Teorema [Z6] es decir, tenemos

que probar que Vi = 1,...,p y para cualquier € > 0,

I, = /OOO Xn: R0 i (

Para ver esto, expresamos

Ji(ln) (t)‘ > 6) A§") (t) dt Prob cuando n — oo.

Vi) = ()
)

donde
Viilt) = [wl(t)wg(zl) (8 (t))*lsg)(t)} . (7.30)

Ahora nos basamos en la siguiente desigualdad, que se comprueba facilmente para
cualesquiera nuimeros reales a y b,

la —b*I(|a — b| > €) < 4|al*I(|a] > €/2) + 4[b]*I(|b] > €/2),

para obtener

4 OOO j Vii/%)rf( Vi’/%) > g) A (¢)dt
)7

(7.31)
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donde

Rl
Va(t)

Améi{%ngf(xm

Ahora, por la condicién A2 y A3 tenemos que, Vt > 0,

€

> 5) A (t)dt.

(8D () '8V (t) =B (8O (1)) 'MW (1) cuando n — oo.

Ademas, los tres términos wy(t), wa(2;) y (S(O)(t))_ls(l)(t) son acotados para
cualquier ¢t > 0 y Vz;. Por lo tanto para valores de n suficientemente grandes,

tenemos que

F([P215 £) B 1 ([ [t (890) "s000)] | > 47 ) =0
Asi
2 — /002”: [Vi/(ﬁt)r] ( Viz/(ﬁt) > %) /\l(")(t)dt 2% 0, cuando n — oco.
0 =1

Para el primer término en (Z31]), notar que

o S

y se puede descomponer como 17(11) = 1-7(11,1) + 1'7(11’2) siendo

R (5
e ST (58]

mnam::4%@+ﬁppﬂmw—ﬂmmmm—wﬁmxquzm@n@y
Ru(t) = 1( (1) + Byz1 < exp (= 31 X(0)]ln — 1) ).

> %) Y (t) (Ao(t) + Bgzl)dt

> g) Cl(t) ()\0(25) -+ Bgzl)dt

)wwww+%mﬁ
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Considerar el conjunto Q,, := {1 <1 <n:Cj(t) = 1}. Entonces,
0 = 730 O] (K] ) i utn + gy
O e,
L[y [ (8080 ) ) g
0

1eQyp

La condicién A4 implica que, Vi=1,...,p,l=1,....,nyt >0

Xi; (f/)gl(t) Prob

0, cuando n — oo.

Por lo tanto,
Ity 2ok o, cuando n — 0.

Por otra parte, ya que || X;(t)||c > [Xu(t)|, Vi=1,...,p, y Yi(t) < 1,

(12 < l/ th exp ( 5|Xli(t)|—t)l(|Xli(t)]>@) Ry(t)dt
n Jo 2

— %/0 ZXh eXP — 81 X(¢) <‘Xl7, ‘ zne) ‘Rl(t)exp(—t)dt,

Y como lim 2? exp(—d|x|) = 0, existe algiin > 0 tal que para n suficientemente
T—00

grande

X307 exp(- LX) (|(0)] > ¥5) 1 lt) 8521 < exp(= 8100~ 1)) <1

1,2) (1,2) Prob

ast I3 <1, con lo cual asegura que I,"” —= 0 cuando n — oco. Y, por lo tanto,

concluimos que

PRy

n )

cuando n — oo.

Prob ,
Entonces podemos afirmar que I, — 0 cuando n — 0o, como queriamos.
. — n
Finalmente, por el Teorema B8, podemos asegurar que n~/2U %)(60) converge
débilmente a una distribucion normal p-variada con media cero y matriz de cova-

rianza >, como queriamos.
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Corolario 2. Bajo las mismas condiciones que la poposicion anterior, la ma-

triz de covarianza ¥ puede ser estimada consistentemente por

B:= %Z /0 Oo[wl(t)wg(zl)[zl — 2,0)]]%* dN,(1).

Demostracion: Utilizando los mismos argumentos y cuentas que en la demos-

tracién anterior, tenemos que:

(W, Wiy (1) B2 / S ) () Vi) o)+ B =]

0 =1

20 / 3" I8 () IS (w) [dN; () — dM ()]

0 =1

@)/0 %Z [wy (w)ws(2)) [z — En(u)]ﬁ?2 [dN(u) — dM;(u)]
= %121:/0 (w1 (w)ws(2)) [z — én(u)]]§f2 AN, (u) —

%Z /0 (s (u)wa(z) [z — Za(w)]] ) dMi(u),

En el segundo término, la integral es una MCCIL, por Teorema B ya que su
integrando es predecible y localmente acotado (por las condiciones A1y A2). Luego
por el Teorema [L]], el segundo término converge a cero en probabilidad.

Por lo tanto, la matriz de covarianza Y puede ser estimada consistentemente por

B= %Z /0 oo[wl(t)wg(zl)[zl — 2,(0)]]PdN,(b),

como queriamos.

Ahora si demostraremos el Teorema [.2]

Demostracidn: Por un lado, la matriz

D, = %Z/Ooowl(t)wg(zl)[zi—én(t)]‘mY}(t) dt

= /0 oowl(t) [%ng(zl)[zi—En(t)]@Yl(t) dt =: /0 oowl(t)L<">(zf)dzf
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es simétrica y definida positiva, por las condiciones A1 y A2, por lo tanto es inver-
tible.

Luego, por las condiciones A2 y A3, tenemos que
L(t) B E(wQ(Z) (2 — (8© (t))*lsU)(t)}@ZY(t)) = L(t),

cuando n — 0.

La matriz L(t) también resulta ser simétrica y definida positiva, luego es inverti-
ble.

Entonces,

D, =% / wy (t)L(t)dt, cuando n — oo
0

que es una constante no nula.

Por otro lado, sea Bn solucion de U gl) (B) = 0, que se puede expresar explici-
tamente como en ([@LI0). Sea jl(n)(t) = nl/zjl(n)(t), donde Jl(n) () estd definido en
([28). Entonces

B~ B~ (Z JRRCCE 2n<t>1'm<t>dt> ( | <t>le<t>) -8,
_ <Zn: /0 o}l(”)(t)[zl —én(t)]’Y}(t)dt> B [zn: h J (4)dN,(t) —
Z |00k -z oo m]
_ <ZZ; /O T 4z én(t)]’Yl(t)dt> e
[Z |00 @m0 - = - oy [%)]
- (Z/ Tl 20 >1'n<t>d§1[l§n;/o 300 (4N - Bravite)ds) +

n

Z /0 OOJl ") Y (t )dwO]
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2 (g /0 T 02 —2n<t)]’Yl<t)dt> _ILZ:, /0 T (ani(t) - Byzvi(t)ar) +
[ (z wslz)lz - zn<t>m<t>) zn<t>'dw0]

@(lzn; Ooffl(")(t)[zl—én(t)]’Y}(t)ch) [Z / e le ﬁgzm(t)dt)]

oz (Z R0 [zl—sn<t>m<t>dt)

ZD (g /O (O wa(z:) [z — 2n(t)]®2Yz(t)dt> h Uy (8o)

~ [ T
(%Z/ “’1<t>’w2<zl>[zz-—2n<t>]®2n<t>dt> Ui’ (Bo)
1=1 Y0

Z /0 Oful (t)wg(zl)[zl—én(t)]dMl(t)]

n

1

= D' U (Bo).

Por lo tanto,
Vi(B, — Bo) = D;'n U (By)

y, por la Proposicién ] converge débilmente a una distribucién normal p—variada

con vector de media nula y matriz de covarianza

5= Uoofvl(u)uu)du} S UOOZJI(u)L(u)du} -

como queriamos.

Demostracion del Corolario [

Demostracion: Por el Corolario ] la matriz ¥ puede ser estimada consistente-

mente por D1 BD_ !, como querfamos.
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Demostracion del Teorema
Recordemos nuevamente que si H € Ag, con € RT, entonces

dH (t,z,A) = S(t) exp(—B2t)(Mo(t) + B2) fz(2)dzdt (7.32)

dH(t, 2) = S(t) exp(—Bzt)[A(¢) + B2 f2(2)dzdt, (7.33)

donde S(t) = So(t)Sc(t) v A(t) = Ao(t) + Ac(2).

Ademas, recordemos que una distribucion contaminada de H es H,, tal que:

Ho(t, 2 A) B B (12 A) 4 € [0y (122 A) — H(E, 2, A)]

H.(t,2):= (1 — &) H(t, 2)+819)(t, 2) = H(t, 2)+¢ [810,20)(t, 2) — H(t, 2)] . (7.34)

Observar que cuando ¢ = 0, Ho(t,z,A) = H(t,z,A) y Ho(t,z) = H(t, z).

Y, por ultimo, recordemos la definicién de Y;(u) para | =0,1,2, 3:

E [wy(Z) exp(—B2Zu)Z"]
E [wy(2)]

Ti(u) = =: E, [exp(—puz)Z'], (7.35)

donde [E,, denota la esperanza de la distribucion pesada de Z, extendemos la defi-
nicién de Q) para [ =0, 1,2:

() = /0 wy (u) <¥;EZ§) du, (7.36)
y, finalmente,
v(z) == wa(2)/ Ew(Z)]. (7.37)

Observar que, para | =0, 1,2, T;(u) = I'J(u)/ E [wa(Z)], por ([C4) y cuando p = 1.

Por ultimo recordemos que




donde

//w2 / W)z — 2 ()] du dHL(t, 2)

// (t > wwy(z)z dH.(t, x)
" i

Antes de comenzar con la demostracion hagamos unas cuentas previas.

con

Observar que Zg(u) = Z(u).

Para [ = 0,1, 2,3, tenemos que:
d d

@Tl( u) = %Ew[exp(—ﬁuZ)Zl]:—BEw[Z exp(—BuZ)Z'|=—BY 1 (u). (7.38)

Para [ = 0,1, 2, tenemos que:

Lo = [0 (DY o= (T2 (7.39)

El resultado obtenido en ([I3)) es véalido en particular cuando p = 1, es decir,

tenemos que

//[(t > u)wy(2)2 dH(t, z) = S(u) Ty(u), paral=0,1.

Por lo tanto,

//](t > w)wy(2)2  dH(L, 2) = E[wy(Z2)]S(u) Ti(u). (7.40)

Luego, para [ = 0,1, tenemos que:
J[ 1z wwst@)atat(s,0) = [z wwaopadlH (s, )+ G (5.0)-H 5,)]
_ / /I 5> w)ws(2) dH (s, ) + E[I(tozu)wg(zo)zé -
// (s> u)ws(x)z'dH (s, x)}
25 ua(2)] ) Vo) + 2 | it w)c0)h -

E fws(2)] 3(u) T:(uﬂ .
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Entonces

//I(SZU)MQ(I)IldHE<S7x)
3D - .
E [we(2)] = S(u) Ty(u) +¢ I(tozu)y(zo)zé — S(u) Ty(u)

= le). (7.41)

Por lo tanto

o / /1(5 2 wus(e)s dH2) gy ()
[[16 2 vy atgs.ny O

En particular, evaluando en € = 0, v;(0) = S(u) Y;(u), y entonces

Hu) = %EZ; (7.42)
Por otro lado,
% v(e) = I(to > u)v(z)zh — S(u) Yi(u)
entonces
NN 0 (ui(e)
() %ZE(U) o (Uo(g)) L

S(u)Yo(u)?
donde Iy(u) := I(ty > u).

Sea F'T" una funcién que solo depende de t. Entonces, para [ = 0, 1,

/ / FT(t)ws(2) 2H (1,2, = 1D / FT(#)ws(2) 28 (t)exp(—B2t) o (£)+ B2)f () dzdt
_ /FT(t)S(t)[)\o(t) / wi(2) exp(—Bt)2 f(2)d=+
6 [wate) expl-20)2 fo(2)a)
T3 b (10 2)] /FT(t)S’(t)[Ao(t)Tl(t)+5Tl+1(t)] dt.
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Entonces, en particular, tenemos que:
—si FT(t) =wi(t) y I = 1:

//w1 ) we(2)z dH(t,z, A = 1)
= E[wy(2)] / (DSt )[)\O(t) T, (t) + 8 Tz(t)] dt. (7.44)
— st FT(t) =w(t)2(t) y [ =0:

L //wl(t)2(t)w2(z)dH(t,z,A:1)

w1<>5<>[Ao<> (6 + 8 1”] S (14s)

// w(f w2 0% s, A = 1)

( ) Io( ) v(20
R 2(2”/ 50 o

~ |
N
(@)
U
—~
~
N—
| —
p
—~
~

(
No(t) di+ B /0 "n(t) %Eg dt}

|
CH [wa(Z)]v(20) 20 { /0 towl(t) Xo(t) dt + B m (to)} : (7.46)
l




To(?) 0
T B @)t | [ 0a) 2a0) TG 500 (7.47

Luego, restando (Z44)) y (Z43)), obtenemos:

T T, = / /wl(t)wQ(z) o — 2] dH(t 2, A = 1)

= E[ws(2)] / wi(D)S(8) [ Ao(t) (1) + BYa(t) — Ao(D)T1(t) — 8 “;10((% it
= B Eluws(2)] / wy (1) S(t) [Tz(t) - ?j(t 2)2] dt, (7.48)

y, restando ([C46)) y (C47):

_ [ wi(t) wa(2) To(t) v(20) [20 — Z(1)] LA =
Ty — Ty = / / S QH(t 2 A = 1)

— E[ws(2)]o(20) [ZO /0 wn (D) Mo(t)dt+ 206 (f0) /0 &(tmo(tﬁ;—g;dt—m(to)}

:E[UJQ(Z)}V(Z()) [/O’lj)l(t)Ao(t) |:ZQ - i(l)g;} dt+ﬁ(20’71(t0)—’}/2(t0)):| . (749)

Ademas, por un lado, por (38)), para [ = 0, 1,2 tenemos que:

8 / ST i(t) dt = — / S(t) (t) dsi(b).

Por el otro lado, integrando por partes esta tultima integral, tenemos que:

d

- [Sm e = e [@Sw) u(t) + 5(0) %w] d (7.50)

CS),@39 / Ty i(t) [—S(t)x(t)%(t)+5(t)wl (t) G;Eg) ] dt

rems] / S(0)Toma(t) [un(0) 20)' — A(t) m(n)] de,  (751)

en ([Z50) el primer término se anula por las condiciones A1y A2, por (ZH) y (Z1).

93



Ahora, sea FU(u) una funcién de u y [ = 0, 1,2, entonces:
/ / wg(z)/OZ;U(u)zldudH(t,z) = / /0 tFU(u)du / wy(z) 2 dH(t, 2)
@/ /0 FU(u)du / ws(2)2 (1) exp(—B2t) [A(0)+ 52| 2 (=)=t
—//tFU ) [ / o(2)2) exp(—B2t) f(2) dot
/ 2) 2 exp(—B2t) f4(2) z] dt
"By u(2) [( [ FU@a) $10) [\01010) + 5000a0)]
En particular tenemos que:

— si FU(u) =w(u) y I = 2:

= [fuutc / ) 22du dH(t, 2)

Blun(2)] [ ([ atw) ) S0 [30) Ta0) + 5 tuto)]
E [ws(Z)] / yo(t) (1) [Mt) Tolt) + B Tg(t)] dt

— _ / Yo(t) S(t) A(t) YTo(t)dt + B / S(t) yo(t) Ts(t) dt}
B gy z)) | [0 5030 o0 1~ [ 5002000 dw)}
£z [

[ S A )0t dt+ / S(t)Ta(t) [wl(t) - x<t)%(t)] dt]
= E[ws(2)] [ 3(t) Tolt) wi(t) dt. (7.52)

— si FU(u) = wy(u)Z(u) y [ = 1

Ty = //wQ(z) /0 twl(u) 2 Z(u) du dH(t, 2)

— E[w(2)] / ( /0 " () 3(u) du) S(0) [A0) Ya(1) + 8 To()]

T gy (2) / ( /0 twlw %Egdu) S(t) [X(t) Ty(t) + 8 n(t)} dt
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T30 g (10, (2)] / 7 (8) S(8) M) Ta(t) + 8 Ta(t)] dt

= Blua(2)] | [0 50 30 12l0) de+.5 [ 50) 3(0) Yate) o

g ua(2)]| [0 50 30 Tul0) e~ 30 m(0 1100)

g ua(2)]| [ SO0 A0 dos [ S07T:(0) [in)300) - Kepu(o)]
= Efu2)] [SOTi0un0:0 ¢ P Ew2)] [SOTi0u0 1
- Efua(2)] [S0u ) T a (753)

T = / /wg(z) /0 twl(u) (u)? du dH(t, 2)

= Efwy(2)]

/(/Otwl(u) Z(u)? du) S(t) [;\(t) To(t) + 8 Tl(t)] &t

/</Otw1(u) i(l)ng du) g(t) [S\(t) To(t) + 3 Tl(t)} dt

dt. (7.54)
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Luego, por (Z52), (Z53) y ([T34)

Ty —2T6+ 17 = //wg / [2* =22 Z(u) + Z(u)’] du dH (t, z)

= E[wy(2)] / S(t) w (){T2() ())2 ?o((t);}

_ Elws(Z /s it {'rz }dt (7.55)

Ahora si, la demostracion.
Demostracion: La funcion de Influencia es

0 N, (H.)D,(H.) — Ny, (H.)D! (H.
It 20 80, B) = = Qu(H) w(He)Du( ®>2 (H)( ) D, (He)
e=0 5
_ N'D — ND’ N’N N@’ N D ﬁ
B D2 ND DD
N’ D’ 1D N’ D’
B {N_E} %u(H) {———}ﬁ

e=0

donde N (H.) := ON,(H.)/0e,N' :=N! (H), N := N, (H), D! (H.) := 0D, (H.)/0e,

D':=D!(H)yD:=D,(H).

Por un lado, tenemos que

//wl(t)wg(z)[z — F(#)]dH(t, 2, A = 1)

I 5 fuy(2)] / wi (H3(®) {Tg(t) - %} dt.

Luego
N = Q(NM(HJ)EO 5 ( [ttt - woareza = )|
=~ [[erOus)z (OaH €25 = 1)+ A o)us(an) 2o — (o)) -

//w1 wa(2)[z — Z(O]AH(t, 2, A = 1)
T A s (Y (20) {ZO _ E : } N /w1 ws(2)Z (VAH (L, 2 A = 1)

TID A wr (k) ws(20) [ZO B igz;] -
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z)
TID _ 4 Ag wi (o) wa(z0) [z - %Eiﬁﬂ -
E[ws(Z)]v(20) [ /0 towl(t) Ao(t) {zo - %}Eg] dt + B(z0 1 (to) — (to>)]
Pt it o] - [ 58] -

B(z0m (to) — ’Yz(to))} —N.

N/
Por lo tanto, — es igual a

N

y(zo)[Aowl(to) {ZO— Tl(t(’)}— /0 21 () Ao(1) {Zo— ?@)} dt— 3 (207 (to) —w(to))}

Tolto) 10 N
8 / wi (B)S(8) (Tg(t) - ?0(2) > dt

Por otro lado, tenemos que
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0 V() [22 = 2202(u) + Z(u)?]du — D

2 /0 i ()~ / ()3 () du+ / towl(u)é(u)zdu} )

0 0

|
E [ws(2)] v(20) {23 ( /0 “n (u)du) 9z ( /0 (a0 %Eg du) +

Por lo tanto,

_ v(20) [2370(to) — 22071 (to) + 12(t0)]

/ S(t)wy (t) (TQ(t) — Eg;) dt :

SIS

s (-3 ofomio -3
[ Ee st )

Para finalizar tenemos que

95 (to, 20, Ao, ) = {% - %} B [ /wl(t)g(t) (Tg(t)— ?ﬁ;)} _L(zo){Aowl(to) «

|- [ (olt) e (to)—Zg%(to))}

como queriamos.

O
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Demostracion del Lema [

Demostracion: Para simplificar la notacién sean L(G) := L(G,3,W), L(H) :=
L(H.B,W) y Lin := Lin,, 3(G ~ H) donde B € By W € W.

Observar que, como W € W, W = W W*, donde W, es una funcién continua
y con soporte acotado K y W* € W*, la siguiente funciéon que definimos, por B1,

verifica que, para u € K:

d(u) = Wo(u)/ W*(u, z)I(t > u)dH(t,z) > Wy(u) € > 0. (7.56)

Ademas, por ([ZE0), podemos definir las siguientes funciones:

/ / W(u, 2)2I(t > u)dH(t, z)

a(u) = //Ww, Y (funcién vectorial)

//W(u, z2)I(t > u)d(G — H)(t, z)
/ / W(u, 2)I(t > u)dH(L, )

//W(u, z2)zI(t > u)d(G — H)(t, z)

c(u) = (funcién vectorial).

/ /W(u, It > w)dH(t, 2)

(funcién real)

1
Notar que, como b(u) > 0, entonces )m‘ <1.
Ahora, para continuar simplificando la notacién, definimos: W := W (t, z), dH :=
dH(t,z), dG := dG(t, z) y las funciones d := d(t), a := a(t), b :=b(t), y ¢ := c(t).

Entonces zy(t) = a y za(t) = 92, por lo tanto

a,+c_ab—c_ ab c
b+1 b+1 b4+1 b+1

zp(t) —zq(t) =a
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En consecuencia, tenemos que:

Luego

:/W[z za(t)]dG //W(/z za(u )sz,@—
://W[z—zg(t dG — //Wz zy(t dG+/Wz zy(t)]dG —

]

//W[z zH(t)]dH+//W(/z zn(u )deﬁ
]
)]

J[ Wi = zutonat - [%y(/ z 2ol )szﬁ+
//W(/tz Zulu du)sz,B //W(/Oz zH(u)]du) 2dGB +
//W(/ z— zp(u )deﬁ

/WzH — zq(t dG+/Wz—th )|d(G — H) —
[ﬁV(/zH maszﬂ—

//W(/Oz 2 (u du)zd(G—H)B

—L(H)—Lin = //WZH — zg(t dG+//Wz—th )d(G — H) —

//W(/ du)szﬁ—

//W(/z 2 )zd(G—H)ﬂ—

/Wzt 2t

//w/ 2 — zy(w)duz' d(G — H)B —

//WzH —z6(0) dH+//W(/ >z’dHﬁ

/WZH t GH—

[ ([ im0
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:[7 LHJ 1}ﬂG—H)—
[/ (A L+1 b+1}m>5“G‘*ﬁﬂ

— Ly — Ly — Ly + Ly,
donde
L = / Wo(t) W*(t,2) a(t) ; (f)“l - d(G — H)(t,2)
L, = / Wolt) W*(t,2) et) g 4G = (1 2)

= u *(t.z) alu bu) "z du — z
o= [[[ ez omowes (1) Gy g B = dud(G = H)(1.2)

N 1 /
Ly = ///I(t > u)Wo(t) W(t, z) e(u) o) 1 B z dud(G— H)(t,z).

Por la condiciéon B2, para valores suficientemente grandes de My, My, ..., M,, sea
K = [T_,[0, M;] el conjunto acotado en R x RP* que contenga al soporte acotado
de las funciones de W*. Observar que [0, M| contiene a K.

Sea u € [0, M] y W € W. Entonces

/Wuzz[t>udth /Wo “(u, z)zI(t > u)dH(t, z)

1 / / { / t>u)§t(giH(t,z))dt}dz,

donde g—; =dz ...dz,. La integral del corchete
/Mlo(t>u)2 P ) dt = 100 >u)/ O 2y ) at
o VT ot \ozT - 0 L ot\az
or or
= I(My > u) [(‘TzH(MO’ z)— a—zH(u,z)}

Para simplificar la notacion definimos el siguiente operador:

At f(E) 1= 1(Mo > w)[f(Mo) = f(u)].

Entonces
Mo o (o A
>u)— (£ .
/Ol(t_u)at <8ZH(t,z)> = Mpue) 5 H (1, 2)
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Luego, si notamos al conjunto [];_,[0, M;] por K, y a las integrales foM? -fOMl por

f ., tenemos que:
z

W*(u, z)z IO 99 H dtdz = A W*(u, z 7 H d
* > * .
Z (u, z) /0 (t> u)ata (t, z)dtdz [, Mo / (u, )za (t,z)dz

Ahora, para cualquier ¢ = 0,1,...,p vy como los M; son suficientemente grandes

como para que

W(...,M;,...)=W*(...,0,...) =0,
aplicando iterativamente integraciéon por partes obtenemos que:

P

P
A[%MO]/I(W*(u,z)zg—zH(t,z)dz: (—1)pA[u7MO]/KH(t,z)g—Z(W*(u,z)z>dz.

En consecuencia tenemos que:

/ / W(u, 2)2I(t > w)dH(t, 2)
/ / W(u, 2)I(t > w)dH(t, )

Wo(u)(—1)PAp,ng] /K H(t, z)g—: (W*(u, z)z)dz

a(u) =

Wo(u)/ W*(u, z)I(t > u)dH((t, z)

P
(—1)P A ) H(t,z)a—(W*(u,z)z)dz
K, &Z

/ W*(u, 2)I(t > u)dH(t, 2)

Entonces, Yu € K:

2
IH 113

/z g—i (I/V*(u7 z)z) dz

/ W*(u, z)I(t > u)dH(t, z)

2

)

la(u)ll; <

que esta acotado por B1 y B2. Es decir, existe una constante finita ¢, tal que
la(u)]l, < ca.

102



Luego, siguiendo el mismo procedimiento anterior (integracién por partes), tene-

//;/uz I(t > w)d(G —H)(t, ) //Wo 2I(t > wWd(G — H)(t,2)
_w, (u)/KIZ/V*(u, z>[/078t > u)% <g—Z(G—H)(t, z)> dt] dz
_ A[H,MO]WO(U)/K WG z)g—i(G— H)(t, 2)dz
— W) (— 1) Ay /K (G- z)g—ZW*(u, 2)dz.
Entonces

/ W(u,z)I(t > u)d(G — H)(t, z)

/ /W(u,z)](t > W)dH(t, 2)

Walw)(~ 1Py [ (G H)(t2) 5 W (u 2)dz

/ Wo(u)W*(u, 2)I1(t > u)dH(t, z)

P

N /K (G H)(t,2) 0 W (u, 2)dz

/ W*(u, z)I(t > u)dH(t, z)
y por lo tanto
oP
0z
La integral de arriba, por la condicién B2, estd acotada. Luego, Vu € K |b(u)| <

b(u)|] < M/ dz.

€

W (u, 2)

&||G — H||~, para alguna constante finita c.

Nuevamente integrando por partes, tenemos que:

/ W (u, 2)2I(t > u)d(G—H)(t 2) //KWO (u, 2)2I(t > u)d(G—H)(t, z)
_ /W* u, z) U I(t > u)%(g—:(G—H)(t, z)>dt} dz
— A Wolw) /K W z)zS—Z(G—H)(t, )iz
= Wo(w)(—=1)"Apagy /K Z(G—H)(t, z)g—:(W*(u,z)z)dz.
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Entonces

/ W(u, 2)2I(t > u)d(G — H)(t, 2)

c(u)
/ W(u, z)I(t > u)dH(t, z)

Wolu) (~1)" Mgy / (G= )t 215 (W (u,2)) dz

//Wo VI(t > u)dH(t, z) 7

por lo tanto,

G — H]\ g (W 2)z) dz
le@ll, < 2
/W* I(t > u)dH(t, z)
G- H || [ o

Y

2

. 8z (W*(u z)z )dz

donde la norma de la integral es acotada por B2. Por la tanto, u € K |[c(u)||, <

¢||G — H||w, para alguna constante finita c,.

Por ultimo definimos las integrales:

/ / Wo(t)W*(t, 2)d(G — H)(t, 2)

S, = / Wo(t) V" (£, 2) / I(t > u)dud(G — H)(t, 2).
Integrando por partes estas integrales obtenemos que:

S, = / Wo()W*(t, 2)d(G — H)(t, z)

= 1Pt //G H)(t, z) (;WO( )W*(t,z)dt) dz

S, = /WO YW, 2)td(G — H)(t, 2)
= PH/ (G—H)(t,z)— (;Wo( )W*(t,z)tdt)dz.
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Notar que

S| < 6= H|. //'— (& D2, z)> dt dz
S < |G- H]. //‘_<§ DI, z)> dt dz,

ademds, ambas integrales son acotados por B2. O sea, existen constantes finitas s;

y 89, tales que
[S1] < si|G—Hl| vy S <s:|G—Hl (7.57)

Por tltimo, notar que z € K, = [[’_,[0, M;] (subconjunto cerrado y acotado de
RP") tenemos que ||B'z|| < .

Ahora si podemos comenzar a acotar las normas de los L;:

Il = | [[watenw e 2)at) g0 - me.z) |
< o [b@)][Si]vP
< ¢ 6l|G = Hllw s1 |G = H| v =o(|G — H|,)
[ Lafl, = /WO(t)W*(taZ)C(t)Wd(G—H)(taz) 2
< e [Si|vp
< ¢f|G = Hllow 1 |G = Hl| P =o(l|G - HI2,)
ILsll, = /// (t > WWo()W*(t, 2)a ()b(b())lﬁ’zdud(G—H)(t,z) 2
< co [b(W)][18'2]| o [S2] /P
< o allG=Hlx 182, 521G = Hll,vp=0(IG - H|%)
ILall, = // /I(t2u)WO(t)W*(t,z)c(u)b(u)%ﬂ’zdud(G—H)(t,z) 2
< e 182l 12| VP

< |G- Hlw 82l 211G = Hl o v =o(IG — H|)
Entonces podemos concluir que

sup || L(G,B,W) = L(H, B,W) ~ Liny, g(G — )| =o(1IG — HI%).
B

wWew
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Para terminar, si reemplazamos G—H por H en las funciones b(u) y ¢(u) anterior-
mente definidas obtenemos que b(u) = 1y ¢(u) = a(u). Entonces zy(u)—2zg(u) = 0,
con lo cual solo quedan los dos primeros términos de Lin, 3 (H). Que por la con-

Mo

sistencia en el sentido Fisher, tenemos que Liny, g (H)=L(H,B,,W)=0.
Mo

O]
Demostracion del Lema
Demostracion: Para cualquier W € W fijo y 3 € B tenemos que
%ﬁﬁ’m: %U/W(t,z)[z—zH(t)]dH(t,z,A:1)_
/ / Wi, z>< /0 fz—zH(u)]du) ZdH(1, z)ﬁ]
_ [ / / W(t.2) ( /0 fz—zH(u)]c@ z’dH(t,z)} _ L(HW).
Entonces podemos expresar a L(H, 3, W) como:
L(H.B,W) — //W(t, )z —zu(OdH(t, 2, A=1)+ L(H,W)B,
v L(H, By, W) como:
L(H, By, W) — //W(t, )z 2 (O)dH(E, 2, A= 1)+ L(H, W)B,.
Por lo tanto, restando, obtenemos:
L(H,B,W)—L(H,By, W) = L(H,W)(B-—By).
O

Demostracion del Lema

Demostracion: Seguiremos las mismas notaciones y procedimientos que se uti-

lizaron en la demostracion del Lema [l
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Expresemos a Lin;, (G H) de la siguiente manera:

Liny, (G //Wz—a (G —H) //W(/z—adu>z’d(G—H)ﬂ+
// {b+1 b+1] //W(/{bJrl b+1]du) 2'dHp

—~Ry—Rs+Ry+ Ly —Ly— Ly + Ly,

donde

R = /WO “(t,2) 2d(G — H)(t, )
Ry, = /WO YW*(t, z)a(t) d(G — H)(t, z)

Ry = /WO DIt 2) (/Ozdu>ﬁsz H)(t, 2)
Ry - /WO DI (1, 2) </I(t>u )ﬁ’zd(G—H)(t,z)

B o= /WO OW(t2) §r S dH (. 2)

Ly := / Wo(t)W™(t b(t)(t_zldH(t,z)

s \ a(ub(u) .\ &

Ly = /WO HWw=(t, z) /It>u u)+1 ),Bde(t,z)

()

b(u) + 1

/\/\
0

du ) B'zdH(t, z).

Observar que la expresién de los L; tiene el mismo integrando que los L; (definidos
en la demostracién del Lema [Il) pero difieren en el diferencial, alli tenfamos d(G —
H)(t,z) y aqui tenemos dH (¢, z).

Ahora siguiendo el mismo procedimiento y argumento que alli, tenemos que existe

una constante positiva ¢; < oo tal que
Hle — _ZQ — [~/3 —|— .Z/4H2 S C1 HG — HHoo

Veamos entonces la cota de la norma de los términos restantes.

Integrando por partes, por un lado, tenemos que:

R, = p+1// (G—H)(t,z)— (;WO( )W*(t,z)dt)zdz
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entonces

Y

2

IRil, < G- H|. H// < WL, z)dt)zdz

que por B2 la norma de la integral es finita. Es decir que existe una constante

positiva ¢, tal que ||Ri||, < 2 |G — H|| . Y ademads, obtenemos:

/W (t,z)tzd(G—H)(t, z) p+1// (G—H)(t, z) (;WO( )W*(t,z)tdt)z dz.

Con lo cual:

1Bslly < 1182l

(W™ (t, z)t z|| dt dz,

2

(9(975

por B2, la ultima integral es finita, entonces existe una constante positiva ¢, tal que
[Rslly < esl|G = H

Por otro lado:

\meZ\UWwwwamwaG—mmz

2

IN

(5D
ca [S1IVP £ casi||G— H| /P
< al|lG-H|,

para alguna constante finita c3. Y ademéds

IRdl, = H / Wo(t)W*(t, 2) /I(tzu)a(u)du(ﬁ'z)d(G—H)(t, 2)

2

/ m /
< ca 1Bzl S2lve < e B2l 521G = Hll o /P
¢ |G = Hl|

A

para alguna constante finita cs.

En conclusién tenemos que:

|Lingg(@—m), < IR+ I1Rall, + 1 Rally + | Rall, + |
G - Hl.

Ly —Ly—Ly+ Ly )

donde ¢c:=¢; + ¢y +c¢c3+ ¢y + c5.
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Demostracion del Teorema 4.4

Demostracion: Por los LemasDly Bl VIW € Wy B8 € B, existe una constante
positiva M, tal que

IL(G, B,W) — L(H,B, W)l < My||G — H . (7.58)
Por el Lema 2]
L(H,8,W) = L(H, By, W) = L(H,W)(B8 = By) = 0,
y si lo sumamos a ([Z5]), obtenemos que
IL(G, B, W) = LH, W)(B = By)ll2 < Mo||G — H,
ya que L(H, B3,, W) = 0. Esto asegura que
1L~ (H, W)L(G, B, W) = (B = By)ll2 < Mo||G — H|owa™"7?, (7.59)

donde a := |det{L(H, W)}|, que por B4 es no nulo y finito.
Sea M := Mya~/? > 0.

Ahora definimos la funcién continua de B en B como:
9(B) =B - L(H,W)L(G,B,W),
para H € AB ,Ge€B(H,e) y W e W fijos. Entonces por ([L29) tenemos que:
0

180 = 9(B)ll, < M||G — Hl|oo (7.60)

Luego para |G — H ||~ suficientemente chico, la bola B := {8 : ||B — Byll2 <

M||G — H||»} es un subconjunto de B. También, por la ecuacion ([L60), si algin
B € B, suimagen g(8) € B. Por el Teorema de punto fijo de Brouwer, existe 3" € B
para el cual g(3") = 87, es decir,

B — LT H W)L(G, B W) =B,

lo que implica L(G, 3", W) = 0.
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Demostracion del Teorema

Demostracion: Como L(H,B,,W) = 0, por nuestras hipdtesis, tenemos que
L(G,B,W)=L(G,B,W)—L(H,B,W)+ LH,B,W)—L(H, By, W). (7.61)
Luego, por los Lemas [ y @ respectivamente, VIW € Wy B € B, tenemos que
L(G,B,W)— L(H,B,W) = LinWﬂO(G —H)+o(||G—Hl)
L(H,B,W) = L(H,By, W) = L(HW)(B - By)-
Utilizando estas dos ecuaciones en ([L61]) tenemos que:
L(G,B,W) = Liny, g (G = H) + L(H,W)(B = By) + o (|G = Hl|)

Notar que por el Teorema 4] para |G — H||« suficientemente chico, existe (G, W)
tal que B(G, W) — By = o(||G — H||w) ¥ L(G, B(G,W),W) = 0. Es decir,

L(H,W)[B(G, W) = Byl +Liny, 3 (G = H) =o(||G = H|) -

Ya que por B4 detL(H, W) estd acotado y es no nulo sobre W, premultiplicando

por la inversa obtenemos

IB(G7 W) - /60 + L(Hv W)_lLinmﬁo(G - H) = O(HG - HHOO) .

Demostracion del Teorema

Demostracion:
HHn - HHOO = ||Hn - GHOO + HG - HHOO

Por suposicién |G — H||w = o(n"'/?) y por Glivenko-Cantelli ||H, — G| =
0, (n™1/?), asf por Teorema A3,

B(Ha, W) = By + L(H, W) 'Liny, g (H,— H) = o, (n'7?)
n2 [ B(Ha, W) = By + £(H, W) Liny, g (H, = H)| = 0,(1)

Como Linwﬁ (H, — H) es lineal y Linw,@ (H — H) = 0, se sigue la conclusién del
WMo =0
Teorema Central del Limite.

0J
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