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Resumen

La expansión acelerada del universo es una de las caracteŕısticas más importantes del modelo
cosmológico estándar. La evidencia observacional que sustenta tal expansión, interpretada
dentro de dicho modelo (basado en la Teoŕıa de la Relatividad General junto las hipótesis
de homogeneidad e isotroṕıa), indica que el Universo estaŕıa dominado por la comúnmente
llamada “enerǵıa oscura”, en una proporción aproximada de 7/3 con relación a la materia
oscura. Esta nueva forma de materia debeŕıa poseer caracteŕısticas peculiares: su densidad
aumentaŕıa con el volumen y su distribución seŕıa espacialmente homogénea. Tales atributos,
muy alejados de aquellos que caracterizan a la materia ordinaria, sugieren que es necesario
modificar el modelo estándar.

El tema de investigación de esta tesis son las soluciones exactas no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein y sus aplicaciones a diferentes problemas de interés cosmológico. Con
las motivaciones presentadas anteriormente, el objetivo general del trabajo es estudiar mo-
delos cosmológicos no homogéneos, viables como alternativa para describir las observaciones
astronómicas sin la necesidad de recurrir a la incorporación de enerǵıa oscura.

En particular, nos concentraremos en estudiar aquellas soluciones con simetŕıa esférica, a
saber, la solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi, con un fluido perfecto sin presión como fuente,
y la solución de Lemâıtre, que admite la descripción de un fluido con presión no nula. Discu-
tiremos también algunos aspectos de la solución de Székeres.

Entre las aplicaciones a problemas cosmológicos que abordaremos en esta tesis, podemos
destacar:

1. El estudio de la variación temporal del corrimiento al rojo cosmológico debida a la ta-
sa variable de expansión del universo (redshift drift). Esta cantidad, potencialmente
medible con la tecnoloǵıa actual, ofreceŕıa la posibilidad de distinguir modelos cosmoló-
gicos. Es importante entonces estudiar las predicciones teóricas para este observable en
diferentes escenarios, con el fin de hacer futuras comparaciones con las observaciones.

2. El desarrollo de la inflación en presencia de regiones no homogéneas. Una de las hipóte-
sis importantes en la que se basan los modelos de inflación es la de suponer que cualquier
irregularidad inicial es homogeneizada debido a la violenta expansión que caracteriza a
la etapa inflacionaria. Si bien existen argumentos teóricos que justifican esta hipótesis,
no hay una prueba definitiva de que la inflación tenga efectivamente esta propiedad para
cualquier tipo de escenario inicial. Con esta motivación, estudiaremos si una región del
espacio-tiempo puede presentar una etapa de inflación en un ambiente no homogéneo,
con el objetivo de comprobar si alguna distribución primordial no homogénea de materia
o radiación podŕıa inhibir el avance de la inflación.

3. Modelos con distribución inicial no homogénea de materia y radiación. Los escenarios
cosmológicos con dos fluidos no homogéneos han sido propuestos para modelar los efec-
tos de la radiación sobre la evolución temprana de la geometŕıa del universo. En este
contexto, estudiaremos la evolución de un modelo de dos fluidos con simetŕıa esférica
(en donde la radiación y la materia son no comóviles). En particular, analizaremos los
efectos de la presión anisótropa de la radiación sobre la evolución de la geometŕıa.

Concluiremos el trabajo con una discusión general sobre los modelos no homogéneos y las
perspectivas observacionales que permitan distinguir los diferentes escenarios cosmológicos.
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Summary

The accelerated expansion of the universe is one of the most important features of the Standard
Cosmological Model. The observational evidence that support such expansion, interpreted
in the context of that model (which is based on General Relativity and the hypothesis of
homogeneity and isotropy), indicates that the universe is dominated by the so-called “dark
energy” in a proportion 7/3 with respect to dark matter. This unknown fluid presents peculiar
features: a negative pressure (that is, tension) and a smooth distribution (because it is not
collected into potencial wells). This scenario suggests that the standar model must be revised.

The topic of this thesis is the study of inhomogeneous exact solutions of Einstein’s equa-
tions, and their applications to solve different cosmological problems. Motivated by the dark
energy problem, the aim of our work is to investigate inhomogeneous cosmological models as
a viable alternative to describe astronomical observations without including dark energy.

In particular, we are interesting in those solutions with spherical symmetry, such as the
Lemâıtre-Tolman-Bondi (LTB) and the Lemâıtre solutions, which describe perfect fluids of
dust and radiation, respectively. We will also discuss some aspects of the Székeres solution.

We will apply the inhomogeneous solutions to investigate three specific cosmological issues:

1. The redshift drift in cosmological models. Among the cosmological observables, the reds-
hift drift (that is, the rate of change of the cosmological redshift) has been studied with
increasing interest due to its potential to distinguish between different cosmological mo-
dels. Since there are good prospects to observe the redshift drift in the next decade, it
is important to develop theoretical approaches that allow the forecast of its features in
a given cosmological model.

2. Inhomogeneous initial conditions for inflation. Although inflation is specifically designed
to solve some of the problems of the Standard Cosmological Model, it is not free of its
own problems. Among these, perhaps the most relevant ones are those related to the
beginning of inflation in the presence of inhomogeneities, and the evolution of an inflating
region in an inhomogeneous ambient. Motivated by this scenario, we will study generic
inhomogeneous initial conditions for inflation, in both dust and radiation inhomogeneous
backgrounds.

3. Spherically symmetric void models with dust and radiation. Spherically symmetric void
models with dust and (non-comoving) radiation have been carefully studied with the
aim of describing current cosmological observations without using dark energy. In this
context, we will study the effects due to the anisotropic pressure of the radiation in the
early evolution of the geometry.

We will conclude with some remarks on inhomogeneous cosmological models and the obser-
vational perspectives that would allow to distinguish between cosmologies in the near future.
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“Si las galaxias se alejan, el enrarecimiento del universo es compensado por la formación de
nuevas galaxias compuestas de materia que se crea ex novo. Para mantener estable la

densidad media del universo, basta que se forme un átomo de hidrógeno cada 250 millones
de años por cada 40 cent́ımetros de espacio en expansión.

(Esta teoŕıa, llamada del “estado estacionario”, ha sido contrapuesta a otra hipótesis de que
el universo fue originado, en un momento preciso, por una gigantesca explosión.)

Yo era chico y no me hab́ıa dado cuenta - contó Qfwfq-. Los átomos de hidrógeno los conoćıa
uno por uno, y cuando aparećıa uno nuevo lo sab́ıa. En los últimos tiempos de mi infancia

para divertirnos sólo hab́ıa en el universo átomos de hidrógeno, y no haćıamos más que
jugar con ellos, yo y otro chico de mi edad llamado Pfwfp.

¿Cómo era el juego? Es fácil de explicar. Como el espacio es curvo, a lo largo de la curva
haćıamos correr los átomos como bolitas, y el que mandaba más lejos su átomo ganaba. Al
dar el golpe al átomo hab́ıa que calcular bien los efectos, las trayectorias, saber aprovechar
los campos magnéticos y los campos de gravitación, sino la pelotita saĺıa fuera de la pista y

quedaba eliminada de la competencia. (...)”

Juegos Sin Fin

Las Cosmicómicas (1965)

Ítalo Calvino
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Caṕıtulo 1

Introducción

La cosmoloǵıa es la rama de la astronomı́a que estudia el origen, la estructura y la evolución
del universo. A pesar de la complejidad que en principio representa el desaf́ıo de modelar el
universo como un todo, es posible comenzar por el estudio de modelos con ciertas simplifica-
ciones, que puedan ser cotejados con las observaciones astronómicas actuales.

Los pilares necesarios para construir un modelo cosmológico son, esencialmente, una teoŕıa
de la gravitación y una descripción adecuada del contenido de materia y enerǵıa del universo.
Asimismo, la complejidad de las ecuaciones puede requerir eventuales simplificaciones, basadas
principalmente en las simetŕıas observadas en la distribución de materia del cosmos. Estos
ingredientes componen el llamado modelo cosmológico estándar, que ha sido desarrollado en
gran parte durante los últimos cincuenta años. Basado en la Teoŕıa de la Relatividad General
y las hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa a grandes escalas (Gpc), este modelo describe
diferentes etapas de la evolución del universo en muy buen acuerdo con distintos conjuntos de
evidencias observacionales, abarcando aproximadamente un intervalo temporal de 57 órdenes
de magnitud (desde 10−38 de fracción de segundo después del comúnmente llamado big-bang,
hasta la edad actual del universo, estimada en 13× 109 años).

A pesar de este escenario exitoso, el modelo cosmológico estándar no está exento de proble-
mas, que merecen atención considerable. Entre ellos, nos interesa mencionar: (i) los asociados
a la llamada “enerǵıa oscura” (un tipo de fluido desconocido en la naturaleza, con caracteŕıs-
ticas intŕınsecas peculiares, que representaŕıa cerca del 70% del contenido de materia total
del universo y dominaŕıa la dinámica actual del cosmos); y (ii) aquellos relativos a las con-
diciones iniciales que deben imponerse para que una etapa de expansión acelerada (conocida
como “inflación”) haya tenido lugar durante los tiempos más tempranos de la evolución del
universo.

En este contexto, las soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones de Einstein han
sido estudiadas como una alternativa viable que pueda dar respuesta a los problemas men-
cionados anteriormente. En particular, las soluciones con simetŕıa esférica han servido para
construir modelos cosmológicos que no precisan incorporar la enerǵıa oscura en la descripción
del cosmos, aśı como también para estudiar las condiciones iniciales de escenarios de inflación.

Presentamos en este caṕıtulo una breve introducción al modelo cosmológico estándar,
haciendo hincapié en los aspectos problemáticos que motivaron el trabajo desarrollado en esta
tesis. Los objetivos concretos de dicho trabajo, y una introducción a los problemas abordados
a partir de soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein, son expuestos al final del
caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1. Introducción

1.1. Breve introducción al modelo cosmológico estándar

1.1.1. Construcción de un modelo isótropo y homogéneo

Para comenzar a construir un modelo de universo a gran escala, es necesario considerar cier-
tas hipótesis que nos permitan describir las regiones del cosmos que son inaccesibles a la
observación astronómica, ya sea por limitaciones tecnológicas, o bien por las restricciones que
imponen las leyes de la f́ısica. El modelo cosmológico estándar, en particular, se basa en tres
pilares fundamentales:

1. El Principio Cosmológico, que establece que, en cada instante, el universo presenta el
mismo aspecto en cualquier punto, excepto por las irregularidades locales. Es decir,
supone que el universo es espacialmente isótropo y homogéneo.

2. La Teoŕıa de la Relatividad General, como teoŕıa de la gravitación, de la que se des-
prenden las ecuaciones que permiten estudiar la evolución del universo.

3. El Postulado de Weyl, que establece que las galaxias pueden ser consideradas como
part́ıculas fundamentales de un fluido en el espacio-tiempo, y cuyas trayectorias siguen
geodésicas ortogonales a hipersuperficies con t = cte, que no se intersecan.

El Principio Cosmológico es una generalización del llamado Principio Copernicano, el cual
establece que la Tierra ocupa un lugar de observación “t́ıpico” en el universo. Esta condición es
menos restrictiva que la hipótesis de homogeneidad, bajo la cual todos los puntos en el universo
son equivalentes [1]. El Principio Cosmológico se desprende del Principio Copernicano si se
considera además la hipótesis de isotroṕıa a escalas de Hubble.1 Es importante resaltar, sin
embargo, que la hipótesis de homogeneidad no puede ser testeada mediante observación directa
[1, 6]. Como discutiremos en la sección 1.3, este punto es justamente el que motiva el trabajo
que hemos desarrollado en esta tesis.2

La Teoŕıa de la Relatividad General está en muy buen acuerdo con numerosos experimentos
y observaciones astronómicas [8, 9, 10]. Sin embargo, algunos de los problemas que presenta

1La hipótesis de isotroṕıa a escalas de Hubble (esto es, a escalas actuales de Gpc, suficientemente grandes
como para despreciar las estructuras locales formadas por galaxias), está fuertemente respaldada por las ob-
servaciones del fondo cósmico de radiación [2], y la distribución de gamma-ray bursts y otras fuentes distantes
[3]. Aún aśı, algunos modelos homogéneos y anisótropos, como aquellos basados en la solución de Bianchi
(apéndice C) presentan caracteŕısticas interesantes [4, 5].

2Si bien la idea del Principio Cosmológico es simple, sorprende notar que a lo largo de la historia los
astrónomos hayan insistido en colocar a la civilización humana en un lugar privilegiado del cosmos (usualmente,
el centro). Remontándonos a la antigua Grecia, el modelo geocéntrico desarrollado por C. Ptolomeo (100-
170) (cuya complejidad para explicar el movimiento de los planetas, la luna y el Sol a partir de epiciclos es
realmente extraordinaria) fue aceptado durante más de medio siglo antes de que N. Copérnico (1473-1543)
removiera a la Tierra del centro del cosmos para, sin embargo, dejar este lugar privilegiado al Sol. Pasados casi
doscientos años, y gracias a la teoŕıa de la gravitación desarrollada por I. Newton (1642-1727) (que enmarcó
las las leyes planetarias establecidas emṕıricamente por J. Kepler (1671-1630)), la configuración del cosmos
más aceptada distribúıa a las estrellas distantes en un disco alrededor del Sol. Fue hacia finales del 1700 que
las observaciones de W. Herschel (1738-1822) asentaron la idea de lo que hoy conocemos como Vı́a Láctea.
Sin embargo, probablemente debido a las limitaciones tecnológicas de la época, el Sol siguió ocupando hasta
entonces el centro de esa estructura cósmica. Fue Shapley (1885-1972), a principios del 1900, quien estimó
la posición del Sol a una distancia de 2/3 del radio galáctico, reservando, sin embargo, a nuestra galaxia el
lugar privilegiado en el centro del universo. Recién en 1952 W. Baade (1893-1960) demostró que la nuestra es
una galaxia t́ıpica en un universo poblado de este tipo de estructuras celestes, estableciendo aśı las bases del
llamado hoy en d́ıa Principio Cosmológico [7].
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1.1. Breve introducción al modelo cosmológico estándar

el modelo cosmológico estándar (los cuales serán discutidos en detalle en la sección 1.2) han
impulsado el estudio de teoŕıas alternativas de la gravitación [11]. Entre ellas, nos interesa
mencionar a las llamadas teoŕıas de gravedad modificada f(R), basadas en una generalización
de la acción de Hilbert-Einstein a funciones más generales del escalar de curvatura R [12, 13].
En forma complementaria al trabajo desarrollado en esta tesis, hemos investigado algunos
aspectos de estas teoŕıas, y sus aplicaciones a problemas cosmológicos y astrof́ısicos. Dichos
trabajos están discutidos en el apéndice E.

El Postulado de Weyl, por su parte, enmarca en leyes f́ısicas las observaciones cosmológicas
que evidencian que las galaxias, como unidades básicas del fluido cosmológico, se alejan unas
de las otras siguiendo un movimiento sistemático.3 El postulado propone la existencia de
una clase privilegiada de sistemas de referencia en el universo: aquellos independizados del
movimiento peculiar de las galaxias. De esta forma, las galaxias son descriptas como part́ıculas
fundamentales de un fluido que llena todo el espacio, cuyo movimiento queda determinado por
trayectorias geodésicas ortogonales a una familia de hipersuperficies tipo espacio con t = cte.
Estas geodésicas no se intersecan, aunque su congruencia pudo haber sido convergente en
el pasado y, eventualmente, podŕıa serlo en el futuro. Esto implica que por cada punto del
espacio-tiempo pasa una única geodésica y, en consecuencia, es posible definir la velocidad
de la materia en forma uńıvoca [15]. El postulado de Weyl nos permite entonces trabajar
con coordenadas comóviles4 (t, x1, x2, x3). Cada hipersuperficie tipo espacio queda definida
por un valor t = cte, y a lo largo de cada geodésica las coordenadas (x1, x2, x3) permanecen
constantes (figura 1.1).

La geometŕıa más general que satisface las hipótesis consideradas anteriormente es descrip-
ta por la métrica homogénea e isótropa de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW)
[18], que viene dada en coordenadas comóviles por el siguiente elemento de ĺınea

ds2 = c2dt2 − a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2 θ dφ)

]

, (1.1)

en donde a(t) es el llamado factor de escala, (r, θ, φ) son las coordenadas esféricas comóviles,
y t es el tiempo propio. Trabajaremos, en adelante, con unidades normalizadas a c = 1.
La constante k es un parámetro asociado a la curvatura espacial; los valores posibles son
k = −1, k = 0 y k = 1, correspondientes a curvaturas negativa, nula y positiva del 3-espacio,
respectivamente. Las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional son

Gµν = 8πGTµν , (1.2)

en donde Gµν = Rµν − 1
2gµνR es el tensor de Einstein, Rµν = Rα

µαν es el tensor de Ricci y
R es el escalar de curvatura. Trabajaremos, en adelante, con unidades 8πG = 1. El tensor de
enerǵıa-impulso del fluido perfecto, Tµν , caracteriza el contenido de materia en el universo y
satisface la ecuación de conservación

∇µT
µ
ν = 0 , (1.3)

3Más precisamente, el Postulado de Weyl surge como solución al problema que plantea cómo aplicar la
Teoŕıa de la Relatividad General, basada en la covariancia general entre observadores, a un sistema único como
es el universo. Esto es, cómo definir un instante de tiempo particular en Relatividad General si no existen
sistemas inerciales globales [14].

4Las coordenadas comóviles se definen como aquellas en las que el campo vectorial uα tiene sólo componente
temporal no nula, es decir, uα′ ∝ δα

′

0 . Pueden ser introducidas siempre que exista en el espacio-tiempo un campo
vectorial tipo tiempo (como lo es, por ejemplo, el 4-vector velocidad de la materia) [16].
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Caṕıtulo 1. Introducción

Figura 1.1: (extráıda de [17]) Representación del movimiento de las galaxias como part́ıcu-
las fundamentales del fluido cosmológico. Sus trayectorias, en coordenadas comóviles, siguen
geodésicas ortogonales a las hipersuperficies con t = cte sin intersecarse.

con

Tµν =
(

ρ+
p

c2

)

uµuν − pgµν + Λgµν . (1.4)

Las ecuaciones de Einstein determinan la dinámica del factor de escala a(t), que dependerá
del contenido de materia y enerǵıa en el universo. Las ecuaciones de evolución, conocidas como
Ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre, resultan [16]

ä

a
= −1

6
(ρ+ 3p) +

1

3
Λ , (1.5)

H2(t) =
1

3
ρ+

1

3
Λ− k

a2
, (1.6)

en donde H(t) ≡ ȧ/a es el llamado factor de expansión de Hubble. Por otra parte, de la
ecuación de conservación para el fluido, se obtienen la ecuación de continuidad

∇µ(ρu
µ) + p∇µu

µ = 0 , (1.7)

y la ecuación de movimiento

(ρ+ p) uµ∇µu
ν = (ηµν − uµν)∇µp . (1.8)

La ecuación (1.8) se satisface idénticamente si las part́ıculas del fluido siguen trayectorias
geodésicas. Además, trabajando con la ecuación de continuidad, tenemos que

ρ̇+ (ρ+ p)
3ȧ

a
= 0 . (1.9)

Esta última expresión también puede ser obtenida a partir de las ecuaciones de Friedmann-
Lemâıtre, por lo que sólo dos de las tres ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.9) son independientes.
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1.1. Breve introducción al modelo cosmológico estándar

Para completar el escenario cosmológico, nos resta especificar las componentes de materia
en el universo. Según el modelo cosmológico estándar, el universo presenta tres componentes
independientes, asociadas a la materia, a la radiación y a la densidad de enerǵıa del vaćıo,
respectivamente. Cada componente es modelada por un fluido perfecto con una ecuación de
estado de la forma pi = wiρi. La densidad equivalente total será una función del tiempo, suma
de las tres contribuciones individuales. Esto es,

ρ(t) = ρm(t) + ρr(t) + ρΛ . (1.10)

La densidad de materia total incluye la materia ordinaria (part́ıculas bariónicas) y la
llamada materia oscura, que se caracteriza por interactuar con la primera casi exclusivamente
a través de la gravedad. Una hipótesis adicional es la de considerar que la enerǵıa térmica de
las part́ıculas de materia es mucho menor que su enerǵıa en reposo. Es decir, que podemos
modelar a la materia mediante un fluido con presión nula (wm = 0). La componente de
radiación incluye a los fotones, aśı como también a otras part́ıculas con masa nula o casi nula,
con velocidades relativistas, como por ejemplo los neutrinos. La ecuación de estado para la
radiación corresponde al valor wr = 1/3. La densidad de vaćıo, por su parte, es modelada
usualmente con un fluido de densidad constante y parámetro de ecuación de estado wΛ = −1
(ver sección 1.2.1).

Si suponemos, además, que estas componentes no interactúan entre śı,5 y consideramos
una evolución en etapas dominadas por cada una de ellas, de la ecuación (1.9) resulta

ρi(t) ∝ a(t)−3(1+wi) . (1.11)

Como veremos en la siguiente sección, en el marco del modelo cosmológico estándar la etapa
más temprana de la evolución del universo fue dominada por la radiación, para dar luego
lugar a las etapas dominadas por la materia y, posteriormente, por la enerǵıa oscura.

Las ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre pueden presentarse de una forma adimensional
en términos de cantidades normalizadas. Para esto, definimos los llamados parámetros de
densidad como

Ωm ≡ κρm
3H2

, Ωr ≡
κρr
3H2

, ΩΛ ≡ Λ

3H2
, Ωk ≡ − k

a2H2
, (1.12)

para las componentes de materia, radiación, constante cosmológica y curvatura, respectiva-
mente.6 La ecuación (1.6) queda reducida entonces a la forma

Ωm +Ωr +ΩΛ +Ωk = 1 . (1.13)

Luego, de las ecuaciones de conservación para cada una de las componentes, tenemos

Ωi(t) = Ωi,0

(

a(t)

a0

)−3(1+wi)( H0

H(t)

)2

, (1.14)

5Esta hipótesis es válida a partir del momento del desacople entre los fotones y la materia. Una introducción
completa sobre la interacción entre los fluidos cosmológicos durante las etapas tempranas de evolución del
universo puede encontrarse en la referencia [19].

6Las densidades de materia y radiación incluyen distintas especies de part́ıculas con igual ecuación de estado.
Esto es, por ejemplo, la materia bariónica y la materia oscura, en el primer caso, y los fotones y los neutrinos,
en el segundo. Por simplicidad, continuaremos indicándolas simplemente con las referencias m y r.
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Caṕıtulo 1. Introducción

en donde todas las cantidades señaladas con el sub́ındice 0 están evaluadas en el tiempo actual.
Considerando, además, a0 = 1, resulta

H2 = H2
0

[

Ωm,0a
−3 +Ωr,0a

−4 +ΩΛ,0 +Ωk,0a
−2
]

. (1.15)

La evolución del modelo dependerá de las diferentes contribuciones de los parámetros Ωi,0.

Por último, las escalas caracteŕısticas de tiempo y distancia son expresadas en términos
del parámetro de Hubble como

tH ≡ 1

H
, y DH ≡ c

H
. (1.16)

El orden de magnitud de estas cantidades puede ser obtenido expresando el parámetro de
Hubble medido actualmente en las siguientes unidades

H0 = 100 h km s−1 Mpc−1 , (1.17)

con el valor h ≃ 0,7 t́ıpicamente adoptado [20].

1.1.2. El modelo ΛCDM

Habiendo delineado brevemente el marco teórico en el que está basado el modelo estándar, pa-
saremos a dar una reseña del escenario cosmológico que describe con éxito diferentes conjuntos
de observaciones astronómicas, abarcando etapas bien definidas de la evolución cósmica. La
bibliograf́ıa que abarca este tópico es vasta (ver, por ejemplo, [7, 19, 20, 21, 22]), por lo que
nos limitaremos a mencionar aqúı sólo los aspectos más generales, profundizando aquellos que
tienen más relevancia para los temas desarrollados en esta tesis.

La Teoŕıa de la Relatividad General, junto con observaciones astronómicas de naturaleza
diversa, han posibilitado una buena reconstrucción de la historia del universo. La interpreta-
ción de estas observaciones en el marco teórico presentado anteriormente, junto con el modelo
estándar de las part́ıculas elementales [23], ha dado lugar al desarrollo de un modelo cos-
mológico estándar que describe con incréıble precisión diferentes etapas de la evolución del
cosmos.

Según la descripción de dicho modelo, el universo surgió hace aproximadamente 13 mil
millones de años de un estado inicial de alt́ısima temperatura y densidad (llamado usualmente
big-bang), a partir del cual se ha estado expandiendo en forma continua, dando lugar a un
consecuente enfriamiento. Este escenario permite reconstruir la evolución del universo o bien
en términos temporales, o bien en términos de las temperaturas que caracterizaron cada una
de las etapas de la evolución y los estados que fue atravesando el fluido cosmológico, en
lo que conocemos como la historia térmica del universo.7 Presentaremos a continuación las
caracteŕısticas principales de algunas de las etapas más relevantes para nuestro trabajo.

7En términos estrictos, la solución matemática de FLRW no admite estados de equilibrio térmico (pues no
presenta vectores de Killing tipo tiempo). Sin embargo, a fines prácticos es posible aproximar muchas de las
etapas de la evolución del universo con diferentes estados de equilibrio térmico. El apartamiento sucesivo de
estos estados de equilibrio es justamente lo que dio lugar a la evolución de las estructuras que conocemos hoy
en d́ıa. La construcción de la historia térmica del universo radica entonces en la comparación sucesiva de las
tasas de interacciones entre part́ıculas y de expansión cósmica [24].
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1.1. Breve introducción al modelo cosmológico estándar

Universo muy temprano y época dominada por la radiación

La reconstrucción de los primeros instantes de la historia cósmica es uno de los mayores
desaf́ıos de la cosmoloǵıa. Para describir la evolución del universo durante la llamada era de
Planck (hasta aproximadamente 10−43 de fracción de segundo después de lo que convencio-
nalmente tomamos como origen del tiempo, cuando la temperatura era del orden de 1019

GeV), es necesaria una teoŕıa de la gravitación que todav́ıa es desconocida. Pasada esta era,
a temperaturas T < mpl, la gravitación ya puede ser descripta con la Teoŕıa de la Relatividad
General. Según el modelo estándar de part́ıculas, a esta temperatura el universo habŕıa estado
compuesto de un plasma de part́ıculas relativistas. Entre las teoŕıas de f́ısica de part́ıculas
que modelan esta etapa del universo, podemos mencionar las Teoŕıas de Gran Unificación
(o GUT, por sus siglas en inglés). Las mismas predicen la existencia de una fase de ruptura
espontánea de simetŕıas, con transiciones de fase a temperaturas del orden de 1014 a 1016

GeV. Este escenario es el que da lugar a la llamada etapa de inflación, caracterizada por una
expansión acelerada del factor de escala del universo [24].

A temperaturas del orden de los 100 MeV (t ∼ 10−5 segundos después del big-bang) el
universo habŕıa experimentado una etapa de transición asociada al rompimiento de simetŕıas
quirales y el confinamiento del color. Los bariones y mesones son creados durante esta etapa.8

A temperaturas del orden de 10 a 0,1 MeV (t ∼ 10−2 a 102 segundos) tiene lugar la etapa de
nucleośıntesis primordial [25]. Esta etapa describe las interacciones entre las part́ıculas relati-
vistas en equilibrio, y representa el test del modelo cosmológico estándar más temprano en la
evolución del universo. Las evidencias observacionales que la sustentan están basadas en la me-
dición de la abundancia primordial de núcleos livianos [26]. Las mediciones de estos elementos
permiten poner cotas sobre el parámetro η ≡ número de bariones/número de fotones.9

Desacople de los fotones y época dominada por la materia

La expansión del universo está dominada por la radiación hasta alrededor de 300.000 años
después del big-bang. Cuando la temperatura de los fotones desciende hasta ∼ 3.000◦K, tiene
lugar la formación de átomos livianos de H y He a partir de la captura de electrones libres.
Los fotones se desacoplan de la materia y dan origen al fondo cósmico de radiación (o CMB,
por sus siglas en inglés) [29].

El fondo cósmico de radiación representa una de las evidencias observacionales más fuertes
del modelo cosmológico estándar [2]. La radiación medida ajusta con alta precisión la emisión
de un cuerpo negro con una temperatura efectiva de 2,75◦K, y presenta una distribución isó-
tropa en escalas angulares del orden de 10−5. Los mapas de anisotroṕıas en la temperatura
de los fotones proveen información tanto del momento del desacople (e.g. sobre el espectro
primordial de las perturbaciones en la densidad), como de los efectos sufridos por los fotones
a lo largo de su trayectoria desde la superficie de último scattering hasta el momento actual
(como, por ejemplo, el efecto Sachs-Wolfe integrado [30] y el efecto Sunyaev-Zel’dovich cine-
mático [31], entre otros). Otra fuerte evidencia observacional del momento de pre-desacople
son las oscilaciones acústicas de bariones (BAO), utilizadas como reglas patrón [32].

8Sin entrar en los detalles del modelo estándar de part́ıculas, cabe mencionar que el problema de modelar
regiones locales no homogéneas en la densidad del número de bariones durante esta etapa puede ser abordado
también con el modelo no homogéneo de dos fluidos que presentaremos en el caṕıtulo 5.

9La abundancia del 7Li representa, sin embargo, un tema de discusión abierta, debido a las serias discre-
pancias entre el valor medido y el valor estimado por el modelo [27, 28].
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Caṕıtulo 1. Introducción

La formación de estructuras a gran escala en el universo es una consecuencia de la am-
plificación gravitacional de pequeñas fluctuaciones en la densidad de materia sin presión y
que no interactúa electromagnéticamente (esto es, la llamada materia oscura fŕıa o Cold Dark
Matter (CDM)) [33, 34, 35]. Las evidencias observacionales que permiten medir el espectro de
potencias de la distribución de materia están basadas en la construcción de grandes catálogos
de galaxias. Entre aquellos sondeos con más cantidad de objetos y una cobertura amplia del
cielo, podemos mencionar el Sloan Digital Sky Survey (SDSS)10 y el 2-degree field Galaxy
Redshift Survey (2dfGRs)11, que proporcionan una evidencia de la estructura cósmica hasta
distancias de z ∼ 0,3.12

Expansión acelerada y época dominada por la enerǵıa oscura

La expansión del universo está fuertemente justificada por diversos conjuntos de datos y
constituye uno de los pilares fundamentales en la construcción del modelo cosmológico. La
primera evidencia observacional de la expansión del universo fue presentada por E. Hubble en
1929 [37] a partir de la medición independiente de las distancias y velocidades de recesión de
galaxias cercanas. Hubble notó que la curva distancia vs. velocidad segúıa la relación lineal
emṕırica d ∼ v

H0
, de donde pod́ıa inferirse directamente el valor de la constante H0.

Hoy en d́ıa, gracias a la innovación de métodos para construir escalas de distancias13

y, fundamentalmente, al salto observacional que ha conquistado la astronomı́a a través del
Telescopio Espacial Hubble, es posible medir la constante de Hubble en H0 ∼ 70 km/s/Mpc
con una precisión aproximada del 10% [39]. Estos resultados, por otra parte, están en buen
acuerdo con la medición de H0 a partir de otros métodos que no requieren la calibración de
una escala de distancias y envuelven procesos f́ısicos diversos.14

Entre los métodos utilizados para construir escalas de distancia, la relación distancia
de luminosidad vs. redshift de las SN tipo Ia presenta algunas ventajas que vale la pena
destacar.15 Las explosiones de SN tipo Ia tienen su origen en sistemas binarios con estrellas
enanas blancas acretantes. La curva de luminosidad puede ser calibrada usando una relación
emṕırica bien establecida entre la posición del máximo y el ancho de la curva, razón por la cual
estos eventos pueden ser utilizados como “velas patrón” en la medición de distancias. Por otra
parte, dado que la luminosidad máxima involucrada en una explosión de SN tipo Ia alcanza

10http://www.sdss.org/
11http://www.2dfgrs.net/
12Es importante mencionar que la relación entre este tipo de observaciones y el espectro de potencias tri-

dimensional de la materia oscura no es directo, dado que sólo la materia bariónica puede ser observada. Para
derivar conclusiones relevantes sobre la distribución total de materia es entonces necesario trabajar bajo la
hipótesis de que la materia luminosa es efectivamente un buen trazador de materia oscura [36].

13Entre estos métodos, podemos mencionar [20, 38] (i) la calibración de la relación peŕıodo de pulsación vs.
luminosidad de las variables Cefeidas; (ii) la curva de luminosidad de las SN tipo Ia; (iii) la relación Tully-Fisher
entre la luminosidad total y la velocidad de rotación máxima de galaxias espirales; (iv) la correlación entre la
luminosidad intŕınseca de galaxias eĺıpticas y la dispersión de velocidades de las estrellas que las componen; y
(v) las fluctuaciones de brillo superficial de galaxias observadas en cámaras CCD (z < 0,02).

14Estos métodos incluyen [20] (i) la medición del radio de la fotósfera de SN tipo II [40]; (ii) mediciones del
retardo entre dos señales provenientes de imágenes de lente gravitacional de quásares variables [41, 42]; y (iii)
el efecto Sunyaev-Zel’dovich térmico [43] inducido en fotones del fondo cósmico de radiación [44, 45].

15El redshift cosmológico es una medida del corrimiento de ĺıneas espectrales de emisión hacia longitudes de
onda mayores debido a la expansión cósmica. La mayoŕıa de las observaciones astronómicas independientes
de cualquier modelo cosmológico proveen la posición angular en la esfera celeste y el redshift de la fuente. La
distancia radial no es accesible a medición directa sin involucrar un modelo impĺıcito para la expansión del
universo.
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1.2. Problemas del modelo cosmológico estándar

valores comparables a la luminosidad total de la galaxia que las contiene, estos eventos pueden
ser observados a distancias de varios cientos de Mpcs. Es por estas razones que la curva de
luminosidad de las SN tipo Ia es utilizada, no sólo para la estimación de la constante de Hubble
a grandes redshifts, sino también para la determinación de otros parámetros cosmológicos.

En 1998, dos grupos de investigación independientes (el Supernova Cosmology Project
(SCP) [46] y el High-Z Supernova Search Team (HZT) [47]), abocados al estudio de SN
tipo Ia distantes, publicaron los resultados que haŕıan cambiar radicalmente la descripción
actual del cosmos. Ambos grupos mostraron que el ajuste de los parámetros cosmológicos
daba lugar a un valor negativo para el llamado parámetro de desaceleración, q0 ≡ −

(

ä
aH2

)

t0
.

Es decir que, contrariamente al comportamiento esperable de una dinámica dominada por
materia, el universo se encontraŕıa en una etapa de expansión acelerada [48, 49, 50, 51, 52].
La consecuencia directa que se desprende del análisis de estos resultados, interpretados en el
marco del modelo estándar, es que la constante cosmológica debe tener un valor positivo no
nulo.

Actualmente, la curva de luminosidad de las SN tipo Ia, sumada a otros conjuntos de
observaciones (como el proveniente del fondo cósmico de radiación), restringen el espacio de
parámetros del modelo cosmológico estándar en forma consistente.16 Los valores inferidos para
los parámetros cosmológicos modelan un universo con curvatura prácticamente nula (Ωk ≃ 0),
y parámetros de densidad dados por ΩΛ,0 ≃ 0,7, Ωm,0 ≃ 0,3, Ωr,0 ≃ 10−4 y Ωk,0 ≃ 0. Es decir,
que la dinámica actual queda dominada por ΩΛ, con una evolución del factor de escala del
tipo a(t) ∼ etΛ/3 (esto es, expansión acelerada). El modelo que describe esta dinámica es
usualmente llamado modelo ΛCDM, en alusión a las componentes actualmente dominantes
(constante cosmológica, Λ, y la materia oscura fŕıa, CDM).

1.2. Problemas del modelo cosmológico estándar

Vimos hasta aqúı que el modelo cosmológico estándar está construido bajo hipótesis simples
y ofrece una descripción precisa de diferentes etapas de la evolución del universo, cada una
fuertemente justificada con argumentos teóricos sólidos, y respaldada por conjuntos de ob-
servaciones de naturaleza diversa (ver figura 1.2). Sin embargo, el modelo presenta algunos
problemas para los cuales existen hasta el momento sólo soluciones parciales. Las posibles di-
recciones que pueden tomarse para abordar cada uno de ellos están fuertemente relacionadas
con las motivaciones del trabajo desarrollado en esta tesis.

16Una restricción adicional sobre los parámetros cosmológicos del modelo puede obtenerse a partir de la
estimación de la edad de diferentes objetos celestes a través de observaciones cosmológicas. Esto es, imponiendo
una cota mı́nima para la edad dinámica del universo calculada a partir de las soluciones de las ecuaciones de
Friedmann-Lemâıtre. La edad dinámica calculada a partir de los parámetros ajustados con SN tipo Ia resulta
t0 ∼ 14 × 109 años. Por otra parte, la edad de la Vı́a Láctea puede estimarse a partir de estrellas de baja
metalicidad, distribuidas espacialemnte en el halo de nuestra galaxia. Los métodos para determinar sus edades
son: (i) la nucleocronoloǵıa, para estrellas con abundancias de torio o uranio [53, 54]; (ii) el enfriamiento de
estrellas enanas blancas observadas en la vecindad del sistema solar ; y (iii) la edad de cúmulos globulares
galácticos a partir del cut-off de su secuencia principal. Todos estos métodos arrojan cotas entre 11 mil y 15
mil millones de años [45, 55, 56, 57]. Estas cotas, sin embargo, dependen del modelo utilizado para estimar
el comienzo de la formación de estrellas. Suponiendo que la formación estelar tuvo su comienzo en tiempos
correspondientes a z entre 5 y 20 (que en el modelo ΛCDM corresponde a tiempos entre 0,1 y 2 × 109 años),
las cotas para la edad del universo resultan 9× 109 años < t0 < 15× 109 años.
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Caṕıtulo 1. Introducción

Figura 1.2: (extráıda de [58]) Esquema representativo de la historia del universo, en términos
de la componente de fluido dominante en cada etapa de la evolución.

El problema del horizonte

Como vimos en la sección 1.1.1, una de las caracteŕısticas del modelo estándar es que el factor
de escala a(t) crece como tn, con n < 1. Una consecuencia directa de esta dinámica es la
aparición de un horizonte de part́ıculas [59], que lleva a que las ĺıneas de universo de part́ı-
culas provenientes de regiones no conectadas de forma causal nunca lleguen a intersecarse.
Si reconstruimos su historia a partir de los elementos del modelo presentados hasta ahora,
encontramos que el universo observable presenta actualmente alrededor de 105 regiones que
debieron estar desconectadas en forma causal en la época de recombinación, cuando los foto-
nes del fondo cósmico de radiación atravesaron la etapa de último scattering. Sin embargo, las
evidencias observacionales obtenidas por los satélites WMAP y Planck muestran uniformidad
en los mapas de anisotroṕıas del fondo cósmico de radiación de aproximadamente una parte
en 10−5 [2]. En consecuencia, sin ingredientes adicionales al modelo, las hipótesis de homo-
geneidad e isotroṕıa a grandes escalas no podŕıan ser justificadas mediante procesos causales
[59, 60, 61].

El problema de la curvatura plana

El llamado problema de la curvatura plana (o flatness problem) está asociado al valor nulo
que inferimos para el parámetro de curvatura, y puede entenderse como una competencia de
términos en la ecuación (1.6) para la evolución del factor de escala.

Para ver esto, definamos la densidad cŕıtica ρc como aquella densidad para la cual el
universo tiene exactamente curvatura nula. Esto es,

ρc = 3H2 = 3
ȧ2

a2
. (1.18)

El cociente |ρ− ρc|/ρc es entonces una medida de cuán cerca está el universo de ser descripto
por una solución de FLRW con k = 0. Si extrapolamos la ecuación (1.6) a tiempos tempranos
de la evolución del universo (t → 0), y tenemos en cuenta que en esta época la dinámica
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estuvo dominada por la radiación, ρr ∼ a−4, resulta que cerca de la época de Planck debió
tomar valores tales que

|ρ− ρc|
ρc

< 10−59 (1.19)

para alcanzar un radio actual dado por H−1
0 (1028 cm).

Es decir, que el valor de la densidad en tiempos tempranos tuvo que ser extremadamente
cercano al valor de la densidad cŕıtica. Un mı́nimo apartamiento de esta cota hubiera dado
lugar a una evolución completamente diferente de la que el modelo describe. El problema
radica entonces en poder explicar esta condición inicial sumamente especial para que el uni-
verso, descripto dentro del modelo estándar, haya evolucionado al estado que observamos hoy
en d́ıa.

El problema de las reliquias o monopolos primordiales

De acuerdo a las GUT que enmarcan el escenario del universo primordial, las transiciones
de fase que tuvieron lugar durante las épocas más tempranas de la evolución debieron haber
producido monopolos magnéticos, esto es, part́ıculas supermasivas (∼ 1016 veces más masivas
que un protón) con una sección eficaz de aniquilación muy pequeña [62]. De acuerdo al modelo
estándar de part́ıculas, estos monopolos debeŕıan haber sobrevivido hasta el presente, con una
densidad actual del mismo orden que la densidad de fotones. Como consecuencia, la densidad
cŕıtica del universo resultaŕıa 1015 veces mayor que la observada hoy en d́ıa (ρc ∼ 10−29g cm−3)
[63]. Esta densidad excesiva en las etapas tempranas de la evolución del universo debeŕıa
haber dominado la dinámica, dando lugar a consecuencias catastróficas [20]. Esto es lo que
conocemos como problema de los monopolos primordiales [64, 65, 66].

Es entonces necesario generar algún mecanismo complementario al modelo cosmológico
capaz de diluir la densidad de los monopolos primordiales. Cabe destacar, sin embargo, que
existen aún incertezas sobre la sección eficaz de aniquilación de los monopolos y, en conse-
cuencia, este problema podŕıa corresponder al dominio de la teoŕıa de campos [67].

El problema del origen de las fluctuaciones primordiales

Para explicar la formación de estructuras a escalas galácticas en un modelo homogéneo, es
necesario pproponer algún mecanismo que dé lugar a pequeñas perturbaciones en la distribu-
ción primordial de densidad luego del momento del desacople entre la radiación y la materia
(z ∼ 104).

El tamaño de estas sobredensidades, de origen térmico está acotado por las anisotroṕıas
observadas hoy en el fondo cósmico de radiación [2]. Dado un espectro primordial para las
sobredensidades, la formación de estructuras puede ser estudiada entonces a partir de un
formalismo de perturbaciones en el modelo homogéneo descripto por la solución de FLRW.

El llamado problema del origen de las fluctuaciones radica entonces en encontrar algún
mecanismo que haya dado lugar al espectro primordial de perturbaciones en forma general
(esto es, sin que las fluctuaciones tengan que ser elegidas arbitrariamente).

1.2.1. Enerǵıa oscura

El descubrimiento de la expansión acelerada del universo ha cambiado radicalmente nuestra
descripción del cosmos. Dentro de la evidencia observacional que sustenta dicha aceleración
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podemos destacar: (i) la compatibilidad entre la edad de los objetos más viejos y la edad del
universo [68, 69, 70, 71]; (ii) la curva de distancia de luminosidad vs. redshift observada para
las SN tipo Ia [46, 47] y los gamma-ray bursts [72, 73], utilizados como velas patrón; y (iii)
las anisotroṕıas en el CMB observadas por los satélites COBE, WMAP y Planck [2].

Los mencionados conjuntos de datos provienen de procesos f́ısicos de origen diverso (que
tuvieron lugar en momentos bien diferentes de la evolución del universo y con escalas de tiempo
dispares); interpretados según el modelo ΛCDM, indican que el universo estaŕıa dominado
hoy en d́ıa por la llamada “enerǵıa oscura”, en una proporción de aproximadamente 7/3 con
relación a la materia. Cabe resaltar que para ser la fuente de la expansión acelerada, esta nueva
forma de materia debe tener caracteŕısticas peculiares: presión negativa (esto es, tensión) y
distribución homogénea [74]. 17

Existen varios candidatos para describir la enerǵıa oscura dentro del modelo cosmológico
estándar. Entre ellos, podemos mencionar:18

1. la constante cosmológica;

2. la quintaesencia (y otros modelos que utilizan campos escalares); y

3. las teoŕıas f(R) de la gravitación, que difieren de la Relatividad General en determinados
reǵımenes de curvatura.

A pesar de haber recibido bastante atención en la literatura [71], estos candidatos presentan
problemas serios. La constante cosmológica es compatible con los datos observacionales ob-
tenidos hasta hoy, pero el valor inferido de las observaciones difiere de aquel predicho por la
teoŕıa cuántica de campos en, por lo menos, 30 órdenes de magnitud [74].

La quintaesencia y los modelos afines tienen la ventaja de poder modelar una eventual
evolución de la enerǵıa oscura con el redshift, pero utilizan como elemento básico un campo
escalar clásico (entidad interesante desde el punto de vista teórico, pero que todav́ıa no ha
sido observada en la naturaleza), que responde a un potencial con caracteŕısticas peculiares
dentro de la f́ısica de part́ıculas [71].

Por último, las teoŕıas f(R) de la gravitación [12, 13, 78] son una generalización natural
de la Relatividad General, y permiten describir una enerǵıa oscura variable con z. El punto
débil de este abordaje es la indeterminación grande que tenemos sobre las funciones f(R)
[79], a pesar de las restricciones impuestas para evitar inestabilidades en objetos compactos
y satisfacer v́ınculos provenientes de observaciones en el Sistema Solar y de experimentos en
laboratorios [80, 81, 82].

Este escenario oscuro nos invita a abandonar las propuestas anteriores, y a revisar seria-
mente las hipótesis en las que basamos nuestra descripción del cosmos. Entre ellas, la que
representa uno de los pilares fundamentales del modelo cosmológico estándar es el Principio

17Como está señalado en [74], el término “enerǵıa oscura” no es, estrictamente hablando, el nombre más
apropiado para describir a esta sustancia (pues muchas otras cosas en la naturaleza son oscuras y poseen
enerǵıa). Lo que distingue a la enerǵıa oscura de la materia ordinaria es su presión negativa (esto es, tensión),
que da lugar a la aceleración del universo. Luego, “tensión oscura”parece ser un término más apropiado, incluso
mejor que “presión oscura”. Dado que, además, su distribución espacial es aparentemente suave o uniforme, y
no está concentrada en pozos de potencial, una forma más adecuada para designar a la “enerǵıa oscura” seŕıa
“tensión regular” o “tensión suave”.

18Existen modelos (más) exóticos, como por ejemplo el electromagnetismo no lineal [75], el gas de Chaplygin
[76], y los mundos-brana [77].
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Cosmológico.19

Como fue señalado anteriormente, las hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa en el modelo
modelo estándar son independientes. Si bien la isotroṕıa a grandes escalas tiene un buen
sustento observacional (sondeos de fuentes de radio e infrarrojas, y el CMB [86]), la hipótesis
de homogeneidad, que está basada en el Principio Copernicano, no es una consecuencia directa
de las observaciones (a pesar de ser consistente con ellas mediante la introducción de materia y
enerǵıa “oscuras”). En este sentido, y sin poner en discusión su carácter filosófico, el Principio
Cosmológico debe ser estudiado con cuidado antes de descartar la posibilidad de describir el
universo con modelos no homogéneos. De hecho, no es trivial que pueda utilizarse un modelo
altamente simétrico para interpretar datos que involucran fenómenos f́ısicos en regiones sin
simetŕıas predominantes, y en las que el mayor porcentaje de la masa está formando parte de
estructuras. Un test de homogeneidad serio requeriŕıa considerar todos los puntos del espacio-
tiempo, y mostrar que en cada uno de estos las observaciones cosmológicas se ajustan a un
escenario isótropo.20

Para ser entonces consistentes con el método cient́ıfico, debemos someter la hipótesis de
homogeneidad al test de la observación [88, 89, 90, 91]. Una forma de llevar a cabo esta
tarea es a través de la utilización de modelos cosmológicos no homogéneos, construidos a
partir de soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones de Einstein. Esta es la principal
motivación del trabajo desarrollado en esta tesis.21

1.2.2. Inflación

La llamada etapa de inflación surge como un ingrediente fundamental en el modelo cosmoló-
gico estándar para dar una solución a algunos de los problemas mencionados al comienzo de
esta sección [63]. La misma describe un peŕıodo de expansión acelerada durante la evolución
más temprana del universo (t ∼ 10−43 segundos), en donde el factor de escala evoluciona de
la forma a(t) ∼ eαt, con α ≃ cte.22

Si bien es aceptado actualmente que la existencia de esta etapa de expansión exponencial
puede remover de manera eficiente algunas dificultades del modelo comsológico estándar, los
modelos inflacionarios por śı mismos no están exentos de presentar aspectos problemáticos.
En particular, una de las hipótesis fundamentales en la que dichos modelos se basan es la
de suponer un espacio-tiempo homogéneo e isótropo como condición inicial para que el pro-
ceso de inflación tenga lugar. La justificación para trabajar con esta elección particular es

19De hecho, las modificaciones que son necesarias incluir en el modelo estándar para describir las observacio-
nes (esto es, la adición de un“mundo oscuro”, compuesto de materia [83] y enerǵıa oscura, que transforman a la
gravitación de atractiva en repulsiva) son fuertes reminiscencias de la vetusta metodoloǵıa que llevó a postular
los epiciclos ptolemaicos, o un éter para la propagación electromagnética [84]. La propuesta de una constante
cosmológica (o densidad de vaćıo), por su parte, ha sido invocada y abandonada en reiteradas ocasiones en
la historia de la cosmoloǵıa para describir, curiosamente, escenarios de naturaleza diferente (desde A. Eins-
tein, para modelar un universo estático, hasta el modelo cosmológico actual, para dar lugar a una expansión
acelerada del universo) [85].

20Una discusión interesante sobre este punto, y sobre la posibilidad de construir modelos no homogéneos
que no violen el Principio Cosmológico (a partir de observadores que no siguen trayectorias geodésicas), puede
encontrarse en la referencia [87].

21Existen otros tratamientos para estudiar regiones no homogéneas que no utilizan soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein, como aquel basado en las medias [92]. Sin embargo, ciertas dificultades conceptuales
restringen su utilidad y, por tanto, no serán tenidos en cuenta en nuestro trabajo [93].

22Como detallaremos en el caṕıtulo 4, el valor de la constante α está asociado al potencial V (φ) de un campo
escalar masivo φ.
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que, de haber existido regiones no homogéneas previas a la etapa inflacionaria, éstas debeŕıan
haber sido diluidas durante el propio proceso de expansión exponencial. Dado que no hay
hasta el momento una prueba definitiva de que la inflación tenga efectivamente la propie-
dad de desarrollarse ante cualquier escenario primordial, es importante abordar este análisis
minusciosamente.

En esta dirección, es posible entonces utilizar soluciones no homogéneas de las ecuaciones
de Einstein para modelar escenarios de inflación y estudiar condiciones generales bajo las
cuales los procesos inflacionarios en escenarios no homogéneos pueden o no tener lugar.

1.3. Modelos cosmológicos no homogéneos

De las hipótesis sobre las que está basado el modelo cosmológico estándar, la de homogeneidad
a grandes escalas (Gpcs) es acaso una de las más fuertes y dif́ıciles de cotejar con evidencias
observacionales directas. Esta dificultad radica en el simple hecho de que estamos situados,
como observadores, en un único punto del espacio, aśı como también en la dif́ıcil tarea que
implica discernir, en las observaciones astronómicas, evoluciones temporales de variaciones
espaciales.

Es posible, sin embargo, considerar diferentes estrategias para abordar tests de homoge-
neidad. Entre estas, destacamos [6]:

1. La construcción de modelos no homogéneos. Esta posibilidad ha sido explorada con
creciente interés en los últimos años. Los modelos basados en soluciones de la Relatividad
General más generales pueden presentar rasgos distintivos que permitan diferenciarlos
de los modelos de FLRW mediante la observación [94, 95]. Estos modelos, sin embargo,
representan más una alternativa a modelos con enerǵıa oscura que un test estricto de
homogeneidad.

2. Los tests de consistencia. Los modelos de FLRW pueden ser formulados como una
serie de hipótesis observacionales nulas, esto es, cantidades que deben ser idénticamente
nulas si el modelo responde a la geometŕıa de FLRW y a las relaciones observacionales
que de ella se desprenden. La idea de los tests de consistencia es entonces combinar
diferentes observables que puedan revelar cualquier señal no nula, como medida de
cuánto el modelo se aparta de la hipótesis de homogeneidad. Idealmente estos tests
son independientes del modelo de enerǵıa oscura o de la teoŕıa de gravedad utilizados.
Sin embargo, ofrecen un entendimiento del Principio Copernicano basado en refutar las
hipótesis observacionales nulas más que probarlas.23

3. La reconstrucción del modelo como un problema inverso. En lugar de postular un modelo
cosmológico desde tiempos tempranos (basado en la métrica de FLRW más un trata-
miento de perturbaciones) y comparar su evolución con observaciones actuales, este
método propone construir un modelo considerando dichas observaciones como “condi-
ciones iniciales” para determinar la métrica sobre el cono de luz pasado del observador,
y luego integrar hacia el interior de este [96, 97]. Esta manera de reconstruir el modelo

23Por ejemplo, la relación distancia de luminosidad vs. redshift de las SN tipo Ia es reconstruida a partir de
datos observacionales evitando introducir una dependencia con el modelo. Sin embargo, la aplicación robusta
de estos datos necesita en general la incorporación de un modelo cosmológico, al igual que las BAO para ser
utilizadas como reglas patrón [6].
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cosmológico no necesita en absoluto suponer a priori la validez del Principio Coperni-
cano. Idealmente, a partir de observaciones perfectas seŕıa posible obtener la información
necesaria para reconstruir el modelo de universo correcto dentro de nuestro cono de luz
pasado. Sin embargo, la eficacia del método demanda observaciones tan precisas que
resulta, por el momento, impracticable.

El trabajo desarrollado en esta tesis se encuentra dentro del primer enfoque. Como fue
señalado originalmente en la referencia [98], las soluciones de las ecuaciones de Einstein que
describen modelos cosmológicos homogéneos e isótropos limitan la aplicación de la Teoŕıa de
la Relatividad General a la descripción de nuestro universo, principalmente debido al alto
grado de simetŕıa que las caracteriza. En este sentido, las soluciones no homogéneas han sido
en general poco exploradas, a pesar de su potencial para describir escenarios complejos con
menos simetŕıas.24

Comenzando por la primera solución no homogénea de las ecuaciones de Einstein, encon-
trada por Lemâıtre en 1933 [106], y posteriormente analizada por Tolman en 1934 [107] y
Bondi en 1947 [98], existe una amplia bibliograf́ıa sobre modelos cosmológicos no homogéneos
[16, 108, 109]. En particular, nos abocaremos a estudiar en esta tesis aquellos modelos basa-
dos en soluciones exactas con simetŕıa esférica. Los modelos más conocidos y estudiados de
esta clase son los de Lemâıtre-Tolman-Bondi (LTB) [98, 106, 107], pero existen otros aún no
explotados totalmente en astronomı́a y cosmoloǵıa, tales como aquellos basados en la solución
de Lemâıtre [106], en la de Székeres [110, 111] y en la de Stephani [108], entre otros.

La métrica asociada el modelo de LTB es una solución de las ecuaciones de Einstein con
simetŕıa esférica y con polvo como fuente. La misma depende de dos funciones arbitrarias, y
permite estudiar efectos no lineales en la evolución de forma anaĺıtica y numérica [16, 108,
109]. La solución de LTB ha sido ampliamente estudiada con el fin de construir modelos
cosmológicos viables para poder describir diferentes conjuntos de observaciones astronómicas
sin la necesidad de recurrir a un contenido de enerǵıa oscura en el universo [109, 112, 113, 114,
115, 116, 117, 118, 119, 120]. Entre los trabajos dedicados a estudiar cosmoloǵıas de LTB,
los aspectos geométricos más importantes han sido analizados en [121, 122], mientras que las
comparaciones con datos observacionales más relevantes pueden encontrarse en las referencias
[123, 124, 125, 126, 127, 128].

Entre los modelos de LTB más destacados, nos interesa mencionar los llamados modelos de
void, caracterizados por presentar un perfil inicial no homogéneo con una región de subdensi-
dad en el centro de simetŕıa, inmersa en una distribución de materia asintóticamente homogé-
nea. Para lograr un buen acuerdo de este tipo de modelos con los datos provenientes del fondo
cósmico de radiación, es necesario restringir los puntos de observación al centro de simetŕıa
del void (o, cuanto mucho, a una distancia de algunas decenas de Mpc [129, 130, 131, 132]).
Este aspecto representa uno de los principales puntos conflictivos de los modelos de void.
Sin embargo, como está mencionado en [133], la baja probabilidad de estar ubicados como
observadores en esta posición especial es mucho menos restrictiva que la coincidencia obser-
vada en el valor actual de la constante cosmológica del el modelo estándar. Si pensamos en la
probabilidad de que un observador esté ubicado dentro de algunas decenas de Mpc del centro

24Un modelo no homogéneo, pero construido a partir de soluciones de FLRW, fue originalmente propuesto
por K. Tomita en las referencias [99, 100, 101, 102, 103, 104, 105]. El problema consist́ıa en dos regiones homo-
géneas, separadas por una superficie esférica, expandiéndose cada una con diferente parámetro de Hubble. Con
este escenario simple se mostró que es posible reinterpretar las observaciones astronómicas, incluso utilizando
soluciones homogéneas, sin recurrir a un contenido de enerǵıa oscura.
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de una esfera de radio ∼ 15 Gpc, resulta (40 Mpc/15 Gpc)3 ∼ 10−8. La coincidencia es en-
tonces en este caso considerablemente mucho menor que aquella involucrada, por ejemplo, en
el problema de la curvatura espacial [133]. En este sentido, es absolutamente relevante llevar
a cabo un estudio minucioso de los modelos de void, como un primer paso en la construcción
de escenarios cosmológicos más complejos.

La solución no homogénea de Lemâıtre [106] presenta la misma simetŕıa que la de LTB,
pero contempla la posibilidad de modelar fluidos con presión no nula. A diferencia de la solu-
ción de LTB, la de Lemâıtre ha sido poco utilizada hasta el momento para construir modelos
no homogéneos que lleven en cuenta los efectos de una distribución no homogénea de materia
con presión. El estudio de las soluciones que describen un fluido con presión es sumamente
importante, ya que la misma puede tener efectos significativos sobre la propagación de los fo-
tones en geometŕıas no homogéneas [134]. En particular, la presión de la radiación proporciona
un grado de libertad extra en el problema, que permitiŕıa aliviar algunas tensiones existentes
entre los modelos no homogéneos con simetŕıa esférica y ciertas observaciones astronómicas
[133]. La investigación de modelos que contemplen estas caracteŕısticas merece entonces ser
llevada a cabo de manera más profunda.

En todos los casos con simetŕıa esférica, los puntos de observación fuera del centro de
simetŕıa han sido muy poco estudiados, en general, por la complejidad matemática que ca-
racteriza a estas geometŕıas [128]. Soluciones con menos simetŕıa, como la de Stephani y
Székeres, permiten modelar regiones no homogéneas más generales. De la clase de soluciones
encontrada por Stephani [135], la más estudiada es la que tiene simetŕıa esférica, con densidad
dependiente de la coordenada radial, y presión dependiente de las coordenadas r y t [136].25

La métrica de Székeres, por su parte, tiene 5 funciones arbitrarias, con polvo como fuente,
y no posee vectores de Killing [108]. Existen 3 tipos de soluciones de Székeres (cuasiesférica,
cuasiplana, y cuasipseudoesférica), de los cuales solamente el primero ha sido aplicado en
cosmoloǵıa y astronomı́a [137]. La solución de Szafron [138], por su parte, generaliza a la de
Székeres con la incorporación de la presión.

1.4. Objetivos de esta tesis

El objetivo general de esta tesis es investigar modelos cosmológicos en el marco de la Teoŕıa
de la Relatividad General, que sean compatibles con las observaciones astronómicas y que
no precisen de la llamada “enerǵıa oscura” como componente de materia dominante en la
dinámica actual del universo. El trabajo que desarrollamos distingue dos etapas principales:

1. el estudio de las propiedades genéricas de soluciones exactas no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein; y

2. la aplicación de dichas soluciones a problemas de interés cosmológico.

En relación a la primera etapa, nos abocaremos a estudiar, en particular, aquellas solucio-
nes que presentan simetŕıa esférica. En orden creciente de complejidad, analizaremos primero
la solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi (LTB), que describe un fluido con distribución de ma-
teria no homogénea y sin presión (es decir, polvo). La segunda solución estudiada presentada

25Un análisis de los modelos cosmológicos basados en la solución de Stephani, que incluye una discusión
interesante sobre la posibilidad de estudiar modelos no homogéneos que satisfagan el Principio Copernicano
en un sentido observacional (esto es, a partir de relaciones observacionales válidas para cualquier punto del
espacio-tiempo) puede encontrarse en [87].
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1.4. Objetivos de esta tesis

será la de Lemâıtre, que contempla la descripción de un fluido no homogéneo y con presión.
Las propiedades genéricas de estas soluciones serán presentadas en el caṕıtulo 2, junto con
una introducción al campo de aplicación de cada una para resolver diferentes problemas de
cosmoloǵıa y astrof́ısica. Como mencionamos en la sección anterior, las soluciones con simetŕıa
esférica representan el primer paso para la construcción de modelos más complejos. En esta
dirección, algunas propiedades de la solución de Székeres también serán investigadas en forma
complementaria al trabajo principal de la tesis.

En relación a la segunda etapa del trabajo, las soluciones antes mencionadas serán apli-
cadas para resolver diferentes problemas cosmológicos, a saber:

1. El estudio de la variación temporal del corrimiento al rojo cosmológico debida a la tasa
variable de expansión del universo.

Esta cantidad, conocida como redshift drift y potencialmente medible con la tecnoloǵıa
actual, nos ofreceŕıa la posibilidad de distinguir modelos cosmológicos [139]. Es im-
portante entonces estudiar las predicciones teóricas para este observable en diferentes
escenarios cosmológicos, con el fin de poder cotejarlas en un futuro próximo con datos
observacionales.

En esta dirección, estudiaremos en el caṕıtulo 3 el redshift drift a partir de dos aproxima-
ciones para fuentes cercanas. La primera está basada en el formalismo covariante 1+ 3,
que posee la ventaja de ser independiente de las coordenadas utilizadas y del punto de
observación. La segunda, por su parte, consiste en estudiar el redshift drift a partir de
consideraciones cosmográficas, esto es, que no involucren la dinámica subyacente en un
dado modelo.

2. El desarrollo de la inflación en presencia de regiones no homogéneas.

Una de las hipótesis más importantes en la que están basados los modelos de inflación
es la de suponer que cualquier irregularidad inicial es homogeneizada debido a la vio-
lenta expansión que caracteriza a la etapa inflacionaria [63]. Si bien existen argumentos
teóricos que justifican esta hipótesis, no hay una prueba definitiva de que la inflación
tenga esta propiedad para cualquier tipo de escenario inicial.

Con esta motivación, nos proponemos estudiar si una región de vaćıo del espacio-tiempo
puede desarrolar una etapa de inflación en ambientes no homogéneos, con el objetivo
de comprobar si alguna distribución primordial no homogénea de materia o radiación
puede inhibir el proceso de inflación. Los fondos no homogéneos serán descriptos por
las soluciones de LTB y de Lemâıtre, para caracterizar, respectivamente, la evolución
en ambientes con polvo y radiación. Este trabajo será presentado en el caṕıtulo 4.

3. Modelos con distribución inicial no homogénea de materia y radiación.

En el marco de los modelos de void, escenarios cosmológicos más complejos han sido
sugeridos para modelar los efectos de la radiación sobre la evolución temprana de la
geometŕıa del universo [133]. Este problema conduce a la necesidad de considerar mode-
los con dos fluidos no comóviles, esto es, materia y radiación. Un análisis cualitativo de
este tipo de modelos fue presentado en [133], y un primer tratamiento de este problema
(sin incluir los momentos multipolares de la distribución de la radiación) fue realizado
en la referencia [140].
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Caṕıtulo 1. Introducción

Siguiendo los trabajos mencionados anteriormente, estudiaremos la evolución de un
modelo de dos fluidos con simetŕıa esférica (en donde la radiación y la materia son
no comóviles), que incluya los efectos de la presión anisótropa de la radiación sobre la
evolución de la geometŕıa. Este trabajo será presentado en el caṕıtulo 5.

Para concluir, discutiremos en el caṕıtulo 6 las prespectivas futuras sobre la investiga-
ción de modelos cosmológicos no homogéneos, aśı como también las ĺıneas de trabajo que se
desprenden como continuación natural del estudio realizado en esta tesis.
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“Por último, cansado de esperar, se lamentó ante Melqúıades del fracaso de su iniciativa, y el
gitano dio entonces una prueba convincente de honradez: le devolvió los doblones a cambio
de la lupa, y le dejó además unos mapas portugueses y varios instrumentos de navegación.
De su puño y letra escribió una apretada śıntesis de los estudios del monje Hermann, que

dejó a su disposición para que pudiera servirse del astrolabio, la brújula y el sextante. José
Arcadio Buend́ıa pasó los largos meses de lluvia encerrado en un cuartito que construyó en
el fondo de la casa para que nadie perturbara sus experimentos. Habiendo abandonado por

completo las obligaciones domésticas, permaneció noches enteras en el patio vigilando el
curso de los astros, y estuvo a punto de contraer una insolación por tratar de establecer un
método exacto para encontrar el mediod́ıa. Cuando se hizo experto en el uso y manejo de

sus instrumentos, tuvo una noción del espacio que le permitió navegar por mares incógnitos,
visitar territorios deshabitados y trabar relación con seres espléndidos, sin necesidad de

abandonar su gabinete. Fue esa la época en que adquirió el hábito de hablar a solas,
paseándose por la casa sin hacer caso de nadie, mientras Úrsula y los niños se part́ıan el

espinazo en la huerta cuidando el plátano y la malanga, la yuca y el ñame, la ahuyama y la
berenjena. De pronto, sin ningún anuncio, su actividad febril se interrumpió y fue sustituida
por una especie de fascinación. Estuvo varios d́ıas como hechizado, repitiéndose a si mismo
en voz baja un sartal de asombrosas conjeturas, sin dar crédito a su propio entendimiento.
Por fin, un martes de diciembre, a la hora del almuerzo, soltó de un golpe toda la carga de

su tormento. Los niños hab́ıan de recordar por el resto de su vida la augusta solemnidad con
que su padre se sentó a la cabecera de la mesa, temblando de fiebre, devastado por la
prolongada vigilia y por el encono de su imaginación, y les reveló su descubrimiento:

-La tierra es redonda como una naranja. (...)”

Cien años de soledad (1967)

Gabriel Garćıa Márquez
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Caṕıtulo 2

Soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein

Presentaremos en este caṕıtulo una breve introducción a las soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein con simetŕıa esférica, aśı como a los modelos cosmológicos construidos
a partir de las mismas.

La primer solución que analizaremos es la de Lemâıtre-Tolman-Bondi (LTB), cuya fuen-
te es un fluido perfecto con presión nula. La expresión anaĺıtica de esta solución puede ser
obtenida en forma exacta, lo que permite imponer restricciones sobre ciertas funciones que
la caracterizan, con el fin de evitar singularidades y comportamientos no deseados en es-
cenarios cosmológicos o astrof́ısicos. Analizaremos, además, las propiedades generales de la
propagación de la luz en esta geometŕıa a partir del estudio de las geodésicas nulas. Por úl-
timo, presentaremos algunas aplicaciones de la solución de LTB a problemas cosmológicos y
astrof́ısicos.

La geometŕıa con simetŕıa esférica descripta por la solución de Lemâıtre admite como fuen-
te un fluido con distribuciones espaciales de densidad y presión no homogéneas. Esta solución,
poco explorada hasta el momento, permite el estudio de modelos con materia ultrarelativista.
Analizaremos aqúı algunas de sus propiedades generales.

A modo de complemento de las soluciones con simetŕıa esférica, presentaremos también
la solución de Székeres (sin simetŕıas definidas) y algunas de sus propiedades más generales.
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Caṕıtulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

2.1. La solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi

La solución no homogénea de las ecuaciones de Einstein con simetŕıa esférica y polvo como
fuente (es decir, un fluido perfecto con presión nula) fue encontrada y estudiada en el año
1933 por A. G. Lemâıtre [106], y más tarde por R. C. Tolman [107] y H. Bondi [98], razón por
la cual es conocida como solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi (en adelante, LTB). La misma
está caracterizada en coordenadas comóviles sincronizadas1 por el elemento de ĺınea

ds2 = c2dt2 − [R′(t, r)]2

1 + 2E(r)
dr2 − [R(t, r)]2(dθ2 + sen2 θdϕ2) , (2.1)

en donde el śımbolo ′ indica derivadas respecto a la coordenada radial r, y E(r) es una función
arbitraria que, como mostraremos más adelante, determina la curvatura de las hipersuperficies
con t = cte. Notemos que, para que la métrica (2.1) mantenga los signos adecuados, es
necesario que E(r) > −1/2 para todo r.2 La densidad ρ(t, r), que caracteriza al fluido perfecto
con presión nula, resulta

κρ(t, r) =
2M ′(r)

R′(t, r)[R(t, r)]2
, (2.2)

con κ = 8πG/c4. En adelante, trabajaremos con la elección de unidades acorde al Sistema
Natural de Unidades, esto es, c = 1, G = 1 y ~ = 1. La función métrica R(t, r) queda
determinada por la siguiente ecuación [16]

[Ṙ(t, r)]2 = 2E(r) +
2M(r)

R(t, r)
+

Λ

3
[R(t, r)]2 , (2.3)

en donde el śımbolo ˙ indica derivadas respecto a la coordenada temporal t, y M(r) es otra
función arbitraria de integración, que representa la masa gravitacional activa que genera el
campo gravitacional. Si bien la solución formal admite una constante cosmológica no nula
[141], en el contexto de esta tesis trabajaremos con Λ = 0, a menos que explicitemos lo
contrario.3

Las ecuaciones (2.3) y (2.2) son obtenidas trabajando algebraicamente con las ecuaciones
de Einstein, e imponiendo la condición de simetŕıa esférica y las restricciones Ṙ 6= 0 y R′ 6= 0.
El caso Ṙ = 0 no tiene interés para el estudio de soluciones cosmológicas no homogéneas, pues
requiere que o bien R′ = 0 (solución de Nariai (1950) [142, 143]) o bien que la densidad sea
constante [16]. Sin embargo, el caso R′ = 0 da lugar a soluciones interesantes que estudiaremos
en detalle en la sección 2.1.1.

La ecuación (2.3) admite una familia de soluciones exactas para R(t, r), cuya evolución

1Las coordenadas comóviles sincronizadas son aquellas coordenadas comóviles en las cuales las componentes
cruzadas espacio-temporales de la métrica resultan nulas. Esta elección de coordenadas es viable siempre que
el campo de velocidades comóviles uα tenga rotación nula. El sistema de referencia es denominado entonces
comóvil sincronizado, y puede probarse que la rotación nula es una condición necesaria y suficiente para
que dichas coordenadas existan en espacio-tiempos con simetŕıa esférica y un fluido perfecto como fuente [16].

2El caso con E(r) = −1/2 está asociado a la existencia de los llamados agujeros de gusano [16].
3Notemos que la ecuación (2.3) con Λ = 0 es formalmente idéntica a la ecuación newtoniana del movimiento

radial en un potencial coulombiano. En esta analoǵıa coulombiana, M(r) juega el papel de la masa gravitacional
activa dentro de una cáscara de radio constante, y E(r) representa la enerǵıa total dentro de esta la misma
[16].
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2.1. La solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi

depende del signo de la función E(r). La expresión anaĺıtica de dichas soluciones resulta4











R(t, r) = −M(r)
2E(r)(1− cos η)

, si E(r) < 0 ;

η − sen η = [−2E(r)]3/2

M(r) (t− tB(r))

(2.4)

R(t, r) =

[

9

2
M(r)(t− tB(r))

2

]1/3

, si E(r) = 0 ; (2.5)











R(t, r) = −M(r)
2E(r)(cosh η − 1)

, si E(r) > 0 .

senh η − η = [2E(r)]3/2

M(r) (t− tB(r))

(2.6)

Las soluciones anteriores dependen de una función de integración adicional, tB(r), que aparece
combinada con la coordenada temporal en la forma (t− tB(r)). Esta función, conocida en la
literatura como función de bang-time, aparece al integrar la ecuación (2.3), esto es,

∫ R

0

dR̃
√

2E + 2M/R̃ + 1
3ΛR̃

2
= t− tB(r) . (2.7)

Podemos interpretar la integral anterior como el valor de la coordenada t para el cual la
expansión diverge, y resulta entonces dependiente de la posición r (notemos la diferencia con
la solución homogénea de FLRW, en la cual la coordenada correspondiente al llamado bang-
time es constante para todo r). En principio no existen a priori restricciones que determinen
el signo de tB(r), por lo que su elección queda supeditada al contexto particular de cada
problema.

Las soluciones paramétricas (2.4) y (2.6) pueden también reescribirse, respectivamente,
como [109]







































t = tB + M
(−2E)(3/2)

[

arccos
(

1 + 2ER
M

)

− 2
√

−ER
M

(

1 + ER
M

)

]

,

0 ≤ η ≤ π (expansión)

t = tB + M
(−2E)(3/2)

[

π + arccos
(

−1− 2ER
M

)

+ 2
√

−ER
M

(

1 + ER
M

)

]

,

π ≤ η ≤ 2π (colapso)

(2.8)

y

t = tB +
M

(2E)(3/2)

[

2

√

ER

M

(

1 +
ER

M

)

− arccosh

(

1 + 2
ER

M

)

]

. (2.9)

(expansión)

La familia de soluciones de LTB depende entonces de tres funciones arbitrarias de integra-
ción, a saber, E(r), M(r) y tB(r). Sin embargo, las ecuaciones (2.4)-(2.6) son invariantes ante

4Estrictamente, la clasificación de soluciones está asociada al signo de la cantidad E/M2/3, dado que las
condiciones de regularidad en el centro de simetŕıa imponen E = 0 siempre que M = 0 [16].
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Caṕıtulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

transformaciones de coordenadas de la forma r̃ = g(r), con lo cual una de las tres funciones
puede ser fijada a partir de esta invarianza, según convenga en el problema con el que este-
mos trabajando. Las soluciones (2.4)-(2.6) presentan, además, la misma estructura algebraica
que las soluciones de las ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre. La solución de FLRW puede ser
recuperada en el ĺımite homogéneo ρ′ = 0, con

tB(r) = cte ,

(|E(r)|3/2/M(r)) = cte ,
(2.10)

y la siguiente elección de coordenadas

M =M0r
3 (⇒ E = E0r

2) , (2.11)

con M0 y E0 constantes.5

Como mencionamos anteriormente, la función E(r) presenta una relación directa con la
curvatura de los subespacios con t = cte. Sobre estas hipersuperficies, la función R depende
sólo de r y puede ser uttilizada entonces como coordenada radial (nuevamente, haciendo uso
de la invariancia ante una transformación de coordenadas del tipo r̃ = g(r)). Considerando las
tétradas ortogonales a los subespacios con t = cte, dadas por e1 = dR/

√
1 + 2E, e2 = Rdθ,

y e3 = R sen θdϕ, las únicas componentes no nulas del tensor de Riemann tridimensional
resultan

R1212 = −dE/dR

R
= R1313, y R2323 = −2E

R2
.

Vemos entonces que todo subespacio con t = cte y E = 0 es plano. Por otra parte, si
E/R2 = cte, la curvatura también es constante y su signo es igual al signo de −E. Por lo
tanto, encontramos que (−E) es justamente una medida de la curvatura de los subespacios
con t = cte. A diferencia de las soluciones de Friedmann-Lemâıtre, la curvatura en este caso es
local. Es decir, depende de r y, en particular, puede resultar positiva en alguna región del es-
pacio y negativa en otra. Esto nos muestra que la distinción que usualmente hacemos entre la
familia de modelos de FLRW (en relación a los valores de la constante de curvatura k) es una
peculiaridad de la solución homogénea, y no una propiedad del universo f́ısico que estamos in-
tentando describir. Las soluciones (2.4)-(2.6) pueden utilizarse simultáneamente para estudiar
distintas regiones del mismo espacio-tiempo, cada una con su curvatura caracteŕıstica.

Por último, teniendo en cuenta el formalismo covariante presentado en el apéndice A y las
definiciones alĺı detalladas, caracterizamos a la velocidad del fluido con el 4-vector uα = δα0.

5Notemos que, si bien este ĺımite depende de las coordenadas elegidas, la condición ρ′ = 0 es la que asegura
la hipótesis de homogeneidad y resulta invariante ante transformaciones de la coordenada r. Para analizar esto,
consideremos M(r) = r̃ (esto es, que para cada intervalo de r en que M ′ no cambie de signo, M puede ser
utilizada como coordenada radial). Luego, reescribimos la ecuación (2.2) como

κρ =
6

d(R3)/dM
⇔ R3 −R3(M0) =

∫ M

M0

6

κρ(M̃)
dM̃.

La condición de homogeneidad espacial es dρ/dM = 0, es decir, d2(R3)/dM2 = 0. Trabajando con estas
restricciones, encontramos que son equivalentes a pedir E

M2/3 = cte y tB = cte, definiendo en forma invariante
el ĺımite homogéneo [16].
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2.1. La solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi

Luego, las cantidades cinemáticas de la solución de LTB resultan

Θ =
Ṙ′R+ 2ṘR′

RR′
, (2.12)

σαβ =
1

3

(

Ṙ′R− 2ṘR′

RR′

)

diag(0, 2,−1,−1) , (2.13)

0 = aα = ωα
β . (2.14)

Asimismo, las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl son, respectivamente,

Eα
β =

1

6

(

R[−R̈′R+ ṘṘ′ − E′] +R′[R̈R− Ṙ2 + 2E]

RR′

)

diag(0, 2,−1,−1) , y (2.15)

Hα
β = 0 . (2.16)

2.1.1. Condiciones de regularidad

Dado que la métrica no homogénea de LTB involucra funciones no triviales de las coordenadas
temporal y radial, es importante estudiar bajo qué condiciones estas funciones describen
soluciones regulares.6

Regularidad en el centro de simetŕıa

En el centro de simetŕıa (identificado con el valor de coordenada radial r = ro) tenemos
que M(ro) = R(t, ro) = 0 para todo tiempo t. La condición de regularidad en estos puntos
puede ser estudiada fácilmente también a partir de las componentes del tensor de Riemann en
tétradas [109]. Del análisis de los escalares (2.23)-(2.25), notamos que la condición para evitar
divergencias en la curvatura de aquellos puntos con M(ro) = R(t, ro) = 0 es simplemente

ĺım
r→ro

M

R3
< 0 . (2.17)

Luego, utilizando la ecuación (2.2), tenemos que

ĺım
r→ro

M

R3
= ĺım

r→ro

M ′

3R2R′
=

1

6
κρ(t, ro) < 0 . (2.18)

Es decir, que la curvatura será finita en el origen siempre que ρ(t, ro) también lo sea. Asimismo,
las condiciones de regularidad que obtenemos para el comportamiento de las funciones en torno
al centro de simetŕıa son [109]

R = β(t)M1/3 +O1/3(M) (en superficies con t = cte) , (2.19)

E = γM2/3 +O2/3(M) , (2.20)

tB = τ0 + τ +O1/3(M) , (2.21)

κρ =
6

β3
+O1/3(M) (en superficies con t = cte) , (2.22)

en donde Od(M) indica alguna función con la propiedad ĺımM→0(Od/M
d) = 0, β(t) es una

función arbitraria no nula, y γ, τ0 y τ son constantes arbitrarias, con τ > 0.

6Un análisis de esta solución a partir de sistemas dinámicos fue realizado en [144].
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Caṕıtulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

Otras condiciones de regularidad

La ecuación (2.2), que define la densidad del fluido en términos de las funciones de la métrica,
diverge cuando R = 0 6= M ′ o R′ = 0 6= M ′. El primer caso corresponde a una singularidad
análoga al punto de big-bang para la solución de LTB (esto es, que el factor de escala de la
parte angular de la métrica resulta nulo), y tendrá lugar siempre que trabajemos con Λ = 0.
La segunda condición está asociada a lo que usualmente denominamos como shell crossing:
escenarios en los que la densidad de masa crece hasta alcanzar un ĺımite infinito (en donde
eventualmente cambia su signo y pasa a tener un valor negativo, si R′ también cambia de
signo). En estos puntos, la distancia radial geodésica (

√

|grr|dr) entre dos puntos (t0, r0, θ0, ϕ0)
y (t0, r0+dr, θ0, ϕ0) tiende a cero y, en consecuencia, hipersuperficies con r = cte con distintos
valores de la coordenada radial coinciden [16].

Para profundizar el análisis de las regiones con shell crossing, estudiaremos las compo-
nentes escalares del tensor de Riemann expresadas en las coordenadas tétradas de la métrica
(e0 = dt, e1 = (R′/(

√
1 + 2E)dr, e2 = Rdθ y e3 = R sen θdϕ), dadas por [16, 109]

R0101 =
2M

R3
− M ′

R2R′
, (2.23)

R0202 = R0303 =
1

2
R2323 = −M

R3
− M ′

R2R′
, (2.24)

R1212 = R1313 =
M

R3
− M ′

R2R′
. (2.25)

Las regiones con puntos singulares en la curvatura pueden ser evitadas con una elección
apropiada de las funciones arbitrarias E(r), M(r) y tB(r). Para esto, podemos adoptar dos
criterios:

1. fijar las funciones de forma tal que resulte R′ 6= 0 en todas las regiones en donde nos
interesa aplicar la solución de LTB; o

2. elegir las funciones arbitrarias de forma tal que R′ = 0 sólo en aquellos puntos r = rs
en donde M ′(rs) = 0 y el ĺımr→rs |M ′/R′| <∞.

En el primer caso, la condición R′ 6= 0 impone ciertas restricciones sobre las funciones E(r),
M(r) y tB(r) [122]. Para cada una de las soluciones (2.4)-(2.6), las condiciones necesarias y
suficientes que deben cumplir las funciones del modelo para evitar regiones con shell crossing
si R′ > 0 son las siguientes [16]











M ′ > 0
(tB)

′ < 0 , si E<0 ;

2π
(

3
2
E,r

E − M ′

M

)

− (−2E)3/2

M tB.r < 0
(2.26)







M ′ > 0
, si E=0 ; y

tB,r < 0
(2.27)







M ′ > 0
(tB)

′ < 0 , si E>0 .
E′ > 0

(2.28)
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2.1. La solución de Lemâıtre-Tolman-Bondi

Las regiones en las que R′ < 0 imponen restricciones análogas, pero con las desigualdades
invertidas.

Para estudiar el segundo caso, en el que R′ = 0 sólo en puntos r = rs en dondeM ′ = 0 y el
ĺımr→rs M

′/R′ < ∞, suponemos que t > tB [122]. La condición necesaria para que densidad
de masa permanezca finita en r = rs es

M ′(rs) = 0 . (2.29)

Por otra parte, dado que la función M no tiene dependencia con la coordenada temporal, la
densidad de masa podrá ser finita siempre que R′ = 0 tampoco dependa de t. Además, debe
satisfacerse el siguiente ĺımite

ĺım
r→rs

M ′/R′ <∞ . (2.30)

Este ĺımite resulta simple de trabajar si elegimos r̃ =M(r) como coordenada radial (haciendo
uso de la invariancia ante transformaciones de coordenadas radiales que posee la métrica). De
esta forma, la divergencia del tipo (M ′/R2R′) puede ser evitada si [16]

ĺım
r→rs

M ′(r)

R2(t, r)R′(t, r)
= ĺım

M(r)→M(rs)

1

R2(t,M)dR(t,M)/dM
= ĺım

M(r)→M(rs)

1

d[R3(t,M)]/dM
<∞

⇒ ĺım
M(r)→M(rs)

d[R3(t,M)]/dM > 0 . (2.31)

Para el caso con E = 0, la condición (2.31) puede escribirse como

R′ =
1

3
R−2/3

[

M ′(t− tB)
2 − 2MtB,r

]

, (2.32)

Es decir, que basta con imponer tB,r(rs) = 0. Para los casos E < 0 y E > 0, la derivada de
la solución en forma paramétrica resulta

R′ =

(

M ′

M
− E′

E

)

R+

[(

3

2

E′

E
− M ′

M

)

(t− tB)− tB,r

]

Ṙ . (2.33)

Luego, teniendo en cuenta que Ṙ yR son funciones de r y t no idénticas, la condición R′(rs) = 0
es satisfecha siempre que cada uno de los términos de la derecha sean nulos, esto es, que
E′(rs) = 0 y tB,r(rs) = 0.

Estas son las condiciones necesarias para evitar shell-crossing en las soluciones de LTB
para aquellos puntos en los que R′ = 0. Las restricciones sobre E(r), M(r) y tB(r) para
encontrar condiciones suficientes que eviten el comportamiento de shell crossing son menos
generales y deben ser estudiadas para cada caso particular a partir de la condición general
dada por la ecuación (2.31) [16].7

7Notemos que si en el caso con R′ = 0 las condiciones necesarias para evitar shell crossing son satisfechas y,
además, 1+ 2E(rs) 6= 0, la componente grr de la métrica resulta nula. Sin embargo, supusimos que el cociente
M ′/R′ es finito en r = rs, es decir, que la curvatura no es singular en este punto. Esto implica que r = rs es
un punto singular en el sistema de coordenadas utilizado y, en consecuencia, puede ser removido haciendo una
transformación de coordenadas adecuada (que dará lugar a Rr(rs) 6= 0) [16].
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Caṕıtulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

2.1.2. Propagación de la luz en la geometŕıa de LTB

Con el fin de comparar los modelos cosmológicos con diferentes observaciones astronómicas, es
imprescindible el estudio de las ecuaciones diferenciales que determinan las geodésicas nulas en
la métrica de LTB, aśı como también el análisis del corrimiento al rojo en la frecuencia de los
fotones (en adelante, redshift) que sufre la luz proveniente de una dada fuente. Abordaremos
en esta sección el estudio de la propagación de la luz para el caso de geodésicas radiales. El
caso más general, en el que las geodésicas inciden fuera del centro de simetŕıa, está presentado
en el apéndice B. Este último caso resulta de interés para estudiar cantidades observables que
pueden ser no nulas si el modelo se aparta de la simetŕıa esférica.

Teniendo en cuenta la libertad que ofrece la solución de LTB para fijar alguna de sus
funciones arbitrarias, trabajaremos considerando t > tB(r).

8 Partiendo de la métrica (2.1),
la geodésica nula que describe la trayectoria de un rayo de luz emitido por una fuente con
coordenadas (t, r, θ, φ), y que viaja en forma radial hasta el centro de simetŕıa del sistema,
satisface la ecuación

dt

dr
= − R′(t, r)

√

1 + 2E(r)
. (2.34)

Para el cálculo del redshift, consideremos ahora dos fotones de luz provenientes de la misma
fuente medidos en los instantes t1 = T (r) y t2 = T (r) + τ(r), respectivamente, en donde τ(r)
es un intervalo de tiempo pequeño (τ(r)/T (r) ≪ 1). Notemos que la dirección de incidencia
de ambos fotones coincide por estar trabajando con geodésicas radiales. La expresión (2.34)
resulta, para cada fotón,

dT

dr
= − R′(T (r), r)

√

1 + 2E(r)
, y (2.35)

d(T + τ)

dr
= −R

′(T (r) + τ(r), r)
√

1 + 2E(r)
. (2.36)

Trabajando sólo a primer orden en τ , podemos reescribir

R′(T (r) + τ(r), r) ≃ R′(T (r), r) + τ(r)R′′(T (r), r) . (2.37)

Usando esta aproximación y la ecuación (2.35), la expresión (2.36) resulta [16]

dτ

dr
= −τ(r) Ṙ

′(T (r), r)
√

1 + 2E(r)
. (2.38)

Por otra parte, si τ(r) es el peŕıodo de la onda emitido por una fuente con coordenada
radial r, y τ(ro) es el peŕıodo medido en el centro de simetŕıa, definimos el redshift z(r) de la
fuente como

z(r) ≡ τ(ro)

τ(r)
− 1 . (2.39)

Derivando esta expresión respecto de la coordenada r, y teniendo en cuenta la ecuación (2.38),
resulta [16]

1

1 + z(r)

dz

dr
=

Ṙ′(T (r), r)
√

1 + 2E(r)
, (2.40)

8Podemos elegir siempre una traslación adecuada en las hipersuperficies t = cte de forma tal que esta
condición sea satisfecha. En este contexto, tomar valores crecientes de t implica ir desde el pasado hacia el
futuro [109].
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o bien
d ln(z)

dr
=

∫ ro

r

Ṙ′(T (r), r)
√

1 + 2E(r)
dr . (2.41)

Esta fórmula expresa el redshift de la fuente parametrizado con la coordenada radial r. La
integración sobre la trayectoria geodésica de los fotones será, en general, calculada en forma
numérica debido a la complejidad de las funciones R(t, r) que caracterizan a cada familia de
soluciones de LTB.

Notemos que la ecuación (2.40) puede ser utilizada para parametrizar la geodésica nula
a través de z, en lugar de utilizar la coordenada radial. Dicha opción puede ser considerada
siempre que z(r) resulte, para el modelo con el que trabajemos, una función biyectiva, al
menos en el mı́nimo volumen esférico centrado en el observador que encierre a la fuente.
Trabajando entonces con este cambio de variables en la ecuación (2.34), obtenemos [109]

dt

dz
= − R′(t(r), r)

(1 + z)Ṙ′(t(r), r)
. (2.42)

De esta forma, las geodésicas nulas serán la solución del sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas (2.40) y (2.42), cuya integración debe ser realizada desde z1 = zfuente hasta z2 =
zo = 0.

2.1.3. Aplicaciones de la solución de LTB

Las soluciones de LTB han sido estudiadas para abordar diferentes problemas de cosmoloǵıa
y astrof́ısica [16, 109]. En relación a los escenarios cosmológicos, la posibilidad de construir
modelos no homogéneos, basados en esta solución y que puedan describir la curva de lumi-
nosidad de las SN tipo Ia sin la necesidad de incorporar enerǵıa oscura, ha sido explorada
con creciente interés [101, 126]. En esta dirección, podemos destacar a los llamados modelos
de void, caracterizados por una distribución no homogénea con una subdensidad en el centro
de simetŕıa de escalas de Gpcs en etapas tard́ıas de la evolución del universo. Estos modelos
serán estudiados en detalle en el caṕıtulo 5 de esta tesis.

Por otra parte, soluciones con perfiles más generales pueden ser utilizadas para estudiar
diversos escenarios con simetŕıa esférica. Este es el caso del trabajo que presentaremos en
el caṕıtulo 4 de esta tesis, en donde perfiles de materia más complejos son utilizados para
modelar condiciones iniciales no homogéneas en las que podŕıa haber tenido lugar la etapa de
inflación.

En un contexto astrof́ısico, la solución de LTB ha sido utilizada también para estudiar la
representación de agujeros negros dinámicos, con un comportamiento asintótico tipo FLRW
[145, 146, 147], y modelos de colapso gravitacional para el caso de fluidos de polvo, no homo-
géneos, con simetŕıa esférica y sin rotación [148, 149].

2.2. La solución de Lemâıtre

A diferencia de las soluciones presentadas anteriormente, la geometŕıa de Lemâıtre [106] ha
sido hasta el momento poco estudiada en la literatura. Sin embargo, representa la descrip-
ción más completa de soluciones con simetŕıa esférica y un fluido perfecto como fuente, con
distribuciones de densidad y presión no homogéneas.
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El elemento de ĺınea que describe la métrica en coordenadas comóviles viene dado por

ds2 = eA(t,r)dt2 − eB(t,r)dr2 −R2(t, r)dΩ2. (2.43)

Las ecuaciones de Einstein resultan

R2(t, r)R′(t, r)ρ(t, r) = 2M ′(t, r) , (2.44)

R2(t, r)Ṙ(t, r)p(t, r) = −2Ṁ(t, r) , (2.45)

en donde los śımbolos ˙ y ′ indican, como antes, derivadas respecto de las coordenadas t y
r, respectivamente. Las funciones ρ(t, r) y p(t, r) representan, respectivamente, la densidad y
la presión del fluido. La función de integración M(t, r) queda definida por la ecuación

2M(t, r) = R(t, r) + e−A(t,r)Ṙ2(t, r)R(t, r)− e−B(t,r)R′2(t, r)R(t, r)− ΛR3(t, r)

3
. (2.46)

A partir de la conservación de Tµν , tenemos

A′(t, r) = − 2p′(t, r)

ρ(t, r) + p(t, r)
, (2.47)

eB(t,r) =
R′2(t, r)

1 + 2E(r)
exp

(

∫ t

t0

2Ṙ(t̃, r)

[ǫ(t̃, r) + p(t̃, r)]R′(t̃, r)
p′(t̃, r)dt̃

)

, (2.48)

siendo E(r) una función arbitraria asociada a la curvatura local [150]. Notemos que las ex-
presiones anteriores pueden ser reducidas al caso de LTB cuando p(t, r) = p′(t, r) = 0, esto
es, cuando eA(t,r) = 1 y eB(t,r) = R′2(t, r)/[1 + 2E(r)]. La métrica de FLRW es recuperada en
el ĺımite R(t, r) → a(t)r, M(t, r) →M0r

3 y E(r) → E0r
2.

Una caracteŕıstica particular de esta geometŕıa es que las regiones no homogéneas no
quedan confinadas a la coordenada radial inicial, como en el caso de la solución de LTB. Para
ver esto, consideremos la ecuación de evolución (2.46), que podemos reescribir de la forma
siguiente

e−AṘ2 =
2M

R
+

1

3
ΛR2 + (1 + 2E)exp

(

−2

∫

dt
p′

(ρ+ p)

Ṙ

R′

)

− 1 . (2.49)

Si en una dada región el gradiente de presión es grande, la tasa de expansión, e−AṘ2, dismi-
nuye. Luego, las superficies caracterizadas por r = cte con valores mayores de r se expanderán
relativamente más rápido y el gradiente de presión disminuirá, dando lugar a un cambio de
signo en p′, y a un subsecuente incremento en la tasa expansión. Este comportamiento da ori-
gen a oscilaciones en los perfiles de p′ y Ṙ, como mostramos en la figura 2.1. Si las oscilaciones
crecen lo suficiente, Ṙ puede cambiar de signo y dar lugar a un escenario de colapso [151]. Esta
caracteŕıstica de la evolución de la geometŕıa es consecuencia directa del gradiente de pre-
sión no nulo que caracteriza a las soluciones de Lemâıtre (notemos que el caso particular con

p′ = 0, las funciones métricas quedan reducidas a la forma A(t, r) = 0 y B(t, r) = R′(t,r)
(1+2E(r)) ,

es decir, que recuperamos la solución de LTB).

2.3. La solución de Székeres

La solución de Székeres (1975) [110] ha sido estudiada en el marco de modelos cosmológi-
cos no homogéneos para describir la formación y evolución de cúmulos de galaxias y voids,

34



2.3. La solución de Székeres
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Figura 2.1: Evolución caracteŕıstica de la geometŕıa de Lemâıtre para los perfiles de densidad,
gradiente de presión y derivada temporal de la función R, respectivamente. El gradiente de
presión no nulo en la ecuación de evolución para R da origen a oscilaciones que pueden llevar
a un escenario de colapso. Todas las curvas son de autoŕıa propia, y fueron computadas
mediante el algoritmo numérico detallado en el caṕıtulo 4.

aśı como también para estudiar los efectos producidos por una geometŕıa no homogénea so-
bre la propagación de los fotones provenientes del CMB en su pasaje a través de grandes
estructuras. Presentaremos a continuación una breve introducción a esta solución y sus pro-
piedades generales. Una descripción más completa puede ser encontrada en las referencias
[16, 109, 137, 152].

La métrica de Székeres es descripta por el siguiente elemento de ĺınea [109]

ds2 = dt2 − e2αdr2 − e2β
(

dx2 + dy2
)

, (2.50)

en donde α = α(t, x, y, r) y β = β(t, x, y, r) son funciones a determinar a partir de las
ecuaciones de Einstein con una fuente de fluido sin presión (esto es, polvo). Dado que las
coordenadas (t, x, y, r) son comóviles, la velocidad resulta uµ = δµ0.

Existen dos familias de soluciones de Székeres, según sea β′ = 0 o β′ 6= 0. El primer
caso corresponde a una familia de soluciones que son una generalización simultánea de las
soluciones de Friedmann-Lemâıtre y Kantowski-Sachs (1966) [4], y no posee una aplicación
directa en problemas cosmológicos ni astrof́ısicos. Nos limitaremos entonces a presentar la
familia de soluciones con β′ 6= 0.

A partir de las ecuaciones de Einstein para la métrica (2.50), tenemos [109]

eβ = Φ(t, r)eν(r,x,y) ,

eα = h(r)Φ(t, r)β′ ≡ h(r)
(

Φ′ +Φν ′
)

, (2.51)

e−ν = A(r)(x2 + y2) + 2B1(r)x+ 2B2(r)y + C(r) ,

en donde la función Φ(t, r) es la solución de la ecuación

Φ̇2 = −k(r) = 2M(r)

Φ
+

1

3
ΛΦ2 , (2.52)

con h(r), k(r),M(r), A(r), B1(r), B2(r) y C(r) funciones arbitrarias que obedecen la relación

g(r) ≡ 4(AC −B 2
1 −B 2

2 ) = 1/h2(r) + k(r) , (2.53)

en donde el término 1/h2(r) puede ser nulo sólo en puntos aislados (singularidades de coor-
denadas o cuellos). La solución de Székeres no presenta en general simetŕıas, pero para el
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caso en el que A, B1, B2 y C son constantes (esto es, si ν ′ = 0) adquiere simetŕıa de grupo
3-dimensional con órbitas 2-dimensionales. La densidad de masa en unidades de enerǵıa es

κρ =
(2Me3ν)′

e2β(eβ)′
, (κ = 8πG/c4) . (2.54)

La llamada función de bang-time, tB(r), es obtenida a partir de la siguiente integral

∫ Φ

0

dΦ̃
√

−k + 2M/Φ̃ + 1
3ΛΦ̃

2
= t− tB(r) . (2.55)

El signo de la función g(r) determina la geometŕıa de las 2-superficies con t = cte y
r = cte. La geometŕıa de estas superficies es esférica, plana o hiperbólica (pseudo-esférica)
cuando g > 0, g = 0 o g < 0, respectivamente. Siendo A, B1, B2 y C funciones de r, las
superficies con r = cte y con t = cte pueden tener direfentes geometŕıas; por ejemplo, pueden
ser esferas en una parte del espacio y superficies con curvatura negativa constante en cualquier
otro lugar, siendo la curvatura nula en el borde que separa ambas regiones.

El signo de la función k(r) determina el tipo de evolución: con k > 0 = Λ, el modelo se
expande desde una singularidad inicial, para colapsar luego en otra singularidad final; con
k < 0 = Λ, el modelo presenta o bien expansión eterna, o bien colapso eterno, dependiendo de
las condiciones iniciales dadas; el valor k = 0 es un caso intermedio que corresponde al modelo
de Friedmann-Lemâıtre plano (k = 0 puede también tener lugar en 3-superficies como ĺımite
entre una región con k < 0 y otra con k > 0). Por su parte, el signo de k(r) influencia el signo
de g(r), a través de la ecuación (2.53). Dado que el término 1/h2 es no negativo, tenemos que:
con g > 0 (geometŕıa esférica), todas las evoluciones son permitidas; con g = 0 (geometŕıa
plana), k debe ser no positivo (sólo evoluciones parabólica o hiperbólica son permitidas);
y con g < 0, (geometŕıa hiperbólica), k debe ser estrictamente negativo (sólo la evolución
hiperbólica está permitida).

El ĺımite de Friedmann-Lemâıtre se recupera cuando Φ(t, r) = rR(t), k = k0r
2 con k0 =

cte, y B1 = B2 = 0, C = 4A = 1. Esta definición del ĺımite de Friedmann-Lemâıtre incluye
la definición del ĺımite de coordenada radial (al igual que la métrica de LTB, la solución de
Székeres es covariante ante transformaciones de la forma r = f(r′), con f(r′) una función
arbitraria).

A partir del signo de la función g(r) los modelos de Székeres son subdivididos en tres
tipos: cuasiesféricos (g > 0), cuasiplanos (g = 0) y cuasihiperbólicos (g < 0). De estos, sólo
el primero ha sido estudiado y aplicado a problemas cosmológicos.9 El modelo cuasiesférico
puede ser imaginado como una generalización de los modelos de LTB, en los cuales las esferas
de masa constante son no concéntricas. Las funciones A, B1 y B2 determinan cómo cambia de
posición el centro una esfera en hiperespacios con t = cte cuando el radio de la esfera crece o
decrece. Más allá de esto, resulta una geometŕıa simple porque todas las funciones arbitrarias
dependen sólo de la coordenada r. Por su parte, los espacio-tiempos cuasiesféricos pueden ser
pegados con la solución de Schwarschild a través de hipersuperficies con t = cte [154].

Para el caso con Λ = 0, las soluciones de la ecuación (2.52) involucran funciones eĺıp-
ticas [155]. Cualquier solución de (2.52), por otra parte, contiene una función arbitraria de
integración adicional, tB(r), que al igual que en la solución de LTB aparece en las soluciones
como (t− tB(r)). El instante t = tB(r) define el momento inicial de evolución: cuando Λ = 0,

9Una interpretación de los modelos cuasiplanos y cuasihiperbólicos está presentada en las citas [137, 153].
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este instante es una singularidad en las ecuaciones y corresponde necesariamente a Φ = 0 (es
el instante del big-bang en el ĺımite de Friedmann-Lemâıtre). Cuando tB(r) 6= 0 (esto es, en
general) la singularidad inicial es dependiente de la posición, como en las soluciones de LTB.

Otra singularidad también puede ocurrir cuando (eβ)′ = 0, correspondiente a una re-
gión con shell crossing. Sin embargo, es cualitativamente diferente de aquella presente en
las soluciones de LTB, dado que no necesariamente toda la superficie espacial colapsa. De las
ecuaciones (2,51), vemos que la condición (eβ)′ = 0 puede definir un subconjunto de superficies
{x, y} para cada r. Luego, la región de shell crossing para cada hipersuperficie 2-dimensional
con t = cte y r = cte puede ser un ćırculo o, excepcionalmente, un punto.

La ecuación (2.52), por otra parte, es formalmente idéntica a la ecuación de Friedmann-
Lemâıtre, pero con las funciones k y M dependientes de la coordenada r, con lo cual cada
hipersuperficie con r = cte evoluciona independiente de las otras. Las soluciones para Φ
son las mismas que aquellas dadas por las ecuaciones (2.4)-(2.6), y no son afectadas por la
dependencia con las coordenadas {x, y} que caracterizan a las soluciones de Székeres.

Una manera más práctica de parametrizar las funciones arbitrarias en la métrica de Szé-
keres es escribiendo el elemento de ĺınea como [156].

ds2 = dt2 − (Φ′ − ΦE ′/E)2
ǫ− k(r)

dr2 − Φ2

E2
(dx2 + dy2) , (2.56)

en donde

E ≡ S

2

[

(

x− P

S

)2

+

(

y −Q

S

)2

+ ǫ

]

, (2.57)

con g 6= 0, ǫ ≡ g/|g| y e−ν =
√

|g|E , y las funciones arbitrarias dadas por (A 6= 0)10

A =

√

|g|
2S

, B1 = −
√

|g|P
2S

, B2 = −
√

|g|Q
2S

, (2.58)

C =

√

|g|
2

[

(P 2 +Q2)

S
+ ǫS

]

, h2 = 1/[|g|(ǫ − k)] . (2.59)

El modelo cuasiesférico corresponde a la elección ǫ = +1, mientras que el caso g = 0 describe
el modelo cuasiplano. La densidad de materia en estas variables es

κρ =
2(M ′ − 3ME ′/E)
Φ2(Φ′ − ΦE ′/E) . (2.60)

Definidos por las ecuaciones (2.51) y (2.52), los modelos de Székeres contienen 8 funciones
de la coordenada r, de las cuales sólo 7 son arbitrarias debido a la restricción dada por la
ecuación (2.53). Sin embargo, el número de funciones correspondiente a los grados de libertad
f́ısicos se reduce a 5 si tenemos en cuenta la elección de la coordenada radial (como, por
ejemplo, r̃ =M(r)), y que la parametrización (2.56 transforma la función g(r) en el parámetro
constante ǫ.

Cabe mencionar que las definiciones anteriores son no covariantes. Existen, sin embargo,
definiciones basadas en propiedades invariantes, pero resultan más complejas para trabajar y
las omitiremos en esta introducción a las soluciones de Székeres [16].

10La elección A 6= 0 no pierde generalidad, dado que aún siendo A = 0 inicialmente, un cambio de coordenadas
(x, y) puede dar lugar a A 6= 0 [16].
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Apéndice 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

Los modelos de Székeres tienen como fuente un fluido perfecto sin rotación. La aceleración
es nula, uα;βu

β = 0, y el tensor de shear y el escalar de expansión resultan, respectivamente,

σαβ =
1

3

(

Φ̇′ − Φ̇Φ′/Φ

Φ′ − ΦE ′/E

)

diag(0, 2,−1,−1) , (2.61)

Θ =
Φ̇′ + 2Φ̇Φ′/Φ− 3Φ̇E ′/E

Φ′ −ΦE ′/E . (2.62)

Notemos que en el ĺımite de Friedmann-Lemâıtre, R→ ra(t), se recuperan Θ → 3H y σαβ → 0.

La ecuación de movimiento Tαβ
;β = 0 se reduce a la ecuación de continuidad dada por

ρ̇+ ρΘ = 0 . (2.63)

El tensor de Weyl, por otro lado, puede ser descompuesto en sus partes eléctrica y magnética,
definidas de la siguiente forma

Eα
β = Cα

γβδu
γuδ =

M(3Φ′ − ΦM ′/M)

3Φ3(Φ′ − ΦE ′/E) diag(0, 2,−1,−1) , (2.64)

Hαβ =
1

2

√−gǫαγµνCµν
βδu

γuδ = 0 , (2.65)

y los escalares de Ricci 4-dimensional y 3-dimensional resultan

4R = −4Λ− 8πGρ , (2.66)

3R = 2
k

Φ2

(

Φk′/k − 2ΦE ′/E
Φ′ − ΦE ′/E + 1

)

. (2.67)

Una introducción a soluciones no homogéneas más generales puede encontrarse en las refe-
rencias [109] y [16] (caṕıtulo 18).
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“Lo que él véıa no era sólo el mensaje que el cielo le enviaba, sino el resultado de una
amistad entre el cielo, la tierra y la posición (y la hora, y la estación, y el ángulo) desde la
cual él miraba. A buen seguro, si el nav́ıo hubiera echado anclas a lo largo de otra diagonal
de la rosa de los vientos, el espectáculo habŕıa sido diferente, el sol, la aurora, el mar y la

tierra habŕıan sido otro sol, otra aurora, un mar y una tierra gemelos pero disformes.
Aquella infinidad de los mundos de la que le hablaba Saint-Savin no hab́ıa que buscarla

solamente allende las constelaciones, sino en el centro mismo de aquella burbuja del espacio
de la cual él, puro ojo, era ahora origen de infinitas paralajes. (...)”

La isla del d́ıa de antes (1994)

Umberto Eco
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Caṕıtulo 3

Cosmoloǵıa a tiempo real: la
variación temporal del redshift
cosmológico

El avance de las técnicas observacionales en los últimos años ha dado lugar a la posibilidad
de medir con alta precisión variaciones temporales de diferentes cantidades astrof́ısicas, en
el contexto de la llamada cosmoloǵıa a tiempo real o de alta precisión. Estas perspectivas
impulsaron el estudio de observables cosmológicos que puedan servir para distinguir modelos
de forma simple, y someter a prueba las hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa.

Entre estos observables, especial atención merece el llamado redshift drift, definido como la
variación temporal del redshift cosmológico debida a la tasa variable de expansión del universo.
El redshift drift ofrece una medida directa de la aceleración en la expansión cósmica, y está
fuertemente relacionado con el mecanismo f́ısico que domina la dinámica del universo. Su
potencial para distinguir cosmoloǵıas radica en que las predicciones teóricas de esta cantidad
para distintos modelos muestran marcadas diferencias, tanto cualitativas como cuantitativas.
En particular, para el caso del modelo ΛCDM la predicción teórica del redshift drift indica
valores positivos para fuentes cercanas, mientras que para el caso de modelos no homogéneos
su signo puede depender del perfil radial de densidad, aśı como también de la simetŕıa del
problema y de la dirección de llegada de los fotones.

En este contexto, presentaremos en este caṕıtulo un estudio del redshift drift de fuen-
tes cercanas, a partir de dos tratamientos independientes. En primer lugar, abordaremos el
trabajo a partir de una formulación covariante general, basada en el formalismo 1 + 3. Este
enfoque es esencialmente simple y ofrece información relevante sobre el valor esperable del
redshift drift para fuentes cercanas, con la ventaja de prescindir de la integración de geodésicas
nulas. La aplicación de esta formulación covariante es amplia y, en el contexto de esta tesis,
mostraremos algunos resultados interesantes para el caso de modelos cosmológicos basados
en soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein en Relatividad General.

Por otra parte, también motivados en poder distinguir modelos cosmológicos, presentare-
mos un tratamiento cosmográfico para estudiar el redshift drift de fuentes cercanas a partir de
parámetros cosmológicos cinemáticos. Este enfoque presenta la ventaja de ser independiente
de la dinámica supuesta en un dado modelo. Como ejemplo de aplicación del tratamiento
cosmográfico, presentaremos en el apéndice E un trabajo complementario que desarrollamos
en el marco de modelos cosmológicos basados en teoŕıas de gravedad modificada f(R).
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Caṕıtulo 3. Cosmoloǵıa a tiempo real: la variación temporal del redshift cosmológico

3.1. Cosmoloǵıa a tiempo real

El avance de las técnicas observacionales astrométricas y espectroscópicas en los últimos
años ha dado lugar a la posibilidad de medir con alta precisión variaciones temporales de
cantidades astrof́ısicas observables dentro de un intervalo de tiempo relativamente pequeño.
Estas perspectivas impulsaron el estudio de diferentes observables cosmológicos en el marco
de lo que se conoce como cosmoloǵıa a tiempo real o de alta precisión [139].

Las observaciones a tiempo real pueden estar asociadas a variaciones temporales en las
posiciones y/o velocidades de diferentes fuentes astronómicas. Dichas variaciones pueden clasi-
ficarse en dos grupos: (i) las que son consecuencia de la evolución cosmológica, y (ii) aquellas
originadas por movimientos peculiares de las fuentes, tanto en la dirección radial como la
dirección transversal respecto a la ĺınea de la visual del observador.

Dentro del primer grupo podemos mencionar, en primer lugar, la variación temporal del
redshift de fuentes lejanas debida a la tasa de expansión variable del universo, conocida como
redshift drift [157, 158]. Esta cantidad puede ser utilizada como trazador de la expansión
cosmológica en la dirección radial. Este observable representa una medida directa de la varia-
ción del parámetro de Hubble, H(z), con respecto a su valor actual, y podŕıa proporcionar
información sobre los mecanismos f́ısicos que dan lugar a la aceleración de la expansión del
universo [88].

La variación temporal de la separación angular de dos fuentes distantes (por ejemplo,
quásares) se conoce como paralaje cósmica [159]. Es, en otras palabras, la cantidad análoga
al redshift drift pero en la dirección transversal a la ĺınea de la visual. En modelos homogéneos
e isótropos, la separación angular entre dos fuentes es constante (excepto por los efectos
debidos a movimientos peculiares de la fuente) y la paralaje cósmica resulta nula, mientras
que en modelos con geometŕıas más complejas su valor es distinto de cero. Esta cantidad
representa entonces un test de anisotroṕıa, ya sea por propiedades intŕınsecas del modelo
(como por ejemplo, el caso de la métrica de Bianchi (ver apéndice C)), o debida a la posición
del observador fuera del centro de simetŕıa en modelos con simetŕıa esférica (como el caso de
modelos de void basados en la solución de LTB1) [88, 160, 161].

Entre las variaciones originadas por movimientos propios de las fuentes, podemos men-
cionar la llamada aceleración peculiar [162]. Esta cantidad está asociada a la medición del
redshift drift de fuentes cercanas (z . 0,005), para las cuales se espera que la señal debida a
la expansión cósmica sea despreciable. Es decir, es un trazador de la variación de velocidades
peculiares de objetos en cúmulos y galaxias, causada por los potenciales gravitacionales de
las estructuras que los contienen. La medición de la aceleración peculiar de objetos cercanos
permitiŕıa entonces distinguir entre diferentes modelos de gravedad (por ejemplo, Relatividad
General vs. teoŕıas f(R), gravedad newtoniana vs.MOND [163]). En forma análoga, si la señal
de la paralaje cósmica es dominada por movimientos peculiares en la dirección transversal a
la ĺınea de la visual, la variación temporal de la separación angular entre dos fuentes se asocia
a lo que se conoce como aceleración propia [139].

Entre los observables cosmológicos mencionados anteriormente, nos abocaremos en lo que
resta de este caṕıtulo a estudiar el redshift drift, como herramienta para distinguir diferentes
modelos cosmológicos.

1En este caso la paralaje cósmica es también un test para el Principio Copernicano [139].
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3.1. Cosmoloǵıa a tiempo real

3.1.1. Redshift drift como test para distinguir modelos cosmológicos

La variación del redshift cosmológico de las galaxias, conocida en la literatura como redshift
drift o efecto Sandage [157, 158, 164], es un observable que puede ser utilizado para estudiar
la aceleración de la expansión del universo. Si bien fue durante años considerado apenas como
un test “ideal” debido a limitaciones observacionales, en el contexto de la cosmoloǵıa de alta
precisión se espera poder obtener mediciones confiables de este efecto dentro de los próximos 20
años [139, 165]. Ante esta perspectiva positiva, resulta de gran interés estudiar las predicciones
teóricas del redshift drift de galaxias en modelos cosmológicos no homogéneos, con el fin de
hacer futuras comparaciones y poder poner restricciones sobre distintos modelos cosmológicos.
La medida de la tasa de expansión cósmica a diferentes redshifts es, por otra parte, de extrema
importancia para investigar el mecanismo f́ısico que daŕıa origen a la expansión acelerada del
universo [160, 166].

Los proyectos observacionales inminentes dieron lugar a profundizar el estudio de las
predicciones teóricas para el redshift drift en diferentes escenarios cosmológicos (e.g., modelos
de enerǵıa oscura [167, 168, 169, 170, 171, 172], modelos basados en soluciones no homogéneas
[88, 173, 174, 175, 176, 177, 178], y modelos estudiados dentro del tratamiento de promedios o
backreaction [179], entre otros). Los resultados de estos trabajos muestran que, dependiendo de
la geometŕıa y las caracteŕısticas intŕınsecas de cada modelo, se espera que la curva del redshift
drift en función de z exhiba trazos distinguibles que puedan utilizarse para discriminar modelos
cosmológicos [88], aśı como también como un test de validez del Principio Cosmológico [166].
Un breve resumen de las predicciones teóricas para el redshift drift en diferentes modelos está
presentada en el apéndice D.

En particular, cabe hacer especial mención a un resultado interesante presentado en [180]
acerca del redshift drift calculado para el caso de modelos de void basados en la solución
de LTB. Los resultados de dicho trabajo muestran que la estimación del redshift drift para
fuentes cercanas en un modelo de void arroja valores con signo definido negativo, mientras
que para modelos homogéneos basados en la solución de FLRW el redshift drift resulta siem-
pre positivo. Esta importante diferencia indica que el redshift dift podŕıa ser utilizado para
distinguir modelos cosmológicos simplemente a partir de la determinación de su signo.

Motivados por estos resultados, nos propusimos estudiar el redshift drift en diferentes
modelos cosmológicos, con el fin de encontrar trazos caracteŕısticos que los distingan. Dado
que el cálculo exacto del redshift drift en geometŕıas con pocas simetŕıas (o ninguna) es, en
general, complejo (ver apéndice D) trabajaremos con aproximaciones anaĺıticas válidas para
fuentes cercanas. A partir de las mismas, es posible inferir información sobre los modelos
cosmológicos sin necesidad de integrar la ecuación de las geodésicas nulas que siguen los
fotones.

Presentaremos dos tratamientos para calcular el redshift drift de fuentes cercanas. El pri-
mero es una formulación covariante basada en el formalismo de descomposición 1 + 3 [5]. La
ventaja de este enfoque es que el redshift drift queda expresado en términos de cantidades
cinemáticas escalares que dependen únicamente de las funciones métricas y pueden ser calcu-
lados fácilmente, incluso en geometŕıas complejas, como aquellas descriptas por soluciones no
homogéneas de la Relatividad General.

La segunda aproximación se basa en un tratamiento cosmográfico del redshift drift. Este
enfoque puede ser aplicado sólo a modelos basados en la métrica de FLRW, pero presenta
la ventaja de ser independiente de la dinámica que domina la evolución del factor de escala
en el universo. Es decir, que puede ser utilizado para estudiar modelos cosmológicos basados
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tanto en teoŕıas alternativas a la Relatividad General, como en teoŕıas de gravedad modificada
f(R). En esta dirección, hemos utilizado nuestra expresión cosmográfica del redshift drift para
encontrar restricciones sobre el espacio de parámetros de algunos modelos cosmológicos en el
marco de teoŕıas f(R). Este trabajo, complementario al que fue desarrollado en la tesis, está
presentado en el apéndice E.

3.2. Formulación covariante del redshift drift (z ≪ 1)

La formulación covariante que presentaremos en esta sección tiene como objetivo expresar el
redshift drift de fuentes cercanas en términos los parámetros cinemáticos de una geometŕıa
dada, las cuales pueden ser calculados en forma sencilla, aún en el caso de geometŕıas comple-
jas. Para ello, trabajaremos en el formalismo covariante de la descomposición 1+3 [5, 181]. La
ventaja de trabajar con este formalismo es que tanto la f́ısica cuanto la geometŕıa pueden ser
descriptas mediante cantidades y relaciones tensoriales que permanecen válidas en cualquier
sistema de referencia con el que se elija trabajar. Los detalles de la descomposición 1 + 3,
aśı como algunas definiciones básicas que utilizaremos para nuestro cálculo del redshift drift,
están presentadas en el apéndice A.

El redshift cosmológico de un fotón emitido por una dada fuente y medido en un punto O
se define como [16]

z ≡ νe
νo

− 1 =
(kαu

α)e
(kαuα)o

− 1 , (3.1)

en donde los sub́ındices e y o indican, respectivamente, la frecuencia de los fotones emitidos
por la fuente y la de los fotones recibidos en un punto O, y uα es la velocidad del sistema
de referencia. Un rayo de luz con vector de onda kα incide en la dirección determinada por
el vector unitario nα (con nαn

α = −1), que resulta colineal a la proyección de kα sobre las
hipersuperficies con t constante. Luego, se tiene

nα =
1

(kγuγ)
(δαβ − uαuβ)k

β = − kα

kγuγ
+ uα , (3.2)

en donde el signo negativo indica que el vector nα está orientado en el sentido opuesto al de
incidencia del fotón. El vector nα resulta entonces perpendicular a la velocidad uα (esto es,
nαuα = 0).

Hasta aqúı no hemos hecho ninguna restricción sobre la distancia que separa la fuente
del punto O. Ahora bien, para calcular el redshift cosmológico de una fuente arbitraria es
necesario integrar la expresión (3.1) a lo largo de la geodésica nula de los fotones, tarea que
resulta no trivial para geometŕıas con poca simetŕıa. Sin embargo, una aproximación útil
puede adoptarse para el caso de fuentes cercanas. Si z ≪ 1, resulta

z =
(kαu

α)e − (kαu
α)o

(kαuα)o
≃ d(kαu

α)

(kαuα)o
, (3.3)

en donde la derivada d(·) debe ser calculada a lo largo de un rayo de luz que conecte la fuente
con el punto O, es decir, d(Aν) = Ȧα ≡ (kβ∇β)Aα. Si llamamos v al parámetro af́ın de la
geodésica del fotón medido, obtenemos que

d(kαu
α) = ˙(kαuα) = (kα;βk

βuα)odv + (kαu
α
;βk

β)odv . (3.4)
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Teniendo en cuenta que kβ;αk
α = 0, y reemplazando la derivada covariante de la velocidad

uα = δ0α por su descomposición en las cantidades cinemáticas (ecuación (A.11) del apéndi-
ce A), resulta

d(kαu
α) =

[

(σαβk
αkβ)o −

1

3
Θo(kαu

α)2o + (kαu̇
α)o(kαu̇

α)o

]

dv

= (kγu
γ)2o

(

σαβn
αnβ − 1

3
Θ− nαu̇

α

)

o

dv . (3.5)

Por otra parte, la cantidad δℓo ≡ −(kγn
γ)odv es la distancia entre la fuente y el punto

O, correspondiente a una variación dv del parámetro af́ın. Luego, la expresión final de la
aproximación del redshift de fuentes cercanas a O, medido a un tiempo t = to, resulta [182]

zo ≃
(

1

3
Θ− σαβn

αnβ + nαu̇
α

)

o

δℓo , (3.6)

La expresión (3.6) es independiente de la teoŕıa gravitacional con la que estamos trabajando,
y ofrece la ventaja de poder calcular el redshift de fuentes cercanas sin necesidad de integrar
las ecuaciones diferenciales correspondientes a las geodésicas de los fotones. Por otra parte,
podemos notar que para fuentes cercanas la rotación (dada por el vector de vórtice ωα ≡
1
2η

αβγωβγ) no influye sobre el cálculo del redshift, mientras que la contribución anisótropa
proviene de los términos con σαβ y u̇α.

Utilizaremos la expresión anterior para calcular el redshift drift de una dada fuente en
forma covariante. El redshift de la fuente medido en el punto O, a un tiempo to′ = to + δto,
se calcula como

zo′ ≃
(

1

3
Θ− σαβn

αnβ + nαu̇
α

)

o′
δℓo′ . (3.7)

Consideraremos, en adelante, que u̇α ≡ 0. La variación del redshift cosmológico de la fuente
puede calcularse entonces como δz = zo′ − zo. Teniendo en cuenta que δto/to ≪ 1, podemos
aproximar zo′ ≃ zo + żoδto. Luego, resulta

δz = zo′ − zo ≃
[

zo +

(

dz

dt

)

o

δto

]

− zo

=

[

d

dt

(

1

3
Θ− σαβn

αnβ
)]

o

δℓoδto +

(

1

3
Θ− σαβn

αnβ
)

o

(

d

dt
δℓ

)

o

δto

=

(

1

3

dΘ

dt
− d

dt
(σαβn

αnβ)

)

o

δtoδℓo +

(

1

3
Θ− (σαβn

αnβ)

)

o

(

d

dt
δℓ

)

o

δto

=

{(

1

3

dΘ

dt
− dσαβ

dt
nαnβ − σαβ

d

dt
(nαnβ)

)

o

δℓo +

(

1

3
Θ− (σαβn

αnβ)

)

o

(

d

dt
δℓ

)

o

}

δto ,

⇒
(

δz

δto

)

=

[

1

3

dΘ

dt
− dσαβ

dt
nαnβ − σαβ

d

dt
(nαnβ)

]

o

δℓo +

[

1

3
Θ−

(

σαβn
αnβ

)

]

o

(

d

dt
δℓ

)

o

.

Ahora bien, trabajemos con los primeros tres términos. Teniendo en cuenta que uα = δα0, y
que

uα∇α(AβB
β) = Aβu

α∇αB
β +Bβuα∇αAβ = Aα

dBα

dt
+BαdAα

dt
, (3.8)
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los dos primeros pueden ser reemplazados por las ecuaciones de propagación (A.14) y (A.15),
respectivamente. Por otra parte, la derivada en el término restante resulta

dnα

dt
= (uβ∇β)n

α = −u
β∇βk

α

kγuγ
+
kαuδu

β∇βk
δ

(kγuγ)2
. (3.9)

Además, de la ecuación de evolución (A.12) [5], la derivada de la distancia entre la fuente y
el punto O es

dδℓ

dt

∣

∣

∣

∣

o

= (uα∇α)δℓ|o =
(

1

3
Θ + σαβn

αnβ
)

o

δℓo , (3.10)

en donde δℓo se escribe en términos de z y de las cantidades cinemáticas, a través de la
ecuación (3.6), como

δℓo =
z

(

1
3Θ− σαβnαnβ

)

o

. (3.11)

Finalmente, reemplazando todos los términos correspondientes en la ecuación (3.8), resulta

δz

δto
=

{

nαnβ

(

2

3
Θσαβ + σ<α

γσ
β>γ + ω<αωβ> + Eαβ

)

−
(

σαβn
αnβ

)2

+
2σαβn

α

(kγuγ)2

(

(kγu
γ)uδ∇δk

β − kβuγu
δ∇δk

γ
)

(3.12)

−2

3
σ2 +

2

3
ω2 − 1

6
(ρ+ 3p) +

Λ

3

}

o

z
(

1
3Θ− σαβnαnβ

)

o

.

La ecuación (3.12) es la expresión covariante del redshift drift en términos de las cantidades
cinemáticas que caracterizan al fluido cosmológico, Θ, σαβ y ωα, y la parte eléctrica del tensor
de Weyl, Eαβ, válida para fuentes cercanas al punto de medición O (z ≪ 1) y aplicable sólo
a problemas de la Teoŕıa de la Relatividad General (las ecuaciones de propagación (A.15) y
(A.14) dependen de la teoŕıa gravitacional subyacente). El vector kα es caracteŕıstico de cada
geometŕıa y debe ser calculado para el problema particular que se quiera estudiar. Dado que
todas las cantidades están evaluadas en el punto de medición O, no es necesario recurrir a la
integración de las geodésicas nulas que, en el caso general de soluciones con menos simetŕıas,
es compleja y debe realizarse en forma numérica (ver apéndice D). Asimismo, los efectos
anisótropos son introducidos a través de las cantidades σαβ , ωα y Eαβ .

3.2.1. Aplicaciones a diferentes escenarios cosmológicos

A modo de ejemplo de aplicación, mostraremos a continuación el cálculo del redshift drift para
algunas de las geometŕıas que estudiamos en esta tesis. Como veremos, en algunos casos dicho
observable presenta un signo definido, lo cual evidencia su potencial para distinguir modelos
cosmológicos.

Modelo ΛCDM:

Comencemos por analizar el caso más simple, descripto por la métrica homogénea de FLRW
y un fluido de materia con velocidad uα = δα0. El elemento de ĺınea es

ds2 = c2dt2 − a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2 θ dφ)

]

. (3.13)
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3.2. Formulación covariante del redshift drift (z ≪ 1)

El vector de onda de un fotón incidente en un punto O, kα ≡ dxα/dλ, se calcula a partir de
la ecuación de la geodésica, dada por

d2xα

dλ2
− Γα

βγ

dxβ

dλ

dxγ

dλ
= 0 , (3.14)

y la condición de geodésica nula, kαkα = 0. En este caso resulta

kµ =

[

1

a
,−
√

1 + kr2/4

a
, 0, 0

]

. (3.15)

Por otra parte, las cantidades cinemáticas para esta geometŕıa son

aα = σαβ = ωαβ = 0 y Θ = 3H = 3
ȧ

a
, (3.16)

y luego, la expresión covariante del redshift drift para fuentes cercanas se reduce simplemente
a

δz

δto
=

1

2
zHo (2ΩΛ,o − Ωm,o) . (3.17)

Es decir, que el redshift drift calculado para el modelo ΛCDM resulta siempre positivo para
fuentes cercanas (z ≪ 1). Este resultado coincide con aquel encontrado previamente por otros
autores en los trabajos [88, 164] (ver apéndice D).

Modelos de LTB:

Estudiemos ahora el caso de un modelo cosmológico con un fluido no homogéneo, sin presión
y con simetŕıa esférica, descripto por la solución de LTB, con elemento de ĺınea

ds2 = dt2 − [R′(t, r)]2

1 + 2E(r)
dr2 −R2(t, r)dΩ2 . (3.18)

Para el caso de geodésicas radiales (esto es, cuando el punto de incidencia de los fotones O es
el centro de simetŕıa), el vector de onda resulta

kα =

(

1

R′
,−

√
1 + 2E

(R′)2
, 0, 0

)

, (3.19)

y las cantidades cinemáticas vienen dadas por

aα = σαβ = ωαβ = 0 y Θ = (Ṙ′)o = 3Ho . (3.20)

Luego, la expresión covariante del redshift drift para fuentes cercanas puede ser escrita de una
forma simple, similar a la del caso anterior, como

δz

δto
= −1

2
zHoΩm,o . (3.21)

Podemos notar entonces que para modelos de LTB el redshift drift de fuentes cercanas medido
desde el centro de simetŕıa es siempre negativo. Este resultado, junto con aquel obtenido para
el caso de FLRW, evidencia claramente el potencial del redshift drift para distinguir modelos

49
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cosmológicos. Los signos definidos en cada uno de estos casos permite discriminar entre dichas
cosmoloǵıas, aún disponiendo de una medida pequeña del efecto en cuestión (ver la discusión
en la sección 3.4 sobre las perspectivas observacionales para el redshift drift).

El resultado anterior fue obtenido previamente en [180] a partir de las propiedades de
las ecuaciones de las geodésicas nulas de los fotones, para un caso particular de modelos de
void de LTB.2 La ecuación (3.21) es, sin embargo, válida para cualquier modelo de LTB y los
cálculos involucrados a partir de la expresión (3.12) son notablemente menos complejos.

Modelos cuasiesféricos de Székeres:

Una aplicación interesante de la fórmula (3.12) se da en el caso de los modelos cuasiesféricos
de Székeres. El redshift drift en este tipo de modelos fue estudiado a partir de la integración
de las trayectorias geodésicas de los fotones, aunque sin considerar la dependencia angular
con la dirección de incidencia. Los resultados muestran que, al igual que en los modelos de
void de LTB, la predicción para el redshift drift arroja valores negativos para todo z [183, 184]
(ver apéndice D). Calcularemos aqúı la expresión covariante para el caso de fuentes cercanas.

El elemento de ĺınea que caracteriza la métrica viene dado por [16, 109]

ds2 = dt2 − (Φ′ − ΦE ′/E)2
ǫ− k(r)

dr2 − Φ2

E2
(dx2 + dy2) , (3.22)

en donde Φ = Φ(t, r), k = k(r), ǫ = +1, y

E ≡ S

2

[

(

x− P

S

)2

+

(

y −Q

S

)2

+ ǫ

]

, (3.23)

con S = S(r), P = P (r) y Q = Q(r) funciones arbitrarias de la coordenada radial. Las
ecuaciones de Einstein para el modelo quasi-esférico de Székeres se reducen a

Φ̇ =
2M

Φ
− k +

1

3
ΛΦ2 , (3.24)

en donde Λ es la constante cosmológica y la función arbitraria M(r) está relacionada con la
densidad mediante la siguiente expresión

κρ =
2M ′ − 6ME ′/E
Φ2(Φ′ − ΦE ′/E) , κ = 8πG/c4 , c = 1 . (3.25)

La integración de la ecuación (3.24) resulta

±
∫ Φ

0

dΦ̃
√

−k + 2M/Φ̃ + 1
3ΛΦ̃

2
= t− tB(r) , (3.26)

2Definiremos, en este contexto, un modelo de LTB de void como aquel que satisface las siguientes caracte-
ŕısticas [180]:

1. la densidad de masa ρ es no negativa;

2. la densidad de masa ρ es una función monótonamente creciente de r sobre hipersuperficies con t = cte;

3. R′ es una cantidad positiva; y

4. el modelo es z-normal (es decir, que z es una función monótona de la coordenada r) .
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3.2. Formulación covariante del redshift drift (z ≪ 1)

en donde la función arbitraria de integración tB(r), llamada usualmente bang-time, define el
momento inicial de la evolución. Cuando (tB)

′ 6= 0, en general la“singularidad inicial”depende
de la posición, como en los modelos de LTB. Los signos ’+’ y ’−’ describen, respectivamente,
regiones de expansión y colapso.

Todas las ecuaciones anteriores son covariantes ante transformaciones de la forma r̃ =
g(r). Es decir, que una de las seis funciones arbitrarias k(r), S(r), P (r), Q(r), M(r) o tB(r)
pueden ser fijadas mediante una elección conveniente de g(r). Con esto, el modelo queda
completamente determinado por 5 funciones de r y la elección de la coordenada radial. En
particular, trabajaremos en este ejemplo con el caso Λ = 0.

Las ecuaciones de las geodésicas para los fotones resultan [184]

d2t

dλ2
+

Φ,tr −Φ,tE ,r /E
1− k

(Φ,r −ΦE ,r /E)
(

dr

dλ

)2

+
ΦΦ,t
E2

[

(

dx

dλ

)2

+

(

dy

dλ

)2
]

= 0 , (3.27)

d2r

dλ2
+ 2

Φ,tr −Φ,tE ,r /E
Φ,r −ΦE ,r /E

dt

dλ

dr

dλ
+

(

Φ,rr −ΦE ,rr /E
Φ,r −ΦE ,r /E

− E ,r
E +

1

2

k,r
1− k

)(

dr

dλ

)2

+2
Φ

E2

E ,r E ,x−EE ,xr
Φ,r −ΦE ,r /E

dr

dλ

dx

dλ
+ 2

Φ

E2

(E ,r E ,y −EE ,yr )
Φ,r −ΦE ,r /E

dr

dλ

dy

dλ

− Φ

E2

1− k

Φ,r −ΦE ,r /E

[

(

dx

dλ

)2

+

(

dy

dλ

)2
]

= 0 , (3.28)

d2x

dλ2
+ 2

Φ,t
Φ

dt

dλ

dx

dλ
− 1

Φ

Φ,r −ΦE ,r /E
1− k

(E ,r E ,x −EE ,xr )
(

dr

dλ

)2

+
2

Φ

(

Φ,r −Φ
E ,r
E

)

dr

dλ

dx

dλ
− E ,x

E

(

dx

dλ

)2

− 2
E ,y
E

dx

dλ

dy

dλ
+

E ,x
E

(

dy

dλ

)2

= 0 , (3.29)

d2y

dλ2
+ 2

Φ,t
Φ

dt

dλ

dy

dλ
− 1

Φ

Φ,r −ΦE ,r /E
1− k

(E ,r E ,y −EE ,yr )
(

dr

dλ

)2

+
2

Φ

(

Φ,r −Φ
E ,r
E

)

dr

dλ

dy

dλ
+

E ,y
E

(

dx

dλ

)2

− 2
E ,x
E

dx

dλ

dy

dλ
− E ,y

E

(

dy

dλ

)2

= 0 , (3.30)

y la condición de geodésica nula es

(

dt

dλ

)2

− (Φ,r − ΦE,r/E)2
1− k

(

dr

dλ

)2

− Φ2

E2

[

(

dx

dλ

)2

+

(

dy

dλ

)2
]

= 0 . (3.31)

Las componentes del vector nα pueden escribirse en términos de kα como

ni =
ki

kαuα
= − ki

k0
. (3.32)

Por otra parte, sabemos que el vector nα indica la dirección de incidencia del fotón recibido
en O. Dado que nos interesa expresar esa dirección en términos de cantidades medibles (por
ejemplo, los ángulos direccionales en coordenadas esféricas), y que, además, debe ser nαnα =
−1, pasaremos a trabajar en coordenadas tales que el tensor métrico coincida con el de
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Minkowski en el punto de incidencia O.3 El cambio de coordenadas general presenta entonces
dos partes: (i) la diagonalización de la métrica (en nuestro caso, todas las soluciones estudiadas
están ya diagonalizadas), y (ii) la normalización, a través de un cambio de escala en cada una
de las coordenadas, para absorber las funciones métricas evaluadas en el punto O. Con tales
consideraciones, tenemos que

ds2 = dt2 − (Φ′ − ΦE ′/E)2
ǫ− k(r)

dr2 − Φ2

E2
(dx2 + dy2)

= dt2 − dr̃2 − dx̃2 − dỹ2

= dt2 − dr̃2 − r̃2(dθ2 + sen2 θdφ2) , (3.33)

en donde la última igualdad involucra una transformación de las coordenadas (x̃, ỹ) a las
coordenadas angulares esféricas (θ, φ) en el punto O. Luego, el vector nα queda expresado en
términos de los ángulos de incidencia de los fotones en el punto O, de la forma

nα = [0,− sen θo cosφo,− sen θo senφo,− cos θo] . (3.34)

La componentes del vector de onda y su derivada deben ser también expresadas en coor-
denadas esféricas. Para ello, se realiza una transformación del tipo

ki =Mki
′ ↔ ki

′
=M−1ki , (3.35)

k̇i =Mk̇i
′ ↔ k̇i

′
=M−1k̇i , (3.36)

en donde los ı́ndices i e i′ indican las componentes de los vectores expresadas, respectiva-
mente, en coordenadas esféricas y coordenadas {t, r̃, x̃, ỹ}, y (M,M−1) son las matrices de
transformación entre ambos sistemas coordenados.

El modelo quasi-esférico de Székeres describe un fluido sin rotación y con presión nula, y
las cantidades cinemáticas están dadas por

aα = ωαβ = 0 , (3.37)

Θ =
Φ̇′ + 2Φ̇Φ′/Φ− 3Φ̇E ′/E

Φ′ − ΦE ′/E , (3.38)

σαβ =
1

3

(

Φ̇′ − Φ̇Φ′/Φ

Φ′ − ΦE ′/E

)

diag(0, 2,−1,−1) , (3.39)

Eα
β = Cα

γβδu
γuδ =

M(3Φ′ −ΦM ′/M)

3Φ3(Φ′ − ΦE ′/E) diag(0, 2,−1,−1) . (3.40)

Para trabajar con la fórmula (3.12), analicemos algunos términos en forma individual.
Aquellos que involucran al shear, resultan

nαnβσ
αβ = sen2 θo cos

2 φoΣ1 + sen2 θo sen
2 φoΣ2 + cos2 θoΣ3 ,

nαnβσ
<α
γ σβ>γ = −

(

sen2 θo cos
2 φoΣ

2
1 + sen2 θo sen

2 φoΣ
2
2 + cos2 θoΣ

2
3

)

,

σαβn
αkβ =

(

sen2 θo cos
2 φoΣ1k

1 + sen2 θo sen
2 φoΣ2k

2 + cos2 θoΣ3k
3
)

,

σαβn
αk̇β =

(

sen2 θo cos
2 φoΣ1k̇

1 + sen2 θo sen
2 φoΣ2k̇

2 + cos2 θoΣ3k̇
3
)

,

3La existencia de estas coordenadas está garantizada por el Principio de Equivalencia.
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en donde todas las cantidades están expresadas en el sistema de coordenadas esféricas en el
punto O, y hemos considerado

σαβ =
1

3
Σ diag(0, 2grr ,−gθθ,−gφφ) ≡ diag(0,Σ1,Σ2,Σ3) , (3.41)

con

Σ1 +Σ2 +Σ3 = 0 . (3.42)

Además, dado que la parte eléctrica del tensor de Weyl es en este caso no nula, tenemos que

nαnβE
αβ = nαnβEαβ = (n1)2E1 + (n2)2E2 + (n3)2E3 , (3.43)

con

Eαβ = gαβE
α
β = E diag(0, 2grr ,−gθθ,−gφφ) ≡ diag(0, E1, E2, E3) . (3.44)

Con las consideraciones anteriores, la aproximación covariante para fuentes cercanas dada
por la ecuación (3.12) resulta

δz

δto
=

{

2

3
Θ
[

(n1)2Σ1 + (n2)2Σ2 + (n3)2Σ3

]

−
[

(n1)2Σ2
1 + (n2)2Σ2

2 + (n3)2Σ2
3

]

+
[

(n1)2E2
1 + (n2)2E2

2 + (n3)2E2
3

]

+
2

k0

(

Σ1n
1k̇1 +Σ2n

2k̇2 +Σ3n
3k̇3
)

−2
k̇0

(k0)2
(

Σ1n
1k1 +Σ2n

2k2 +Σ3n
3k3
)

−
[

Σ1(n
1)2 +Σ2(n

2)2 +Σ3(n
3)2
]2

−2

3
σ2 − 1

6
ρm

}

o

z
{

1
3Θ− [(n1)2Σ1 + (n2)2Σ2 + (n3)2Σ3]

}

o

, (3.45)

y ordenando los términos en forma conveniente, obtenemos

δz

δto
=

{

(n1)2

[

2

3
ΘΣ1 −Σ2

1 + E1 + 2
k̇0

k0
Σ1

]

+ (n2)2

[

2

3
ΘΣ2 − Σ2

2 + E2 + 2
k̇0

k0
Σ2

]

+(n3)2

[

2

3
ΘΣ3 − Σ2

3 +E3 + 2
k̇0

k0
Σ3

]

−
[

Σ1(n
1)2 +Σ2(n

2)2 +Σ3(n
3)2
]2

+
2

k0

(

Σ1n
1k̇1 +Σ2n

2k̇2 +Σ3n
3k̇3
)

(3.46)

−2

3
σ2 − 1

6
ρm

}

o

z
{

1
3Θ− [(n1)2Σ1 + (n2)2Σ2 + (n3)2Σ3]

}

o

.

La ecuación (3.46) corresponde a la aproximación covariante del redshift drift de fuentes
cercanas en el modelo cuasiesférico de Székeres, en donde todas las cantidades involucradas
están expresadas en coordenadas esféricas en el punto O.

Para analizar un ejemplo simple, consideremos un modelo cuasiesférico tal que σαβ ≃ 0.
En este caso, la aproximación covariante se reduce a

δz

δto
=

{

(n1)2E1 + (n2)2E2 + (n3)2 + E3 −
1

6
ρm

}

o

z

Θo/3
, (3.47)
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y la contribución anisótropa es introducida sólo a través de la parte eléctrica del tensor de
Weyl (que en el caso de FLRW resulta idénticamente nula). Vemos entonces que la expresión
(3.47) permitiŕıa entonces diferenciar a los modelos cuasiesféricos de Székeres, con valores
muy pequeños (despreciables) del shear, del modelo ΛCDM.

Modelos de Bianchi tipo I:

Estudiaremos, por último, el redshift drift en el caso de los modelos de Bianchi tipo I (ver
apéndice C), en donde las contribuciones anisótropas se pueden identificar expĺıcitamente. La
simetŕıa axial presente en estos modelos hace que puedan ser comparados directamente con
un modelo de LTB con el punto de referencia O ubicado fuera del centro de simetŕıa [185].

El elemento de ĺınea que describe a la métrica, en coordenadas comóviles al fluido cosmo-
lógico de materia con velocidad ua = δa0, viene dado por [186]

ds2 = −dt2 + a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2 + a23(t)dz
2 . (3.48)

El vector de onda, kα ≡ dxα/dλ, se obtiene integrando la ecuación de la geodésica para cada
componente [185], a saber,

dk0

dλ
= −

∑

i

Hi

(

a2i k
i
)2
, (3.49)

dki

dλ
= −2Hi

dt

dλ
ki , i = 1, 2, 3 , (3.50)

con Hi(t) ≡ ȧi(t)/ai(t), i = 1, 2, 3. Luego, resulta

dki = −2Hik
idt→ ki(t) = kio

1

ai(t)2
, (3.51)

y, teniendo en cuenta la condición de geodésica nula, kαkα = 0, obtenemos

(

dt

dλ

)2

=
∑

i

(

aik
i
)2

=
∑

i

[

kio
[ai(t(λ))]2

]

(3.52)

→ kα =



±

√

√

√

√

∑

i

[

kio
ai(t)

]2

,
kio
a2i (t)



 , i = 1, 2, 3 , (3.53)

en donde kio = ki(to).

Como en el caso del modelo de Székeres, conviene trabajar en coordenadas tales que el
métrico coincida con el de Minkowski en el punto de incidencia O. El vector normal queda
entonces expresado como

nα = [0,− sen θo cosφo,− sen θo senφo,− cos θo] . (3.54)

Teniendo en cuenta que las cantidades cinemáticas se escriben

Θ = H1 +H2 +H3 , (3.55)

σαβ = diag[0,Σ1,Σ2,Σ3] , con Σ1 +Σ2 +Σ3 = 0 , (3.56)
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tenemos

nαnβσ
αβ = sen2 θo cos

2 φoΣ1 + sen2 θo sen
2 φoΣ2 + cos2 θoΣ3 ,

nαnβσ
<α
γ σβ>γ = −

(

sen2 θo cos
2 φoΣ

2
1 + sen2 θo sen

2 φoΣ
2
2 + cos2 θoΣ

2
3

)

,

σαβn
αkβ = −k0

(

sen2 θo cos
2 φoΣ1 + sen2 θo sen

2 φoΣ2 + cos2 θoΣ3

)

,

σαβn
αk̇β = 2

(

k0
)2 (

sen2 θo cos
2 φoΣ1H1 + sen2 θo sen

2 φoΣ2H2 + cos2 θoΣ3H3

)

,

(3.57)

en donde hemos tenido en cuenta que (kαu
α) = k0 y ki = −nik0. Notemos que las cantidades

anteriores se calculan formalmente igual que en el caso de Székeres. Con todo lo anterior, la
fórmula (3.12) resulta

δz

δto
=







2

3
Θ
∑

i

(

Σi(n
i)2
)

−
∑

i

(

Σ2
i (n

i)2
)

−
[

∑

i

(

Σi(n
i)2
)

]2

+ 4k0
∑

i

(

ΣiHi(n
i)2
)

−2
k̇0

k0

∑

i

(

Σi(n
i)2
)

− 2

3
σ2 − 1

6
(ρ+ 3p)

}

o

z

{∑iHi(ni)2 −
∑

iΣi(ni)2}o
. (3.58)

Consideraremos ahora los modelos de Bianchi tipo I, es decir, aquellos tales que Ha ≡
H1 = H2, Hb ≡ H3, Σa ≡ Σ1 = Σ2, Σb ≡ Σ3. Como mencionamos anteriormente, estos mo-
delos anisótropos pueden compararse directamente con aquellos modelos de LTB con puntos
de referencia fuera del centro de simetŕıa.4 La aproximación covariante del redshift drift para
fuentes cercanas puede escribirse en este caso como

(

δz

δt

)

o

=

{

sen2 θ

[

2

3
(2Ha +Hb)Σa − Σ2

a + 4ΣaHa

]

+cos2 θ

[

2

3
(2Ha +Hb)Σb − Σ2

b + 4ΣbHb

]

−
[

Σa sen
2 θ +Σb cos

2 θ
]2

+4(Ha sen
2 θ +Hb cos

2 θ)
[

Σa sen
2 θ +Σb cos

2 θ
]2

−2

3
σ2 − 1

6
(ρ+ 3p)

}

o

z

(Ha − Σa)o sen2 θo + (Hb −Σb)o cos2 θo
. (3.59)

La dependencia angular de la ecuación (3.59) en relación a la dirección de incidencia de
los fotones hace evidente la anisotroṕıa del modelo, que depende del shear y el escalar de
expansión. Para el caso particular en que Ha = Hb y Σa = Σb = 0, la geometŕıa resulta
isótropa y se recupera la expresión (3.17) de los modelos de FLRW.

3.2.2. Discusión

Hemos presentado en esta sección una formula aproximada para calcular el redshift drift de
fuentes cercanas, a partir de la descomposición 1 + 3. El formalismo en el que trabajamos es

4En esta dirección, un trabajo interesante que compara las predicciones de la paralaje cósmica para ambos
modelos fue presentado en [185].
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covariante, y lo por tanto válido para cualquier sistema de coordenadas, dentro del marco de
la Relatividad General. Además, el formalismo puede ser aplicado a observaciones realizadas
en cualquier punto arbitrario O.

A modo de ejemplo, calculamos el redshift drift para diferentes geometŕıas de interés
cosmológico. Del análisis de nuestros resultados, podemos destacar diferentes aplicaciones
para la aproximación covariante que hemos desarrollado. A saber:

(i) La posibilidad de identificar un signo definido en el redshift drift de fuentes cercanas,
como principal herramienta para distinguir entre modelos cosmológicos.

Un claro ejemplo de esta aplicación es el caso del modelo ΛCDM y de los modelos de
void de LTB. Comparando las ecuaciones (3.17) y (3.21) encontramos que, mientras
que en el modelo ΛCDM el redshift drift es definido positivo para fuentes cercanas,
en los modelos de LTB resulta siempre negativo. Las perspectivas observacionales que
discutiremos más adelante (sección 3.4) son, en este sentido, prometedoras para la tarea
de poder distinguir estos modelos en un futuro próximo.

Cabe destacar, asimismo, que los resultados que obtuvimos para el caso de las soluciones
de FLRW y de LTB coinciden con aquellos presentados previamente por otros autores
[88], con la ventaja de no necesitar de la integración de las ecuaciones geodésicas que
determinan la trayectoria de los fotones.5

(ii) El estudio de posibles anisotroṕıas, descriptas por soluciones con menos simetŕıas, como
la de Székeres o la de Bianchi.

La fórmula covariante aplicada a modelos con contribuciones anisótropas, como los
cuasiesféricos de Székeres o los de Bianchi tipo I, evidencian la dependencia angular del
redshift drift con la dirección de incidencia de los fotones. Los modelos de Bianchi tipo
I, por su parte, pueden ser directamente comparados con aquellos de LTB con puntos
de medición fuera del centro de simetŕıa. En este sentido, es interesante profundizar su
estudio como un primer paso para el análisis de casos más complejos.

La paralaje cósmica es otro observable a tiempo real que puede servir para cuantificar
la expansión anisótropa [88, 159]. El cálculo de dicha cantidad para el caso de los
modelos de Bianchi tipo I, y su comparación con modelo de LTB para fotones que
inciden fuera del centro de simetŕıa, fue presentado en [159, 185]. En este sentido,
las futuras mediciones del redshfit drift y de la paralaje cósmica son complementarias,
incluso para poner cotas sobre la distancia del punto O respecto al centro de simetŕıa
(para el caso de modelos esféricos con observadores no centrales).

(iii) La posibilidad de estudiar el redshift drift en modelos con rotación no nula, a través del
parámetro ωα.

En general, dado que cualquier vestigio de rotación cósmica debeŕıa haber sido diluido
durante el proceso de inflación [187], la rotación global no es tenida en cuenta en los
modelos cosmológicos. Sin embargo, ciertas regiones espaciales extendidas, como voids
a grandes escalas o cúmulos de galaxias, pueden poseer un momento angular no nu-

5La aproximación del redshift drift presentada en [174], para el caso de modelos de void de LTB y fuentes
cercanas, tampoco fue obtenida a partir de la integración de las geodésicas. Sin embargo, el cálculo involucrado
en dicho trabajo es más complejo y menos general que el presentado aqúı.
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lo [188].6 En esta dirección, un trabajo interesante sobre la posibilidad de distinguir
modelos anisótropos con rotación fue presentado en [160].

Dado que la aproximación covariante que presentamos depende expĺıcitamente del vector
de vórtice ωα, el redshift drift puede ser también utilizado para estudiar este tipo de
modelos con rotación no nula.

Por último, queremos destacar que la dependencia angular expĺıcita de la expresión (3.12)
puede servir para inferir posibles v́ınculos entre la magnitud de (δz/δto) con el ángulo de
incidencia de los fotones. En este sentido, la aproximación covariante que hemos presenta-
do podŕıa ser utilizada también para optimizar los proyectos observacionales abocados a la
medición del redshift drift (ver sección 3.4).

3.3. Aproximación cosmográfica del redshift drift (z ≪ 1)

Motivados por estudiar cuánto de la cosmoloǵıa moderna puede conocerse sólo a partir de
principios geométricos y observaciones directas (es decir, desde un punto de vista cosmográ-
fico7), presentaremos a continuación la estimación del redshift drift de fuentes cercanas en
modelos homogéneos e isótropos a partir de un tratamiento cosmográfico.

Consideremos el redshift de un fotón emitido por una dada fuente y recibido en un punto
O al instante to, definido como

z ≡ (uαkα)e
(uαkα)o

− 1 , (3.60)

en donde uα es la velocidad del sistema de referencia del punto O y kα es el vector de onda de
un fotón incidente. Para el caso de un modelo cosmológico basado en la métrica homogénea
e isótropa de FLRW, resulta

z(to) =
a(to)

a(te)
− 1 , (3.61)

en donde a(t) es el factor de escala de la métrica y te es el instante en el que la luz fue emitida.
Luego de un intervalo de tiempo δto (δte para la fuente) resulta

z(to + δto) =
a(to + δto)

a(te + δte)
− 1 . (3.62)

Durante dicho intervalo, la variación temporal del redshift de la fuente, a primer orden en δto
y δte, resulta [164]

δz =
a(to + δto)

a(te + δte)
− a(to)

a(te)
. (3.63)

La relación entre ambos instantes de tiempo viene dada por [59]

∫ to

te

dt

a(t)
=

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
, (3.64)

6Modelos con rotación a gran escala y modelos con rotación global han sido investigados en [189, 190], y
referencias alĺı citadas.

7Dentro de la cosmoloǵıa, llamamos cosmograf́ıa al estudio del universo basado sólo en el Principio Cosmoló-
gico y en aquellas partes de la Teoŕıa de la Relatividad General que se desprenden del Principio de Equivalencia.
Para una discusión más detallada, ver [59] (caṕıtulo 14) y [191].
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de donde resulta δte = [a(te)/a(to)]δto. Luego, utilizando la expansión en series de Taylor del
factor de escala para intervalos temporales pequeños (δt/t ≪ 1), y expresada a primer orden
como a(t+ δt) ≃ a(t) + ȧ(t)δt, obtenemos [164]

δz

δto
≃ ȧ(to)− ȧ(te)

a(te)
=
ż(te)

1 + z
− (1 + z)ż(to) , (3.65)

en donde el śımbolo ˙ indica derivadas temporales, y tuvimos en cuenta la relación a(t) =
(1+z)−1. La ecuación (3.65) es la expresión general del redshift drift de la fuente en un modelo
isótropo y homogéneo para intervalos de tiempo pequeños. Notemos que la variación temporal
del redshift cosmológico resulta proporcional a la tasa de expansión durante la evolución del
universo (esto es, a su aceleración o desaceleración) y, en consecuencia, será una cantidad nula
si durante algún intervalo temporal el universo mantiene su expansión constante.

Una manera conveniente de estudiar el redshift drift es expresar (δz/δto) términos del
parámetro de expansión de Hubble, H(t) ≡ ȧ(t)/a(t). La variación temporal del redshift
cosmológico puede escribirse entonces como

δz

δto
≃ ˙a(to)

[

1

a(te)
− 1

ȧ(to)

ȧ(te)

a(te)

]

= H(to)

[

1 + z − H(te)

H(to)

]

, (3.66)

en donde hemos considerado a(to) = 1 y la relación a(te) = (1+ z)−1. Denotando H(to) = Ho

y H(te) = H(t), resulta

δz

δto
= Ho

[

1 + z − H(t)

Ho

]

. (3.67)

La ecuación (3.67) es la expresión general del redshift drift para fuentes cercanas en modelos
homogéneos e isótropos. Como mencionamos anteriormente, el objetivo del trabajo presentado
en esta sección es justamente abordar el análisis del redshift drift desde un punto de vista
cosmográfico. Notemos entonces que la única hipótesis que hemos considerado hasta aqúı fue
la de trabajar con la métrica de FLRW, por lo que este resultado es independiente de la
dinámica del modelo cosmológico que estemos estudiando, cuya información está contenida
únicamente en la función H(t).

Nos abocaremos ahora a estudiar las propiedades que se desprenden de la simetŕıa de la
métrica y de los datos observacionales actuales, sin especificar una dinámica particular. Si
bien no es posible reconstruir la evolución de a(t) a lo largo de toda la historia del universo a
partir de observaciones astronómicas, podemos estimar el valor actual del factor de escala y
de sus derivadas a través de los parámetros cinemáticos cosmológicos [191]. Adoptando la ter-
minoloǵıa comúnmente usada en cosmograf́ıa, definimos los llamados parámetros cinemáticos
en función del factor de escala y sus derivadas de la siguiente manera:

parámetro de Hubble → H(t) ≡ +
1

a(t)

da

dt
, (3.68)

parámetro de desaceleración → q(t) ≡ − 1

a(t)

d2a

dt2

[

1

a(t)

da

dt

]−2

, (3.69)

parámetro jerk → j(t) ≡ +
1

a(t)

d3a

dt3

[

1

a(t)

da

dt

]−3

, (3.70)

parámetro snap → s(t) ≡ +
1

a(t)

d4a

dt4

[

1

a(t)

da

dt

]−4

, (3.71)
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en donde las unidades de H suelen estar expresadas en km/s/Mpc, y los últimos tres paráme-
tros resultan adimensionales. Con las definiciones anteriores, podemos escribir el desarrollo en
series de Taylor del factor de escala en torno al instante to en el que los fotones son medidos
como [191]

a(t) = ao

[

1 +Ho(t− to)−
1

2
qoH

2
o (t− to)

2

+
1

6
joH

3
o (t− to)

3 +
1

24
soH

4
o (t− to)

4

]

+O([t− to]
5) . (3.72)

Si bien este desarrollo es exacto, en la práctica no puede ser utilizado directamente para el
cálculo del redshift drift, pues desconocemos el instante de tiempo t = te en el que la luz fue
emitida desde la fuente. Es necesario entonces reescribir te en términos de cantidades f́ısicas
conocidas. Para ello, tenemos en cuenta que la distancia f́ısica que recorre un fotón emitido
en el instante te y medido en un tiempo to es

D = c

∫

dt = c(to − te) . (3.73)

Luego, te = to −D/c, haciendo uso de la definición (3.61), resulta [191]

1 + z =
a(to)

a(to −D/c)

= 1 +
HoD

c
+

2 + qo
2

H2
oD

2

c2
+

6(1 + qo) + jo
6

H3
oD

3

c3
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(
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c
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,
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c
+

2 + qo
2

H2
oD

2

c2
+

6(1 + qo) + jo
6

H3
oD

3

c3
+O

(

[

HoD

c

]4
)

, (3.74)

en donde hemos trabajado con el desarrollo en series de Taylor hasta cuarto orden en la
variable adimensional (DHo/c). Invirtiendo la serie de potencias dada por la ecuación (3.74)
(esto es, z(D) → D(z)), obtenemos [191]

D(z) =
c z

Ho

[

1−
(

1 +
qo
2

)

z +

(

1 + qo +
q2o
2

− jo
6

)

z2

−
(

1 +
3

2
qo(1 + qo) +

5

8
q3o −

1

2
jo −

5

12
qojo −

so
24

)

z3
]

+O(z4) . (3.75)

Desarrollando entonces la expresión (3.61) en serie de potencias de la cantidad (HoD/c), y
teniendo en cuenta la ecuación (3.75), la variación temporal del redshift cosmológico puede
aproximarse a tercer orden en z como

δz

δto
≃ −Hoqoz +

1

2
Ho

(

q2o − jo
)

z2 +
1

2
Ho

[

1

3
(so + 4qojo) + jo − q2o − q3o

]

z3 . (3.76)

La ezpresión (3.76), válida para fuentes cercanas (z ≪ 1), indica el redshift drift de una fuente
en función de su redshift cosmológico para modelos construidos con la métrica de FLRW, sin
especificar ninguna dinámica particular para la evolución del factor de escala.
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Todos aquellos modelos cosmológicos que estén basados en la métrica de FLRW deben
satisfacer las restricciones observacionales que impone la relación cinemática del redshift drift
para z bajos. Por otra parte, la aproximación (3.76) puede utilizarse para comparar el redshift
drift cinemático con aquel estimado a partir de la evolución exacta del factor de escala de un
dado modelo. Dicha comparación puede ser utilizada, por ejemplo, para imponer restricciones
sobre la dinámica de modelos cosmológicos homogéneos e isótropos, incluso en el marco de
otras teoŕıas de gravedad, como las teoŕıas f(R).

En esta dirección, desarrollamos un método basado en la comparación de cantidades ob-
servables estimadas a partir de sus tratamientos cosmográfico y dinámico. Dicha comparación
es realizada utilizando desarrollos en series de potencias del redshift, y el método puede ser
aplicado a cualquier observable cosmológico que pueda ser escrito en términos del parámetro
de Hubble, H(z). Una aplicación interesante de este método de comparación tiene lugar en
aquellos modelos cosmológicos desarrollados en el marco de las teoŕıas de gravedad modificada
f(R) y basados también en la métrica de FLRW. En particular, el tratamiento cinemático del
reshift drift puede ser utilizado en estos casos para obtener cotas sobre los parámetros libres
que presentan estos modelos. El desarrollo del método mencionado, y una aplicación directa
al estudio de dos modelos cosmológicos en el marco de teoŕıas f(R), están detallados en el
apéndice E. Este trabajo fue publicado en [192] y representa un complemento del trabajo de
investigación original que forma parte de esta tesis.

Para finalizar, a modo de ejemplo, comparemos la aproximación cosmográfica (3.76) con el
redshift drift calculado a partir de la dinámica del modelo ΛCDM. En este caso, las ecuaciones
de Friedmann-Lemâıtre pueden ser utilizadas en la ecuación (3.67) para relacionar la variación
temporal del redshift cosmológico con el contenido de materia del universo [164]. La ecuación
que determina la evolución dinámica del factor de escala, para el caso de curvatura nula, viene
dada por

[

ȧ(t)

a(t)

]2

= H2
0

[

Ωm,0a(t)
−3 +Ωr,0a(t)

−4ΩΛ,0

]

, (3.77)

en donde Ωm,0, Ωr,0 y ΩΛ,0 señalan, respectivamente, la densidad de materia, radiación y
vaćıo, medidas en el tiempo actual t = t0, y satisfacen la relación Ωm + Ωr + ΩΛ = 1. La
ecuación (3.67) puede escribirse entonces como [164]

δz

δt0
= H0(1 + z)

{

1−
[

Ωm,0(1 + z) + Ωr,0(1 + z)2 +ΩΛ,0(1 + z)−2
]1/2

}

. (3.78)

Notemos que la aproximación de la ecuación (3.78) para fuentes cercanas (z ≪ 1) coincide
con aquella encontrada a partir de la aproximación covariante presentada en la sección 3.2.

En la figura 3.1 comparamos las curvas cinemática y dinámica del redshift drift para el
modelo ΛCDM dadas, respectivamente, por las expresiones (3.76) y (3.78). Los valores de los
parámetros cinemáticos considerados son H0 = 74,2±3,6 km/s/Mpc [48], q0 = −0,669±0,052
[193], j0 = 0,284 ± 0,151 [193], ΩΛ,0 = 0,725 ± 0,016 [52] y Ωm,0 = 0,2736 ± 0,0073 [52].
Podemos observar un buen acuerdo en las curvas para valores z . 0,1, es decir, hasta un valor
del redshift para el cual los parámetros cinemáticos, medidos en el tiempo actual, representan
una buena aproximación de a(t) [193].

3.4. Discusión

Hemos presentado en este caṕıtulo el redshift drift como un test observacional para distinguir
entre diferentes modelos cosmológicos. Dada la complejidad que envuelve el cálculo exacto de
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Figura 3.1: Curva dinámica del redshift drift hasta orden 2 para el modelo ΛCDM, y su
comparación con la curva general obtenida a partir de principios cinemáticos. Las ĺıneas a
trazos corresponden a la incerteza en las curvas debidas a la propagación de errores de los
parámetros H0, q0, j0, ΩΛ,0 y Ωm,0.

este observable en geometŕıas con poca simetŕıa, estudiamos dos aproximaciones válidas para
fuentes cercanas.

La primera consiste en un cálculo basado en el formalismo 1+3. Encontramos una fórmula
covariante que nos permitió recobrar resultados previamente estudiados en la literatura, pero
de una manera considerablemente más sencilla. Para el caso de modelos con geometŕıas com-
plejas, por otra parte, la aproximación covariante deja en evidencia dependencias angulares
que podŕıan ser utilizadas para optimizar los esfuerzos dedicados a la medición del redshift
drift, y estudiar las contribuciones anisótropas en modelos sin simetŕıa esférica. Una aplicación
adicional de esta aproximación es la de estudiar modelos anisótropos con rotación no nula
[160].

La segunda aproximación, por su parte, está basada en un tratamiento cosmográfico. Es
válida para modelos basados en la solución de FLRW, pero no está restringida al campo de
la Relatividad General. En esta dirección, presentamos en el apéndice E una aplicación de la
aproximación cosmográfica del redshift drift para poner ĺımites sobre el espacio de parámetros
de modelos cosmológicos basados en teoŕıas de gravedad modificada f(R).

En la práctica, la comparación de las predicciones teóricas para el redshift drift con los
datos observacionales es llevada a cabo a través de la medición del corrimiento espectroscópico
en la velocidad de objetos extragalácticos. Dicha cantidad está directamente relacionada con
el redshift drift mediante la expresión

δv ≡ cδz

(1 + z)
. (3.79)

Entre los efectos que podŕıan contaminar la estimación del redshift drift utilizando apro-
ximaciones para fuentes cercanas, podemos mencionar (i) cualquier cambio en la coordenada
comóvil de la fuente, debido a una velocidad peculiar no nula, δv, que modifica la ecuación
(3.79) en una cantidad del orden (δv/c) ≪ 1 [164], y (ii) una aceleración peculiar distinta de
cero. Por otra parte, además de ser un test directo de la dinámica de la expansión, el redshift
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drift es una cantidad que no depende de la determinación de la luminosidad absoluta de las
fuentes, sino de la identificación de determinadas ĺıneas espectrales estables, reduciendo aśı
las incertezas debidas a efectos sistemáticos y/o de evolución [139]. Un análisis detallado de
la determinación del redshift drift a partir de la medición de ĺıneas de 21 cm de HI puede
encontrarse en [165].

En lo que respecta a las perspectivas observacionales para determinar el redshift drift, el
grado de precisión que se espera alcanzar en los proyectos de grandes telescopios es realmente
prometedora. Entre los instrumentos abocados a la medición de este observable dentro de
los próximos años, podemos mencionar el European Extremely Large Telescope (E-ELT)8, el
Thirty Meter Telescope (TMT)9, y el Giant Magellan Telescope (GMT)10, con diámetros en el
rango de 25 a 100 metros. Gracias a la utilización de espectrógrafos estables de alta resolución,
se estima que la señal del redshift drift podrá ser medida en pocos años [139]. Debido a que la
magnitud de la señal es proporcional al intervalo ∆t que transcurre entre dos observaciones
de la misma fuente, algunas estrategias han sido discutidas para poder reducir el tiempo de
medición a un intervalo de entre 10 y 20 años [88, 194]. En este aspecto, es importante resaltar
que no es necesario realizar las observaciones durante todo el intervalo temporal, sino tan sólo
al comienzo y al final del peŕıodo en cuestión [88].

En particular, el espectrógrafo CODEX (COsmic Dynamics Experiment)11 podŕıa alcan-
zar la precisión necesaria para detectar la señal del redshift drift a partir del monitoreo del
corrimiento de las ĺıneas de absorción Lyman-α de quásares distantes en un peŕıodo de ob-
servación de algunas pocas décadas [195]. Cabe destacar que los quásares, en este sentido,
presentan la ventaja de ser fuentes estables y prácticamente no afectadas por movimientos
peculiares.

Dada la limitación observacional para detectar desde la Tierra ĺıneas de absorción Lyman-
α para z < 1,7 [194], la medición del redshift drift podŕıa efectuarse con otros experimentos
futuros, como el interferómetro de ondas gravitacionales DECIGO/BBO. Estos experimentos
están basados en la medida de las correcciones debidas a la expansión acelerada del univer-
so sobre la fase de ondas gravitacionales provenientes de sistemas binarios de estrellas de
neutrones. La detección de dicha corrección de fase podŕıa ser utilizada para inferir el signo
del redshift drift hasta z 0,2 [196]. Con la detección futura de ondas gravitacionales podŕıan
descartarse los modelos de void de LTB, a menos de aquellos con gradientes de sobredensidad
a z 0 (sin embargo, poco realistas) [139].

A pesar de sus dificultades propias, el método para determinar el redshift drift a partir de
la observación de ĺıneas estables de absorción presenta ventajas interesantes [139]:

1. El redshift drift es una prueba directa de la dinámica de la expansión (a diferencia de
otros métodos, como aquellos basados en la medición de la distancia de luminosidad, que
son esencialmente geométricos). Mismo que la precisión alcanzada no sea la suficiente
para poder discriminar entre diferentes modelos cosmológicos, la medición del redshift
drift seŕıa incluso importante como una prueba directa de la expansión acelerada, in-
dependiente de otras observaciones, y podŕıa utilizarse para testear la dinámica de la
expansión esperada en los modelos basados en la Teoŕıa de la Relatividad General en
relación a otros escenarios alternativos.

8https://www.eso.org/sci/facilities/eelt/
9http://www.tmt.org/

10http://www.gmto.org/
11http://www.iac.es/proyecto/codex/
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3.4. Discusión

2. Es importante mencionar que los mapas radiales de las BAO pueden ser también uti-
lizados para medir H(z). Esto es porque las BAO radiales son medidas de distancias
comóviles a un dado intervalo de redshift, digamos z∗ + δz∗, que para intervalos peque-
ños resulta inversamente proporcional a H(z∗). Sin embargo la medición de las BAO
es no trivial y conlleva sus propios errores sistemáticos. Por otra parte, más allá del
desaf́ıo observacional, el redshift drift es conceptualmente simple, pues no está basado
en la calibración previa de velas patrón (como en el caso de las SN tipo Ia), o reglas
patrón originadas a partir del crecimiento de perturbaciones (como es el caso de la escala
acústica del CMB), o los efectos de clustering de materia (excepto en escalas en donde
la aceleración peculiar empieza a jugar un rol dominante). Por lo tanto, el redshift drift
puede servir además como un útil cross-check para las BAO radiales.

3. La observación de quásares distantes impone restricciones sobre la expansión cósmica a
z & 2, en donde las SN tipo Ia y los mapas de grandes estructuras son obtenidos con
precisión más baja.

4. El redshift drift es una herramienta que permite distinguir entre aceleración verdadera
(es decir, aquella predicha por los modelos de enerǵıa oscura) y aceleración aparente
(modelos de void).

En relación a la medición de la paralaje cósmica, como observable para distinguir el modelo
ΛCDM de modelos anisótropos, satélites de nueva generación como el GAIA12, con resolución
de 1µas, seŕıan capaces de obtener resultados prometedores en el término de 10 años a partir
de la observación del orden de 500.000 quásares. Estas observaciones podŕıan ser utilizadas
para distinguir también modelos de universo con rotación no nula. La distinción entre distintos
modelos anisótropos, sin embargo, no seŕıa aún viable con esta resolución angular [160].

Por otra parte, dado que los modelos de Stephani presentan shear nulo, una futura detec-
ción positiva de la paralaje cósmica podŕıa ser utilizada como otra herramienta observacional
para distinguir entre modelos de Stephani y modelos de LTB [176].

Ante estas perspectivas observacionales prometedoras, el estudio teórico de observables a
tiempo real como herramienta para distinguir entre modelos cosmológicos cobra cada vez más
relevancia. En esta dirección el aporte original presentado en esta tesis da lugar a múltiples
aplicaciones y al análisis de modelos cosmológicos con geometŕıas complejas.

12http://sci.esa.int/gaia/
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“Se formó una Sociedad con el nombre de LOS LIMPIADORES DE ESTRELLAS. Era
suficiente llamar al teléfono 50-4765 para que de inmediato salieran las brigadas de limpieza,

provistas de todos los implementos necesarios y muñidas de órdenes efectivas que se
apresuraban a llevar a la práctica; tal era, al menos, el lenguaje que empleaba la propaganda
de la Sociedad. En esta forma, bien pronto las estrellas del cielo readquirieron el brillo que el

tiempo, los estudios históricos y el humo de los aviones hab́ıan empañado. (...) ”

Los limpiadores de estrellas

Prolegómenos de la Astronomı́a
La otra orilla (1937-1945)

Julio Florencio Cortázar
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Caṕıtulo 4

Inflación y regiones no homogéneas

Como mencionamos en el caṕıtulo 1, un ingrediente importante en el modelo cosmológico
estándar es la inflación, propuesta para resolver, entre otros, los problemas del horizonte y de
la curvatura plana.

Una de las hipótesis fundamentales presente en la mayoŕıa de los modelos inflacionarios
es la de suponer un espacio-tiempo homogéneo e isótropo como condición inicial para que el
proceso de inflación tenga lugar. Este escenario se justifica comúnmente considerando que,
de haber existido regiones no homogéneas previas a la etapa inflacionaria, éstas debeŕıan
haber sido diluidas durante la expansión exponencial t́ıpica de estos modelos. Si bien existen
argumentos que apoyan este razonamiento, no hay hasta el momento una prueba definitiva
de que el proceso de inflación tenga efectivamente la propiedad de eliminar cualquier región
no homogénea en la distribución de materia primordial. Es entonces importante abordar los
problemas relacionados con el comienzo y de la evolución del proceso de inflación en una
región con materia, con o sin presión, y, en particular, con distribución no homogénea.

El problema de la evolución del proceso inflacionario bajo condiciones iniciales generales
ha sido estudiado por varios autores proponiendo un escenario simplificado que contempla la
evolución de una región de vaćıo con constante cosmológica no nula, inmersa en un espacio-
tiempo con materia sin presión, tanto para los casos homogéneos como para aquellos casos con
distribución radial no uniforme de materia. Tales regiones son descriptas, respectivamente, por
las métricas de FLRW y de LTB. La superficie de separación entre ambas está modelada por
una cáscara delgada con densidad de materia no nula, que satisface las condiciones de pegado
de Israel. La motivación que lleva a estudiar la evolución dinámica de estas configuraciones es
poder determinar si la expansión de la región de vaćıo podŕıa inhibirse a causa de un contenido
de materia genérico en el ambiente.

Presentaremos en este caṕıtulo una generalización del problema mencionado anteriormente
para el caso en el que la región externa es descripta por una solución con contenido de materia
de radiación, es decir, con presión no nula. Tal escenario será modelado con las soluciones
de FLRW y de Lemâıtre, para los casos homogéneo y con distribución radial no uniforme,
respectivamente. El objetivo de este trabajo es estudiar si los efectos de la presión de la
radiación pueden alterar el proceso de expansión que proponen los modelos inflacionarios.
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Caṕıtulo 4. Inflación y regiones no homogéneas

4.1. Modelos inflacionarios

La inflación cosmológica es una fase de expansión exponencial (no adiabática) que habŕıa
tenido lugar durante las etapas de evolución más tempranas del universo, inmediatamente
después de que éste emergiera de la llamada era de Planck, dominada por procesos de gravedad
cuántica.

La existencia de una etapa inflacionaria fue propuesta originalmente por Guth en el año
1981 [197] con el fin de solucionar, entre otras cosas, algunos de los problemas del mode-
lo cosmológico estándar, como el del horizonte y el de la curvatura plana.1 Este escenario
de inflación, conocido hoy en d́ıa como “inflación antigua”, fue sugerido como una posible
consecuencia de ciertas transiciones de fase, existentes en el marco de las GUT. En términos
simples, el modelo de inflación antigua propońıa el surgimiento de regiones del espacio-tiempo
con expansión exponencial del factor de escala durante la época más temprana de la evolu-
ción del universo (T ≃ 1017 GeV).2 Estas regiones pod́ıan ser modeladas como “burbujas”,
con un contenido de densidad de enerǵıa con ecuación de estado p = −ρ, esto es, con una
dinámica descripta por la solución de de Sitter. Aśı, la expansión exponencial durante el
proceso de inflación conectaba de forma causal todo el universo observable hoy en d́ıa. El
escenario de inflación antigua presentaba, sin embargo, serios problemas para describir una
“salida elegante” de la fase de inflación sin que el espacio-tiempo perdiera la condición de
homogeneidad [63]. Más tarde, fueron propuestos los llamados modelos de “inflación nueva”
(1982) [198, 199, 200, 201, 202], “inflación caótica” (1983) [203, 204, 205, 206] e “inflación
eterna” [207].

Actualmente, el paradigma de inflación está basado en la existencia de un campo escalar
masivo acoplado mı́nimamente a la gravedad, que habŕıa sufrido un desplazamiento de su
posición de equilibrio (correspondiente al mı́nimo de su potencial) durante la época posterior
a la fase de Planck en la evolución más temprana del universo. La dinámica de dicho campo
es descripta por lo que conocemos como evolución de “cáıda lenta” (o slow rolling) hacia el
mı́nimo de su potencial, es decir, cuando el término del potencial domina sobre los términos
cinético y de curvatura en la ecuación de evolución del campo escalar. Bajo estas condiciones,
si durante la etapa inflacionaria el término del potencial es elegido de forma tal que su variación
sea prácticamente nula, el fluido descripto por campo escalar masivo juega el papel de una
constante cosmológica efectiva, que da lugar a una fase de expansión acelerada en la evolución
del universo [63].

4.1.1. El mecanismo básico de la inflación

Varios de los problemas que presenta el modelo cosmológico estándar, mencionados en la
sección 1.2, pueden ser resueltos si suponemos que el universo emerge de la era de Planck
con ciertas condiciones iniciales “naturales”, tales que den lugar rápidamente a una etapa de
evolución descripta por la solución de de Sitter. Durante esta etapa, la dinámica del factor de
escala atraviesa una fase de expansión exponencial que, como veremos a continuación, ofrece
una solución simple a algunos de los aspectos problemáticos del escenario cosmológico.

1La inflación no es la única solución posible: un “rebote” (o bounce) en el que el factor de expansión pasa
por un mı́nimo también podŕıa resolver tales problemas [67].

2A escalas temporales menores, equivalentes a temperaturas T ≃ MPl ≡ 1,22 × 1019 GeV, seŕıa necesario
un tratamiento cuántico para describir adecuadamente a la gravitación. El problema de valores iniciales para
trabajar con soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein puede ser aplicado sólo si la temperatura del
fluido cosmológico satisface T << MPl [197].
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Para modelar un universo con una etapa de expansión de de Sitter es necesario la aparición
de una constante cosmológica efectiva, que deje de actuar después de un cierto intervalo de
tiempo, para dar luego lugar a las etapas dinámicas dominadas, sucesivamente, por radiación y
por materia. En los modelos inflacionarios, dicha constante cosmológica es generada a partir de
un estado de falso vaćıo de un campo escalar masivo primordial bajo la acción de un potencial
V (φ) ≃ cte.3 El modelo debe ser tal que la propia evolución del campo escalar haga que el
término asociado al potencial, dominante al comienzo, decrezca luego de un cierto intervalo
de tiempo y, en consecuencia, el universo pueda salir de la etapa inflacionaria. Es decir que los
modelos inflacionarios deben proveer un mecanismo efectivo para que el universo entre y salga
de la etapa de expansión acelerada. Asimismo, al final de la inflación debe producirse una
etapa de recalentamiento [198, 217, 218], durante la cual el campo escalar disipa su enerǵıa
oscilando en torno a la posición de potencial mı́nimo, para dar lugar a la creación de part́ıculas
relativistas [63].

El tensor de enerǵıa-momento que caracteriza a un campo escalar masivo (acoplado mı́-
nimamente a la gravedad) se expresa como [63]

Tµν = ∇µφ∇νφ− 1

2
gµν [g

αβ∇αφ∇βφ+ V (φ)] . (4.1)

En un fondo homogéneo e isótropo, descripto por la métrica de FLRW, Tµν toma la forma de
un fluido perfecto con densidad de enerǵıa y presión dadas, respectivamente, por

ρ ≡ T00 =
1

2
φ̇2 +

∇2φ

2a2
+ V (φ) ≡ ρφ̇ + ρgrad + V , (4.2)

p ≡ 1

3

∑

i

Tii =
1

2
φ̇2 − ∇2φ

6a
− V (φ) ≡ ρφ̇ − 1

3
ρgrad − V , (4.3)

en donde ρφ̇ y ρgrad son las densidades de enerǵıa asociadas a los términos cinético y de
gradiente de φ, respectivamente. Si el término del potencial V es significativamente mayor
que los dos anteriores, la ecuación de estado para la materia del campo resulta ρ ≃ −p ≃
−V (φ) ≃ cte. Luego, φ también permanece aproximadamente constante durante ese peŕıodo
de tiempo (o, para ser más precisos, φ vaŕıa mucho más lentamente que la tasa de expansión
del universo, dada por H(t) ≡ ȧ/a). El factor de escala entra entonces en una fase de de
Sitter, con la siguiente dependencia temporal

a(t) ≃ a0 exp

(

∫ te

t0

√

8πρ̄

3m2
pl

dt

)

≃ a0 exp

(

∫ te

t0

√

8πV
(

φ̄
)

3m2
pl

dt

)

, (4.4)

en donde te y t0 señalan, respectivamente, los tiempos inicial y final de la etapa inflacionaria,
y ρ̄ y V

(

φ̄
)

indican cantidades aproximadamente constantes. El parámetro de Hubble durante
este peŕıodo resulta [63]

H(t) =

√

8πV
(

φ̄
)

3m2
pl

. (4.5)

3La existencia de una fase de falso vaćıo, en el contexto de las GUT, que diera lugar a una etapa de expansión
descripta por la solución de de Sitter hab́ıa sido investigada previamente en diversos trabajos [208, 209, 210,
211, 212, 213, 214, 215, 216]. Sin embargo, fue Guth en el año 1981 [197] el primero en llamar “inflación” a esta
etapa de evolución del universo y señalar en forma precisa las soluciones concretas que ofrećıa a la mayoŕıa de
los problemas que el modelo estándar presentaba [63].
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Caṕıtulo 4. Inflación y regiones no homogéneas

Con este escenario, es posible entonces dar solución a algunos de los problemas del modelo
cosmológico (sección 1.2). Dado que el factor de escala crece exponencialmente, al final de la
etapa inflacionaria el término de curvatura k/a2 en la ecuación de evolución (1.6) puede ser
despreciado, y el problema de la curvatura plana queda de este modo resuelto. Por otra parte,
el tamaño f́ısico del horizonte de part́ıculas crece durante la etapa inflacionaria como

H−1

part́icula
≡ a(te)

∫ te

t0

dt

a(t)
≃ eH∆t

H
. (4.6)

El crecimiento del horizonte es entonces lo suficientemente rápido como para justificar que las
regiones del universo observable actualmente hayan estado confinadas a un dominio pequeño
con contacto causal antes de la etapa de inflación, solucionando aśı el problema del horizonte.
Asimismo, dado que durante la inflación las fluctuaciones cuánticas del campo escalar resultan
independientes de escala, el modelo inflacionario provee también las semillas que darán lugar
a la formación de estructuras en las etapas posteriores de la evolución del universo [219].

4.1.2. Condiciones iniciales para la inflación

A pesar de que la inflación cosmológica ha sido especialmente desarrollada para resolver
problemas concretos del modelo cosmológico estándar, no está exenta de presentar ciertas
dificultades propias. Existen actualmente dos cuestiones importantes aún no resueltas en los
modelos de inflación:

1. cómo compatibilizar los escenarios de inflación con un modelo realista de part́ıculas
elementales, y

2. determinar si el surgimiento de la etapa inflacionaria es genérica o necesita de condiciones
iniciales especiales, aśı como también estudiar si el proceso de inflación puede evolucionar
en escenarios arbitrarios (en particular, con una distribución de materia no homogénea).

En relación al primer punto, el paradigma de inflación debe estar en acuerdo con los
modelos de f́ısica de part́ıculas aceptados hoy en d́ıa [220]. En esta dirección, existen en la
literatura algunos modelos que proponen la existencia de campos escalares y part́ıculas que
podŕıan representar al “inflatón”, aunque este es un tema que se encuentra aún en discusión
[220, 221].

En el contexto de esta tesis, nos interesa sin embargo profundizar en el problema de
las condiciones iniciales necesarias para que una etapa inflacionaria haya tenido lugar en
al evolución cósmica. Si bien uno de los principales objetivos de la inflación es explicar la
homogeneidad a grandes escalas en el universo (es decir, dar un argumento sólido a los modelos
cosmológicos basados en la métrica homogénea e isótropa de FLRW), un ingrediente común en
todos los modelos de inflación basados en la Teoŕıa de la Relatividad General es la hipótesis
de homogeneidad e isotroṕıa primordiales para el comienzo de la propia inflación. Dicha
hipótesis se basa en la comúnmente llamada conjetura cosmológica de “no hair” establece
que los espacio-tiempos descriptos por la métrica de de Sitter son soluciones asintóticamente
estables de las ecuaciones de Einstein si existe una constante cosmológica efectiva positiva
[222, 223, 224]. Como consecuencia, una vez empezado el proceso de inflación, cualquier región
no homogénea es suavizada por la expansión acelerada. Sin embargo, este resultado no siempre
es aplicable durante la etapa pre-inflacionaria. En esta dirección, existen trabajos que estudian
el comienzo de inflación en escenarios homogéneos pero anisótropos [225], y en escenarios no
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homogéneos [226]. Estos últimos modelan, sin embargo, las regiones no homogéneas como
perturbaciones de la solución homogénea de FLRW, y no a partir de soluciones no homogéneas
más generales, como la solución de LTB o la solución de Lemâıtre.

El problema que plantea la evolución de un universo descripto por la métrica de FLRW
y un campo escalar no homogéneo como fuente fue estudiado en detalle en [63], dedicando
particular atención al rol que juegan los términos cinético y de curvatura en la evolución
dinámica del campo con condiciones iniciales no homogéneas. En el contexto de escenarios
de inflación “caótica”, los autores de dicho trabajo encuentran que la etapa de inflación es
genérica, mientras que para los modelos de “nueva” inflación las condiciones iniciales que
dan lugar a una transición de fase en el marco de las GUT son espećıficas y poco generales.
Por otra parte, en lo que respecta a escenarios no homogéneos, otros trabajos numéricos
[227, 228, 229] y anaĺıticos [230] han mostrado que es estrictamente necesario suponer para
los campos escalares primordiales condiciones iniciales de homogeneidad e isotroṕıa en alto
grado para que la etapa de inflación pueda tener lugar.

La evolución de una burbuja en un fondo de vaćıo ha sido estudiada ampliamente en la
literatura para distintos valores de las constantes cosmológicas que caracterizan cada región
[231, 232, 233, 234, 235]. La generalización del formalismo de Israel para el caso de una
cáscara delgada con presión nula expandiéndose en un fondo homogéneo con polvo como
fuente fue presentada en [236]. La integración numérica del problema relativista completo
muestra como resultado que todas las burbujas de vaćıo inicialmente menores que el tamaño
del horizonte se expanden indefinidamente. Para el caso particular de modelos de universo
abierto, el crecimiento del radio de la burbuja puede eventualmente frenarse, mientras que
en universos con curvatura nula, la burbuja de vaćıo de expande más rápido que el fondo y
su radio alcanza valores asintóticos. La expansión es aún mucho más rápida para el caso de
universos cerrados, y la cáscara eventualmente alcanza velocidades cercanas a la velocidad de
la luz [237].

El problema que plantea la evolución de una burbuja en un fondo con distribución de
materia no homogénea fue estudiado en [234, 235, 238]. En estos trabajos, los autores muestran
que la evolución de la región de vaćıo que encierra la burbuja no se inhibe por causa del
contenido de materia en la región externa.

Sin embargo, todos los trabajos mencionados anteriormente están limitados a estudiar
el caso de burbujas evolucionando en fondos con contenido de materia con presión nula,
es decir, polvo. Ante estos resultados, nos propusimos abordar en el marco de esta tesis el
estudio de la evolución del proceso de inflación en escenarios arbitrarios. En particular, nos
interesa investigar la dinámica de regiones de vaćıo en fondos no homogéneos, para analizar
si condiciones iniciales generales podŕıan inhibir el proceso inflacionario. Una manera simple
de encarar este problema es modelar las regiones inflacionarias de vaćıo como “burbujas” con
simetŕıa esférica. Supondremos que la nucleación de estas burbujas tiene lugar en espacio-
tiempos con contenido de materia no homogéneo, descriptos por las soluciones de LTB o de
Lemâıtre. La separación entre la burbuja y el fondo no homogéneo, por su parte, puede ser
modelada con una cáscara delgada (esto es, con paredes esféricas de espesor mucho menor
que el radio de la región que encierran). Bajo estas simplificaciones, el análisis queda reducido
entonces a estudiar la dinámica de la cáscara delgada que separa ambas regiones, imponiendo
las condiciones de pegado de Israel [239], a través de la superficie de separación, para las
soluciones de las ecuaciones de Einstein que modelan cada región. Esto es lo que conocemos
como formalismo de cáscara delgada o thin shell.
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Dado que es esperable que las condiciones primordiales del universo den lugar a presencia
de materia relativista, focalizaremos nuestro trabajo en estudiar la evolución de regiones de
vaćıo en fondos con contenido de materia de radiación, tanto con distribuciones homogéneas
cuanto no homogéneas. La evolución numérica será computada mediante la implementación
de un código que integre adecuadamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales co-
rrespondiente. Las condiciones iniciales que estudiaremos son caracteŕısticas de los modelos
inflacionarios, y los parámetros para describir la geometŕıa contemplarán escenarios cosmoló-
gicos genéricos.

4.2. El formalismo de la cáscara delgada

El formalismo de cáscara delgada (también conocido como formalismo de condiciones de
juntura o formalismo de thin shell) es una técnica desarrollada para estudiar problemas de
Relatividad General que involucren campos gravitacionales producidos por una lámina o cás-
cara delgada de materia [239, 240, 241, 242, 243, 244]. El campo gravitacional generado por
dicha cáscara es descripto por una métrica continua, pero no derivable en la región ocupada
por la cáscara. Con esto, la conexión af́ın (śımbolos de Christoffel) resultan funciones con dis-
continuidades tipo escalón, mientras que el tensor de Riemann, por su parte, toma la forma
de una función delta de Dirac [245]. Aunque el campo de aplicabilidad del formalismo es am-
plio, para los propósitos de nuestro trabajo nos concentraremos en describir un escenario con
simetŕıa esférica y una cáscara delgada tipo tiempo (esto es, ortogonal a las hipersuperficies
con t = cte).4

El modelo de cáscara delgada supone la existencia de dos regiones de espacio-tiempo, M−

y M+, caracterizadas cada una por una métrica y un contenido de materia particulares. Las
regiones están separadas por una hipersuperficie con simetŕıa esférica, Σ (ver figura 4.1) [246].
La superficie de separación es modelada con una cáscara delgada (de radio despreciable), ca-
racterizada por un tensor enerǵıa-momento y una ecuación de estado particular para describir
su contenido de materia. Las regiones y la cáscara están unidas mediante las condiciones de
pegado de Israel [231, 239, 245, 247], las cuales permiten relacionar la discontinuidad en la
curvatura externa de la cáscara en cada una de las regiones, con su tensor enerǵıa-momento en
la superficie de separación Σ. El formalismo de cáscara delgada ha sido previamente utilizado
en la literatura para describir la evolución de burbujas cósmicas en el contexto de modelos
inflacionarios [231, 234, 235]. El esquema simplifica el problema más complejo de modelar la
transición entre ambas regiones con un perfil gradual ppara la cáscara, y ofrece una buena
aproximación para estudiar el escenario cosmológico que motiva nuestro trabajo.

Con el fin de analizar la evolución de burbujas cósmicas en el contexto de escenarios de
inflación, nos limitaremos a estudiar el formalismo de cáscara delgada para el caso de una
región interna homogénea de vaćıo, y una región externa no homogénea y con simetŕıa esférica.
El modelo queda caracterizado entonces de la siguiente manera [234]:

Una región interna de vaćıo, M−, con constante cosmológica Λ−, y descripta por una
métrica isótropa y homogénea, con elemento de ĺınea expresado en las coordenadas

4Un ejemplo simple, análogo al caso gravitacional, aparece en el problema de electrostática definido por una
lámina cargada, con densidad de carga ρ(~x) = σδ(z). La densidad superficial de carga, σ, generará un potencial
eléctrico continuo, φ(~x) = ~E0 ·~x+|z|σ/ǫ0, y una discontinuidad en el campo eléctrico, ~E(~x) = ~E0+sign(z)ẑσ/ǫ0
[245].
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4.2. El formalismo de la cáscara delgada

Figura 4.1: (extráıda de [246]) Modelo de cáscara delgada o thin shell: dos regiones del espacio-
tiempo, M− y M+, separadas por una hipersuperficie Σ con simetŕıa esférica y orientada con
el vector n .

internas (T, z, θ, φ) como

ds2|M− = g−µνdx
µ
−dx

µ
− = dT 2 − b2(T )

(

dz2

1 + z2
+ dΩ2

)

. (4.7)

La evolución del factor de escala queda determinada por la ecuación

(

db

dT

)

=

(

Λ−

3

)

b2(T ) + 1 . (4.8)

La hipersuperficie de separación Σ, que describe la evolución de la burbuja con simetŕıa
esférica, está caracterizada por el elemento de ĺınea

ds2|Σ = gabdx
adxb = dτ2 − ρ(τ)2dΩ2 , (4.9)

en donde (τ, θ, φ) son las coordenadas comóviles sobre la burbuja. Supondremos que
la misma puede describirse como una cáscara delgada de fluido perfecto, con tensor
enerǵıa-momento dado por

TΣ
µν = [σ(τ) + pσ(τ)]u

Σ
µu

Σ
ν − pσ(τ)g

Σ
µν , (4.10)

y una ecuación de estado de la forma pσ = wσ.

La región externa, M+, queda caracterizada por la solución de Lemâıtre en coordenadas
externas (t, r, θ, φ), con elemento de ĺınea dado por

ds2|M+ = g+µνdx
µ
+dx

µ
+ = eA(t,r)dt2 − eB(t,r)dr2 −R2(t, r)dΩ2 , (4.11)

y un fluido perfecto como fuente, con tensor de enerǵıa-momento

T+
µν = [ǫ(t, r) + p(t, r)]u+µ u

+
ν − p(t, r)g+µν − Λ+g

+
µν . (4.12)
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Caṕıtulo 4. Inflación y regiones no homogéneas

Recordemos que la métrica de Lemâıtre es la solución más general posible para describir
regiones no homogéneas con simetŕıa esférica y un fluido perfecto con ecuación de estado
del tipo p(t, r) = αǫ(t, r). Como veremos en las secciones subsiguientes, las soluciones
de FLRW y de LTB pueden recuperarse a partir de una elección adecuada de ρ(t, r) y
p(t, r). El caso particular de una región externa descripta por la métrica de LTB (esto
es, con polvo no homogéneo como fuente) puede recuperarse imponiendo la ecuación de
estado p(t, r) = 0, mientras que el ĺımite homogéneo para describir una evolución tipo
FLRW tiene lugar eligiendo (i) ǫ(t, r) = ǫ(t) y p(t, r) = p(t) = 1

3ǫ(t), para un fluido de
radiación, y (ii) ǫ(t, r) = ǫ(t) y p(t, r) = 0 para el caso de un fluido sin presión.

En adelante, los sub́ındices “-” y “+” indicarán cantidades en las regiones interna y externa,
respectivamente. Es importante notar que las métricas están expresadas en diferentes sistemas
coordenados, caracteŕısticos de cada geometŕıa. Las coordenadas angulares de cada región
coinciden debido a la simetŕıa esférica del problema.

El pegado continuo de las dos regiones a través de la cáscara delgada impone las siguientes
restricciones sobre las funciones métricas:

b(T, ζ) = ρ(τ) = R(t, r) , (4.13)

y

dT 2 −
(

b2(T )

1 + ζ2

)

dζ2 = dτ2 = eA(t,r)dt2 − eB(t,r)dr2 . (4.14)

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) permiten expresar (T, ζ) y (t, r) como funciones (T (τ), ζ(τ)) y
(t(τ), r(τ)). Es decir, que la evolución de la cáscara puede ser, o bien estudiada en términos
de las coordenadas que caracterizan las regiones interna o externa, o bien parametrizada por
la coordenada temporal τ sobre la burbuja. Dado que la solución que caracteriza a la región
externa es, en general, compleja y conocida sólo numéricamente, la descripción del proble-
ma será realizada utilizando un sistema de referencia comóvil con las coordenadas externas
(t, r, θ, φ). Notemos que, si parametrizamos la evolución de la cáscara delgada con la coorde-
nada temporal t de la región externa, entonces sobre la hipersuperficie Σ tenemos τ = τ(t) y
r = r(t). En adelante, denotaremos con la función x(t) a la coordenada radial externa de la
burbuja, esto es, x(t) ≡ r|Σ = r(t)|Σ.

Teniendo en cuenta las restricciones (4.13) y (4.14), las condiciones de pegado de Israel
resultan [231, 239, 246, 247]:

−σ
2

=
[

Kθ
θ

]

, (4.15)

pσ = [Kτ
τ ] +

[

Kθ
θ

]

, (4.16)

dσ

dτ
+

2

ρ

dρ

dτ
(σ + pσ) = −[T n

τ ] , (4.17)

en donde todas las cantidades son funciones del tiempo propio de la burbuja, τ , y los corchetes
aplicados a una dada cantidad A indican la diferencia [A] = A+ − A−. El tensor Kab ≡
nα;βe

α
ae

β
b es la curvatura extŕınseca de la cáscara, y T n

τ ≡ eατT
β
αnβ es la proyección normal a

la superficie de la burbuja del tensor enerǵıa-impulso. Las ecuaciones (4.15)-(4.17) determinan
la evolución del radio ρ de la cáscara, y de su densidad de materia σ, y están acopladas a
la evolución de la geometŕıa de las regiones interna y externa (estas últimas dadas por las
ecuaciones de Einstein). En particular, la ecuación (4.16) puede ser reemplazada por una
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4.2. El formalismo de la cáscara delgada

ecuación de estado para el contenido de materia sobre la cáscara, que supondremos de la
forma pσ = wσ.

Para estudiar la evolución de la burbuja nos resta sólo reescribir las ecuaciones (4.15) y
(4.17) en términos de las coordenadas de la métrica externa, como detallamos a continuación.
Para ello, tenemos enn cuenta que los proyectores sobre la hipersuperficie Σ, expresados en
las coordenadas externas, son

eατ =

(

dt

dτ
,
dx

dτ
, 0, 0

)

, (4.18)

eαθ = (0, 0, 1, 0) , (4.19)

eαφ = (0, 0, 0, 1) . (4.20)

La velocidad de la burbuja es uα = eατ y el vector normal orientado hacia la región externa
queda definido por las condiciones uαnα = 0 y nαnα = −1. En particular, para la métrica
externa que estamos considerando resulta

nα = γ+e
A(t,x)/2eB(t,x)/2

(

−
(

dx

dτ

)

,

(

dt

dτ

)

, 0, 0

)

, (4.21)

en donde el parámetro γ+ indica si la burbuja está en expansión (γ+ = 1) o en contracción
(γ+ = −1). Los proyectores y el vector normal expresados en las coordenadas internas son
definidos en forma análoga.

Con las definiciones anteriores, las componentes angulares del tensor de curvatura extŕın-
seca resultan

K−
ab ≡ n−α;β(e

α
a)

−(eβb)
− = γ−

1

ρ
√

1 + ζ2

(

ζb
dz

dτ

db

dT
+ (1 + z2)

dT

dτ

)

, (4.22)

K+
ab ≡ n+α;β(e

α
a)

+(eβb)
+ = γ+

1

ρ
e−A/2e−B/2

(

eAR′ dt

dτ
+ eBṘ

dx

dτ

)

, (4.23)

en donde γ− = 1 (γ− = −1) indica que el radio expresado en coordenadas internas está
creciendo (decreciendo). Luego, la ecuación (4.15) puede ser reescrita de la siguiente forma
[234]

γ+

√

(

dρ

dτ

)2

−∆+ − γ−

√

(

dρ

dτ

)2

−∆+ = −σρ
2
, (4.24)

con

∆+ =
Ṙ2

eA
− R′2

eB
= −1 +

(

2M

R3
+

Λ+

3

)

ρ2 , (4.25)

∆− = −(1 + ζ2) + ζ2
(

db

dT

)2

= −1 +
Λ−

3
ρ2 , (4.26)

en donde M(t, r) es una función de integración presente en la solución de Lemâıtre, definida
por la ecuación (2.46). Trabajando con la segunda igualdad de las expresiones (4.25) y (4.26),
la ecuación (4.24) puede reescribirse de la forma [234]

(

dρ

dτ

)2

= ρ2V 2 − 1 , (4.27)
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Caṕıtulo 4. Inflación y regiones no homogéneas

con

V 2 = Λ− +

[

σ

4
+

1

σ

(

Λ+ − Λ−

3
+

2M

R3

)]2

. (4.28)

Teniendo en cuenta que sobre la burbuja ρ(τ) = R(t, x), y reemplazando (dρ/dτ) por la
expresión (4.27), la ecuación (4.15) resulta

(

dx

dt

)2
[

R′2 + eB(R2V 2 − 1)
]

+ 2ṘR′

(

dx

dt

)

+ Ṙ2 − eA(R2V 2 − 1) = 0 . (4.29)

Notemos que ahora todas las funciones involucradas están expresadas en términos de las
coordenadas externas de la burbuja (t, x(t)).

Nos resta reescribir también la ecuación (4.15) en coordenadas (t, x(t)). La proyección
normal a la superficie de la burbuja del tensor enerǵıa-impulso externo es

(T n
τ )

+ ≡ eατT
β
αnβ = −γ

(

dt

dτ

)(

dx

dτ

)

eA(t,x)/2eB(t,x)/2[ǫ(t, x) + p(t, x)]
√

eA(t,x) − eB(t,x)
(

dx
dt

)2
. (4.30)

Por otra parte, dado que la burbuja encierra una región de vaćıo, resulta (T n
τ )

− = 0. Las
ecuaciones de evolución para la burbuja resultan entonces

dx

dt
=

−ṘR′ ±
√

(R2V 2 − 1)[R′2eA − Ṙ2eB + eAeB(R2V 2 − 1)]

R′2 + eB(R2V 2 − 1)
, (4.31)

dσ

dt
= −2(σ + pσ)

Ṙ

R
+ γ+(ǫ+ p)

(

dx

dt

)

eA/2eB/2

√

eA − eB
(

dx
dt

)2
. (4.32)

Notemos que las funciones métricas presentes en las ecuaciones (4.31) y (4.32) deben estar
evaluadas sobre la burbuja, esto es, en las coordenadas (t, x(t)). Estas ecuaciones deberán ser
integradas junto con aquellas que determinan la evolución de la geometŕıa externa.

Una restricción adicional se desprende del signo del radicando de la ecuación (4.31), que
impone una cota inferior para la coordenada radial de la burbuja. Es decir, que x debe ser
tal que satisfaga

1

V 2
< R2(t, x) . (4.33)

Durante toda la evolución supondremos válidas, además, las condiciones de enerǵıa débil [18]
para la densidad de enerǵıa de la cáscara, es decir,

σ > 0 . (4.34)

Esta condición es equivalente a pedir que se satisfagan las siguientes restricciones

δ+ − δ− >
ρ2σ2

4
, si γ+ = +1 , (4.35)

δ+ − δ− <
ρ2σ2

4
, si γ+ = −1 , (4.36)

con

δ =
Ṙ2

eA
− R′2

eB
. (4.37)

Las condiciones (4.35) y (4.36) son generales y utilizadas para controlar el comportamiento
de σ(t) durante toda la evolución. La cantidad δ se calcula, según el caso, para las métricas
de Lemâıtre, de LTB o de FLRW, a partir de las respectivas definiciones para las funciones
A(t, r) y B(t, r).
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4.2. El formalismo de la cáscara delgada

4.2.1. Cálculo numérico de la evolución de la burbuja

Para estudiar la evolución de la burbuja desarrollamos un código numérico en lenguaje For-
tran 90. Las ecuaciones de evolución (4.31) y (4.32) para el radio y la densidad de la burbuja,
respectivamente, quedan acopladas a aquellas que determinan la evolución de las funciones
R(t, r), M(t, r), ǫ(t, r) y B(t, r) que caracterizan la geometŕıa externa. Estas últimas son ob-
tenidas a partir de las expresiones (2.45), (2.46) y (2.48). El sistema completo de ecuaciones
resulta [150, 151, 248]

Ṙ(t, r) = eA(t,r)/2

[

2M(t, r)

R(t, r)
+

Λ

3
R2(t, r)− 1 +R′2(t, r)e−B(t,r)

]1/2

, (4.38)

Ṁ(t, r) = −1

2
R2(t, r)Ṙ(t, r)p(t, r) , (4.39)

ǫ̇(t, r) = −p′(t, r) Ṙ(t, r)
R′(t, r)

− [ǫ(t, r) + p(t, r)]

[

Ṙ′(t, r)

R′(t, r)
+ 2

Ṙ(t, r)

R(t, r)

]

, (4.40)

Ḃ(t, r) = 2

[

Ṙ′(t, r)

R′(t, r)
+

Ṙ(t, r)p′(t, r)

[ǫ(t, r) + p(t, r)]R′(t, r)

]

, (4.41)

con

M ′(t, r) =
1

2
ǫ(t, r)R(t, r)R′(t, r) , (4.42)

A(t, r) = −2

∫ r

0

p′(t, r)

ǫ(t, r) + p(t, r)
dr , (4.43)

en donde los śımbolos ˙ y ′ indican, respectivamente, derivadas con respecto a las variables
t y r. La presión p(t, r), por su parte, se determina en cada instante a partir de la ecuación de
estado correspondiente. La integración de las ecuaciones diferenciales parciales involucradas en
la evolución de la geometŕıa es realizada implementando el método de las ĺıneas, con precisión
de cuarto orden.5

4.2.2. Condiciones iniciales para la evolución de la burbuja

Las condiciones iniciales para resolver el problema quedan especificadas indicando la coor-
denada radial y la densidad de la burbuja en el instante inicial, x0 y σ0 respectivamente, y
los perfiles iniciales de las funciones métricas R(t0, r), E(r) y ǫ(t0, r).

6 Comenzando por estos

5El método de las ĺıneas, utilizado para la resolución de ecuaciones diferenciales parciales, propone la discre-
tización de la variable espacial r en una grilla uniforme ri y un esquema de derivación numérica para reescribir
las derivadas parciales con respecto a la variable r en términos de las mismas funciones de evolución involucra-
das en la integración. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante puede ser entonces integrado,
por ejemplo, mediante un algoritmo tipo Runge-Kutta [249].

6Notemos que estas tres funciones son suficientes para determinar completamente las condiciones iniciales.
Las funciones M(t0, r) y A(t0, r) son luego calculadas a partir de las ecuaciones (4.42) y (4.43), respectivamente,

y resulta B(t0, r) =
R′(t0,r)
1+2E(r)

.
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últimos, para nuestro problema particular elegimos:

R(t0, r) = a0r , (4.44)

E(r) = −1

2

( r

k

)2
, (4.45)

ǫ(t0, r) = ǫ0

[

1− δ1exp

(

−(r − r0)
2

δ22

)]

, (4.46)

con a0, k y ǫ0 constantes arbitrarias que barren diferentes regiones del espacio de parámetros
iniciales. Las cantidades δ1, δ2 y r0 caracterizan la distribución inicial no homogénea de
la densidad externa.7 Los escenarios de polvo o radiación homogéneos se recuperan con la
elección δ1 = 0.

Los parámetros Λ−, Λ+ y ǫ0 caracterizan las distintas geometŕıas. El parámetro Λ− re-
presenta la enerǵıa de vaćıo de la región de universo emergente dentro de la burbuja, y está
directamente asociado a la escala de enerǵıa que los modelos inflacionarios predicen para la
etapa de nucleación [197]. Para una enerǵıa media de ∼ 1014 GeV, el valor de Λ− en unidades
de Planck resulta

Λ− ≃ 5× 10−5 . (4.47)

En adelante, trabajaremos con dicho valor para caracterizar a la geometŕıa interna. Los pa-
rámetros Λ+ y ǫ0 no poseen a priori restricciones provenientes de los modelos inflacionarios,
puesto que los mismos suponen que, cualquiera sea la caracterización del fondo, la expansión
inicial de la burbuja basta para dar lugar a un escenario con homogeneidad e isotroṕıa. Dado
que este es justamente el problema que estamos interesados en estudiar, elegiremos los pará-
metros que caracterizan el fondo de forma tal que la dinámica de diferentes escenarios pueda
ser reproducida. En particular, trabajaremos con

ǫ0 = 10Λ− y Λ+ < ǫ0 . (4.48)

Dado que ǫ0 representa el valor asintótico de la densidad (lejos de la región no homogénea), la
elección anterior asegura que, inicialmente, la dinámica de la región externa quede dominada
por el término (2M/R) de la ecuación (4.38) y, en consecuencia, los eventuales efectos pro-
ducidos por las distribuciones de polvo o radiación del fondo sean más pronunciados.8 Para
el parámetro Λ+ elegiremos cuatro valores, correspondientes a diferentes evoluciones, a saber

Λ+ = 0 , Λ+ =
1

2
Λ− , Λ+ = Λ− , Λ+ = 2Λ− .

Resta especificar, por último, las condiciones iniciales para la cáscara delgada, elegidas
como

x0 = 15 y σ0 = 1× 10−3 . (4.49)

La elección de x0 es tal que la nucleación se da en un punto del perfil no homogéneo en donde
la cantidad ρ′ es significativamente no nula. Pensando en el caso más general, en el cual la
burbuja se expande en un fondo no homogéneo con presión no nula (es decir, descripto por la
solución de Lemâıtre), esta elección se traduce en un gradiente de presión inicial no nulo que,

7Otra alternativa para introducir un perfil no homogéneo en el problema es a través de la función E(r),
como fue realizado en los trabajos [150, 234].

8Notemos que, de otra forma, la expansión diluiŕıa rápidamente la densidad de materia de la región externa
y el problema pasaŕıa a ser un escenario tipo de Sitter-de Sitter.
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como fue discutido en la sección 2.2, da lugar a comportamientos peculiares en la dinámica del
fondo y, eventualmente, también en la evolución de la burbuja (que es justamente lo que nos
interesa estudiar). El valor inicial para σ0 es elegido de forma tal que se satisfaga la condición
(4.35). La ecuación de estado de la burbuja, pσ = wσ, por su parte, queda caracterizada por
los valores w = 0, 1/3,−1.9

Habiendo especificado completamente las cndiciones iniciales, presentamos a continuación
los resultados de la evolución numérica de la burbuja de vaćıo inmersa en las diferentes geo-
metŕıas de fondo. En orden creciente de complejidad, comenzaremos estudiando la evolución
en un fondo homogéneo, con el fin de comparar los caso de polvo y radiación. Luego pasare-
mos a trabajar con los escenarios no homogéneos descriptos por las soluciones de LTB y de
Lemâıtre. La discusión general sobre nuestros resultados está detallada al final del caṕıtulo.

4.3. Evolución en un fondo homogéneo: polvo vs. radiación

Con el fin de estudiar los efectos que diferentes tipos de materia en la región externa tienen
sobre la dinámica de la burbuja, comenzaremos analizando dos casos homogéneos, en los
que la burbuja evoluciona o bien en un fondo con contenido de materia sin presión (esto es,
polvo), o bien en un fondo con radiación. En ambos casos, polvo o radiación, la métrica que
caracteriza el espacio externo es la de FLRW, con elemento de ĺınea dado por

ds2 = dt2 − a2(t)

(

1

1− kr2
dr2 − r2dΩ2

)

, (4.50)

que se recupera de la expresión (4.11) cuando E(r) = −1
2kr

2, R(t, r) = a(t)r y ǫ(t, r) ≡ ǫ(t).10

Las ecuaciones (4.38)-(4.41), que determinan la evolución de la geometŕıa, se reducen a

ȧ2 =
2M

ar3
+ a2

Λ+

3
− k , (4.51)

Ṁ = −p
2
ȧr3 , (4.52)

ǫ̇ = −3(ǫ+ p)
ȧ

a
, (4.53)

con ecuaciones de estado p = 0 y p = 1
3ǫ para describir los contenidos de materia externa

dados por polvo y radiación, respectivamente. Notemos que en el caso de un fondo homogéneo
de polvo, resulta Ṁ(t, r) ≡ 0.

Las ecuaciones (4.31) y (4.32) que determinan, respectivamente, la evolución de la coor-
denada radial y la densidad de la burbuja se reducen a la forma

dx

dt
=

−(1− kx2)ȧ±
√

(x2a2V 2 − 1)(1 − kx2)(a2V 2 − ȧ2 − k)

x(a2V 2 − k)
, (4.54)

dσ

dt
= −2(σ + pσ)

ȧ

a
+ γ+(ǫ+ p)

(

dx

dt

)

a√
1− kx2

√

1− a2

1− kx2

(

dx

dt

)2

, (4.55)

9Esta elección simple para la ecuación de estado representa una primera aproximación para abordar el
problema. En una segunda instancia podŕıa estudiarse la evolución de la burbuja de vaćıo utilizando ecuaciones
de estado más realistas para describir el contenido de materia sobre la cáscara delgada, basadas en argumentos
teóricos del modelo inflacionario particular que quiera estudiarse.

10En este ĺımite, p′ = 0, y de las ecuaciones (2.47) y (2.48) se tiene, respectivamente, A(t, r) = 0 y B(t, r) =
R′(t,r)2

1+2E(r)
= a(t)2

1−kr2
.

79
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con

V 2 = Λ− +

[

σ

4
+

1

σ

(

Λ+ − Λ−

3
+

2M

a3x3

)]2

. (4.56)

Resultados:

En la figura 4.2 comparamos la evolución de la coordenada radial y la densidad de la burbuja
en función del tiempo, para el caso de un fondo con radiación (ĺıneas amarillas) y un fondo con
polvo (ĺıneas verdes). En ambos casos, los valores para el parámetro de ecuación de estado de
la burbuja son w = −1, 0, 1/3 según las referencias indicadas en cada gráfico. Los parámetros
que caracterizan la geometŕıa, aśı como las condiciones iniciales para el cálculo de la evolución,
son los detallados en la sección 4.2.2.

Del análisis de las curvas correspondientes a x(t), podemos observar que el valor del
parámetro Λ+ es determinante para la evolución de la burbuja. En los casos con Λ+ < Λ−,
la coordenada radial de la burbuja crece inicialmente (debido a la velocidad inicial con la que
comienza la evolución, dada por la ecuación (4.54) evaluada en el instante t = t0), para luego
decrecer hasta alcanzar el ĺımite inferior impuesto por la condición (4.33), esto es, x > 1/(aV ).
Contrariamente, si Λ− < Λ+, la burbuja crece en forma indefinida. Este comportamiento es
observado tanto para para los casos con polvo cuanto para los casos con radiación.

El comportamiento anterior puede entenderse en forma cualitativa si analizamos la expre-
sión correspondiente a la aceleración de la burbuja con condición inicial ẋ = 0. En este caso,
tenemos [250]

ẍ|ẋ(t=t0)=0 =
1

a

(

Λ+ − Λ−

24πσ
− 2σπ − 2ǫ

3σ

)∣

∣

∣

∣

t=t0

, (4.57)

y vemos que la nucleación de la burbuja con velocidad inicial nula presenta siempre aceleración
negativa si Λ+ < Λ−. De la ecuación (4.57) podemos inferir también que el contenido de
materia en la región externa contribuye a disminuir la aceleración de la burbuja. Esto puede
pensarse como una competencia de fuerzas entre la tensión superficial de la burbuja, que
favorece el colapso, y la presión inducida por el calor latente de vaćıo, que favorece la expansión
(en los casos con 0 < Λ− < Λ+). Si bien la ecuación (4.57) es válida sólo para condiciones
iniciales muy particulares (ẋ = 0), este análisis cualitativo está en completo acuerdo con las
curvas presentadas en la figura 4.2.

A pesar de que las curvas para el caso de un fondo con radiación tienen un comporta-
miento cualitativo similar al de aquellas para un fondo con polvo, podemos observar que la
evolución es más lenta. Esto es, que en todos los casos estudiados, bajo las mismas condiciones
iniciales, el fondo con radiación siempre retrasa el crecimiento del radio de la burbuja. Este
comportamiento es consecuencia del efecto de la presión del fluido externo sobre la burbuja
y, como discutiremos más adelante, puede tener relevancia para poner restricciones sobre los
modelos inflacionarios.

Por otra parte, el contenido de materia en la burbuja modifica considerablemente la evo-
lución. En todos los casos estudiados, el parámetro de ecuación de estado w = 0 presenta una
evolución más lenta que aquella calculada con w = 1/3. Este comportamiento puede interpre-
tarse también como una consecuencia de la presión ejercida por el fluido de radiación de la
burbuja. Los casos con parámetro de ecuación de estado w = −1 alcanzan rápidamente la el
ĺımite impuesto por la condición (4.33), independientemente del tipo de fluido que caracteriza
el fondo homogéneo.
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Figura 4.2: Evolución de la coordenada radial de la burbuja, en fondos homogéneos, para
distintos valores del parámetro Λ+. Las curvas verdes y amarillas indican, respectivamente,
evoluciones en fondos con polvo o con radiación, para los parámetros de ecusación de estado
w = −1, 0, 1/3.

En la figura 4.3 mostramos la evolución de la densidad de la burbuja para los dos valores
extremos del parámetro Λ (esto es, Λ+ = 0 y Λ+ = 2Λ−). Para ambas evoluciones, los casos
con radiación mantienen una densidad menor en relación a aquellos con polvo, en acuerdo con
la diferencia observada en la evolución de la coordenada radial x(t). Sin embargo, para cada
uno de los valores de Λ+, no apreciamos diferencias cualitativas entre los diferentes w. Las
evoluciones con Λ+ = Λ− y Λ+ = Λ−/2 (omitidos en la figura 4.3) presentan comportamientos
similares.

Una diferencia apreciable tiene lugar entre los casos con Λ+ < Λ− y aquellos con Λ− < Λ+.
Mientras que en los primeros el crecimiento de la coordenada radial de la burbuja alcanza
un máximo y luego disminuye, las curvas para x(t) en los segundos casos crecen en forma
prácticamente monótona. Ampliaremos la discusión sobre este punto al final del caṕıtulo. Por
último, cabe mencionar que en el caso con Λ+ > Λ−, para tiempos grandes en los que la
densidad de materia del fondo se diluye debido a la expansión, la evolución tiende al ĺımite
del caso con un fondo descripto por la métrica de de Sitter (cuya forma anaĺıtica es conocida,
y fue estudiada numéricamente en [234]), lo cual constituye un test para el código numérico
desarrollado.
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Figura 4.3: Evolución de la densidad de la burbuja para los valores extremos del parámetro
Λ (Λ+ = 0 y Λ+ = 2Λ−). Los casos con radiación mantienen una densidad menor en rela-
ción a aquellos con polvo. No apreciamos diferencias cualitativas para los diferentes w. Las
evoluciones con Λ+ = Λ− y Λ+ = Λ−/2 (omitidos en esta figura) presentan comportamientos
similares.

4.4. Evolución en fondos no homogéneos

Con el propósito de analizar los posibles efectos que una distribución no homogénea de materia
en la región externa puede tener sobre la dinámica de la burbuja, presentaremos en esta
sección la evolución en fondos descriptos por las soluciones de LTB y de Lemâıtre. Mientras
que el primer caso fue analizado en otros trabajos [234, 235, 238], la evolución de burbujas
en ambientes no homogéneos de radiación, descriptos por la solución de Lemâıtre, no ha sido
previamente estudiada y constituye el principal aporte de este trabajo. Los resultados de
dichaa evolución serán comparados con la evolución en un fondo homogéneo de radiación, aśı
como también con los casos no homogéneos de polvo.

4.4.1. Evolución en un fondo no homogéneo de polvo

Para describir la evolución de una burbuja inmersa en un fondo con distribución no homogénea
de polvo, caracterizamos la región externa con la solución de LTB. El elemento de ĺınea es

ds2 = dt2 − R′2(t, r)

1 + 2E(r)
dr2 −R2(t, r)dΩ2 , (4.58)

y puede ser obtenido, nuevamente, de la expresión (4.11) para el caso p(t, r) = 0 (y, en
consecuencia, p′(t, r) = 0). Las ecuaciones que determinan la evolución de la geometŕıa externa
son

Ṙ2 =
2M

R
+

Λ

3
R2 + 2E(r) , (4.59)

ǫ̇ = −ǫ
(

Ṙ′

R′
+ 2

Ṙ

R

)

, (4.60)

en dondeM(t, r) ≡M(r). Las ecuaciones que determinan la evolución de la coordenada radial
y la densidad de la burbuja resultan
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dx

dt
=

−(1 + 2E)Ṙ ±
√

(R2V 2 − 1)(1 + 2E)(2E − Ṙ2 +R2V 2)

R′(2E +R2V 2)
, (4.61)
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con
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. (4.63)

Resultados:

En la figura 4.4 mostramos la evolución de la coordenada radial de la burbuja en un fondo
no homogéneo de polvo (curvas rojas), para los diferentes valores del parámetro Λ+ y los
parámetros de ecuación de estado w = −1, 0, 13 . Los gráficos de la derecha muestran, en cada
caso, la evolución del perfil radial de densidad del fondo no homogéneo. Debido a la expansión,
la región no homogénea inicial se diluye al transcurrir el tiempo. Es decir, que asintóticamente
la evolución tiende a la de un fondo homogéneo. Las cruces negras representan, a cada tiempo,
la coordenada radial de la burbuja.

Con el propósito de analizar cuáles son las consecuencias de que la nucleación de la burbuja
tenga lugar en un fondo no homogéneo, incluimos los perfiles correspondientes a evoluciones
con iguales condiciones iniciales, pero en un fondo de FLRW con contenido polvo (curvas ver-
des). La densidad del fondo homogéneo corresponde al valor asintótico del perfil de densidad
no homogéneo. De la comparación de los casos homogéneo y no homogéneo, puede apreciar-
se que la evolución de x(t) es cualitativamente indistinguible. Sin embargo, en el fondo no
homogéneo las curvas se muestran trasladadas verticalmente (sin alterarse, sin embargo, la
forma general de la curva).

Para entender el comportamiento anterior, basta tener en cuenta que la condición inicial
elegida para x0 (es decir, la coordenada radial en donde se produciŕıa la nucleación de la
burbuja) es tal que la evolución comienza en un punto de subdensidad en relación al valor
asintótico del fondo. Si tenemos en cuenta que la velocidad inicial de la burbuja es directamente
proporcional a ǫ (a través de V 2 en a la ecuación (4.61)), es entonces esperable que la evolución
comience con una velocidad menor. Sin embargo, la evolución en tiempos subsiguientes no
presenta cambios cualitativos respecto del caso homogéneo. Con esto, podemos inferir que la
distribución no homogénea tiene influencia en la evolución sólo a través del valor de la densidad
inicial. Una vez iniciada la evolución, el comportamiento de la burbuja puede describirse con
el escenario de un fondo homogéneo con densidad de fondo igual a la densidad inicial en
el punto de nucleación. Es importante destacar que cuantitativamente las evoluciones entre
los casos homogéneo y no homogéneo son diferentes. Si la nucleación de la burbuja tiene
lugar en una región de subdensidad lo suficientemente baja, la evolución podŕıa presentar
incompatibilidades con los requisitos impuestos por las condiciones del escenario inflacionario
que se quiera estudiar. Ampliaremos esta discusión hacia el final de este caṕıtulo.

El caso Λ+ = 2Λ− es cualitativamente diferente a los otros, y no sigue el análisis anterior.
En este caso, es la diferencia (Λ+ − Λ−) la que domina el comportamiento de la función
auxiliar V (t), y densidades iniciales menores parecen contribuir a una expansión más rápida.
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Por su parte, las diferencias observadas entre las evoluciones correspondientes a diferentes
ecuaciones de estado para el contenido de materia sobre la burbuja son similares a aquellas
encontradas en los casos homogéneos de polvo y radiación (esto es, que el valor w = 1/3
favorece la evolución).

4.4.2. Evolución en un fondo no homogéneo de radiación

Hemos estudiado hasta aqúı los efectos que un contenido de materia con presión puede tener
sobre la evolución de la burbuja (sección 4.3), aśı como también los diferencias apreciables en
aquellos casos en los que la burbuja se nuclea en una región de subdensidad (sección 4.4.1).
En vista de los resultados obtenidos en dichos análisis, y dado que es esperable la presencia de
materia ultrarelativista en las etapas más tempranas de la evolución del universo, es relevante
investigar cómo es la evolución de la burbuja en un fondo de radiación con distribución no
homogénea (es decir, descripto por la solución de Lemâıtre). Este caso, por su parte, cobra
especial interés debido al tipo de evolución no local de la región no homogénea.

La evolución de la geometŕıa descripta por la métrica de Lemâıtre obedece las ecuaciones
generales (4.31) y (4.32) presentadas anteriormente. Las figuras 4.5 y 4.6 muestran la evolución
de la burbuja comparada, respectivamente, con los casos de un fondo homogéneo de radiación
y un fondo no homogéneo de polvo.

Al igual que para la solución de LTB, la evolución de los perfiles de densidad está presen-
tada en los gráficos de la derecha de la figura 4.5. A diferencia de la primera, y de acuerdo
a la evolución propia de la geometŕıa detallada en la sección 2.2, la región no homogénea no
se mantiene confinada a su rango inicial para la coordenada radial. Debido al efecto de un
gradiente de presión no nulo, las regiones no homogéneas se dislocan a lo largo de la evolución
hacia valores de r mayores o menores, según el signo de p′.

Resultados:

El análisis de la figura 4.5, en donde comparamos la evolución de la burbuja en fondos de
radiación (homogéneo y no homogéneo), muestra caracteŕısticas similares a las encontradas
en la comparación de los fondos de polvo (figura 4.4). La evolución en el fondo descripto por la
solución de Lemâıtre es cualitativamente igual al caso de un fondo homogéneo con radiación.
Esta caracteŕıstica es esperable, dado que la expresión de la función V 2 no involucra a la
presión del fluido. Algunas diferencias cualitativas son apreciables en los casos con Λ− ≤ Λ+,
probablemente debidas al pasaje de la burbuja por la región no homogénea (indicado con
las cruces negras en los gráficos de la derecha). La evolución, sin embargo, no se modifica
cualitativamente.

Las diferencias observadas para los distintos contenidos de materia sobre la burbuja son
similares a las de los casos anteriores y, de la misma forma, las burbujas con parámetro de
ecuación de estado w = −1 alcanzan rápidamente la cota inferior impuesta por la condición
(4.33).

La comparación de las evoluciones en fondos no homogéneos de polvo y radiación (figu-
ra 4.6) muestra diferencias cuantitativas, pero no cualitativas, análogas a aquellas observadas
en la comparación de los dos homogéneos (figura 4.2). En todos los casos la evolución de la
burbuja en el fondo de radiación es más lenta, debido a la resistencia ejercida por la presión
del fluido externo.
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Figura 4.4: Izquierda: Evolución de la coordenada radial de la burbuja en un fondo de polvo
no homogéneo descripto por la solución de LTB (curvas rojas). Las curvas verdes represen-
tan la evolución de un fondo homogéneo con densidad igual al valor asintótico del perfil no
homogéneo. Derecha: Evolución del perfil de densidad del fondo no homogéneo de polvo. Las
cruces negras representan la coordenada radial de la burbuja para cada tiempo.
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Figura 4.5: Izquierda: Evolución de la coordenada radial de la burbuja en un fondo de radiación
no homogéneo descripto por la solución de Lemâıtre (curvas violetas). Las curvas amarillas
representan la evolución de un fondo homogéneo de radiación con densidad igual al valor
asintótico del perfil no homogéneo. Derecha: Evolución del perfil de densidad del fondo no
homogéneo de radiación. Las cruces negras representan la coordenada radial de la burbuja en
cada tiempo.
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Figura 4.6: Comparación de las evoluciones en fondos no homogéneos de polvo (curvas rojas)
y radiación (curvas violetas). La geometŕıa del fondo está descripta, en cada caso, por las
soluciones de LTB y de Lemâıtre, respectivamente.
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Figura 4.7: Evolución del radio propio de la burbuja, R(t, x(t) = ρ(τ), para los casos homo-
géneos y para el fondo no homogéneo de radiación. El creciento es sensible al contenido de
materia del ambiente, siendo más lento si la burbuja evoluciona en un entorno con radiación.

4.5. Discusión general

Con la motivación de estudiar escenarios generales para el proceso de inflación cosmológica,
hemos presentado en este caṕıtulo la evolución de burbujas de vaćıo en fondos de materia y
radiación, con distribuciones homogénea y no homogénea, en grado creciente de complejidad.
Los casos con radiación (homogénea o no) no han sido estudiados previamente y constituyen
el principal aporte original de este trabajo.

La evolución de la burbuja de vaćıo fue calculada numéricamente a partir del formalismo
de cáscara delgada o thin shell. La resolución general del problema envuelve la integración
temporal de la coordenada radial de la burbuja y su densidad, junto con la evolución de la
geometŕıa del fondo. Esta última, para los casos no homogéneos descriptos por la solución de
LTB y de Lemâıtre involucra la integración de ecuaciones diferencias parciales no lineales. El
código numérico que desarrollamos reproduce perfectamente los resultados obtenidos previa-
mente para los casos de una evolución en un fondo de polvo [234, 235], y generaliza el estudio
para casos con radiación (en particular, con distribución no homogénea).

Los resultados que obtuvimos son múltiples. Comenzando por la comparación de la evo-
lución en fondos homogéneos con contenido de polvo y radiación, mostramos que la presión
de la radiación del fondo externo ejerce un efecto de retraso en el crecimiento de la burbuja
(figura 4.2).

La evolución para los casos con fondos no homogéneos descriptos por la solución de LTB
y de Lemâıtre fueron comparados, respectivamente, con la evolución homogénea de un fondo
de polvo y radiación. Los resultados obtenidos muestran que si la burbuja de vaćıo se nuclea
en una región de subdensidad, la evolución es equivalente a la de un fondo homogéneo, con
densidad inicial igual a la densidad del punto en donde ocurre la nucleación. Es decir, que la
distribución no homogénea del fondo sólo tiene una influencia apreciable sobre las condiciones
iniciales. Este comportamiento se repite tanto en los casos con contenido de polvo, como
aquellos con radiación.

En relación a las diferencias observadas para distintos tipos de ecuación de estado para
caracterizar el contenido de materia sobre la burbuja, encontramos que los parámetros de
ecuación de estado w = 0 y w = 1/3 dan lugar a evoluciones similares. Sin embargo, una
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burbuja de radiación se expandeŕıa más rápido que una de polvo, como consecuencia de la
presión del material de la propia burbuja sobre el fondo. En todos los casos estudiados, la
evolución correspondiente al parámetro de ecuación de estado w = −1 alcanza rápidamente
el ĺımite impuesto por la ecuación (4.33) sobre la coordenada radial de la burbuja.

Algunas diferencias significativas pueden apreciarse también para las distintas elecciones
del parámetro Λ+. En los casos con Λ+ < Λ−, el crecimiento del radio de la burbuja se
frena y da lugar a una disminución de la coordenada radial de la burbuja, mientras que para
Λ− < Λ+ el crecimiento de x(t) es prácticamente monótono. El primer caso, sin embargo, no
debe interpretarse erróneamente como un colapso de la burbuja. Dado que x(t) representa la
coordenada radial de la burbuja, no comóvil con el fondo, el crecimiento o decrecimiento de
esta coordenada indica que la burbuja de vaćıo se expande más o menos rápido se la propia
expansión del fondo en el que esta está inmersa.

Para concluir, cabe resaltar que si bien no detectamos diferencias cualitativas en las dis-
tintas evoluciones, las diferencias cuantitativas que observamos entre los casos de polvo y
radiación (debidas a la presión de la radiación sobre la burbuja), podŕıan tener efectos re-
levantes sobre el desarrollo de la inflación. Para apreciar esto, mostramos en la figura 4.7
la evolución del radio propio de la burbuja, R(t, x(t)) = ρ(τ). Dado que dicho radio actúa
como una frontera móvil de la región inflacionaria, las consecuencias de su evolución sobre los
campos definidos en la región interior deben ser tenidos en cuenta en un análisis minuscioso
de los modelos inflacionarios.
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“Solamente el farolero del único farol del Polo Norte y su colega del único farol del Polo Sur
llevaban una vida ociosa e indiferente: trabajaban dos veces al año.”

El Principito (1943)

Antoine de Saint-Exupéry
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Caṕıtulo 5

Modelos de void con dos fluidos

Las llamadas regiones de vaćıo o voids son subdensidades pronunciadas en la distribución de
materia, caracterizadas perfiles radiales no homogéneos. Los voids con simetŕıa esférica pueden
ser modelados con las soluciones de Lemâıtre y de LTB para describir, respectivamente, fluidos
con y sin presión.

Los modelos cosmológicos no homogéneos construidos a partir la solución de LTB con
perfiles de void (en adelante, modelos de void de LTB), han sido ampliamente estudiados con
el objeto de describir diferentes conjuntos de observaciones astronómicas sin la necesidad de
introducir una componente de enerǵıa oscura en el universo. Mientras que algunos autores han
desestimado la viabilidad de este tipo de modelos para describir simultáneamente conjuntos
de datos de diferente naturaleza (e.g. observaciones del CMB, SN tipo Ia, BAO y H0, entre
otras), trabajos recientes sugieren que los modelos de void de LTB pueden adquirir relevancia si
incluimos los efectos de una distribución no homogénea de radiación en la evolución temprana
del universo.

En este contexto, un modelo cosmológico de dos fluidos no comóviles (esto es, materia
y radiación) fue presentado recientemente por C. Clarkson, M. Regis y W.C. Lim [140]. El
mismo contempla aquellas correcciones en las geodésicas nulas que surgen como consecuencia
de la evolución no trivial de la geometŕıa de fondo. La dinámica completa del modelo es
calculada en forma numérica integrando las ecuaciones de evolución para los dos fluidos,
junto con aquellas que caracterizan la geometŕıa. Este modelo es una primera versión del
problema, en la que algunas hipótesis razonables son consideradas. En particular, los efectos
de la presión anisótropa de la radiación (no nula para el caso de distribuciones no homogéneas),
son omitidas durante el cómputo de la evolución.

Presentaremos en este caṕıtulo un trabajo realizado en colaboración con los autores men-
cionados anteriormente, que propone una generalización del modelo de dos fluidos para el
caso en el que el cuadrupolo de la distribución no homogénea de la radiación (esto es, la
presión no isótropa) es tenido en cuenta. Comenzaremos por introducir los modelos de void y
detallar los argumentos que justifican la relevancia de incluir los efectos de una distribución
no homogénea de la radiación en la evolución de la geometŕıa. Luego describiremos el modelo
de dos fluidos no comóviles, aśı como la evolución de los multipolos de orden superior de la
distribución de radiación no homogénea a partir del formalismo de la teoŕıa cinética relati-
vista. Los potenciales efectos de la presión anisótropa de la radiación en cantidades f́ısicas
observables que permitan distinguir entre diferentes modelos cosmológicos serán discutidos al
final del caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5. Modelos de void con dos fluidos

5.1. Los modelos de void

Los modelos de void han sido propuestos como un alternativa viable a la introducción de
una constante cosmológica (o de campos de materia de naturaleza desconocida, como aquel
que describiŕıa a la enerǵıa oscura) en la descripción del universo [133]. Estos modelos están
basados usualmente en la solución de LTB, y son caracterizados por una distribución no ho-
mogénea de polvo con una región pronunciada de subdensidad en el centro de simetŕıa de la
métrica. Lejos de dicha región, sin embargo, la distribución de materia adopta un compor-
tamiento homogéneo. Un perfil t́ıpico utilizado para caracterizar a la región de subdensidad
(o void, como suele denominarse comúnmente en la literatura) está mostrado en la figura 5.1
[251].1

Las soluciones de LTB que describen voids esféricos tienen el potencial de modelar los
efectos locales que puedan tener lugar en la región de subdensidad, con la ventaja de recuperar
asintóticamente el comportamiento de la solución de FLRW en el ĺımite homogéneo, esto es,
lejos del centro de simetŕıa. En este sentido, han sido utilizados para mostrar que es posible
ajustar aquellas observaciones que indican aceleración en la expansión del universo sin postular
la existencia de enerǵıa oscura. Constituyen aśı una primera aproximación al problema general
con menos simetŕıas.2

Dadas las limitaciones observacionales para discernir entre las evoluciones temporal y
radial de la geometŕıa, y la falta de un mecanismo eficiente para describir la formación de
voids, la forma más adecuada de trabajar con este tipo de distribuciones es a partir de una
reconstrucción directa del perfil (en lugar de poner cotas sobre un modelo paramétrico simple).
Para ello, debemos considerar condiciones f́ısicas independientes en el centro y en la región
asintótica, en acuerdo con los diferentes tipos de observaciones astronómicas que pretendemos
ajustar con el modelo.

Los conjuntos de datos que permiten reconstruir un modelo de void son de naturaleza
variada [133]. Si consideramos un observador en el centro de simetŕıa, las observaciones locales
(como la curva de la distancia de luminosidad vs. redshift de las SN tipo Ia) permiten poner
cotas sobre la curvatura, la tasa de expansión de Hubble y la densidad de materia en el centro,
aśı como también sobre los perfiles radiales no homogéneos de estas cantidades f́ısicas hasta
distancias correspondientes a algunas unidades de redshift. Por otra parte, las observaciones
del fondo cósmico de radiación ponen cotas sobre la región externa de los perfiles de void,
a partir de la relación dA(z) para distancias correspondientes a z ∼ 1100, de la fracción de
bariones, fb, y del cociente entre el número de bariones y el número de fotones, nb/nγ , a una
distancia comóvil aproximada de 13 Gpc medida desde el centro de simetŕıa. Los grados de
libertad restantes, necesarios para especificar la variación radial de la fracción de bariones, de
la densidad de la enerǵıa de radiación y del espectro primordial de potencias, deben ser, sin
embargo, restringidos a partir de otros conjuntos de observaciones [133].

1En adelante, trabajaremos con modelos de void que describen subdensidades a tiempos tard́ıos en la escala
de los Gpc. Notemos, sin embargo, que existen otros modelos (también llamados de ’void’), que representan
regiones no homogéneas del orden de algunos cientos de Mpc. Estos últimos son estudiados, usualmente, como
un tratamiento perturbativo del modelo de FLRW [133]. Es importante mencionar que no disponemos aún
de mecanismos eficientes que den lugar a la formación de tales voids y, en esta dirección, probablemente sea
necesario proponer algún proceso desconocido en la etapa final de la inflación que justifique el surgimiento de
una región con simetŕıa esférica a escalas de Hubble [133].

2Estas caracteŕısticas imitan de manera más realista aquellos primeros modelos no homogéneos propues-
tos por Tomita, basados en el pegado de dos soluciones homogéneas con diferente parámetro de expansión
(sección 1.3).
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Figura 5.1: (extráıda de [251]) Ejemplo de un perfil de densidad de materia caracteŕıstico de
los modelos de void, para un dado instante t0. La distribución no homogénea está especificada,

en este caso particular, por la función ρ(t0, r) = ρ0

[

1 + δρ − δρ exp
(

− r2

σ2

)]

, con ρ0 = 0,3 ×
(3H2

0 )/(8πG), δρ = 4,05 y σ = 2,96.

En esta dirección, varios trabajos se han desarrollado utilizando los datos del fondo cósmico
de radiación para poner restricciones sobre los modelos de void [129, 174, 251, 252]. Los
resultados de los mismos indican que efectivamente es posible ajustar un dado modelo a partir
de las observaciones provenientes del fondo cósmico de radiación. Sin embargo, las restricciones
impuestas por el CMB no seŕıan compatibles con valores razonables del parámetro H0, ni con
el ajuste simultáneo de otros conjuntos de datos, sugiriendo entonces que los modelos de void
no seŕıan viables para describir adecuadamente el universo observable [253, 254, 255, 256].

En todos estos trabajos, la influencia de la radiación no fue considerada para modelar la
evolución a tiempos tempranos. Esta simplificación parece ser razonable porque la radiación
contribuye apenas con un 10% al contenido total de densidad de enerǵıa en el momento de
último scattering, con lo cual es esperable que el error cometido al calcular los parámetros de
los modelos de void sin radiación pueda ser despreciado.

Este escenario fue reconsiderado recientemente por C. Clarkson y M. Regis [133]. Los
autores de este trabajo analizaron detalladamente las correcciones que sufren los fotones
provenientes del fondo cósmico de radiación en su trayectoria desde la superficie de último
scattering. Dichas correcciones pueden clasificarse en dos tipos:

1. correcciones geométricas, introducidas a través de la dinámica intŕınseca del fondo, que
afectan directamente el cálculo de la distancia dA a la superficie de último scattering
(similares a aquellas introducidas por modelos simples de enerǵıa oscura); y

2. correcciones debidas al efecto Sachs-Wolfe integrado (SWI), que depende de la evolución
de las perturbaciones primordiales.3

Las correcciones mencionadas en el primer grupo fueron estudiadas en [133]. Los resulta-
dos muestran que ciertos modelos de void pueden ajustar el espectro de potencias del fondo

3La generalización de este tipo de correcciones para el caso de los modelos de LTB puede encontrarse en
[257].
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cósmico de radiación, en buen acuerdo con los datos provenientes de SN tipo Ia y con es-
timaciones del parámetro de expansión de Hubble local, si la influencia de una distribución
no homogénea de la radiación es tenida en cuenta en la evolución de la geometŕıa. Estos
resultados fueron acompañados de argumentos teóricos sólidos y estimaciones semi-anaĺıticas
que justifican fuertemente la necesidad de incluir los efectos de un perfil no homogéneo de
radiación sobre la evolución de la geometŕıa durante las etapas tempranas del universo.

5.1.1. La importancia de la radiación en los modelos de void

Como mencionamos anteriormente, una caracteŕıstica común en los trabajos que desestiman
la construcción de modelos cosmológicos viables a partir de perfiles de void es la de despreciar
los efectos de la radiación en la evolución temprana del universo. Esta simplificación parece
en principio razonable si tenemos en cuenta que la radiación contribuye apenas un 10% a la
densidad de enerǵıa total en el momento de último scattering, y que la relación dA(z) en los
modelos de FLRW vaŕıa en un porcentaje casi despreciable para z ∼ 1100 si la radiación es
tenida en cuenta [133]. Es esperable, entonces, que los errores inducidos por esta simplificación
no sean significativos en la subsecuente estimación de los parámetros del modelo.

Sin embargo, lejos de actuar como una componente secundaria, la inclusión de la radiación
en la evolución temprana de la geometŕıa puede tener efectos no despreciables en los modelos
de void [150]. Como fue sugerido primero en [28], y argumentado más tarde en [133], las cotas
impuestas por el CMB sobre un modelo cosmológico completo, que lleve en cuenta los efectos
de la radiación en la dinámica del espacio-tiempo, son considerablemente menos restrictivas.
La influencia de la radiación en la evolución temprana del universo puede ser significativa si
tenemos en cuenta los siguientes aspectos: [133]

1. La inclusión de un perfil no homogéneo para la radiación incorpora al modelo un grado
de libertad adicional, usualmente restringido en forma artificial en los modelos de LTB
con contenido de polvo únicamente.

2. La presencia de la radiación en tiempos tempranos se imprime intŕınsecamente en la
dinámica de tiempos tard́ıos a través de la propia evolución de la geometŕıa.

3. Las observaciones del fondo cósmico de radiación no determinan, por si mismas, el
interior de nuestro cono de luz pasado (importante para estudiar otros aspectos del
modelo que puedan cotejarse con observaciones independientes).

Para profundizar los argumentos arriba mencionados, consideremos el siguiente análisis

cualitativo. Sean T
(asintótica)
∗ y T

(asintótica)
0 las temperaturas de los fotones del CMB, medidas

ambas en la región asintótica exterior al void, en dos instantes t∗ y t0, que representan,
respectivamente, el tiempo de desacople de los fotones en la superficie de último scattering y
un tiempo posterior en la evolución tard́ıa del universo (digamos, hoy). El factor de escala en
el momento del desacople viene dado por la expresión

a
(asintótica)
∗ =

T
(asintótica)
0

T
(asintótica)
∗

. (5.1)

Si las temperaturas T
(centro)
0 y T

(centro)
∗ difieren, la relación anterior puede ser significativa-

mente diferente de aquella utilizada para calcular el redshift correspondiente a la superficie
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de último scattering medido desde el centro del void, que escribimos como

1

(1 + z∗)
=

T
(centro)
0

T
(asintótica)
∗

. (5.2)

Como consecuencia, la relación entre el factor de escala y el redshift (utilizada en modelos de
FLRW) puede verse modificada considerablemente en los modelos de void si los efectos de la
radiación sobre la dinámica son tenidos en cuenta [133].

Para analizar esto, consideremos un modelo de LTB puro (sin radiación). Como vimos,
la determinación de a(z) en este caso difiere de aquella utilizada en los modelos de FLRW,
a(z) = 1/(1 + z). Esta diferencia representa un porcentaje t́ıpico de algunas pocas unidades
de redshift para z ∼ 1100, y hace que la temperatura del CMB hoy (sobre una hipersuperficie
de t = cte) vaŕıe en un porcentaje también pequeño a lo largo de un perfil de void monótono.
Como consecuencia, la variación en la densidad de radiación queda también restringida a

un nivel menor (recordemos que T ∝ Ω
1/4
γ ). Esta condición es, en efecto, la que impone

ĺımites directos sobre la diferencia del valor del parámetro de expansión de Hubble para
tiempos tard́ıos entre el centro del void y la región asintótica. Sin embargo, en los modelos de
void es esperable que esta diferencia sea considerablemente mayor (para estar justamente en
buen acuerdo con otras cotas observacionales, como aquellas provenientes de las curvas de la
distancia de luminosidad de las SN tipo Ia). Es decir, que es esperable que la tasa de expansión
en el centro del void sea mayor que la región exterior y, en consecuencia, que la temperatura
del CMB en el centro sea significativamente menor. Esta inconsistencia justifica entonces la
necesidad de incluir un perfil no homogéneo de radiación para una correcta formulación del
modelo [133].4

Para abordar de forma adecuada el estudio de los modelos de void a partir de observaciones
del fondo cósmico de radiación, es entonces necesario trabajar con un modelo que contemple
la evolución de dos fluidos no comóviles (materia y radiación) en conjunto con la propia
geometŕıa.

5.1.2. Un modelo de dos fluidos no comóviles

Teniendo en cuenta los argumentos expuestos en la sección anterior, un código numérico para
calcular la evolución de un modelo de dos fluidos con simetŕıa esférica (en donde la radiación
y la materia son no comóviles) fue desarrollado recientemente por W. C. Lim, M. Regis y
C. Clarkson [140].5 El código integra las ecuaciones de evolución de ambos fluidos junto, con
aquellas que determinan la dinámica de la geometŕıa. De esta manera, se tienen en cuenta los
efectos de la radiación en las etapas más tempranas de la evolución, en donde la densidad de

4Otra manera simple de entender este argumento es imaginar un void mucho más grande que la escala de
Hubble actual, de forma tal que las regiones central y asintótica puedan ser representadas con modelos de FLRW
independientes, cada una con un factor de expansión caracteŕıstico. Si la densidad de radiación se considera
constante en el momento del desacople, los fotones del CMB tendrán entonces temperatura constante e igual
en ambas regiones. Sin embargo, en tiempos tard́ıos la relación T 3

0 ∝ Ωmh2 debe satisfacerse localmente y, en
consecuencia, la diferencia de la temperatura de los fotones en cada una de las regiones será tan significativa
cuanto lo sea la diferencia de densidades entre el centro y la parte asintótica [133].

Un último aspecto para tener en cuenta en el análisis de la libertad adicional que se tiene en el modelo al
incorporar la radiación está relacionado con la especificación de la simetŕıa esférica en términos del problema
de Cauchy [133].

5 COSMO-DRESS (COSMOlogical Dust and Radiation Evolution in a Spherically Symmetric Spacetime),
disponible para su uso [140].
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fotones puede ser relevante. A diferencia de los casos en los que el contenido de materia es
sólo polvo (descripto por la solución de LTB) o sólo radiación (descripto por la solución de
Lemâıtre), las ecuaciones de Einstein no presentan soluciones exactas cuando se trabaja con
ambas fuentes en un escenario no homogéneo. Por otra parte, debido a que los fluidos son no
comóviles (el polvo sigue trayectorias geodésicas, pero la radiación no), el fluido total efectivo
resulta anisótropo.

El modelo presentado en [140] está basado en dos hipótesis importantes:

1. los bariones y la materia oscura son descriptos mediante un único fluido con presión
nula (una aproximación significativa, dado que en la época del desacople la distribución
de bariones sufre los efectos producidos por el scattering Compton de los fotones); y

2. la radiación es modelada como un fluido perfecto (esto es, sin considerar los momentos
multipolares de orden superior provenientes de la ecuación de Einstein-Boltzmann, como
es la presión anisótropa de la radiación, que están lejos de ser despreciables en un espacio-
tiempo no homogéneo).

En relación al primer punto, un modelo más preciso seŕıa aquel que describa la evolución de
tres fluidos no comóviles, contemplando aśı la evolución de materia bariónica y materia oscura
en forma independiente. El segundo punto es justamente el que motiva el trabajo presentado
en este caṕıtulo. En colaboración con C. Clarkson, M. Regis y W. C. Lim, nos propusimos
generalizar el código numérico que modela la evolución de dos fluidos no homogéneos (esto
es, polvo y radiación) llevando en cuenta los efectos de la presión anisótropa de la radiación
no homogénea sobre la evolución de la geometŕıa.

En las secciones siguientes, presentaremos el marco teórico en el que el modelo de dos
fluidos fue desarrollado en [140], y el tratamiento necesario para incorporar en la dinámica la
presión anisótropa de la radiación. La evolución de dicha cantidad se estudiará en el marco de
la teoŕıa cinética relativista. La implementación numérica del código, aśı como la comparación
de los resultados obtenidos para los casos con y sin presión anisótropa, serán discutidos hacia
el final del caṕıtulo. Esta generalización del modelo forma parte del aporte original de esta
tesis.

5.2. Descripción del modelo de dos fluidos no homogéneos

5.2.1. Caracterización de la geometŕıa

La evolución de los dos fluidos no homogéneos es descripta en el formalismo de tétradas, a
través de un conjunto completo de ecuaciones que garantiza la existencia de una métrica y
una conexión af́ın para la descripción del problema [5]. Entre las ventajas que ofrece utilizar
este formalismo, cabe resaltar que las ecuaciones de evolución resultan lineales, tanto en las
derivadas temporales como en las espaciales. Una introducción detallada sobre el formalismo
de tétradas en modelos cosmológicos puede encontrarse en el Apéndice A.

El elemento de ĺınea que describe un espacio-tiempo con simetŕıa esférica es

ds2 = −N2dτ2 + (α‖)
−2dr2 + (α⊥)

−2(dθ2 + sen2 θ dϕ2) , (5.3)

con N , α‖ y α⊥ funciones que dependen de τ y r. El movimiento del fluido cosmológico
total (polvo más radiación) es descripto en un sistema de referencia comóvil con el fluido de
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polvo, caracterizado por la velocidad ua = dxa/dτ con uau
a = −1. La tétrada de vectores

ortonormales que caracteriza la geometŕıa esférica resulta

e0 = N−1∂τ , e1 = α‖∂r, e2 = α⊥∂θ, e3 =
α⊥

sen θ
∂ϕ . (5.4)

Las variables cinemáticas (esto es el shear, la rotación y la aceleración), se escriben

σαβ = diag(−2σ+, σ+, σ+) , (5.5)

ωαβ = 0 , (5.6)

u̇α = 0 . (5.7)

en donde la aceleración nula indica que estamos trabajando en un sistema de referencia comóvil
con el fluido de materia. La curvatura espacial y las componentes del tensor de Weyl son

3Sαβ = diag(−23S+,
3 S+,

3 S+) , (5.8)

Eαβ = diag(−2E+, E+, E+) , (5.9)

Hαβ = 0 , (5.10)

con

3R = 4e1a− 6a2 + 2(α⊥)
2 , (5.11)

3S+ = −1

3
e1a+

1

3
(α⊥)

2 , (5.12)

E+ = Hσ+ + σ2+ +3 S+ − 1

2
π+ , (5.13)

en donde a(t, r) es una función asociada a la conmutación espacial de la tétrada eα, y forma
parte del conjunto de las variables que determinan la evolución del modelo.

Las ecuaciones dinámicas de todas las funciones mencionadas anteriormente (detalladas en
el apéndice A), se obtienen a partir de las ecuaciones de evolución del campo gravitacional en

Relatividad General, mientras que las funciones N y Ω β
α (esta última asociada a la rotación

del sistema de referencia espacial {eα} respecto a la base de Fermi) quedan determinadas por
la elección del sistema de referencia en el que estamos trabajando. En adelante, consideraremos
N = eτ y Ωαβ = 0.

5.2.2. Caracterización de los fluidos

Sean Tab (mat) y Tab (rad) los tensores enerǵıa-momento que caracterizan los fluidos de materia

y radiación, respectivamente. Cada uno de ellos satisface la condición de conservación∇bT
ab =

0. El fluido total efectivo queda caracterizado con el tensor-enerǵıa momento

Tab = T
(mat)
ab + T

(rad)
ab , (5.14)

con

T
(mat)
ab = ρuaub , (5.15)

T
(rad)
ab = µuaub + 2q(aub) + p(gab + uaub) + πab . (5.16)
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Las ecuaciones de estado para la materia y la radiación son, respectivamente, pmat = 0 (polvo)
y prad = µ/3. Dado que los fluidos son no comóviles, las cantidades µ, p, qa y πab caracterizan
al fluido de la radiación en el sistema de referencia de la materia. Si va es la velocidad relativa
entre los fluidos, las mismas cantidades en el sistema de referencia de la radiación se recuperan
mediante las siguientes transformaciones [258]:

µ̃ = µ+ γ2
[

v2(µ + p)− 2qav
a + πabv

avb
]

, (5.17)

p̃ = p+
1

3
γ2
[

v2(µ+ p)− 2qav
a + πabv

avb
]

, (5.18)

q̃a = γqa − γπabv
b − γ3

[

(µ+ p)− 2qbv
b + πbcv

bvc
]

va

−γ3
[

v2(µ + p)− (1 + v2)qbv
b + πbcv

bvc
]

ua , (5.19)

π̃ab = πab + 2γ2vcπc(a
{

ub) + vb)
}

− 2v2γ2q(aub) − 2γ2q(avb)

−1

3
γ2
[

v2(µ+ p) + πcdv
cvd
]

hab

+
1

3
γ4
[

2v4(µ+ p)− 4v2qcv
c + (3− v2)πcdv

cvd
]

uaub

+
2

3
γ4
[

2v2(µ+ p)− (1 + 3v2)qcv
c + 2πcdv

cvd
]

u(avb)

+
1

3
γ4
[

(3− v2)(µ + p)− 4qcv
c + 2πcdv

cvd
]

vavb , (5.20)

con

ũa = γ(ua + va) , γ = (1− v2)−1/2, vau
a = 0 , (5.21)

y en donde el śımbolo ˜ indica cantidades expresadas en un sistema de referencia comóvil con
la radiación.

5.2.3. Modelo sin presión anisótropa de la radiación

Para el caso en el que la presión anisótropa de la radiación no es tenida en cuenta, se con-
sideran las cantidades q̃a y π̃ab idénticamente nulas durante toda la evolución. Luego, de las
transformaciones (5.17)-(5.20) con va = (0, v, 0, 0) resulta

p =
µ

3
, qa = (0, q, 0, 0) , πab = diag(0,−2π+, π+, π+) , (5.22)

con

q =
4

3

µv

(1 + v2

3 )
, π+ = −4

9

µv2

(1 + v2

3 )
. (5.23)

Las variables que se eligen para describir la evolución en este caso son

α‖ , α⊥ , a , H , σ+ , ρ , µ , v , (5.24)
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y las ecuaciones de evolución resultan [140]6

e0α‖ = (−H + 2σ+)α‖ , (5.25)

e0α⊥ = −(H + σ+)α⊥ , (5.26)

e0H = −H2 − 2σ2+ − 1

6
ρ− 1

6
(µ + 3p) , (5.27)

e0σ+ = −3Hσ+ +
1

3
e1a−

1

3
(α⊥)

2 − 4

9

µv2

(1 + v2

3 )
, (5.28)

e0a = (−H + 2σ+)a− e1(H + σ+) , (5.29)

e0ρ = −3Hρ , (5.30)

e0µ = −4

3

v

(1 + v2

3 )
e1µ− 4

3

(1− v2

3 )

(1 + v2

3 )
2
µe1v

−4

3

µ

(1 + v2

3 )

[

(3 + v2)H − 2va− 2v2σ+
]

, (5.31)

e0v = − (1− v2)2

4µ(1− v2

3 )
e1µ− 8

9

v2e1v

(1 + v2

3 )(1− v2

3 )
− v(1− v2)

(1− v2

3 )

[

−2σ+ +
2

3
va

]

. (5.32)

con los v́ınculos

(CG) = 0 = 3H2 +
1

2
3R− 3σ2+ − ρ− µ , (5.33)

(CC)1 = 0 = −2e1(H + σ+) + 6aσ+ +
4

3

µv

(1 + v2

3 )
, (5.34)

(def a) = 0 = (e1 − a)α⊥ . (5.35)

El modelo caracterizado por esta evolución fue estudiado en [140] para diferentes distribucio-
nes no homogéneas de materia y radiación.

5.2.4. Momentos multipolares de la radiación

Dado que una distribución no homogénea de radiación da lugar a componentes anisótropas
del fluido, los momentos multipolares de la radiación pueden jugar un rol importante en
la dinámica del modelo [261]. El objetivo del trabajo que presentamos en este caṕıtulo es
generalizar la evolución de los fluidos presentada anteriormente para el caso en el que la
presión anisótropa de la radiación es tenida en cuenta (esto es, cuando π̃ 6= 0). La cantidad
π+ se transforma entonces en una variable independiente, y el sistema de ecuaciones (5.25)-
(5.32) debe ser completado con una ecuación de evolución adicional. Dicha ecuación puede
obtenerse a partir de un tratamientoo covariante de la teoŕıa cinética relativista [5, 258].7

La teoŕıa cinética relativista [264, 265, 266, 267] provee una descripción autoconsistente a
nivel microscópico de un gas de part́ıculas para un amplio rango de escenarios. En particular,
permite estudiar la transición de un gas de fotones de un estado de equilibrio hidrodinámico
(acoplado con la materia) a un estado de fluido libre. Esta transición es caracterizada por la
evolución del camino libre medio de los fotones, y puede ser descripta apropiadamente por

6El sistema de ecuaciones de evolución para el caso general de n fluidos puede encontrarse en [259, 260].
7Un tratamiento alternativo, basado en la integración de las trayectorias de los fotones, ha sido desarrollado

en [262, 263].
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el scattering de Thompson no relativista [268, 269]. El número de fotones contenido en un
elemento de volumen dV , con coordenadas xi y momento pa en el volumen del espacio de
momentos π, viene dado por [5]

dN = f(xi, pa)(−paua)πdV , (5.36)

en donde f(xi, pa) es la función de distribución de los fotones en el espacio de fases [264] y ua

es la cuadri-velocidad del sistema de referencia. El factor de redshift, (−paua), independiza a
la función escalar f de la elección de dicho sistema.

La tasa de cambio de f está dada por la generalización relativista de la ecuación de
Boltzmann, esto es,

L(f) = C[f ] , (5.37)

en donde el operador de Louville dado por

L(f) =
∂f

∂xi
dxi

dv
+
∂f

∂pa
dpa

dv
= 0 (5.38)

describe la variación de f con el parámetro de distancia dv a lo largo de las geodésicas que
caracterizan el movimiento de las part́ıculas. El término de colisiones entre las part́ıculas,
C[f ], puede ser considerado nulo si se quiere describir un escenario posterior al desacople
entre los electrones y los fotones (es decir, que no se tienen en cuenta las variaciones en f
debidas a procesos de emisión, absorción y/o scattering de part́ıculas).

El tensor de enerǵıa-momento de la radiación es

T ab
R =

∫

Tx

papbfdV , (5.39)

en donde dV representa el elemento de volumen en el espacio de momento tangente, Tw [5].
El tensor T ab

R satisface las ecuaciones de conservación ∇bT
ab
R = 0 y forma parte del tensor de

enerǵıa-momento total, T ab (este último es el que determina la curvatura del espacio-tiempo
a través de las ecuaciones de Einstein).

La función de distribución de los fotones puede ser escrita de manera covariante en el
formalismo 1 + 3 [270, 271], a partir de una descomposición angular en armónicos esféricos.
Esta descomposición da lugar a un sistema de ecuaciones de evolución, acopladas en forma
jerárquica, para los momentos multipolares de la radiación. En particular, la ecuación de
evolución para el momento cuadrupolar, πab, resulta [5]

π̇<ab> + 4Hπab +
8

15
µσab +

2

5
∇̃<aqb> +

8π

35
∇̃cΠ

abc

+2u̇<aqb> + 2ωcη <a
cd πb>d +

2

7
σ <a
c πb>c − 32π

315
σcdπ

abcd = 0 . (5.40)

Esta ecuación, escrita en el formalismo ortogonal de tétradas en el que estamos trabajando,
toma la forma

e0π+ = −4

3

(

3Hπ+ +
2

5
µσ+

)

+
2

3

(

1

5
e1 + u̇

)

q +
2

7
σ+π+ , (5.41)

en donde los momentos multipolares de orden superior, Πabc y Πabcd, no han sido tenidos en
cuenta. Esta última hipótesis nos permite modelar de forma simplificada la evolución de la
presión anisótropa de la radiación, pero debe ser levantada en el caso en que se quiera incluir
en el modelo los momentos multipolares de orden superior.
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5.2.5. Modelo de dos fluidos generalizado

Las cantidades que caracterizan el fluido de radiación, cuando la presión anisótropa es tenida
en cuenta, se derivan de las ecuaciones (5.17)-(5.20) con π̃ 6= 0. En tal caso π+ pasa a ser una
variable independiente en la evolución, y resulta

q =
2

3

[

2µ− 3π+
(1 + v2)

]

. (5.42)

El modelo de dos fluidos no homogéneos queda ahora completamente caracterizado por las
variables de evolución

α‖ , α⊥ , H , σ+ , a , ρ , µ , q , π+ . (5.43)

Notemos que en este caso elegimos trabajar con la variable q (en lugar de v) para simplificar
el cálculo numérico.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales que gobierna la dinámica del modelo se
derivan de las expresiones (A.38)-(A.55), más la ecuación (5.41) para la evolución de la presión
anisótropa de la radiación. El sistema completo de ecuaciones de evolución resulta entonces

e0α‖ = (−H + 2σ+)α‖ , (5.44)

e0α⊥ = −(H + σ+)α⊥ , (5.45)

e0H = −H2 − 2σ2+ − 1

6
ρ− 1

6
(µ+ 3p) , (5.46)

e0σ+ = −3Hσ+ +
1

3
e1a−

1

3
(α⊥)

2 + π+ , (5.47)

e0a = (−H + 2σ+)a− e1(H + σ+) , (5.48)

e0ρ = −3Hρ , (5.49)

e0µ = −3H(µ+ p)− (e1 − 2a)q − 6σ+π+ , (5.50)

e0q = (−4H + 2σ+)q − e1p+ 2(e1 − 3a)π+ , (5.51)

e0π+ = −4

3

(

3Hπ+ +
2

5
µσ+

)

+
2

15
e1q +

2

7
σ+π+ , (5.52)

con los v́ınculos

(CG) = 0 = 3H2 +
1

2
3R− 3σ2+ − ρ− µ , (5.53)

(CC)1 = 0 = −2e1(H + σ+) + 6aσ+ + q , (5.54)

(def a) = 0 = (e1 − a)α⊥ . (5.55)

Las ecuaciones (5.44)-(5.52) generalizan el modelo de dos fluidos no homogéneos propuesto en
[140], para el caso en el que la presión anisótropa de la radiación es tenida en cuenta durante
el cómputo de la evolución.

5.2.6. Cálculo del redshift y de distancias cosmológicas

Dado que estamos interesados en estudiar los efectos de la distribución no homogénea de la
radiación sobre cantidades observables (y, en particular, los efectos de su presión anisótropa),
detallaremos a continuación la forma de calcular el redshift y la distancia de luminosidad,
medidos sobre el cono de luz pasado de un observador en el centro de simetŕıa. Los lineamientos
del cálculo fueron presentados originalmente en [140].
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Consideremos un fotón incidiendo en el centro del void en el tiempo presente, denotado
por t = t0. La posición del fotón en cada instante de tiempo pasado se determina con la
función xfotón(t). De la condición ds2 = 0 para las geodésicas nulas, resulta

d

dt
xfotón(t) = −Nα‖|(t,xfotón(t)) , (5.56)

en donde d
dt indica la derivada a lo largo de la geodésica nula, y la condición inicial es

xfotón(t0) = 0.
Sea ka el 4-vector asociado a una geodésica nula radial incidente en el centro de simetŕıa.

De la condición kak
a = 0, en el sistema de referencia ortonormal se tiene que

ka = ǫN−1 ∂

∂t
− ǫα‖

∂

∂r
= (ǫ,−ǫ, 0, 0) , (5.57)

en donde ǫ es la enerǵıa del fotón. Además, el vector ka satisface la ecuación de la geodésica
nula, dada por

ka;bk
b = 0 . (5.58)

Las componentes k0;bk
b = 0 y k1;bk

b = 0 dan lugar a la misma ecuación de evolución para ǫ,
que puede escribirse como

(

N−1 ∂

∂t
− α‖

∂

∂r

)

ln ǫ = N−1 ∂

∂t
lnα‖ + α‖

∂

∂r
lnN . (5.59)

Suponiendo que N = N(t), y utilizando la ecuación (5.44) para la evolución de α‖, obtenemos

(

N−1 ∂

∂t
− α‖

∂

∂r

)

ln ǫ = −(H − 2σ+) . (5.60)

La enerǵıa del fotón incidente queda parametrizada sobre la geodésica nula por la coordenada
temporal, esto es, ǫ(t) ≡ ǫ(t, xfotón(t)). Luego,

d

dt
ln ǫ(t) = − [N(H − 2σ+)](t,xfotón(t))

. (5.61)

El redshift es definido en términos de la enerǵıa del fotón incidente como

z(t) ≡ ǫ(t)

ǫ(t0)
− 1 . (5.62)

El valor presente de la enerǵıa del fotón, ǫ(t0), es arbitrario y, en nuestro caso, se fija igual a
1 para la implementación numérica del código.

Por otra parte, la distancia de diámetro angular, dA, es calculada a partir de la diver-
gencia del campo de vectores nulos, esto es, θ = ∇ak

a. Trabajando algebraicamente con esta
expresión y la ecuación (5.59), se tiene

θ

ǫ
= −

(

N−1 ∂

∂t
− α‖

∂

∂r

)

lnα⊥ . (5.63)

Si denotamos A(t) al área de sección eficaz del haz de luz incidente, resulta

N−1 d

dt
ln

√
A =

θ(t, xfotón(t))

ǫ(t, xfotón(t))
, (5.64)
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Figura 5.2: (extráıda de [140]) Esquema de integración numérica para cada etapa de la evolu-
ción. Izquierda: en la primera parte de la evolución se computa la evolución del espacio-tiempo,
integrando las ecuaciones desde t∗ (superficie de último scattering) hasta thoy. Derecha: en la
segunda parte de la evolución se calculan las cantidades observables integrando la trayectoria
de los fotones desde thoy hacia el pasado sobre el cono de luz de un observador en el centro
de simetŕıa.

que implica entonces
√
A ∝ (1/α⊥). Teniendo en cuenta que la cantidad

√
A es proporcional

a la distancia de diámetro angular, resulta

dA =

(

1

α⊥

)

centro

. (5.65)

Finalmente, la distancia de luminosidad puede ser obtenida a partir de la relación de dualidad
dL = (1 + z)2dA.

5.3. Implementación numérica

La evolución numérica del modelo se calcula en dos etapas, detalladas esquemáticamente en
la figura 5.2. En la primera se computa la evolución de los fluidos y la geometŕıa, integrando
las ecuaciones (5.44)-(5.52) desde el momento del desacople de los fotones del fondo cósmico
de radiación, t = t∗, hasta el tiempo presente, t = thoy. En la segunda parte de la evolución
se calculan las cantidades observables que nos interesa estudiar (como la relación dA(z)),
integrando la trayectoria de los fotones desde thoy hacia el pasado sobre el cono de luz de un
observador en el centro del void en t = thoy.

La integración numérica de las ecuaciones diferenciales parciales que determina la evolu-
ción del modelo se realiza implementando el método de las ĺıneas [249]. Para ello, se trabaja
con una grilla uniforme discreta en la variable espacial r, y un esquema de derivación de cuarto
orden. La integración numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes se lleva
a cabo mediante un algoritmo de Runge-Kutta, también de cuarto orden, con las condiciones
que detallaremos a continuación.

5.3.1. Condiciones de borde y regularidad en el centro de simetŕıa

En el extremo interior de la grilla espacial se imponen condiciones de regularidad para las
funciones de evolución. Dada la simetŕıa esférica del problema, una solución suave en el
centro de simetŕıa implica que las todas las cantidades involucradas deben ser funciones
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pares o impares de la variable r. Teniendo en cuenta esta condición, y las caracteŕısticas
de las cantidades f́ısicas que cada variable representa, la dependencia de las funciones con la
coordenada radial en el centro debe ser de la forma

α‖ , H , ρ , µ → ∼ 1 , (5.66)

α⊥ , a → ∼ r−1 , (5.67)

v , q → ∼ r , (5.68)

σ+ , π+ → ∼ r2 . (5.69)

Este comportamiento hace que algunos de los términos presentes en las ecuaciones de evolución
se vuelvan singulares en el origen (en particular, aquellos que involucran a las funciones α⊥ y
a). Para intentar regularizar estos términos, implementamos el siguiente cambio de variables
(sugerido originalmente en [140])

α⊥ → A⊥ ≡ 1

α⊥
, (5.70)

a → (a+ α⊥) ≡ a+ α⊥ .. (5.71)

Asimismo, con el objeto de eliminar la mayor cantidad de términos con derivadas radiales a
partir de las restricciones (5.53)-(5.55), consideramos el siguiente cambio de variables adicional

H → H‖ ≡ H − 2σ+ , (5.72)

σ+ → H⊥ = H + σ+ . (5.73)

En el extremo derecho de la grilla espacial (correspondiente a la región asintóticamente
homogénea del void) las condiciones de borde se especifican definiendo un sistema de coor-
denadas nulas (T,X), con τ = T y r = r(T,X), a partir de la técnica de acercamiento (o
zooming) propuesta en [272]. Denominando Xcentro y Xasintótico, respectivamente, a los ex-
tremos izquierdo y derecho de la grilla espacial,la coordenada r se determina mediante la
siguiente ecuación de evolución

∂T r = ∂T rcentro + (∂T rasintótico − ∂T rcentro)
X −Xcentro

Xasintótico −Xcentro
, (5.74)

con la condición inicial r = X. Las funciones ∂T rcentro y ∂T rasintótico para la primer parte de
la evolución (desde t∗ hasta thoy) se especifican como

∂T rcentro = 0 , ∂T rasintótico = −N(α‖)|Xasintótico
, (5.75)

mientras que para la segunda parte de la evolución resultan

∂T rcentro = −N(α‖)centro , ∂T rasintótico = N(α‖)asintótico . (5.76)

Las derivadas parciales en el sistema de ecuaciones (5.44)-(5.52) se transforman de (τ, r) a
(T,X) utilizando la regla de la cadena, esto es,

∂τ = ∂T − ∂T r

∂Xr
∂X , ∂r = (∂Xr)

−1∂X . (5.77)
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Las ecuaciones de evolución escritas en términos de las nuevas variables, y las coordenadas
(T,X), resultan

∂Tα‖ = −Nα‖H‖ +
∂T r

∂Xr
∂Xα‖ , (5.78)

∂TA⊥ = NA⊥H⊥ +
∂T r

∂Xr
∂XA⊥ , (5.79)

∂TH‖ = −N
[

H2
‖ −H2

⊥ + (a+ α⊥)
2 − 2

(a+ α⊥)

A⊥

+
ρ

2
+

2

3
µ+ 2π+

]

+
∂T r

∂Xr
∂XH‖ , (5.80)

∂TH⊥ = −N
[

3

2
H2

⊥ − 1

2

(

(a+ α⊥)
2 − 2

(a+ α⊥)

A⊥

)

+
µ

6
− π+

]

+
∂T r

∂Xr
∂XH⊥ ,(5.81)

∂T (a+ α⊥) = −N
[

H⊥(a+ α⊥) +
q

2

]

+
∂T r

∂Xr
∂X(a+ α⊥) , (5.82)

∂Tρ = −N(H‖ + 2H⊥)ρ+
∂T r

∂Xr
∂Xρ , (5.83)

∂Tµ = N

[

2π(H‖ −H⊥)−
4µ

3
(H‖ + 2H⊥)

−
α‖

∂Xr
∂Xq + 2q(a+ α⊥)− 2

q

A⊥

]

+
∂T r

∂Xr
∂Xµ , (5.84)

∂T q = −N
[

2q(H‖ +H⊥) +
1

3

α‖

∂Xr
∂Xµ− 2

α‖

∂Xr
∂Xπ+

+6π+(a+ α⊥)− 6
π+
A⊥

]

+
∂T r

∂Xr
∂Xq , (5.85)

∂Tπ+ = N

[

8µ

45
(H‖ −H⊥)−

2

7
π+(5H‖ + 9H⊥) +

2

15

α‖

∂Xr
∂Xq

]

+
∂T r

∂Xr
∂Xπ+ ,(5.86)

con las siguientes restricciones

(CG) : 0 = H2
⊥ + 2H⊥H‖ − 3(a+ α⊥)

2 + 2
α‖

∂Xr
∂X(a+ α⊥) + 4

(a+ α⊥)

A⊥
− ρ− µ ,(5.87)

(CC)1 : 0 = −2
α‖

∂Xr
∂XH⊥ + 2(a+ α⊥)(H⊥ −H‖)− 2

(H⊥ −H‖)

A⊥
+ q , (5.88)

def(a) : 0 = (a+ α⊥)A⊥ +
α‖

∂Xr
∂XA⊥ − 1 . (5.89)

Si bien las restricciones (5.87) y (5.89) no entran directamente en el cómputo de la evolución,
se utilizan para eliminar algunas de las derivadas radiales en el sistema (5.78)-(5.86), aśı como
también para tener un test de precisión adicional del código numérico.

Notemos que el cambio de variables implementado, si bien simplifica considerablemente
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, no regulariza completamente los términos
problemáticos en el origen (en particular, aquellos que involucran los cocientes (a+ α⊥)/A⊥,
q/A⊥ y π+/A⊥). Para evitar problemas numéricos al computarlos, trabajaremos con la grilla
espacial corrida media unidad del origen [140].
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5.3.2. Condiciones iniciales

Para implementar la primera etapa de la evolución, las condiciones iniciales son especifica-
das en t∗. Como mencionamos en la introducción del caṕıtulo, la caracterización el perfil de
void se realiza especificando las diferentes funciones en el centro de simetŕıa y en la región
externa asintóticamente homogénea (en adelante, señaladas como “centro” y “asintótica”, res-
pectivamente). Supondremos que localmente las ĺıneas de universo en dichos puntos siguen
una evolución tipo FLRW con curvatura positiva.8

Los fluidos no homogéneos son representados por perfiles gaussianos con un ancho ca-
racteŕıstico correspondiente a z ∼ 1, que conectan los dos modelos de FLRW mencionados
anteriormente. Esto es,

Ωm,r(t∗) = Ω(asintótica)
m,r (t∗) + [Ω(centro)

m,r (t∗)− Ω(asintótica)
m,r (t∗)] exp

(

− r2

w2
m,r

)

, (5.90)

en donde los sub́ındices m y r indican, respectivamente, materia y radiación. Los perfiles no
homogéneos quedan entonces determinados por los seis parámetros iniciales

Ω(asintótica)
r , Ω(centro)

r , Ω(asintótica)
m , Ω(centro)

m , wm, wr

que se eligen en t∗ para obtener valores razonables de las siguiente cantidades f́ısicas en

thoy

(

h
(centro)
0 ≃ 0,7, Ω

(asintótica)
m (thoy) ≃ 0,7, Ω

(centro)
m (thoy) ≃ 0,16, T

(centro)
0 = 2,725◦K,

T
(asintótica)
0 ≃ 2,8◦K, thoy ≃ 13 × 109 años

)

.
Una vez especificados los perfiles de densidad de materia y de radiación, la dependencia

radial del resto de las variables se determina teniendo en cuenta la hipótesis de que cada ĺınea
de universo sigue localmente una evolución tipo FLRW. Luego,

el parámetro de Hubble H se coomputa, para cada r, a partir del producto (Ht∗) para
modelos de FLRW abiertos [140]. Esto es,

Ht∗ =
1− Ω

1/2
r

Ωk
− 1

2

Ωm

Ω
3/2
k

ln

[

(

1
2Ωm +Ωk

)

Ω
−1/2
k + 1

1
2ΩmΩ

−1/2
k +Ω

1/2
r

]

; (5.91)

el valor inicial del shear se considera idénticamente nulo,

σ+ = 0 , (es decir,H‖ = H⊥ = H) ; (5.92)

el fluido de radiación queda caracterizado inicialmente por las cantidades q̃+ ≡ 0 y
π̃+ ≡ 0, que en el sistema de referencia comóvil con la materia resultan

q =
4

3

vµ

(1 + v2

3 )
, (5.93)

π+ = −4

9

v2µ

(1 + v2

3 )
. (5.94)

8La elección de trabajar con modelos abiertos está motivada por los resultados encontrados en [133], que
muestran que la tensión existente en el ajuste de diferentes conjuntos de datos puede ser aliviada al incluir los
efectos de la radiación en dichos modelos.
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La libertad de gauge es utilizada para fijar la función α‖ a un valor constante para todo
r, que dependerá del valor máximo que puede alcanzar la velocidad relativa entre los fluidos.
El algoritmo para calcular α‖ y v viene dado por el siguiente esquema recursivo:

1. α‖ se calcula como

α‖ = ratio

/

( −6
3Rasintótica

)1/2

, (5.95)

con el valor inicial ratio = 1, y la curvatura espacial en la región asintótica a t∗ dada
por

3Rasintótica = −6Ωasintótica
k Hasintótica.

2. Con el valor calculado para α‖, y las condiciones iniciales σ+ = 0, π+ = −4
9

v2µ

(1+ v2

3
)
(i.e.,

π̃+ = 0) y q = 4
3

vµ

(1+ v2

3
)
, la restricción de Codazzi (ecuación (5.88)) resulta

0 = −2
α‖

∂Xr
∂X [3(H‖ + 2H⊥)] +

4

3

vµ

(1 + v2

3 )
. (5.96)

De la expresión anterior, se computa el valor de la cantidad v/(1 + v2

3 ).

3. Luego, la velocidad del fluido de radiación es calculada como

v =
6
(

v/(1 + v2

3 )
)

3 +

√

9− 12
(

v/(1 + v2

3 )
)2

, (5.97)

con
v

(1 + v2

3 )
=

α‖

∂Xr∂X(H‖ + 2H⊥)

2µ
.

El algoritmo se repite en forma recursiva, computando en cada paso

ratio =

(

v̄

1 + (v̄)2

3

)/(

max|v|
1 + (max|v|)2

3

)

, (5.98)

en donde v̄ es un parámetro fijo predeterminado. El criterio de corte viene dado por la con-
dición max|v(t∗, r)| < v̄.

Por último, los perfiles iniciales de las variables A⊥ y (a+ α⊥) se calculan resolviendo el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

α‖

∂Xr
∂XA⊥ = 1− (a+ α⊥)A⊥ , (5.99)

α‖

∂Xr
∂X(a+ α⊥) = −2(a+ α⊥)/A⊥ +

3

2
(a+ α⊥)

2 +
3R

4
, (5.100)

con condiciones iniciales A⊥ = 0 y (a + α⊥) = 0 en r = 0, y utilizando en el origen el valor
ĺımite

ĺım
r→0

α‖

∂Xr
∂X(a+ α⊥) =

3R

12
. (5.101)
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Caṕıtulo 5. Modelos de void con dos fluidos

5.4. Resultados y discusión

Para estudiar los efectos de la presión anisótropa de la radiación no homogénea sobre la diná-
mica, comparamos la evolución numérica del modelo en los casos con y sin presión anisótropa
de la radiación. Para ello, utilizamos iguales condiciones iniciales para determinar los perfiles
de materia y radiación en t∗. La evolución se detiene, en ambos casos, cuando la temperatura

de los fotones en el centro del void desciende hasta el valor T
(centro)
0 = 2,725◦K.

Como primer resultado interesante, vemos que mientras que el caso con π̃+ = 0 finaliza
en un tiempo thoy = 13, 2 × 109 años, la evolución en el caso con presión anisótropa de la
radiación alcanza el tiempo thoy = 15, 5 × 109. Es decir que, bajo las mismas condiciones
iniciales, la evolución se retrasa si la presión anisótropa de la radiación es tenida en cuenta
en la dinámica de la geometŕıa. Por otra parte, el valor del parámetro de Hubble en el centro
del void, para los casos con y sin presión anisótropa resulta, respectivamente, hcentro0 = 0,57 y
hcentro0 = 0,66 (en total acuerdo con la diferencia observada en la edad del universo alcanzada
en cada caso).

La comparación de algunas cantidades f́ısicas relevantes (la distancia de diámetro angular,
dA, el parámetro de Hubble, h, y la densidad de materia, Ωm), calculadas sobre el cono de
luz pasado de un observador central, se muestran en la figura 5.3. Podemos observar que,
mientras Ωm no presenta diferencias significativas en su perfil evolutivo, las curvas de h y dA
muestran comportamientos peculiares. El parámetro de Hubble evoluciona cualitativamente
igual en ambos casos, pero las curvas están separadas una de la otra. Esta caracteŕıstica es
consecuencia directa de la diferencia observada entre los valores obtenidos para h0 en cada
caso. Este resultado representa una herramienta para aliviar la tensión entre el valor de H0

y las observaciones provenientes del CMB, existente en los modelos de void de LTB. Otra
diferencia significativa puede apreciarse en la curva de la distancia de diámetro angular para
z ∼ 1100. En el caso con presión anisótropa la curva alcanza valores mayores en aproxima-
damente un 10% debido a los efectos de la presión anisótropa. Con esto, podemos concluir
que efectivamente los efectos de la presión anisótropa de la radiación sobre la evolución de los
dos fluidos son importantes y, en consecuencia, deben incluirse en el computo para un estudio
completo del modelo.

Nuestros resultados confirman además que los modelos de void con dos fluidos pueden
dar lugar a una reinterpretación de las evidencias observacionales de una expansión acelera-
da del universo sin la necesidad de introducir enerǵıa oscura y, por consiguiente, deben ser
considerados seriamente como un primer paso en la construcción de modelos cosmológicos
complejos.9

El análisis anterior es el paso inicial para dar lugar a la exploración de parámetros que
permitan describir diferentes conjuntos de datos en forma simultánea, como aquellos prove-
nientes del fondo cósmico de radiación, SN tipo Ia y mediciones de H0. Además de los tests
convencionales, como la comparación de las curvas de dA(z), es importante considerar como
paso siguiente los ĺımites provenientes de la distorsión del espectro de cuerpo negro del fondo
cósmico de radiación (debida al scattering de los fotones por gas ionizado, que en el caso del
modelo no homogéneo con simetŕıa esférica se encuentra en movimiento radial)10, aśı como
aquellos que provienen de las oscilaciones acústicas de bariones [32].11

9La incorporación eventual de multipolos de orden superior podrá ser considerada en versiones ulteriores
del código.

10Este efecto fue discutido en una geometŕıa simple, denominada “burbuja de Hubble”, en [90].
11Un tratamiento apropiado de las escalas radial y transversal asociadas a las BAO en el modelo de LTB
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Figura 5.3: Observables cosmológicos en función del redshift para los casos con y sin presión
anisótropa de la radiación. Las diferencias observadas en las curvas de h y dA representan una
herramienta para aliviar la tensión entre el valor de H0 y las observaciones provenientes del
CMB, existente en los modelos de void de LTB.
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Caṕıtulo 5. Modelos de void con dos fluidos

Si bien el mecanismo para explicar la formación de voids es aún desconocido, el código
numérico que hemos trabajado representa una primera exploración para abordar la construc-
ción de problemas cosmológicos complejos. Entre las aplicaciones del modelo de dos fluidos
no homogéneos, podemos destacar [140]:

Las restricciones impuestas sobre los modelos de void.

Una de las principales limitaciones en los modelos de void con enerǵıa oscura [6] radica
en el problema de combinar ĺımites provenientes de observaciones del CMB junto con
medidas locales de H0 [256]. Como fue argumentado en [133], una evolución que con-
temple los efectos de una distribución no homogénea de la radiación podŕıa levantar las
restricciones sobre este tipo de modelos. Por otra parte, otras observaciones que depen-
den fuertemente del escenario cosmológico en el momento del desacople de los fotones
con la materia, como el efecto Sunyaev-Zel’dovich y las evidencias de las oscilaciones
acústicas de bariones en el espectro de potencias de las galaxias, pueden sufrir correc-
ciones significativas si se tiene en cuenta una distribución no homogénea para el perfil
primordial de la radiación, y los efectos que el mismo tiene sobre la evolución de la
geometŕıa de fondo.

El estudio de los efectos relativistas durante la época del desacople de los fotones del
fondo cósmico de radiación.

La evolución de las perturbaciones cosmológicas durante la época del desacople dan lugar
a importantes desviaciones de un perfil gaussiano en el espectro primordial de potencias
del CMB, aśı como también en el espectro de potencias de la materia en tiempos tard́ıos
de la evolución [274]. Asimismo, la dinámica no lineal del plasma compuesto por materia
bariónica y radiación, acoplado a la materia oscura a través de la gravedad, puede
imponer correcciones significativas en las oscilaciones acústicas de bariones, y en el
correspondiente pico observado en el espectro de potencias de las galaxias. En este
contexto, los aspectos generales relativistas de las desviaciones a la teoŕıa lineal canónica
pueden ser estudiados con un modelo de dos fluidos, que incluso puede ser utilizado para
testear la precisión de teoŕıas de perturbaciones aplicadas sobre modelos homogéneos.

El análisis de una etapa de nucleośıntesis primordial no homogénea.

La posibilidad de modelar la etapa de nucleośıntesis primordial con distribuciones no
homogéneas para los cocientes entre bariones y fotones y/o neutrones y protones, en
escalas comparables con el horizonte de difusión de part́ıculas, ha sido estudiada en la
literatura, generalmente considerando escenarios con simetŕıa esférica [26]. El código
numérico de dos fluidos no homogéneos puede ser utilizado entonces para estudiar el
caso de distribuciones no homogéneas en la curvatura, y para acoplar la dinámica de la
f́ısica de part́ıculas con la expansión en un universo localmente no homogéneo.

(incorporando los efectos de anisotroṕıas en la formación de estructura) está discutido en [273].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El modelo cosmológico estándar está construido sobre los fuertes pilares que representan las
hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa. Basado en la métrica de FLRW, la más simple de
las soluciones de las ecuaciones de Einstein, dicho modelo es capaz de reconstruir múltiples
etapas de la evolución del universo, dando lugar a exitosos resultados a la hora ser cotejado
con observaciones astronómicas de naturaleza diversa.

Sin embargo, el modelo no está libre de problemas. Si bien algunos de estos pueden ser re-
sueltos de forma relativamente satisfactoria (por ejemplo, a partir de mecanismos tales como
la inflación), el escenario cosmológico general no deja de presentar caracteŕısticas extrava-
gantes. Una de las más notorias es la naturaleza del contenido total de materia y enerǵıa
presente en el universo. Mientras que tan sólo cerca del 5% del mismo es materia bariónica
y radiación, aproximadamente el 25% es descripto por la llamada materia oscura, que no
interactúa electromagnéticamente con la materia ordinaria y seŕıa la que dio lugar a la for-
mación de las estructuras que observamos hoy en d́ıa en el cosmos. Sin embargo, tal vez uno
de los mayores paradigmas es el de la naturaleza del 70% del contenido de materia restante,
descripto comúnmente por la llamada enerǵıa oscura: un fluido con caracteŕısticas inusuales,
no observadas en ningún otro material, y que seŕıa además el responsable de la expansión
acelerada del universo en la época actual.

Este panorama nos invita a ampliar el campo de investigación hacia escenarios cosmoló-
gicos más generales, y a revisar minusciosamente las hipótesis en la que está basada nuestra
descripción del universo. En particular, la hipótesis de homogeneidad es una de las más fuertes
y, sin embargo, de las más dif́ıciles de testear observacionalmente. Una manera de abordar este
problema es a través de la construcción de modelos cosmológicos no homogéneos. Si bien los
mismos no representan un test directo para la hipótesis de homogeneidad, ofrecen una alter-
nativa viable a la interpretación de observaciones astronómicas, sin la necesidad de recurrir a
un contenido dominante de enerǵıa oscura en el universo. En esta dirección, las soluciones no
homogéneas de las ecuaciones de Einstein han sido poco estudiadas, a pesar de su potencial
para describir diferentes escenarios cosmológicos y astrof́ısicos.

Motivados por este escenario, nos propusimos como objetivo para nuestro trabajo (i)
estudiar las propiedades genéricas de soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones
de Einstein (en particular, aquellas con simetŕıa esférica), y (ii) aplicar estas soluciones a
problemas cosmológicos concretos.

Los trabajos que forman parte del aporte original de esta tesis abarcan los siguientes
aspectos:
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1. El estudio del redshift drift de fuentes cercanas a partir del formalismo covariante 1+3.

Gracias a las positivas perspectivas observacionales para los proximos años, el redshift
drift ha cobrado especial interés por su potencial para distinguir modelos cosmológicos.
En esta dirección, el análisis teórico que hemos presentado en el caṕıtulo 3 ofrece la
posibilidad de estudiar caracteŕısticas distintivas de modelos cosmológicos, que podŕıan
ser identificadas directamente en las observaciones (por ejemplo, un signo definido en la
observación de (δz/δto), o una dependencia direccional presente en modelos con menos
simetŕıas).

Una aplicación adicional de la aproximación covariante que presentamos es la de poner
cotas observacionales sobre las cantidades cinemáticas de los modelos. Esta tarea involu-
cra, sin embargo, un análisis cuidadoso de la propagación de los errores observacionales
sobre las cantidades involucradas en el cálculo. Si bien queda fuera de los alcances de
este trabajo, este es un punto importante para abordar en un futuro próximo.

2. El análisis de la evolución de burbujas de vaćıo en fondos no homogéneos, como condi-
ciones iniciales generales para el proceso de inflación.

En relación a las condiciones propicias para que el proceso de inflación tenga lugar,
encontramos que ambientes no homogéneos (en particular, aquellos con radiación) da
lugar a diferencias significativas en la evolución de regiones de vaćıo. En este sentido, los
escenarios primordiales genéricos podŕıan ser restrictivos para la evolución de campos
escalares dentro de la región inflacionaria, y deben ser analizadas minusciosamente en
el marco de cada modelo inflacionario particular.

3. La generalización del modelo de void con dos fluidos, para el caso en el que la presión
anisótropa de la radiación es tenida en cuenta en la evolución temprana de la geometŕıa.

El modelo de dos fluidos presentado en el caṕıtulo 5 fue estudiado para explorar si la
inclusión de radiación puede tener efectos importantes sobre la evolución temprana de la
geometŕıa. Los resultados que presentamos muestran que las trayectorias de los fotones
provenientes del fondo cósmico de radiación podŕıan sufrir correcciones importantes,
incluso también si la presión anisótropa de la radiación (no nula en distribuciones no
homogéneas) es tenida en cuenta. En este sentido, será un trabajo futuro cotejar cuidado-
samente el modelo con conjuntos diversos de observaciones, con el objeto de cuantificar
estos efectos de manera sistemática.

Asimismo, otros trabajos afines a los objetivos propuestos en esta tesis han sido desarrollados
en forma paralela. Los mismos contribuyeron al estudio global de modelos alternativos al
modelo cosmológico estándar. En particular, hemos abordado algunos problemas en el marco
de las teoŕıas de gravedad modificada f(R), a saber:

el estudio del redshift drift cosmográfico en modelos cosmológicos f(R), como herra-
mienta para poner restricciones sobre el espacio de parámetros libres de dichas teoŕıas;

la investigación de la estructura interna de estrellas de neutrones en el marco de teoŕıas
f(R), como un camino para testear la Relatividad General en el régimen de campo
fuerte.

Como mencionamos en la introducción de esta tesis, las soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein ha sido poco exploradas para dar respuesta a problemas cosmológicos
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concretos y, en este sentido, varias ĺıneas de trabajo quedan abiertas para ser investigadas
en el futuro. Entre estas, algunas de las que consideramos continuación natural del trabajo
presentado en esta tesis son las siguientes:

Varias propuestas para decidir por medio de la observación si el universo es homogéneo
o no han sido presentadas en los últimos años [88, 89, 90, 91]. Las mismas se basan en el
estudio de las geodésicas nulas del modelo de LTB, y ofreceŕıan información sobre perfiles
radiales no homogéneos. La generalización de estos tests a casos con menos simetŕıas,
con la posible inclusión de la presión de la radiación, aún no ha sido estudiada.

En un universo no homogéneo, el efecto Sachs-Wolfe puede ser importante. Existen
cálculos de este efecto sólo para el caso del modelo de LTB con un punto de observación
situado en el centro de simetŕıa [257]. La construcción de modelos más realistas invita
a calcular este efecto para un punto de observación arbitrario, aśı como también para
soluciones con presión y/o con menos simetŕıas.

La presencia de regiones no homogéneas afecta, a través del “lensing gravitacional”, al
modo “B” de la radiación electromagnética del CMB, aśı como a la correlación entre los
campos eléctrico y magnético. Tales modificaciones fueron calculadas en [275] para el
caso de modelos de LTB. Es importante entonces generalizar este calculo a casos con
presión y a modelos con menos simetŕıa.

Para concluir, destacamos nuevamente que el modelo cosmológico estándar reconstruye la his-
toria del universo en un exitoso acuerdo con las observaciones astronómicas actuales. En este
sentido, lejos de pretender reemplazar completamente el modelo estándar, pero śı pensando en
cambiar el paradigma cosmológico actual, nos interesa resaltar la importancia de la aplicación
de soluciones no homogéneas para resolver problemas espećıficos presentes en diversas etapas
de la evolución del universo. Esta área de estudio forma parte de la dif́ıcil tarea que implica
revisar, ampliar y someter a tests el marco teórico en el que basamos nuestra descripción del
universo, como paso necesario en el largo camino que conlleva la comprensión profunda del
cosmos.
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Apéndice A

Breve introducción a los
formalismos covariantes

Los formalismos covariantes poseen la ventaja de poder describir fenómenos f́ısicos y propie-
dades geométricas mediante cantidades y relaciones tensoriales que permanecen invariantes
ante transformaciones del sistema de referencia con el que se elija trabajar.

Presentaremos en este apéndice las definiciones básicas de las cantidades f́ısicas necesarias
para describir un modelo cosmológico, aśı como también las relaciones que dichas cantidades
satisfacen en el marco de la Teoŕıa de la Relatividad General. Nos limitaremos a incluir sólo
aquellas definiciones y relaciones f́ısicas utilizadas en el trabajo desarrollado en esta tesis. Una
introducción completa a la descomposición covariante 1 + 3 y a la formulación covariante de
tétradas puede encontrarse en las referencias [5, 181, 258, 276, 277].

A.1. Descomposición 1 + 3

La formulación 1+3 está basada en la definición covariante de las variables f́ısicas que describen
un dado problema. Comenzaremos por caracterizar un escenario cosmológico con un espacio-
tiempo representado por una métrica gab y un contenido de materia descripto por un tensor
de enerǵıa-momento Tab. La interacción entre la geometŕıa y la materia, en el marco de la
Teoŕıa de la Relatividad General, obedece las ecuaciones de campo de Einstein dadas por

Gab ≡ Rab −
1

2
Rgab = Tab − Λgab , (A.1)

con ecuaciones de conservación

∇bG
ab = 0

(

⇒ ∇bT
b = 0

)

. (A.2)

Para caracterizar un modelo cosmológico, definimos ĺıneas de universo preferenciales co-
móviles con el fluido en cada punto. El 4-vector que representa la velocidad del fluido se define
en forma uńıvoca como

ua ≡ dxa

dτ
, con uau

a = −1 , (A.3)

en donde τ es el tiempo propio medido a lo largo de las geodésicas que determinan las tra-
yectorias de los elementos de fluido. Los tensores de proyección paralela y ortogonal a ua se

121
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definen, respectivamente, como

Ua
b ≡ −uaub ⇒ Ua

cU
c
b = Ua

b , U
a
a = 1 , Uabu

b = ua , (A.4)

hab ≡ gab + uaub ⇒ hach
c
b = hab , h

a
a = 3 , habu

b = 0 . (A.5)

El elemento de volumen del espacio ortogonal en reposo respecto al sistema de referencia con
velocidad ua se define como

ηabc ≡ udηdabc ⇒ ηabc = η[abc] , ηabcu
c = 0 , (A.6)

en donde ηabcd es el elemento de volumen 4-dimensional, con ηabcd = η[abcd] y η0123 =
√

|detgab|.
Teniendo en cuenta las proyecciones anteriores, se definen la derivada temporal covariante

a lo largo de la dirección de ua, denotada con el śımbolo ˙ , y la derivada covariante proyectada
en el espacio ortogonal a ua, señalada como ∇̃. De esta forma, dado un tensor arbitrario Aab

cd,
resultan

Ȧab
cd = ue∇eA

ab
cd , (A.7)

∇̃eA
ab
cd = hafh

b
gh

p
ch

q
dh

r
e∇rA

fg
pq . (A.8)

Asimismo, la proyección ortogonal de vectores y la proyección ortogonal simétrica con traza
nula de tensores de rango 2 se denotan, respectivamente, como

v<a> = habv
b , A<ab> = [h(ach

b)
d −

1

3
habhcd]A

cd , (A.9)

mientras que las proyecciones ortogonales de las derivadas temporales covariantes a lo largo
de la dirección de ua (derivadas de Fermi) resultan

v̇<a> = habv̇
b , Ȧ<ab> = [h(ach

b)
d −

1

3
habhcd]Ȧ

cd . (A.10)

La derivada covariante de la velocidad ua puede descomponerse en partes irreducibles,
definidas a partir de sus propiedades de simetŕıa, llamadas cantidades cinemáticas. La
descomposición se escribe de la siguiente manera:

∇aub = −uau̇b + ∇̃aub = −uau̇b +
1

3
Θab + σab + ωab , (A.11)

en donde

u̇a ≡ ub∇bu
a es el vector de aceleración relativista, que representa el grado de movi-

miento de la materia bajo fuerzas gravitacionales o de inercia;

Θ ≡ ∇̃au
a es el escalar de tasa de expansión de volumen del fluido (con H = Θ/3 el

escalar de Hubble, para el caso de geometŕıas homogéneas e isótropas);

σab ≡ ∇̃<aub> es el tensor simétrico de shear, que describe la tasa de distorsión del
fluido de materia, con σab = σ(ab), σabu

b = 0, σaa = 0, y traza nula); y

ωab ≡ ∇̃[aub] es el tensor de vórtice (ωab = ω[ab] , ωabu
b = 0), que describe la rotación

del fluido de materia. El vector de vórtice se define entonces como ωa ≡ 1
2η

abcωcb.
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El significado de cada una de estas cantidades se infiere de la ecuación de evolución para el
vector de posición relativa ηa⊥ ≡ habη

b, en donde ηa es el vector de desviación de la familia
de geodésicas fundamentales, es decir, aquellas que satisfacen ub∇bη

a = ηb∇bu
a. Escribiendo

ηa⊥ = δℓea, con eae
a = 1, encontramos que la distancia relativa δℓ obedece la siguiente ecuación

de propagación:

˙(δℓ)

δℓ
=

1

3
Θ + (σabe

aeb) , (A.12)

(esto es, la ley de Hubble generalizada), y el vector de dirección relativa ea sigue la ecuación
de propagación dada por

ė<a> = (σab − (σcde
ced)hab − ωa

b)e
b , (A.13)

indicando la tasa de cambio de una posición observada en el cielo de galaxias distantes.1

Las ecuaciones de propagación para las cantidades cinemáticas (derivadas a partir de las
identidades de Ricci, 2∇[a∇b]u

c = Rc
ab du

d [5]) son:

la ecuación de Raychaudhuri [278]

Θ̇− ∇̃au̇
a = −1

3
Θ2 + (u̇au̇

a)2 − 2σ2 + 2ω2 − 1

2
(µ+ 3p) + Λ ; (A.14)

la ecuación de propagación para el shear

σ̇<ab> − ∇̃<au̇b> = −2

3
Θσab + u̇<au̇b> − σ<a

cσ
b>c − ω<aωb> − (Eab − 1

2
πab) , (A.15)

y en donde Eab es la parte eléctrica del tensor de Weyl, definida como

Eab ≡ Cacbdu
cud ,

con Ea
a = 0, Eab = E(ab) y Eabu

b = 0, y el término de la presión anisótropa πab se anula
para el caso de fluidos perfectos; y

la ecuación de propagación para el tensor de vórtice

ω̇<a> − 1

2
ηabc∇̃bu̇c = −2

3
Θωa + σabω

b . (A.16)

1Una manera de interpretar el sentido f́ısico de las cantidades cinemáticas es analizar cuáles son los cambios
sufridos por una esfera de fluido, asociados a cada una estas cantidades, al cabo de un intervalo infinitesimal
de tiempo. A saber: la acción aislada de Θ transforma la esfera de fluido en una esfera similar, con diferente
volumen, pero orientada en las mismas direcciones; la acción aislada de σab distorsiona la forma de la esfera,
manteniendo su volumen constante y la dirección de sus ejes principales sin modificación; y la acción aislada
de ωab da lugar a una rotación ŕıgida de la esfera en torno a una de sus direcciones, que permanece fija (eje de
rotación). La acción conjunta de estas cantidades, por su parte, modificará en general la dirección de los ejes
principales y de rotación [181].
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A.2. Tétradas en modelos cosmológicos

La descomposición 1 + 3 presentada en la sección anterior es inmediatamente transparente
en términos de relaciones y cantidades f́ısicas definidas covariantemente, con un significado
f́ısico y/o geométrico claro. Sin embargo, las ecuaciones involucradas no forman un conjunto
completo que garantice siempre la existencia de una métrica y sus conexiones afines. Para
tal fin, es conveniente abordar la descripción del modelo con el formalismo de tétradas, en el
cual las conexiones afines están definidas en términos de los coeficientes de rotación espacial.
Las relaciones obtenidas con este formalismo determinan un conjunto completo de ecuaciones
para la caracterización de escenarios cosmológicos arbitrarios [5].2

Una tétrada es una base de vectores unitarios, mutuamente ortogonales, {ea}, a =
0, 1, 2, 3, que pueden ser escritos en términos de una base de coordenadas locales. Las compo-
nentes tétradas e i

a (x
j) se definen como

ea = e i
a (x

j)
∂

∂xi
↔ ea(f) = e i

a (x
j)
∂f

∂xi
, e i

a = ea(x
i) , (A.17)

es decir, que la componente i del vector a es simplemente la derivada direccional de la coor-
denada i en la dirección del vector ea. Esto puede ser pensado como un cambio de vectores
base, en donde las componentes tensoriales se transforman como

T ab
cd = eaie

b
je

k
c e

l
d T

ij
kl , (A.18)

y las componentes inversas eai(x
j) se definen como

e i
a e

a
j = δij ↔ e i

a e
b
i = δ b

a . (A.19)

Las componentes del tensor métrico resultan

gab = gije
i
a e

j
b = ea · eb = ηab , (A.20)

con ηab=diag(-1,1,1,1). La ecuación inversa

gij(x
k) = ηabe

a
i(x

k)ebj(x
k) (A.21)

construye expĺıcitamente las componentes coordenadas de la métrica a partir de las compo-
nentes tétradas eai(x

j). Los ı́ndices se manipulan entonces utilizando las métricas gab = ηab y
su inversa gab = ηab.

Las funciones de conmutación asociadas a las tétradas son las cantidades γabc(x
i), definidas

por los conmutadores de los vectores base como

[ea, eb] = γcab(x
i)ec → γabc(x

i) = −γacb(xi) . (A.22)

En términos de las componentes tétradas, resulta entonces

γabc(x
i)eai(e

j
b ∂je

i
c − e j

c ∂je
i
b ) = −2e i

b e
j
c ∇[ie

a
j] . (A.23)

2En el caso general de geometŕıas anisótropas, únicamente los vectores tétrados pueden ser definidos en
la forma covariante 1 + 3, y esta descomposición pasa entonces a estar contenida dentro del formalismo de
tétradas [5].
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Estas cantidades se anulan si y sólo si la base {ea} es una base coordenada, es decir, si existen
coordenadas locales xi tales que

ea = δ i
a

∂

∂xi
sii [ea, eb] = 0 ↔ γabc = 0 . (A.24)

Las componentes de la conexión af́ın para las tétradas, Γa
bc quedan definidas por las

relaciones
∇eb

ea = Γc
abec ↔ Γc

ab = ecie
j
b ∇je

i
a , (A.25)

es decir, son las componentes c de la derivada covariante del vector a en la dirección b. Con
esto, todas las derivadas covariantes pueden ser escritas de manera análoga a la forma tensorial
usual.3 En particular, teniendo en cuenta que ea(gbc) = 0 para gab = ηab, se tiene

∇agbc = 0 ↔ −Γd
bagdc − Γd

cagbd = 0 ↔ Γ(ab)c = 0 . (A.27)

Para el caso de torsión nula, las relaciones tétradas resultan análogas a las relaciones de
Christoffel usuales, es decir,

γabc = −(Γa
cb − Γa

cb) , Γabc =
1

2
(gadγ

d
cb − gbdγ

d
ca + gcdγ

d
ab . (A.28)

Esto demuestra que los coeficientes de rotación y las funciones de conmutación son combina-
ciones lineales unas de las otras.

Las identidades de Jacobi ([X, [Y, z]]+[Y, [Z,X]]+[Z, [X, Y ]] = 0) para la base de vectores
{ea} resultan

e[a(γ
d
bc]) + γe[abγ

d
c]e = 0 , (A.29)

siendo esta la condición de integrabilidad para que las cantidades γabc(x
i) sean las funciones

de conmutación de ese conjunto de vectores.
Las componentes del tensor de Riemann, obtenidas a partir de las identidades de Ricci,

tienen la forma

Ra
bcd = ec(Γ

a
bd)− ed(Γ

a
bc) + Γa

ecΓ
e
bd − Γa

edΓ
e
bc − Γa

beΓ
e
cd , (A.30)

y la contracción de los ı́ndices a y c da lugar a las ecuaciones de Einstein, dadas por

Rbd = ea(Γ
a
bd)− eb(Γ

a
ba) + Γa

eaΓ
e
bd − Γa

deΓ
e
ba = Tbd −

1

2
Tgbd + Λgbd . (A.31)

Para describir un modelo cosmológico, se elige e0 en la dirección tangente al flujo de
materia ua. Las componentes de la conexión Γa

bc resultan

Γα00 = u̇α , (A.32)

Γα0β =
1

3
Θδαβ + σαβ − ǫαβγω

γ , (A.33)

Γαβ0 = ǫαβγΩ
γ , (A.34)

Γαβγ = 2a[αδβ]γ + ǫγδ[αn
δ
β] +

1

2
ǫαβδn

δ
γ , (A.35)

3Por ejemplo, se tiene
∇aTbc = ea(Tbc)− Γd

baTdc − Γd
caTbd , (A.26)

en donde, para una dada función f , ea(f) = e i
a ∂f/∂x

i representa la derivada de f en la dirección ea.
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en donde u̇α, Θ, σαβ y ωα son las variables cinemáticas, Ωα indica la rotación del sistema de
referencia espacial {eα} respecto a la base de Fermi, y las funciones aα y nαβ = n(αβ) (esta
última simétrica) determinan los 9 coeficientes de rotación espacial, y están asociadas a la
curvatura de las hipersuperficies t = cte. Los conmutadores resultan

[e0, eα] = u̇αe0 −
[

1

3
Θδ β

α + σ β
α + ǫ β

α γ(ω
α +Ωα)

]

eβ , (A.36)

[eα, eβ ] = 2ǫαβγω
γe0 + (2a[αδ

γ
β] + ǫαβδn

δγ)eγ . (A.37)

en donde vemos que los coeficientes son, esencialmente, derivadas parciales de N y e i
α .

La dinámica de un fluido gravitacional puede describirse mediante un conjunto de ecuacio-
nes de evolución, más un grupo de ecuaciones que imponen restricciones sobre las funciones
de evolución pero que no contienen derivadas con respecto a {eα}. Este último grupo de
ecuaciones puede expresarse como

0 = (C1)
α = (eβ − 3aβ)(σ

αβ)− 2

3
δαβeβ(Θ)− nαβω

β + qα

+ǫαβγ [(eβ + 2u̇β − aβ)(ωγ)− nβδσ
δ
γ ] , (A.38)

0 = (C2) = (eα − u̇α − 2aα)(ω
α) , (A.39)

0 = (C3)
αβ = Hαβ + (δγ<αeγ + 2u̇<α + a<α)(wβ>)− 1

2
n γ
γ σ

αβ + 3n<α
γσ

β>γ

−ǫγδ<α[(eγ − aγ)(σ
β>

δ ) + n β>
γ ωδ] , (A.40)

0 = (C4)
α = (eβ − 3aβ)(E

αβ +
1

2
παβ)− 1

3
δαβeβ(µ) +

1

3
Θqα − 1

2
σαβq

β − 3ωβH
αβ

−ǫαβγ [σβδH δ
γ − 3

2
ωβqγ + nβδ(E

δ
γ +

1

2
π δ
γ )] , (A.41)

0 = (C5)
α = (eβ − 3aβ)(H

αβ) + (µ+ p)ωα + 3ωβ(E
αβ − 1

6
παβ)− 1

2
nαβq

β

+ǫαβγ [
1

2
(eβ − aβ)(qγ) + σβδ(E

δ
γ +

1

2
π δ
γ )− nβδHγ δ] , (A.42)

0 = (CJ )
α = (eβ − 2aβ)(n

αβ) +
2

3
Θωα + 2σαβω

β + ǫαβγ [eβ(aγ)− 2ωβΩγ ] , (A.43)

0 = (CG)
αβ =∗Sαβ +

1

3
Θσαβ − σ<α

γσ
β>γ − ω<αωβ> + 2ω<αΩβ>

−(Eαβ +
1

2
παβ) , (A.44)

0 = (CG) =
∗R+

2

3
Θ2 − (σαβσ

αβ)− 4(ωαΩ
α)− 2µ− 2Λ , (A.45)
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en donde

∗Sαβ = e<α(aβ>) + b<αβ> − ǫγδ<α(e|γ| − 2a|γ|)(nβ>δ) , (A.46)

∗R = 2(2eα − 3aα)(a
α)− 1

2
b α
α , (A.47)

bαβ = 2nαβn
γ
β − nγγnαβ . (A.48)

En el caso de rotación nula, ωα = 0, la velocidad uα resulta normal a la familia de hipersu-
perficies con t = cte.

Las ecuaciones de evolución para las 9 funciones que describen los conmutadores espaciales,
aα y nαβ, resultan

e0(a
α) =

1

3
(Θδαβ − 3

2
σαβ)(u̇

β) + aβ) +
1

2
nαβω

β − 1

2
qα , (A.49)

e0(n
αβ) = −1

3
Θnαβ − σ<α

γn
β>γ +

1

2
σαβn γ

γ − (u̇<α + a<α)ωβ> −Hαβ + (δγ<αeγ + u̇<α)(Ωβ>)

−2

3
δαβ [2(u̇γ + aγ)ω

γ − (σγδn
γδ) + (eγ + u̇γ)(Ω

γ)]

−ǫγδ<α[(u̇γ + aγ)σ
β>

δ − (ωγ + 2Ωγ)n
β>
δ ]− 2

3
δαβ(C2) + (C3)

αβ , (A.50)

mientras que la evolución de las variables cinemáticas viene dada por

e0(Θ)− eα(u̇
α) = −1

3
Θ2 + (u̇α − 2aα)u̇

α − (σαβσ
αβ) + 2(ωαω

α)

−1

2
(µ + 3p) + Λ , (A.51)

e0(ω
α)− 1

2
ǫαβγeβ(u̇γ) = −2

3
Θωα + σα βωβ

−1

2
nα βu̇β − 1

2
ǫαβγ [aβ u̇γ − 2Ωβωγ ] , (A.52)

e0(σ
αβ)− δγ<αeγ(u̇

β>) = −2

3
Θσαβ + (u̇<α + a<α)u̇β> − σ<α

γσ
β>γ − ω<αωβ>

−(Eαβ − 1

2
παβ) + ǫγδ<α[2Ωγσ

β>
δ − n β>

α u̇δ] . (A.53)

Por último, la evolución de las variables que describen el fluido viene dada por las siguientes
ecuaciones

e0(µ) + eα(q
α) = −Θ(µ+ p)− 2(u̇α − aα)q

α − (σαβπ
αβ) , (A.54)

e0(q
α) + δαβeβ(p) + eβ(π

αβ) = −4

3
Θqα − σαβq

β − (µ+ p)u̇α − (u̇β − 3aβ)π
αβ

−ǫαβγ [(ωβ − Ωβ)qγ − nβγπ
δ
γ ] . (A.55)

El sistema de ecuaciones (A.38)-(A.55) queda completamente determinado si se lo acompaña
de una descripción completa del fluido, es decir, si se especifica una ecuación de estado del
tipo p = p(µ), y una ecuación de la evolución para la presión anisótropa, παβ .
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Apéndice B

Propagación de la luz en modelos
de LTB fuera del centro de simetŕıa

Las ecuaciones diferenciales que describen la trayectoria de los rayos de luz emitidos por una
dada fuente, y medidos fuera del centro de simetŕıa, han sido estudiadas mediante dos métodos
análogos, presentados en los trabajos [125, 129]. Detallaremos a continuación los lineamientos
generales de cada uno de ellos.

B.1. Método I

Este método fue desarrollado en [125] para estudiar los momentos dipolar y cuadrupolar del
fondo cósmico de radiación en modelos de LTB, y fue luego utilizado en [126] para estudiar
el problema del horizonte en una familia de modelos de LTB con geodésicas no radiales.

Consideremos un rayo de luz medido en el punto O a una distancia coordenada rp del
centro de simetŕıa. A causa de la simetŕıa esférica de la métrica, el punto O posee simetŕıa
axial respecto de la dirección al centro y, sin pérdida de generalidad, podemos simplificar
el problema trabajando las ecuaciones de las geodésicas sobre el plano meridional θ = π/2.
La trayectoria de los fotones quedará uńıvocamente definida por las coordenadas (tp, rp) del
punto O, y el ángulo α comprendido entre la dirección de llegada del fotón y la dirección
hacia el centro de simetŕıa. El sub́ındice p será utilizado, en adelante, para indicar cantidades
evaluadas el la posición del punto O.

Dada la métrica (2.1), definimos el vector de onda de un fotón como kµ ≡ dxµ/dλ, siendo
λ un parámetro af́ın a lo largo de la geodésica. Sobre el plano meridional, resulta kθ = 0 y,
para las componentes restantes, tenemos

dt

dλ
= kt , (B.1)

dr

dλ
= kr = grrkr = −1 + 2E

R′2
kr , (B.2)

dϕ

dλ
= kϕ = gϕϕkϕ = − kϕ

R2
. (B.3)

A partir de la ecuación de la geodésica,

d2xµ

dλ2
+ Γt

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0 , (B.4)
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podemos escribir, para cada componente,

dkt

dλ
= − Ṙ′

R′3
(1 + 2E)(kr)

2 − Ṙ

R3
(kϕ)

2 , (B.5)

dkr
dλ

=

[

E′

R′2
− (1 + 2E)

R′′

R′3

]

(kr)
2 − R′

R3
(kϕ)

2 , (B.6)

dkϕ
dλ

= cte . (B.7)

en donde los śımbolos ˙ y ′ indican, respectivamente, derivadas con respecto a las coordenadas
t y r. Además, de la condición ds2 = 0 para los fotones, resulta

(kt)2 =
1 + 2E

R′2
(kr)

2 +
1

R2
(kϕ)

2 . (B.8)

La integración de las ecuaciones diferenciales (B.1)-(B.3) y (B.5)-(B.6) se realiza desde
el punto O hasta la posición de la fuente. Las condiciones iniciales se establecen en (tp, rp)
eligiendo















λo = λp = 0 ,
to = tp ,
ro = rp ,
kto = (kt)p = 1 .

(B.9)

De esta forma, la posición de la fuente queda parametrizada con un valor negativo de λ.
Teniendo en cuenta que α es el ángulo de incidencia de los fotones respecto a la dirección

del centro de simetŕıa, podemos escribir

(kr)p = a cosα , (B.10)

(kφ)p = b senα , (B.11)

con a y b dos constantes a determinar. Reemplazando (B.10) y (B.11) en la ecuación (B.8),
evaluada esta última en el punto O, tenemos

1 =

(

1 + 2Ep

(R′2)p

)

a2 cos2 α+

(

1

R2

)

b2 sen2 α . (B.12)

De la expresión anterior, se deduce que para aquellos fotones que inciden en el punto O
resultan

a =

√

1 + 2Ep

(R′)p
, (B.13)

b = ∓ 1

Rp
, (B.14)

en donde los signos ’−’ y ’+’ en b corresponden, respectivamente, a fotones con ángulos de
incidencia α ∈ (0, π) y α ∈ (0, π). Luego, utilizado la ecuación (B.7), se obtiene

kϕ = (kϕ)p = ±(R)p senα , (B.15)

y reemplazando kϕ en la expresión (B.8), encontramos

kr = ±
[

(kt)2 −
(R)2p sen

2 α

R2

]1/2
R′

√
1 + 2E

. (B.16)
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Aqúı, los signos ’+’ y ’−’ corresponden, respectivamente, a ángulos de incidencia α ∈ (−π/2, π/2)
y α ∈ (π/2, 3/2π).

Con el análisis anterior, la trayectoria de los fotones queda determinada completamente
por el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas dado por [125]

dt

dλ
= kt , (B.17)

dr

dλ
= ±

√
1 + 2E

R′

[

(kt)2 −
(R)2p sen

2 α

R2

]1/2

, (B.18)

dkt

dλ
= − Ṙ

′

R′
(kt)2 +

(R)2p sen
2 α

R2

[

Ṙ′

R′
− Ṙ

R

]

. (B.19)

Finalmente, el redshift de una fuente medida en el punto O con coordenadas (tp, rp) está
definido como [181]

z ≡ kt/(kt)p − 1 , (B.20)

en donde kt y (kt)p son, respectivamente, las componentes espaciales del vector de onda del
fotón en la posición de la fuente y en el punto O. Con las condiciones iniciales elegidas, la
expresión anterior se reduce a

1 + z = kt . (B.21)

B.2. Método II

Este método fue desarrollado en [129], y utilizado luego para estudiar restricciones impuestas
por las anisotroṕıas del fondo cósmico de radiación sobre los modelos de LTB fuera del centro
de simetŕıa [130]. Lo presentaremos aqúı siguiendo las simplificaciones de [109].

Al igual que en el método I, el problema presenta simetŕıa axial respecto de la dirección
que une el centro de simetŕıa con la posición del punto O, en donde el fotón es medido. Sin
pérdida de generalidad, esta dirección es elegida como el eje z del sistema de referencia de la
métrica. En este sistema, las coordenadas espaciales del punto O son r = r0 y θ = 0. Por ser
O un punto polar, el ángulo acimutal de su posición, φ, resulta degenerado. La trayectoria de
los fotones que llegan hasta O en el tiempo t = t0 queda determinada, para todo instante de
tiempo, por las coordenadas

t = t , (B.22)

r = r̂(t, t0, r0, ξ) , (B.23)

θ = θ̂(t, t0, r0, ξ) , (B.24)

ϕ = cte, (B.25)

en donde r̂ y θ̂ son las soluciones de las ecuaciones de la geodésica nula en función de la coor-
denada temporal t, del ángulo de incidencia de los fotones, ξ, y de las coordenadas del punto
O en el instante de medición (t0, r0). Debido a la simetŕıa axial del problema, la trayectoria de
los fotones es independiente del ángulo acimutal ϕ. Las ecuaciones de las geodésicas resultan
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entonces

d2t

dλ2
+
α̇

α

(

dt

dλ

)2

+ 2
α′

α

dt

dλ

dr

dλ
+

+
R′[Ṙ′(1 + 2E)−R′Ė]

α2(1 + 2E)2

(

dr

dλ

)2

+
RṘ

α2

(

dθ

dλ

)2

= 0 , (B.26)

d2r

dλ2
+

(1 + 2E)αα′

R′2

(

dt

dλ

)2

+ 2
Ṙ′(1 + 2E)−RrĖ

R′(1 + 2E)

dt

dλ

dr

dλ
+

+
R′′(1 + 2E) −R′E′

R′(1 + 2E)2

(

dr

dλ

)2

+
R(1 + 2E)

R′

(

dθ

dλ

)2

= 0 , (B.27)

d2θ

dλ2
+ 2

Ṙ

R

dt

λ

dθ

dλ
+ 2

R′

R

dr

dλ

dθ

dλ
= 0 . (B.28)

Definiendo el momento angular de fotón como

J ≡ R2 dθ

dλ
, (B.29)

la expresión (B.28) puede reescribirse como una ecuación de conservación para el momento
angular de la forma

d

dλ
J = 0 . (B.30)

Por otra parte, teniendo en cuenta que la 4-velocidad de los fotones satisface la condición
kµkµ = 0, tenemos que

−
(

dt

dλ

)2

+
R′2

1 + 2E

(

dr

dλ

)2

+R2

(

dθ

dλ

)2

= 0 . (B.31)

Definamos las cantidades auxiliares q ≡ dt/dλ y p ≡ dr/dλ. Las condiciones iniciales para
la parametrización se eligen de forma tal que λ = 0 en el instante t = t0, q0 ≡ q(λ = 0) = −1,
p0 ≡ p(λ = 0) y J0 ≡ J(λ = 0).

Para expresar p0 y J0 en función de cantidades conocidas (al igual que en el método I)
tendremos en cuenta el siguiente análisis. Las componentes del vector espacial unitario en la
dirección del eje z (determinada esta por el centro de simetŕıa y el punto O) son

~v =

√

1 + 2Ep

(R′)p
(1, 0, 0) . (B.32)

Asimismo, las componentes del vector espacial unitario en la dirección de incidencia del fotón
en el instante t = t0 son

~u0 =

∣

∣

∣

∣

(

dλ

dt

)

0

∣

∣

∣

∣

((

dr

dλ

)

0

,

(

dθ

dλ

)

0

,

(

dϕ

dλ

)

0

)

= − 1

q0

(

p0,
J0

(R2)0
, 0

)

, (B.33)

en donde el signo negativo de u0 indica que el parámetro λ decrece con el tiempo, es decir,
que la integración de las ecuaciones se realiza desde el punto O hasta la fuente. Con estas
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~v

ξ

O

~u

z

x

y

x̃µ

Figura B.1: (extráıda de [129]) El fotón incide en el punto O con un ángulo ξ, determinado
uńıvocamente por los vectores espaciales ~u y ~v.

definiciones, el ángulo de incidencia de los fotones, ξ, queda expresado por el producto de ~v
y ~u de la siguiente forma (figura B.1) [129]

cos ξ = gijv
iuj = − (R, r)p

√

1 + 2Ep

p0
q0
. (B.34)

Podemos reescribir entonces

p0 =

√

1 + 2Ep

(R′)p
cos ξ , (B.35)

J0 = J = Rp sen ξ , (B.36)

en donde hemos tenido en cuenta, para la última expresión, la ecuación de conservación (B.30)
para el momento angular.

Concluido este análisis, las ecuaciones (B.26), (B.27) y (B.28) se pueden reescribir en
función de las variables q, p y J . La integración de este sistema de tres ecuaciones acopladas
se resolverá con las condiciones iniciales dadas, y bajo la restricción impuesta por la ecuación
(B.31), a saber

− q2 +
R′2

1 + 2E
p2 +

J2

R2
= 0 . (B.37)

Calculemos, por último, el redshift de los fotones medidos en función del ángulo de inci-
dencia ξ en forma análoga a como lo hicimos para el caso de geodésicas radiales. Consideremos
dos fotones emitidos por una dada fuente en los instantes t1(λ) = t(λ) y t2(λ) = t(λ) + τ(λ).
La condición (B.31), para cada uno de ellos, se escribe como

(

dt

dλ

)2

=
[R′(t, r)]2

1 + 2E

(

dr

dλ

)2

+R2(t, r)

(

dθ

dλ

)2

, (B.38)

(

d(t+ τ)

dλ

)2

=
[R′(t+ τ, r)]2

1 + 2E

(

dr

dλ

)2

+R2(t+ τ, r)

(

dθ

dλ

)2

. (B.39)
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Apéndice B. Propagación de la luz en modelos de LTB fuera del centro de simetŕıa

Desarrollando la ecuación (B.39) hasta primer orden en τ , resulta

dt

dλ

dτ

dλ
= τ(λ)

[

R′Ṙ′

1 + 2E

(

dr

dλ

)2

+RṘ

(

dθ

dλ

)2
]

. (B.40)

El redshift de la fuente medido en el punto O se define como

z(λ) ≡ τ(λ0)

τ(λ)
− 1 , (B.41)

en donde λ0 indica el valor del parámetro af́ın en la posición del observador. Diferenciando
esta expresión respecto de λ obtenemos

dz

dλ
= − 1

τ(λ)

dτ(λ)

dλ

τ(λ0)

τ(λ)
, (B.42)

y, teniendo en cuenta la ecuaciones (B.40) y (B.41), resulta

dz

dλ
= −(1 + z)

dλ

dt

[

R′Ṙ′

1 + 2E

(

dr

dλ

)2

+RṘ

(

dθ

dλ

)2
]

, (B.43)

o bien
d ln(1 + z)

dλ
= −1

q

[

R′Ṙ′

1 + 2E
p2 +

Ṙ

R3
J2

]

. (B.44)

Esta es la fórmula que expresa el redshift de la fuente en términos de las funciones q, p y J . La
integración se realiza con la condición inicial z(λ = 0) ≡ z0 = 0, una vez resuelto el sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales (B.26)-(B.28).
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Apéndice C

Otras soluciones de las ecuaciones
de Einstein de interés cosmológico

C.1. La solución de Bianchi tipo I

Las soluciones exactas de Bianchi describen geometŕıas espacialmente homogéneas, pero an-
isótropas. En particular, nos limitaremos a presentar aqúı una subclase de estas, conocidas
como soluciones de Bianchi tipo I. La descripción que sigue está dada en el formalismo co-
variante descripto en el apéndice A. Una introducción más detallada puede encontrarse en
[5, 185].

Las soluciones de Bianchi Tipo I describen las geometŕıas anisótropas en expansión más
simples de la Relatividad General. El elemento de ĺınea que describe a la métrica, en coor-
denadas comóviles al fluido cosmológico de materia con velocidad ua = δa0, viene dado por
[186]

ds2 = −dt2 + a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2 + a23(t)dz
2 . (C.1)

Es decir, es la generalización homogénea más simple de la geometŕıa espacialmente plana
de FLRW, para el caso de diferentes factores de expansión en las tres direcciones espaciales
ortogonales. En general, los tres factores de expansión ai(t) son independientes y el factor de
expansión promedio queda definido entonces como

S(t) ≡ (a1a2a3)
1/3 . (C.2)

Las hipersuperficies con t = cte son planas (esto es, para t = t0 todos los coeficientes métricos
son constantes). El fluido cosmológico con densidad ρ y presión p, que evoluciona ortogonal a
dichas superficies, sigue necesariamente un movimiento geodésico y con rotación nula. Estas
restricciones quedan bien determinadas si se satisfacen las siguientes relaciones [5]

0 = u̇α = ωα , 0 = ∇̃αρ = ∇̃αΘ = ∇̃αp , 0 = 3Rαβ . (C.3)

Las ecuaciones covariantes que describen la evolución de esta geometŕıa son aquellas detalla-
das en el apéndice A con las restricciones (C.3). Asimismo, los vectores tétrados se definen
en términos de las coordenadas e i

j = a−1(t)δ i
j , i, j = 1, 2, 3. Las cantidades cinemáticas

obedecen, por su parte, las siguientes ecuaciones

0 = u̇α = ωα = Ωα , 0 = aα = nαβ , 0 = eα(Θ) = eα(σβγ) , 0 = eα(µ) = eα(p) . (C.4)
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Por ora parte, el shear obedece la restricción

˙(S3σab) = 0 ⇒ σab =
Σab

S3
, con ˙(Σab) = 0 , (C.5)

que implica

σ2 =
Σ2

S6
, Σ2 =

1

2
ΣabΣ

ab , ˙(Σ2) = 0 . (C.6)

La ecuación de Friedmann-Lemâıtre generalizada resulta

3
Ṡ2

S2
=

Σ2

S6
+

M

S3γ
, (C.7)

en donde γ es una constante presente en la ecuación de estado del fluido, dada por p = (γ−1)µ
(γ = 1 → polvo y γ = 4/3 → radiación).

Las escalas de longitud individuales en cada dirección son [5]

ai(t) = S(t) exp (ΣiW (t)) , i = 1, 2, 3 , (C.8)

con

W (t) =

∫

dt

S3(t)
, (C.9)

y las constantes Σα satisfacen los v́ınculos

Σ1 +Σ2 +Σ3 = 0 , Σ2
1 +Σ2

2 +Σ2
3 = 2Σ2 . (C.10)

Las relaciones (C.10) se satisfacen eligiendo

Σi =
2

3
aΣ senαi , α1 = α , α2 = α+

2π

3
, α3 = α+

4π

3
, α = cte . (C.11)

Como ejemplo, consideremos el caso de un fluido sin presión (γ = 1). Integrando las
ecuaciones (C.7) y (C.9) obtenemos, respectivamente,

S(t) =

(

9

2
Mt2 +

√
3Σt

)1/3

, y W (t) =
1√
3Σ

ln

(

t
3
4Mt+

√
3Σ

)

. (C.12)

Luego,

ai(t) = S(t)

(

t2

S3(t)

)
2
3
senαi

, i = 1, 2, 3 . (C.13)

El caso general es anisótropo, y la isotroṕıa se recupera cuando Σ = 0.
Una solución con simetŕıa axial surge en el caso en el que el factor de escala se diferencia

sólo en una de las direcciones, es decir, a1(t) = a2(t) 6= a3(t). El modelo de Bianchi tipo I con
simetŕıa axial [185] cobra especial interés porque puede ser comparado directamente con un
modelo de LTB con el punto de referencia O ubicado fuera del centro de simetŕıa. A pesar
de que ambos modelos poseen simetŕıa axial, existen sin embargo algunas diferencias en la
descripción de ambas geometŕıas. Los modelos de Bianchi tipo I poseen un plano adicional de
simetŕıa, normal al eje de simetŕıa del problema (en el caso de LTB fuera del centro, el perfil
no homogéneo de densidad elimina esta simetŕıa).1

1Esta diferencia podŕıa llegar a verse cualitativamente en algunos observables cosmológicos utilizados como
test de isotroṕıa, como por ejemplo la paralaje cósmica (ver sección 3.1).
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Fijando a1 = a2 = a(t) y a3(t) = b(t) en la expresión (C.1), las ecuaciones de Einstein
resultan [185]

H2
a + 2HaHb = 8πGρ , (C.14)

2Ḣa + 3H2
a = −8πGpz , (C.15)

Ḣa +H2
a + Ḣb +H2

b +HaHb = −8πGpx , (C.16)

en donde el śımbolo ˙ denota ahora derivadas con respecto al tiempo t, px = py y pz son
las presiones anisótropas en las correspondientes direcciones, y los parámetros de Hubble se
definen como Ha ≡ ȧ/a y Hb ≡ ḃ/b. La conservación del tensor enerǵıa-momento se escribe

ρ̇ = −2Ha(ρ+ px)−Hb(ρ+ pz) . (C.17)

C.2. La solución de Stephani

La solución general de Stephani [135] no tiene simetŕıas definidas, y describe una fuente de
fluido perfecto con gradiente de presión no nulo. Si la solución presenta además simetŕıa
esférica, suele considerarse comúnmente como la solución análoga a la de LTB (esta última,
sin embargo, con gradiente de densidad no nulo). Al igual que para el caso de LTB, la solución
de FLRW puede recuperarse en el caso ĺımite de presión homogénea.

Las propiedades de la geometŕıa global de la solución general de Stephani fueron estudiadas
detalladamente en [108, 279, 280, 280]. El elemento de ĺınea que caracteriza a la solución de
Stephani, expresado en coordenadas cartesianas, viene dado por [280]

ds2 = D2dt2 − R2(t)

V 2
(dx2 + dy2 + dz2) , (C.18)

en donde

V = 1 +
1

4
k(t)[(x− x0(t))

2 + (y − y0(t))
2 + (z − z0(t))

2] , (C.19)

D = F (t)

(

V̇

V
− ṙ

R

)

= F
R

V

∂

∂t

(

V

R

)

, (C.20)

k =

[

C2(t)− 1

F 2(t)

]

r2(t) , (C.21)

con C, F , R, x0, y0 y z0 funciones arbitrarias del tiempo. La métrica (C.18) satisface las
ecuaciones de Einstein con un contenido de materia caracterizado por un fluido perfecto con
densidad y presión dadas, respectivamente, por

κρ(t) = 3C2(t) , (C.22)

κp(t, x, y, z) = −3C2(t) + 2C(t)
dC
dt

V
R

∂
∂t

(

V
R

) . (C.23)

Como en la solución de FLRW, las hipersuperficies ortogonales a las ĺıneas de universo
presentan curvatura constante. Sin embargo, en este caso el ı́ndice de curvatura k es una
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función del tiempo, que puede cambiar su signo entre una hipersuperficie y otra. En conse-
cuencia, si bien para un dado instante de tiempo el 3-espacio con t = cte tiene una geometŕıa
definida, la solución general puede presentar curvatura espacial positiva o negativa en dife-
rentes instantes de tiempo. La existencia de esta solución muestra entonces que, lejos de ser
una caracteŕıstica intŕınseca que se deriva de la Teoŕıa de la Relatividad General, la distinción
entre universos abiertos o cerrados es puramente una consecuencia de las fuertes hipótesis de
simetŕıa (en especial, la de homogeneidad) que se imponen a priori para construir diferentes
modelos cosmológicos.2

Cinemáticamente, la solución está caracterizada por un escalar de expansión y un vector
de aceleración no nulos dados, respectivamente, por las siguientes expresiones

Θ = − 3

F
,

u̇0 = 0 , u̇i =

(

V 2

DR2

)

D,i , i = 1, 2, 3 .

Es decir, que las trayectorias que siguen las part́ıculas necesariamente dejan de ser geodésicas.
El shear y la rotación, por su parte, resultan nulos. Asimismo, la métrica es conformemente
plana, es decir, que su tensor de Weyl es idénticamente cero [280].

El ĺımite homogéneo se recupera localmente si y sólo si las siguientes condiciones se satis-
facen:

1. k = cte, x0 = cte, y0 = cte, z0 = cte ;

2. u̇α = 0 ; y

3. p = f(ρ), en donde f es una función independiente de x, y, z .

Como mencionamos al comienzo de esta sección, la solución de Stephani no posee simetŕıas
definidas. Es en el caso con x0, y0, y z0 constantes en el que surge la simetŕıa esférica respecto
a la ĺınea x = x0, y = y0 y z = z0 (notemos, sin embargo, que aún en este caso la métrica
resulta no homogénea).

La solución de Stephani con simetŕıa esférica es presentada comúnmente como solución
complementaria a la de LTB, pues describe un fluido con densidad uniforme pero presión
no homogénea. Para analizar la familia de soluciones de Stephani con simetŕıa esférica, es
conveniente trabajar en coordenadas esféricas. El elemento de ĺınea en coordenadas isótropas3

resulta [136]

ds2 = −a
2

ȧ

[

˙(V
a

)

(

V
a

)

]2

dt2 +
a2

V 2
(dr2 + r2dΩ2) , (C.25)

2Una distinción interesante entre las hipótesis de homogeneidad y “homogeneidad débil” puede encontrarse
en la referencia [280].

3Las coordenadas isótropas (t, r, θ, φ), al igual que en el caso de las solución homogénea de FLRW, se
relacionan con las coordenadas no isótropas (t, r̄, θ, φ) por las siguientes expresiones [281]

r̄ =
r

1 + 1
4
kr2

=
r

V (r)
,

r =
2r̄

1 +
√
1− kr̄2

. (C.24)
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en donde

V (t, r) = 1 +
1

4
k(t)r2 , (C.26)

y el śımbolo ˙ indica ∂/∂t. La función V (t, r) con k = 0,±1 recupera la forma de los modelos
de Friedmann-Lemâıtre en las mismas coordenadas [282]. La función a(t) juega el papel de
factor de escala generalizado y k(t) es el llamado ı́ndice de curvatura.

El tensor de enerǵıa-momento del fluido perfecto es T ab = [ρ(t) + p(t, r)]uaub + p(t, r)gab,
en donde la densidad de enerǵıa y la presión se escriben en las nuevas coordenadas como

ρ(t) = 3

[

ȧ2(t)

a2(t)
+

k(t)

a2(t)

]

, (C.27)

p(t, r) =






−1 +

1

3

ρ̇(t)

ρ(t)

[

V (t,r)
a(t)

]

˙[

V (t,r)
a(t)

]






ρ(t) ≡ wef (t, r)ρ(t) , (C.28)

con wef (t, r) el ı́ndice barotrópico efectivo.

C.2.1. Modelos cosmológicos de Stephani

Un estudio detallado de los modelos cosmológicos basados en la solución general de Stephani
puede encontrarse en [87]. En particular, dos familias de modelos cosmológicos con soluciones
de Stephani exactas y esféricamente simétricas fueron presentados en [136, 283]. La primera
corresponde a la elección ¨(V/a) = 0, mientras que la segunda satisface la condición ˙(k/a) = 0
(usualmente llamados modelos tipo I y II, respectivamente).

El ajuste de los datos provenientes de las SN tipo Ia para estas familias de modelos,
realizado con la motivación de poder describir las observaciones astronómicas sin necesidad
de recurrir a una componente de enerǵıa oscura en el universo, fue presentado primeramente
en [284].4 Asimismo, algunos de los modelos tipo I fueron cotejados con datos observacionales
en [285, 286].

Los modelos tipo II resultan más simples. El elemento de ĺınea que los describe se reduce
a [176, 283]

ds2 = − 1

V 2
dt2 +

a2

V 2
(dr2 + r2dΩ2) . (C.29)

Dos subtipos de estos modelos (propuestos en [287] y [136, 284, 288], respectivamente) fueron
estudiados recientemente en la referencia [282]. El primero está caracterizado en el centro de
simetŕıa por un fluido con ecuación de estado barotrópica, mientras que el segundo admite
una ecuación de estado no barotrópica, pero con expresión anaĺıtica. La ventaja de trabajar
con este último es que la evolución del factor de escala se conoce en forma exacta, y coincide
con aquella correspondiente a los modelos de Friedmann-Lemâıtre con contenido de polvo.
Los perfiles no homogéneos de presión representados por estos dos tipos de modelos tienen
caracteŕısticas diferentes, y dan lugar a un análisis amplio para estas familias de modelos
de Stephani. Los autores de la referencia [282] presentan la expresión para la distancia de
luminosidad calculada para estos modelos, y encuentran restricciones sobre observaciones
fuera del centro de simetŕıa, sobre la ecuación de estado del fluido cosmológico y sobre los
gradientes de presión no homogéneos, a partir del catalogo Union 2 de SN tipo Ia [50].

4Este fue, de hecho, el primer trabajo que propuso a los modelos no homogéneos como alternativa viable
para explicar las observaciones de SN tipo Ia que indicaban una expansión acelerada del universo.
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Es importante mencionar que al trabajar con modelos cosmológicos basados en la solución
de Stephani, se está suponiendo impĺıcitamente la existencia de un fluido con ecuación de
estado variable en hipersuperficies con r = cte. La interpretación usual de fluidos perfectos
excluye, en general, ecuaciones de estado barotrópicas (porque la densidad del fluido resulta
homogénea, pero su presión no), a pesar de que las mismas proveen un esquema termodinámico
estricto [289] y pueden ser interpretadas f́ısicamente [290]. Sin embargo, los elementos de fluido
pueden presentar, individualmente, caracteŕısticas exóticas, como presión negativa [87]. Por
esta razón, algunos trabajos en la literatura [291] han desestimado la viabilidad de la solución
de Stephani para describir el universo. Sin embargo, algunas de estas caracteŕısticas inusuales
están también presentes en la descripción de la propia enerǵıa oscura en el marco del modelo
cosmológico estándar. Es entonces absolutamente válido llevar a cabo un estudio serio de estas
soluciones, como un primer paso en la exploración de modelos cosmológicos más complejos
[87].
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Apéndice D

El Redshift drift : un potencial
observable para distinguir
cosmoloǵıas

Los resultados presentados en el caṕıtulo 3 para el cálculo del redshift drift son válidos si las
fuentes son cercanas al punto de medición. Para enmarcar estos resultados en un escenario
más general, presentaremos en este apéndice una breve revisión de los trabajos que calculan
el redshift drift en diferentes geometŕıas para fuentes con un z arbitrario.

Como mencionamos anteriormente, este cálculo es en general complejo y requiere la uti-
lización de herramientas numéricas para integrar las geodésicas nulas que determinan la tra-
yectoria de los fotones.

El redshift drift en modelos de FLRW

La predicción del la variación del redshift cosmológico para diferentes modelos isótropos y
homogéneos ha sido estudiada por varios autores [167, 168, 169, 170, 171, 172, 292].

Para el caso de algunos de los modelos viables de enerǵıa oscura, compatibles con diversos
conjuntos de datos observacionales, la estimación del redshift drift fue presentada en [292].
Algunos de los resultados obtenidos por estos autores se muestran en la figura D.1. En el
gráfico de la izquierda se observan las curvas obtenidas para diferentes valores de los pará-
metros cosmológicos del modelo ΛCDM. El gráfico de la derecha muestra, por su parte, las
predicciones teóricas para diferentes modelos de enerǵıa oscura. En todos los casos, el redshift
drift resulta positivo para fuentes cercanas (en acuerdo con los resultados obtenidos en esta
tesis a partir de las aproximaciones trabajadas en el caṕıtulo 3).

El redshift drift en modelos no homogéneos

En el marco de los modelos no homogéneos con simetŕıa esférica, el redshift drift ha sido
estudiado en [166] para ser utilizado como test del Principio Copernicano.

El caso particular de los modelos de LTB con perfiles de void y observaciones realizadas
en el centro de simetŕıa fue estudiada en [88]. La curva obtenida, y su comparación con
la predicción para otros modelos cosmológicos, se muestran en la figura D.2. En todos los
modelos de void estudiados, la curva del redshift drift es negativa para todo z, al igual que
para aquellos modelos de FLRW con constante cosmológica nula y con dinámica dominada por
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Caṕıtulo D. El redshift drift : un potencial observable para distinguir cosmoloǵıas
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Figura D.1: (extráıda de [292]) Predicción del corrimiento espectroscópico en la velocidad
de objetos extragalácticos para el modelo ΛCDM (izquierda) y para diferentes modelos de
enerǵıa oscura (derecha). En todos los casos, se observa que el valor estimado para el redshift
drift resulta positivo para fuentes con z . 1,5 .

materia oscura. Comparaciones similares para modelos de LTB han sido estudiadas también
en los trabajos [173, 180].

La predicción del redshift drift en modelos de Stephani fue estudiada en [176, 177, 178]. Los
resultados de estos trabajos muestran que, al menos para observaciones realizadas en el centro
de simetŕıa, existe una subclase de los modelos de Stephani para la cual el valor estimado para
el redshift drift es cualitativamente diferente de aquel calculado para los modelos de LTB, y
cuantitativamente diferente del estimado para el modelo ΛCDM (figura D.3). Para el caso de
perfiles con regiones no homogéneas poco pronunciadas (Ωinh = 0,40) la curva del redshift
drift se aproxima a aquella calculada para los modelos de LTB, mientras que para regiones no
homogéneas grandes el comportamiento sigue la tendencia del modelo ΛCDM. Para regiones
no homogéneas muy grandes, el redshift drift resulta positivo para z cada vez mayores, y en
el ĺımite en el que el perfil no homogéneo es totalmente dominante (Ωinh = 1) la dependencia
de ż con z resulta lineal y positiva para todo z (dz/dt = H0z/2). Nuevamente, observamos
que el redshift drift puede ser utilizado como un test observacional para distinguir los modelos
de Stephani de otros modelos cosmológicos.

Casos con menos simetŕıas, como aquellos modelos basados en la solución de Székeres,
fueron estudiados en [175, 183, 184, 293]. Los resultados para el caso de modelos tipo “queso
suizo”se muestran en la figura D.4. Al igual que para los modelos de void de LTB, la predicción
del redshift drift indica un valor negativo para todo z. Sin embargo, ambos modelos podŕıan
ser distinguibles por la significativa diferencia esperada para fuentes con z ∼ 2.
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Figura D.2: Predicción para el redshift drfit anual para modelos de void de LTB y su com-
paración con otros modelos basados en la solución de FLRW. La curva correspondiente a los
modelos de void es siempre negativa, y se ubica entre la correspondiente al modelo ΛCDM y
aquella predicha para un universo dominado sólo por materia oscura (CDM) (figura extráıda
de [88]).
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Figura D.3: Estimación del redshift drift como función del redshift cosmológico para los mo-
delos de Stephani (figura extráıda de [176]). El parámetro Ωinh caracteriza el tamaño de la
región no homogénea. Para apartamientos pequeños de la homogeneidad (Ωinh ∼ 0,4) la cur-
va del redshift drift se mantienen siempre negativa, como en los modelos de LTB, mientras
que para regiones no homogéneas mayores el comportamiento esperado para ż imita a aquel
estimado para el modelo ΛCDM.
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Figura D.4: (extráıda de [183]) Estimación del redshift drift como función del redshift cos-
mológico para modelos de “queso suizo” construidos a partir de la solución cuasiesférica de
Székeres [176] .
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Apéndice E

El redshift drift cosmográfico en
teoŕıas f (R)

Como mencionamos en la sección 3.3, el tratamiento cosmográfico de cantidades observables
puede utilizarse para comprarar aproximaciones cinemáticas con aquellas calculadas a partir
de la dinámica de un dado modelo cosmológico. En esta dirección, hemos desarrollado un
método basado en la comparación de cantidades observables estimadas a partir de sus trata-
mientos cosmográfico y dinámico. Dicha comparación se realiza utilizando desarrollos en series
de potencias del redshift, y el método puede ser aplicado, en principio, a cualquier observable
cosmológico que pueda ser escrito en términos del parámetro de Hubble, H(z).

Una aplicación interesante de este método de comparación se da para aquellos modelos
cosmológicos desarrollados en el marco de las teoŕıas de gravedad modificada f(R), y basados
también en la métrica de FLRW. En particular, el tratamiento cinemático del reshift drift
puede ser utilizado en estos casos para obtener cotas sobre los parámetros libres que presentan
estos modelos.

Desarrollaremos en este apéndice dicho método de comparación y su aplicación directa al
estudio de dos modelos cosmológicos f(R). Este estudio fue abordado en forma complemen-
taria al trabajo desarrollado en esta tesis. Comenzaremos por hacer una breve introducción
sobre las teoŕıas de gravedad modificada f(R), para pasar luego a la aplicación del tratamiento
cosmográfico del redshift drift en el marco de dichas teoŕıas.

E.1. Breve introducción a las teoŕıas f(R)

La predicciones teóricas de la Relatividad General han sido confirmadas por numerosas ob-
servaciones y experimentos. Sin embargo, la exploración de teoŕıas alternativas que puedan
apartarse de la Relatividad General en los ĺımites de curvatura débil o fuerte ha crecido a lo
largo del último siglo de manera significativa [11, 12, 13].

Las teoŕıas de gravedad modificada están basadas en correcciones y/o extensiones de la
Teoŕıa de la Relatividad General a través de la incorporación de invariantes de curvatura de
orden superior (o de acoplamientos de campos escalares) en la acción Hilbert-Einstein del
campo gravitacional [11]. En particular, las llamadas teoŕıas f(R) se construyen a partir de
una generalización de la densidad lagrangiana usual, que reemplaza el escalar de curvatura R
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por una función de este. Aśı, la acción usual de Hilbert-Einstein se modifica de la forma

S =

∫

d4x
√−gf(R) , (E.1)

en donde g es el determinante de una métrica gµν , y f es una función arbitraria del escalar
de curvatura que debe satisfacer ciertas restricciones teóricas y observacionales [11, 12, 13].

Las teoŕıas f(R) pueden clasificarse en tres tipos, según el rol que se le atribuya a la
conexión af́ın. En cada uno de ellos, la ecuación de conservación para el tensor enerǵıa-
momento es válida, y la materia y la gravedad están acopladas mı́nimamente [18]. Daremos
a continuación una breve reseña de cada uno de estos tipos [294].

Formalismo métrico

En la versión métrica de las teoŕıas f(R), la acción dada por la expresión

S =
1

2κ

∫ √−gf(R)dx4 + SM (gµν , ψ) (E.2)

se vaŕıa con respecto a la métrica gµν . El término SM representa la acción de la materia, que
resulta independiente de la conexión af́ın. Las ecuaciones de movimiento resultantes son de
cuarto orden en las derivadas del tensor métrico:

df(R)

dR
Rµν −

1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν✷]

df(R)

dR
= κTµν , (E.3)

en donde Tµν es el tensor de enerǵıa-momento del campo de materia, definido por

Tµν = − 2√−g
δSM
δgµν

, (E.4)

y la derivada covariante es definida usando la conexión usual de Levi-Civita. Tomando la
traza de la ecuación (E.3) resulta la relación

df(R)

dR
R = −2f(R) + 3✷

df(R)

dR
= κT , (E.5)

que es comparable a R = −κT en el caso de Relatividad General (para el cual f(R) = R).

Formalismo de Palatini

En este segundo tipo de teoŕıas f(R) la métrica y la conexión son consideradas campos
independientes, y la acción de la materia, SM , es independiente de la conexión. La acción se
escribe entonces como

S =
1

2κ

∫ √−gf(R)dx4 + SM (gµν , ψ) , (E.6)

con R = gµνRµν , y en donde el correspondiente tensor de Riemann es construido consideran-
do, a priori, la conexión af́ın Γ independiente de la métrica.

De la variación de la acción con respecto a la métrica y la conexión af́ın, resulta [12]

f ′(R)R(µν) −
1

2
f(R)gµν = κTµν , (E.7)

∇̄λ(
√−gf ′(R)gµν) = 0 , (E.8)
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en donde el śımbolo ′ indica derivadas con respecto a R y la derivada ∇̄ es construida con la
conexión Γ. La Teoŕıa de la Relatividad General se recupera en el caso f(R) = R. Tomando
la traza de la ecuación (E.7), resulta

f ′(R)R− 2f(R) = κT , (E.9)

es decir, que en este caso la relación entre R y T es algebraica (no hay presentes modos
escalares).

Por otra parte, de la ecuación (E.7) se tiene [12]

Γλ
µν =

1

f ′(R)
gλσ [∇µ(f

′(R)gµσ)−∇σ(f
′(Rgµν)] . (E.10)

Dado que esta ecuación relaciona Γ con R y con la métrica, y que a su vez R y T son en
principio intercambiables haciendo uso de la ecuación algebraica (E.9), entonces la conexión
puede ser expresada en términos del campo de materia y la métrica, es decir, resulta un campo
auxiliar. Otra forma de ver esto es reescribir la ecuación (E.7) como

Gµν =
κ

f ′
Tµν −

1

2
gµν

(

R− f

f ′

)

+
1

f ′
(∇µ∇ν−gµν✷)f ′−

3

2

1

f ′2

[

(∇µf
′)(∇νf

′)− 1

2
gµν(∇f ′)2

]

,

(E.11)
en donde el tensor de Einstein y las derivadas covariantes están construidas ahora a partir de
la conexión de Levi-Civita, y R está expresado en términos de T usando la ecuación (E.9).
De esta forma, puede interpretarse el formalismo de Palatini como una forma análoga a la
Relatividad General, pero con una fuente del campo gravitacional modificada. Una de las
caracteŕısticas más importantes es, sin embargo, es que esta modificación involucra derivadas
de tercer orden en el campo de materia.1

Formalismo de métrica af́ın

En este último caso, la acción de la materia depende también de la conexión af́ın, que es
en principio independiente de la métrica. Esto es, una acción de la forma [12, 296]

S =
1

2κ

∫ √−gf(R)d4x+ SM (gµν ,Γ
λ
µν , ψ) . (E.12)

Aplicación a problemas cosmológicos y astrof́ısicos

Distintos modelos cosmológicos basados en teoŕıas de gravedad modificada f(R) han sido
construidos para satisfacer los experimentos actuales en el Sistema Solar y en los laboratorios
terrestres [80, 82, 297, 298], aśı como también para ajustar satisfactoriamente observaciones
astronómicas de diferente naturaleza.

En el régimen de curvatura débil, una de las principales motivaciones que impulsaron el
estudio de estas teoŕıas es la evidencia de una expansión acelerada del universo cuando las
observaciones astronómicas son interpretadas en el marco del modelo cosmológico estándar.
En este contexto, la familia de teoŕıas f(R) que reproducen una expansión acelerada del

1En relación a este punto, algunas consecuencias interesantes pueden observarse en la estructura interna de
estrella de neutrones, como fue estudiado en uno de los trabajos complementarios a esta tesis [295].
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universo es muy amplia. Por ello, es importante estudiar cómo se puede acotar el espacio
de parámetros libres que las caracterizan a través de observaciones astronómicas. Distintas
restricciones pueden obtenerse a partir de datos cosmológicos y astrof́ısicos, aśı como también
imponiendo que la teoŕıa describa correctamente las fases de desaceleración y aceleración en
la evolución del universo [299]. En este contexto, mostraremos en la siguiente sección una
manera de restringir el espacio de parámetros de modelos cosmológicos f(R) a partir de la
aproximación cosmográfica del redshift drift desarrollada en la sección 3.3. Los resultados de
este trabajo fueron publicados en un art́ıculo de circulación internacional [192] y forman parte
del aporte original desarrollado en el trabajo de esta tesis.2

En el régimen de curvatura fuerte, por el contrario, las evidencias observacionales que
podŕıan testear la Teoŕıa de Relatividad General son escasas. Los escenarios astrof́ısicos que
involucran agujeros negros o estrellas de neutrones pueden ser excelentes laboratorios para
testear desviaciones a la relatividad general en el marco de teoŕıas alternativas. En esta di-
rección, hemos investigado en forma paralela al trabajo presentado en esta tesis la estructura
interna de estrellas de neutrones en el marco de teoŕıas f(R), tanto para el formalismo mé-
trico como para el formalismo de Palatini, en el régimen de campo gravitacional fuerte. Se
estudió la estructura interna de estos objetos compactos, aśı como también sus configura-
ciones masa-radio. Los resultados de nuestros trabajos fueron publicados en dos art́ıculos de
circulación internacional [295, 301], que forman parte del trabajo de investigación original que
se desarrollo en forma complementaria a esta tesis.

E.2. Tratamiento cosmográfico para teoŕıas f(R)

Como una aplicación directa del tratamiento cosmográfico del redshift drift presentado en
la sección 3.3, hemos ampliado nuestro trabajo al análisis de teoŕıas f(R) a partir de di-
cho observable. En particular, estudiamos en este apéndice cómo puede vincularse la curva
observacional del redshift drift cosmográfico con su predicción teórica calculada a partir de
la dinámica de las teoŕıas f(R). De esta comparación pueden obtenerse cotas sobre algunos
parámetros libres de las funciones f . Ejemplificamos esta aplicación con dos modelos parti-
culares presentados en [80] y [302], para los cuales encontramos restricciones que acotan el
espacio de parámetros significativamente [192].

Dada una teoŕıa f(R), las ecuaciones del campo gravitacional que resultan de variar S
con respecto a la métrica son [303]

f ′R− 2f ′′

(

R̈+
3ȧṘ

a

)

+ 3f ′′′Ṙ2 + κT = 0 , (E.13)

f ′R̈+
1

2
f − 3f ′′

ȧṘ

a
+ κT̈ = 0 , (E.14)

donde ˙ y ′ denotan, respectivamente, derivadas con respecto a R y t. Además, se satisfacen
las relaciones R̈ = 3ȧ/a y R = −6( äa + ȧ2

a2 ), y hemos supuesto un universo plano.

2Un criterio basado en datos observacionales e independiente del desarrollado en este apéndice fue presentado
en [300]. El mismo se basa en las condiciones de enerǵıa que debe satisfacer el contenido de materia en el
universo, y posibilita decidir si una dada teoŕıa f(R) es apropiada para describir el universo sin necesidad
de resolver las ecuaciones de movimiento para el campo cosmológico, ni hacer transformaciones de frame o
suposiciones adicionales sobre el modelo.
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A partir de las ecuaciones (E.13) y (E.14), la densidad de enerǵıa y la presión del fluido
cosmológico pueden expresarse en términos de f y sus derivadas de la forma

ρ = −f ′R̈− f

2
+ 3f ′′

ȧṘ

a
, (E.15)

p = −f
′

3
(R̈+R) +

f

2
− f ′′

(

R̈− 2ȧṘ

a

)

− f ′′′Ṙ2 . (E.16)

Las ecuaciones (E.13 y (E.14) nos permiten escribir [304]:

H =
1

6Ṙf ′′

(

6H2f ′ − 2ρm − f +Rf ′
)

, (E.17)

con ρm = ρm,0a
−3 = 3H2

0Ωm,0a
−3. Teniendo en cuenta la ecuación (3.78), el redshift drift

puede expresarse en términos de H(z) de la forma

∆z

∆t0
= (1 + z)H0 −H(z) . (E.18)

Luego, resulta

∆z

∆t0
(z) =

ȧ0 − ȧ(z)

a(z)
= H0

{

(z + 1)− 1

6

f(R)−Rf ′(R) + 6H2f ′(R)− 2ρm

H0Ṙ(t)f ′′(R)

}

, (E.19)

en donde f , R, H, y ρm son funciones de z.3 Aplicando la regla de la cadena, df
dz = df

dR
dR
dt

dt
dz

y expresiones análogas para las otras funciones de z, encontramos a primer orden

∆z

∆t0
(z) =

{

H0 +
1

6H0f
′′
0

[

1

Ṙ0

(

f ′′0 Ṙ0(R0 − 6H2
0 ) + 2ρ̇m,0 − 12H0Ḣ0f

′
0

)

+

(

R̈0

Ṙ2
0

+
f ′′′0
f ′′0

)

(

f0 + f ′0(6H
2
0 −R0)− 2ρm,0

)

]}

z +O(z2) . (E.20)

Por último, utilizando las relaciones R0 = 6(Ḣ0 + 2H2
0 ), Ḣ0 = −H2

0 (1 + q0) y Ḧ0 = H3
0 (j0 +

3q0 + 2), junto con las definiciones de los parámetros cinemáticos (3.68)-(3.71), obtenemos

∆z

∆t0
(z) =

{

[

6q0H
2
0f

′
0 + f0 − 6Ωm,0H

2
0

]

(j0 − q0 − 2)2
f ′′′0
6f ′′0

+

+H2
0f

′′
0

[

(j0 − 2)2 − q0(3q0 + (q0 − j0)
2 − 2j0)

]

+f ′0[q0(q
2
0 + 6q0 + 2j0 + s0) + 2j0 + 4] +

f0
36H2

0

(−s0 − q20 − 6− 8q0)

+
Ωm,0

6
(s0 + 3j0 + 5q0 + q20)

}

z

f ′′0H0(j0 − q0 − 2)2
+O(z2) . (E.21)

La ecuación (E.21) expresa, para una dada teoŕıa, el redshift drift en términos de f y sus
derivadas, evaluadas al tiempo t0. Es posible entonces comparar el término lineal en z de los

3Notemos que la presencia de f ′′ en el denominador de esta expresión podŕıa llevar a divergencias, pues la
cantidad f ′′ es, en general, pequeña si la teoŕıa está construida para imitar una evolución cercana a aquella
descripta por el modelo ΛCDM. En los ejemplos analizados en este trabajo se ha verificado expĺıcitamente que
el producto H0Ṙ(t)f ′′(R) no cause divergencias indeseables.
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desarrollos cinemático y dinámico, dados por las ecuaciones (3.76) y (E.21), respectivamente.
Como resultado obtenemos una relación entre f(R), sus derivadas y los parámetros cinemá-
ticos, dada por

{

[q0(q0(q0 + 6) + 2j0 + s0) + 2(j0 − 2)]f ′0

+[s0 + q0(q0 + 8) + 6]f0 − [q0(q0 + 5) + s0 + 3j0]Ωm,0} f ′′0+ (E.22)
[

(q0 − j0)
2 + 4(1 + q0 − j0)

] {

f0f
′′′
0 + 6H2

0 [(q0f
′
0 − Ωm,0)f

′′′
0 + (f ′′0 )

2]
}

= 0 .

Notemos que la restricción de trabajar a primer orden en z no está relacionada con me-
diciones del redshift drift para fuentes con z ≪ 1, sino con el hecho de que términos de orden
superior involucran derivadas superiores del factor de escala, ℓ0, de las cuales actualmente
no se disponen datos observacionales. Por otra parte, cabe mencionar que la ecuación (E.22)
es una condición necesaria para cualquier teoŕıa f(R). Trabajando con órdenes superiores en
z de las ecuaciones (3.76) y (E.21), podŕıamos obtener más condiciones necesarias para la
f(R) y sus derivadas (de hecho, en teoŕıa seŕıa un número infinito de estas), que la teoŕıa en
cuestión debeŕıa satisfacer para describir el redshift drift para todo orden en z.

A continuación se detallan dos ejemplos con teoŕıas f(R) particulares, que muestran expĺı-
citamente cómo la ecuación (E.22) puede utilizarse para encontrar cotas sobre los parámetros
libres de cada modelo.

E.2.1. Ejemplo 1: modelo de Hu & Sawicki

El modelo de gravedad f(R) propuesto por Hu & Sawicki [80] es tal que produce una expansión
acelerada del universo, sin introducir una constante cosmológica, e incluye la fenomenoloǵıa
del modelo ΛCDM en el ĺımite de curvatura pequeña. Consideremos la acción de Hilbert-
Einstein modificada, de la forma

S =

∫

d4x
√−g

[

f(R)

κ2
+ Lm

]

, (E.23)

en donde R es el escalar de Ricci, κ2 = 8πG y Lm la densidad lagrangiana de la materia.
El caso f(R) = R + cte equivale a tener a una constante cosmológica. En lo que sigue,
trabajaremos en el frame de Jordan.

La forma de la función f(R) se elige de forma tal que el modelo satisfaga determinadas
propiedades observacionales. Esto es: (i) que imite la cosmoloǵıa del modelo ΛCDM en el ĺımite
de curvatura grande, en donde este último está bien testeado a través de los datos del CMB;
(ii) que acelere la expansión del universo a bajos redshifts, con una historia evolutiva cercana
a la del modelo ΛCDM, pero sin introducir una constante cosmológica verdadera; (iii) que
posea suficientes grados de libertad como para abarcar los fenómenos observacionales a bajo
redshift actualmente aceptados; y (iv) que incluya el modelo ΛCDM como caso ĺımite para
producir desviaciones pequeñas en la Teoŕıa de la Relatividad General, que cumplan los tests
cosmológicos y locales en el Sistema Solar. Estos requerimientos sugieren un comportamiento
de la forma [80]

ĺım
R→∞

f(R) = R+ cte , (E.24)

ĺım
R→0

f(R) = R , (E.25)
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que puede ser satisfecho por una clase general de modelos f(R) con una ley de potencias
quebrada, de la forma

f(R) = R−m2 c1(R/m
2)n

c2(R/m2)n + 1
, (E.26)

con n > 0 y m2 definida como

m2 ≡ κ2ρ̄0
3

= (8315 Mpc)−2

(

Ωmh
2

0,13

)

, (E.27)

en donde ρ̄0 = ρ̄(log a = 0) es la densidad promedio hoy. Las constantes c1 y c2 son parámetros
adimensionales del modelo. El signo de f(R) es elegido de forma tal que resulte

f ′′ ≡ d2f(R)

dR2
> 0 (E.28)

para R≫ m2, asegurando aśı que la solución sea estable en el régimen de densidades altas.

A diferencia de otros modelos, no se introduce una constante cosmológica verdadera en
la teoŕıa. Sin embargo, para curvaturas grandes comparadas con la escala de masa m2, f(R)
puede expandirse en la forma

ĺım
m2/R→0

f(R) ≃ R− c1
c2
m2 +

c1
c22
m2

(

m2

R

)n

. (E.29)

resultando una constante cosmológica en el ĺımite c1/c
2
2 → 0 y c1/c2 fijo, para los tests de

gravedad locales y cosmológicos. Además, para un valor finito de c1/c
2
2, la curvatura deja

de decrecer con la densidad de materia y el modelo da lugar a una aceleración similar a la
descripta por el modelo ΛCDM.

Para estudiar la historia evolutiva de estos modelos, es conveniente primero acotar el
espacio de parámetros de la f(R) de forma tal que la expansión sea compatible con las
observaciones, es decir, que imite ΛCDM durante la época de aceleración. Esta condición
es equivalente a elegir un valor para el campo hoy tal que sea f ′0 ≡ f ′(ln a = 0) ≪ 1 o,
equivalentemente, R0 ≫ m2 [80]. Bajo estas condiciones, el desarrollo dado por la ecuación
(E.29) vale para toda la historia evolutiva pasada, y la curvatura puede aproximarse de la
forma

R = κ2ρ− 2f ≈ κ2ρ+ 2
c1
c2
m2 , (E.30)

en donde el término 2f es casi constante e imita la densidad de enerǵıa de una constante
cosmológica. Para aproximar la historia de la expansión a la del modelo ΛCDM, con una
constante cosmológica caracterizada por Ω̃Λ y una densidad de materia Ω̃m, se considera

c1
c2

≈ 6
Ω̃Λ

Ω̃m

, (E.31)

dejando de esta manera sólo dos parámetros libres en el modelo, n y c1/c
2
2 = 6Ω̃Λ/c2Ω̃m.4

4Notemos que, como el valor cŕıtico de la densidad y del parámetro de Hubble dependen de f ′, Ω̃m es Ωm sólo
si ĺımc1/c

2
2
→0 Ω̃m = Ωm, mientras que la densidad de materia en unidades f́ısicas no cambia (Ω̃mH̃2

0 = ΩmH2
0 ).
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Para una historia evolutiva del tipo ΛCDM plano se tiene entonces

R ≈ 3m2

(

a−3 + 4
Ω̃Λ

Ω̃m

)

, (E.32)

f ′ = 1− n
c1
c22

(

m2

R

)n+1

. (E.33)

La curvatura y el valor del campo hoy resultan

R0 ≈ m2

(

12

Ω̃m

− 9

)

, (E.34)

f ′0 ≈ 1− n
c1
c22

(

12

Ω̃m

− 9

)−n−1

. (E.35)

Dado que los tests cosmológicos y aquellos provenientes del Sistema Solar pueden estu-
diarse convenientemente a través del valor del campo cosmológico hoy, reescribimos c1/c

2
2 en

función de esta cantidad. De esta forma, el modelo queda parametrizado por n y f ′0.

La ecuación (E.35) nos permite expresar c1/c
2
2 en términos de los parámetros n, f ′0 y

Ω̃m,0. Asimismo, derivadas de f orden superior pueden ser expresadas en forma análoga en
función de las mismas cantidades. Tendremos en cuenta el valor Ω̃m,0 = 0,274 ± 0,007 [52] y
consideraremos f ′0 y n como los únicos parámetros libres de la teoŕıa. Bajo estas condiciones,
la ecuación (E.22) resulta

f ′0(n) =
1

A

{

[q0(5q0 − 6j0 + 8 + (q0 − j0)
2) + (j0 − 2)2]4n

+[2(j0 + 1) + q0(q0 + 6) + s0]9Ω̃
2
m,0

+[j0(j0 − 8)− 2q0(j0 + q0 + 8)− 3(s0 + 2)]6Ω̃m,0

+[q0(2(10 + 3q0 − 2j0) + (q0 − j0)
2) + 2(s0 + 6)]4

}

, (E.36)

con

A = [q0((q0 − j0)
2 − 6j0 + 8 + 5q0) + (j0 − 2)2]4n + [s0 + q20 + 8q0 + 6]9Ω̃2

m,0

−[3s0 + 18 + 22q0 − (j0 − 2)2 + (2q0 + 1)2)]6Ω̃m,0

+4[q0(2(5q0 + 16− 4j0) + (q0 − j0)
2) + 2(s0 + 10− 2j0)] . (E.37)

La expresión (E.36) relaciona los parámetros libres del modelo, f ′0 y n, con Ω̃m y los
parámetros cinemáticos H, q, j y s, en donde todas las cantidades están evaluadas a tiempo
t = hoy. La figura E.1 muestra la relación f ′0(n) obtenida con los valores q0 = −0,669±0,052,
j0 = 0,284±0,151 y s0 = −0,680±0,456 [193], y la correspondiente propagación de errores. La
curva muestra un comportamiento asintótico hacia el valor f ′0 = 1, que corresponde al ĺımite
de Relatividad General. Se incluye también la cota obtenida a partir de experimentos en el
Sistema Solar, dada por |f ′0 − 1| < 0,1 [80]. Luego, a partir de este útimo ĺımite, observamos
que las restricciones provenientes del redshift drift favorecen valores para n mayores que 3,
aproximadamente, en acuerdo con las cotas encontradas anteriormente en [305].
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Figura E.1: Ĺımites impuestos en el espacio de parámetros correspondiente al modelo pro-
puesto por Hu y Sawicki (resultados de autoŕıa propia, publicados en [192]). La curva llena
corresponde a la relación entre f ′0 y n obtenida a partir de la ecuación (E.22). Las ĺıneas a
trazos representan la propagación de los errores en las mediciones de los parámetros cinemáti-
cos y la densidad de materia. La región sombreada indica los valores de f ′0 que están en buen
acuerdo con los ĺımites obtenidos a partir de experimentos en el Sistema Solar.

E.2.2. Ejemplo 2: gravedad exponencial

Analizaremos ahora las restricciones impuestas por la ecuación (E.22) sobre el modelo de
gravedad modificada exponencial propuesto en [302]. La función f(R) viene dada en este caso
por la expresión

f(R) = R− cr[1− exp(−R/r)] , (E.38)

en donde c y r son dos parámetros positivos del modelo. Esta f(R) fue espećıficamente elegida
para: (i) prescindir de una constante cosmológica en el modelo (notemos que la función se
anula en el ĺımite de curvatura baja); (ii) recuperar Relatividad General en el régimen de
curvatura grande; (iii) incorporar una transición de escala (a través del parámetro r), para
ser ajustada a partir de observaciones, en lugar de ser predefinida a partir del valor R0; y (iv)
recuperar Relatividad General en los reǵımenes de curvatura grande local, como en el caso
del Sistema Solar o de galaxias.

El producto cr puede escribirse en términos de Ωm,0 como [302]

cr = 6m2(Ω−1
m,0 − 1) . (E.39)

La ecuación (E.22) para la forma exponencial de la función f(R) da lugar a una relación
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expĺıcita entre los parámetros adimensionales c y r/m2, a saber

c
( r

m2

)

=
1

B

{[

(3 + s0 + 2j0(q0 + 1)− (q0 − 1)2)

−(q0(q0 + 5) + s0 + q20 + 3j0)Ωm,0

]

6Ωm,0
r

m2

+[4(1 + q0 − j0) + (q0 − j0)
2]36 (Ωm,0 − 1)

}

exp

(

6(1− q0)
r
m2Ωm,0

)

, (E.40)

con

B =

{

[q0(q0 + 8) + 6 + s0]Ωm,0

( r

m2

)

[

(exp

(

6(1 − q0)
r
m2Ωm,0

)

− 1

]

−6[4(1 + q0 − j0) + (q0 − j0)
2] exp

(

6(1− q0)
r
m2Ωm,0

)

+6[q0(q0(q0 + 7) + 4 + s0) + (j0 − 1)2 − 1]
}

Ωm,0

( r

m2

)

−[(j0 − 2)2 + q0((q0 − j0)
2 + 8− 6j0 + 5q0)]36 . (E.41)

Esta expresión, junto con la ecuación (E.39), se muestra en la figura E.2, en donde tuvimos
en cuenta que la distancia a la superficie de último scattering del fondo cósmico de radiación
puede ajustarse a aquella estimada por el modelo ΛCDM con el valor de densidad presente
Ωm,0 = 0,2 sólo si c ≥ 1,5 [302]. La intersección de ambas curvas (con sus respectivos errores)
se da para valores c & 6, con lo cual se tiene que r/m2 . 2,7. Es importante notar que el
rango de los posibles valores que puede tomar el parámetro c calculado a partir del presente
método (c ≥ 1,27) mejora las cotas antes encontradas en [306].

E.2.3. Discusión

Diferentes teoŕıas alternativas han sido estudiadas con el propósito de resolver los problemas
asociados a la Relatividad General, tanto en el régimen de campo débil como fuerte [307].
En particular, ciertas teoŕıas f(R) de la gravitación son capaces de reproducir una expansión
acelerada del universo sin la necesidad de proponer una constante cosmológica ni la existencia
de “enerǵıa oscura”, satisfaciendo con éxito los ĺımites impuestos por observaciones galácticas
y del Sistema Solar.

Motivados por este escenario, hemos desarrollado un método para establecer cotas sobre
los parámetros libres de teoŕıas f(R). El mismo se basa en la comparación de dos desarrollos
en series de potencias de z, válidos para cualquier observable cosmológico que pueda ser
escrito en términos de H(z). El primer desarrollo es puramente cosmográfico (es decir, que es
independiente de la dinámica que domina la evolución del factor de escala y sólo supone una
métrica homogénea e isótropa), mientras que el segundo se basa en la dependencia de H(z)
con z impuesta por las ecuaciones de campo gravitacional caracteŕısticas de las teoŕıas f(R).
La comparación de ambos desarrollos da como resultado una relación entre f , sus derivadas, y
los parámetros cinemáticos (con todas estas cantidades evaluadas a z = 0). Dichas relaciones
deben ser satisfechas por cualquier teoŕıa f(R).

En particular, cuando trabajamos con el redshift drift, el método permite estimar cotas
de diferentes f(R). Para el caso del modelo propuesto por Hu & Sawicki [80], encontramos
cotas para el parámetro n que están en buen acuerdo con aquellos valores calculados a partir
de otros observables. Para el caso de la teoŕıa de gravedad exponencial estudiada en [302],
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Figura E.2: Restricciones en el espacio de parámetros de la teoŕıa de gravedad exponencial
encontradas a partir del tratamiento cosmográfico del redshift drift (ĺıneas continuas), y aque-
llas dadas por la relación (E.39) entre los parámetros libres de la teoŕıa (ĺıneas de trazos).
En ambos casos, las curvas más finas representan la propagación de errores que se arrastra
de la estimación de los parámetros cinemáticos y la densidad de materia a tiempo presente
(resultados de autoŕıa propia, publicados en [192]).

el ĺımite obtenido para el parámetro c es más fuerte que aquellos previamente obtenidos
utilizando otros criterios. Por otra parte, encontramos un ĺımite adicional para el parámetro
r/m2, que no presentaba cotas previas [192].

Por otra parte, cabe resaltar que el método que desarrollamos no queda restringido sólo a
las teoŕıas f(R), sino que puede ser aplicado a cualquier teoŕıa alternativa de la gravitación
que respete las hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa impuestas por la métrica de FLRW.
Asimismo, los ĺımites encontrados a partir del desarrollo cosmográfico del redshift drift pueden
complementarse con otros criterios que restringen las f(R), como es el caso de las condiciones
de enerǵıa [79], con el objetivo de poder decidir si una dada teoŕıa f(R) es viable o no.
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