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Introduccion

A partir de las teorias de representacion por haces obtenidas por Grothen-
dieck [20], Pierce [33] y Dauns y Hoffman [10], evolucionaron construcciones
generales de representaciones por haces para élgebras universales [11]. Todas
estas representaciones fueron desarrolladas utilizando el topos de homeos lo-
cales sobre un espacio adecuado. Un ejemplo concreto del método empleado
en el caso de reticulos distributivos acotados puede hallarse en [3].

En esta linea, Filipoiu y Georgescu encuentran en [18] una equivalencia entre
MV-algebras y MV-espacios; siendo un MV-espacio, en el contexto de dicho
articulo, un par (X, E), donde X es un espacio Hausdorff compacto y F
un haz de MV-algebras sobre X, tal que para cada x € X, y cada cerrado
D C X con x ¢ D, hay una seccién global f tal que f(z) =1y f, = 0.
Siguiendo este mismo estilo, una representaciéon similiar a la obtenida por
Davey en [11], es dada por Dubuc y Poveda en [15], en donde ademés, se ha-
lla una adjunciéon entre MV-algebras y otra version de MV-espacios. En esta
version, un MV-espacio es entendido como un par (X, E), con X un espacio
topologico cualquiera y E un haz de MV-cadenas. Esta tltima presentacion
es mas proxima a la construccion dada por Davey en op.cit. para obtener una
representacion por haces de algebras de un tipo dado a partir de su represen-
tacion subdirecta. En [17], se propone un tercer tipo de representacion para
MV-algebras en términos de MV-espacios algebraicos, donde un MV-espacio
algebraico es un par (X, F) tal que X es un espacio compacto y F es un haz
de MV-algebras con fibras locales.

Como ejemplo de representaciones por haces de otras clases de estructuras
residuadas, se puede citar la dualidad tipo Grothendieck para algebras de
Heyting propuesta en [13| y la obtenida por Di Nola y Leustean en [14] para
BL-algebras. Cabe senalar ademéas que, para el caso de reticulos residuados
integrales y acotados, Jipsen en [22], ofrece una caracterizacion de las des-
composiciones subdirectas e introduce el producto poset (que generaliza el
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de producto booleano) para dar teoremas de descomposicion de diversas l-
gebras ordenadas.

Aplicando técnicas de teoria de topos, Johnstone [23] y Coste [9], desarro-
llaron diversos tipos de representaciones de anillos conmutativos con unidad;
construyendo ciertos objetos adecuados en un topos de haces sobre un espacio
topologico, a partir de la interpretacion de secuentes en una teoria geométri-
ca.

Siguiendo a Schnauel [35], un rig o “anillo sin negativos” en el topos de
conjuntos, es una estructura (A, -, 1,+,0), tal que (A,-,1) y (A,+,0) son
monoides conmutativos relacionados por las ecuaciones (a+b)-c =a-c+b-c
y a-0 =0, para todos a,b,c € A. Si la ecuaciéon 1 + x = 1 se cumple para
todo 2 € A, el rig se dice integral. El monoide aditivo (A, +,0) determina
un pre-orden en el conjunto subyacente al definir a < b si y s6lo si existe
un u tal que a +u = 0. El rig A se dice residuado si para todo a € A, la
funciéon monotona a - () : A — A tiene una adjunta a derecha, la cual suele
ser notada como a — (_ ). Dicha adjunciéon puede expresarse a través de la
conexion de Galois

a-b<c s a<b—c

para todos a,b,c € A. Un riRig es un rig residuado e integral. Algunas cla-
ses de riRigs apliamente estudiadas en la literatura son las MV-algebras, las
BL-4lgebras y los reticulos residuados conmutativos e integrales, entre otras.

El presente trabajo estd motivado por los teoremas de representacion para
anillos conmutativos con unidad, obtenidos por Pierce y los desarrollados por
Dubuc-Poveda para MV-algebras; asi como las ideas estratégicas de Lawve-
re sobre el analisis de categorias coextensivas con herramientas de teoria de
topos, expresadas en [28]. Para uno de los resultados principales de este tra-
bajo, se hard uso de la nocion de rig really local introducida originalmente
en el inédito [27].

Los objetivos principales de este trabajo son dos. El primero, es una teoria
de representaciéon para riRigs como riRigs conexos internos en un topos de
haces sobre un algebra de Boole (Teorema 3.3.4), la cual sera llamada repre-
sentacion de Pierce. El segundo, es una teoria de representacion para riRigs
como riRigs really local internos en un topos de haces sobre un reticulo dis-
tributivo (Teorema 4.3.6), la cual se denominara representacion really local.
En el caso de los reticulos residuados conmutativos, este reticulo coincide con



la reticulacion del algebra, dada en [31]. Un hecho de interés independiente,
es la definicion de la reticulacion de un riRig como una solucién de un pro-
blema universal. Las construcciones elaboradas para la obtencién de las re-
presentaciones anteriores no requieren del uso de herramientas topologicas, a
diferencia de las representaciones citadas previamente. Estos resultados pue-
den restringirse a diversas subcategorias como las de los riRigs pre-lineales,
MV-rigs, etc.

La traduccion de estos resultados en términos de homeos locales sobre espa-
cios espectrales, permite demostrar, sin recurrir al teorema de descomposicién
subdirecta de Birkhoff, que todo riRig es producto subdirecto de riRigs really
local (Corolario 5.2.5). En particular, que todo riRig pre-lineal es producto
subdirecto de riRigs totalmente ordenados. Como consecuencia especial, esta
traduccion permite relacionar la representacion de Dubuc-Poveda en loc.cit.
con la representacion really local de riRigs.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. En el Capitulo
1 se introduce la categoria algebraica de los riRigs y se estudian, desde la
perspectiva del algebra universal, algunos aspectos generales de dicha varie-
dad. En el Capitulo 2 se utilizan contenidos basicos de teoria de categorias
y teoria de topos para la caracterizacion de los riRigs conexos y los riRigs
really local en el topos de haces sobre un reticulo distributivo y acotado. En
el Capitulo 3 se desarrolla la representacion de Pierce y en el Capitulo 4 se
desarrolla la representacion really local. Con el propoésito de hacer méas ac-
cesible este trabajo a una mayor audiencia, el Capitulo 5, esta dedicado a la
interpretacion de los resultados previos en términos de homeos locales sobre
espacios espectrales. Finalmente en el Capitulo 6. se obtienen versiones de
los teoremas de representacion para la categoria de riRigs pre-lineales y en
especial, se muestra como a partir de la representacion really local, se obtiene
la representacion de Dubuc-Poveda para MV-algebras.

Se asume que el lector posee conocimientos bésicos de algebra universal
(ver [34]) y de teoria de categorias (ver [29]), asi como de topologia gene-
ral y el conocimiento de la dualidad tipo Stone para reticulos distributivos
y acotados. Para teoria de topos basta con lo consignado en los capitulos II,
III, VI y X de [30].
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Capitulo 1
riRigs.

En este capitulo se presenta la categoria algebraica de riRigs, y se introduce
el centro booleano de un riRig. Ademés, se caracteriza el reticulo de con-
gruencias de un riRig en términos del conjunto de filtros y se obtiene una
variante del Teorema del Filtro Primo para esta variedad. Adicionalmente,
se demuestra que todo filtro de un riRig determina una localizacion del mis-
mo y se prueba que los elementos del centro booleano de un riRig inducen
descomposiciones directas del algebra original. Posteriormente, se introduce
la nocion de riRig really local y se prueba que todo riRig es descomposicion
subdirecta de riRigs really local. Finalmente, se ofrece una caracterizacion
de los riRigs subdirectamente irreducibles, aniloga a la dada por Ono en [32]
para reticulos residuados conmutativos e integrales. Para todos los aspectos
de este capitulo, se usara la notacion establecida en [34].

1.1. Definicién y Propiedades.

Se presentan a continuacion unas definiciones previas con el fin de familiarizar
al lector con parte de la terminologia que se utlizara a lo largo de este trabajo.

Definicion 1.1.1. Una estructura (A, +, *,0, 1) se dice un rig (ver [35]), si:
i) (A,+,0) es un monoide conmutativo.
ii) (A,x*,1) es un monoide conmutativo.
iii) Para todos x,y,z € A se tiene x x (y + z) = (v *xy) + (z * 2).
iv) Para todo x € A, zx0 = 0.

Definicién 1.1.2. Sea A un rig. Si para todoa € A, a+1=1, A se dice
integral. Si a + a = a, A se dice aditivamente idempotente.
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12 Seccion 1.1. Definicion y Propiedades

Observacion 1.1.3. Todo rig integral A es aditivamente idempotente ya
que la ecuacion 1 + z = 1, implica que 1 + 1 = 1 para z = 1. Considerando
y # 1, se tiene que y x (1 + 1) = y +y = vy, puesto que la multiplicacion
es distributiva y 1 es la identidad de (A, *,1). El caso contrario no es cierto.
Considere A = {0,e,1} con e # 1 y:

— o O+
_ 0o OO

® d® |0

1
1
e
1

— O O %
O O OO
@ O OO0
_ 0 O

Dado que A es finito, el residuo es de la formaz — y = \/{z € A | zxz < y}.
Es posible verificar que A es un rig aditivamente idempotente, en el cual
x? = x, para todo x € A. Sin embargo 1 + e = e.

Observacion 1.1.4. Si A es aditivamente idempotente, existe un orden par-
cial inducido por la suma; esto es, a < b siy so6lo si a+b = b. Respecto a este
orden parcial, la suma es el supremo. En consecuencia A tiene como reducto
un join semireticulo.

A continuacién, se procede a describir la estructura algebraica a la cual se
dedicara el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1.5. Un riRig es un algebra (A, +, %, —,0, 1), de tipo (2,2, 2,0, 0)
donde:

i) (A, +,%,0,1) es un rig integral.
ii) Para todos a,b,c € A, axb<csiysoélosi,a<b—c.

Notese que la condiciéon (iz) de la Definicion 1.1.5 equivale a decir que para
todo a € A, la aplicacion a - (—) tiene adjunto a derecha.

De la Definicién 1.1.5, se advierte claramente la presentaciéon de una cate-
goria algebraica. Es importante resaltar este hecho ya que a lo largo de este
trabajo se consideraran algebras en topos distintos al topos Set de conjuntos
y funciones; concretamente, se considerarédn topos sobre espacios espectrales.

Los riRigs pueden ser comparados con varios tipos de estructuras en la lite-
ratura, a saber:

Un pocrim (ver [7]) es un conjunto ordenado, dotado con una operacion
monoidal conmutativa compatible con el orden, en la cual el supremo del
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conjunto coincide con el elemento neutro del monoide. Dicha operacién mo-
noidal posee residuo. Asi pues, todo riRig es un pocrim dotado con una
operacion binaria que lo hace un join semireticulo, respecto al orden del po-
crim.

Un shell (ver [26]) es un algebra A=(A,+,, 0, 1, ..., w,...) con (A+,0) y
(A,-,1) magmas donde el 0 es un elemento identidad que es absorbente. Si
a-1 = a, para todo a en A, entonces A se dice unital. Todas las demés
operaciones w son operaciones genéricas. En consecuencia, un riRig es un
shell unital, donde las operaciones + y - son conmutativas, asociativas y la
suma es distributiva con respecto al producto. La tinica operacion adicional
esta dada por —.

Finalmente, todo riRig no trivial puede ser considerado como un semianillo
conmutativo residuado (ver [19]).

A nivel del algebra universal, la clase de riRigs forma una variedad, pues
presenta una base ecuacional como lo expresa la siguiente observacion, la
cual es esencialmente una version para riRigs del Teorema 7.1.10 de [7].

Observacion 1.1.6. Un algebra (A, +, %, —, 1) de tipo (2,2, 2,0) es un riRig
siy solosi, (A, +,0,1) es un join-semireticulo integral, (A, , 1) es un monoide
conmutativo y A satisface las identidades:

1) (axb) - c=a— (b—c),
2) (ax(a—b))+b=0,
3) a— (a+0b)=1

En el resultado que sigue se presentan una serie de propiedades operacionales
de los riRigs que serédn usadas frecuentemente a lo largo de este trabajo. Su
demostracion puede consultarse en |7].

Lema 1.1.7 (Lema 7.1.6). Sean a,b,c elementos de un riRig A. Entonces,
se satisface lo siguiente:

1)a—1=1,
2)1—a=a,
3)a—a=1,

4) ax(a—0b) <D,
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5)a—=b<(axc)— (bxc),

6) a <(a—0b)—b,

7) a < b implica quec >a<c—byb—c<a—c,
8) a—(b—c)=(axb) »>c=b— (a— c),

9) a<b—csiysdlosib<a—c,

10) a <b— a,

11) a—-b< (c—a) = (c—D),

12) a—=b< (b—c) = (a— ),

13) a > b= ((a—=b) — b) = ).

18) a <b siysdlosia—b=1.

A fin de simplificar la notacién, a partir de ahora y para el resto de este
trabajo el producto a * b se escribird como ab a menos que sea necesaria
alguna aclaracion al respecto.

Corolario 1.1.8. Sean x,y elementos de un riRig A, entonces para todo
v >0,

(z+y) <z+y"

En especial, (x + y)*’ < a" + y* para todos u,v > 0,

Prueba. Como consecuencia directa de la integralidad, para todo v > 0, se
tiene,

v

v—1
(@+y)'=> oy =a"+az)y Ty <aty
=0 i=1

Asi pues,
(z+y) =(x+y)" <(@+y)" <z +y

]

En lo que sigue, se denominara como riRig a la categoria algebraica de riRigs
en Set y cuyos morfismos son los homomorfismos de riRigs.
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1.1.1. Centro Booleano de un riRig.

En esta seccion se presentara el centro booleano de un riRig y se ofrecera una
caracterizacion de sus elementos, asi como algunas propiedades operacionales
de interés. Esto se hard mediante unos lemas técnicos muy sencillos con la
finalidad de preparar al lector para los contenidos del Capitulo 3, en el cual
se mostrara de forma secuencial como a partir de un riRig dado se construyen
todos los elementos necesarios para la representacion de Pierce.

Definicién 1.1.9. Sea e un elemento de un riRig A. Si existe un b € A tal
que e+ b =17y eb=0, entonces e se dice complementado.

El conjunto de elementos complementados de A sera notado como B(A).

Lema 1.1.10. Si e € B(A), y by, by son complementos de e. Entonces,
b1 = bs.

Prueba. Observar que
bl :b1'1261<€+b2) :b1€+b1b2 :b1b2:b2€+bgbl :bg<€+b1) :b2'1:b2
por lo tanto, la proposicion se tiene. O]

Dada la unicidad de los complementos de los elementos booleanos probada
en el Lema 1.1.10, si e € B(A), su complemento serd notado como €.

Lema 1.1.11. Sie € B(A), entonces e* = e.
Prueba. e =¢-1=¢c(e+¢€)=ce+ee =ee=e O

Observacion 1.1.12. La implicacién contraria es falsa. Para probarlo, con-

sidérese el riRig formado por I = [0,1], con la estructura de Godel; esto
es:
ab = min{a, b}
a+b=mazx{a,b}
4 b— 1 sta<b
b sta>b

Claramente a? = a, para todo a € I, pero a* =a — 0 = 0 si a # 0, por la
linealidad de I. Asi pues, los tnicos elementos complementados de I son 0 y
1.
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Lema 1.1.13. Sea e € B(A), entonces:
i) e = e,
ii) e —e=e.
iii) (e — x) — e = e, para todo x € A.

Prueba. Para esta prueba, el lector puede consultar la Proposicion 3 de
[4]. O

Proposicion 1.1.14. Para todo e € A, son equivalentes:
i) e € B(A).
ii) e +e* =1, donde e* = e — 0.

Prueba. Si e € B(A), entonces ee’ = 0 < 0, luego ¢ < e — 0 = e por la
adjuncion. Dada la monotonia de la suma, se concluye que 1 = e+¢’ < e+e*.
Por otro lado, si e + e* = 1, como ee* = 0 por (4) del Lema 1.1.7, del Lema
1.1.10, el resultado se tiene. O

1.2. Propiedades Algebraicas

En esta seccion se estudiaran algunas propiedades algebraicas de los riRigs.

1.2.1. Caracterizacion de las Congruencias de riRigs.

En esta seccion se definiran los filtros en riRigs y su correspondencia con las
congruencias.

Definicion 1.2.1. Sea A un riRig. Un filtro en A es un S C A, no vacio tal
que:

i) Sia,be S, entonces ab € S
ii) Sia<byaé€S, entonces b € S.
La clase de filtros de A se notarda como F(A).

Observacion 1.2.2. Teniendo en cuenta que un subconjunto S de un poset
P se dice superior, si

(1S)={reP|(3sef),s<zx}=05,

se verifica que todo filtro en un riRig es un submonoide multiplicativo que
es superior con respecto al orden inducido, ya que si S es filtro, en un riRig
A, por (ii) y la Integralidad, se tiene que 1 € S.
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Definicion 1.2.3. Sea A un riRig y X C A. El filtro generado por X se
define como:

(X)={a€A| (T anex), T1...2n < a}.

En particular, si X = {b}, entonces ({b}) = {a € A | (Fnen), " < a}. Dicho
conjunto sera notado como (b).

Lema 1.2.4. (X) es un filtro en A.

Prueba. Si a,b € (X) entonces xi..x, < a 'y yi..Yym < b, para algunos
X1 T, Y1.--Ym € X con m,n € N. Dado que el producto es isétono

(1) (Y1 Ym) < ab

asi pues, ab € (X). Ademés, sia < b,y a € (X), se tiene que x7...x, < a < b,
por lo tanto b € (X). O

Definiciéon 1.2.5. Un filtro P de un riRig A tal que:
i) 0¢ P
ii) a+ b€ P implicaquea € Pobe P.
se dice filtro primo.
En lo sucesivo, el conjunto de los filtros primos de A se notara como P(A).

Lema 1.2.6. Sea P € B(A). Para todo a € A, se tiene que a € P 0 a* € P,
pero no ambos.

Prueba. Supongase que a € Py a* € P, entonces aa* € P pues P es filtro,
asi 0 € P. Lo cual es absurdo pues P es propio. O

A continuacién, se prueba la variante del Teorema del Filtro primo para
riRigs. Este resultado, sera de gran importancia para la demostracion clésica
del teorema de representacion subdirecta de riRigs (Teorema 1.2.31).

Teorema 1.2.7. (Teorema del Filtro Primo) Sea F € F(A) ya € A
tal que a ¢ F. Entonces, existe un filtro primo P que incluye a F pero no
contiene a a.

Prueba. Sea L = {L € §(A) | F C L y a¢ L}. L es no vacio, pues
F € L. Considérese una cadena C = {F,} C L. Se verifica que |J P, es un
filtro. Si z,y € |J P, se tiene que x € P3,y € Py para algun 3, /. Como C es
cadena, P C Pg o vice versa. Si Pg C Py entonces z,y € Py, luego zy € Py
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pues es filtro. En consecuencia, zy € | J P,. Considérese ahora z,y € A tales
que x <y, con x € |J P,, entonces x € Pj para algin 3, luego y € P, pues
es un filtro, asi pues, y € | J P,. La prueba para el otro caso es la misma. Por
lo tanto, por el lema de Zorn, £ tiene elemento maximal, esto es, P.

Para verificar que P es primo, supéngase que z +y € P, pero x,y ¢ P. Sean
Fy =(PuU{x})y Fr = (PU{y}), entonces P C Fy, Fy, luego F1,Fo ¢ Ly
en consecuencia a € F, F,. Esto significa que existen s,t € Py m,n > 0,
tales que sz < a and ty™ < a. Del Corolario 1.1.8 se tiene que, (z +y)™" <
™ + y™, entonces, como P es filtro, x + y € P implica que (z + y)"™" € P
y por lo tanto =" + y™ € P. Asi pues, a > sx" + ty™ > st(x + y)™", luego
a € P, lo cual es absurdo por construccion. O

Corolario 1.2.8. Todo filtro propio de un riRig es la interseccion de los
filtros primos que lo contienen.

Prueba. Sea W = {P € B(A) | FF C P}. Es claro que F' C [\ W. Por otro
lado, supongase que existe un x € A tal que € ()W pero = ¢ F, entonces
x € Pparatodo P € Wy z ¢ F. Por el Teorema 1.2.7, existe un P’ € B(A),
tal que ' C Py z ¢ P, lo cual es absurdo por hipotesis. O

Definicion 1.2.9. Sea A un riRig. Un D C A tal que 1 € D es un Sistema
Deductivo si para todos a,b € A tales que a — b € Dy a € D, se tiene que
be A

Proposicion 1.2.10. En un riRig A todo filtro es un Sistema Deductivo.
Prueba. (c.f. Lemma 7.1.12 de [7]). O

Lema 1.2.11. Si § € Con(A), entonces Fp = {a € A | (a,1) € 0} es un
filtro en A.

Prueba. Si a,b € Fy, se tiene que (a,1),(b,1) € 0, entonces (ab,1) € 0,
puesto que 6 € Con(A). Ademas, si a < by a € Fy entonces a + b = b,
(a,1) € 0y (b,b) € 0. Asi, (a+b,b+1) = (b,1) € 0, dado que § € Con(A) y
A es integral. Por lo tanto b € Fy. O
Lema 1.2.12. 57 F es un filtro en A, entonces

Op ={(a,b) e AxAla—beF y b—acF}

es una congruencia en A.
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Prueba. Se verifica que 0 es una relacion de equivalencia: (a,a) € 0, dado
que 1 = a — a € F. Por definicion, (a,b) € 6 implica que (b,a) € Op.
Finalmente, si (a,b) € 0r y (b,c) € 0, por propiedades de — se tiene que
a—b<(b—c)— (a— c), entonces (a = b)(b = ¢) < a — ¢. Como F es
filtroy a — b, b — ¢ € F entonces (a — b)(b — ¢) € F, luego a — ¢ € F.
La prueba de ¢ — a € F usa un argumento similar. Asi pues, (a,c) € 0p.

Para verificar que 6 es una congruencia, sean (a,b), (¢,d) € 0, entonces,
a—0b,b— a, ¢c— d, d— cson elementos de F. Por (4) del Lema 1.1.7,
a(a — b) < b. Como el producto es mondtono, por la integralidad se tiene
que,

ala = b)(c—d) <ala—b) <b<b+d,

cla—=b)c—d) <clc—>d) <d<b+d,

Asi, tras sumar las dos desigualdades anteriores y aplicar la adjuncion del
residuo, se obtiene que (@ — b)(¢c = d) < a+c¢ — b+ d. Como F es fil-
tro, (a — b)(c — d) € F, entonces a + ¢ — b+ d € F. La prueba para
b+ d— a+ c € F es similar. Por lo tanto, (a + ¢,b+ d) € .

Para probar que 6 es compatible con el producto, por (4) del Lema 1.1.7, se
tiene que a(a — b) < by ¢(c — d) < d. Al multiplicar las dos desigualdades
anteriores y aplicar la adjuncion, se obtiene que (a — b)(c — d) < ac — bd
luego ac — bd € F. Un argumento similar muestra que bd — ac € F. Asi,
(ac,bd) € Op.

Finalmente, para probar que 8z es compatible con el residuo; nuevamente, por
la aplicacion sucesiva de (4) del Lema 1.1.7 y la monotonicidad del producto,
resulta que

ala — b)(b— d)(d — c) <d(d—c) <c,

luego (a — b)(d — ¢) < (b — d) — (a — c¢). Lo anterior implica que
(b - d) - (a — ¢) € F. La prueba de que (a — ¢) = (b - d) € F es
similar. Por lo tanto (a — ¢,b — d) € 0. O
La siguiente Proposicion es una versién dual a la Proposicion 3.1 de [2].

Lema 1.2.13. La correspondencia

n:Con(A) — F(A)
0 — Fg

define un isomorfismo de conjuntos ordenados entre Con(A) y F(A).
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1.2.2. Localizaciones en riRigs.

En términos generales, una localizacion es el proceso mediante el cual se
agregan inversos formales a un algebra dada. En esta Seccion se estudian las
localizaciones en riRigs. Para ello se hara uso de algunos resultados previos
en relacion a los elementos inversibles en un rig A (Definicion 1.1.1).

Definicion 1.2.14. Sea A un rig. Un elemento z € A se dice inversible si
existe un z € A tal que zz = 1. En tal caso se dird que z es un inverso de A.

Lema 1.2.15. Sea A un rig. Si x € A es inversible su inverso es unico.

Prueba. Sean z 7' inversos de z. El enunciado se obtiene a partir del si-
)
guiente célculo

]

El conjunto de elementos inversibles de un rig A sera notado como Inv(A).

Si z € Inv(A), su inverso sera notado como z~!.

Lema 1.2.16. Sea A un rig integral. Entonces, si x es inversible, v = 1.

Prueba. Sea x € A inversible. Como A es integral, para todo x € A, se tiene
que
r=r-l=g(@'+1) =z +z=14+2=1

Corolario 1.2.17. Para todo riRig A, Inv(A) = {1}.

Por lo tanto, en la variedad de riRigs, el problema de invertir elementos, es
equivalente al problema de hacer colapsar dichos elementos en 1. En lo suce-
sivo, para todo S C A, se notara como A — A[S™!] a cualquier solucién al
problema universal de colapsar todos los elementos de S en 1.

Notar que, del Lema 1.2.13, se deduce que todo F' € F(A) induce una tnica
congruencia fg, luego A/0r siempre es un riRig. En aras de una mayor cla-
ridad, el cociente anterior serda notado como A/F y a su vez, la clase de un
elemento = de A en A/F seré notado como [z]r. En particular, si F' = (a)
para algtn a en A, la “clase de z modulo a” en A/(a) se notara como [z],.

Lema 1.2.18. Sea F' € F(A). El cociente A — A/F tiene la propiedad
universal de A — A[F™!].
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Prueba. Se deduce inmediatamente del Lema 1.2.13 y de propiedad univer-
sal de las congruencias. ]

En particular, para todo a € A, el problema de colapsar todos los elementos
de (a) en 1 se reduce al problema de “forzar” a que a sea 1.

Obsérvese que si e € B(A), por el Lema 1.1.11, se tiene que e* = e, entonces
para todo x < e, como xze’ = 0, se tiene que ze = x(e + €') = z1 = x. Esto
quiere decir que la estructura de riRig de A puede extenderse a

le)={xeA|z<e}

Lema 1.2.19. Sea A un riRig y e € B(A). La funcion i : A — (] e)
definida como i(x) = we, posee la propiedad universal de A — Ale™!].

Prueba. Dado que e = ee, existe un unico ¢ : A/{e) — ({ e) que factoriza
a 1. Se verifica que 1 es biyectiva. Dado que ¥ ([z].) = x, la sobreyectividad
se tiene. Ahora, si ¥([z].) = ¥([y].) entonces ex = ey, luego, por el Lema
1.2.12, [z]. = [y]e- Esto es, 9 es inyectiva. Asi, la proposicion se tiene . [

De la definicion de filtro generado, es claro que (0) = A. Como A/(0) = 1,
la inica manera de colapsar todos los elementos del algebra en 1, es identifi-
candolos con 0, en particular a 1, lo cual da como resultado el 4lgebra trivial.
Sin embargo, es natural preguntarse que sucede en el caso contrario, esto es,
dado un a € A, cuando A/(a) = 1 7 Para responder a ésta interrogante, se
define lo siguiente:

Definicion 1.2.20. Un elemento a de un riRig A es nilpotente si existe un
n > 0 tal que a™ = 0.

Lema 1.2.21. Para todo riRig A, (a) = A si y sdlo si a es nilpotente.

Prueba. Supongase a nilpotente. Entonces a" = 0 < x, para todo = € A.
Por lo tanto A C {a). O

Corolario 1.2.22. Para todo riRig A, A/{(a) =1 si y sdlo si a es nilpotente.

Finalmente, se exhibe un resultado que sera de utilidad para la Seccion 5.2.

Sea A un riRig y F' € F(A). Considérese en F' el order parcial heredado de
A. Como poset, F es cofiltrado puesto que para todos z,y € F se tiene que
ry < zy zy < y por integralidad. La asignacion que envia a x € F en A[z™!]
en riRig determina un funtor F°? — riRig pues, si x <y en F entonces,
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existe un tnico morfismo Afy~'] — A[z™'] tal que el tridngulo izquierdo del
diagrama de abajo
A— Ay~ —= A[F]

Alz™]
conmuta. A su vez, el morfismo universal A — A[F~!] determina morfismos
Aly™'] — A[F '] y Alz7'] — A[F']; més atn, la propiedad universal de
A — Aly~!] implica que el tridngulo derecho del diagrama de arriba conmuta.

Dicho de otra forma, se tiene un cocono desde el funtor F°? — riRig hacia
A[F~1].

Lema 1.2.23. Para todo filtro F' de un riRig A, existe un unico isomorfismo
A[F] — lim o Alz™Y] tal que el diagrama

conmuta para todo x € F.

Prueba. Para probar el enunciado, sea g un cocono del funtor F°? — riRig
a un riRig B. Entonces, existe un diagrama como el de abajo a la izquierda,

A—s Ay 2 —~B A—= A[F]
Alz™1] B

el cual induce un morfismo ¢’ : A — B que colapsa a todos los elementos de
F en 1. Asi pues, existe un tnico g: A[F~'] — B tal que el diagrama de
arriba a la derecha conmuta. La propiedad universal de A — A[z~!] implica
que el diagrama siguiente

Al —= A[F™]

N,

B

conmuta para todo x € F. Claramente, el morfismo g es el Gnico con es-
ta propiedad. Si se denota al funtor F°°? — riRig como hﬂxe o Alz™1, el
resultado se tiene. O
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1.2.3. riRigs directamente indescomponibles.

En esta seccion se estudiaran las descomposiciones directas en la variedad de
riRigs. Se mostrara que cada elemento del centro booleano de un riRig (Sec-
cion 1.1.1) induce una descomposicion directa del algebra original, obteniendo
como resultado principal, una caracterizaciéon de los riRigs directamente in-
descomponibles.

Sean Ay B riRigs. El producto directo (o simplemente, producto) de Ay B
es el riRig que tiene como universo al conjunto A X B y cuyas operaciones
estan definidas punto a punto.

Como se sabe (ver [34]), en un &lgebra A una congruencia 6 se dice factor
si existe una congruencia 0* tal que: (i) 0N O* = A, (i) 6V 0" =V y (iii)
fof*=0"00.

La siguiente Proposicion es un caso particular del Teorema 7.5.11 de [34].

Lema 1.2.24. Sea A un riRig, entonces para todo e € B(A) se tiene que
A= A/0 x AJOry, donde e’ =e — 0.

Prueba. Se verifica que 6y y .1y son congruencias factor. Si (a, b) pertenece
a 0y N0y se tiene que ae = be y ae’ = be’, entonces ae + ae’ = be + be',
luego a = b, lo cual significa que (a,b) € A. Ahora, si (a,b) € A x A entonces
(a,ae) € O, (ae,be) € Oy, (be,0) € Oy, (0,a€’) € Oy, (ae’,be’) € O v
(be,b) € Oery. Por lo tanto (a,b) € O V 0. Finalmente, para probar que
05007 = 01005, sea (a,b) € 0100,, entonces, existe un ¢ € A tal que (a, ¢) € 0,
(c,b) € 0y, luego ae = ce y ce’ = b, lo cual implica que ¢ = ae + €’b, donde,
01 =0y y 02 = Ory. Sea d = ae’ + be, entonces, ed = be* = be y €'d = a€/,
pues e, ¢’ € B(A). Por tanto, existe un d € A tal que, (a,d) € 0y, (d,b) € 04;
esto es, (a,b) € 63 00;. Asi, 0; 0 03 C 6, 0 0;. De manera similar se prueba
que Ay 0 61 C 01 o 6y. En consecuencia 6, o 0y = 05 0 ;. O

Corolario 1.2.25. Sea A un riRig, entonces para todo e € B(A) se satisface
que A= (1 ¢) % (1 ¢).

Prueba. Consecuencia directa de aplicar el Lema 1.2.19 al Lema 1.2.24. [J

Proposicion 1.2.26. Un riRig A no trivial es directamente indescomponible
si y solo si B(A) es trivial.

Prueba. El Corolario 1.2.25 garantiza que B(A) es trivial si A es directamen-
te indescomponible. Por otro lado, supongase B(A) trivial. Si A es directa-
mente descomponible, existen riRigs A y B no triviales tales que A = B x C.
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Es claro que OA = (OBJOC) y la= (1B7 ]-C) Sean a = (13700) y b= (037 10)7
entonces a + b =14 y ab = 04; esto es, existen a,b € B(A) distintos de 04 y
14, lo cual es absurdo por hipétesis. O

1.2.4. riRigs really local.

El propésito de esta seccion es presentar la definicion de riRig really local,
y mostrar que todo riRig se puede expresar como descomposiciéon subdirecta
de éstos. También se muestra que todo riRig subdirectamente irreducible es
really local.

Un anillo conmutativo con unidad R se dice local, si posee un tnico ideal
maximal. Es bien sabido (ver |21], por ejemplo) que esta ultima definicion
equivale a decir que: (i) R es no trivial y (i) si la suma de dos elementos
de R es inversible, entonces alguno de ellos es inversible. En [27], Lawvere
aplica la observacién anterior al contexto de rigs y la enuncia en términos
de cantidades positivas (teniendo en cuenta que un rig es un “anillo sin ne-
gativos”), introduciendo asi el concepto de rig really local. En palabras del
mismo Lawvere: “ The preservation of addition is a strengthening, possible
for positive quantities, of the usual notion of localness (which on truth values
was only an inequality)”. Se aclara ademés, que la palabra “really” alude a
dos ideas: (1) un fortalecimiento del hecho de ser local y (2) un concepto
apropiado al contexto real (en oposicon al contexto complejo).

Dado que todo riRig A tiene un rig integral como reducto y ademéas 1 € A
es el tnico elemento inversible (Corolario 1.2.17), de la discusion anterior se
obtiene la siguiente

Definicion 1.2.27. Un riRig A es really local si:
i) A es no trivial.
ii) Para todos z,y € A, v +y =11implicaquez =10y = 1.

Lema 1.2.28. Sea A un riRig. Entonces A/P es really local si y sdlo si P
es un filtro primo no trivial.

Prueba. Sea A/P = {[x]p | x € A}. Supongase que P es un filtro primo y
que [z]p+[y]p = [1]p, entonces x+y € P, luego x € P oy € P, por lo tanto,
[z]p = [1]p o [y]lp = [1]p. Por otro lado, sea A/P really local y supéngase
que = +y € P entonces [z + y|p = [z]p + [y]p = [1]p, luego [z]p = [1]p 0
lylp = [1]p, asi pues, z € P oy € P.Si 0 € P entonces [0]p = [1]p, luego
A/ P debe ser trivial, lo cual es absurdo por definicion. n
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El kernel de un homomorfismo f : A — B es el conjunto

Ker(f) = {r € A| f(a) = 1.
Lema 1.2.29. Sea f: A — B un morfismo de riRigs. Entonces:
i) f es inyectiva si y solo si Ker(f) = {1}.

ii) Ker(f) € B(A) si y sdlo si B es no trivial y f(A) como subdlgebra de
B es really local.

Prueba. Se prueba (7). Sea f un morfismo inyectivo de riRigs, entonces,
f(z) =1 = f(1) implica z = 1, luego Ker(f) = {1}. Por otro lado, asu-
miendo que Ker(f) = {1}, entonces f(x) = f(y) implica que f(z) < f(y)
y f(y) < f(x), luego, por el item (13) del Lema 1.1.7, f(z) — f(y) =1y
fly) = f(x) =1, asi, f(rt - y) =1y f(y — z) = 1. Por hipotesis, se tiene
quer »y=1yy—x=1, porlo tanto, z <y yy < x. Asi pues, v = v,
luego f es inyectiva.

Para verificar (i7), notese que, por el Lema 1.2.28, Ker(f) € P(A) si y solo
si A/Ker(f) = h(A) es no trivial y really local. O

Sean Ay A; riRigs para cada ¢ € I. Una Representacion Subdirecta de A con
factores A; es un embedding h de A al producto [[..; A; tal que h;, defini-
da por h; = m;h es sobreyectiva en A; para cada ¢ € I, donde 7m; denota la
1 — ésima proyeccion.

Lema 1.2.30. Un riRig A es producto subdirecto de una familia {A;}icr de
riRigs si y solo si existe una familia de filtros {F;}ier de A, tales que:

i) Para todoi € I, A; = A/F,
i) et o = {1},

Prueba. Sea h : A — [],.; A; una representacion subdirecta de A. Considé-
rese F; = Ker(h;). Como h; es sobreyectiva y Fj es filtro para todo j € I,
se tiene que A; = A/F;. Ahora, como h es inyectiva, por (i) del Lema 1.2.29,
Ker(h) = {1}, luego h(z) = 1 si y solo si hj(x) = 1; para todo j € I, esto
es, x € I para todo j € [ siy solosix = 1.

Por otro lado, supongase que existe una familia de filtros {F;};,c; de A tales
que (2) y (4i). Sea ¢; el isomorfismo entre A/F; y A;. Defina h = (€;¢;), con
t; : A — AJF;. Es claro que €ji; es sobreyectiva para todo j € I. Ahora, si
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h(x) = 1, entonces (€;1;)(x) = 1; para todo j € I, luego x € (,c; Fi, lo cual,
por hipotesis, significa que x = 1. Por lo tanto, por (i) del Lema 1.2.29, h es
inyectiva, esto es, una representacion subdirecta de A.

Teorema 1.2.31. Todo riRig no trivial es producto subdirecto de riRigs
really local.

Prueba. Sea A un riRig no trivial. Es claro que {1} € F(A) y es propio.
Por el Corolario 1.2.8, {1} = ({P € P(A) | {1} C P}. Ahora, por el Lema
1.2.28, A/P es really local, para todo P € B(A), luego, por el Lema 1.2.30,
se tiene el enunciado. ]

Observacion 1.2.32. Sea A un riRig. De la Definicion 1.2.27 y la Propo-
sicion 1.2.26, se observa que si A es really local entonces A es directamente
indescomponible. Sin embargo, esta implicacion es estricta ya que, si se con-
sidera a A = {0,a,b,¢,1} con 0 < ¢ < a,b < 1, la suma dada por el maximo,
el producto dado por el minimo y el residuo construido como en la Obser-
vacion 1.1.3, es claro que B(A) es trivial, luego A es un riRig directamente
indescomponible que no es really local, pues a,b# 1y a+b=1.

1.2.5. riRigs subdirectamente irreducibles.

Un riRig A es subdirectamente irreducible si para cualquier representation
subdirecta f : A — [],.; A; existe un j tal que f; es un isomorfismo.

Proposicion 1.2.33. Un riRig A es subdirectamente irreducible, si y solo
si, existe un elemento r < 1 tal que, para todo a < 1 en A, existe un entero
positivo m tal que a™ < r.

Prueba. Un riRig A es subdirectamente irreducible, si y so6lo si Con(A)
tiene un atomo no trivial (Teorema 8.4 de [34]), lo cual, por el Lema 1.2.13,
se corresponde con (\pcga) £ D (Naeafa@) D {1}, luego existe un r < 1 tal
que r € {(a), para todo a < 1 en A. Esto sucede, si y sblo si para todo a < 1
en A existe un numero natural m, tal que a™ < r. O

Corolario 1.2.34. Todo riRig subdirectamente irreducible es really local.

Prueba. Sea A un riRig subdirectamente irreducible. Si A no es really local
se tiene que x +y = 1, para algun par de elementos x,y < 1 en A, entonces,
por la Proposicion 1.2.33, existe un 7 < 1 en A y m,n naturales tales que
™, y" < r. De la monotonia de la suma y del Corolario 1.1.8 se tiene que

luego, r = 1, lo cual es absurdo. O
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Definicion 1.2.35. Un elemento a de un riRig A es un coatomo si es maximal
entre los elementos de A — {1}.

Corolario 1.2.36. Todo riRig subdirectamente irreducible A, tiene un solo
codtomo o ninguno.

Prueba. Si A tiene dos coatomos distintos, x,y < 1, entonces z +vy = 1,
luego A no es subdirectamente irreducible. ]

Como ejemplo de riRig subdirectamente irreducible sin coatomos, considérese
al intervalo real I = [0, 1] con la estructura de algebra producto ( [7]); esto
es, el producto estd dado por el producto usual de niimeros reales, la suma
viene dada por x + y = max{x,y} y el residuo viene dado por

I, z<y
rT—y= Y

N xﬁy

T

Claramente, [0,1] no tiene coatomos. Por la Propiedad Arquimedeana del
producto en dicho intervalo, paratodo 0 < x < 1,y a < 1 se tiene que 2™ < a,
para algin m > 1. Luego, por la Proposicion 1.2.33, I es subdirectamente
irreducible.

Observacion 1.2.37. Noétese que el reciproco del Corolario 1.2.34 no es
cierto, ya que si se considera a I = [0, 1] con la estructura de Gddel; esto es,
tomando al producto como zy = = Ay, la suma como = + y = maz{z,y} y
al residuo como

T — Yy = L zsy
A T

al ser [0,1] cadena, el maximo de dos elementos estrictamente menores a 1
siempre es menor que 1, luego I es really local. Por otro lado, sea r < 1, como
[0, 1] no tiene coatomos, existe un a < 1 tal que r < a < 1. Como a™ = a
para todo m > 0, entonces r < a™ < 1. Asi, de la Proposicién 1.2.33, se tiene
que I no es subdirectamente irreducible.
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Capitulo 2

riRigs en Shv(D).

Este capitulo propone ofrecer las bases de teoria de topos necesarias para las
representaciones de riRigs de los Capitulos 3 y 4. Para tal efecto, se obtiene
una descripcion concreta de los coproductos en el topos de haces sobre un
reticulo distributivo con el sitio coherente; lo anterior, junto con el uso de la
logica interna en dicho topos, resulta determinante para la obtenciéon de una
caracterizacion de los riRigs conexos y really local. Finalmente, se introducen
los subobjetos principales; estos objetos son de particular importancia para
la representacion really local de riRigs del Capitulo 5. La notaciéon utilizada
en este capitulo, se corresponde con la utilizada en [30].

2.1. Coproductos binarios en Shv(D).

Todo reticulo distributivo y acotado D, considerado como una categoria pe-
quenia puede equiparse con una base para una topologia de Grothendieck
(ver, C.2.1.12 (d) en [25]) llamada topologia coherente; cuyas familias recu-
bridoras estan dadas por familias finitas {d; — d|i € I} tales que V;d; = d.
En lo sucesivo, el topos de haces inducido, sera notado como Shv(D) y los
términos reticulo, reticulo distributivo y reticulo distributivo y acotado serédn
utilizados indistintamente.

Sea D la categoria de prehaces sobre un reticulo D. Es claro que para probar
que un prehaz P : D°? — Set es un haz con respecto a la topologia coherente,
basta con probar que P satisface la condicién de haz para los cubrimientos
binarios. A su vez, dado que la familia vacia cubre un objeto d € D si y s6lo
si d = 0, se tiene que para todo X € Shv(D), X(0) = 1, esto es, el objeto
terminal de Set.

29
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En esta seccién, se ofrece en detalle, una descripcion de los coproductos
binarios en Shv(D), asi como la definicién de riRig en dicho topos.

Lema 2.1.1. Para todos A y B objetos de Shv(D), el funtor S, definido

como
S(d) = {(do,dl,]},y) ‘ do \/dl = d, do VAN d1 = O,Z‘ S A(do),y S B(dl)}
es el coproducto de A y B en Sh(D).

Prueba. Sean ¢ < den Dy (do,dy,z,y) € S(d), es claro que dg Acy dy Ac
inducen una particiéon de ¢, luego la acciéon sobre d es definida como

S(d) — S(e)
(do,dy,x,y) — (do ANeydy Neyz- (do A e)yy - (dy Ac)).

Por lo tanto, S es prehaz.

Para probar que S es un haz, considérese un cubrimiento binario de d € D,
sVt =d ;supéngase que (So, s1,a,b) € S(s) vy (to,t1,,m) € S(t) son una
familia compatible para el cubrimiento {s,¢}. Entonces

(S0, 81,a,b) - (s At) = (to, t1,l,m) - (s At)

implica que so At = sAty, sy At =sANty,a-(sAt)=1-(sNt)y que
b-(sNt)=m-(sAt).

Considérese dy = so V tg y di = s1 V t1; se verifica que es una parti-
cion de d. Dado que sg, s1 vy to,t; son particiones de s y t respectivamen-
te, se tiene que dy V dy = (so Vto) V(s1 Vt1)) = sVt = d. Ademas
do Ndy = (soVitg) A(s1 Vi) = (toAs1)V(soAty); como ty <t se tiene que
SoAt1 < soAt = sAt, pues son compatibles. Entonces soAty < (sAtg)At; = 0,
luego, sg A t; = 0. De manera similar se verifica que s; Aty = 0. Asi pues,
dg AN dl = 0.

Ahora, a- (soANtg) = (a-(sAt))-(soAt) = (1-(sAt))-(soANty) =1-(soAto).
De manera similar, se verifica que b- (sy At1) = m - (s; A t1). Esto sig-
nifica que {a,l} y {b,m} son familias compatibles de A y B para los cu-
brimientos {sg,to}, {s1,t1} de do y dy, respectivamente. Entonces, existen
x € A(dy) e y € B(dy) tnicos que amalgaman a tales familias. Ademas,
doNs = (soVitg) Ns =3sgN(toVs) =soA(tVsy) = sg. Las compro-
baciones de que dy A s = s1, dg ANt = tg y que dy At = t; son similares.
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Entonces, existe un (dy, dq, z,y) € S(d) tal que (do,dy,x,y) - s = (8o, $1,a,b)
y (d()adlax)y) t= (t07t17lam)~

Supoéngase ahora, que existe otro (cg, ¢1,u,v) € S(d) tal que
(co,c1,u,v) - s = (80,81,a,0) y (co,c1,u,v) -t = (tg,t1,l,m)

Entonces, co As = sg, c; As =81, co Nt =tg, i ANt =11, u-s9g=a,v-s1 =b,
u-ty = Ly vty = m. Notese que doVs = sVtg = sV (coAt) = (sVey)Vd = sVcp;
ademés dy A s = ¢g A s = sg. Entonces, como D es distributivo, ¢y = dy (ver
Proposicion 1.6 de [24]). La prueba de que ¢; = d; es similar. Asi, u y v son
amalgamas de {a,l} y {b,m} respectivamente, lo cual, significa que u = x y
v =1y, pues Ay B son haces.

Finalmente, se verifica que S es el coproducto de A y de B en Shv (D). Sean
a y b transformaciones naturales sobre C' en Shv(D) tales que el cuadrado
exterior conmuta

A(d) P1.d S(d) P2.d B(d)

¥
C(d)

Donde py 4(z) = (d,0,2,1), p2a(y) = (0,d, 1,y) son claramente, transforma-

ciones naturales.

Dado un (do,d1,z,y) € S(d), se tiene que aq,(x) € C(dy) y ademés que
ba, (y) € C(dy), para todos x € Ay, e y € B(d;). Entonces,

agy () - (do A dy) = bg, (y) - (do A dy)

pues dy A dy = 0; esto es, son una famila compatible para C, luego, existe un
tnico z € C(d) tal que z - dy = aq,(x) y z - dy = bg,(y). Definase tal z como
Td(d(J? d17 z, y)

Al considerar ¢ < d, se tiene que

7nc((dOadhx?y) : C) = TC(dO A C, dl A C,T- (dO A C),y : (dl A C)) = w,

donde w- (do A ¢) = aggne(z - (do AN ) y w- (dy Ac) = bane(y - (di Ac)). Como
a es natural, dy A ¢ < dy por la definicion de r4, entonces

Agone(x - (dog N ¢)) = aqy(z) - (do Ac) = (2 (dp)) - (do Ac) =z (dy A c)
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De manera similar, se tiene que w - (dy A ¢) = z - (dy A ¢). Como d; A c < ¢,
entonces, (z-¢)-(d;Ac) = z-(d; ANc), parai = 1,2. Dado que A, B son haces,
z - ¢ = w. Por lo tanto, r.((dy,dy,z,y) - ¢) = (ra(do,d1,z,y)) - ¢, luego, r es
natural. Ademés,

Td(Pl,d(CE)) = Td(d’ O,JS, 1) = ad(x) Y rd(pQ,d(y)) = Td(ov da 173/) = bd(y)v

para todos x € Ay, e y € By,. La unicidad de r esta dada por construccion.
Asi pues, S = A+ B. ]

Corolario 2.1.2. Para el haz terminal de Shv(D) se tiene que, para todo
deD

(1+1)(d) ={(z,y) | v,y < dxVy=dxNy =0}

Finalmente, dado que la teorfa de rigs residuados e integrales es algebraica,
es bien conocido que un riRig en Shv(D) es un funtor F' : D — riRig
tal que la composicion con el funtor de olvido riRig — Set es un haz con
respecto a la topologia coherente. Lo anterior puede reformularse a través del
resultado siguiente, cuya prueba es inmediata:

Proposicion 2.1.3. Un funtor F': D’ — Set es un riRig en Shv(D) siy
solo si:

i) F' es un haz con respecto a la topologia coherente.
ii) Para todo d € D, F(d) es un riRig en Set.

iii) Sic<d en D, entonces F(d) — F(c) es un morfismo de riRigs.

2.2. riRigs conexos en Shv(D).

Dado que la logica interna de un topos es de primer orden (D1.4.10 de [23]),
toda formula de primer orden es interpretable en el topos (ver Capitulo VI,
Seccion 7 en [30]). Esto es especialmente cierto en Shv(D). Sea ¢(z1, ..., z,)
una formula con variables libres xy, ..., z,, interpretable en Shv(D). La inter-
pretacion de ¢ con respecto a un haz F, serd notada como [p(z1, ..., Z,)]p.
En caso de no ser necesaria la distincién en torno al objeto F', dicha inter-
pretacion se escribira simplemente como [¢(x1, ..., Z,)].

En esta seccion se caracterizaran los riRigs conexos en el topos Shv(D) a
través del uso la logica interna del topos en cuestion.
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Definicion 2.2.1. Un riRig F' se dice conexo (en el sentido de [28]) si satis-
face los siguientes secuentes:
0=1 F L
r+y=1 N ay=0 rppy =1 V y=1

Obsérvese que esta presentacion puede interpretarse en cualquier topos; en
particular, en el topos Shv(D).

Lema 2.2.2. El diagrama

1

F

0———1

0
es un egalizador en Shv(D) si y sdlo si F(d) = 1 implica que d = 0.

Prueba. Sea E el egalizador de las flechas 1 y 0. Supoéngase que E = 0.
Si existe un dy > 0 en D tal que F(dy) = 1 entonces 0 = 1 € F(dp), luego
E(dy) # 0, lo cual es absurdo. Por otro lado, supéngase que F'(d) = 1 implica
que d = 0. Si E no es el objeto inicial en Shv(D), existe un dy > 0 en D tal
que E(dy) # 0; en consecuencia F(dy) = 1, luego dy = 0, lo cual es absurdo
dada la eleccion de dy. O

Sea F' un haz de riRigs conexo en Shv (D). Por motivos generales (Teorema
VI.7.1 de [30]), las interpretaciones de las formulas x +y = 1 y zy = 0 estan
dadas por los siguientes pullbacks en el topos

[z+y=1— [zy = 0] —1

T

FxF F FxF——>F

y la interpretacion de la conjuncién de las féormulas anteriores se obtiene a
partir de la interseccion de [x +y = 1] y [xy = 0] como subobjetos de F' x F.

Observar que de los puntos (0,1) : 1 — Fx F'y (1,0) : 1 — F' x F, se obtiene
el punto [{0,1),(1,0)] : 1+1 — F x F. Dado que los diagramas de arriba son

pullbacks, existen morfismos [ : 1 +1 = [z +y=1yr:14+1— [zy = 0]
unicos, tales que los diagramas

=1 14+1—">zy=0

F FxF
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conmutan. Lo anterior, permite concluir que existe un tinico morfismo cano-
nicoc:1+1—=z+y=1Azy=0]

Por otro lado, obsérvese que semanticamente, los secuentes

S1) (z4+y=1)A(zy=0)t,y (x=1)V(y=1)
(82) (z4+y=1)A(zy=0)F,y (z=1Ay=0)V(r=0Ay=1)

son equivalentes, ya que de asumirse (S1), si z +y = 1 y xy = 0 entonces
x =10y =1. Ahora, z = 1 implica que 0 = 1 - y = y; de manera analoga,
si y = 1, se obtiene que z = 0, esto es, (52) es verdadero. La verificacion de
que a partir de (52) se deduce (S1) es inmediata.

Dado que [(x =1Ay=0)V(z=0Ay =1)] =1+ 1, como resultado de
la discusion anterior, se obtiene una caracterizacion de los riRigs conexos en

Shv(D).

Proposicion 2.2.3. Un haz de riRigs F' es conexo en Shv(D) si y sdlo si el
morfismo candnico 1 +1 =[x +y=1 A zy = 0] es un isomorfismo y el
diagrama

0 F

es un egalizador en Shv(D).

Prueba. Dado que 1 +1 < [z+y=1 A zy = 0] como subobjetos de
FxF esclaroque [x+y=1 A zy=0] <1+1siysolosi F satisface
(52), el cual, como se vio anteriormente, es semanticamente equivalente a
(S1). La ultima parte es una aplicacion directa del Lema 2.2.2. O

Observar que en Set, la Proposicion 2.2.3, se corresponde con la caracteriza-
cion de los riRigs directamente indescomponibles (Proposicion 1.2.26). Esto
implica que en dicho topos, las nociones de riRig conexo y riRig directamente
indescomponible coinciden.

Sea D un reticulo distributivo. Es bien sabido (ver [1]) que un elemento = € D
se dice complementado si existe uny € D tal que zVy =1y x Ay = 0. Tam-
bién es bien conocido que si un elemento tiene complemento, éste es tnico.
Esto implica que todo elemento complementado de un reticulo distributivo
D puede ser descrito como el par ordenado formado por él y su complemen-
to. Notese como B(D) al conjunto de tales elementos. Del Corolario 2.1.2, se
observa que para todo d € D, (1 + 1)(d) ofrece una descripcion isomorfa a
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B(({d)).

Por otro lado, sea A un riRig. Esté claro que los argumentos anteriores pue-
den ser aplicados de manera analoga a B(A) (ver Lema 1.1.10). Esto implica
que para un riRig conexo F' : D? — Set en Shv(D), se tiene que para
todo d € D, cada elemento del conjunto B(F(d)) puede ser descrito como
el par ordenado formado por él y su complemento, lo cual equivale a decir
que para todod € D, [r+y =1 A xy = 0/(d) brinda una descripcion
isomorfa a B(F'(d)). De la Proposicion 2.2.3 se tiene que existe un iso natural
t:[t+y=1 A a2y =0] — 1+1en Shv(D), lo cual significa que en parti-
cular, para todod € D laflechat;: [z+y=1 A zy=0](d) — (1+1)(d)
es una biyeccion. De lo dicho anteriormente, se concluye que para todo d € D
existe una biyeccion tq : B(F(d)) — B(({d)) para todo d € D.

Asi, como resultado de la discusion anterior y del Lema 2.2.2, la Proposicion
2.2.3 puede reformularse ahora, de la manera siguiente:

Corolario 2.2.4. Un haz de riRigs F' es conexo en Shv(D) si y sdlo si:
i) F(d) = 1 implica que d = 0.
it) Para todo d € D, B(F(d)) = B(| d). En consecuencia, el diagrama

conmuta, donde v,7 son las respectivas restricciones y t es el isomor-
fismo entre [t +y=1 AN xzy=0] yl+1en Shv(D).

Observacion 2.2.5. Si bien el contenido de esta secciéon se ha venido desa-
rrollando hasta ahora en el contexto de Shv(D), las técnicas empleadas ante-
riormente pueden utilizarse en el topos de prehaces sobre D. Como la teoria
de riRigs es algebraica, un riRig interno en D, es simplemente un funtor
A D°? — riRig. Observar que el egalizador de las flechas 0 y 1 es el objeto
inicial en D si y so6lo si para todo ¢ € D, 0 # 1 € A(c). Ademés, para todo ¢
en D,

z+y=1 A zy=0|(c)={(z,y) € Alc) x Ac) | z+y=1ANzy =0}
Asipues, [t+y=1 A xy=0=1+1siy solo si

[z+y=1 A zy=0](c)={(0,1),(1,0)},
para todo ¢ € D. Por lo tanto:
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Lema 2.2.6. Un haz de riRigs A es conexo en D si y solo si A(c) es conezo
en Set para todo c € D.

2.3. riRigs really local en Shv(D).

En esta seccion se caracterizaran los riRigs really local en el topos Shv (D).

Definicion 2.3.1. Un riRig F' se dice really local si satisface los siguientes
secuentes

(RL1) 0=1 F L
(RL2) 24+y=1 bty z=1 Vv y=1

Observar que la anterior presentaciéon es interpretable en cualquier topos; en
particular, es interpretable en Shv (D).

Sea F' un haz de riRigs en Shv(D). Como se vio en la Seccion 2.2, la in-
terpretacion de la formula = + y = 1 en el topos esta dada por el siguiente
pullback:

z+y=1—1

|

FxF F

+

Como F' es integral y conmutativo, existen morfismos A y p tinicos, tales que
los diagramas

1

|

F
conmutan. Sear : F'+F — [z+y = 1] el morfismo inducido por el coproducto
de (F x 1)+ (1 x F)= F+ F. Entonces

1
F

Proposicion 2.3.2. Un riRig F' en Shv(D) es really Local si y sélo si el
egalizador de las flechas 0 y 1 es el objeto inicial; y el morfismo inducido por
el coproducto r: F'+ F — [x +y = 1] es un epimorfismo en Shv(D).
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Prueba. Sea F' un riRig en Shv(D). Dado que [z = 1] 2 1 x F' y que
[y =1] = F x 1, la conmutatividad del diagrama

= 1] F+F y=1]
e’
r+y=

se tiene. Dado que el mono m : [x = 1Vy = 1] = [x + y = 1] es la imagen
de r, sea e la parte epi de la factorizacion de r:

F+F [z 4y =1]

\/

[t=1Vy=1]

Entonces, r es epi, si y solo si m es un iso. Esto a su vez, sucede si y so6lo si
[t4+y=1<[r=1 VvV y = 1] como subobjetos de F' x F, es decir, F’
satisface (RL2) en la logica interna del topos. Finalmente, del Lema 2.2.2, es
claro que la interpretacion de la no trivialidad en un topos, equivale a decir
que el egalizador de las flechas 0 y 1 es el objeto inicial en el Shv(D). [

Con la finalidad de obtener una caracterizaciéon mas especifica de los riRigs
really local en Shv(D), es necesario recurrir a las caracterizaciones existentes
(ver Cap. III, sec. 7, de [30]) de los epimorfismos en dicho topos.

Lema 2.3.3. Un morfismo f: X — Y es epi en Shv(D) si y sdlo si, para
todod € D yz € Y(d), existe un cubrimiento finito \/,.,; d; = d, tal que z - d;
pertenece a la imdgen de la funcion fq, : X (d;) — Y(d;).

Prueba. Es un caso particular del Corolario II1.7.5 de op.cit.

Alas f: X — Y como en Lema 2.3.3 también se les denomina “localmente
sobreyectivas”.

Lema 2.3.4. El morfismo r es un epimorfismo en Shv(D) si y solo si, para
todod € D y s,t € F(d) tales que s +1 =1, ezisten u,v < d conuV v =d
tales que s-v =1, yt-u=1,.

Prueba. Supongase que 7 es epi en Shv(D). Sea (s,t) € [x +y = 1](d) con
d € D fijo. Por el Lema 2.3.3 existe un cubrimiento finito \/,_, d; = d tal que
para todo i € I, existe un (m;,n;, a;, b;) € (F + F)(d;), tal que

rdi(mi,ni,ai,bi) = (S . dl,t . dl) = (S,t) : dz
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Considérense u = \/,.; m; y v = \/,; ni; es claro que u Vv = d. Dado que
m;,n; < d; entonces, s-n; = (s-d;)-n; =1,, yt-m; = (t-d;)-m; = 1,,,, luego
(sni)-(niAng) = (s-n;)-(niAny) y (E-m;)-(miAmy) = (t-my)-(m;Amy), para
todo 4,7 € 1. Mas atn, m; < uy n; < v implican que (s-v)-n; = s-n; = 1,,
y que (t-u)-m; =t-m; = 1,,. Asi, dado que F' es un haz sobre D, se tiene
que s-v=1,yt-u=1,.

Por otro lado, sea d € D. Si para todos s,t € F(d) tales que s+t = 1, existen
u,v < dconuVuv=dtalesques-v=1,yt-u=1,, se tiene entonces que
ro(0,0, 1, t-v) = (1,,t-0) = (s,t) - vy ry(u,0,s-u, 1) = (s-u, 1,) = (s,t) - u,
luego, r es localmente sobreyectiva, y en consecuencia, por el Lema 2.3.3, un
epimorfismo en Shv(D). O

Corolario 2.3.5. Un haz F' en Shv(D) es really local si y sdlo si:

i) Para todo d € D y s,t € F(d) tales que s+t =1, ezisten u,v < d con
uVov=d, tales que s-v=1, yt-u=1,.

ii) F(d) =1 siy solo sid=0.
Prueba. Directamente de la Proposicion 2.3.2 y los Lemas 2.3.4 y 2.2.2. [

Observacion 2.3.6. De manera anéloga a lo visto en la Observacion 2.2.5,
las técnicas empleadas para la obtencion de los resultados obtenidos en esta
Seccién pueden aplicarse en el topos D. Para tal efecto, notese que el ega-
lizador de las flechas 0 y 1 es el objeto inicial en D si y s6lo si para todo
ceD,0+#1¢€ A(c). Ademas, para todo c en D,

[z +y=1](c) ={(z,y) € A(c) x A(c) | x +y =1}

Por lo tanto, la funcion r: A+ A — [z +y = 1](c) es epi en D si y solo si
r: A(c)+ A(c) = [x +y = 1](c) es epi en Set para todo ¢ en D. Dicho de
otra forma, para todo ¢ € D y todos x e y en A(c), z +y = 1 implica que
x =10y =1. Como resultado de la discusiéon anterior, se tiene que

Lema 2.3.7. Un riRig A en D es really local si y solo si, el riRig A(c) es
really local en Set para todo ¢ en D.

2.4. Subobjetos principales

El contenido de esta seccion, esta dirigido hacia el estudio de los subobjetos
principales en el topos Shv(D). En especial, se mostrara el rol que cumple
el subobjeto A — €2 en dicho topos.
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Definicién 2.4.1. Un subobjeto U — X de X en D es principal si para
tododen Dy x € X(d) existe el mayor ¢ < d tal que x - ¢ € U(c).

Lema 2.4.2. 5i X es un haz y u : U — X es principal entonces U también
es un haz.

Prueba. Supongase que aVb=d y sean € U(a) e y € U(b) una familia
compatible. Entonces x e y forman también una familia compatible para
X, por lo tanto, existe un tnico z € X(d) tal que z-a=zy z-b=y. Por
hipotesis, existe el mayor e < d tal que z-e € U(e), luego a < ey b < e, asi
aVb=d < e. Porlotanto,d=ey U es un haz. [

Sea A en D el objeto que envia a d € D en (4d). Para todo d € D, z € A(d)
y ¢ <d, se tiene que z - ¢ =z A c € A(c).

Lema 2.4.3. El prehaz A es un haz.

Prueba. Supoéngase que a Vb =dyseanz € A(a) = (La) yy € A(b) = (1b)

una familia compatible, entonces z V y € ([ d) y ademész - (a Ab) =y - (a A b);

esto es, t A b =1y A a. Ahora,
(xVy)-a=(xVy)Na=(xNa)V(yNa)=xV (xAb) =z,

de manera similar, se tiene que (z V y)-b = y. Finalmente, supongase que
existe un z € A(d) que satisface z-a=xzy z-b=1y; esto es, zAa=zy
z A'b =1y, entonces

(zAa)V(zAb)=xVy

y por lo tanto,
zVy=zA(aVb)=zAd=z

lo cual completa la prueba de que A es un haz. O

Existe un punto T : 1 — A evidente, tal que, evaluado en d, es el top de Q(d);
esto es, A(d) = (d).

Proposicion 2.4.4. El subobjeto T : 1 — A clasifica subobjetos principales.

Prueba. Sea X un haz sobre D y sea U — X principal. Entonces, para todo
x € X(d), existe el mayor ¢ < d tal que x - c € U(c). Sea

m=maz{c<d|z-ceU(c)}

Esto permite definir ¢ : X — A para todo d € D como ¢4(x) = m. Para
probar que ¢ es natural, sea d < d’ en D. Dado que U es prehaz y ademéas

da(x) Nd < ¢y (x),d, para todo z € X (d'), la identidad
(@ - ¢ () - (bar(2) Nd) = x - (¢ (2) Nd) = (x-d) - (¢a(x) A d)
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se satisface. Por definicion de ¢z (), x - o (x) € Upa(x). Esto implica que
(x-da () (¢ar (x)Ad) € U(pa(x)Ad), entonces, por el argumento anterior, se
tiene que z-(pa (z)Ad) € U(pa (x)Ad), luego (z-d)-(¢pa(x)Ad) € U(dpa(x)Ad).
Asi pues, ¢g(z) ANd < ¢4(x - d), por definicion de ¢q(x - d). Por otro la-
do, (z - d) - ¢g(x - d) € U(¢q(x - d)) por definicion de ¢4(x - d), entonces,
dado que ¢4(z - d) < d, (x-d) - ¢4(x -d) = - ¢q(x - d). Por lo tanto,
x - pg(x-d) € U(da(z - d)), luego ¢q(z - d) < ¢g(x) por definicion de ¢q(x).
Esto implica que ¢g(x - d) < ¢g(z) A d. Asi pq(x - d) = pa () Nd.

Sea P el pullback de T a lo largo de ¢.
If
X

Como los pullbacks en Shv(D) se calculan como en 13, entonces

— =1
|

—>¢A

P(d) = {z € X(d) | da(x) = d}

Esto significa que z-d € U(d), luego, dado que x-d = z, se tiene que x € U(d).
El reciproco es claro, asi P(d) = U(d) para todo d € D. Finalmente, si
existiese otra ¢ : X — A tal que gq(x) = d para todo x € U(d), entonces,
como d es el elemento maximo de D tal que z - d € U(d), se concluye que
va(r) = ¢q(x). Por lo tanto, T : 1 — A clasifica a U — X. O

Por definicién del clasificador de subobjetos, existe un tnico ¢ : A —  tal
que el diagrama
1 1
Tl lT

id

_

es pullback en Shv(D). Observar que en dicho topos, 2(d) = Idl(] d), para
todo d € D (Proposicion I11.7.3 de [30]) y que la asignacion ¢4 : A(d) — Q(d)
envia < d en el ideal pricipal ({z) € Q(d).

Corolario 2.4.5. Para todo subobjeto U — X de X en Shv(D), son equi-
valentes:

1. U — X es principal.

2. El morfismo v : X — Q se factoriza a través de ¢ : A — Q.
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Finalmente, sea X un riRig in Shv(D); de la interpretacion de la formula
zy = 1 en lalogica interna del topos, se obtiene el subobjeto Inv(X) — X x X
como el pullback

Inv(X) ——1

|

XxX—X

Las dos proyecciones Inv(X) — X son mono en Shv(D) e inducen el mismo
subobjeto de X. Observar que por integralidad Inv(X) = 1 y que para cada
d € D la flecha 14 : X(d) — Q(d) esté definida como

() ={c<d|z-c=1€ X(c)}
Como consecuencia directa del Corolario 2.4.5, se tiene el siguiente resultado:
Corolario 2.4.6. Si X es un riRig en Shv(D), entonces son equivalentes:
1. X es really local y 1 :1 — X es principal.

2. X es really local y para todo d € D y x € X(d) existe el mayor ¢ < d
tal que x-c=1¢€ X(c)

3. X es really local y el morfismo ¢ : X — §Q se factoriza a través de
¢ AN— Q.
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Capitulo 3

Representacion de Pierce de un
riRig.

En este capitulo muestra el primer resultado principal de este trabajo: Todo
riRig es el dlgebra de puntos de un haz de riRigs conexo sobre un dlgebra
de boole. Para tal efecto, se desarrolla la primera teoria de representacion
por haces de riRigs; esto es, la representacion de Pierce. A través de ésta, se
muestra que todo riRig determina un haz conexo interno en el topos de haces
sobre el algebra de boole de su centro booleano, el cual, es un objeto de la
categoria de representaciones de Pierce. Existe un funtor pleno y fiel desde
la categoria de riRigs a la categoria anteriormente mencionada. Este funtor
es adjunto a izquierda del funtor de puntos.

3.1. El haz conexo asociado a un riRig.

Sea A un riRig en Set fijo y B(A) su centro booleano (Secciéon 1.1.1). En
esta seccion se muestra como a partir del riRig A en Set, se puede construir
un riRig conexo A en Shv(B(A)).

Lema 3.1.1. Sea A un riRig. Entonces, para todo e, f € B(A),
(ef) =€+ 1.
donde €' y [’ denotan a los complementos de e y f, respectivamente.

Prueba. Como e, f € B(A), es claro que ef(e'+ f') = 0. Por otro lado, como
e+e =1y f+f =1entoncesef +e'f=fyef+ef =e. Porlo tanto
ef+ef+f =1yef+ef +e =1. Asi

ef +(e'+f) = efH(e+e ))+(f'+f'e) = (ef+e'+e f)+(ef+f'+fe) = 1+1 =11

vaque e f <ey fle<f yademas la suma es idempotente. ]

43
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Corolario 3.1.2. Para todos e, f € B(A) se tiene que (ef) =¢e + f'.
Prueba. Por el Lema 3.1.1, (¢/'f') = (¢/) + (f') = e+ f. O
Lema 3.1.3. (B(A),+,-,/,0,1) es un dlgebra de Boole.

Prueba. Por el Lema 3.1.1 y el Corolario 3.1.2, tanto la suma como el pro-
ducto de elementos en B(A) es cerrada. Ademaés, la restriccion del orden de
A a B(A), hace que dicho conjunto sea un join-semilattice acotado y com-
plementado. Como la suma se distribuye con respecto al producto, sélo hace
falta verificar que el producto de A restringido a B(A) es un infimo. Sean
e, f € B(A), siexiste d € B(A) tal que d < e, f, entonces, por el Lema 1.1.11,
> =d<ef. ]

Lema 3.1.4. Sea A un riRig. Considérese A: B(A)? — Set definido como
A(e) = Ale™!]. Entonces, A € Sh(B(A)).

Prueba. Si, e, f € B(A) y e < f entonces ef = e, asi por el Lema 1.2.19,
se sabe que para todo e € B(A), Ale™!] = ({ e), luego, por la propiedad
universal, existe un unico morfismo de riRigs (| ¢) — (| f) que factoriza
a A — (| f), asi, A es prehaz. Para probar que es un haz para el sitio
coherente sobre B(A), asimase que e = e + €5 y sea 21 € (| e1), 20 € (] e2)
una familia compatible, entonces, zie; = zpe9. Considérese z = 21 + 2z».

Claramente z € ({ e); més aun,
zey = (21 + z2)e1 = z1€1 + 2961 = z1€1 + z169 = Z€,

luego ze = z y en consecuencia ze; = z. La prueba de que ze; = 2 es similar.
Si existiese otra amalgama h € ({ €) para z1, 25, entonces he; = 21y hes = 2o,
luego h = he = z1 + 29 = z. Asi pues, A es un haz. n

Sea A un riRig. Observar que por el Corolario 2.1.2 y la Proposicién 3.1.3,
se tiene que para todo e € B(A)

(1+1)(e) ={(a,b) |a,be B(A),a,b<e,a+b=e,ab=0}

entonces, de lo visto en la discusion previa a la Proposicion 2.2.3 se deduce
que el morfismo candnico

ce:(1+1)e) > [z+y=1 A zy=0z(e)
estd definido como c.(a,b) = (a,b).

Proposicién 3.1.5. A es un riRig conezo en Sh(B(A)).
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Prueba. Por la Proposicion 3.1.4, y el Lema 1.2.19, A es un riRig en Sh(B(A)).
Ahora, para probar el enunciado hay que verificar que el morfismo canénico
c:l+1—=zx+y=1 A zy=0]zes un isomorfismo en Shv(B(A)). Sea
e € B(A). Por definicion, c. es inyectiva, luego ¢ es mono en Shv(B(A)). Por
otro lado, sea (a,b) € [xr+y=1 A a2y =0]z(e). Comoa+b=eyab=0,
es claro que a,b € B(A) y que el conjunto {a, b} forma un cubrimiento de e
en B(A). Ahora, como a,b < e y A es prehaz, notar que

co(a,0) = (a,0) = (a® ba) = (a,b) - a
pues por el Lema 1.1.11, a? = a. De manera similar, se prueba que
Cb(Oa b) = (CL, b) -b

Lo cual, por el Lema 2.3.3, significa que c es epi en Shv(B(A)). Asi pues c es
un isomorfismo. Finalmente, si A(e) = 1, entonces (J.€) = 1, lo cual implica

claramente que e = 0. Por lo tanto, por el Lema 2.2.2 y la Proposicion 2.2.3,
A es conexo en Sh(B(A)). O

Sea A un riRig y B(A) su centro booleano. Sea T — B(A) el subconjun-
to de atomos de B(A). Si B(A) es finito, entonces, por razones genera-
les (Lema C2.2.21 en [25]), la inclusion 7' — B(A) induce una equivalencia
T — Shv(B(A)) entre el topos de prehaces en T y el topos de haces en el
algebra de boole B(A). El haz A en Shv(B(A)) de la representacion, se co-
rresponde con un prehaz L € T que carga su estructura asociada de riRig
conexo. Por el Lema 2.2.6, esto significa que para todo t en T, L(t) es un
riRig conexo. Se ha obtenido entonces

Proposicion 3.1.6. Sea A un riRig con centro booleano finito. Entonces, el
haz A es conexo en Shv(B(A)) si y sdlo si, el riRig Ale™'] es conexo en Set
para todo e en T — B(A).

3.2. La categoria &.

Cualquier morfismo f : C' — D de reticulos distributivos es un morfis-
mo de sitios (en el sentido del Teorema VII.10.1 en [30]) cuando éstos son
considerados como categorias pequenas equipadas con la topologia cohe-
rente. Por el Teorema VII.10.2 de op. cil. existe un morfismo geométrico
f : Shv(D) — Shv(C) cuya imagen directa f, estd definida para todo
P € Shv(D) como f.(P) = Po f, esto es f.(P)(d) = P(f(d)) para todo
deC.
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Definicién 3.2.1. Una representacion de Pierce es un par (C, P) donde C
es un reticulo distributivo y P es un riRig conexo en Shv(C). Un morfis-
mo (C,P) — (D, Q) de representaciones de Pierce es un par (f,g), donde
f:C — D es un morfismo de reticulos y g : P — f.(Q) es un morfismo de
riRigs en Shv(C).

Considérese (p,h) : (D,Q) — (E, R) otro morfismo de representaciones de
Pierce. La composicion (p, h)(f,g) : (D, P) = (E, R), se define como el par

(pf, f«(h)g).
P—2 £.(Q) Z (pf).(R)

De la funtorialidad de f, y del hecho de que (pf). = fips«, es claro que
la composicion esté bien definida y es asociativa. Ademas, para todo reticu-
lo C' el morfismo id¢, induce la identidad en Shv(C), asi (idc, idp) es idc,p).

En lo sucesivo, se denotara como & a la categoria cuyos objetos son repre-
sentaciones de Pierce y cuyos morfismos estdn determinados por los pares
descritos en la Definicion 3.2.1.

3.3. Teorema de Representacion.

Previo a la demostracion de la representacion de Pierce de riRigs, se enun-
ciaran algunos resultados que seran de utilidad para el desarrollo de esta
Seccion.

Lema 3.3.1. Sea f : A — B un morfismo de riRigs, entonces f preserva
elementos booleanos.

Prueba. Sea e € B(A), de la Proposicion 1.1.14, se tiene que e + ¢’ = 1, con
¢/ = e — 0. Entonces

1= f(1)=fle+e)=fle)+ f(e) = fle) + fle)
luego, nuevamente por la Proposicion 1.1.14, f(e) € B(B). O

Lema 3.3.2. Para todo riRig A en Set, el par (B(A), A) es una representa-
cion de Pierce.

Prueba. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 3.1.3 y 3.1.5. [

Sean A y B riRigs en Set y sea f : A — B un morfismo de riRigs. Por el
Lema 3.3.1, se tiene que la restriccion de f a B(A) determina un morfismo
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de reticulos f : B(A) — B(B), el cual, por lo enunciado al comienzo de la
Seccion 3.2, determina un morfismo geométrico

f :Shv(B(B)) — Shv(B(A))

cuya imagen directa f, esta definida como f.(G)(e) = G(f(e)) para todo
G € Shv(B(B)).

Ahora, sea e € B(A). Es claro que if)(f(€)) = 1p/(s), entonces, por el
Lema 1.2.18,

A—L . B
zl Liﬂe)
(e) == 1(e)

existe un tnico morfismo de riRigs f, : A/(e) — B/(f(e)) tal que el dia-
grama de arriba conmuta. Sean ej,e; € B, tales que e; < e;. Dado que
f(ea) < f(e1), nuevamente por el Lema 1.2.18, la conmutatividad del diagra-
ma (donde las filas del cuadrado de la derecha son los morfismos candnicos
de Ale;'] — Ale;'] v Blf(e1)™!] — B[f(e2)™'], respectivamente)

i (er)

se tiene y como B/(f(e)) = f.(B)(e), se concluye que f : A — f.(B)
es natural en Shv(B(A)). Por la Proposicién 3.1.5, A y B son conexos en
Shv(B(A)) y Shv(B(B)), respectivamente, asi

(f.]) : (B(A), A) — (B(B), B)

es un morfismo en @.

A partir del Lema 3.3.2 y como consecuencia de la discusiéon anterior, se
obtiene una asignacion F : riRig — &, definida como F(A) = (B(A), A)
para un riRig A y como F(f) = (f, f) para un morfismo de riRigs f : A — B.

Lema 3.3.3. La asignacion F : riRig — & es funtorial.
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Prueba. Es claro que F(ids) = (ida,idg) = idr(a). Ahora, sean f: A — B
y h: B — C morfismos de riRigs. Entonces, se tiene que F(hf) = (hf, hf)
y ademas se tiene que F(h)F(f) = (hf, fu(h)f)).

At p " _¢©
iel if(e)l/ lihf(e)
(¢6)7>(¢f(6))TU>(¢hf(€))
v

hf.

Dado que ipfe) = inirey) ¥ (L hf(e)) = (L h(f(e))), por el Lema 1.2.18, el
diagrama de arriba conmuta para todo e € B(A). Por lo tanto, dado que

Ef(e)fe = f.(h)of., entonces f.(h)f = hf, asi F(h)F(f) = F(hf). H

Sea (f,g) : (C,P) — (D, Q) un morfismo de representaciones de Pierce. Es
claro que para todo d € C, el morfismo g4 : P(d) — Q(f(d)) es un morfismo
de riRigs en Set. Lo anterior determina un funtor

I': ® — riRig

definido en objetos como I'(C, Q) = Q(1) y en morfismos como I'(f, g) = g1.
Dicho funtor es conocido como el funtor de puntos. Vale la pena mencionar
que, en este trabajo la terminologia de “puntos” hace referencia a la nocién
de elementos globales del prehaz (). Esto es, el conjunto de transformaciones
naturales 1 — @ en Shv(C), el cual, por el Lema de Yoneda, es isomorfo al
conjunto Q(1).

Observar que para todo riRig A en Set, I'(B(A),A) = A(1) = (L 1) = A.
Dicho de otra forma, todo riRig es el algebra de puntos de un haz de riRigs
conexo sobre un algebra de boole.

A continuacion, se muestra el resultado principal de este capitulo:

Teorema 3.3.4. El funtor de puntos I : ® — riRig es adjunto a derecha
de F : miRig — &, el cual ademds, es pleno y fiel.

Prueba. Para verificar la adjuncion, sea (C, P) una representacion de Pierce
y [+ A — P(1) un morfismo de riRigs en Set. Entonces, por el Corolario
2.2.4, para todo e € B(A) existe un tnico z, € B(C) tal que (tf)(e) = z..

B(A) L~ B(P(1)) —~ B(C)
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Definase g : B(A) — C como g(e) = z.. Por construccion, g es un morfismo
de reticulos. Por el Corolario 2.2.4, t,. (f(e)-z.) = z.At1(f(€)) = ze = 18(ja.),
asi f(e)-xe = lp(s,), pues t es un isomorfismo. Por el Lema 1.2.18, existe un
tnico morfismo de riRigs, k. : A/(e) — P(z.), definido para todo [z]. € A
como k.([z].) = f(z) -z, que hace que para todo e € B(A), el diagrama (con

f: kl)?

T Ty
A€/<e> — P(fl(e))

conmute, asi k : A — f.(P) es un morfismo de riRigs en Shv(B(A)) que es
tinico por construccion, luego (f, k) : (B(A), A) — (C, P) es un morfismo en
®. Por lo tanto, F 4 I'. Dado que la unidad de la adjuncién es un isomorfismo,
el enunciado se tiene. ]
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Capitulo 4

Representacion really local de un
riRig.

En este capitulo, se demuestra el segundo resultado principal de este trabajo:
Todo riRig es el dlgebra de puntos de un haz de riRigs really local sobre
un reticulo distributivo. Para tal efecto, se desarrolla la segunda teoria de
representacion por haces de riRigs, esto es, la representacion really local.
A través de ésta, se muestra que todo riRig determina un haz really local
interno en el topos de haces sobre su reticulacion, el cual, es un objeto de la
categoria de representaciones really local. Existe un funtor pleno y fiel desde
la categoria de riRigs a la categoria anteriormente mencionada. Este funtor
es adjunto a izquierda del funtor de puntos.

4.1. FEl haz really local asociado a un riRig.

En esta seccion se muestra como a partir de un riRig A en Set, se puede
construir un haz really local A sobre un reticulo determinado por A.

Sea A un riRig y a,b € A. Considérese la relacion a ~ b si y solo si (a) = (b)
o equivalentemente, a ~ b si y s6lo si existe un n € N, tal que a" < by
b" < a. Esta relaciéon claramente es de equivalencia en A. En lo sucesivo, se
denominara V4 al cociente resultante; la clase de equivalencia de un elemento
a € A serd notada como a.

Lema 4.1.1. Sea A un riRig y a,b € A. Entonces:
i) Sia <b entonces (b) C (a).
it) {(a+b) = (a) N (b).

ol
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Prueba. Supongase a < b. Si z € (b, existe un n > 0, tal que b" < z, luego,
por propiedades del producto, a” < b" < z; esto es, (a) C (b). Ahora, de lo
anterior, es claro que (a+b) C (a), (b), entonces (a+b) C (a) N (b). Por otro
lado, si z € (a) N (b), existen n,m > 0, tales que, a™ < z, b"™ < z. Por el
Corolario 1.1.8 se tiene que (a + b)"™ < a™ +b™ < z, luego z € (a + b), lo
cual implica que, (a) N (b) C (a + b). O

Obsérvese que como consecuencia del item (i) del Lema 4.1.1, se tiene que
la relacion de contenencia sobre filtros principales induce un orden parcial
en V, definiendo @ < b si y solo si (b) C (a) para todos @,b € V4. Mas atin,
dicho poset tiene como primer y tltimo elementos a 0 y 1, respectivamente.
Definase aVb=a-+byaAb=ab.

Lema 4.1.2. (V4,V,A,1,0) es un reticulo distributivo y acotado.

Prueba. Por el item (i) del Lema 4.1.1, como a,b < a + b, entonces se tiene
que (a+0b) C (a), (b) luego @, b < a + b. Si existiese un ¢ € V, tal que @,b <,
entonces (c) C (a), (b), por el item (i) del Lema 4.1.1, {(c¢) C (a)N(b) = (a+b),

esto es, a +b < €. Por otro lado, dado que ab < a,b por la integralidad,
nuevamente, por el item (i) del Lema 4.1.1, se tiene que ab =< @, b. Supéngase
que existe un d € V4 tal que d < @,b, entonces a,b € (d), luego, existen
n,m > 0 tales que d™ < ay d"* < b, asi, d"t < ab, esto es, ab € (d), y por
lo tanto (ab) C (d), es decir, d < ab. Finalmente, la distributividad en V4
es consecuencia directa de la distributividad del producto con respecto a la

suma en A. O]

Es claro que riRig es una subcategoria de iRig, donde iRig denota a la
categoria algebraica de los rigs integrales en Set (Definicion 1.1.2). Por otro
lado, también dLat es subcategoria de iRig, ya que como se observa en
la Seccion 8 de [28], son exactamente los reticulos distributivos, aquellos
rigs integrales que satisfacen la ecuacion 22 = z. Dicha ecuacion, dice que la
multiplicaciéon es idempotente.

Lema 4.1.3. Si A es un riRig el cociente na : A — A/~ es universal desde
A a la inclusion dLat — iRig.

Prueba. Sea f: A — D un morfismo de rigs con D un reticulo distributivo.
Siz <y, existe un m € N tal que 2™ < y y, como la multiplicaciéon es idem-
potente en D, se tiene que f(x) = f(2™) < f(y). Por lo tanto, x ~ y implica
que f(z) = £(y). 0

En sucesivo, al codominio del morfismo 714 =7 : A — V4 se le denominara
la reticulacion del riRig A.
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Finalmente, sea f : A — B un morfismo de riRigs y sean V4 y Vg sus
respectivas reticulaciones. Por el Lema 4.1.3, existe un tinico morfismo de
reticulos f : V4 — Vg tal que el diagrama

A—f>B

nAj lnB

V_,>V
A 7 B

conmuta. Esto es, las asignaciones A — V4 y f — f determinan un funtor
V : riRig — dLat. Para el resto del trabajo, el morfismo f sera notado como
Vf : VA — VB.

Lema 4.1.4 (Lema del Pushout-Pullback.). Sea A unriRig y a;,as € A.
El siguiente diagrama es un Pushout y también un Pullback en riRig.

A/(a1 + a2> —_— A/<a1>

| l

A/(az) Af(araz)

Prueba. Considérese el diagrama siguiente, donde B es un riRig arbitrario:

™

p2

Se prueba que es un pushout. Supéngase que sty = tmy. Observar que como
T2 = 41 Y Tol12 = 42, entonces si; = tis. Ahora, nétese que

si1(arag) = siq(aq)sii(az) = siy(az) = tis(az) = 1.

Luego, por la propiedad universal de las localizaciones (Lema 1.2.18), existe
un unico morfismo de riRigs k : A/{ab) — B, tal que kp1i; = siy y por consi-
guiente, dado que 7 es epi, se tiene que kp; = s. Ahora, dado que pym = pamy
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y sm = tme, entonces kp;m = smp implica que kpome = tmg. Como 7y es epi,
se tiene que kps = t. Asi, el diagrama del enunciado es un Pushout.

Para una mejor comprension en la parte final de la prueba, se establece la
siguiente notacion, para todo = € A: Los elementos de A/(a; + ag) seran
escritos como [z], los elementos de A/(a;), con i = 1,2, como [z]; y los ele-
mentos de A/{ajas) como [z]o. Habiendo dicho esto, considérese el siguiente
diagrama, donde B es un riRig arbitrario:

Af{ar)

p1

A/{araz)

P2

Supéngase prl = pom. Si I(c) = [zl y m(c) = [yla, se tiene que [z]o = [y]o
luego, existe un r > 0, tal que ajasr <y y ajaly < x.

Definase h(c) = [z] = [ajz + aby]. Este morfismo esté bien definido, pues si
[z]; = [2/] y [yl = [y ]g, entonces, existen s,t,l > 0 tales que, ajz < 2/,
air’ < x, aby < o, aky <y, a aéx/ <y vy dady < 2. Asi pues, si
2 = ala’ + aby' se tiene: a¥z < ai“x < da' y ayz < abtlz < dby', por
tanto, por el Corolario 1.1.8, se tiene que (a3 + ag)™z < (a} + a}) < 2/,
donde u = r+ 1+ sy v =r+t+[. De manera similar, se verifica que

(a1 + az)*z’' < z, lo cual significa que [z] = [2/].

Ahora, por hipotesis, la integralidad de A y el hecho de que ajz < z y
ary < 2 por construccion, se tiene que ajz = a¥'x + ajaly < a¥r+x <xy
que a2 = a3y + ajabr < a3y +y < y. Entonces [z]; = [z]; ¥ [2]2 = [y]2, lo
cual significa mh =1y mh =m.

Para mostrar que h es un morfismo de riRigs, considérese el morfismo indu-
cido por el producto p : A/{a; +as) — A/{(a1) x A/{as), el cual se encuentra
definido como p([z]) = ([x]1,[z]2). Supdéngase que p([z]) = p([y]) entonces
[z]1 = [y]1 v [x]2 = [y]2- Luego, existen r,s > 0 tales que ajz <y, aly < z,
asr < yyajy <z Porel Corolario 1.1.8, (a1 +a2)™z < yy (a1 +a2)"y < x,
asi pues [z] = [y]. Claramente, p es un morfismo de riRigs, por lo tanto p es
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monomorfismo.

Sic,d € B, se tiene que

p(h(e)) = p(l2]) = ([zh; [2]2) = ([z]1, [yl2) = (I(c), m(c))

Entonces si existe un morfismo A’ desde B a A/{a; + ag) tal que mh' =1
y mh! = m, de la parte anterior, se tiene que p(h(c)) = p(h/(c)) para todo
¢ € B. Como p es inyectiva, se concluye que h = h'.

Ahora, para probar que h es un morfismo de riRigs, considérese el diagrama
de abajo, donde ¢ es cualquiera de las operaciones ¢ binarias de A. Se verifica

que p(h(cod)) = p(h(c) o h(d)).

B x B A/ (ay + as) x Af{ay + as)

. lo
B - A/{ar + as)

Sil(d) = [2']; y m(d) = [¢/]2, entonces, h(d) = [a}x’ + aby'] = [w]. Ahora,

p(h(c) o h(d)) = ([z] o [w]) = ([z 0 w]) = ([z 0 w]y, [z 0 w]2)
= ([l o [wh, [e]2 0 [wla) = ([z]1 o [#']1, [y]2 © [v/]2)
= (I{¢) o U(d), m(c) o m(d)) = (I(c o d),m(cod)) = p(h(cod)).

Luego, como p es mono, se tiene que h(c o d) = h(c) o h(d). Es claro que
preserva 0 y 1, luego, el diagrama es Pushout. ]

Como consecuencia directa del altimo resultado, se tiene lo siguiente:

Lema 4.1.5. Sea A un riRig. Considérese A VP — Set definido como
A(@) = A/{a). Entonces A € Shv(V,).

Prueba. Sia@ =< b se tiene que (b) C (a), entonces, por la propiedad universal
de las localizaciones, existe un tnico morfismo A/(b) —s A/(a). Esto es, A
es un prehaz. Finalmente, si @ = @7 V @3 entonces (a) = (a; + az), luego, por
el Lema 4.1.4, es claro que A satisface la condicion de haz. 1.

Proposicion 4.1.6. El haz A es really local en Shv(Vy).

Prueba. Por el Lema 2.1.1, se tiene que para todo @ € Vy,

(A+A) (@) = {(@v,ar, [z]o, [yh) | @wVar = @, aonhar =0, [z]y € A(@), [y € A(ar)}
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y

[z +y=1]@) = {([z], W]) | = +y € (a)}
Para llevar a cabo la prueba, es imperativo, describir el morfismo inducido
por el coproducto de manera precisa. Asi pues, considérese el diagrama

A@) —— (A + A) (@) —2"— A(a)

Como en la prueba del Lema 2.1.1, r5(ag, a1, [z]o, [y]1) = ([s], [t]), donde

(s, [t]) - a0 = la5([2lo) = ([x]o, [1]o) w  ([s], [t]) - ax = maz([ylr) = ([1]1, [yl)-

Entonces, existen s,t € A tales que s € (a1), t € {(ag), s +t € (a), afs < =,
atr < s, aly <ty alt < y para algiin p,q > 0. Como ajay = 0, exis-
ten w,v > 0, tales que afa’ < yy ajaj < x. Considérense s = aj +y y
t = af +x. Se verifica que: aff < aff +y = t, entonces ¢ € (ag). Por otro lado,
al(ay +y) <y+aly =yyaly <y <t por tanto [t]; = [y];. De manera
similar, se verifica que [s]; = [1]1 v [s]o = [z]o. Como ag + a1 € (a), existe un
r >0 tal que a” < ag + aq, entonces, a™" < (ag + a1)"" < a¥ +af < s+,
por lo tanto s +t € (a).

Asi, el morfismo inducido por el coproducto, queda descrito como

ra: (A+ A)@) — [z +y =1](a)
(ao, @y, [z]o, [y]1) = ([a] + ], [ag + y]).

Solo falta probar que 7 es epi en Shv(V,). Para tal efecto, sean @ € V4 y
([z], [y]) € [r+y = 1](@), entonces z +y € (a) implica que (z+y) C (a), por
tanto @ <z +y. Asi pues, a =aAx+y =alr+vy) =az Vay, luego az,ay
es un cubrimiento para a. Ahora,

([z], W]) - aT = ([2]aw, W]az) = (Maz, W]ax) = 7a(0,aT, [1o, [Yae),

similarmente, ([z], [y]) - @y = ([*]ay, [1]ay) = Ta5(@¥, 0, [x]ay, [1]0). Lo cual, por
el Lema 2.3.3, significa que r es localmente sobreyectiva, por tanto, es un
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epimorfismo en Shv(V,).

Es claro que, si @ = 0, entonces A(0) = A/(0) = 1. Por otro lado, si A(@) = 1,
por el Lema 1.2.21, a es nilpotente, luego (a) = (0). Por lo tanto @ = 0.
Consecuentemente, en virtud del Corolario 2.3.5, A es really local. ]

Sea A un riRig con reticulacion A — V4. Sea P — V4 el subposet de ele-
mentos (join-)irreducibles en V4. Si V4 es finito, entonces, por razones gene-
rales (Lema C2.2.21 en [25]), la inclusion P — V4 induce una equivalencia
P Shv(V4) entre el topos de prehaces en P y el topos de haces en el re-
ticulo V4. El haz A en Shv(V,) de la representacion, se corresponde con un
prehaz B € P que carga su estructura asociada de riRig really local. Por el
Lema 2.3.7, esto significa que para todo p en P, B(p) es un riRig really local.
Se ha obtenido entonces

Proposicion 4.1.7. Sea A un riRig con reticulacion finita. Entonces, el haz
A es really local en Shv(Vy4) si y solo si, el riRig Alx™'] es really local en
Set para todo T en P — Vy.

Ejemplo 4.1.8. Como un ejemplo de un riRig con reticulacién finita, con-
sidérese A = Z<oU {—00} con 0 = T y —oo =L. El producto esté definido
como
{ m—+zn, m,n > —oo
mn =
—00, m=-—-00 0 n=—00

donde m +7z n es la suma usual en Z. A su vez, la suma esté definida como
m +n = max{m,n} y el residuo como

0, m<n
m-—n=+< m-—mn, m>n, n7#—00
—00, m>n, n=-—-00

donde m — n es la resta usual de Z.

Como A es un conjunto totalmente ordenado, todo par L< m,n < T, es
comparable, asi que si se asume m < n, por la propiedad Arquimedeana de
la suma, existe un k > 0 tal que n* < m. Esto significa que M = 7 en Vy ,
luego la reticulacion de A es el conjunto totalmente ordenado de tres elemen-
tos.

Adicionalmente, observar que, dado que el tinico elemento irreducible de V4
es T, con L< x < T entonces A(T) = Alz~'] = {LL, T}, el cual es claramente
really local. Por la Proposicion 4.1.7, A es un riRig really local interno en el

topos Shv(Vy).
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4.2. La categoria R{.

A lo largo de esta seccion, se utilizara una notacion mas especifica en torno al
clasificador de subobjetos principales de un topos de haces sobre un reticulo
distributivo (ver Seccion 2.4), dado que se involucraran diversos reticulos en
simultaneo. Esto es, se esciribird T : 1 — Ap para denotar el clasificador de
subobjetos principales de Shv(D), con D un reticulo dado.

De los comentarios hechos al inicio de la Seccion 3.2, se tiene que todo mor-
fismo de reticulos f : D — C, determina un funtor f, : Shv(C') — Shv(D)
que resulta ser la imagen directa de un morfismo geométrico entre los to-
pos Shv(C') y Shv(D). Asi mismo, el morfismo f, determina un morfismo
f'+ Ap = fiAc en Shv(D), tal que para cada d € D,

far (bd) = (fihe)a = (L f(d))

estd definida como f)(z) = f(x), para todo z € ({ d). En lo sucesivo, se
escribird f : Ap — f.A¢ para denotar al morfismo f’.

Definiciéon 4.2.1. Una representacion really local es un par (D, P) donde
D es un reticulo distributivo y P es un riRig en Shv(D) que satisface las
condiciones equivalentes del Corolario 2.4.6. Un morfismo (D, P) — (C, Q) es
un par (f,g) donde f: D — C es un morfismo de reticulos y g : P — f.(Q)
es un morfismo de riRigs en Shv (D) tal que el diagrama

ép Lf*@@)

Ap—= f(Ac)

conmuta. Esta tltima condicién serd denominada como compatibilidad con
subobjetos principales.

Sea (p,h) : (C,Q) — (B, R) otro morfismo de representaciones really local.
La composiciéon de morfismos de representaciones really local, se define de
manera analoga a la composicion de representaciones de Pierce (Seccion 3.2);
esto es, (p,h)(f,9) : (D,P) — (B, R) esta dada por el par (pf, f.(h)g).
De la funtorialidad de f, y del hecho de que (pf). = fip«, es claro que la
composicion esté bien definida y es asociativa. Ademaés, para todo reticulo D
el morfismo idp, induce la identidad en Shv(D), asi (idp,idp) es id(p, p).

Lema 4.2.2. La composicion de morfismos de representaciones really local
definida como arriba, determina una categoria.
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Prueba. Solo hace falta probar que si g y h son compatibles con subobjetos
principales, se tiene que f.(h)g también lo es. Del diagrama, se tiene que:

P £.(Q) " (bf)u(R)
op lf*(@;)) l(l)f)*(dm)

AD_f>f*(AC) s (pf)«(A)

Como h es compatible con subobjetos principales, p.(¢r)h = ppg. La fun-

torialidad de f. y (pf). = fup. implican que (pf).(¢r)f2(h) = f.(p)f.(6q),
luego (pf)«(or) fi(h)g = fi(p) f(Pg)g. Como g es compatible con subobjetos
principales, (pf)«(¢r)f<(h)g = f(p)(fép). ]

En lo sucesivo, se denotard como R£ a la categoria cuyos objetos son re-
presentaciones really local y cuyos morfismos se corresponden con los pares
descritos en la Definicion 4.2.1.

4.3. Teorema de Representacion.

Para poder probar el resultado central de este capitulo, es preciso introducir
algunos resultados previos sobre representaciones really local.

Lema 4.3.1. Sea A un riRig en Set y sea R un riRig en l/);. Para todo
g:A— R(1) existe a lo sumo un ¢ : A — R tal que el diagrama

conmuta. Mds ain, dicho ¢ eziste siy solo si para todoa € A, g(a) -a =1 € R(a).

Prueba. Sea ¢ : A — Rtal que el triangulo de la proposiciéon conmuta. Para
todo @ en V4 el cuadrado de la izquierda
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conmmuta por definicion de A y el cuadrado de arriba a la derecha conmuta
por la naturalidad de ¢. Entonces ¢z esta determinada por ¢t y la propie-
dad universal de A — A/{a). Esto completa la prueba de la primera parte
del enunciado. Observar que el rectangulo también muestra que para todo
r€A gla)-a=1.

Para la prueba del reciproco, supongase que g(a)-a =1 para todo a € A.
Entonces, la propiedad universal de A — A/(a) implica la existencia de
una tnica @z : A(@) — R(@) tal que el rectangulo de arriba conmuta. La
propiedad universal de las localizaciones también implica que la coleccion
{paz | (@) € V4} es natural. O

Lema 4.3.2. Sea (C, P) una representacion really local y g : A — P(1) un
morfismo de riRigs en Set. Entonces, existe un unico morfismo de reticulos
f:Va— C, tal que el diagrama

A—2- p(1)

nl 1

VA—>C’

conmuta.

Prueba. Sea ¢1g = F : A — C. Del Lema 4.1.3, se tiene que la existencia y
unicidad del morfismo f : V4 — C depende de si F' es un morfismo de rigs
integrales. Previo a la prueba de este hecho, observar que como (C, P) es una
representacion really local, por 2. del Corolario 2.4.6, se tiene que para todo
a€ A Fla)=\{de C|g(a) -d=1}. En lo que sigue, F'(a) serd notado

como d,.

Es claro que F'(1) = 1. Ahora, para probar que F' preserva productos, notese
que en P(dg)

1= g(ab) - dap = (g(a) - dap)(g(a) - das)
pues g preserva productos, luego por integralidad se tiene que
g(a) - dap = g(b) - dop = 1

por lo tanto, dy, < dg,dy, asi dy < d, A dy. Por otro lado, dado que en
P(d, A dp)
1=(g(a)- dy) - (do Ndp) = g(a) - (do A dyp)

1= (g(b) - d) - (da A dp) = g(b) - (da N db)
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entonces g(ab) - (d, A dy) = 1, por lo tanto d, A dy < dg, lo cual termina la
prueba de que F(ab) = F(a) A F(b). Para probar que F preserva supremos,
observar que por integralidad, se tiene que g(a + ) -d, = 1 € P(d,) y
gla+b)-dy =1 € P(dy), esto es, dg,dp < dgip, luego d, V dy < dgyyp. Por otro
lado, como g preserva supremos,

gla+0) - dory = (9(a) - days) + (9(b) - dars)

entonces, por 2. del Corolario 2.4.6, existen u, v < d, 1, con uV v = d,p tales
que g(a) -u=1¢€ P(u)y g(b)-v =1 € P(v). Esto implica que u < d, y
v < dp, luego, do1p = u Vv < d, Vd,. Porlo tanto F(a+b) = F(a) V F(b).
Finalmente, como P es really local en Shv(FE), por (ii) del Corolario 2.3.5,
0-d=1siysolosid=0,asi, F(0)=0. ]

Lema 4.3.3. Para todo riRig A, el par (Va, fl) es una representacion really
local.

Prueba. Sea A un riRig, por la Proposicion 4.1.6, A es really local en
Shv(V,). Ahora, sea [z], € A/(a), entonces

[ ]:fc a= [1]96 4= mxa

S
5

I
E
H|

Supongase que existe un ¢ < @ en Vy, tal que [z]. = [1]., entonces, x € (c),
luego (z) C (c). Asi pues, ¢ < Z,a implica que ¢ = Ta = T A a. Por lo
tanto, (¢ 1)a([z]a) = Ta, asi ¢z([z]s) = (I Ta), luego, por el Corolario 2.4.6,
el resultado se tiene. O

Sean A y B riRigs en Set y sea f : A — B un morfismo de riRigs. De la
Proposicion 4.1.3, se tiene que f se extiende a un tnico morfismo de reticulos
Vi : Va4 — Vg, el cual determina un functor canénico

V¢, : Shv(Vp) — Shv(Va)

que resulta ser la imagen directa de un morfismo geométrico entre Shv(Vg)
y Shv(Vy4).

Notese que Vy,(B)(T)

= 1)) = B/{(f(1)) & B, entonces por el Lema
4.3.1, existe un tnico f :

Vi(
— V;.(B) en Shv(V,) tal que el diagrama

conmuta. Observar que para todo @ € V4 el morfismo fa: Alla) = B/(f(a))
esta definido como fz(x) = [f(2)] f(a)-



62 Seccion 4.3. Teorema de Representacion

Lema 4.3.4. Para todo morfismo de riRigs f : A — B, el par (Vy, f) es
compatible con subobjetos principales.

Prueba. Por lo visto anteriormente, esta claro que f es un morfismo en
Shv(V,). Solo falta verificar que dicho morfismo es compatible con subob-
jetos principales. Para tal efecto, sea @ € V4. Considérese el siguiente dia-
grama en Set (cuyas columnas son las evaluaciones en @ de los morfismos
i A= Ay, vy V(03 : V(B ) — Vs, (Ay,), v cuyas filas son las eva-

luaciones de @ de los morfismos f : A — V; (B) y V; : Ay, — Ay, en
ShV(VA)):

A/la) L2 B/(f(a))
(¢A)aj l%)m
(a) —— (L (a))
Entonces, para todo [z], € A/(a), se tiene que

Vi((¢4)a([z]a)) = Vi(Ta) = f(za) = f(2)f(a) = (65)50(Fall2]a)
esto es, el diagrama conmuta. Asi, de la Definiciéon 4.2.1, el enunciado se
tiene. O

Los Lemas 4.3.3 y 4.3.4, determinan una asignacion
R :riRig — RL
definida como R(A) = (V4, A) para un riRig A y como R(f) = (Vy, f) para
un morfismo de riRigs f: A — B.
Lema 4.3.5. La asignacion R es funtorial.
Prueba. Como V es funtor, se tiene que
Rida) = Via,,ida) = (idy,,idy) = idy, 3 = idga)

Ahora, sean f: A — By h: B — C morfismos de riRigs. Nuevamente por
la funtorialidad de V se tiene que,

Vo, ) V5, ) = VaVr, V1 (9)f) = Vor Vi (9)F)
Ahora, sean @ € V4 y [z], € A(@), entonces:

(V1.(9) alz)a) = Gvy@ (fallz]a) = (%)([f(l‘)]f(a)
= [g(f@)]atr@) = [(9) (@) gp@ = Vor)allzla):
Por lo tanto V;,(§)f = Vs, v en consecuencia, R(g)R(f) = R(gf)- O
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Por otro lado, sea (f,g) : (C, P) — (D, Q) un morfismo de representaciones
really local. De manera anéloga a la Seccion 3.3, es posible establecer un
funtor

I RE — riRig
definido en objetos como I'(C, Q) = Q(1) y como I'(f, g) = g1 en morfismos.
Observar que para todo 1iRig A en Set, T(V4, A) = A(T) = A[17] = A.

Esto es, todo riRig es el algebra de puntos de un haz de riRigs really local
sobre un reticulo distributivo.

Teorema 4.3.6. Ll funtor de puntos I' : R& — riRig es adjunto a derecha
de R : riRig — RL, el cual ademds, es pleno y fiel.

Prueba. Para verificar la adjuncion, sea (C, P) una representacion really
local y g : A — P(1) un morfismo de riRigs en Set. Por el Lema 4.3.2, existe
un tnico morfismo de reticulos k : V4 — C, definido como k(@) = F(a), tal
que el diagrama

A—L- p(1)

|

Vy——C

conmuta. Ahora, es claro que para todo @ € Va, g(a) - k(a) = 1 € P(k(a)),
entonces por el Lema 4.3.1, existe un tnico 8 : A — k, (P) tal que el diagrama

A—2L - p(1)
!

|

A/(a) —— P(F(a))

conmuta para todo @ € V4. Para probar que el par (k, ) es un morfismo
de representaciones really local, s6lo falta verificar que  es compatible con
factorizaciones. Para tal efecto, sea @ € V4. Entonces, dada la naturalidad

de ¢7: A — Ay, y ko(ép) : k(P) — k.(A¢), asi como la de 3,

((TA)/ Pil) Y)l

Vi Alla)—=P(k@) E
- (

‘f
\\(dm)at (i)
A

g

(¢P)k(ﬁ)
B (—)k(a)
Lk(@))
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la conmutatividad de los diagramas laterales y del cuadrado central superior
se tienen. Asi, de lo anterior se tiene que para todo [z]z € A/{a):

k. (op)a(Ba([z]a)) = (¢P)r@ (9(x) - k(@)
= (¢p)1(g()) A k(@)
— k(7a)

luego el diagrama () conmuta. Como la unidad de la adjuncion es un iso-
morfismo, el resultado se tiene. O



Capitulo 5

Representaciones en términos de
homeos locales.

En este capitulo se lleva a cabo la traduccion de los resultados de los Ca-
pitulos 3 y 4 a su expresion en términos de homeos locales. La herramienta
fundamental para lograrlo, es la equivalencia entre el topos de haces de un
reticulo distributivo con el sitio coherente y el topos de homeos locales sobre
un espacio espectral. Posteriormente, se define el espectro de un riRig, como
un espacio topologico asociado a su reticulaciéon y se muestra que las fibras
del homeo local asociado al haz de la representacion really local, coinciden
con los cocientes sobre filtros primos. Adicionalmente, en el Corolario 5.2.5,
se da una prueba alternativa del Teorema de Representacion subdirecta de
riRigs (Teorema 1.2.31).

5.1. Shv(D) y LH/spec(D) son equivalentes.

Sea D un reticulo. Con base en hechos conocidos sobre la dualidad entre
reticulos distributivos y espacios coherentes (ver Seccion 2.3 de [24]), en
esta seccion se discuten los detalles de la equivalencia entre las categorias
LH/Spec(D) y Shv(D) utilizando la presentacion del espacio Spec(D) for-
mulada en [36]. En lo sucesivo, el conjunto de abiertos compactos de un
espacio topologico X, serd notado como KC(X).

El espectro de un un reticulo distributivo D es el espacio topologico Spec(D)
cuyos puntos son los morfismos de reticulos p : D — 2 (donde 2 denota al
conjunto totalmente ordenado {L, T}) y cuya topologia tiene como base a
los subconjuntos o(a) C Spec(D), definidos como

o(a) ={pe€a(D)|pla) =T}

65
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para todo a € D. Es bien sabido que cada punto p tiene un par asocia-
do (p~'(L),p '(T)) compuesto por un ideal primo y un filtro primo, res-
pectivamente. Los abiertos bésicos satisfacen o(T) = o(D), o(L) = 0,
o(aVb)=o(a)Uac(b) y o(laAb) = o(a)No(b), para todos a,b € D. Mas
atn, un conjunto K C o(D) es compacto si y solo si existe un a € D tal que
K = o(a). Observar que el morfismo de reticulos ¢p : D — K(Spec(D)),
definido como ¢p(a) = o(a) es un isomorfismo.

Por otro lado, un espacio topologico X se dice coherente (ver [24]) (cono-
cidos también como espectrales en [36]) si es sobrio (todo conjunto cerrado
irreducible es la clausura de un tnico punto), (X)) es cerrado por intersec-
ciones finitas y ademas forma una base para la topologia de X. Una funcion
h: X — Y es coherente si h™! preserva compactos abiertos. Notese que la
funcion 7y : X — spec(K(X)) definida como 7x(x) = p,, con

T, ze€V
ﬂx(v):{J_ r ¢V

para todo V' € K(X), es un homeomorfismo.

Es un resultado clasico, que para todo espacio topologico X, las catego-
rias LH/X y Shv(X) son equivalentes (ver Corolario 3,I1.6 en [30]). La
equivalencia Shv(X) — LH/X envia un haz P: O(X)® — Set al espacio
de gérmenes de P definido de la manera siguiente: Para cada x € X, sea
Py =lm P(U) donde el colimite esté indexado por el poset de vecinda-
des abiertas de x (ordenadas por inclusion inversa). La familia de los P,
determina una funciéon 7 : [], . P, — X. Asi mismo, cada s € P(U) deter-
mina una funcién obvia $: U — [], .y P tal que 75 : U — X es la inclusion
U — X. El conjunto [], y P, esta topologizado por la base de imagenes
abiertas de las funciones s. Esta topologia convierte a m en un homeo local
sobre el espacio de gérmenes anteriormente mencionado.

Toda base B para la topologia de X puede ser considerada como un subposet
B — O(X). La topologia de Grothendieck usual en O(X) se restringe a lo
largo de B — O(X) y el morfismo de sitios resultante determina una equi-
valencia Shv(B) — Shv(X) (ver Teorema I1.1.3 en [30]).

La composicion de las equivalencias Shv(B) — Shv(X) — LH/X se aseme-
ja a la anterior, pues por finalidad (en sentido de la Seccion IX.3 de [29]), el
colimite P, = lim P(U) puede calcularse utilizando s6lo abiertos basicos.
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Siguiendo los detalles de la construccion anterior de acuerdo a las especifica-
ciones concernientes al espacio Spec(D), y acordando que el dominio de cual-
quier L € LH/Spec(D) seanotado como L, se tiene que la primera parte de la
equivalencia I' : LH/Spec(D) — Shv (D) enviaaun L € LH/Spec(D) en el
haz I'(L), el cual esta definido como I'(L)(d) = {7 : 0(d) — L | LT = idya)}
para todo d € D; y envia un morfismo H : L — M en la transformacion
natural I'(H) : T'(L) — T'(M), cuya instancia, para todo d € D, esta defi-
nida como I'(H)4(7) = HT, para todo 7 € I'(L)(d).

Ahora, para la segunda parte de la equivalencia A : Shv(D) — LH/spec(D),
sea p € o(D) y considérese su respectivo filtro primo p~'(T). Dado que
p~!(T) es un poset filtrante en D (ver Seccion IX de [29]), entonces, para
todod € p~'(T), la asignacion d — Pd define un cocono indexado por p~'(T)
para todo F' € Sh(D). Dado que Set posee colimites filtrantes, entonces F,
existe y ademas

F,= lim F(d)= lig F(d).

dep—1(T) p€Ea(d)

Observar que dichos colimites pueden ser descritos en términos de la relacion
de gérmenes (ver Seccion IL1.5 de [30]), esto es,

gHF

dep~ (T

donde (z,d) ~ (2/,d’) si y sblo si existe un ¢ < d A d’ con p(c) = T, tal que
x-c=1"-c. A partir de lo anterior y considerando A(F) =[] ) Fy, se

pESpec(D
define el homeo local A(F') : A(F) — Spec(D), el cual, a su vez, estd defini-
do como A(F)([(z,d)],p) = p. Para una transformacion natural o : F' — G,
el morfismo A(«) se define en fibras como A(«),[(z, d)] = [(ca(z), d)].

Es bien sabido que A es adjunto a izquierda de I' y que la unidad y counidad
son isomorfismos. La unidad de la adjuncion ng : F — [(A(F)) estd dada
para todo d € D como ng,(x) = &, donde @ : o(d) — A(F') esté definida
como z(p) = ([(z,d)],p). A su vez, la counidad €7, : A(T'(L)) — L, se en-
cuentra definida en fibras como (e.,),[(7,d)] = 7p

Como resultado de lo anterior, se obtiene que

Lema 5.1.1. Sea D un reticulo distributivo. Las categorias LH/Spec(D) y
Shv(D) son equivalentes. O
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5.2. Corolarios en términos de homeos locales

En esta seccion se explica de manera detallada como las representaciones de
riRigs desarrolladas en términos haces sobre un reticulo adecuado en las sec-
ciones precedentes, pueden expresarse en términos de homeos locales. Como
aplicacion principal, se obtiene una demostracion alternativa del teorema de
descomposicion subdirecta para riRigs, expuesta anteriormente en la Seccion
1.2.4.

Lema 5.2.1. Para todo riRig A, existe una biyeccion entre P(A) y dLat(Vq4,2).

Prueba. Es claro que para todo @) filtro primo de A, la funcién caracteristica
pg : A — 2 determina un tnico morfismo de rigs integrales. Entonces por la
propiedad universal de la reticulacion n4 : A — Vg, existe un nico morfismo
de reticulos pg : Va4 — 2 que factoriza a pg a través de 7y, el cual, estd
definido para todo @ € V4 como

_ T, a€@Q

r@={ 1 g0
Considérese f : P(A) — dLat(V4,2) como f(Q) = pg. La biyectividad de f
es consecuencia del Lema 4.1.3. OJ

Esta claro que V4 tiene un espacio topolégico asociado, cuyo conjunto de
puntos estd dado por dLat(Vy4,2) y cuya topologia estd determinada por
los abiertos basicos o(Z) = {p € dLat(Va,2) | p(ZT) = T}, para todo
T € V4. Del Lema 5.2.1, se tiene que los puntos de dicho espacio se iden-
tifican con el conjunto de filtros primos de A, lo cual permite a su vez,
identificar a los abiertos basicos o(Z) con el conjunto de aquellos @ € PB(A)
tales que po(Z) = T. Como consecuencia de dicha identificacion, es cla-
ro que o(1) = P(A), 0(0) = 0 y para todos z,y € A, se satisface que
o(zy) =o(z)No(y) y que o(x+y) = o(x) Uo(y). Notar que en un riRig A
arbitrario pueden existir = e y distintos tales que o(z) = o(y).

Lo anterior, motiva la siguiente definicion:

Definicion 5.2.2. Sea A un riRig. El espectro de A, se define como el espacio
topoldgico cuyo conjunto de puntos esta dado por PB(A) y cuya topologia esta
determinada por los abiertos basicos o(x) = {Q € B(A) | po(T) = T}. Dicho
espacio, sera notado como Spec(A).

Por el Lema 5.1.1 la equivalencia Shv(V4) — LH/Spec(A) se tiene. Como
se vio, ésta envia a un F' € Shv(V,) en un homeo local sobre Spec(A), cuya
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fibra Fyy sobre un filtro primo @ en P(A) puede ser descrita como
Fo = hﬂ F(7)
pQ(@T)=T

donde x se extiende sobre los elementos de A. Dicho de otra forma, la fibra
es el colimite del funtor

(g (1) = A 2 (1) L St
donde Q = p,'(T) C A es la inclusion usual.

Ahora, aplicando el Lema 5.1.1 al haz really local A asociado al riRig A (ver
Lema 4.1.5) y aplicando el proceso anteriormente descrito, junto con el Lema
1.2.23 en la ultima igualdad, se obtiene que la fibra sobre el filtro primo @) es

o= lim A@) = lim Afe']=AQ " =4/Q

pQ(@)=T pQ(@)=T

ya que pél(—l—) = (). Dicho de otra forma, cuando se considera al haz de la re-

presentacion really local A € Shv(V,4) como un homeo local sobre Spec(V,),
la fibra sobre un filtro primo @) de A, coincide con la localizacién de A en Q).

De vuelta a los espacios topologicos, todo punto z : 1 — X de un espacio
X determina un morfismo geométrico Set — LH/X cuya imagen inversa
LH/X — Set envia a un homeo local en la fibra correspondiente sobre z.
Como las imagenes inversas de morfismos geométricos preservan limites fini-
tos y colimites, entonces preservervan riRigs really local. Asi, como resultado
directo del Teorema 4.3.6 y del Lema 5.1.1, se obtiene el siguiente

Corolario 5.2.3. Todo riRig puede representarse como el dlgebra de seccio-
nes globales de un homeo local sobre un espacio coherente, cuyas fibras son
riRigs really local.

Sea {A;}icr una familia de objetos en riRig y sea C' = [[,.; A; su coproducto
en Set. Considérese o : C' — I el morfismo en Set, que asigna a cada par
(x,7) de C, el indice i. Para lo que sigue, el conjunto de secciones de a seré
notado como Y(«a). Entonces:

Lema 5.2.4. Eriste un isomorfismo en Set entre [[,., Ai y X().

Prueba. Sea x € [[,.; Ai y z; su i-ésima proyeccion. Definase

g:HAi—>Z(oz)

iel

el
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como ¢g(z) = s,, donde s, : I — C esté a su vez, definida como s,.(7) = (x;,17).
Claramente g(z) es una seccién de a. Para probar la sobreyectividad de g,
sea s € X(«), entonces s(i) = (y,j) € C, para todo i € I. Como as = idy,
siempre existe un elemento s; € A; tal que s(i) = (s;,17), por lo tanto existe
un tnico z € [[..; A; tal que m(2) = s;, para todo i € I. Asi, g(z) = s,
implica que s,(i) = (s;,7) = s(i), para todo i € I. La inyectividad de g es
inmediata. Lo cual finaliza la prueba de la biyectividad de g. O]

Como consecuencia de lo visto en esta seccién, se obtiene una prueba alter-
nativa del Teorema 1.2.31.

Corolario 5.2.5. Todo riRig no trivial A es producto subdirecto de riRigs
really local.

Prueba. Es claro que I'(A(A)) C %(A(A)). Ahora, por el Corolario 5.2.3,

todo riRig A es isomorfo a T'(A(A)) y por el Lema 5.2.4, 3(A(A)) es isomorfo
a [Toespec(za) Aq- La inclusion resultante A — []ocg,eqa) Ag esté determi-

nada por las localizaciones A — le = A[Q7!], para todo Q € Spec(A). O

Observar que si D es un algebra de Boole, el espacio topologico asociado
Spec(D) es de Stone, esto es, es compacto, Hausdorff, y 0-dimensional. Luego,
la base de abiertos para el caso de reticulos distributivos, se convierte en una
base de clopens (ver Capitulo 11 de [12]|). Asi mismo, las consideraciones
sobre los morfismos geométricos determinados por los puntos de un espacio
topoloégico mencionadas previo al Corolario 5.2.3, se aplican al caso de los
riRigs conexos. Por lo tanto, como resultado del Teorema 3.3.4 y nuevamente
del Lema 5.1.1, se obtiene el siguiente

Corolario 5.2.6. Todo riRig puede representarse como el dlgebra de seccio-
nes globales de un homeo local sobre un espacio de Stone, cuyas fibras son
riRigs conexos.

Finalmente, dado un riRig A, es claro que todo ultrafiltro U de B(A) es filtro
primo de A. Entonces, aplicando nuevamente el Lema 5.1.1 al haz conexo A
asociado al riRig A (ver Proposicion 3.1.4) y aplicando el Lema 1.2.23 sobre
los elementos de U, se obtiene que la fibra sobre el ultrafiltro U es

Ay =l A(e) = lim Ale™] = AU = AJU

ecU ecU

Expresado en otros términos; si se considera al haz de la representacion de
Pierce A € Shv(B(A)) como un homeo local sobre Spec(B(A)), la fibra sobre

un ultrafiltro U de B(A), coincide con la localizacion de A en U.



Capitulo 6

Aplicaciones.

El proposito de este capitulo es la aplicacion de las representaciones obtenidas
en los Capitulos 3 y 4, a la teoria de los riRigs pre-lineales y posteriormente, a
la teoria de MV-algebras. Con esta finalidad, se introduce la categoria de MV-
rigs y se prueba en detalle, como a partir de la signatura de riRigs, se logra un
isomorfismo entre la categoria de MV-algebras y la categoria anteriormente
mencionada. Usando los resultados del Capitulo 5, se obtiene una version
analoga del teorema de representacion para MV-algebras de Dubuc-Poveda.
Finalmente, se ofrece una prueba del Teorema de McNaughton analoga a la
ofrecida por Dubuc y Poveda en [16].

6.1. Representacion de riRigs prelineales.

Diversas restricciones pueden ser impuestas a un riRig, una de ellas es la pre-
linealidad. Esta restriccion resulta ser de interés particular pues esta presente
a lo largo de estructuras residuadas e integrales ampliamente estudiadas en la
literatura, como es el caso de las MV-dlgebras, las BL-dlgebras y los reticulos
residuados conmutativos e integrales, por mencionar algunas. El contenido
de esta seccion esté dirigido a aplicar los resultados obtenidos previamente
para el caso de los riRigs prelineales.

Definicién 6.1.1. Un riRig A se dice pre-lineal si la ecuacion
(a—=b)+b—a)=1
se satisface, para todos a,b € A.

Sea plriRig la categoria algebraica de riRigs pre-lineales en Set y a su vez,
sea plriRig — riRig la subcategoria plena de aquellos riRigs que también
son pre-lineales.

71
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Lema 6.1.2. Sea A un riRig no trivial. Si el orden candnico de A es total
entonces A es really local. Si ademds, A es pre-lineal, la reciproca se satisface.

Prueba. Si A es pre-lineal y really local entonces, para todos a,b € A, se
tiene que 1 = (@ - b) 0o 1 = (b — a).

Claramente, las localizaciones en plriRig se calculan como en riRig. Es-
to implica que todas las construcciones realizadas anteriormente para riRig
pueden utilizarse como se venia haciendo.

Sea pl® la subcategoria plena de &, determinada por los objetos (D, X)) tales
que X es pre-lineal en Shv(D). Entonces el funtor riRig — & se restringe a
un funtor plriRig — pl®. Este hecho, permite enunciar una versiéon analoga
del Teorema 3.3.3 como se muestra a continuacion:

Corolario 6.1.3. La asignacion A — (B(A), A) se extiende a un funtor
plriRig — pl®
que es fiel y pleno; y ademds tiene como adjunto a derecha al funtor I.

Ahora, sea pIRL la subcategoria plena de ®&, determinada por los objetos
(D, X) tales que X es pre-lineal en Shv(D), entonces, la restriccion del funtor
riRig — R£ del Teorema 4.3.6 a un funtor plriRig — plR<, junto con el
Lema 6.1.2, producen el siguiente resultado, analogo al Corolario 6.1.3:

Corolario 6.1.4. La asignacion A — (Va, 121) se extiende a un funtor
plriRig — plRL

el cual, es pleno y fiel. Dicho funtor es ademds, adjunto a izquierda del funtor

r.

Asi pues, todo riRig pre-lineal A es, funtorialmente, tanto el riRig de sec-
ciones globales de un haz A en Shv(B(A)) con fibras conexas, como, por el
Lema 6.1.2, el riRig de secciones globales de un haz A en Shv(V,) con fibras
totalmente ordenadas.

6.2. Teorema de Dubuc-Poveda.
Restricciones adicionales en la teoria algebraica de riRigs pre-lineales proveen

nuevos resultados de representaciones por haces con fibras totalmente orde-
nadas. Un ejemplo concreto viene dado por las MV-algebras, esto es, riRigs
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pre-lineales que satisfacen la doble negacion (-—x =z, con ~z =x — 0) y
la condicion de Wajsberg ((y — x) — y = (r — y) — z). En [15], Dubuc
y Poveda elaboran una representacion por haces sobre un espacio topolégico
para MV-élgebras. En esta secciéon se muestra como las técnicas de repre-
sentacion para riRigs desarrolladas hasta ahora, restringidas para el caso de
MV-algebras, conducen a la representacion de Dubuc-Poveda.

6.2.1. MYV-algebras como riRigs

La intima relacion entre MV-algebras y algebras de Wajsberg es bien cono-
cida (ver Seccion 4.2 de [8]). En esta seccion se presenta una variante de esta
relacion elaborada por M. Menni en términos de riRigs.

Una MV-algebra se define usualmente como una estructura (A, ®,0, ) tal
que (A, ®,0) es un monoide conmutativoy = : A — A es una funcion tal que
las siguientes ecuaciones se satisfacen:

1. ——z ==z,
2. 2 ® (=0) = -0,
3. a(r@y)y=-(yor)Ow

Esto determina una categoria algebraica que seré denotada como MV — Set.
Toda MV-4algebra tiene una estructura de reticulo asociada y una operacion
binaria denominada residuo (ver Lema 1.1.4(iii) en [8] donde la operacion
residuo se nota como ©). Es bien sabido que en toda MV-élgebra M se satis-
facen las propiedades generales siguientes, para todos x, y v z elementos de
M (ver [8]): x ANy ==(—zV ),z Ay=—-(-xV-y yzVy=-(-zA-y).
También es cierto (ver [16]) que 0 <z yz oy < zsiysolosiz < yd z,
donde x ©y = —(—z ® y). De estos hechos, se deduce que xVy < z@®y. Con
la finalidad de explicitar atin mas lo anterior y asi poder relacionarlo con los
resultados obtenidos a lo largo de este trabajo, se deben tener en cuenta las
siguientes consideraciones.

Definicion 6.2.1. Un riRig A se dice involutivo si =——a = a para todo a € A.
Lema 6.2.2. Si A es un riRig, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es involutivo.
2. Para todos v,y € A, v — y = =(x - ~y).

3. Para todos x,y € A, x — y =~y — .
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Prueba. Para probar que el primer item implica el segundo, se calcula:
—z-w)=(@x-w) = 0=rx—(y—=0=x—-y=z—y
para todos x,y € A. El segundo item implica el primero, pues
r=1—-z==(1 -—2)=-x

para todo = € A. Los primeros dos items (equivalentes) claramente implican
el tercero; y para probar que el tercero implica el primero, calcular:

para todos x,y € A. O

La siguiente, es otra caracterizacion relevante de los riRigs involutivos.

Lema 6.2.3. Un riRig A es involutivo si y sdlo si, las siguientes condiciones
se satisfacen:

1. El poset (A, <) tiene infimos finitos (denotado por N),
2. Para todos x,y € A, x Ny = =((—x) + (-y)).
En este caso, =(z ANy) = (—z) + (—y).
Prueba. Si se satisfacen las dos condiciones anteriores, entonces
r=xz ANz ==((x)+ (-x)) ==

Por otro lado, supéngase que A es involutivo y sea a € A, entonces se tiene
que a < =((—z)+ (—y)) siy solo si (—x) + (—y) < —a, lo cual equivale a decir
que —x < —a 'y que —y < —a; esto a su vez, sucede siy sélosia <z ya<y.
Luego =((—z) + (—y)) es el infimo de z e . O

Definiciéon 6.2.4. Se dice que un riRig satisface la condicion de Wajsberg
si
(x—y)—sy=WYy—2z) >z

para todos x,y € A.

Notar que en riRigs, la condicién anterior es mas fuerte que la condiciéon de
la Definicion 6.2.1.

Lema 6.2.5. Si A es un riRig que satisface la condicion de Wagsberg, en-
tonces ——x = x para todo xr € A.
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Prueba. Considerando y = 0, la condicion de Wajsberg implica que
——x=0—2z)—uz

Como A es integral, ~—z =1 — z = . ]

El siguiente resultado, es esencialmente el Lemma 1.1.2 en [§].

Lema 6.2.6. Si A es un riRig que satisface la condicion de Wagsberg, las
condiciones siquientes:

1. z <y,
2. x-—y=0,
3. y=(y—z) =z,
4. FExiste un z € A tal que ~x — z =y,
son equivalentes para todos x,y € A.
Prueba. El primer item implica el segundo, pues x < y si y s6lo si
l=z—>y=-(z )
Si el segundo item se satisface, se tiene que
(y—zx)mrz=@@—y sy=-(r--wy) »y=-"0—z=1—-y=y
lo cual prueba el tercer item. Si el tercer item se cumple, entonces
y=(y—z)—>xr=-12—(y =)

luego, se puede tomar a z = —=(y — x). Por ultimo, si el cuarto item se satis-
face, entonces

r—oy=cv—>(x—z2)=(@ 2)>z=0—-2=1
esto es, el primer item se cumple. O

Esta descripcion del orden parcial permite una formulacion alternativa de la
condicion de Wajsberg. (Ver el primer item de la Proposicion 1.1.5 en [8].)

Proposicion 6.2.7. Si A es un riRig, las condiciones siguientes son equi-
valentes:

1. A satisface la condicion de Wagsberyg.
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2. Para todos x,y € A, z+y=(xr = y) = y.
3. Las dos condiciones siguientes se satisfacen:

a) A es involutivo y
b) Para todos x,y € A, t Ny =z (x = y).

Prueba. Como + es conmutativa, el segundo item implica la condicién de
Wajsberg. Por otro lado, claramente se tiene que

r<(r—=y)—2y=WY—x)—>r>Y

Astumase entonces que r < a y y < a. La primera desigualdad implica que
a—y<x—yYy,porel Lema 6.2.6, la segunda desigualdad implica que

a=(a—y) =y
Se tiene entonces que

(r—=y)—=y)-(a=y) <(z—=y) =y (z—y) <y

luego
(r—=y)—wy<(a—y) —y=a

lo cual prueba que (x — y) — y = x +y. Asi pues, los primeros dos items
son equivalentes. Se verifica que el segundo y tercer item son equivalentes.
Si el segundo item se satisface, entonces x =z + 0= (x — 0) — 0 = ~—z.
Luego, se puede asumir que A es involutivo y a su vez, probar que el segundo
item es equivalente a 3(b). Para tal efecto, observar que z - (x — y) < y por
la adjuncién, y que z - (x — y) < x por integralidad. Por lo tanto, se tiene
que = - (xr = y) < x A y. De manera similar, se tiene que x < (r - y) >y y
que y < (z — y) — y, asi pues, x + y < (x — y) — y. Solo falta verificar que
las condiciones siguientes

1. Paratodo z,y € A, (x —y) 2y <z +y.
2. Para todo u,v € A, uANv <u-(u—v).

son equivalentes (tener en cuenta, que se A se asume involutivo). Supénga-
se que la primera desigualdad se satisface y considérense © = —w e y = —wu.
Entonces

—\(—|U —+ _‘U) S —\((—\/U — —\u) — _‘U)

y, por los Lemas 6.2.3 y 6.2.2, se tiene que

vAu< (v = u) o) = (2v = ) s u=ue (u— o)
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asi, el segundo item se cumple. Por otro lado, sean u = —y y v = —x entonces
—y Az < =y (-y = o)
Nuevamente, por los Lemas 6.2.3 y 6.2.2, se tiene que
ytez-o(oy-(y—=z)) ==y -y =(—=y) =y
lo cual implica que la primera desigualdad se satisface. [

Este resultado permite enunciar la siguiente

Definicion 6.2.8. Un MV-rig es un riRig (A, -, 1,+,0, —) que satisface las
condiciones equivalentes de la Proposicion 6.2.7.

A continuacion se prueba que los MV-rigs son pre-lineales.
Lema 6.2.9. Si A es un riRig, entonces, se tiene lo siguiente.
1. Si A tiene infimo entonces x — y = (z +y) — y para todos x,y € A.

2. Si A es un MV-rig entonces (x — y) — (y = x) =y — = para todos
x,y € A.

Prueba. Como el funtor contravariante (_ ) — y : A — A°P envia colimites
en A en limites en A, la ecuacion (z +y) =y = (z — y) A (y — y) se satis-
face. Como y — y = 1 por integralidad, el primer item se tiene.

Para probar el segundo item, calcular:

=y = y—2)=((z+y) =y = (y+2) = 2)=%x

usando la integralidad y el infimo. Dado que A también es involutiva, enton-
ces:

0 = (= 2(z+y)) = (b2 = =(y+)) = 2 = (g = ~(a+y)) = ~(z+y)) ==
y como A es un MV-rig, se tiene que

¥ =20 = (Cyto(aty)) = 2(y+o(aty) = o = WAaty) e =y —a

para todos x,y € A. ]

Asi pues, se obtiene el resultado enunciado inicialmente

Lema 6.2.10. Si A es un MV-rig entonces (v — y) + (y — x) = 1 para todos
x,y € A.
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Prueba. El resultado se obtiene al calcular:
—=y+y—z)=((r—2y)=>@y—2)=>Yy—2)=FH—z)—>(y—r)=1
utilizado el Lema 6.2.9. OJ

Surge entonces la pregunta: Bajo qué condiciones un riRig satisface la con-
dicion de pre-linealidad? Para responderla, se establece la siguiente

Definicién 6.2.11. Para todos 2,y € A, se define x & y como —((—x) - (—y)).
Esto determina una funcion @& : A x A — A.
Lema 6.2.12. Si A es un riRig, las condiciones siguientes son equivalentes:
1. A es involutivo;
2. Para todos a € A, a®0 = a.

Mas ain, la tripla (A, ®,0) es un monoide conmutativo tal que a®1 =1
para todo a € A, y x ®y = —x — y para todos x,y € A.

Prueba. Como A es integral, entonces a @ 0 = —(—a - =0) = =(—a - 1) = —a.
Luego, los dos items son equivalentes. La operacion & es claramente conmu-
tativa. Para probar la asociatividad, notese que

2@ (y®2) = ~(nw-(oy+ 2) = (- (g 2)

y, similarmente (x ® y) ® z = =((—x - —y) - —z), luego la asociatividad de @
se sigue de la de -. Por lo tanto (A, @, 0) es de hecho, un monoide conmutativo.
Ademsés, a ® 1 = —(-a - —1) = =(—a - 0) = =0 = 1. Finalmente, el célculo

completa la prueba. O

A continuacion, se relaciona la operacion & y la condicion de Wajsberg de la
Definicion 6.2.4.

Corolario 6.2.13. Si A es un riRig involutivo, entonces satisface la con-
dicion de Wagjsberg si y solo si ~(—z @ y) Dy = —(-y dx) Dz, para todos
x,y € A.

Prueba. Claramente, se tiene que
~(mrdy)dy = (- =2 y)oy = oz s y)dy =z 2y 2y =@ —y) >y

y, similarmente, —=(-y ® z) ®z = (y — =) — . O
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Por la Definicion 6.2.8, es claro que los MV-rigs, forman una categoria al-
gebraica mvRig — Set. Ademas, los resultados anteriores, implican que
existe un funtor mvRig — MV que envia al MV-rig (A,-,1,+,0,—) en
la MV-élgebra (A, ®, ), definiendo las operaciones como - = =z — 0y
r®y = —((—-x)(—y)), para todos z,y € A. Dicho funtor, es una equivalencia;
de hecho, un isomorfismo. Su inversa MV — mvRig envia a una MV-algebra
(A,@®,—) en el MV-rig con el mismo conjunto subyacente y las operaciones
definidas como

r+y=-(-zdy Sy 1=-0
ry = =(-r O y) rT—oy=-2dy

para todos z,y € A. Dicho isomorfismo, en el contexto del dlgebra universal,
se corresponde con el hecho de que las MV-algebras y los MV-rigs, son equi-
valentes por términos. Vale la pena agregar, que para toda MV-édlgebra A,
el semireticulo (A, +,0), se extiende a una estructura de reticulo, definiendo
r Ay = —((—z) + (-y)), para todos x,y € A. Observar que para todo n € N,
nx = —(—x)".

Por el Lema 6.2.10, todo MV-rig es pre-lineal, luego, del Corolario 5.2.3 y del
Lema 6.1.2, se deduce que todo MV-rig es el dlgebra de secciones globales de
un homeo local cuyas fibras son MV-rigs totalmente ordenados.

6.2.2. Representaciéon para MV-algebras

A partir de ahora y hasta el final de esta seccion, sea M = (A, ®,—) una
MV-algebra y sea R = (A, -, 1,+,0,—o) su MV-rig asociado. El orden natural
de M puede definirse diciendo que = <,, y si - (-y) = 0. (Ver Lema 1.1.2
en [8].) Esto equivale a decir que < —(—y) =y, donde, < es el orden ca-
nénico del riRig R. Asi, x <, y en M si y solo si x <y en R. Es decir, el
orden natural de A como una MV-algebra, coincide con el orden canoénico de
A como un riRig; por tal motivo, la notacién <,, serd omitida y sélo se usaréa
la notacién <.

Un subconjunto / de una MV-algebra M se dice un ideal si: i) 0 € I, i) si
x,y € I entonces t @y € Iy i) siz <ye, y €l entonces x € I. El ideal
se dice propio si 1 ¢ Iy se dice primo si es propio y para todos z,y € A,
se tiene que (z-(—y)) € I o (y-(—z)) € I. En lo que sigue, se empleara la
siguiente caracterizacion para los filtros primos (ver [15]): I — M es primo
si y solo si, es propio y ademas la condiciéon x,y € M, x Ay € I implica que
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x el oyel, se satisface para todos z,y € M. Siguiendo la notacion de
op.cit, el conjunto de filtros primos de M se escribird como Z,;.

A continuacion, se relacionan los ideales primos de una MV-algebra M, con
los filtros primos del MV-rig subyacente R.

Lema 6.2.14. Para toda MV-dlgebra M, se satisface lo siguiente:

1. Para todo I en Zy, el conjunto Q; = {—x | x € I} es un elemento de
P(R).

2. Para todo Q en *B(R), el conjunto Iy = {-x |z € Q} es un elemento
de ZM

Prueba. Se verifica el item 1. Sea I un ideal primo en M y supdéngase que
x,y € @, entonces, como la negacion es idempotente, se tiene que —x, —y €
I, luego, ~x®—y = —(zy) € I, pues I es un ideal, por lo tanto, xy € Q;. Para
probar que ); es un conjunto superior, supongase que x < y con x € @y,
entonces —y < -z, ya que la negaciéon invierte el orden. Como -z € I,
entonces —y € I, pues I es un ideal, luego y € ;. Esto es, @ es un filtro de
M. Finalmente, supongase que xVy € Qr, entonces =(zAy) = —xV -y € I.
Como I € Zy;, se tiene que -x € [ o =y € I, por lo tanto x € Q7 o y € Q.
Si0 € Qp, entonces =0 = 1 € I, luego 1 € I, lo cual es absurdo pues [ es
propio. La prueba del item 2. es similar. O

Como consecuencia directa del Lema 6.2.14 y del hecho de que la negacion
es idempotente, se obtiene que:

Corolario 6.2.15. Para toda MV-dlgebra M, existe una biyeccion entre
B(R) y Zu-

Prueba. El resultado se sigue de asignar a cada filtro primo @) en B(R), el
conjunto Ip = {—x | x € Q}. O

Como se sabe (ver [15]), toda MV-algebra M tiene un espacio topologico
asociado, cuyo conjunto de puntos esta dado por Z,; y cuya topologia esta
determinada por los abiertos bésicos de la forma W, = {P € Z), | a € P},
para todo a € M, los cuales, a su vez satisfacen Wy = Zy, Wi, = 0 y
Wy, N W, = Wya., para todos b,c € M. Dicha topologia se denomina CoZa-
riski y el espacio topologico se nota como Specyy.

Teniendo en cuenta que el espectro de R (ver Definicion 5.2.2) es el espacio
topologico cuyos puntos estan dados por P(R) y cuya topologia esta deter-
minada por los abiertos basicos o(z) = {Q € PB(R) | po(T) = T}, para todo
x € R, se obtiene la siguiente
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Proposicion 6.2.16. La biyeccion del Corolario 6.2.15, se extiende a un
homeomorfismo entre los espacios Spec(R) y Specyy.

Prueba. Sea ¢ : P(R) — Zy;, con o(Q) = Ig, la biyeccion del Corolario
6.2.15. Para probar que ¢ es continua, sea W, un abierto basico de Specy,.
Un elemento @ de P(A) pertenence a ¢~ H(WW,,) siy solo si Iy € Wy, lo cual
equivale a decir que z € Ig. La idempotencia de la negaciéon hace que lo
anterior suceda si y solo si —z € (). Por el Lema 5.2.1, esto es equivalente a
que po(=T) = T, lo cual, por definicién de los abiertos basicos de Spec(R)
implica que @ € o(—x). Por lo tanto ¢ '(W,) = o(—z). Més atn, ¢ es
abierta. Para verificarlo, sea o(y) un abierto basico de Spec(R). Entonces,
I € ¢(o(y)), siysolosiQr € a(y), lo cual, nuevamente por definicion de los
abiertos basicos de Spec(R), equivale a que pg,(y) = T. Por el Lema 5.2.1,
lo anterior sucede si y solo si y € @y, lo cual equivale a decir que -y € I;
esto es I € W_,. Asi pues, p(o(y)) = W-,. Por lo tanto, la Proposicion se
tiene. O

Toda funcién continua f : X — Y entre espacios topologicos induce un mor-
fismo geometrico LH/X — LH/Y entre los correspondentes topos de haces.
La imagen inversa f*: LH/Y — LH/X envia a un homeo local sobre Y, en
su pullback a lo largo de f : X — Y (calculado como en la categoria de espa-
cios topologicos). (Ver Teorema 11.9.2 en [30].) En particular, para cualquier
homeo local E — Y, la fibra (f*F), sobre z € X puede ser identificada con
la fibra Ey(;) de E — Y sobre f(x).

Concretamente, el isomorfismo ¢ de la Proposiciéon 6.2.16 induce una equi-
valencia ¢* : LH/Specyy — LH/Spec(Vy). La representacion de Dubuc-
Poveda para la MV-édlgebra M consiste de un espacio Ej; cuyo conjunto
subyacente es el coproducto )., M/I, donde M/I es el cociente de M
por el ideal primo I. La topologia en E,; es aquella que hace que la funcion
Eyv — Zy, que asigna a cada elemento del coproducto su respectivo indi-
ce, sea un homeo local cuya éalgebra de secciones globales es isomorfa a M.
Ahora, a partir del calculo

(" Eum)q = (BEm)e@) = M/(1g)

obsérvese que, como M — M/(Ig) es la manera universal de colapsar todos
los elementos del ideal I — M en 0, entonces, también posee una manera
universal de invertir a ™' (Ig) = Q, = Q. Esto es, (¢*En)g = R/Q = EQ,
donde ]?iQ es la fibra de la representacion para riRigs, como se explico en la
Seccién 5.2. Dicho de otra forma, la representacion a través de homeos locales
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de [15] es escencialmente la misma que se obtuvo en este trabajo.

Alternativamente, en 2.3 de op.cit. se prueba que el homeo local Ey; — Zy,
es el resultado de aplicar la construccion de Godement al prehaz que envia a
W, en M/(a), donde (a) es el ideal generado por a € M. Nuevamente, M/(a)
es, salvo la equivalencia entre MV-algebras y MV-rigs, lo mismo que R/(—a).
Asi, nuevamente puede verse, que las construcciones realizadas para riRigs,
restringidas a MV-algebras, producen esencialmente el mismo resultado que
las de Dubuc y Poveda.

La principal diferencia con el resultado de [15], es que la categoria de repre-
sentaciones para riRigs es mucho mas pequena. Notese, que en particular, las
construcciones hechas en este trabajo, tratan exclusivamente con funciones
coherentes (o espectrales) en vez de funciones solamente continuas.
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Apéndice A

Reticulacion en topos localicos
coherentes.

En la literatura sobre representacion por haces de varios tipos de algebras
(ver |24] para anillos conmutativos con unidad y [4] para BL-algebras, por
ejemplo) existe la evidencia de poder asociar un reticulo distributivo con
“buenas propiedades” a la estructura que se esta representando; dicho reticulo
suele denominarse reticulacion. En este apéndice se muestra que la existencia
de la reticulacion de un riRig A no es un fenémeno exclusivo de Set sino que
se extiende a riRigs en Shv(D).

Lema A.0.1. Para todo riRig R en D yd e D, el siguiente diagrama es un
pushout en Set.

Donde Vg es la reticulacion en Set del riRig R(d).

Prueba. Sea M un reticulo distributivo en Set y sean a : R(d) — My
b : Vrery — M morfismos de reticulos tales que ant = b(—) - d, en donde
(=) -d: R(T) — R(d) hace referencia a la restriccién en d. Por otro lado,

85
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sea kg : Vr(T)y — Vr(a) la restriccion en d, definida como ky(nz) = ng(x - d).

Como (14, Vr@)) es la reticulacion de R(d), existe un tnico morfismo de
reticulos f : Vg@gy — M tal que fny = b. Entonces, componiendo con (—) - d
se obtiene que fnd( )-d = b(—)-d luego, fn.— ) d = ant por hipotesis.
Como (%) conmuta, se tiene que ny(—) - d = kg, entonces, fkynr = anr,
luego, por la sobreyectividad de it se concluye que fky = a. La unicidad de
f se sigue de la sobreyectividad de 7. O

Como consecuencia del Lema A.0.1, es claro que la asignacion LR(d) = Vg
define un prehaz sobre D. Dicho prehaz es un reticulo distributivo en dicho
topos.

Lema A.0.2. Para todo riRig R en lA?, la asignacion n : R — Vi es un
morfismo de rigs integrales en D.

SeaRunriRigRenﬁycgdenD.

Como los cuadrados exterior y superior son pushouts, el diagrama inferior
es un pushout, en especial, conmuta. Por construccion, es claro que n es un
morfismo de rigs integrales.

Lema A.0.3. Sea R un riRig en D. Para todo reticulo distributivo M en
D y todo morfismo de rigs o : R — M, existe un dnico morfismo de riRigs
o Vg — M tal que el diagrama

R—1-Vp

|
X\ o
Y

M
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conmuta.

Prueba. Sea ¢ < d en D. La prueba se sigue de aplicar el Lema A.0.2 al

siguiente diagrama
aq

T
R(d) —=+ Vr(a) - 5 = M(d)

%y
O
R(c) == Vg - = = M(c)
\_/’

]
Proposicion A.0.4. Los topos localicos coherentes, poseen reticulaciones.

Prueba. Sea R un riRig en Shv (D). Claramente R es un prehaz y en parti-
cular, es un riRig en D. Por el Lema A.0.3, n: R — Vg es la reticulacion de
Ren D. Sea a: D — Shv(D) el adjunto a izquierda de la inclusion. Apli-
cando a a 7, se obtiene que an : R — aVg, pues aR = R. Como a preserva
limites finitos, en especial productos, entonces alVi es un reticulo distributivo
en Shv(D). Es claro que aVg tiene la propiedad universal del Lema A.0.3
para todo reticulo distributivo M en Shv(D). O
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Apéndice B
riRigs es coextensiva.

En este apéndice se prueba que la categoria algebraica de riRigs es coexten-
siva y se muestra como dicha propiedad categoérica esta relacionada con las
descomposiciones directas de un algebra concreta. Para todo lo concerniente
con categorias extensivas, se adoptan las definiciones y la terminologia de [5].
Para la co-extensividad, se hace uso de las nociones expuestas por Lawvere
en [28].

Definicion B.0.1. Una categoria se dice eztensiva si tiene coproductos fini-
tos y para cada par de objetos X, X5 de C, los funtores canénicos 1 — C/0
y C/ Xy x C/Xy — C/X; 4+ X5 son equivalencias.

Por ejemplo, cualquier topos y la categoria de espacios topologicos son exten-
sivas. Si la opuesta C°? de una categoria C es extensiva entonces se dice que
C es co-extensiva. En lo sucesivo, se hard uso de la siguiente caracterizacion
de categorias extensivas cuya prueba se encuentra en [5].

Lema B.0.2. Una categoria con limites finitos es extensiva si y sdlo si el
pullback a lo largo de inyecciones de coproductos es el objeto inicial y en todo
diagrama conmutativo,

A —2 A< A,

N

tal que los cuadrados son pullbacks entonces A = Ay + As.
Proposicién B.0.3. La categoria riRig es co-extensiva.

Prueba. Se procede demostrar el dual del Lema B.0.2. Para todo par de
riRigs A y B, el pushout P de las proyecciones A < A x B — B es el objeto

39
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terminal ya que, al tener que m;(1,0) = 1 y m(1,0) = 0 entonces en P se
tiene que 1 = 0.

Por otro lado, observar que el algebra de heyting de dos elementos 2 es
también el riRig inicial. Entonces, sea f : 2 x 2 — A un morfismo de riRigs
y astmase que los diagramas

0 1

2 2x2 2
L
Ay A Ay

son pushout. El elemento (1,0) en 2 x 2 tiene complemento (0,1) y asi f
esta determinada por ag = f(1,0) y también por a; = f(0,1). La propiedad
universal de los pushouts implica que A — Ay coincide con A — Alag?'] y
que A — A; coincide con A — Ala;']. Para completar la prueba, basta con
verificar que si a es complementado en A entonces el morfismo candnico
A— Ala™'] x Ap™] = (la) x (1b) es un isomorfismo, donde b es el comple-
mento de a. La sobreyectividad es féacil, ya que si z <a y y < b entonces
x+y € A es enviado en (ax,by) = (x,y) € (La) x (Lb). Para probar la in-
yectividad supongase que u, v € A son tales que (au, bu) = (av,bv). Entonces
como
u=(a+bu=au+bu=av+bv=(a+bv=uv

el enunciado se tiene. O
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