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Resumen

Este trabajo de tesis se aboca al estudio de la correspondencia AdS/CFT,
concentrandose especificamente en las estructuras integrables presentes
en este contexto. El objetivo del trabajo es la obtenciéon de resultados
exactos, que proporcionan una corroboracién altamente no trivial de la
conjetura a la vez que esclarecen aspectos relevantes tanto de la teoria de

cuerdas como de las teorias de campos conformes.

En el capitulo 1 se motiva el estudio de la correspondencia AdS/CFT
como una realizacién concreta del principio holografico, destacando su
relevancia dentro del contexto més amplio de la fisica de altas energias. Se
mencionan algunas de sus caracteristicas principales, como ser su caracter
de dualidad fuerte/débil, que la transforman en una herramienta poderosa
a la hora de obtener resultados no perturbativos. Asimismo, se presenta
un esquema general del trabajo con el objetivo de orientar al lector sobre

la estructura y los temas a tratar a lo largo del mismo.

Los capitulos 2 y 3 presentan algunos de los conceptos fundamentales
para el desarrollo del resto del trabajo. En el primero se deriva heuristi-
camente la correspondencia AdS/CFT, comenzando en general y pasando
luego al caso particular que relaciona la teoria de N = 4 super Yang-
Mills 4-dimensional con grupo de simetria SU(N) y la teoria de cuerdas
supersimétrica tipo IIB formulada en el espacio AdSs x S°. Se establecen
alli algunas de las definiciones y propiedades generales de ambas teorias
que seran relevantes en capitulos posteriores, y se mencionan también
varias de las verificaciones de precisién realizadas para sustentar la conje-
tura. En el segundo se introduce el objeto de estudio especifico de la tesis,
que son los lazos de Wilson de la teoria N’ = 4 super Yang-Mills y sus
duales holograficos, las cuerdas y D-branas de la teoria de cuerdas tipo

I1B. Este capitulo concluye con los primeros ejemplos de la aplicacién de
la dualidad.



El capitulo 4 presenta los primeros resultados originales obtenidos por el
tesista, que conciernen a los lazos de Wilson en representaciones total-
mente simétricas del grupo de gauge. Desarrollando alternativamente los
dos puntos de vista duales, que corresponden a la aproximacién de su-
pergravedad en la teoria de cuerdas y a la expansion perturbativa en la
teoria de campos, se presenta evidencia en apoyo de la exponenciacion de
cierto tipo de diagramas de Feynman en el limite en el que el rango de la

representacion es grande.

Los capitulos 5 y 6 introducen el concepto de integrabilidad, asi como su
realizacién en el marco de la conjetura AdS/CFT. Una vez elaborados
algunos de los elementos fundamentales que conforman la estructura de
un sistema integrable, se presentan resultados originales obtenidos para
el caso concreto de un lazo de Wilson con inserciones. En particular, se
determina el factor de dressing que acompana a la matriz de reflexion
que describe el borde de una cadena de espines insertada en una linea de
Wilson en la representacion antisimétrica del grupo de gauge. También se
describe el sistema de ecuaciones integrales conocido como ansatz de Bet-
he termodinamico, que captura las correcciones debidas al tamano finito
de la cadena. El mismo se aplica tanto a la corroboracion del resultado
mencionado anteriormente, como a la expansion a segundo orden de la di-
mension andémala de cusp, asociada a la divergencia logaritmica presente
en un lazo de Wilson con un quiebre. Este desarrollo motivara la reformu-
lacién de las ecuaciones correspondientes para tener en cuenta algunas de
las propiedades analiticas de la expansion, otro de los resultados originales

en cuya obtencién colabor6 el tesista.

El trabajo de tesis concluye con un capitulo dedicado a la Discusién y con-
clusiones, tanto de los resultados obtenidos como del panorama més gene-
ral del area de investigacion del doctorando. En este se resaltan algunas de
las ideas més generales que atravesaron los distintos temas desarrollados,
y se presentan también direcciones futuras de investigacion. Para facilitar
la lectura se relegan a los apéndices los detalles técnicos de algunos de
los céalculos realizados, asi como la especificacién de las convenciones y

notacion utilizadas.
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Nomenclatura

A continuacién se detallan las abreviaciones y siglas utilizadas a lo largo de este

trabajo:

AdS
BTBA
CFT
IR
QCD
QED
R-R
sYM
TBA
Uuv

anti de Sitter

TBA de borde

conformal field theory, teria de campos conforme

infrarrojo

quantum chromodynamics, cromodindmica cuantica

quantum electrodynamics, electrodinamica cuantica
Ramond-Ramond

super Yang-Mills

thermodynamic Bethe ansatz, ansatz de Bethe termodinamico
ultravioleta

Se usaran las convenciones:

LRI N RIDa

Ad
EAdS,

Nuv

Dimensiones espacio-temporales
Dimensiones espaciales

Radio de curvatura de AdS

Escalar de Ricci

Representacion de un grupo
Identificacién via AdS/CFT
Definiciéon de notacion

Espacio anti de Sitter n-dimensional
Espacio anti de Sitter euclideo n-dimensional
Espacio esférnico n-dimensional
Meétrica de Minkowski

Tensor de Levi-Civita






Capitulo 1

Introduccion

La correspondencia AdS/CFT se enmarca dentro del contexto general de las duali-
dades gauge/gravedad, que establecen relaciones entre teorias de campos con simetria
de gauge y teorias gravitatorias. En sus diversas versiones, la teoria de gravedad in-
volucrada tiene siempre una dimension espacial adicional a las de la teoria de campos
dual, cuya descripcion se alcanza en el borde de la teoria gravitatoria, es decir para
cierto valor limite de la coordenada espacial extra. Se trata por lo tanto de realizacio-
nes del principio holografico [1,2], por el cual la descripcién de un sistema puede ser
realizada o bien a través del analisis de la dindmica gravitatoria de su interior, o bien
por medio de los grados de libertad de su frontera. Un primer indicio de este principio
reside en los agujeros negros, cuya entropia es proporcional al area en unidades de
Planck de su horizonte de eventos [3,4]. Como dicha entropia es ademas la maxima
entre todos los sistemas con la misma drea [5], resulta natural suponer que la des-
cripcién de la gravedad cuantica en un dado volumen puede realizarse por medio de
grados de libertad localizados en su superficie, a razén de uno por unidad de Planck.

Para comprender la relevancia de la conjetura AdS/CFT y el contexto en el que se
desarrolla, es conveniente realizar un breve recorrido por el estado actual de la fisica
de altas energias. El panorama en esta disciplina tiene hoy dos facetas principales. Por
un lado, existe un acuerdo excepcionalmente bueno entre la descripcion microscopica
provista por el Modelo Estandar de la fisica de particulas y los experimentos realizados
hasta ahora para ponerlo a prueba [6]. En efecto, la reciente observacién del bosén
de Higgs en el Large Hadron Collider [7,8] constituye una fuerte evidencia en favor
de la descripcion de la naturaleza por medio de una teoria cudntica de campos con
simetria de gauge SU(3) x SU(2) x U(1), ya que esta es la ultima pieza que completa
un esquema teorico desarrollado y puesto a prueba en innumerables ocasiones desde
la segunda mitad del siglo XX, [9-11].



Sin embargo, se sabe también que el Modelo Estandar no esta completo, ya que
si bien describe correctamente los fenémenos que ocurren a las escalas de energia que
podemos observar no incluye los efectos de la gravedad cuantica que son relevantes
a escalas de energia mayores. Las energias en cuestion corresponden a distancias
del orden de la longitud de Planck, para las cuales no disponemos de una teoria
satisfactoria de la gravitacién debido a la imposibilidad de realizar su cuantizacién
por los métodos perturbativos usuales. Esperamos entonces que un desarrollo tedrico
proporcione un cambio de paradigma conceptual, que nos permita unificar la gravedad
con la teorfa cuantica de campos, atin si con el estado actual de la tecnologia resultaria
en la practica esencialmente imposible ponerlo a prueba experimentalmente.

La teoria de cuerdas fue inicialmente desarrollada en la década de 1960 para dar
cuenta de la gran cantidad de mesones y hadrones que por entonces se descubrian en
los aceleradores de particulas. A pesar de tener un éxito parcial, fue reemplazada en
esta tarea por la teoria de QCD, uno de los ingredientes fundamentales del Modelo
Estandar. Sin embargo, aparecieron en escena mas tarde una serie de indicios que su-
gerian a la teoria de cuerdas como candidata a proporcionar una descripcién cuantica
de la gravedad.

El precepto fundamental de la teoria de cuerdas es el abandono del concepto de
particula puntual, que es central en toda teoria de campos. En efecto, mientras que
en estas las particulas son excitaciones de los campos fundamentales que interactian
localmente, en la teoria de cuerdas el objeto fundamental es una cuerda extendida en
una dimensién espacial, [12-16]. Las distintas oscilaciones de la cuerda tienen entonces
un espectro de masas y energias, y debido a que las dimensiones de la cuerda son muy
pequenas sus distintos estados de excitacién se perciben a bajas energias como las
distintas particulas fisicas. Sin embargo, las interacciones ocurren siempre en el plano
de las cuerdas con una extension finita, de modo que no ocurren en un tnico punto y
se ven constrenidas por las posibilidades que tengan las cuerdas de unirse o separarse.

Toda teoria de cuerdas contiene en su espectro una particula no masiva de espin
dos, cuya tunica interaccion posible es la de la gravedad. Es en este sentido en el
que la teoria de cuerdas proporciona una teoria cudntica de la gravedad, aunque el
precio a pagar por ello no es menor. De hecho, para que la teoria sea consistente debe
formularse en un espacio-tiempo con dimensiones adicionales, e incluir excitaciones
fermidénicas que hacen a la teoria supersimétrica (la teoria de cuerdas puramente
bosoénica solo es viable en 26 dimensiones, pero contiene particulas taquionicas que
la hacen inestable). En el espacio plano, la teoria de cuerdas debe formularse en 10

dimensiones espacio-temporales, 6 de las cuales deberian por lo tanto compactificarse



por el mecanismo de Kaluza-Klein para justificar el hecho de que no las observamos
cotidianamente, [17].

En este marco, la correspondencia AdS/CFT establece una relacién entre las dos
grandes areas de la fisica de altas energias mencionadas hasta aqui. De un lado de la
correspondencia hay una teoria de cuerdas, candidata a proporcionar una descripcién
de la gravedad cuantica, mientras que del otro lado se encuentra una teoria de campos
similar en muchos aspectos al Modelo Estandar. Lo que es mas, la relacién que se
establece entre ellas es una dualidad, en tanto identifica regimenes complementarios
de ambas teorias: la teoria de campos fuertemente acoplada corresponde a la teoria
de cuerdas en el limite en el que es posible su tratamiento perturbativo, mientras que
al régimen cuantico de la teoria de cuerdas le corresponde el acoplamiento débil en
la teoria de campos. Por esta razon, la correspondencia resulta de gran interés para
el desarrollo de ambas areas.

Desde el punto de vista de la teoria de campos, tener acceso al régimen de aco-
plamiento fuerte abre las puertas al analisis de fenémenos hasta ahora inexplorados,
que podrian allanar el camino para responder algunos de los problemas abiertos mas
relevantes en este contexto. En efecto, cuestiones relacionadas con la fisica de bajas
energias en QCD, como por ejemplo el confinamiento o la ruptura de la simetria qui-
ral, no han podido ser resueltas hasta ahora debido a que es inviable el tratamiento
perturbativo tradicional que ha sido tan exitoso para energias mas altas gracias a
la libertad asintética. Antes de la conjetura AdS/CFT el tnico camino a seguir en
estos casos pasaba por la simulacién numérica, pero ahora disponemos ademés de
resultados para teorias de gauge prototipicas, que pueden indicar el camino a seguir
en un tratamiento analitico.

Invirtiendo el punto de vista, la correspondencia puede entenderse como una defi-
niciéon no perturbativa de la teoria de cuerdas, y mas en general de una teoria cuantica
de la gravedad. En este sentido, la informacién que puede proveer resulta invaluable
a la hora de dirigir la bisqueda de la teoria cuantica de la gravedad, asi como su
unificacién con el Modelo Estandar. Esto es especialmente cierto considerando que la
conjetura tiene su origen en argumentos muy generales, que pueden aplicarse fuera de
los contextos usuales para dar lugar a realizaciones novedosas de la correspondencia.
Asi, por el principio holografico una teoria conforme en D dimensiones define una
teoria de la gravedad cuantica en el espacio AdS con D+ 1 dimensiones, mientras que
considerando la teoria de cuerdas en geometrias AdS mas generales pueden definir-

se teorias conformes para las cuales no existe una formulacién lagrangiana. Incluso,



llegado el caso, lo mismo podria hacerse con cualquier otra teoria cuantica de la grave-
dad de la que se tuviera una formulacion en el espacio AdS, requerido por la simetria
conforme.

Finalmente, en la interfaz entre ambas teorias ha surgido ademas un terreno fecun-
do para el desarrollo de técnicas y herramientas sofisticadas cuya funcién principal es
implementar en forma concreta la correspondencia, realizando predicciones y corro-
borandolas en la medida de lo posible. Es aqui donde aparece la integrabilidad, que
proporciona un mecanismo que permite resolver algunos problemas analiticamente y
en forma exacta en el acoplamiento. Esto no solamente es til como corroboracién de
la validez de la conjetura AdS/CFT, ya que nos permite interpolar continuamente en-
tre los regimenes de acoplamiento fuerte y débil, sino que ademas muchas veces aclara
nuestra comprension sobre la misma, ensendandonos al mismo tiempo algo sobre las
teorias a ambos lados.

Este trabajo esta dedicado a la obtencién de resultados exactos como los descriptos
en el parrafo anterior [18-21]. Algunos de ellos podran alcanzarse gracias a la inte-
grabilidad subyacente de los observables estudiados, mientras que otros dependeran
exclusivamente de la consideracién de ciertos limites particulares. En cualquier caso,
el objetivo es comprender lo mas profundamente posible la dualidad AdS/CFT para
poder considerar todas sus consecuencias, y de este modo avanzar hacia la solucion de
algunos de los grandes problemas actuales de la fisica de altas energias. La estructura
de esta tesis es la siguiente.

En el capitulo 2 se presenta la conjetura AdS/CFT. Luego de una motivacién mas
general, se introduce la version prototipica de esta dualidad, de la que nos ocuparemos
exclusivamente. Se mencionan algunas de sus caracteristicas principales y se describen
asimismo los ingredientes fundamentales a ambos lados de la correspondencia.

En el capitulo 3 se introducen los lazos de Wilson, primero para teorias de gauge
en general y luego para el caso particular de la teorfa N/ = 4 super Yang-Mills. Se
discute finalmente su descripcién dual bajo AdS/CFT en términos de cuerdas o D-
branas, siendo esta relacién el eje central que atraviesa todos los desarrollos realizados
por este autor.

El capitulo 4 presenta los primeros resultados originales de esta tesis. Estos fueron
obtenidos en [20,21] y no dependen de la integrabilidad sino de las propiedades de la
teoria de campos y las representaciones elegidas para su grupo de gauge.

El capitulo 5 se dedica al concepto de integrabilidad, haciendo especial énfasis
en el contexto en el que aparece en el marco de la correspondencia AdS/CFT. Este

capitulo concluye con la presentacién de los resultados obtenidos en [18]. El capitulo



6 contintia con la exposicién de la integrabilidad introduciendo el ansatz de Bethe
termodinamico, que permite calcular valores de expectacion de ciertos lazos de Wilson
mediante un sistema de ecuaciones cuya expansion se realizé en [19].

Las conclusiones de esta tesis se presentan en el capitulo 7. Se dejan para los
apéndices tanto exposiciones de algunos temas especificos que constituyen el trasfondo
en el que se desarroll6 el trabajo, como asi también detalles técnicos que podrian ser

engorrosos de estar presentes en el texto principal.






Capitulo 2

Correspondencia AdS/CFT

En este capitulo introducimos la correspondencia AdS/CFT siguiendo el camino
que histéricamente llevé a conjeturarla [22], y haciendo especial énfasis en la versién
més estudiada de la dualidad, que relaciona la teorfa de N = 4 super Yang-Mills en
cuatro dimensiones con la teoria de cuerdas supersimétricas tipo IIB en el espacio
AdSs5 x S°. Esta realizacién proporcionard un marco teérico comin para todos los
resultados presentados en este trabajo [18-21], y los ingredientes principales a ambos
lados seran delineados en las secciones 2.2 y 2.3, complementados por el apéndice A.
Si bien los argumentos expuestos en apoyo de la conjetura son puramente heuristicos,
no existiendo en la literatura una demostraciéon rigurosa de la misma, los chequeos y
verificaciones que se presentan en la seccion 2.4 la hacen esencialmente irrefutable en
la préctica.

Existen diversas referencias que proporcionan una introduccion pedagdgica més
detallada a este tema, entre las cuales se destacan [23-27]. En particular, [23] pro-
vee una bibliografia minuciosa con referencias a los trabajos originales en los que se

desarrollaron los diversos avances en el area.

2.1. Motivacion

La correspondencia AdS/CFT es una aplicacién del principio hologréfico [1,2], la
cual establece una dualidad entre teorias de campos conformes en D dimensiones y
teorias gravitatorias formuladas en el espacio anti de Sitter en D + 1 dimensiones.
La motivacién principal para conjeturar la equivalencia de teorias aparentemente
tan disimiles consiste en considerar a la gravedad como proveniente de la teoria de

cuerdas®, y analizar el limite de bajas energias de un arreglo de D-branas coincidentes,

ISe refiere al lector al apéndice A para una breve resefia de los elementos fundamentales de la
teoria de cuerdas.



[22]. Sin embargo, las mismas conclusiones pueden obtenerse mediante argumentos
completamente distintos, [28].
Esquematicamente, la accién de una teoria de cuerdas en presencia de D-branas

superpuestas puede separarse en tres términos,
S = Sbulk + Sbranas + Sint ’ (21)

donde Spux corresponde a las cuerdas cerradas que se propagan en todo el espacio-
tiempo, Spranas Ccorresponde a las cuerdas abiertas cuyos extremos se hallan fijos a
alguna de las D-branas, y Si,; representa los términos de interaccion entre ambos
sectores. Las cuerdas cerradas tienen tanto modos masivos como no masivos, siendo
estos tltimos los que resultan en la supergravedad, a la que se acoplan los modos
masivos.

En el limite de bajas energias, o limite de desacoplamiento de Maldacena, consi-
deramos o — 0 manteniendo el acoplamiento de las cuerdas g y demds parametros
adimensionales fijos. En este limite, los modos masivos de las cuerdas cerradas se
desacoplan dejando solamente la supergravedad, a la vez que Sj,; — 0 dado que los
términos de interaccién son proporcionales a g;a?. Como ademads la constante de New-
ton es proporcional a g?a’?, la supergravedad es de hecho libre y queda desacoplada
de la teoria efectiva a bajas energias de las cuerdas abiertas.

Ahora bien, una descripcion alternativa de las D-branas estd dada por las p-
branas o branas negras, soluciones clasicas de supergravedad que corresponden a
agujeros negros extendidos, [29]. Cerca del horizonte de estas soluciones la geometria
es aproximadamente AdS, y el factor de curvatura es tal que los modos masivos de
las cuerdas cerradas permanecen relevantes incluso en el limite de bajas energias.
Lejos del horizonte tenemos una vez mas unicamente la supergravedad libre, que se
desacopla de la dindamica del horizonte.

Comparando las dos descripciones dadas para el mismo sistema, e ignorando el
factor comin a ambos lados provisto por la supergravedad libre, podemos concluir
que la teoria efectiva a bajas energias de las excitaciones de un arreglo de D-branas
debe ser equivalente a la teoria de cuerdas original cuando tomamos el limite del
horizonte cercano, es decir formulada en un espacio anti de Sitter. Por supuesto,
esto no constituye una demostracion rigurosa de la conjetura sino que es més bien
un argumento heuristico. Sin embargo, las consecuencias de esta identificacion son
muchas y muy diversas, existiendo chequeos de precisién que las ponen a prueba con

éxito y que se mencionan al final de este capitulo.
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Hasta aqui, los razonamientos que realizamos han sido mas bien genéricos, sin
entrar en detalles respecto a la forma concreta en que podemos implementar cada uno
de los pasos indicados. Las distintas realizaciones de la correspondencia AdS/CFT
resultan de los diversos puntos de partida que podemos elegir, en términos de la
teoria de cuerdas y el arreglo de D-branas considerado. En su versién prototipica,
la conjetura relaciona la teoria de cuerdas supersimétricas tipo IIB formulada en un
espacio de fondo con geometria AdSs x S°, con la teoria de N' = 4 super Yang-Mills
con grupo de gauge SU(N) formulada en D = 4 dimensiones.

Para motivarla como se delined anteriormente, consideramos en la teoria de cuer-
das supersimétricas tipo IIB, formulada en el espacio plano, un arreglo de N D3-
branas coincidentes. Cada extremo de una cuerda fijo a estas D3-branas contribuye
un factor N de Chan-Paton adicional al factor de acoplamiento g, de las cuerdas,
de modo que una descripcién perturbativa serd posible cuando gsN < 1. La teoria
efectiva a bajas energias de las excitaciones de estas D3-branas es una teoria de gauge
en D = 3+ 1 dimensiones. Esta teoria tiene 16 supercargas dado que las D3-branas
preservan la mitad de las 32 supersimetrias de la teorfa [30], y su grupo de gauge
es en principio U(N). Dicho grupo se reduce a SU(N) al remover un factor U(1)
correspondiente a la coordenada colectiva que representa el movimiento conjunto de
todo el arreglo de D3-branas, de modo que la teoria efectiva resultante es N' = 4
super Yang-Mills en D = 4 dimensiones y con grupo de gauge SU(N). Esta teoria se
describirda mas en detalle en la seccién 2.3.

Por otro lado, Polchinski mostré en [31] que existen soluciones de supergravedad
clasica con p-branas que son fuente de los mismos flujos de R-R que las D-branas. La
métrica de una 3-brana negra con N unidades de flujo es

1

ds? = ——=n, da"dz” + \/H(r)Sppda"dz" (2.2)
VH(r)
donde la brana se extiende en las direcciones p,v = 0,...,3 y es ortogonal a las
direcciones m,n = 4,...,9. La funcién armonica H(r) es
H(r)=1 i R' = 4ng,No'? > = S a" 2.3
(r) = +ﬁ con =4rg; No y T =O0mad T, (2.3)

y si bien la métrica es singular en el limite » — 0 estd bien comportada en el horizonte

cercano, r < 1. En esta region, la geometria es aproximadamente

2

v R2
ds® ~ ﬁn‘wdx“dx + ﬁdﬂ + R%dQZ, (2.4)

donde d2 es la métrica de S°. Como veremos en la siguiente seccién, los dos primeros

términos de la métrica anterior corresponden a AdSs, de manera que en el horizonte
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cercano la solucién de 3-brana negra (2.2) se reduce a AdSs x S® con el radio de
curvatura de ambos factores igual a R. Cabe resaltar que la descripcion en términos
de p-branas es valida cuando este radio de curvatura es grande en comparacién con la
longitud caracteristica de las cuerdas, I, = v/, es decir en el régimen g, N > 1 com-
plementario al perturbativo. También observamos que el factor de curvatura goy ~ 2
es responsable de que los modos masivos de las cuerdas cerradas sean relevantes en
el limite » — 0 para la teoria efectiva a bajas energias, mientras que se desacoplan
para r finito [32,33].

Suponiendo que las D-branas y las p-branas son de hecho dos descripciones distin-
tas del mismo sistema fisico, y que existe una continuacion adiabatica en g, que nos
permite pasar de una a otra, vemos que si dicha continuacién conmuta con el limite
de bajas energias podemos descartar el sector de la supergravedad libre presente en
ambas descripciones. Concluimos entonces que las teorias efectivas en los regimenes
gsN < 1y gsN > 1 deben ser equivalentes. Para el primero tenemos una teoria
de gauge conforme, mientras que para el segundo se trata de la teoria de cuerdas

completa formulada en AdSs x S°, de modo que podemos escribir
N =4,SU(N)sYMen D=4 = teoria de cuerdas tipo IIB en AdSs x S°.

Llamamos a esta realizacion particular de la conjetura AdSs/CFTj, para abreviar
distinguiéndola al mismo tiempo de otras realizaciones posibles.

Si bien hay diversas objeciones que pueden realizarse a los argumentos expuestos
hasta aqui para motivar la conjetura AdS/CFT, ya sea en general o para la versién
prototipica que nos ocupa en este trabajo, existe un gran nimero de chequeos de pre-
cisiéon que corroboran la validez de la dualidad para observables especificos. Algunas
de estas verificaciones directas se mencionaran en la seccién final de este capitulo,
pero basta decir por ahora que su nimero y diversidad es tal que tornan improbables
incluso las interpretaciones débiles en las que la dualidad solamente vale para ciertos
estados o en un limite especifico del espacio de parametros. La interpretacion mas
natural de la evidencia acumulada hasta ahora es por lo tanto que la equivalencia de
ambas teorias es exacta, al menos en la medida en que se dispone de una construccién
explicita del lado de la teoria de campos, y de aproximaciones controladas del lado

de la teoria de cuerdas.

2.2. Espacio anti de Sitter

El espacio anti de Sitter es un espacio hiperbdlico pseudo-Riemanniano de curva-

tura negativa constante. Es por lo tanto el equivalente con signatura lorentziana del
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espacio hiperbdélico de Lobachevsky cuando la signatura es euclidea (el espacio de de
Sitter es el equivalente con signatura lorentziana del espacio esférico con signatura
euclidea, teniendo ambos curvatura constante y positiva).

Es conveniente representar el espacio AdS en D dimensiones, al que denominare-
mos AdSp, como una superficie hiperbdlica embebida en el espacio plano de D + 1

dimensiones con signatura (D — 1,2), cuya métrica es
ds® = —dX§ +dX7 + - +dX}_, — dX},. (2.5)
El espacio AdSp queda definido entonces por el hiperboloide
X+ X7+ +Xp - X =R, (2.6)

siendo R conocido como el radio de anti de Sitter. La condiciéon anterior puede satis-

facerse tomando

Xo = RcoshpcosT,
X; = Rsinh p©; para i=1,....,D—1, (2.7)
Xp = RcoshpsinT,
D-1
donde y ©; es una parametrizacién de SP~2, es decir que satisface Y ©? = 1. La

i=1
métrica inducida sobre AdSp por esta parametrizacién es

ds®> = R* (— cosh® pdr® + dp® + sinh® pdQ3,_,) | (2.8)

y si bien en (2.7) se tiene en principio la identificacién de los puntos 7 ~ 7427, vamos a
considerar el cubrimiento universal del hiperboloide que se obtiene al descompactificar
la coordenada temporal tomando —oo < 7 < o00. De este modo, la topologia del
espacio pasa de ser S* x RP~! a R1VP~!, y el espacio AdSp puede representarse como
un cilindro. En efecto, realizando el cambio de variables p — p dado por la relacion
tan(p/2) = tanh(p/2) con p € [0, 7], la métrica de AdSp es a menos de un factor
conforme

ds® o« —dr? + dp* + sin® pdQ7,_,. (2.9)

La representamos entonces con un cilindro en el que la direccion vertical corresponde
a 7, la direccion radial corresponde a p, y los circulos con p y 7 fijos representan

esferas D — 2 dimensionales con radio sin p.
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Las coordenadas (7, p, ©;) se conocen como coordenadas globales, y cubren todo
el hiperboloide de AdSp una vez tomando p > 0. Un conjunto alternativo de coorde-

nadas, conocido como coordenadas de Poincaré, viene dado por la parametrizacion

Xy = %(1—|—u2 (—*+2*+ R?)) ,

X;=Rux; para 1=1,....,D -2,
Xpoy =5 (L4 (£ 47— RY)) (2.10)

XD = Rut,

con u >0y (t,7) € RbP~2 La métrica inducida en AdSp es en este caso?

ds* = R? | t? 4+ 72 2.11
s° = u2+u(— —i—:r;), (2.11)
pero las coordenadas (u, t, ¥) cubren sélo la mitad del hiperboloide. Una forma alter-
nativa de las coordenadas de Poincaré corresponde al cambio de variables z = 1/u,
mediante el cual la métrica toma la forma conformemente plana
dz? —t* + 7?2

22 '

ds* = R? (2.12)

Como la métrica de AdSp es estatica en la coordenada temporal, para las apli-
caciones de teoria cuantica de campos suele ser conveniente realizar una rotacién de
Wick dada por 7 = 75 en coordenadas globales o t = it en coordenadas de Poincaré.
El espacio obtenido de este modo se conoce como espacio de anti de Sitter euclideo,

o FAdSp, y la métrica resultante es en las distintas coordenadas

ds}, = R* (cosh? pdr}, + dp® + sinh® pd€Y3,_,) | (2.13)
du? L
_R? (? 42 (t%—l—xZ)) 7 (2.14)
dz® + 5, + 77
2 E
- R — (2.15)

Observamos que si bien las coordenadas de Poincaré no cubren todo el espacio cuando

la signatura es lorentziana, si lo hacen cuando pasamos a signatura euclidea.

Por construccidén, el espacio AdSp tiene el grupo de isometrias SO(D — 1,2), que

consiste en las pseudo-rotaciones del espacio plano D + 1 dimensional y que dejan

2Como ya se anticipd, observamos que los dos primeros términos de la métrica del horizonte
cercano (2.4) corresponden a las coordenadas de Poincaré en AdSs definiendo r = R?u e identificando
el radio de curvatura R.
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invariante la condicién (2.6). Su dimensién es D(D+1)/2, de modo que se trata de un

espacio maximalmente simétrico cuyo tensor de Riemann toma por lo tanto la forma
R

Ru,ypa’ = m(gupgua - gMO’gl/p) ) (216)

con g, la métrica de AdSp y R el escalar de curvatura. El tensor de Ricci y la

curvatura escalar son

R D(D —1)
RWZRPHWZEQW y R:—T,

de modo que el espacio AdSp es solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio

(2.17)

con constante cosmologica,

(D—-1)(D—-2)
2R? '

El subgrupo compacto maximal de SO(D — 1,2) es SO(2) x SO(D — 1), de ma-

nera que las coordenadas globales evidencian que el factor SO(D — 1) corresponde

R, — %ng/ +Agu =0 con A=— (2.18)

a las rotaciones en SP~2 mientras que el factor SO(2) da lugar a las traslaciones

temporales. En cambio, las coordenadas de Poincaré hacen explicito el subgrupo de
Poincaré 1SO(D —2,1) C SO(D —1,2).

2.2.1. Estructura causal

Para estudiar la estructura causal del espacio AdS, es conveniente en las coorde-
nadas globales (2.8) definir una coordenada @ a partir de tan# = sinh p, de manera
que 0 < 0 < 5 para p > 0. La métrica de AdSp toma entonces la forma

R2
cos? 6

ds? = (—d7? + d6* + sin® 0d03,_,) o —dr? + d6* +sin*0dQ%_,,  (2.19)

donde en la expresién a la derecha hicimos explicito el hecho de que los factores
globales no afectan a la estructura causal del espacio-tiempo. Es conveniente comparar
esto con el caso del espacio de Minkowski en D dimensiones, que en coordenadas

esféricas toma la forma
ds* = —dt* + dr* + r*dQ3 . (2.20)

Pasando a las coordenadas del cono de luz uy = t=£r y definiendo luego 7y 6 a partir

de u+ = tan %, tenemos

ds® = —duydu_ + 1 (up —u_)?dQ3_,,
_ —d7% + dh? + sin’ 6 a0, (2.21)
(cosf — cos 7')2 ’ '

o —dr? + df* + sin® 0 dQF,_,,
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T+60
2

la restriccién adicional § > 0 para que r > 0. El tridngulo definido en el plano (6, 7) por

donde ademas de la condicién | } < 7 impuesta por el cambio de variables, tenemos
estas condiciones se muestra en la figura 2.1, y puede ser continuado analiticamente
para 0 < 8 < my 7 € R. De este modo vemos que la compactificacién conforme
del espacio AdSp es la mitad del espacio de Minkowski D-dimensional, y tiene un
borde en # = 7/2 que corresponde a p — oo en coordenadas globales. Este tiene la
topologia de R x SP~2, y como se extiende en la direccién temporal debemos imponer
una condicién de borde adecuada para que el problema de Cauchy en AdSp esté bien

formulado.

Figura 2.1: Compactificacion conforme del espacio plano de Minkowski, donde cada
punto en la banda 0 < 6 < 7 corresponde a una esfera SP~2. El espacio AdSp puede
ser compactificado conformemente en la banda 0 < 6 < /2.

En las coordenadas de Poincaré (2.12) es claro que el borde esta ubicado en z — 0,
teniendo el espacio alli la topologia del espacio plano de Minkowski. La distincion
entre la topologia del borde de AdS en unas y otras coordenadas serd importante en
el contexto de la conjetura AdS/CFT, ya que las teorias conformes pueden formularse
tanto en el espacio plano como en espacios cilindricos. Entonces, para las aplicaciones
de la dualidad la eleccién de las coordenadas en AdS debera ser la adecuada para
que su borde tenga la topologia del espacio en el que se define la teoria conforme

correspondiente.
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2.3. N =4 super Yang-Mills

La teorfa de N' = 4 super Yang-Mills en D = 4 dimensiones fue considerada
originalmente por Brink, Scherk y Schwarz en [34]. Su accién puede obtenerse por
reduccién dimensional de la accién para la teoria de N' = 1 super Yang-Mills 10-

dimensional, que tiene la forma sencilla
1 _
Syl = /dlox Tr {—ﬁFMNFMN + i\I/FMDM\I/} , (2.22)

donde M, N = 0,1,...,9 son indices de Lorentz del espacio de Minkowski en 10
dimensiones y I'” son las matrices gamma de dicho espacio. Tanto el campo vectorial
Apy = A%, T como el espinorial ¥ = U*T* se encuentran en la representacién adjunta
del grupo de gauge G, cuyos generadores son T* para a = 1,...,|G|, y a lo largo de
este trabajo vamos a considerar siempre G = SU(N) 6 G = U(N). El espinor ¥ es
de Majorana-Weyl, de modo que en 10 dimensiones tiene 16 componentes reales, 8 de
las cuales son independientes on-shell. Esto se corresponde con los 10 — 2 = 8 grados
de libertad bosonicos que tiene el campo vectorial on-shell. Finalmente, el tensor de

intensidad de campo Fyy y la derivada covariante D), se definen como es usual,
Fyun = OmAn — OnAm + Gro[Am, AN y Dyr = Om + g10Awm (2.23)

donde introdujimos la constante de acoplamiento 10-dimensional gyq.

Para efectuar la reduccion dimensional imponemos que los campos no dependen de
las 6 dimensiones identificadas por M = 4,...,9, e integramos en estas direcciones en
la accién. Podemos redefinir los campos con un factor 1/g19 y absorber el resultado
de la integracion en una nueva constante de acoplamiento gyy que aparece tunica-
mente como coeficiente global de la accion. El campo de gauge se descompone segin
Ay = (A, ®p), stendo p = 0,...,3y I =1,...,6, es decir en un campo vectorial
4-dimensional y seis campos escalares. Identificando la representacién espinorial de
Weyl de SO(6) con la representacién fundamental de SU(4), el espinor ¥ se descom-
pone en cuatro espinores 4-dimensionales X con i = 1, ..., 4. Para escribir la accién,
es conveniente transformar el indice I = 1,...,6 de SO(6) en un par de indices anti-
simétricos en la representacion bifundamental de SU(4), de modo que los coefficientes
de Clebsch-Gordan correspondientes mapean a los campos escalares segin ®; — ®;;.

Los campos ®;; son complejos pero satisfacen una condicién de realidad,

Ol =07  con DY =1Hg,; . (2.24)
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Al realizar este procedimiento, la accién de N = 4 super Yang-Mills puede escri-

birse como

-1 1 _ 4 g
Shea = —— d*x Tr {ﬁFWF“” + A" DN+ D, ®,;; DHOY
9ym

) ) 1 .
+ 2N [y, V] — 5 (i, @il (DY, @kl]} : (2.25)
Alternativamente, podemos recombinar los espinores 4-dimensionales y escribir la

accion en la forma abreviada?®

~1 1 - - 1
SN=4= o d*r Tr {éng + 0T D,V + (D, ®;)* + UT' [®, U] — 3 (@, q>J]2}
(2.26)

La accién 10-dimensional (2.22) tiene la supersimetria
Ay =ely¥  y 6V = —LITYVFyne, (2.27)

donde ¢ es un espinor de Majorana-Weyl en 10 dimensiones. Podemos aplicar la
reduccién dimensional sobre estas expresiones para obtener las transformaciones de
supersimetria en 4 dimensiones, que depederdn de cuatro espinores €' dando asi N’ = 4
como esperabamos.

La teorfa de N/ = 4 super Yang-Mills es conforme, como se conjeturd originalmente
en [35] y se demostrd luego en [36]. Esto significa que la invariancia conforme clésica
de la teoria se mantiene a nivel cuantico. En efecto, la funcién [ para una teoria de
campos de gauge en la representacién adjunta de SU(N) es a 1-loop [37]

0 2N [11 1 1
5(9YM) gYym  Gym (_ )7

— 2N, — =Ny

2.2
3 6 3 (2.28)

~Hon T 16n2

donde Ny y Ny son el nimero de escalares reales y de fermiones de Weyl de la teoria,
respectivamente. Por lo tanto, con N, = 6y Ny = 2 x 4 la funcién S de N' = 4 super
Yang-Mills se anula a 1-loop, y de hecho también se anula a todo orden [38-40].

El grupo conforme en 4 dimensiones es SO(2,4) ~ SU(2,2), y la simetria R
estd dada por la simetria remanente de la reduccién dimensional, SO(6) ~ SU(4).
Esto significa que SU(2,2) x SU(4) es la parte bosénica del grupo de simetrias de la
teorfa, que al incluir las supersimetrias resulta ser PSU(2,2[4). Hay 15 generadores
del algebra conforme, 10 de los cuales son generadores del algebra de Poincaré en 4

dimensiones (P, para las cuatro traslaciones espacio-temporales, M, para las seis

3Las matrices de Dirac 4-dimensionales v* se relacionan con las 10-dimensionales I'™ mediante
la. descomposicion T'M = (4# @ 1,7° @ 41), donde 4! son las matrices de Dirac 6-dimensionales.
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transformaciones de Lorentz). Los cinco generadores restantes corresponden a las
transformaciones conformes especiales y a las dilataciones (K, y D, respectivamente).

Sus relaciones de conmutacién son [41]

\D,P,| =—iP, , [D,M,]=0 , [D K, =iK,,
My, Pl = iNpu P = o Py [My, K| = i1 K, — i, K (2.29)
[P Kyl = 2i(Mp — nyu D) -

2.4. El diccionario y sus verificaciones

Una vez motivada la conjetura AdS/CFT, es necesario hacer més explicita la rela-
cién que propone entre sus dos lados para que realmente tenga una utilidad préctica.
Nos concentramos entonces en la version prototipica que hemos discutido més deta-
lladamente hasta aqui, y nos abocamos al desarrollo de un diccionario que identifique
las cantidades fisicas relevantes de ambas teorias.

Comenzamos por la identificacion de las simetrias a uno y otro lado de la corres-
pondencia, lo cual constituye un control de consistencia basico sobre la viabilidad de
la propuesta. Como se vio en la seccion 2.2 el espacio AdSj tiene el grupo de iso-
metrias SO(4,2), que es el mismo que el grupo conforme en D = 3 4 1 dimensiones.
A su vez, la simetria SO(6) del factor S° tiene correlato en la simetria R de la teorfa
de campos, que actia aplicando una rotacién en el espacio interno de los seis campos
escalares de la teoria, SU(4)r ~ SO(6). Finalmente, podemos identificar también las
simetrias fermidnicas a ambos lados, de modo que coincide de hecho el grupo completo
de supersimetrias PSU(2,2|4).

Pasando ahora a los parametros libres, los argumentos expuestos en la seccién 2.1
sugieren identificar el rango N del grupo de gauge SU(N) de la teoria conforme con
el flujo de la 5-forma de R-R en la esfera S°, cuya fuente es el conjunto de D-branas

superpuestas del lado de la teoria de cuerdas,

/S5 Fs=N. (2.30)

Del mismo modo, dado que la teoria de campos surge como la teoria efectiva a bajas
energias de las excitaciones de las D-branas en la teoria de cuerdas, debe existir una
relacion entre el acoplamiento gyy de la teoria conforme y el acoplamiento g, de
las cuerdas. Ahora bien, las excitaciones de las D-branas son cuerdas abiertas cuyos
extremos se hallan fijos a ellas. En este caso, las cuerdas son no masivas porque

tienen longitud nula, no habiendo separacion fisica entre las branas superpuestas,
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y llevan dos indices en la representacién fundamental de U(N) que identifican las
D-branas a las que estan fijos sus extremos. Son entonces campos no masivos en la
representacion adjunta de U(N), es decir que corresponden al campo de gauge A, de
la teoria efectiva. El acoplamiento del campo de gauge es precisamente gyy;, mientras
que el acoplamiento de las cuerdas abiertas es ~ /g, dado que dos extremos de una
cuerda abierta pueden unirse para formar una cuerda cerrada. Un calculo preciso

resultard luego en la identificacion [14]

g = 47y, . (2.31)

La teorfa de cuerdas tiene ademds un pardmetro dimensional I, = Vo, que es
la longitud caracteristica de la cuerda y no es fisico en la medida en la que no se lo
compare con alguna otra escala. La ecuacién (2.3) introduce entonces una relacién
entre el radio de AdS y la combinacién de parametros

R* o

n =4ng,N = gyuN = A, (2.32)
donde introdujimos el acoplamiento de 't Hooft A\, que es un parametro natural a con-
siderar para las expansiones perturbativas a ambos lados de la conjetura. Por un lado,
si bien en N' = 4 super Yang-Mills podriamos esperar en principio que el desarro-
llo perturbativo sea simplemente en potencias de la constante de acoplamiento ¢2,;,
t” Hooft mostré en [42] que para una teoria de gauge con campos en la representacion
adjunta los parametros fisicos relevantes son de hecho el acoplamiento efectivo A y
1/N. Por otro lado, la aproximacién de supergravedad cldsica es vélida en teoria de
cuerdas cuando la curvatura del espacio es mucho mayor que la longitud caracteristi-
ca de las cuerdas, es decir si A\'/* = R/I, > 1. Como ademds debemos evitar las
correcciones debidas a cuerdas cuanticas requerimos g, — 0, de manera que debemos
tomar N — oo para poder mantener el acoplamiento de 't Hooft fijo en algin valor
muy grande.

Podemos ahora expresar en forma mas precisa un aspecto cualitativo de la corres-
pondencia AdS/CFT que es de suma importancia, y que se conoce como su caracter
fuerte/débil. Este la transforma en una dualidad propiamente dicha, en el sentido
de que relaciona teorias en regimenes complementarios: cuando la teoria de campos
esta débilmente acoplada A < 1 y la teoria de cuerdas es puramente cuantica, mien-
tras que cuando esta ultima es esencialmente clasica A > 1 y la teoria de campos se
halla fuertemente acoplada.

Esta propiedad de la conjetura la hace a la vez muy potente y dificil de corro-

borar o demostrar. El poder emana de la posibilidad de realizar calculos accediendo
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a regimenes de ambas teorias que son imposibles de explorar con las herramientas
tradicionales. La dificultad para corroborar en forma directa los resultados obtenidos
es inherente a su caracter no perturbativo, y limita fuertemente las posibilidades de
interpretarlos o dilucidar su origen. Es posible realizar verificaciones de la dualidad
analizando magnitudes cuya dependencia en el acoplamiento esta por algin moti-
vo restringida, como es por ejemplo el caso de las funciones de tres puntos que son
BPS, [43]. Sin embrago, es de todos modos muy importante el desarrollo de herra-
mientas no perturbativas que nos permitan realizar chequeos de precision consideran-
do observables con una dependencia no trivial en el acoplamiento. Este trabajo tiene
como objetivo presentar resultados exactos que nos permiten interpolar continuamen-
te entre ambos lados de la dualidad. Algunos de ellos se basan en la identificacion de
estructuras integrables [18,19], como se verd en los capitulos 5 y 6, mientras que los
otros resultan de la consideracién de limites paramétricos muy particulares [20,21],

sobre los que ahondaremos en el capitulo 4.

Continuamos la formulacién del diccionario analizando la relacién entre los obser-
vables a los dos lados de la correspondencia. En una teoria conforme como N = 4
super Yang-Mills, no existen estados asintéticos debido a que un estado con particu-
las alejadas entre si puede relacionarse mediante una transformaciéon conforme con
otro en el que las particulas se encuentran muy cerca unas de otras. Por lo tanto, no
es posible definir una matriz S de forma consistente y debemos concentrar nuestra
atencion sobre los operadores y sus funciones de correlacion.

Consideremos por ejemplo la deformacion de N' = 4 super Yang-Mills dada por
un operador marginal O que modifica el valor de la constante de acoplamiento gyy.
Como vimos, esto debe corresponder a una modificacion del acoplamiento g, de la
teoria de cuerdas, que es fijado por el valor de expectaciéon del dilaton. Este es a su
vez determinado por la condicion impuesta para el campo ¢ del dilatén en el borde
de AdSs, es decir por ¢o(t, %) = ¢(t, %, 2)|,_, en coordenadas de Poincaré, de modo
que podemos esquematicamente asociar al operador O con la condicién de borde ®o-

Para calcular funciones de correlacion del operador O en la teorfa conforme po-
demos incorporar a la accién una corriente acoplada al mismo, para definir asi la

funcional generatriz

zeveljio) = (e { [ d4xj<x>é<x>}>N:4 N (2.33)
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En la definicién anterior j(x) es una funcién arbitraria, y las funciones de correla-
cién de O se calculan entonces tomando derivadas funcionales de ZcrT respecto a la
corriente, fijando luego j(z) = 0.

Del lado de la teoria de cuerdas, la condicion de borde para el campo del dilatén
aparece en otra funcional generatriz, a saber la funcién de particién de la teoria.
Resulta entonces natural realizar la identificacion j = ¢, donde observamos que
ambas son cantidades 4-dimensionales: una tiene soporte en todo el espacio-tiempo
de la teoria conforme, mientras que la otra tiene soporte en el borde de AdS5. Vemos

entonces que la conjetura AdSs/CFT, puede expresarse en la forma [44,45],

Zerrléo(@)] = Zum [¢<x,z>

~ an(o)] (2.34)

z=0

donde Zjp es la funcién de particion de la teoria de cuerdas supersimétrica tipo I11B
formulada en el espacio AdSs x S°.

Debemos hacer hincapié en una salvedad en la expresién (2.34), que tiene que ver
con el comportamiento asintético de los campos en la teoria de cuerdas y se ve mas
claramente cuando trabajamos con signatura euclidea. Notamos que la ecuacién de
ondas de un campo masivo en FAdSp,; con masa m tiene dos soluciones indepen-

dientes, caracterizadas por su comportamiento cerca del horizonte. Definiendo*

D D2
A:5+\/I+R2m2, (2.35)

D—

las dos soluciones se comportan como 2”2 y 22 cuando z — 0. Para tener un campo

finito en el interior de la geometria, la eleccién consistente resulta de tomar la solucion

D-A

que se comporta como z , es decir que es divergente en el horizonte. Por lo tanto,

debemos introducir un cutoff en la posicién z = € para imponer alli la condicién de
borde

¢, 2) |, = "2 o(x), (2.36)

analizando finalmente el limite ¢ — 0 con cuidado. Este tipo de procedimiento es-
tard implicito siempre que consideremos (2.34) o expresiones equivalentes. En cual-
quier caso, como ¢ es adimensional esto significa que ¢, tiene dimensionalidad A — D,
de modo que la identificacién j = ¢, en (2.33) implica que el operador dual O tiene

dimension conforme A.

4Para campos escalares, la condicién de normalizabilidad en el infinito, equivalente a requerir la
estabilidad de los campos correspondientes, implica la cota de Breitenlohner-Freedman [46,47] para
la masa m dada por la condicién de realidad de A, esto es m2R? > —D2/4.
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La ecuacién (2.34) es el principal resultado presentado en este capitulo, en la
medida en que pone en términos precisos y contrastables la realizaciéon de la corres-
pondencia AdS/CFT que estamos discutiendo. Identificaciones enteramente similares
deben existir para los otros campos de la teoria de cuerdas, incluyendo los no escala-
res como los campos fermidnicos y tensoriales, correspondiéndole a cada uno de ellos
algun operador de la teoria conforme. Una expresién similar a (2.34) para los lazos de
Wilson, observables no locales de la teoria conforme, sera considerada en el capitulo
que sigue y proporcionard una herramienta para poner a prueba los resultados origi-
nales a ser elaborados a lo largo de todo este trabajo. Dado que en todos los casos la
informacion sobre los operadores duales se encuentra en las condiciones de borde de
los campos en AdS, podemos decir que la teoria de campos “vive” en el borde de AdS,
aunque debemos recordar siempre que la informacion sobre la teoria esta de hecho en
las interacciones de la teoria de cuerdas, que ocurren en el interior de la geometria.

Como ya mencionamos, podemos utilizar este tipo de relaciones para calcular
cantidades fisicas en una u otra teoria cuando se encuentran en un régimen no per-
turbativo. En particular, para calcular valores de expectacion de la teoria conforme
fuertemente acoplada debemos considerar el limite de supergravedad de la teoria de
cuerdas. Ya vimos que una condicién necesaria para poder hacerlo es que el radio de
curvatura de AdS sea muy grande en unidades de la longitud de las cuerdas, y esto
implica A > 1. En este caso, tendremos esqueméaticamente cuando la signatura es
euclidea

Zopp = € OSUGRA (2.37)

donde Ssygra es la accién de la supergravedad tipo IIB evaluada on-shell, es decir
cuando los campos son solucion de las ecuaciones de movimiento clasicas con las
condiciones de borde provistas por la correspondencia. Como en la teoria de gauge
los parametros de la expansion perturbativa son de hecho el acoplamiento efectivo A
y 1/N, (2.37) nos permite entonces acceder a la teoria de gauge fuertemente acoplada
en el limite planar N — oo. En este limite, los diagramas no planares se hallan
suprimidos por potencias de 1/N?, de modo que representan correcciones que pueden

realizarse orden a orden en la expansién perturbativa en A.

Concluimos este capitulo mencionando dos de las verificaciones directas mas im-
portantes de la identificacién (2.34) realizadas hasta ahora.

Por un lado, podemos considerar el espectro de operadores de la teoria conforme
para intentar hallar el mapeo que identifica los campos duales en AdS. Para que la

conjetura tenga sentido, la identificacién debe ser univoca y completa, al menos hasta
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donde es posible describir ambos espectros en detalle. Por las razones ya expuestas,
realizarla es inviable para los operadores cuya dependencia en A es complicada, pero
deberia ser posible para los operadores “protegidos” de las correcciones cudnticas en
A por la supersimetria.

Los operadores de N/ = 4 super Yang-Mills son combinaciones invariantes de
gauge de los campos de la teoria. Por propiedades de la representacién adjunta del
grupo de gauge SU(N), para definir operadores locales podemos unicamente tomar
trazas o productos de trazas de los campos evaluados todos en un mismo punto. Como
existen argumentos totalmente generales para mostrar que los valores de expectacion
de operadores con productos de dos o mas trazas estan suprimidos por potencias de
1/N respecto a los de operadores con una traza simple, en el limite planar N — oo
nos concentramos unicamente en estos ultimos.

Podemos distinguir ademés entre los operadores primarios, que son aniquilados
por los generadores K, del grupo superconforme, y los descendientes que se obtienen
al actuar con los generadores P, sobre los operadores primarios, ver el algebra (2.3).
Algunos de los operadores primarios se encuentran en representaciones cortas del
grupo superconforme, y a estos se los conoce como operadores primarios quirales. No
existe una construccion sistemética de operadores primarios quirales en N = 4 super
Yang-Mills, pero se sabe que basta considerar solamente combinaciones lineales de
trazas de campos escalares.

Si bien no sabemos construir el espectro completo de la teoria de cuerdas super-
simétrica tipo IIB en AdSs x S, podemos considerar el espectro de estados resultante
de realizar la reduccién dimensional de la supergravedad tipo II1B, [48]. Organizdndo-
lo en representaciones del grupo superconforme [49], observamos un acuerdo perfecto
entre las masas del espectro resultante y las dimensiones de escala de los operadores
quirales primarios de la teoria conforme, al menos hasta la escala de masas hasta la
que se puede confiar en la reduccion dimensional de la supergravedad. Esta es fijada
por la escala de las cuerdas, y el hecho de que no se encuentren en el espectro mas
estados hasta dicha escala sugiere que aquellos estados que no corresponden a ope-
radores primarios quirales tienen dimensiones que crecen como AY* cuando A > 1.
Esto no tiene una explicacion satisfactoria en la teoria de campos, sino que puede
considerarse una prediccion de la dualidad.

Por otro lado, podemos analizar las anomalias que surgen del rompimiento de la
invariancia de escala o de la simetria R de la teoria conforme por efectos cuanticos,
cuando se acopla la teoria a campos externos. Estas pueden calcularse exactamente

por medio de diagramas 1-loop porque no reciben correcciones cuanticas de orden
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superior, de modo que el resultado puede contrastarse con el obtenido en la teoria de
cuerdas en el régimen de acoplamiento fuerte. Esto fue realizado para la anomalia de
Adler-Bell-Jackiw [50] y la anomalia de Weyl [51], encontrando en ambos casos un

acuerdo perfecto entre ambos lados de la correspondencia.
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Capitulo 3

Lazos de Wilson

En este capitulo introducimos el lazo o loop de Wilson, un objeto de especial im-
portancia en toda teoria de gauge. De una u otra forma, los loops de Wilson estaran
presentes en todos los resultados originales a presentarse [18-21], de modo que consti-
tuyen un eje central de este trabajo. Su relacion con diversos observables fisicos de la
teorfa se discute en la seccién (3.2), primero para teorfas de gauge en general y luego
para teorfas conformes como N = 4 super Yang-Mills. En la seccién 3.3 desarrollamos
el punto de vista dual en términos de la correspondencia AdS/CFT, lo cual nos per-
mitird concluir este capitulo discutiendo dos ejemplos ilustrativos correspondientes a

los loops de Wilson circular y recto.

3.1. Lazos de Wilson en teorias de gauge

En una teoria de gauge abeliana como el electromagnetismo, el loop de Wilson

para un contorno cerrado C esta definido por

W] = exp {z’jﬁAudm”} | (3.1)

donde A, es el campo de gauge que transforma segin A, (z) — A,(x)+0,a(z) cuando
los campos de materia transforman segin v (z) + €**@)(z). Podemos ver que W|C]

es invariante de gauge usando el teorema de Stokes para escribir

W(C] = exp {% fx C FwdaW} , (3.2)

donde ¢ es la superficie delimitada por el contorno C, do*” es un elemento de area

en dicha superficie, y F),, es el tensor de intensidad de campo definido por

F,, = 0,4, —0,A (3.3)

vl
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que es evidentemente invariante de gauge. La importancia del loop de Wilson radica en
gran medida en que cualquier otra funcién del campo vectorial A, que sea invariante
de gauge puede ser escrita como una combinacion de lazos para diversas elecciones
del contorno C. En otras palabras, los lazos de Wilson proveen una base completa
para los invariantes de gauge de la teoria.

Para adaptar el concepto de loop de Wilson a teorias de gauge no abelianas, es
conveniente generalizar ligeramente (3.1) considerando curvas abiertas C(z,y) que

representan caminos del punto z al punto y. La linea de Wilson definida por

WI[C(x,y)] = exp z'/Auda:’“ : (3.4)

C(z,y)

no es invariante de gauge sino que transforma segun
W(C(z,y)] = e OW[C(z, y)le ), (3.5)

como puede verse inmediatamente insertando en la definicion la transformacion del
campo vectorial. Por esta razon, también se la conoce como comparador, ya que define
un transporte paralelo para los campos de materia tal que su transformacién de gauge

es llevada del punto z al punto y,
WIC(z,y)l(x) = OWIC(z, )i (). (3.6)

En una teoria de gauge no abeliana hay tantos campos de gauge como genera-
dores tenga el grupo de simetria GG de la teorfa. De este modo, A, = AfJT" para
a=1,...,|G|, siendo T los generadores del grupo. Los campos de materia trans-
forman segiin ¢ (z) +— U(z)i(x), donde U(x) = @7 es un elemento de G, que

suponemos unitario, U(z)U(z)" = 1. La transformacién del campo de gauge es
Au(z) = U(x)Au(z)U(z) +iU(2)0,U () (3.7)
mientras que el tensor de intensidad de campo es
F.=0,A, —0A,+[A,A)], (3.8)

y transforma segin F,(z) — U(z)F,(z)U(x)'.
Ahora bien, una expresién como (3.4) no tiene sentido en el caso no abeliano, dado

que los generadores no conmutan entre si en los distintos puntos a lo largo del camino
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C(x,y). Debemos especificar por lo tanto el orden en el que se toman los generadores,

para lo cual definimos la exponencial ordenada a lo largo del camino como

n—1
W|C(z,y)] = Pexp i/Ade'“ = lim Hexp {iA, (&AL}, (3.9)
n—00 -
C(w.y) =
donde la secuencia {&; = x, &, ..., &1, & = y} define una particién del camino C(z, y),

y A& = &1 — &;. Para n suficientemente grande, la separacion entre los puntos de la
particion es suficientemente chica como para aproximar cada uno de los términos en

la definicién a primer orden en A&;. Un término genérico transforma segin

1+iAL (&AL = 1+iIAUE)AL(&)U &) — AL'U(&)0,U (&)
~ Ulen) (14 A6 U (3.10)

donde usamos U(&11)U(&) = 1+ (0,U(&)) U(&)TAEY + O(AE2). Por lo tanto, la
definicién (3.9) es adecuada en la medida en que generaliza la ley de transformacién

para la linea de Wilson abeliana, teniéndose ahora
WC(z,y)] = U(y)W[C(z,y)]U(x)". (3.11)

Nétese sin embargo que no obtenemos un invariante cuando la linea de Wilson co-
mienza y termina en el mismo punto, es decir cuando C(x,y = z) forma de hecho
una curva cerrada. Podemos remediar esto definiendo el lazo de Wilson para la curva
cerrada C tomando la traza de W[C(z, )], ya que la ciclicidad de la traza se encar-
ga de hacer invariante de gauge e independiente de x al objeto resultante. Tenemos

entonces

1
WIC,R| = iF %Trm Pexp {iféA#dx“} , (3.12)

im
donde hicimos explicito el hecho de que la traza depende de la representacion R
considerada para el grupo G, e introdujimos un factor de normalizaciéon convencio-
nal. Como en este trabajo vamos a ocuparnos exclusivamente de teorias de gauge no
abelianas, la expresion dada arriba en términos de la representacion R del grupo de
gauge sera a partir de ahora nuestra definicion principal de lazo de Wilson, enten-
diendo por lo tanto que al escribir W|C]| el loop de Wilson esté implicitamente en la

representacién fundamental.
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3.2. Potencial quark-antiquark

Una de las preguntas mas profundas que podemos hacer sobre una teoria de gauge
concierne a su caracter de confinante. Por esto entendemos que exista una fuerza
constante que se oponga a la separacion de un quark y un antiquark, de modo tal
que aislarlos completamente requiera infinito trabajo. Por lo tanto, el confinamiento

esta asociado a la existencia de un potencial lineal entre el quark y el antiquark,
Vi(L) < L, (3.13)

donde L es la separacion entre ambas particulas y la constante de proporcionalidad se
conoce como la tensién de la cuerda de QCD (en referencia a la descripcién efectiva
del tubo de flujo de color eléctrico responsable del confinamiento en QCD). Para
calcular el potencial V(L) debemos considerar entonces un quark y un antiquark
infinitamente pesados, de modo que permanezcan estaticos con una separaciéon L
constante. Esto corresponde a considerar dos trayectorias que son rectas infinitas
extendidas en la direccion temporal, que podemos aproximar con una curva cerrada

rectangular como se muestra en la figura 3.1.

' )

N
L

Figura 3.1: Rectangulo de lados de longitud 7"y L, orientado con el lado de longitud
T en la direccion temporal. En el limite T' — oo, el loop de Wilson definido para este
rectangulo calcula el potencial quark-antiquark de la teoria.

Ahora bien, el loop de Wilson puede interpretarse como la fase adquirida por una
particula de prueba que sigue la trayectoria C. Esto puede motivarse observando que
al incorporar una particula de prueba al sistema se agrega un término a la accién que

es esquematicamente

/j“A#d4l‘ = /A#dx“, (3.14)
c
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donde j*(z) es la corriente de prueba y A,(x) actia como un potencial externo. En
el caso de teorias de gauge no abelianas, la representacion R del grupo de gauge se
relaciona con la carga de la particula de prueba, de modo que cuando trabajamos
en la representacion fundamental decimos que la particula en cuestién es un quark o
antiquark de la teoria.

Continuando con esta analogia, para el rectangulo de la figura 3.1 tendremos

wieh) ~e s [ A - Ay} =m0, @

donde en el limite 7" — oo estamos despreciando los lados del rectangulo orienta-
dos espacialmente. Haciendo una rotacion de Wick para pasar al espacio euclideo,

obtenemos finalmente

(WglCy]) ~ e MValD), (3.16)

de manera que para una teoria confinante el logaritmo del valor de expectaciéon del
loop de Wilson rectangular en el limite 7' — oo es proporcional a su area 1" x L.
Dado que podemos aproximar un contorno arbitrario C por la unién de rectangulos
infinitamente delgados, esta conclusion se aplica de hecho a todos los lazos de Wilson
de una teoria confinante y se conoce como “ley del area”.

Para una teorfa conforme como N = 4 super Yang-Mills no puede haber confina-
miento. En efecto, el valor de expectacién de todo loop de Wilson debe ser invariante
de escala, de modo que en el caso rectangular sélo puede depender de la combina-
cién adimensional 7'/L. Por lo tanto, el potencial quark-antiquark no es lineal sino
coulombiano, .

Via(L) o 7. (3.17)

Esto no significa, sin embargo, que disminuya la relevancia fisica de este observable.
Por el contrario, el coeficiente numérico de la ecuacién anterior depende de los detalles
de la teoria, y es en general una funciéon de las constantes de acoplamiento en principio
desconocida. Existen ademds diversas generalizaciones no triviales de Vyz(L) que es
posible estudiar, y sobre las que ahondaremos mas adelante.

Concluimos esta seccién definiendo otro lazo de Wilson que, en una teoria confor-
me, estd intimamente ligado al loop de Wilson rectangular introducido para calcular
el potencial quark-antiquark. Se trata de la cuna o cusp, originalmente estudiada por
Polyakov en [52] y graficada esqueméticamente en la figura 3.2.

El valor de expectacion de este lazo de Wilson desarrolla una divergencia infrarroja
debida a su extension infinita y otra ultravioleta debida a la cuna o quiebre que le

da su nombre, y que consideramos localizada en el origen. Introduciendo un cutoff
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>

Figura 3.2: Loop de Wilson con un cusp o quiebre de angulo ¢.

infrarrojo Ajg y otro ultravioleta Ayy, observamos que en una teoria conforme la
invariancia de escala implica que la dependencia funcional puede ser solamente en la
combinacién adimensional Ayy/Ar. Como la divergencia es de tipo logaritmico, en

signatura euclidea tenemos

Auyv

<WE[C4]> ~ e—Fcusp(¢) log AR ’ (318)

con I'eyep (@) una funcién desconocida del dngulo de quiebre ¢, que se conoce como
dimensién anémala de cusp. Esta se relaciona, entre otras cosas, con la energia radiada

por una particula en movimiento [53], que es
AE =21B / dt 2 (3.19)

en el régimen de bajas velocidades |0] < 1, siendo B una funcién del acoplamiento
conocida como “funciéon de Bremsstrahlung” y definida por la expansién a angulos

pequenos de la dimension anémala de cusp,

Leusp () = —B6” + O(6"). (3.20)

Ahora bien, existe una transformacién conforme que lleva el plano R* al cilindro

R x S3. En efecto, si escribimos la métrica de R* en coordenadas esféricas como
ds® = dr* + r*dS)3 (3.21)

podemos definir un mapa plano-cilindro tomando ¢ = logr, de manera que r — 0
corresponde a t — —o0 y r — 00 corresponde a t — +o00. Tomando al angulo de
quiebre ¢ en la coordenada azimutal de S3, bajo este mapeo el loop de Wilson con
un cusp en R* es llevado a dos lineas infinitas y antiparalelas en el cilindro R x S3.
Cuando ¢ = 0 dichas lineas son antipodales, mientras que para un angulo de cusp ¢
arbitrario forman un dngulo § = m — ¢ en S3, como puede verse en la figura 3.3.
Ahora bien, la trayectoria del lado derecho de la figura 3.3 es precisamente aquella

que habriamos utilizado para definir el potencial quark-antiquark en el cilindro R x S3,
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(b)

Figura 3.3: (a) Loop de Wilson con un cusp de angulo ¢ en el plano R*; (b) imagen del
contorno trazado en (a) bajo el mapa R* — R x S?, donde cada punto graficado sobre
el cilindro corresponde a un subespacio S?, y las lineas se extienden en la direccién
temporal.

idenficando la distancia L con la separacién angular § en la esfera S®. Como en una
teoria conforme el valor de expectacién de los lazos de Wilson no puede verse afectado
por una transformacién conforme, podemos poner en términos mas precisos la relacion
anunciada entre los lazos de Wilson rectangular y con cusp comparando (3.16) con

(3.18). Identificando los factores divergentes antes y después del mapeo,

T = TUV — TIR — (322)

log A_IR )
llegamos de este modo a la conclusion de que la dimensién anémala de cusp I'cusp (@)
debe ser identificada con el potencial quark-antiquark V;(¢) en la esfera S*. Més
aun, en el limite ¢ — 7 que corresponde a § — 0, la curvatura del cilindro se torna

despreciable y recuperamos el potencial quark-antiquark en el plano.

3.3. Lazos de Wilson en la dualidad AdS/CFT

Para motivar el punto de vista dual por la conjetura AdS/CFT de los lazos de
Wilson, podemos inspirarnos en el caso del contorno rectangular utilizado para calcu-
lar el potencial quark-antiquark. En QCD, dicho potencial es producido por el tubo
de flujo de color cuya descripcién efectiva, se vio en la Introduccion, puede ser rea-
lizada por medio de una cuerda abierta extendida entre el quark y el antiquark en
cuestién. Esto sugiere considerar cuerdas abiertas del lado de la teoria de cuerdas,
con sus extremos correspondientemente fijados a las D-branas que dan origen a la

geometria curva de AdS.

33



Para ser mas especificos, consideramos ahora en forma andloga a la seccién 2.1
la superposicién de N + 1 D-branas en la teoria de cuerdas formulada en el espacio
plano. Las cuerdas extendidas entre ellas son no masivas y llevan dos indices fun-
damentales de U(N + 1), de modo que corresponden a un campo de gauge en la
representacion adjunta de este grupo. Si separamos una de las branas del conjunto,
rompiendo efectivamente la simetria U(N + 1) — U(N) x U(1), tendremos un sector
con cuerdas no masivas cuyos extremos terminan en el conjunto de N branas super-
puestas, dando lugar a un campo de gauge de U(N), acompanado de un sector de
cuerdas masivas. Este tltimo estard compuesto por las cuerdas con un extremo fijo a
la D-brana separada y el otro fijo a alguna de las branas del conjunto, de modo que
los estados correspondientes llevan solamente un indice en la representacion funda-
mental de U(N). La masa de estas cuerdas serd proporcional a su extension, siendo
la constante de proporcionalidad la tensién T' = (2ra’)~!, y al llevar un indice en la
representacién fundamental podemos identificarlas con los quarks.

Como nos interesa estudiar las trayectorias de quarks de prueba, que son infini-
tamente masivos, debemos tomar el limite en el que la D-brana separada es llevada
a una distancia infinita del resto, de modo que en la geometria del horizonte cercano
resulta ubicada en el borde de AdS. Siendo alli donde reside la teoria de campos,
es natural entonces imponer que el extremo de la cuerda fijo a dicha brana sigue la
trayectoria del loop de Wilson dual en la teoria de campos.

Ahora bien, en la realizacién de la conjetura AdS/CFT que nos ocupa en este
trabajo la teorfa de N’ = 4 super Yang-Mills en D = 4 dimensiones es dual a la teoria
de cuerdas tipo IIB formulada en un espacio de fondo con la geometria AdSs x S°.
Si bien hemos identificado a los lazos de Wilson en la teoria de campos con cuerdas
abiertas del lado gravitatorio, uno de cuyos extremos esta fijo al borde de AdSs5, no
podemos ignorar el hecho de que dichas cuerdas existen en un espacio mayor. Esto
es, a medida que el extremo de la cuerda recorre en el borde de AdS5 la trayectoria
C asociada al loop de Wilson W/[C], también se mueve en el factor esférico S° de la
geometria. Dado que, como vimos en el capitulo anterior, la simetria SO(6) de la esfera
S® estd ligada a la simetria R del lado de gauge, que implementa las rotaciones SU(4) g
entre los seis campos escalares de la teoria conforme, esto motiva la generalizacién
de la definicién (3.12) para el caso de N' = 4 super Yang-Mills introduciendo un

acoplamiento del lazo de Wilson a los campos escalares, [54]. Tendremos entonces

1m

1
WIC,R| = T mTrm Pexp {z‘]éAudx“ +nI(I>1|d:E]} : (3.23)
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donde nf con I =1,...,6 es un vector unitario de R® que parametriza el acoplamiento
a los campos escalares o, alternativamente, la posicién del extremo de la cuerda en S®
cuando *R es la representacién fundamental. Este acoplamiento con el espacio interno
puede variar de un punto a otro de la trayectoria fisica, y no es necesario para la
invariancia de gauge que forme una trayectoria cerrada, como si ocurre en el espacio
fisico. En la formula de arriba entendemos entonces que el contorno C parametriza
tanto la trayectoria en el espacio fisico ## como en el espacio interno n!. Trabajamos
ademads en una representacion arbitraria a pesar de que la discusion dada hasta ahora
solo se aplica al caso de la representacion fundamental, anunciando desde ya que la
definicion razonable en este caso particular se generalizara de la forma mas natural
posible.

La discusién dada hasta aqui sugiere entonces expresar la conjetura AdS/CFT
para los lazos de Wilson en la representacién fundamental en forma similar a (2.34),

es decir escribiendo

<W[C]>N:4 o A [¢string c] ; (3.24)
donde Zip| @stringlc] s la funcién de particion de la teorfa de cuerdas supersimétrica
tipo IIB formulada en AdSs x S5, en presencia de una cuerda abierta cuyos extremos
siguen la trayectoria C en el borde de AdS. En el limite de supergravedad A > 1y

N — o0, esta funcién de particién se reduce al
Zyp ~ e¥NG (3.25)

donde Syg es la accién de Nambu-Goto para la cuerda evaluada on-shell, es decir en
la solucion de las ecuaciones de movimiento con la condiciéon de borde imponiendo
que la cuerda termine en C.

Mas adelante sera necesario realizar una rotacion de Wick para pasar al espacio
euclideo, de modo que observamos ahora mismo que el acoplamiento a los escalares
adquiere un factor —i proveniente de |dz|, de manera que en este caso la definicién

(3.23) pasa a ser [55,506]

1
mTI‘g{ Pexp {j{ iA,dx" + nI<I>1|dx|} . (3.26)
c

dim
Anélogamente al caso lorentziano, tendremos en el limite de supergravedad

<WE[C}> = ¢~SNa (3.27)

N=4 sYM

'Recordamos del apéndice A que la accién de de Nambu-Goto viene con un factor R%/a’ = v/\,
de manera que el régimen A\ > 1 corresponde al limite semicldsico en el que la funcién de particién
puede evaluarse en el punto de ensilladura.
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Como la accion de Nambu-Goto no es otra cosa que el area de la superficie de la
hoja de mundo de la cuerda, y las ecuaciones de movimiento extremizan la accién, al
evaluar on-shell Sy resulta ser el area minima de la hoja de mundo de la cuerda que
termina en C en el borde de AdS. Si la métrica fuera plana esta serfa trivialmente el
area de la superficie del espacio 4-dimensional delimitada por C, como podria esperarse
para una teoria confinante. Sin embrgo, como el espacio es curvo la superficie de area
minima no esta contenida en el borde de AdS sino que penetra en su interior, de modo
que la teoria no es confinante (como ya sabiamos, dado que es conforme).

Por lo demas, como la superficie debe llegar al borde de AdS su area es necesaria-
mente divergente. En ciertos casos que caracterizaremos en la seccién 3.4, conocidos
como lazos de Wilson BPS, sabemos que la supersimetria implica que no puede ha-
ber divergencias ultravioletas. Para obtener resultados razonables debemos entonces
introducir en la practica un cutoff en la direccién radial, y evaluar la acciéon en z = €
para tomar luego la parte finita cuando € — 0. Esto es equivalente a considerar los
términos de borde de la accién que resultan de integrar por partes para imponer con-
diciones de contorno de Neumann en las direcciones espaciales en las que la cuerda no
estd fija. Estos términos evidentemente no modifican las ecuaciones de movimiento,

pero si alteran el valor de la accién on-shell, volviéndola finita [56].

3.3.1. Representaciones de rango superior

Para representaciones R genéricas no disponemos de una asociacion intuitiva como
la utilizada en el caso de la representacion fundamental, que nos permitié identificar
al par quark-antiquark con una cuerda abierta. Sin embargo, teniendo en cuenta
el procedimiento llevado a cabo en aquel caso podemos intentar idear uno similar
recordando que una representacién R de rango k de U(N) queda completamente
determinada por un diagrama de Young con k casillas como el de la figura 3.4.

Podemos entonces discutir la representacion R en términos de la combinacién
de P representaciones totalmente simétricas de rangos nq,...,np, o alternativamen-

te como la combinacion de () representaciones totalmente antisimétricas de rangos

my, ..., mg, siendo?
P Q
Zni =k = Zmz con n; Z N1 Yy My Z Miq1 - (328>
i—1 i—1

ZNétese que como no podemos tomar més de N {ndices totalmente antisimétricos de U(N),
tenemos la restriccién adicional m; < N, o equivalentemente P < N.
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np

Figura 3.4: Diagrama de Young para una representacién de U(N) genérica R. El
diagrama tiene P filas de longitudes ny,...,np y @) columnas de alturas my,...,my,
siendo los conjuntos {n;} y {m;} particiones ordenadas decrecientemente del rango k
de la representacion.

Tomando primero el punto de vista de las representaciones simétricas, vemos que
debemos asignar k indices fundamentales a las P filas del diagrama, lo cual sugiere
considerar k cuerdas abiertas y P branas adicionales, por analogia con el caso de
la representaciéon fundamental que tiene k = P = Q = 1. Cada una de las cuerdas
tendra uno de sus extremos fijo a alguna de las N branas que dan origen a la geometria
de AdS, estando el otro fijo a una de las P branas extra. Claramente, todas las
cuerdas cuyos extremos estan fijos a un mismo par de D-branas forman un conjunto
completamente simétrico, de modo que la particién {n;} determina cuéntas cuerdas
terminan en cada una de las P branas, y esta ordenada porque no existe otra forma
de distinguir entre estas tltimas.

Tenemos por lo tanto un conjunto de N + P D3-branas, cuya teoria efectiva
a bajas energias es una teorfa de gauge con grupo de simetria U(N + P), y re-
petimos el procedimiento realizado anteriormente para romper la simetria segin
U(N+ P)+— U(N) x U(P). Esto corresponde a separar las P branas para luego lle-
varlas hasta el infinito, de modo que cada una de las cuerdas abiertas se describe a
bajas energias como un bosén W infinitamente masivo. La accién efectiva a bajas

energias puede entonces descomponerse segin
SUNER) — gV U L Sy 4 Sine (3.29)

donde Sy es la accién efectiva para los bosones W infinitamente masivos y S, con-
tiene todos los términos correspondientes a su interaccion con las branas. En el limite
de bajas energias la accién efectiva Sj[\]/(:}? de las branas en el infinito se desacopla de
la regién del horizonte cercano que da lugar a la geometria AdS, de modo que sélo
debemos considerar los grados de libertad de los bosones W. La condicién de que sus

extremos terminan en las branas en el infinito segin la particién dada por {n;} debe
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imponerse introduciendo un proyector sobre este subespacio de estados al momento
de realizar la integracion sobre los grados de libertad correspondientes. Un célculo
explicito [57] muestra que el resultado de la integracién es la insercién del loop de
Wilson W|C,R] en la teorfa de N' = 4 super Yang-Mills con grupo de gauge U(N).
Desde el punto de vista de la teoria de cuerdas, tenemos como resultado de este
procedimiento P D3-branas en el espacio AdS5x S5, la i-ésima de ellas con n; unidades
de carga fundamental. Su volumen de mundo adquiere la geometria AdS, X S en el
limite del horizonte cercano [55,58,59], y estd completamente contenido en el factor
AdSy del espacio 10-dimensional. Como para generar la geometria AdS llevamos las
branas al infinito y tomamos el limite del horizonte cercano, estas deben llegar al
borde de AdS. Es natural por lo tanto identificar la parte espacial del contorno C del
loop de Wilson dual con la curva que las D-branas trazan alli. Como en el caso de la
representacién fundamental, el acoplamiento a los escalares determinard la posicion
de las D-branas en el factor S° cuando alcanzan el borde de AdS. De este modo,
una vez mas la conjetura relaciona a los observables de la teoria conforme con las

condiciones de borde de sus duales gravitatorios. Mas explicitamente, tendremos

<W[C : ER]> = Zus |:¢branas

3.30
N=4 sYM c} ’ ( )

donde Zi1g| dvranas| c] es la funcién de particién de la teoria de cuerdas supersimétrica
tipo IIB formulada en AdSsx S5, en presencia de P D3-branas que siguen la trayectoria
C en el borde de AdS. En el limite de supergravedad A > 1y N — oo corresponde
considerar solamente la aproximacién semiclasica dada por el punto de ensilladura,
es decir que en signatura euclidea

<WE[C, 9%]> = ¢~SpBriwz (3.31)

N=4 sYM

donde Sppriwyz es la accion de Dirac-Born-Infeld con el término de Wess-Zumino,
evaluada on-shell en la solucién clasica de sus ecuaciones de movimiento que satisface
las condiciones de borde dadas por C.

Pasamos ahora a la descripcién del mismo lazo de Wilson desde el punto de vis-
ta alternativo de la representacién R, que corresponde a tomar () representaciones
totalmente antisimétricas de rangos my, ..., mg. Observamos que en la construccién
de D3-branas anterior, los grados de libertad de la teoria de campos que vive en el
defecto constituido por el conjunto de P D3-branas son 0+1 dimensionales, ya que
se trata de cuerdas abiertas sin extension. Podemos por lo tanto cuantizarlos como
es usual considerandolos bosonicos, o alternativamente también es posible cuantizar-

los considerandolos como fermiénicos. Ambas descripciones estan relacionadas por la
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transformacién de bosonizacion, pero la cuantizacién fermidénica es la adecuada para
tratar grados de libertad anticonmutantes, asociados a una representacién totalmen-
te antisimétrica. En [60] se muestra que la bosonizacién relaciona al conjunto de P
D3-branas con un conjunto equivalente de () D5-branas, la i-ésima de las cuales tiene
m; unidades de carga fundamental. Estas D5-branas tienen un volumen de mundo que
es AdS, x S*, donde ahora el factor AdS, esta embebido en AdSs vy el factor S* C S°
tiene un radio que depende de m;. La parte espacial del contorno C determina la
curva que trazan las D5-branas en el borde de AdS, como era de esperar, mientras
que el acoplamiento al espacio interno determina la direccién en S® alrededor de la
cual estdn enrolladas las S4.

Concluimos esta seccién mencionando dos casos particulares que seran especial-
mente importantes, ya que son el objeto de estudio de capitulos posteriores. Se trata
de los lazos de Wilson en representaciones totalmente simétricas o antisimétricas, cada
uno de los cuales tiene dos descripciones alternativas en términos de D3 o D5-branas.
En el caso de las representaciones totalmente simétricas, observamos que la descrip-
cién mas natural es en términos de una tnica D3-brana con volumen de mundo
AdS, x S?, siendo el rango k de la representacién cualquier valor positivo. En cambio,
en el caso de las representaciones totalmente antisimétricas la descripcién mas natu-
ral corresponde a una tnica D5-brana con volumen de mundo AdS; x S*, estando
ademas limitado el rango k de la representacion por la condicion £ < N. Cada una de
estas situaciones sera descripta en detalle mas adelante, pero desde ya esperamos para
ambas que el limite k — 1 reproduzca los resultados hallados para la representacién

fundamental.

3.4. Lazos de Wilson supersimétricos

La definicién (3.23), o alternativamente (3.26) en signatura euclidea, no es la
m4ds general posible para un lazo de Wilson en N/ = 4 super Yang-Mills. En efecto,

podriamos haber escrito

WIC,R] = Troy Pexp {i][Aﬂdx“ + drdy’ + )\iin} : (3.32)
c

1
dim R
introduciendo acoplamientos totalmente generales (z#,y’,6;) para todos los campos
de la teoria. Estos pueden variar punto a punto a lo largo de C, y el operador asi de-
finido serd invariante de gauge siempre que x recorra una curva cerrada.

Ahora bien, los operadores bosénicos con 6; = 0 a lo largo de toda la curva son

primarios, en el sentido de que aquellos operadores con acoplamiento no nulo a los
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fermiones pueden obtenerse actuando sobre ellos con los generadores de supersimetria.
Por lo tanto, vamos considerar solamente el caso 6; = 0 dejando asi de lado los
operadores descendientes.

Si queremos que ademas los lazos de Wilson en cuestion preserven algunas de
las supersimetrias de la teoria, debemos imponer que la variacion supersimétrica de
nuestra definicién se anule. Esto serd particularmente t1til a la hora de identificar y

comparar resultados en la teoria dual, de modo que exigimos
SW[C,R] =0 = 6 7{ Audat + ®pdy’ =0, (3.33)
lo cual requiere que punto a punto se satisfaga la condicién
§A " + 00y =0, (3.34)

donde i# y 3! denotan derivadas respecto al pardmetro de la curva. Usando la trans-

formacién de supersimetria (2.27) tenemos entonces
el i + Ty =0, (3.35)

y como las matrices I'™ son de cuadrado nulo esto implica 42 + 3% = 0. Por lo tanto,

I un vector unitario de RS, es decir que

i debe ser tipo tiempo y ¢! = nfv/—i2 con n
dy' = n!|dx|. Esta tltima es la condicién que, junto a 6; = 0 transforma la definicién
mas general (3.32) en nuestra definicién original (3.23).

El loop de Wilson asi definido es localmente supersimétrico, pero para que sea glo-
balmente supersimétrico debemos exigir que el mismo espinor satisfaga la condicion
de supersimetria en todos los puntos de la curva. La forma més sencilla de lograrlo

I sea constante y o una recta, de manera que podamos hacer a la

es requerir que n
ecuacién (3.35) independiente del pardmetro de la curva mediante un boost. Por lo
tanto, hemos encontrado lazos de Wilson supersimétricos que son rectos y tienen un
acoplamiento constante a los escalares, preservando la mitad de las supersimetrias
de la teorfa, es decir que son 1/2 BPS. Estos loops de Wilson fueron originalmen-
te considerados en [56], mientras que diversas generalizaciones preservando menos

supersimetrias fueron estudiadas en [61,62].

Los argumentos presentados hasta aqui sugieren inmediatamente la generaliza-
cién de los dos contornos particularmente relevantes introducidos en la seccion 3.2.
Teniendo en cuenta la supersimetria, vamos a definir los lazos de Wilson rectangular

y con cusp en N = 4 super Yang-Mills introduciendo acoplamientos a los escalares
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Figura 3.5: (a) Loop de Wilson con un cusp geométrico ¢, en el que el acoplamiento
a los escalares pasa de ser n! a i/ precisamente en el punto de quiebre; (b) loop de
Wilson rectangular con un acoplamiento a los escalares n! para el quark y 7! para el
anti-quark. En ambos casos n! y #if son constantes y n'i/ = cos 8 define el angulo de
cusp interno 6.

como se ve en la figura 3.5. Los acoplamientos n! y 72! son constantes, de modo que
ahora introducimos un nuevo parametro dado por n'i! = cosf, que podemos llamar
cusp interno ya que es un quiebre en el angulo que forma el acoplamiento a los es-
calaras en el espacio interno S°. De este modo, tanto el potencial quark-antiquark
como la dimensiéon anémala de cusp pasan a depender de 0, es decir que tenemos
Vig(L,8) v Teusp(@, 0), manteniéndose la relacién entre ambos ya discutida para las
teorias conformes.

La dimensién anémala de cusp de N' = 4 super Yang-Mills ha merecido mucha
atencién recientemente, principalmente limitada a particulas en la representacién fun-
damental®. En algunos casos especificos, es posible obtener en cierto limite resultados
exactos en la teoria de gauge, pudiendo compararse su expansion a acoplamiento fuer-
te con calculos explicitos del lado de la teoria de cuerdas. Un ejemplo de lo anterior
es el limite de dngulos de cusp pequenos ¢,0 < 1, en el que el operador W|C,] es

cuasi-BPS. En este régimen podemos expandir a la dimension anémala de cusp como
Fcusp(¢7 0) = (92 - ¢2)B + O(¢47 94) ) (336)

donde nuevamente B es la funcién de Bremsstrahlung introducida en (3.19). En V' = 4
super Yang-Mills existe una relacion entre esta funcién y el valor de expectacién de un
loop de Wilson circular, que discutiremos con mas detalle posteriormente. Por ahora,
mencionamos solamente que [53]

B\, N) = —— X (WG, R]) | (3.37)

272

3 Algunos de los trabajos que se ocupan de la dimensién anémala de cusp en A = 4 super Yang-
Mills son [19,53,63-76], y también se han estudiado sus generalizaciones a otras teorias, por ejemplo
ABJM en tres dimensiones [77-82].
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donde hicimos explicita la dependencia de la funcién de Bremsstrahlung en todos sus
parametros. En particular, para el caso de la representacién fundamental aplicando
la técnica de localizacion supersimétrica se obtiene una expresion exacta en A y N

para el valor de expectacién del loop de Wilson circular en signatura euclidea [83],

Walc)) = S A 3.38
Weleh) = 1AL (-5 ) (339)
con L%(z) los polinomios de Laguerre generalizados. Utilizando (3.37) se puede ob-
tener entonces una expresion exacta para la funcién de Bremsstrahlung en este caso,
que resulta ser [53,64],
AL () LA (5
B()\,N) _ N-1 ( 4N) ];\/*2 ( 4N) ) (339)
1672 N Ly, ( )

4N

Otro régimen interesante para considerar es el que corresponde a la continuacion
analitica de I'cysp(¢, ) dada por 6 > 1. En este limite, se encuentra para el lazo de
Wilson en la representacién fundamental que los diagramas tipo ladder dominan en
el célculo perturbativo de la dimensién anémala de cusp [65]. Estos son diagramas
de Feynman que no poseen vértices internos, y pueden resumarse resolviendo una
ecuacién de Bethe-Salpeter [84]. En el capitulo siguiente presentaremos dos resultados
para representaciones de rango superior, considerando limites que hacen a los célculos

tratables en estos casos |20, 21].

3.4.1. Ejemplos

Para ilustrar algunos de los conceptos introducidos en este capitulo, concluimos
presentando dos ejemplos de loops de Wilson en la representacion fundamental, cuyo
valor de expectaciéon podemos calcular en el régimen de acoplamiento fuerte gracias
a la conjetura AdS/CFT. Esta serda una buena practica para tener en mente cuando,
en los capitulos siguientes, se describan calculos similares para contornos y represen-
taciones mas generales.

Comenzamos con el ejemplo mas sencillo que podemos considerar, que corresponde
al lazo de Wilson recto 1/2 BPS. En este caso, la simetria del problema es tal que no
es necesario resolver las ecuaciones de movimiento para hallar la superficie de area
minima de la cuerda dual. En efecto, luego de hacer el boost que lleva al sistema
comévil a la particula, la recta debe ser en la direccién temporal tz y por simetria la
superficie de area minima sera entonces un plano que llega en el borde de AdS a dicha

recta, extendiéndose en su interior hasta el horizonte. Trabajando en coordenadas de
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Poincaré con signatura euclidea, parametrizamos la recta con ¢ty = 7. Por invariancia
frente a traslaciones temporales debemos tener z(7,0) = z(0), y por invariancia frente
a reparametrizaciones tenemos la libertad de elegir z(o) = o. La hoja de mundo de
la cuerda no tiene dependencia en los parametros 7 y ¢ para ninguna de las demas

coordenadas del espacio-tiempo, de manera que la accion de Nambu-Goto on-shell es

1 R2 o) oo 1
Sng = e /dadT\/det (G OgztOpa”) = /_OO dT/O da;. (3.40)

2mal

Esta accién es divergente, pero como ya mencionamos anteriormente debemos reintro-
ducir el término de borde que surge al integrar por partes para obtener las ecuaciones
de Euler-Lagrange en la direccion z, debido a que en este caso las condiciones de
contorno para la cuerda son tipo Neumann. Este término no es mas que aquel que
realiza la transformada de Legendre de la accion de Nambu-Goto en la direccién z, y

tiene la forma

o 0=00 R2 o 1177 8LNG
Shorde = dr I1, = dr — II, = — . (341
bord /_Oo TR 27ro//_oo TO'UZO con 0z (341)
donde z = g—j. Introduciendo un cutoff en la direccién radial en la posicion z = e,
vemos que
R? [ 1 1
SNG + Sborde = —/ dr{ ——+ -] =0, (342)
2o J_o € €

y como la dependencia en el cutoff se cancela completamente tenemos un resultado
regular en el limite ¢ — 0. La prescripcién (3.27) resulta entonces en que para este
caso <WE [C‘]> = 1 a orden dominante en el régimen A > 1, como podiamos esperar a
partir de un célculo perturbativo [85]. El resultado anterior fue originalmente obtenido
en aquel trabajo, siendo motivado por [54,55] poco después de formulada la conjetura
AdS/CFT. Su extensién a lazos de Wilson en otras representaciones se hizo mas tarde
en [57,60,86].

Pasamos ahora a un ejemplo algo mas interesante, correspondiente al loop de
Wilson circular en la representacion fundamental. Consideramos entonces un circulo
contenido en el plano x; — x5 del borde de EAdS5 en coordenadas de Poincaré, e
introducimos coordenadas polares en dicho plano. La parte relevante de la métrica

serd entonces
dt3, + dz* + dr? + r2d* + das

22

ds* = R? , (3.43)

y en este caso es conveniente parametrizar el circulo en el borde tomando ¢ = 7
con 0 < 7 < 2m. Por invariancia frente a traslaciones en las direcciones tg y x3 no

hay dependencia en los pardmetros de la cuerda para su hoja de mundo en estas
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direcciones, y por simetria tendremos que z y r pueden depender tnicamente de o.
La invariancia frente a reparametrizaciones nos permite tomar r = ¢, de manera que

debemos resolver para z(r) en la accién de Nambu-Goto,

R? V14 22
Sva = - / dre¥-t2 (3.44)
« z
donde ahora Z = 22. La ecuacién de movimiento para z(r) es entonces
(20 +22)(1+ 2% + 025 =0, (3.45)

y su solucion es z(r) = \/r2 — r, es decir que la superficie forma una semi-esfera de
radio 7y cuyo volumen penetra en el interior del espacio-tiempo. La coordenada r
tiene entonces el rango 0 < r < rq, correspondiendo r — 7y al borde de FAdS5. La

accién on shell serd en este caso

R? ”’@ /7o

Sng = — , 3.46
o o [ (rfr) (240
mientras que el término de borde resulta ser
2 r—r R? 2 =T
Sborde = sz i - - _% . (347)
o

Nuevamente, introduciendo un cutoff en la direccién radial considerando radios hasta

T = To — € Vermos que

R T R (rg—¢)?
Sne = = | ———=—1 Y Shorde = ——,M7 (3.48)
a (2ro — €)e ' roy/(2rg — €)e
de modo que la acciéon on-shell total es regular en el limite € — 0, siendo
) R? JX
h_rg SNG + Sborde = —? = —\/X — <WE[CO]> =€ . (349)

Observamos que para N — oo el resultado exacto (3.38) proveniente de la teoria de
gauge se reduce a

(WE[Co]) ~ %h(\ﬁ), (3.50)

donde I;(z) es una funcién de Bessel, de modo que en el régimen A > 1 se tiene

VA
<WE[CO]> = \/gma (351)

es decir que nuestro resultado (3.48) estd de acuerdo con la prediccion de la teorfa de

gauge [87].
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Corresponde hacer algunos comentarios sobre este resultado para el lazo de Wilson
circular, considerado originalmente en [56,88]. En primer lugar, observamos que como
esperamos por la invariancia conforme no hay dependencia del valor de expectacion
con el radio rq del circulo. Por otra parte, existe una transformacion conforme que
mapea al circulo en la recta y viceversa, de modo que una vez mas se trata de un lazo
1/2 BPS [89,90]. Sin embargo, como pudimos ver los resultados para ambos casos
no coinciden, lo cual se debe a la aparicién de una anomalia en la transformacién
conforme aplicada. Esta esta asociada al punto en el infinito que debe agregarse para
llevar la recta al plano, y desde el punto de vista perturbativo es responsable de que
los propagadores gludnico y escalar combinados no se anulen, como en el caso recto,
sino que sean una constante finita. De hecho, al realizar la expansion perturbativa
puede verificarse que los tnicos diagramas de Feynman que contribuyen son los lad-
ders, pudiendo resumarselos en un modelo de matrices gaussiano 0-dimensional. Esto
fue conjeturado inicialmente en [85], para ser luego demostrado por la técnica de lo-
calizacién supersimétrica [83]. El resultado obtenido al resolver el modelo de matrices
es un ejemplo paradigmatico de un chequeo de precisién de la dualidad AdS/CFT,

ya que al ser exacto en A hace posible interpolar entre ambos lados de la conjetura.
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Capitulo 4

Limite de ladders para los lazos de
Wilson

Vimos en el capitulo anterior que podemos considerar lazos de Wilson en N = 4
super Yang-Mills en cualquier representacion R del grupo de gauge. Resulta natural
entonces intentar extender el estudio de la dimensién anémala de cusp I'cysp(0, 0)
a particulas que transforman en representaciones distintas a la fundamental, siendo
este el caso mas frecuentemente analizado en la literatura. Sabemos que los objetos
duales a los lazos de Wilson en las representaciones de rango superior son D-branas
de prueba! que se extienden en AdSs, llegando al borde del espacio a lo largo de la
curva que define el loop de Wilson. Para la representacién totalmente simétrica de
rango k, debemos considerar en la teoria de cuerdas una tnica D3-brana [57,60,91],
de modo que serd hasta cierto punto viable un tratamiento analitico.

En este capitulo nos proponemos entonces considerar D3-branas que corresponden
a lazos de Wilson con un cusp interno 6 en representaciones totalmente simétricas del
grupo de gauge, es decir que vamos a tomar el angulo de cusp geométrico ¢ = 0. Como
estos operadores no son en general supersimétricos las ecuaciones de movimiento para
las coordenadas de las branas duales son realmente de segundo orden, y no de primero
como ocurre cuando se analizan operadores BPS. Si bien no podemos resolverlas
analiticamente para un angulo de cusp 6 y rango k arbitrarios por ser altamente
no lineales, es posible obtener resultados en dos limites particulares que resultan
interesantes en tanto permiten realizar una comparacién con resultados obtenidos en
la teoria de gauge a partir de la expansion perturbativa.

El primer limite que consideramos es el de angulo de cusp interno pequeno, # < 1,

para el que encontramos una solucién de D3-brana explicita que es valida para todo

'En los casos en los que el nimero de casillas del diagrama de la representacion es mucho menor
que N2 las D-branas duales no deforman la geometria de fondo.
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valor del rango k. Como vimos anteriormente, el valor de la acciéon on-shell renor-
malizada se relaciona con el valor de expectacién del loop de Wilson dual, lo cual
nos permite verificar para la representacién totalmente simétrica R = Sy la relacion
(3.37) a partir de la expansién (3.36). Este constituye el primer chequeo explicito de
esta conjetura para una representacién distinta a la fundamental.

El segundo limite que vamos a analizar es aquel en el que kv/A > N. En este
caso, observamos que la accion on-shell de la D3-brana que corresponde al régimen
de acoplamiento fuerte del lazo de Wilson es simplemente la exponencial del resul-
tado a 1-loop del diagrama tipo ladder que corresponde al primer orden del régimen
perturbativo. Para explicar esta relacién en principio inesperada entre el analisis per-
turbativo a acoplamiento débil y el resultado obtenido por medio de la dualidad
AdS/CFT, realizamos un anélisis de los diagramas de Feynman con vértices inter-
nos, y con argumentos de teoria de grupos verificamos que son subdominantes en
este limite en particular. De hecho, se tiene que el diagrama tipo ladder a ¢-loops es
proporcional al diagrama ladder de 1-loop elevado a la potencia ¢, lo cual resulta en
la exponenciaciéon observada.

Finalmente, como el origen de la exponenciacion eikonal observada esta en cues-
tiones de tipo diagramatico, relacionadas con los coeficientes de Casimir de S en el
limite £ > N, ésta es totalmente independiente de la geometria del contorno C del
lazo de Wilson considerado. Esta observacion nos permite conjeturar que la exponen-
ciacion eikonal es de hecho més general, debiendo ser valida independientemente del

contorno, es decir que
(W][C,Sk]) ~ exp <W(1)[C,8k]> para k> N. (4.1)

Para justificar esta conjetura, presentaremos una generalizacion parcial del resultado
obtenido para el caso del loop de Wilson con un cusp interno, que extiende el resultado
obtenido a un lazo de Wilson recto en el que el acoplamiento a los campos escalares

en S° es totalmente arbitrario.

4.1. D3-brana dual a Wg|C,, S|

En esta seccion nos proponemos encontrar la D3-brana de prueba que es el dual
holografico de la linea de Wilson con un cusp interno en la representacion simétrica de
orden k de U(N). Como ya mencionamos, vamos a fijar el cusp geométrico en ¢ = 0

de modo que el principal desafio consiste en lidiar con el espacio esférico interno, en
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el que la D3-brana tiene una descripcion no trivial. Este caso serd suficiente para
desarrollar lo chequeos que queremos realizar en el régimen de acoplamiento fuerte.

Es conveniente en este caso usar las siguientes coordenadas para la parte relevante

de la métrica de FAdS; x S°:

ds® du? 2\ 72 2 2 2 2 2
ﬁzm—i—(l#-u)ah +u (dw + sin ¢dQ2)+d19 . (4.2)
Aqui, R es el radio de AdS, u se relaciona con la coordenada radial p de la métrica
global (2.8) por medio de u = sinhp, y dQ2 = dx? + sin® x d¢? es la métrica de
una S? C EAdSs5. Por brevedad, nos quedamos solamente con el angulo polar ¥ del
factor S° de la métrica interna, suprimiendo las coordenadas que no van a tener
relevancia en lo que sigue. Tomamos como coordenadas del volumen de mundo de
la D3-brana a (7,1, x,§), siendo las demds coordenadas funciones de v, es decir
que u = u(y) y 9 = 9(¢»). El volumen de mundo de la brana tiene un campo de
gauge Fy, = Al(¢), cuya carga conservada estd relacionada con el rango k de la
representacion Sy considerada. El borde de AdS se encuentra en ¢ = 0,7, y vemos
que al mapear conformemente la trayectoria del plano al cilindro ¢ = 0 corresponde
a la seccion del contorno que va de —oo a 0, mientras que @) = m corresponde a la
seccion que va de 0 a 0o. La esfera bidimensional en el volumen de mundo de la brana
se achica continuamente a lo largo de estas lineas en el borde, siendo determinado el
angulo de cusp interno por los valores de borde de la coordenada angular polar en
S? es decir que § = J(m) — ¥(0). La figura 4.1 muestra el volumen de mundo de la
D3-brana aqui descripta.
Los términos de Dirac-Born-Infeld y Wess-Zumino de la accién para una brana

con volumen de mundo de signatura euclidea son

2N _ (u')? . 472
Sppr = 7/d7d¢ u? 51n21p\/(1 + u?) <u2 1m0 )2) T E (43)

2N
Swz = —— [ drdy u*sin® 1), (4.4)
T

donde las primas indican derivacion respecto a 1), la tension de la brana es Ths = %
y va realizamos la integracién sobre la S2.

Esta accién tiene dos cantidades conservadas evidentes, que corresponden a los
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(seccién transversal)

@~

Figura 4.1: D3-brana con un angulo de cusp interno. El volumen de mundo se muestra
en sombreado, y es parametrizado por las coordenadas (7,1, x, £). La brana alcanza
el borde de AdS en 1) = 0, 7, donde colapsa la esfera S?, como se muestra en la seccién
transversal obtenida a 7 constante. El &ngulo de cusp interno en la S® viene dado por

0 = 9(r) — 9(0).

momentos conjugados a ¥ y A,, dados respectivamente por

2 12 2,0/
o= o5 = - L . )
™ AV
\/(1 +u?) <u2 + (19')2) +4m2F2 /)
2 :02
i, 1 0L _ 8 u”sin® Y Fy, (4.6)

T NOAL ) , '
" \/ (1 +u?) <u2 TN @9/)2> +472F2, /)

En la segunda expresién de arriba, el momento para el campo A, se definié con un %
para obtener de este modo una cantidad real, ya que en la teoria en espacio euclideo el
campo de gauge es de hecho imaginario. En cualquier caso, estas definiciones pueden
invertirse para hallar ¢ y Fj, en términos de las dos constantes Iy y I14, que estan

asociadas directamente con el angulo de cusp y el rango de la representacién del lazo
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de Wilson dual. Esto nos permite quedarnos con una unica ecuacion de movimiento

dada para u(v). Esta ecuacién es altamente no lineal, y por lo tanto muy complicada,

0= —16u’sin*¢ (v® + 1) (u? + u* + u2)2
" M4 + 16uS sin® ¢ + 16ut sin® ¢ — 472112 + A u?

(u?+1) (u? 4+ u* + u?)

+ u® (BAIL4* + 160 sin* ¢ u® + 48 sin* o — 47”11}

+ 4ut ()\HA2 +u? ()\HA2 + 16sin? 7,0) — 271'21_[129)

+2u® (A14® + 48sin* ¢ u” + 80sin’ )

— 2u? (16 sin® ¢ cos p u”® + (AIL4* — 27°I13) u”)

—u’ (v’ (AT} 4 16 sin® 1) + 32sin® ¢ cos ¢ u”® + 32sin® ¢ cos ¢ ')

— 16u” sin® ¢ (sin ¢ u” 4 2 coshu') — 32u” sin® ¢ (sin 1 u” + 2 cos Y u')

+ 64u"? sin ¢ + 1760 sin* ¢ + u (47”115 — Al14*) "

+ u® (NI — 47°105 + 6 (AIL4? — 27°105) w'?) + 2 (A14% — 47°105) ™.

En lo que sigue, resolvemos esta ecuacién diferencial en dos limites particulares.

4.1.1. Angulo de cusp pequeno

Consideramos primero el limite en el que el angulo de cusp interno es pequeno,
0 < 1, que como veremos mas adelante corresponde a tomar Iy pequeno. Para 6 = 0
la brana se encuentra fija en un punto de la esfera S®, y debemos recuperar la solucién
de D3-brana 1/2 BPS de [91],
K B kv

u(y) = o’ donde K= (4.7)

En esta expresion, k es un entero que determina la carga fundamental disuelta en
el volumen de mundo de la brana, y se identifica via la correspondencia AdS/CFT
con el rango de la representacion simétrica del grupo de gauge en la teoria conforme.

Hacemos por lo tanto el ansatz que sigue para la coordenada u(v)) de la brana,

R

u(y) = [1+ Iy Fi(v) + I Fy () + O(I13)] (4.8)

sin
que es basicamente una expansion alrededor del limite 1/2 BPS en el que la solucién

es dada por u(v)) = k/sint. Este limite fija ademés

_%:N’ (4.9)



que es lo que vamos a usar en el desarrollo que sigue. Expandiendo la ecuacion de

movimiento de u(1) para Ily pequeno, encontramos

2sin 200 F () + (1 + 2x% — cos 2¢)) F)'(v) = 0,

2

25in 20 F}() + (1 + 27 — cos 20) 5 () = 7~ MW_ TR (4.10)
cuya solucién es
R@) =0 .  B)e—T (arctan2 (M) - ”—2) @)
8k2(1 + K2) V1+ K2 4
En esta solucion las constantes de integracion fueron fijadas de modo que
F;(0)=0 y  F/(m/2)=0 para  i=1,2. (4.12)

La primera condicién implica que en el borde la brana reproduce la solucién 1/2
BPS dada por [91], mientras que la segunda condicién garantiza un perfil suave, sin
quiebres en el punto medio. Observamos sin embargo que la funcién Fy(1)) en (4.11)
puede usarse para representar la configuracion en el rango completo 0 < ¢ < 7.

En este punto, debemos evaluar la accién (4.3) on-shell, expandiéndola previa-

mente para [Iy < 1. Encontramos de este modo

2 K

S Swz = —TN————>
DBI T OWz NI

I3 + O(113) (4.13)
donde T' = [ dr es un cutoff infrarrojo para la extensién de la brana en la direccién
7. Si bien este resultado es finito, debemos de todos modos incluir los términos de
borde adecuados para los campos. Como vimos anteriormente, estos tienen la forma
de transformadas de Legendre,
Y=m
Sborde = — /dT (u Hu + AT HA) s (414)
=0
y modifican las condiciones de contorno de los campos correspondientes intercam-

biando condiciones tipo Neumann y Dirichlet [56,91]. M&s concretamente, tenemos

2 1+ 2k?

S orde — IT'N—————
bord 4 k(14 K2)3/2

13 + O(I13) , (4.15)

de modo que reuniendo ambas contribuciones obtenemos

2 1

_ R § 4
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Para convertir Iy en esta expresion en una dependencia explicita en el angulo de cusp

interno, vemos que por definicién

o — / " (). (4.17)
0
A primer orden en el dngulo de cusp pequenio, esta relacion resulta ser
Iy = 2”;@9 + 0(6?), (4.18)
lo que nos da finalmente
log (Ws[C., Si) — —T%nm 62+ 0(0Y). (4.19)

Esto signifca que en el régimen de acoplamiento fuerte la funcién de Bremsstrahlung
es N
Bs, ~ —kV1 + K? para N, A>1 ytodo k. (4.20)
™

El mismo limite de acoplamiento fuerte para la funcién de Bremsstrahlung de cargas
en la representacion totalmente simétrica puede extraerse directamente de [92], don-
de se considera una carga siguiendo una trayectoria hiperbolica. Mas recientemente,
se construyeron D3-branas duales a cargas que siguen trayectorias tipo tiempo ar-
bitrarias, y el calculo de su potencia radiada es asimismo consistente con nuestro
resultado [76]. Vale notar por dltimo que el limite & — 1 de (4.20) coincide con el
limite N — oo y A — oo del resultado exacto para la representacion fundamental,
dado por (3.39).

4.1.2. Limite de s grande

Un segundo limite interesante que podemos considerar corresponde a x > 1. Para

la solucion de angulo de cusp pequeno hallada anteriormente este limite es

2 112
wtw) = = (1= Tvm - o) (4.21)

y vemos que las correcciones se organizan en potencias de % Esto sugiere la definicién
de un nuevo parametro de expansion,

7.(2

T 2k?

que vamos a dejar fijo a medida que x y Ily van a infinito. Hacemos entonces el

() Hqg s (422)

siguiente ansatz para un angulo de cusp 6 arbitrario

R

u(¥) = S F (), (123
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lo cual resulta en la ecuacién de movimiento valida para x grande y my fijo
4FPF" — 13 = 0. (4.24)

La solucién de esta ecuacién con F(0) = F(m) = 1 tal que F'(¢)) — 1 cuando mg — 0

F(p) = %\/ﬂ—zw(w—w (1— Ji —wg>. (4.25)

Podemos ahora relacionar 7y con el angulo de cusp 6, de manera que para 0 < my <1

S}

e:/o czw<w>=/o RSP (ﬁl—M>

= arcsinmy + O(k™) . (4.27)

+0(k™) (4.26)

Como hicimos antes, queremos calcular la accién (4.3) on-shell, y en el limite de

k grande esta se reduce a

2N kK?
Sppr + Swz = =T — <1 —4/1— 7T129) + O(k) (4.28)

2N kK2
=-T - (1 —cosf)+ O(k). (4.29)
Para los términos de borde tenemos
4N kK?
Shorde = T'——5—(1 —cos ) + O(x), (4.30)
T
de modo que a fin de cuentas
2N k>
log (Wg[C, Si]) = T 7; (1 - cos0) + O(k). (4.31)

La dimension anémala de cusp para un angulo de cusp 6 genérico en el limite de s
grande es entonces

2NK?
2

ISk (0,0) =

cusp

(1 —cos@) para k,N,A>1 ytodo §. (4.32)

De (4.32) podemos extraer la funcién de Bremsstrahlung realizando una expansién
para angulos pequenos, # < 1. Por supuesto, el resultado coincide con el limite de
k> 1 de (4.11), siendo

k)
Sy = 5
1672 N

Esto concuerda perfectamente con la prediccién proveniente de la teoria de gauge

para N, A> 1. (4.33)

obtenida en [93] mediante la técnica de localizacién supersimétrica. Esto puede consi-
derarse como un chequeo no trivial de la conjetura (3.37) de [53] para representaciones

distintas a la fundamental.
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4.2. Analisis perturbativo

Nos interesa ahora conectar los resultados obtenidos en la secciéon anterior desde
el punto de vista de la supergravedad con un analisis perturbativo cuando el acopla-
miento de 't Hooft es pequeno. En particular, nos vamos a concentrar en el estudio
de lineas de Wilson en la representacion totalmente simétrica de rango k en el régi-
men de x grande, y observamos que cuando el acoplamiento es débil esta condicién
implica £ > N. Vamos a mostrar que en este limite los diagramas tipo ladder son
los tnicos que contribuyen al valor de expectacién del operador. Lo que es mas, la
serie perturbativa completa se exponencia, de manera que la dimensién andémala de
cusp (4.32) resulta ser determinada simplemente por el resultado a primer orden del
acoplamiento débil. La exponenciacion correspondiente aparentemente se debe solo
al comportamiento de los factores de color en éste limite, y no guarda relaciéon con
la geometria especifica del loop de Wilson considerado. Esta observacién seré clave
para proponer la conjetura (4.1), asi como para elaborar un chequeo maés fuerte de la
misma a ser presentado en la préxima seccion.

El analisis perturbativo comienza por la expansion de la linea de Wilson a orden
cuadratico en los campos. El contorno del lazo de Wilson con cusp en N' = 4 super

Yang-Mills puede ser parametrizado como
at(s) = (scos g, —|s|sin £,0,0) , n'(s) = (cos%, sgn(s)sing, 0,0,0,0), (4.34)

donde s es el pardmetro sobre la curva y sgn(s) es la funcién signo. En nuestro caso
consideramos una recta en el espacio fisico de modo que solamente es no trivial el
acoplamiento a los campos escalares de la teoria. Sin embargo, por el momento vamos
a mantener el cusp geométrico ¢ arbitrario, tomando ¢ = 0 en el resultado obtenido
mas adelante.

El valor de expectacién de vacio del operador de Wilson es a 1-loop?

+£/d51/d32 ning (OF (1) % (2)) — @il (A% (x1) AL (72))) -

(Wg[C,,R]) ~1 (R

S1

(4.35)
Por brevedad, usamos la notacién z; = x(s;) y n; = n(s;). Los generadores T estan

en la representacion R del grupo de gauge U(/N). Usando los propagadores en el gauge

ZNétese que el factor 1/2! que viene del desarrollo de Taylor de la exponencial se compensa al
elegir un orden particular sobre el camino, en este caso sy > s1. Esto es valido para todos los érdenes
de la expansion perturbativa.
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de Feynman

2 5ab§ gQ 5ab5
D (1) Y (y)) = M 2 01 A%(2) AP (y)) = T O O 4.
(@§@)®W) = TH 5 (@A) =TH s, (430)

es facil ver que la contribucion neta proviene de la region con s; < 0y s, > 0, dando

entonces

Tr( T“T“ gYM / / cos ¢ — cosf
~1 d d 4.
<WE [647 %D + dlm 471'2 51 52 3% + 32 =+ 28182 COS Qb ( 37)

El factor de color de esta contribucion a 1-loop es

Ca(R)
5

Tr(T°T*) = dim(%R) (4.38)

donde C3(R)/2 es el coeficiente del operador de Casimir cuadrético de la represen-
tacién R (ver el apéndice B para un resumen méas detallado de las convenciones
utilizadas). Las integrales en (4.37) son las mismas que aparecen en el caso de la

representacion fundamental [85], y al hacerlas llegamos a

(Wg[C,,R]) =1— %%(cosqﬁ — cos 9)8.¢¢ log (j\x ) +0(\?).  (4.39)
™ 1n uUv

La presencia de las divergencias logaritmicas, reguladas aqui por la introduccién de
cutoffs en el infrarrojo y el ultravioleta, es tipica de los contornos que tienen quiebres
o auto-intersecciones, [56].

Para la representacion totalmente simétrica de rango k, el resultado a 1-loop para

la dimension anémala de cusp es entonces

Me(N +k = 1) (cos ¢ — cos ) ¢

Sk — _7
Fatsp(0,6) = 812N sin ¢

cusp

+0(\?), (4.40)

donde usamos que Co(Si) = k(N + k — 1). Este resultado es valido para todo valor
de k y N, y para angulos de cusp ¢ y 0 totalmente arbitrarios.

Resulta interesante en este punto considerar el limite de x > 1 del resultado
anterior para la representacién totalmente simétrica, porque en este limite podemos
comparar con el analisis a acoplamiento fuerte proveniente de la supergravedad?,
ver 4.1.2. Cuando el acoplamiento es débil, k grande implica k > N, de modo que

tomando ¢ = 0 la dimensién anémala de cusp (4.40) se torna

A2
8mZN

0,0) = (1—0059)+O()\

| =

% ) (4.41)

cusp

3En toda esta seccién consideramos implicitamente N > 1 para poder comparar el régimen
perturbativo con el de acoplamiento fuerte a través de la conjetura AdS/CFT.
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Resulta remarcable que, como habiamos anticipado, el resultado a 1-loop coincide
con el resultado obtenido para acoplamiento fuerte, (4.32). En lo que sigue, vamos a
argumentar que chfsp no recibe correcciones de orden superior en el régimen k£ > N.

Para analizar las contribuciones a loops més altos, resulta conveniente clasificarlas
en dos categorias, una correspondiente a los diagramas tipo ladder, que no contienen

vértices internos, y la otra correspondiente a los diagramas que si los tienen.

4.2.1. Diagramas ladder

El diagrama de 1-loop calculado en (4.37) es el diagrama tipo ladder més sencillo

posible. Para ¢ = 0 y un angulo de cusp interno # arbitrario es

Cy(Sy) cos f
<WE[CZ’Sk]lad> 2(2 47T2N/dt1/dsthl) (442)

Para calcular los diagramas de orden superior, recordamos que cuando un propa-
gador empieza y termina en la misma semi-recta la contribucion correspondiente se

anula [85]. Por lo tanto, a 2-loops hay dos tipos de diagramas:

Tr(T*T*T T?) (1 — cos 0)?
<WE[84, Sk]lad> dim(S) (47r2N> /ahfl/d‘gl/db/als2 (s1+t1)%(s2 + t2)?

(4.43)
Te(T*T*T*T®) 277 (1 cos )2
dt, [ds, [dts [d
+ dlm(Sk) <47T2N) / 1/ 81/ 2/ %2 81+t2 52+t1>2
0 0
(4.44)

La primera linea en (4.43) proviene del diagrama tipo ladder con dos escalones

(a) (b)
Figura 4.2: Diagramas tipo ladder a 2-loops. El diagrama (a) tiene los escalones
paralelos, mientras que el (b) los tiene cruzados.

paralelos, mientras que la segunda linea corresponde al diagrama con escalones que
se cruzan, como se grafica en la figura 4.2. Ambos diagramas tienen distintos factores

de color que provienen de tomar las trazas de los generadores en distinto orden. En
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el caso de la representacion totalmente simétrica, como se muestra en el apéndice B
podemos ver que
Tr(TeTTT?) . N N 1
Tr(TTT*T?) k(N+k—1) (N+k—1)2

En esta expresion, vemos que para la representacién fundamental £ = 1 y el diagrama

(4.45)

tipo ladder que tiene un cruce es subdominante en el limite planar N — oo. Sin
embargo, para k > 1 este diagrama contribuye al mismo orden que el de escalones
paralelos, y debe por lo tanto tenerse en cuenta. Hacer esto para un caso totalmente
general seria complicado, ya que son solamente los diagramas tipo ladder sin cruces
los que pueden resumarse resolviendo una ecuacion integral de Bethe-Salpeter, y
es justamente esta la razén por la que el caso de la representacién fundamental es
particularmente simple.

Ahora bien, en el limite k£ > 1 también ocurre una simplificacion crucial. A menos

de términos de orden N/k?, tenemos de hecho

arpbrarb arparbby s 02(8k)2
T TTT?) = To(T*TT'T?) = dim(Sy) (22 ) (4.46)

como se ve en el apéndice B. El hecho de que los dos términos en (4.43) adquieren una
normalizaciéon con el mismo factor de color hace que, combinando las integrales, el
integrando sea simétrico frente al intercambio de los indices 1 y 2. Todas las integrales
pueden entonces extenderse desde menos hasta mas infinito, de manera que nos queda

un dnico término, a saber

Cs(Sk) —cosf
<WE[64’S’“]16‘1> 2( 2 47T2N> /dtl/dsl (51 +t)?

<WE (5 Sk]lad> . (4.47)

Para 6rdenes superiores aparecen mas diagramas tipo ladder distintos, cada uno

2

de los cuales tiene un factor de color diferente proveniente de tomar la traza de los
generadores en un orden particular. Sin embargo, podemos verificar que a orden ¢
Co(Sk)
2 )
(4.48)

para toda permutacion o de ¢ indices cuando k > N. Por lo tanto, la contribucion

Te(T% ... Toere@) .. 7o)y ~ Tr(TaT ... TUT%) = dim(Sy,)

de las integrales para k grande de los diagramas tipo ladder a f-loops es
¢

11 / i, / L P / i / s )

o =1
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donde definimos sy = tg = oo y la suma se realiza sobre todas las permutaciones

posibles de ¢ elementos. Tenemos entonces

(Welez, Silin) ~ 7 <WE[c4, Skhady , (4.50)

lo cual resulta en una exponenciacién eikonal de las contribuciones de los diagramas

ladder a orden dominante en k£ grande, dada por

oo

<WE[C4, Sk lad Z <WE Cl, «Sk lad> >~ exp <WE[64, Sk‘]l(ic)1> . (451)
=0
Enfatizamos que este resultado es vélido para la representacién totalmente simétrica

Sk, cuando el rango k de dicha representacion es muy grande, k > N.

4.2.2. Diagramas de interaccion

Para demostrar la propuesta (4.1), debemos ver que los diagramas tipo ladder son
la tinica contribucion al orden dominante del valor de expectacién del lazo de Wilson
considerado. En principio, deberfamos considerar también los diagramas de interac-
cién, que comienzan a contribuir a 2-loops como se ve en la figura 4.3. Sin necesidad
de calcular explicitamente las integrales correspondientes, vamos a considerar los fac-
tores de color asociados a estos diagramas para argumentar que sus contribuciones
son subdominantes en el régimen k£ > N.

Como diagramas de interaccién a 2-loops tenemos la correcciéon por auto-interaccion

al propagador, asi como el diagrama con un vértice interno de tres patas. La correccién

(a) (b)
Figura 4.3: Diagramas de interaccién a 2 loops. El diagrama (a) es la correccién de
auto-interaccién al propagador, mientras que el diagrama (b) corresponde a un vértice
interno de tres patas.

por auto-interaccion recibe contribuciones de todos los campos de la teoria, ademas
de los campos fantasma. En cualquier caso, notamos que el factor global de color que

acompana a este diagrama es

4 2
g 7 ng plm A
Tim(on) B i iy (ﬁ) (NCy () — C1(R)?) (4.52)
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donde usamos la base candnica descripta en el apéndice B, en la que las constantes
de estructura son fijm™ o< 6;0%07 — 0507,0".

El diagrama con un vértice interno de tres patas resulta de contraer el término
de tercer orden en la expansion de Taylor de la exponencial en el loop de Wilson
con los dos vértices de tres patas de la acciéon de N' = 4 super Yang-Mills, que
son esqueméaticamente [P (QA™ A" AP + 0P™A"PP). Esta contraccién resulta en el

mismo factor de color que (4.52),

4 2
di%é\;{)Tr(RgRLRZI) ik o (%) (NC(R) — C1(R)?) . (4.53)

Para las representaciones totalmente simétricas con k£ > N > 1, los coeficientes
del p-ésimo Casimir son a primer orden C,(Sk) =~ kP. Por lo tanto, los diagramas de
interaccién a 2-loops estdn suprimidos por un factor N/k? si se los compara con la
contribucién a 2-loops de los diagramas tipo ladder, ver (4.47).

A érdenes mayores tenemos contribuciones de cada vez més diagramas. En la
figura 4.4 se muestran algunos ejemplos de diagramas de 3-loops con cuatro patas

sobre el lazo de Wilson.

(a) (b) ()
Figura 4.4: Algunos ejemplos de diagramas a 3-loops con cuatro patas sobre el lazo
de Wilson.

En general, un diagrama de (-loops lleva el acoplamiento g2, = (\/N )é, que se
obtiene de unir P propagadores y V vértices siendo £ = P—V. De los P propagadores,
P son internos, mientras que P de los externos conectan al lazo con un vértice y los
restantes Py son escalones que conectan dos puntos del lazo. De los V' vértices, V(3
son de tres patas y contribuyen cada uno una constante de estructura f*¢, mientras
que V{4 son de cuatro patas y contribuyen en cambio un factor f" f'*? cada uno.
Los nimeros de vértices y propagadores se relacionan entonces con el orden ¢ del

diagrama segin
{ = Piy + Py + Puy — Vigy — Vi : Vi) + 4V =2P5 + Py (4.54)

El factor de color de los diagramas correspondientes es

g2 Vis) Viay r
dinﬁl(é\glﬁ) Tr (Tm . Tac) H fbicidi H flmj”j flpj%' Z H orate (4.55)
i=1 j=1 (r,s)eS a=1
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donde G = Py + 2F) es el niimero de generadores y S es el conjunto de indices que
pueden conectarse con los propagadores, que podemos especificar esqueméticamente
como S = {(a, bed), (a, mnpq), (bed, mnpq)}, pero exluyendo los tadpoles producidos
al tomar (r,s) = (bed,bed) y (r,s) = (mnpg, mnpq). Combinando las expresiones en
(4.54), vemos que

G =20— Vg — 2V (4.56)

En general, la traza de GG generadores resultara en una suma de términos de la forma

G
HCS(E)‘{)% , Vg, : 0<¢q, <G con qus <dG. (4.57)

s=1 s=1

Luego, para las representaciones totalmente simétricas S, con k> N,
[Jc.o0) < k€. (4.58)

Esta cota puede no saturarse cuando la contraccion de generadores consecutivos con
constantes de estructura da lugar a conmutadores, que producen factores relativos
de N/k. Aparece ademds un factor adicional de N por cada loop interno, pero esto
requiere vértices adicionales de manera que al comparar con diagramas tipo ladder
del mismo orden el factor relativo siempre es al menos N/k?. Por lo tanto, de (4.56)
y (4.58) resulta claro que los diagramas tipo ladder dominan para cada orden ¢ fijo.

Podemos verificar estos argumentos generales para algunos ejemplos especificos de
diagramas graficados en la figura 4.4. Dichos diagramas vienen acompanados de los
factores de color

g%MT J pl pn pay £sik ptmp ig B 2
—dim(%) (R} Ry Ry, R fi7 fane o <N> N(NCQ(D%) C1(R) ) ) (4.59)
que para representaciones totalmente simétricas de rango k > N estan suprimidos
por un factor (N/k?)? cuando se los compara con los diagramas tipo ladder corres-
pondientes.

Al mismo orden en )\, otra posibilidad es agregar un escalén a los diagramas a
2-loops que se grafican en la figura 4.3. Si el escalén es paralelo al ya existente, como
en la figura 4.5 (a), el factor de color (4.53) adquiere un £ C5 adicional. En cambio,
si el nuevo escalén cruza al anterior , como en la figura 4.5 (b), el factor total se
vuelve proporcional a (£)3(NC3 + NC} — N2Cy — C»C%). En cualquier caso, para
k > N ambas contribuciones son subdominantes por un factor de N/k? cuando se

las compara con los diagramas tipo ladder corresondientes al orden 3.
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(a) (b)
Figura 4.5: Diagramas de 3-loops que se obtienen de agregar un escalon a los diagra-
mas de interaccion de 2-loops.

Dado que las interacciones no contribuyen al primer orden en £ > N, vemos que

en este limite
(Wr(C, Si) = (WrlC., Silaa) = exp (WE[CL S (4.60)

es decir que el resultado a 1-loop del diagrama ladder captura completamente el valor
de expectacién del operador.

Concluimos esta seccién precisando un poco mas el significado del limite £ > N
que estamos considerando. Recordamos que si una D-brana es “demasiado pesada”,
su reaccién sobre la geometria puede deformar el espacio de fondo AdSs x S°. En el
lenguaje de la teoria de gauge, esto ocurre cuando el operador insertado esta en la
misma escala de potencias de N que la accién, es decir N2. Por lo tanto, podemos
evitar la reacciéon que deforma la geometria de fondo si tomamos k ~ O(N") con

1 < v <2, que es lo que supusimos implicitamente a lo largo de todo este desarrollo.

4.3. Exponenciacién para contornos mas generales

Los argumentos expuestos en la secciéon anterior no dependen de ningin detalle
de la geometria del lazo de Wilson considerado, sino de consideraciones de teoria de
grupos completamente generales. Esto sugiere que la exponenciacién no esta limitada
al caso de lineas con quiebres, como anticipamos al comenzar este capitulo, y de hecho
en [94] ya se habia observado para el circulo 1/2 BPS. Ahora bien, el circulo es solo un
representante de una familia infinita de operadores que genéricamente son 1/8 BPS
y pueden definirse para contornos arbitrarios en una esfera bidimensional, siendo el
valor de expectacion de todos los miembros de dicha familia capturado por el mismo
modelo matricial gaussiano [95-98]. La tnica diferencia es que el acoplamiento en el
modelo de matrices se modifica a través de un factor que depende solamente de la

geometria del lazo*, pero que es independiente de la representacién JR elegida. Por

4Mi4s especificamente, si Ay, y Aoy son las dreas de las superficies de S? dentro y fuera del lazo,
respectivamente, el acoplamiento en el modelo de matrices viene dado por g3,; — g%y Ain Aout /472
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lo tanto, una exponenciacién similar debe ocurrir también para estos operadores, lo
cual constituye un apoyo no trivial a favor de la generalidad de la propuesta (4.1).
En esta seccion vamos a realizar una verificaciéon més sofisticada de dicha pro-
puesta, para lo cual consideramos un lazo de Wilson recto en EAdSs pero con una
trayectoria arbitraria en el espacio interno S°. Dejamos entonces que el acoplamiento
n! a los escalares sea totalmente arbitrario a lo largo de la trayectoria, es decir que
se trata de un vector unitario de R® que depende del pardmetro s de la curva. Como

en todo este capitulo tomamos al lazo en la representacién totalmente simétrica de
rango k de U(N), es decir que R = S.

Figura 4.6: Trayectoria arbitraria en el espacio interno S°.

Para comparar con los resultados de supergravedad obtenidos en coordenadas
globales, serda conveniente realizar el mapeo del plano al cilindro para llevar el loop
de Wilson recto a dos lineas antipodales en R x S3. En las coordenadas (4.2) dichas
rectas estan en ¢ = 0 y v = 7, y podemos usar el tiempo global 7 como parametro

sobre la curva. En estas coordenadas, la expansion a 1-loop (4.35) toma la forma

N A K2 ) 1 —nj(T)ng ()
(WalC, S} _1+%N//dm e s (4.61)

7'¢]/:O77T

donde ya consideramos los valores de las constantes dependientes de la representaciéon
en el limite k& > N, y separamos la trayectoria n’(s) en dos partes n{(7) y ni(r).
El segundo término en esta expresién deberd coincidir, para que se verifique (4.1),
con menos la accion on-shell de la configuracion de la D3-brana dual, que pasamos a

estudiar a continuacion.

4.3.1. D3-brana dual para k grande

Partimos de la accién para una D3-brana con volumen de mundo asintoticamente
AdSy x S?) escrita en coordenadas globales similares a (4.2),

ds? du? N 12 . 212 | 2 2 2
ﬁ:1+u2+(1+u)d7 + u? (dp® + sin® ¢ dQ3) + dQ3 (4.62)
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donde recuperamos la dependencia en todos los d4ngulos del espacio interno S°, que
llamamos ¢; para ¢ = 1,...,5. El volumen de mundo de la D3-brana se extiende en
las coordenadas ¢! = (7,4, 0, ¢), donde ahora 6 y ¢ parametrizan la S C AdSs (no
confundir con los dngulos de cusp, que en este caso no estan definidos). Hacemos el

ansatz u(7, 1) vy @;(7,1), con el cual la parte de Dirac-Born-Infeld de la accién es

N A dx* dzv 27
SpBI = 52 /d C\/det (d—cwgw, + ﬁ FIJ)7 (4.63)

donde suponemos que las tinicas componentes no nulas del tensor de campo electro-

magnético son Fy, = —F,y = 0y A, (7,1). Para el término de Wess-Zumino tenemos

Swz = —%/dT dip sin® yu(r,)*, (4.64)

donde ya realizamos la integracién trivial sobre el factor S%. Dado que la accién
S = Spar + Swyz, solamente depende de 0, A, (7, ), podemos usar la ecuacién de mo-
vimiento para A,(7,v) para introducir el momento

1 0Lpprywz

N DA — illa(7), (4.65)

donde como ya vimos el factor ¢ asegura que I14(7) es una cantidad real, siendo el
campo de gauge imaginario en la teoria euclidea.

Podemos resolver esta ecuacién para A,(7,v) en términos de I14(7), u(7,¢) y
vi(7,1), para luego usar esto en las ecuaciones de movimiento restantes. Como vimos
en el capitulo anterior, la informacién sobre el lazo de Wilson dual se encuentra
codificada en el flujo eléctrico que lleva la D3-brana, asi como en las condiciones de
borde para las coordenadas de la brana. Para buscar soluciones a estas ecuaciones,
vamos a considerar la deformacién de la solucién 1/2 BPS conocida en la literatura

[63], de modo que generalizando (4.8) y (4.9) tomamos

k

fird) vy Ta(r) = $palr), (4.60)

() = -

K
sin ¢
donde x = kv/\ /4N como antes. Nétese que como queremos relacionar nuestra solu-
cion a un loop de Wilson en la representacion totalmente simétrica de rango &, vamos
a considerar desde ya pa(7) +— 1. Mas ain, nos interesa exclusivamente el limite
k — oo, en el que las ecuaciones de movimiento se simplifican drasticamente.

Antes de considerar el caso més general, comenzamos por analizar una trayectoria

contenida en un S* C S°. Por ejemplo, si tomamos ¢ = - -+ = @4 = 5 tenemos
Af=fIVesl vy fAps+2Vf-Vips =0, (4.67)
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donde A = V2 es el operador de Laplace. Las ecuaciones (4.67) deben ser resueltas

con las condiciones de borde®

f(T,9) =1, es(n9) = ay(7), (4.68)

=07 =07

para funciones arbitrarias a,(7) que corresponden en el lazo de Wilson dual a la
eleccion
nl, (1) = (0,0,0,0,sinay(7), cos ay(r)) . (4.69)

Para buscar las soluciones de estas ecuaciones de movimiento, perturbamos la solucién
1/2BPScon f=1y p5=0,

f(Tﬂ/J):1+€f1(7>¢)+€2f2(7’¢)+“' ) (470)
()05(7—7 w) =€ (,bl(T? w) + €2¢2<7—7 ¢) T (471>
e introducimos esta expansion en las ecuaciones (4.67). Encontramos de este modo que

font1 ¥ @2, se anulan porque deben resolver la ecuacién de Laplace con condiciones

de borde tipo Dirichlet nulas. Los f5, v ¢2,_1 son no nulos y satisfacen

n—1 n—j
Afon = fr; > Vi1 - Voo i1, (4.72)
j=0 i=1
Aoy = — Z Zﬁf% : 6€Z52n—2z‘+1 + foilAdan—2it1, (4.73)
i=1

donde definimos por conveniencia fy(7,1) = 1. Para hallar la solucién del sistema

(4.72)-(4.73), es conveniente definir funciones g, tales que

o = {fn sin es par, (4.74)
ifn

si n es impar

lo cual nos permite escribir la ecuacion para el m-ésimo coeficiente g, en términos

de ciertas particiones ordenadas y restringidas P° del ntimero m,

ALY I | =0. (4.75)

YePle y, €y

5En nuestro caso, hay dos condiciones de borde, una en ¥ = 0 y la otra en @ = 7, de modo que
tendriamos

@5(1,0) =ao(t) vy @5(T,7) = ax(7).
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donde los elementos de P contienen a lo sumo un elemento par. Si excluimos la

particién trivial, la soluciéon para el coeficiente g,, viene dada en términos de los

gm==>_ 1] 9 (4.76)

yeple' yi€y

anteriores,

.. o« e !/
donde la suma es ahora sobre las particiones no-triviales y ordenadas P" que con-
tienen a lo sumo un elemento par. Estas particiones restringidas, junto con sus co-
rrespondientes coeficientes, pueden ser codificadas convenientemente en la siguiente

funcién generatriz,

Zgsz% H (Z (g2n- 1€2n1)l>
= Z fore™ exp (Z Z ¢2n_162"_1> = fe's. (4.77)
k=0 n=1

La ecuacién (4.75) asegura que el laplaciano de esta funcién generatriz se anula.
Esto significa que expandir alrededor de la soluciéon BPS era innecesario, dado que
con un cambio de variables adecuado el sistema (4.67) podria haberse desacoplado
y linearizado. En efecto, si definimos la funcién compleja Z(1,v) = f(1,v) e#s(7¥)

vemos que
AZ::&%(Af—,ﬂﬁ¢aﬁ-+iam(fA¢5+2ﬁf-6¢Q. (4.78)

Luego AZ = 0 es equivalente al sistema original, (4.67). Para resolver la ecuacién de

Laplace con condiciones de contorno de Dirichlet, es decir

AZ=0  con Z‘ = ¢iav(m) (4.79)
P=0,r

podemos usar el método de la funciéon de Green. En nuestro caso el dominio es una

banda bidimensional con bordes en 1) = 0y ¢ = m, de modo que usamos la funcién

de Green h( ) (6 + )
COS T—1T)—cos(y+
: 4.80
Glr. ¢ 7.9) = 47r COSh(T — 7)) —cos(yp — ) (4.80)
Luego la solucién a este problema de Dirichlet es
2r0) = [ @0 G| (4.81)

P'=0

donde 0, denota la derivada normal al borde saliendo del dominio, de manera que
| =—0peny/ =0y 0, =40y en ¢/ =m.
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Disponiendo de la intuicién provista por el caso del contorno en S!, podemos
proceder a resolver el caso de la trayectoria general en S°. Introduciendo la notacién
X® = (f, 1,92, ¥3, P, 5), las ecuaciones de movimiento en el limite de k grande se

pueden escribir compactamente como
AX® =T%.VY" - Vx°, (4.82)

donde I'*,, son los simbolos de Christoffel de R® en coordenadas esféricas con f cum-

pliendo el rol del radio. Introduciendo coordenadas cartesianas X!

XY, 0) = f(7,0) sin @i (7,) sin 2(7, 1) sin s (7, ) sin ga (7, ¥) sin @5(7,9) ,
X2(r,) = f(7,0) sin @1 (7,4) sin (7, 9) sin 3 (7, ¥) sin a7, ¥) cos @s(7,¥) ,
X3(7,40) = f(1,9) sin 1 (7,) sin o (7, 1) sin 3(7, ¥) cos @4 (T,v)
X4(1,4) = f(1,v)sin 1 (1, ) sin o (1, ¥) cos p3(7, 1), (4.83)
XO(r ) = f(1,4) sinpa (7, ) cos pa(T,9)
XO(r,0) = f(7,4) cos (7, ,
las ecuaciones (4.82) se tornan
AXT=0, (4.84)
debiendo ser resueltas con las condiciones de borde
xI(r, w)‘ = nl(r). (4.85)

P=0,r

Por lo tanto, en el limite de k£ grande la solucién para una trayectoria arbitraria es

X(r,4) = /dT/aiG(T,w;T',w')nfb,(T') . (4.86)

P'=0,7

4.3.2. Evaluacion on-shell

Para evaluar la accion on-shell, debemos considerar como lo hicimos anteriormente

los términos de borde que acompanan a Spgr + Swz, que tienen la forma

OLpBr+wW7 OLpBI+wWz
= — A
Shorde / u ( JOpu) T 00A,)

Y=m

(4.87)

»=0

El término de borde para A, puede reescribirse como una integral de volumen

[ e

P=m
= Ni / dr dp Oy A (T,9) (7)), (4.88)
$=0
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y si hacemos lo propio para el término de borde para u, podemos escribir la accién on-
shell completa como una integral sobre el volumen. Juntando todas las contribuciones,

tenemos en el limite & — oo

Son—shell N / <

‘Vf|2 —2fAf + f? Z |V902\2 Hsm ©j

7j=1
2(0- )+ 2f (cot 10y f + aiﬂ) . (4.89)
Usando la ecuacion de movimiento para f, que establece
5 i—1
Af=f Z Vil H sin ¢, (4.90)
i=1 j=1
podemos reescribirla como
_ K2\ LA f2 2 1y 2
Sonfshell - 167N dew (2 f + 81/) [COtw(f 1) awf ]) : (491>

El segundo término en la expresion de arriba resulta al realizar la integracién en un
término de borde que se anula al tomar f(7,7¢) — 1 alli. Si usamos ademds que

XiX?= f2 podemos ver que la accién on-shell se obtiene de evaluar la integral

kX K2\

AXTX! X', x?!
sorn | AV A )= Tean | X0

Sonfshell =

(4.92)
Y=0,7

Usando la representacion (4.86), esta toma la forma de una integral doble sobre el
borde,

kX ,
Sonfshell - 167N // drdr’ aj_a T ¢7T w) ( )nw’( ) a0 ) (493)
que tiene la forma genérica
Tlu,v] = // drdr uy (T)vy (70,0 G(T,¢; 7', ") (4.94)
Yy =0m

Se trata de hecho de cuatro integrales separadas segin la eleccion de ¥,y = 0,7, de
manera que es conveniente ahora realizar un cambio de variables para juntarlas en

una tunica integral. Tomamos para ello
x =€’ cosy y y =€’ siny, (4.95)

de modo que mapeamos la banda (7,1) € R x [0, 7] en el semiplano y > 0, y entonces

Tlu,v] = // dz dz'u(x)v(2) 0,0, G (x,y; 7', y) . (4.96)

y,y'=0
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En estas variables, la funcién de Green (4.80) toma la forma més sencilla

A (x =22+ (y+v)?
G(Iayax?y)_4ﬂ. g(l‘—$/)2+(y_y/)2

(4.97)

de modo que
2

——1m LCiC’LL (x_$/>2_y
Ilu,v] = = If //d d )(y2+(m_x/>2)2. (4.98)

Tomar el limite y — 0 en este punto, es decir antes de realizar la integracién, seria

incorrecto porque nos dejaria con un integrando conteniendo un polo doble, que no
serfa fisico. Por lo tanto, antes de tomar el limite reescribimos el integrando como

una integral de valor principal,

T, vl = Fi%//d”” >J[<z Z)? (y2+ e <5—x'>2> |

zF#x

para luego introducir otra integraciéon localizada por una delta de Dirac, y en tltima

instancia replicar la expresion completa

dz6(2' — x) y Yy
/ —
Tlu,v] = hm /dmdxu )/dz][271'2(2 — (y2 T2 P —a)

z#£z!

et ffaraonia) foe f S50 (= - )

Z'#z

Si ahora tomamos el limite dentro de estas integrales obtenemos cuatro productos
de deltas de Dirac, cuya combinacién resulta en una integral convergente aun sin

considerar su valor principal,

Tfu,v] = / /dxdx’u / /dzdz — ) = 3( gx())(f(zll);x')—ﬂz—x'))
_ //ddeA u(z) - %(2_2)2) v(z) o)

Podemos finalmente expresar este resultado en términos de las coordenadas origi-

nales. Para z > 0 tenemos que z = e” corresponde a la linea en 1 = 0, mientras que

para z < 0 tomamos z = —e’. Luego
— a7 — (!
COSh(T —7') — cos(¢p — ') bl =0
y aplicando este resultado en (4.93) llegamos a que
2 [ (r) = ny (7))
on—shell — — drdr’ v v 4.101
Son—shell 6472 N // T cosh(t — 77) — cos(yp — ¢') o (4.101)
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Como n! es un vector unitario, la accién on-shell resulta ser entonces

L2\ 1 —nl(T)ni, (7))
s drd vy 4.102
hell 32m2N // rar cosh(r — 7/) — cos(¢) — ") D=0 ’ ( )

y esta expresion es exactamente menos la contribucién a 1-loop del valor de expecta-
cién del lazo de Wilson en una representaciéon de rango grande dada en (4.61).

El acuerdo entre la evaluacion de la accion on-shell y el valor de expectacion a
1-loop en el limite de k£ grande es indicador de que la exponenciacién de diagramas
tipo ladder propuesta en la seccién anterior es correcta. Cabe resaltar que si bien la
trayectoria del lazo de Wilson considerado en el espacio-tiempo es una recta, en el
espacio interno se trata de una trayectoria completamente arbitraria. Por lo tanto, esta
verificacién de la exponenciaciéon es mucho mas general que la que habiamos hecho
anteriormente, en la que el loop de Wilson tenia un cusp interno que corresponde a
tomar una trayectoria con una funcién escalén en una S* C S°. Se refuerza de este
modo la idea de que la exponenciacién de ladders en el limite de representaciones de
rango grande ocurre para loops de Wilson arbitrarios, ya que este resultado a orden
dominante en el rango k no depende de ningtin argumento de supersimetria, es decir

que no parece relacionado de forma evidente a un limite cuasi-BPS.

Concluimos este capitulo observando que la exponenciacién observada es similar
a la exponenciacién eikonal abeliana de QED, segin la cual el valor de expectacién
de vacio de un lazo de Wilson se calcula en forma exacta como la exponencial del
resultado a 1-loop, dado por el propagador foténico [99]. Para teorias no abelianas el
valor de expectaciéon de vacio del lazo de Wilson es la exponencial de una expresion
mas complicada, a la que no contribuye solamente el diagrama a 1-loop. Dado que
la parte abeliana se exponencia, es posible escribir esta expresion en términos de un
conjunto més pequeno de diagramas conocidos como redes [100-102]. Sin embargo,
en el limite que consideramos todos estos diagramas son tales que su contribucién a
(Wg|C, Sk]) es subdominante frente a la parte abeliana que involucra potencias del

Casimir cuadratico.
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Capitulo 5

Integrabilidad en AdS/CFT

Clasicamente, un sistema es integrable en el sentido de Liouville si tiene 2n grados
de libertad y n cargas conservadas, incluyendo al hamiltoniano, cuyos corchetes de
Poisson se anulan. Es posible en este caso “resolver” el sistema, por lo que entende-
mos dejar expresadas las soluciones a las ecuaciones de movimiento en términos de
las n cargas conservadas. Por analogia, decimos que un sistema cuédntico es integrable
cuando dispone de un conjunto infinito de cargas conservadas, lo cual generalmente
estd también asociado a la posibilidad de resolverlo exactamente, ya sea en su espec-
tro o su evoluciéon temporal. Si bien muchas veces la solucién encontrada por la via
de la integrabilidad es en cierto sentido formal, en la medida en la que no aporta
expresiones cerradas para todas las cantidades fisicas relevantes, siempre implica una
construccién explicita cuyas dificultades, de existir, resultan de tipo algebraico. In-
cluso en estos casos, como se trata de un método no perturbativo ofrece importantes
ventajas sobre los enfoques méas tradicionales, entre ellas la posibilidad de realizar
expansiones sistematicas a acoplamiento fuerte.

En el marco de la conjetura AdSs/CFTj, la integrabilidad aparece en el limite
planar N — oo a ambos lados de la dualidad. En la teoria conforme, fue observada
por primera vez en la expansion a 1-loop del operador de dilataciones de N' = 4 super
Yang-Mills, [103]. Si bien los primeros resultados se obtuvieron para ciertos sectores
del espectro de operadores de la teoria, mas tarde pudo establecerse la integrabilidad
del espectro completo a 1-loop, para luego extender este resultado a 6rdenes superiores
[104-106]. Del lado de la gravedad, puede establecerse asimismo la integrabilidad
clasica de la teoria de cuerdas supersimétrica en AdSs x S°, formulada en términos de
un modelo o no lineal [107]. Por lo tanto, es razonable esperar que la integrabilidad
sea de hecho una propiedad no perturbativa que persiste independientemente del valor

que tome el acoplamiento, y bajo esta suposicién es posible avanzar considerablemente
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hacia una descripcion exacta en el acoplamiento para ciertos observables de interés
en el contexto de la conjetura.

En este capitulo nos proponemos realizar una introduccion a la integrabilidad tal
como se presenta en la realizacién prototipica de la dualidad AdS/CFT que veni-
mos considerando. Obviaremos por lo tanto toda mencion a otras realizaciones de la
conjetura, en las que también se observa bajo ciertas circunstancias la presencia de in-
tegrabilidad [108-112]. Nos limitaremos ademas a la discusién del tema en relacién al
calculo de la dimension conforme de los operadores de la teoria de gauge, dejando de
lado otros contextos en los que se presentan sistemas integrables, como ser el célculo
de amplitudes de dispersién y loops de Wilson poligonales de lados nulos, [113].

Comenzamos considerando las consecuencias que trae la existencia de un conjunto
infinito de cantidades conservadas en una teoria de campos relativista. Si bien como
veremos mas adelante este no es el caso que nos concierne en lo inmediato, resulta es-
clarecedor para establecer algunas de las propiedades y estructuras que son comunes a
todos los sistemas integrables. Pasamos luego al estudio perturbativo del operador de
dilataciones de N' = 4 super Yang-Mills, en el que podemos apreciar cémo es posible
identificar el problema de la diagonalizacién de la matriz de mezcla de operadores con
el de encontrar el espectro de una cadena de espines cuyo hamiltoniano es integrable.
Esto motivara la discusion del ansatz de Bethe, asi como su extension a todo orden
dada por el ansatz de Bethe asintético. Habiendo expuesto esta herramienta funda-
mental, pasamos a considerar otros observables de la teoria conforme que presentan
integrbilidad, como son los lazos de Wilson con inserciones de operadores. Estos pue-
den asociarse a cadenas de espines abiertas, en las que los extremos estan fijos a un
loop de Wilson que provee condiciones de borde que preservan la integrabilidad. Su
estudio puede realizarse por medio del ansatz de Bethe de borde, o desde el punto de
vista dual en términos de D-branas a las que estan fijas cuerdas abiertas. Sera en este
ultimo punto en el que nos enfocaremos en la seccion final de este capitulo, presentan-
do los resultados originales obtenidos en [18] para el factor de reflexién que adquieren
las excitaciones de las cuerdas cuando se reflejan en dichas D-branas. Notese que de-
jamos para el capitulo siguiente todo aquello que se relaciona con las correcciones por
tamano finito que recibe el ansatz de Bethe asintdtico, algunas de las cuales seran
relevantes para los sistemas estudiados aqui.

Corresponde terminar esta introduccion aclarando que la integrabilidad en gene-
ral, y la integrabilidad en la conjetura AdS/CFT en particular, son temas demasiado
extensos para pretender cubrirlos por completo en esta tesis. Mencionamos entonces

algunas de las referencias principales a las que el lector puede acudir para profundizar

72



en las cuestiones que aqui no se presentan, o cuya exposicion se ve limitada por cues-
tiones de espacio. Para una introduccion a la integrabilidad clasica, puede consultarse
el libro clasico [114], o la mds reciente revisiéon [115]. Para una exposicién enfocada
exclusivamente en las aplicaciones a la conjetura AdS/CFT la referencia ineludible

s [116], que contiene buena parte de los temas que vamos a discutir en lo que sigue.
Las referencias a otros trabajos donde se discuten algunas cuestiones mas especificas

se daran a lo largo del texto, a medida que sea relevante hacerlo.

5.1. Cargas conservadas y ecuacion de Yang-Baxter

Consideremos una teoria de campos relativista en 1+1 dimensiones con particulas
masivas identificadas por un indice a. La energia y el momento de estas particulas pue-
den parametrizarse con una rapidity 0 € R segiin E = m, cosh(0) y p = m, sinh(0).
Como la teoria es masiva, todas las interacciones son de corto alcance y el espacio de
Hilbert se descompone por lo tanto en estados en los que las particulas se hallan muy
separadas unas de otras, de modo que podemos considerarlas practicamente libres.
Las transiciones entre estos estados cuasi libres ocurren cuando las funciones de onda
se solapan y las particulas interactian.

Identificamos con A, (;) a una particula de tipo a; que se propaga con rapidity
0;, y observamos que como tenemos una sola dimensién espacial el orden de una
secuencia de simbolos de este tipo puede asociarse univocamente al orden de las
correspondientes particulas en el espacio. Vemos entonces que un estado cuasi libre

de n particulas puede identificarse con la secuencia

’ Aa1 (91) o Aan(en) > ) (51)

y diremos que este es un estado entrante si no presenta interacciones con t — —o0,
mientras que serd saliente si no presenta interacciones con t — 400. En un estado
entrante las rapidities estan ordenadas en orden decreciente, mientras que en un
estado saliente el orden de las mismas sera creciente. Un estado arbitrario puede ser
descripto en términos de una suma sobre estados asintoticos de este tipo. La relacion
entre ambas bases, es decir la evolucion de un estado entrante en un estado saliente,
es dada por la matriz de scattering o matriz S, que nos permite escribir al menos

formalmente

| gy (61) - Z D S (01, 00301, 0) | Ay (05) - Ay, (01,))

" {oi}
(5.2)
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donde la suma sobre los conjuntos {6} involucra en general una secuencia de inte-
grales. La conservacién de la energia y el momento totales por separado implica que
también se conservan (J1; = E £ p, y esto impone una condicion sobre los conjuntos

de rapidities,
+0 +0, +0/ +0'
Mg, €0+ Mg, e " = my et 4 - my e, (5.3)

que también podemos considerar como restricciones sobre la matriz S. De haber otras
cargas conservadas, estas en general transformaran en representaciones de mayor or-
den del grupo de Lorentz en 1+1 dimensiones, es decir que sobre estados de una

particula tendremos
Qs Aa(0)) = e | Au(6)) (5.4)

donde s € Z es el espin de Lorentz de la carga QS. Vamos a concentrar nuestra atencién
sobre las cargas conservadas que provienen de integrales de densidades locales de
carga, que no son el tnico tipo de cargas conservadas que puede haber en la teoria,
pero que tienen la importante propiedad de que resultan aditivas cuando actian sobre

los estados cuasi libres,

Qs | Ay (61) -+ A, (6)) = ( P -+ qg?e”") | Aay(01) - A, (02)) . (5.5)

Aplicada a (5.2), cada una de estas cargas dard lugar a una restriccién andloga a
(5.3), a saber
qz({?)esel I q(s)esen — ql()f)es% T qbi) 689:»’, (56)

an /
y podemos imaginar que, dado un conjunto infinito de cargas de espin superior, las
restricciones seran tan fuertes que la tnica forma de satisfacerlas serd la triviall, es
decir n’ = n con

0, =0 y  ¢¥ = qéj) para i=1,...,n vy s#0, (5.7)

aq

siendo ¢ una permutacion de n elementos. Esto corresponde a establecer que en la
teoria considerada no hay produccion ni aniquilacion de particulas, y que el conjunto
de momentos de entrada es idéntico al conjunto de momentos de salida, a menos de
un reordenamiento. Decimos en este caso que la matriz S es puramente elastica.
Para visualizar el efecto que tiene la existencia de cargas de espin superior re-

cordemos que usando (J+; podemos construir el operador p, que corresponde a una

1Si bien para algunas teorias se podria en principio tener soluciones no triviales que satisfagan las
infinitas restricciones impuestas, en general estas corresponderan a conjuntos de valores especificos
de las rapidities de entrada 6; que resultan no ser fisicos desde un primer momento.
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traslacion constante en la direccion espacial. En general, utilizando dos cargas con-
jugadas Qs y Q_s podemos construir otra carga conservada p, que esencialmente
corresponde a una traslacién espacial que depende del momento como p*~! [117].
Si disponemos de hecho de una torre infinita de pares de cargas conjugadas con
s =2,3,..., con una combinacién lineal adecuada de las mismas podremos construir
una carga conservada Q que genera una traslacion cuya dependencia en el momento
es totalmente arbitraria, por ejemplo haciendo que Q solo afecte a las particulas con
un momento especifico. En un diagrama espacio-temporal, esto corresponde a despla-
zar horizontalmente la linea de mundo de las particulas con dicho momento en una
distancia arbitraria, dejando fijas las demas lineas de mundo. Esto modifica la forma
del diagrama, pero como Q es una carga conservada sabemos que la amplitud de un
proceso no puede verse afectada.

Si las lineas de mundo no fueran rectas infinitas, moviéndolas de este modo
podriamos “desarmar” los puntos de interaccién, lo cual no tiene sentido. Esta es la
interpretacion geométrica de las propiedades de la matriz S que habiamos enunciado
antes, (5.7), pero tiene ademds una consecuencia adicional especialmente importante.
Esta aparece por primera vez al considerar procesos 3 — 3, que con las restricciones
impuestas podrian tener, en principio, interacciones entre las tres particulas presen-
tes. Sin embargo, para que esto sea posible sus tres momentos deben ser diferentes, y
entonces el hecho de que podamos desplazar horizontalmente cada una de las lineas
de mundo por separado nos permite ver que la amplitud de este proceso debe ser
idéntica a la de los procesos en los que la interaccion es una secuencia de procesos
2 — 2, ver figura 5.1.

Esta propiedad se conoce como relacion triangulo-estrella y da cuenta de la facto-
rizacién de la matriz S [118], que puede extenderse a procesos con mds particulas. En
efecto, para todo proceso de la forma n — n por los argumentos expuestos arriba la
matriz S debe descomponerse en un producto de factores correspondientes a procesos
de tipo 2 — 2,

Swrlar =TI Seia;(0:.0). (5.8)
(i,7)€0
Para el caso particular de los procesos 3 — 3 la igualdad de las dos descomposiciones

posibles da cuenta de la condicién conocida como ecuacion de Yang-Baaxter,

521 (0),05) 5301 (0,1, 05) 8% (0, 03) = S22 (6, 03)522 0y, 05) 52221 (0,1, 0,), (5.9)

al a2 c1 a3 €2 C3 az a3 alc3 C1C2

mientras que para procesos con mas particulas no tenemos condiciones adicionales

porque podemos utilizar repetidamente la relacion anterior.
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b3 by by bs by by bs by by

C3 C1
Co Ca

C1 C3

ai az as ax a2 as ai a2 as
(a) (b) (c)

Figura 5.1: Tres formas distintas en las que puede ocurrir un proceso 3 — 3. En (a) y

(c) todas las interacciones entre las particulas son de a pares, mientras que en (b) hay

una interaccion entre las tres particulas. En una teoria integrable estas tres opciones

son equivalentes, y la igualdad de (a) y (c) resulta en la ecuacién de Yang-Baxter.

Noétese que el razonamiento empleado hasta aqui se puede formalizar y generalizar
de modo de no requerir dos cargas conjugadas, sino solamente una carga de orden
positivo y otra de orden negativo con espines distintos de +1 respectivamente, que
deberan provenir de integrales de densidades de carga locales en teorfas masivas [119].
Otra generalizacion posible consiste en considerar teorias que no estan definidas en
un volumen infinito, sino en uno finito o semi-infinito. En este ltimo caso, la dimen-
sién espacial tiene un borde con el que las particulas pueden interactuar, siendo la
interaccién tal que se mantiene la integrabilidad del sistema. Para que esto ocurra, las
particulas deben reflejarse en el borde al chocar con él, pero como éste puede tener
grados de libertad internos la particula reflejada no necesariamente es la misma que
la incidente. Podemos describir el proceso haciendo uso de una matriz de reflexién
R%(6), de modo que

[ 4a(8)), = Y Rep(8) [ Ac(—0) ), . (5.10)

c,d
donde en el estado identificamos con un subindice el grado de libertad de borde.
Considerando la reflexién sucesiva de dos particulas en el mismo borde, e igualando
como antes diagramas espacio-temporales en los que las lineas de mundo se han
desplazado horizontalmente, podemos llegar a una relacién equivalente a (5.9), ver

figura 5.2. Esta se conoce como ecuacion de Yang-Baxter de borde, y toma la forma
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by
d;
dy
a
3
by B
by do . -
1
Co ’
&1
a1
a2 as ag a3 a2 as

(a) (b) ()
Figura 5.2: Tres formas distintas en las que puede ocurrir el proceso de reflexién de
dos particulas en un borde. En (a) y (c¢) cada una de las particulas se refleja por
separado e interactia con la otra en el interior del espacio, mientras que en (b) hay
una interaccién simultanea entre ambas particulas y el borde. En una teoria integrable
estas tres descripciones del proceso son equivalentes, y la igualdad de (a) y (c) resulta
en la ecuacién de Yang-Baxter de borde.

S22 (07, 05) R (0,)S2 52 (02, —01) R (65) = (5.11)

ajas c1a3 c dacs

Rezes (02)Sa261 (01, —02) R (01) 322 (=0, —61) -

a2a3 aicz C1C3

Como en el caso de las interacciones en el interior del espacio, un proceso con mas de
dos reflexiones sucesivas no aportara nuevas condiciones, dado que podemos aplicar
sucesivamente la propiedad anterior.

Finalmente, para definir una teoria integrable en un volumen finito no es necesario
introducir nuevos ingredientes. Podemos optar por imponer condiciones de borde
periddicas, en cuyo caso tendremos una condicién de cuantizacién de los momentos
de las particulas dada en términos de la matriz S, como asi también es posible imponer
condiciones de borde abiertas, resultando esto en una condicién de cuantizacién de
los momentos que involucra, ademas de la matriz S, a las matrices de reflexion en
los bordes izquierdo y derecho. Presentaremos las ecuaciones correspondientes mas
adelante, cuando consideremos un ejemplo concreto de un modelo integrable junto a
su solucion en la seccién 5.3.

Cabe mencionar un aspecto relevante que es particular de las teorias 141-di-
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mensionales consideradas. En estas teorias, los desplazamientos en las trayectorias
espacio-temporales de las particulas, que son posibles gracias a la existencia de cargas
conservadas de espin mayor a uno, sélo pueden ocurrir en una tinica direccién espacial.
Por lo tanto, si dos lineas se cruzan en un diagrama también se cruzardn una vez
desplazadas, dado que son infinitas.

Mas en general, si nos ocuparamos de teorias en D = d+1 dimensiones, deberiamos
esperar que sean admisibles desplazamientos en las d dimensiones espaciales. En caso
de que d > 1, las lineas que se cruzan en un diagrama pueden dejar de hacerlo una
vez que son desplazadas. Este argumento provee un indicio de que en teorias d+1-
dimensionales con d > 1, si existen cargas conservadas de espin |s| > 1 todas las
interacciones deben ser triviales, de modo que se trata de hecho de teorias libres.

Este es, en efecto, un teorema demostrado rigurosamente por Coleman y Mandula en
1967, [120].

5.2. Operador de dilataciones a 1-loop

Como vimos en el capitulo 2, el espectro de dimensiones de escala de los operadores
de la teoria conforme se relaciona via la conjetura AdS/CFT con el espectro de
energias de los campos duales en AdS. En esta secciéon nos proponemos por lo tanto
iniciar el estudio perturbativo del operador de dilataciones de N = 4 super Yang-
Mills [121], con el objetivo de identificar estructuras integrables cuya generalizacién
nos permita mas adelante realizar una descripcion no perturbativa, pasible de ser
comparada con los resultados obtenidos en el régimen de acoplamiento fuerte a partir
del limite de supergravedad de la teoria de cuerdas.

Para calcular la dimension de escala de un operador O, podemos considerar la fun-
cién de correlaciéon de dicho operador con su conjugado, que por andlisis dimensional

es
1

<O(x)@(y)> X ———% -
[z —y|

(5.12)

La dimensién de escala de O es A = Ay + v, donde Aq es la dimensién de escala
“desnuda” correspondiente a la teoria libre, mientras que v es la dimension anémala
debida a las correcciones cuanticas que aparecen cuando el acoplamiento gyy es no

nulo. En el régimen de acoplamiento débil, v < Ay y podemos expandir
1

(O(2)0(y)) o«

donde A es un cutoff.
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Ya mencionamos que los operadores invariantes de gauge en una teoria con grupo
de gauge SU(N) son trazas o productos de trazas de los campos de la teoria y sus
derivadas. En el limite planar N — oo las funciones de correlacién de los operadores
con productos de trazas estan suprimidas por potencias de 1/N, de manera que basta
considerar los operadores que son trazas simples. Como F},, = [D,,, D,], podemos li-
mitarnos también a la consideracion de operadores en los que las derivadas que actian
sobre un mismo campo estan simetrizadas, y usando las ecuacidénes de movimiento
es posible ademads reescribir ciertas combinaciones de derivadas actuando sobre los
campos. En cualquier caso, como la parte bosénica del grupo de simetria PSU(2,2/4)
es SU(2,2) x SU(4), todo operador invariante de gauge tendra asociadas seis cargas,
(A, Sy, S, J1, Jo, J3). Ademés de la dimensién de escala A, estas corresponden a los
espines Sy y Sy del grupo de Lorentz SO(1, 3), y a las cargas Ji, Jo y J3 de la simetria
SO(6)g.

Vamos a concentrarnos por el momento en el sector SO(6) de los campos escalares,
de modo que un operador genérico tendra la forma

A2\ L2
Op..i,(z) = (T) Tr[®p, () - - - Py, (2)], (5.14)
donde introdujimos un factor de normalizaciéon que serd conveniente mas adelante.
Para calcular funciones de correlacién a nivel drbol usamos el propagador (4.36), que
al absorber la constante de acoplamiento en los campos como hicimos en (2.26) resulta

en?

. e
(@) @)@ 0) = 4T

donde hicimos explicitos los indices de la representacion adjunta de SU(N). Entonces,

(5.15)

tendremos a nivel arbol

1

<O[1..A1L (l’)é]l...JL (y)>(0_loop) = W(éhh ce §]LJL + CfCl.) 4+ (516)

siendo la suma sobre las permutaciones ciclicas de los indices Jy, ..., Jr. El término
escrito arriba es aquel que surge de las L contracciones planares posibles entre am-
bos operadores, cada una de las cuales provee un factor N/47? compensando por la
normalizacion, y los puntos suspensivos contienen todas las contribuciones de las con-

tracciones no planares. Estas contribuciones vienen suprimidas por potencias de 1/N,

2En el limite planar N — oo, podemos despreciar la diferencia entre SU(N) y U(N) dada por la
condicién (®;)%, = 0.
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y seran subdominantes siempre que L < N, ya que de lo contrario la mayor propor-
cién de diagramas no planares puede hacer que estos dominen frente a los diagramas
planares.

Para calcular la correccion a 1-loop, debemos considerar los vértices de interaccién
de los campos escalares en la accién (2.26). Comenzando por el vértice de cuatro patas

de los campos escalares dado por

1

St = 5 /d S Te (@), D) | (5.17)

Iym
debemos insertarlo en el correlador contrayendo dos de sus campos con Oy,...1, (z) vy
los otros dos con Oy, ...j, (y). Para tener diagramas planares los campos contrafdos
con el vértice en Oy,..1, (¥) y Oy,...5, (y) deben ser vecinos, de modo que en el limite

planar obtendremos términos de la forma

A gV
<OI1'~~IL (I)O-h"-JL (y)>(1_100p7¢4) 327T4|l' — |2L 4 |l’ I Z|4|y — Z|4 (518)

X E (2511J1 o '5Ika+151k+1Jk T 5ILJL

- 6I1J1 o '51ka51k+1Jk+1 T 6ILJL
_511J1 T 6Ik1k5Jk+1Jk+1 e 5ILJL + CfCl‘) :
Aparece asi el acoplamiento de 't Hooft A = ¢g%,;N como pardmetro natural de la ex-

pansion, y vemos que la integral debe ser regularizada pasando a la signatura euclidea

e introduciendo un cutoff ultravioleta A, resultando esto en

2 o=yl q¢ 22
~ 2d0. = —— oo A%z — yl?. 5.19
\x—z!4|y—z\4 \x—y\4/ g = poypleele—ult. (5.19)

Entonces la correccién a 1-loop debida al vértice de 4 patas de los campos escalares
es en el limite planar

A log A?|x —y)?

<OI1---1L (x)OJl---JL (y)>(1,100p’q>4) = - 1672 |I — y|2L (520>

X Z(l — 2Pk,k+1 -+ Kk’k_i,_l)é[lJl .. -51LJL -+ cicl. ,
k=1

donde Py r41 es el operador que intercambia los indices k y k + 1y Kjpt1 es el

operador que los contrae, es decir que

Pk,k+1511J1 U 5ILJL = 511J1 U 5Ika+15[k+1Jk o 5ILJL ) (521)

Kk,k+1511J1 T 5ILJL = 511J1 T 6Iklk+16Jka+1 T 5ILJL : (5'22>
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A este resultado debemos agregarle la contribucién de los propagadores gluénicos al
orden 1-loop, que surgen de las interacciones de los escalares con el campo vectorial
dentro de las derivadas covariantes de su término cinético. Sin embargo, dado que estos
propagadores no tienen indices de color sabemos que su contribucion seré proporcional

al resultado a nivel &rbol (5.16), de modo que el resultado a 1-loop es

A log A%z — y|?

<OI1-~-IL (x)OJI“'JL (y)>(1floop) - 1672 ’Q? _ y’2L (523)
L

X Z(l + C — 2Py 1 + Ky gg1)01,0, -+ - 01,5, + clcl.,
k=1

para alguna constante C' que podemos fijar considerando un operador especifico. De-
finimos para ello las combinaciones complejas

Z=25(®+i0) W= 5(Pytiby) y X = 5(05+id), (5.24)

que tienen A = 1, al igual que sus campos conjugados Z, W y X. Las cargas R
correspondientes son J; = £1, Jo, = +1 y J3 = 1 respectivamente, siendo las demés
cargas nulas y el signo negativo valido para los campos conjugados. El operador
Op(z) = (47%/N)E2Tr(ZF) tiene entonces cargas (L,0,0,L,0,0), donde A = A,
porque al tener Ay, = J; se trata de un operador quiral primario, que no recibe
correcciones cuanticas en su dimension de escala. Ahora bien, para este operador
K g1 — 0 porque Op () tiene solamente campos Z y no Z, mientras que Py g1 —1
porque se trata de un operador simétrico frente al intercambio de cualquier par de
indices. Por lo tanto, la anulacién del término de 1-loop para este operador implica

C' =1, es decir que

A log A%l — y|?

<OI1...IL ('r>OJ1”'JL (y)>(1_100p) - _87T2 |$ — y|2L (525)
L
X Z(l — Pk,k—i—l + %Kk’k+1)5jljl ce (S]LJL + cicl. .
k=1

Comparando esta expresién con (5.13), podemos identificar al primer orden de la

dimensién anémala v = > 2 A", /n! con

A

872

ATy = 5 (1= Pogst + 3 Kinen) - (5.26)

L
k=1

La presencia de Py p11 ¥ K r+1 en esta expresion da cuenta de la mezcla de operadores
a 1-loop, y significa que el problema de hallar la dimensién anémala a este orden es

equivalente al de diagonalizar el operador I';.
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Podemos pensar a los operadores (5.14) como formando un espacio de Hilbert que
es el producto tensorial de L representaciones vectoriales de SO(6). La ciclicidad de la
traza implica que en este espacio debemos restringirnos a los estados invariantes frente
a un corrimiento en los indices [ — I, corrimiento que claramente conmuta con
I';. Como ademas I'y actua linealmente y es hermitico, podemos interpretarlo como
un hamiltoniano para una cadena de L espines de SO(6) con condiciones periddicas.
Dado que Py i1y Kgrt1 s0lo operan sobre sitios contiguos de la cadena, esta tiene
unicamnete interacciones a primeros vecinos.

Si nos restringimos a un subespacio SU(2) C SO(6), considerando por ejemplo so-
lamente los operadores compuestos por campos Z y X, vemos que como no mezclamos

campos conjugados Ky 41 — 0 y el hamiltoniano toma la forma [103]
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L
A
k;:l

Como veremos en la seccion que sigue, este es el ejemplo paradigmatico de un hamil-

toniano integrable, correspondiente a la cadena de espines de Heisenberg.

Corresponde terminar esta secciéon con algunos comentarios respecto al resulta-
do anterior. Este puede generalizarse a operadores compuestos por todos los campos
de la teoria y sus derivadas, es decir que podemos identificar el problema de hallar
la dimension anémala de dichos operadores a 1-loop con el de diagonalizar un ha-
miltoniano para cierta cadena de espines. Como en el caso general podemos tener
un numero infinito de derivadas actuando sobre cada campo, el espacio de Hilbert
de cada sitio de la cadena es una representacién infinito-dimensional del grupo de
simetrias completo PSU(2,2/4). El hamiltoniano correspondiente seguird teniendo
interacciones solamente a primeros vecinos, aunque ya no sera en una forma tan sen-
cilla como las presentadas hasta aqui [122,123]. Se puede demostrar, sin embargo,
que este hamiltoniano también es integrable.

En general, el estudio perturbativo del operador de dilataciones se realiza restrin-
giendo los operadores considerados a ciertos sectores contenidos en el grupo completo
PSU(2,2|4). En esta seccién trabajamos en el sector SO(6), queddndonos solamente
al final con un subsector SU(2) C SO(6). Podriamos habernos preguntado si esto
era consistente, es decir si la mezcla de operadores no podria eventualmente llevarnos
fuera de dicho sector. Para comprender por qué esto no ocurrid, debemos notar que

el operador de dilataciones conmuta con los generadores de las simetrias de Lorentz
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y R. Por lo tanto, no puede mezclar operadores con distintos conjuntos de cargas
conservadas, y esto debe respetarse orden a orden en la expansion perturbativa.

Los operadores del sector SU(2) considerado tienen cargas (L,0,0,L — K, 0, K),
siendo L la cantidad total de operadores en la traza, y L — K y K las cantidades
de operadores Z y X respectivamente. Estos operadores sélo pueden mezclarse en-
tre si, de modo que el sector SU(2) es cerrado a todo orden en A. Al agregar un
tercer campo escalar, tendremos operadores como Tr(ZW X) € SU(3), que tienen
carga (3,0,0,1,1,1) y pueden mezclarse con la traza de dos fermiones de cargas
(%, j:%, 0, %, %7 %) El sector cerrado a todo orden perturbativo que resulta de incor-
porar a dichos fermiones es el SU(2|3), ver [124]. Como el sector SO(6) contiene al
SU (3) anterior, no es cerrado a todo orden perturbativo. Sin embargo, como la mez-
cla con los fermiones cambia el nimero total de campos en el operador, y esto puede
ocurrir a partir de 2-loops, el sector SO(6) si es cerrado a 1-loop, como ya vimos.
Finalmente, mencionamos un tultimo sector cerrado que difiere de los anteriores en
tanto a cada sitio de la cadena de espines le corresponde una representacion infinito-
dimensional del grupo. Se trata del sector SU(1,1), que contiene un tnico escalar Z
sobre el que pueden actuar derivadas con una tnica polarizacion. El hamiltoniano co-

rrespondiente actiia moviendo las derivadas de un sitio a su vecino, y tiene un analogo
en QCD [125-127].

5.3. Ansatz de Bethe

En la seccion anterior vimos que el problema de encontrar la dimensién de escala a
1-loop de los operadores en el sector SU(2) de N = 4 super Yang-Mills es equivalente
al de resolver el espectro del hamiltoniano (5.27), correspondiente a la cadena de
espines de Heisenberg [128]. Dejamos entonces a un lado, por el momento, el contexto
en el que surgio6 el problema, y nos enfocamos en su descripcién en términos de una
cadena de espines de SU(2). En esta seccién presentamos la solucién a este problema
hallada por Hans Bethe en 1931, [129], que servird para introducir la herramienta
principal que nos permite resolver sistemas integrables, conocida en la actualidad
como ansatz de Bethe.

Consideramos entonces una cadena o red unidimensional con sitios identificados
por un indice k, que toma valores que dependen de la geometria de la cadena. Cada

uno de los sitios contiene un espin s = 1/2, es decir un doblete en la representacién
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fundamental de SU(2) que puede ser un espin hacia arriba o hacia abajo,

T = (é) , l = ((1)) (5.28)

El espacio de Hilbert correspondiente es
- @V - @ 62
k k

donde V = C? es el espacio vectorial en el que se encuentra cada uno de los espines.
Muchos de los operadores con los que vamos a trabajar actian no trivialmente sobre
un solo sitio de la cadena, de modo que introducimos la notaciéon X para hacer

referencia a un operador que actia como

Xpe=10 @I Xele I, (5.30)
Xen la ;),osicién k
donde I es la identidad en V' y X es el operador correspondiente definido para un
sitio. En particular, los operadores de espin sobre cada sitio de la cadena son
!
2

donde las matrices o}, actian sobre el k-ésimo sitio de la cadena como las matrices

de Pauli,
L (01 » (0 —i . (10
o —<1 0) , O _<i 0) =1y ) (5.32)

Definiendo convencionalmente un nuevo acoplamiento a través de g = v/A/4x, el
3

Si = para i=1,2,3, (5.31)

hamiltoniano (5.27) toma la forma
Hiyy = 292 Z (1— Py kt1) s (5.33)
k

donde como antes P 41 es el operador que permuta los espines en las posiciones k

y k + 1. También puede reescribirse como
1 - -
Hiy = 492 ; (1 — S - Sk:+1) ) (5.34)

y usando las reglas de conmutacién [of, 07] = 2ic¥*o* puede verse que se satisface

[Si,57,] = iy 1Sk, de modo que los operadores de espin total definidos como

S'=Y"5;. (5.35)
k

3Llamamos a este hamiltoniano interior porque para cadenas finitas y semi-infinitas deberan
agregarsele términos de borde para formar el hamiltoniano completo (no asi para las cadenas infinita
y periédica).
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conmutan con el hamiltoniano, [Hjy, Si] = 0. El sistema preserva entonces la simetria
SU(2), y como en particular se conserva S® vemos que el hamiltoniano sélo puede
mezclar estados con una cantidad fija de espines 1 y | (subespacios o sectores del
espacio de Hilbert del problema). Por lo tanto, los autoestados del hamiltoniano
tendran un nimero definido de espines de cada tipo.

Definimos el vacio ferromagnético |)) como el estado que tiene espin 1 en todos
los sitios de la cadena?, y observamos inmediatamente que al tratarse de un estado
totalmente simétrico frente al intercambio de espines en posiciones contiguas, es un
autoestado del hamiltoniano con autovalor nulo, Hiy |0) = 0. Este serd el estado
de referencia sobre el cual se propagaran impurezas de espin |, también conocidas
como magnones. Estas impurezas son indistinguibles unas de otras, y gracias a la
conservacién de la componente del espin S® mencionada més arriba, es inmediato
observar que el nimero de magnones es conservado. Esto significa que, como en el caso
de las teorias de campos integrables, no hay en este modelo creacién ni aniquilacién
de particulas.

Llamaremos | k) al estado con una impureza en la k-ésima posicién de la cadena,

de modo que por ejemplo la accién del operador Py 41 sobre estados de este tipo es

Pigi1 k) =k+1),
Porplk+1)=1k),
Pk | K) =1k VE 4k k41,

Similarmente, podemos definir los estados de dos impurezas | k, k') como aquellos
que tienen un espin | en la posicién k y otro en la posicién k&' > k. En general, para el
sector con n impurezas en la cadena definimos los estados | k1, . .., k, ) como aquellos

que tienen a las impurezas en los sitios k1 < - -+ < k.

Cadena infinita

Para el caso en el que la cadena es infinita tenemos que los sitios vienen identi-
ficados por k = —o0,...,00. Comenzamos por considerar estados con un magnon, y
observamos que si bien | k) no es un autoestado del hamiltoniano, podemos construir
un estado tipo “onda plana”, definido como

lo(p)) =D ™ k), (5.36)

k

4N6tese que si bien utilizamos al espin 1 para definir al vacio ferromagnético, nada nos impediria
usar al espin | en su lugar. Mientras se preserve la simetria SU(2), todos los resultados obtenidos en
uno y otro caso seran equivalentes, pero si esta simetria llegara a romperse una y otra descripcién
del sistema comenzaran a diferir en forma no trivial.
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y verificamos en forma explicita que este si es un autoestado del hamiltoniano,
Hin | 0(p) ) = 8¢%sin? (g) | ©(p) ). Observamos de esta manera que los magnones po-

seen la relacion de dispersién no relativista
E, =8¢”sin” (2) . (5.37)
Para el sector con dos magnones, la superposicén de dos ondas planas,
[ o(propa)) = Y PR k) (5.38)

k<E’

no es un autoestado del hamiltoniano, debido en particular a los términos en los que

ambas impurezas son adyacentes. Vemos de hecho que

Hins | p(p1,p2) ) = (Epy, + Epy) | 0(p1,p2) ) (5.39)
—2¢° Z eip1tip2)k (26”’2 — etz 1) |k k+1) .
k

En la terminologia empleada en 5.1, el estado | ¢p(p1, p2) ) es un estado entrante cuando
p1 > P2, es decir cuando la impureza de la izquierda tiene mayor momento que la
impureza de la derecha, mientras que es un estado saliente cuando p; < ps. El ansatz

de Bethe consiste en proponer que los autoestados del hamiltoniano tienen la forma

[ Y(p1,p2)) = [0(P1,p2) ) + S(p1,p2) (P2, 01) ) (5.40)

es decir, proponemos que se trata de una superposiciéon de un estado entrante y otro
saliente, con un factor relativo S(py, p2) entre ambos. Llamamos a este tltimo factor de
scattering, y queda determinado cuando exigimos que se trate en efecto de un autoes-
tado del hamiltoniano. Esto es, la condicion Hiy | ¢(p1, p2) ) = (Ep, + Epy) | (01, 02) )

resulta en que debemos tomar

etz _ ip1tipz _

S(vpe) = =5 1 (5.41)
o en términos de las rapidities definidas por u; = u(p;) con u(p) = %cot L
S(UhuQ) — w (542)

U, — Ug + 1 ’
Este procedimiento se puede generalizar para el sector del espacio de Hilbert con

n impurezas. Construimos en este caso superposiciones de n ondas planas que tienen

la forma

|S0<p17;pn)> = Z eiZ?:1piki

k1< <kn

A (5.43)
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y proponemos que los autoestados del hamiltoniano son

V@1, p0)) = Y SPors- - P ) |0Pars -1 Pan)) (5.44)
o€ll,

donde II,, es el conjunto de las permutaciones de n elementos. El hecho de que el
sistema sea integrable nos permite asegurar que el factor de scattering de n impurezas
siempre puede factorizarse en un producto de factores de scattering de dos impurezas,
que ya evaluamos en (5.41). Asi, para cada o € II,, podemos escribir en forma anéloga

a (5.8)
SPors- - 00) = [[ Swiipy). (5.45)

(i,4)€0

donde la productoria recorre todos los pares de trasposiciones de dos elementos en los
que se descompone la permutacién considerada®. Usando esta expresion, es facil ver
que el estado definido segun (5.44) es efectivamente un autoestado del hamiltoniano,

siendo

Hint’¢<p17""pn)> = ZEZH |77Z)(p17~'apn)> : (546)

Cadena periodica

En el caso de una cadena periédica de longitud L, los sitios de la cadena estan
identificados por un indice k = 1, ..., L, donde la condicién de periodicidad consiste en
asociar los demas valores enteros segtin k <+ k+ L. Observamos que la diagonalizacion
del hamiltoniano se reduce en este caso a la diagonalizacién de una matriz de 2% x 2%,
pero el ansatz de Bethe tiene la ventaja de que nos permite hacer esto para todo valor
de L, e incluso tomar el limite termodindmico L — oo. La onda plana (5.36) sigue
siendo un autoestado del hamiltoniano, pero la condicién de periodicidad impone que

se cumpla
[o(p)) = e | o(p)) (5.47)

de modo que eP* = 1. Esta es entonces la discretizacién usual que se tiene para el

momento de una particula en un circulo de longitud L.

5Observamos que esta descomposicién no es tnica, pero a pesar de ello la expresién dada para el
factor de scattering de n impurezas no es ambigua, ya que las ecuaciones de Yang-Baxter (5.9) nos
aseguran que todas las formas posibles de descomponer el factor de scattering son equivalentes: para
la cadena de espines de SU(2), el factor de scattering es simplemente un nimero complejo y esta
condicidn se satisface trivialmente, dando cuenta de que reordenar las transposiciones que componen
una permutacion no afecta el resultado final; en casos mas generales cada sitio de la cadena tiene
un espacio de Hilbert de dimensién mayor, de modo que los factores de scattering son matriciales y
la condicién (5.9) pasa a ser no trivial.
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Para estados de dos impurezas, la condicién de periodicidad |k, k') = | K,k + L)
aplicada simultdneamente a ambos términos impone la discretizacién usual para el
momento total, e/ P2)L = 1. Sin embargo, esta condicién es de hecho més fuerte
dado que se puede aplicar a cada término del autoestado |(p1,p2)) por separado.

Es facil ver usando S(p1,p2) = S(p2, p1)~" que esto implica las condiciones
eiplLS(pbpz) =1 y €ip2LS(p27p1) =1, (5.48)

que se conocen como ecuaciones de Bethe y discretizan los valores que pueden tomar
los momentos p; y ps de los magnones.

En el caso general del sector de n impurezas, los autoestados tienen la misma forma
que en el caso infinito pero nuevamente tendremos que investigar mas en detalle las
consecuencias de la condicién de periodicidad | kq,...,k,) = |ko,..., kn, k1 + L).

Nuevamente, tendremos por un lado la discretizaciéon del momento total,
el znnl — 1 (5.49)

mientras que imponiendo la periodicidad para cada uno de los términos del autoestado

por separado llegamos a la forma general de las ecuaciones de Bethe,

ePrL H S(pr,pr) =1 para k=1,...,n. (5.50)
k' £k

En el contexto de la correspondencia AdSs/CFT, tenemos una condicién adicio-
nal debida a que las cadenas periddicas simplemente representan una traza de campos
de N/ = 4 super Yang-Mills. Entonces, la condicién de periodicidad debe ser suple-
mentada por la condicién de invariancia de los estados frente a un desplazamiento
simultaneo de todas las impurezas en un sitio, que refleja la ciclicidad de la traza.
Como ante este corrimiento la funcién de onda (5.44) adquirirfa un factor e?2i=17: el

momento total de los magnones debe anularse,
> pi=0. (5.51)
i=1

Cadena semi-infinita

Para una cadena semi-infinita, el indice k puede tomar los valores k = 1,2, ..., 00,
y tendremos que imponer condiciones de contorno adecuadas para que el sistema siga
siendo integrable. Agregamos entonces al hamiltoniano un término de borde, de modo

que tenemos por ejemplo
H=Hy+H, con H,=2¢*Aq. (5.52)
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Aqui qi es el operador de proyeccion sobre el estado | en el k-ésimo sitio de la cadena,

y podemos definir analogamente q,;r, de modo que en términos matriciales
10 0 0
T o
q = (0 O) y q = (0 1) ) (5.53)

HIt-)=0 vy H|L-)=28A[4...), (5.54)

Observamos que

de manera que para A # 0 se ha roto la simetrfa SU(2). Sin embargo, [H,, S?] = 0
de modo que la componente S* atin se conserva, y por lo tanto los autoestados del
hamiltoniano poseen un nimero definido de impurezas, lo cual es necesario para que
se pueda formular el ansatz de Bethe y que el sistema resulte integrable.

Vemos también que dado que se perdié la simetria SU(2), en este caso dejaran de
ser equivalentes las descripciones del sistema basadas en los dos vacios ferromagnéticos
posibles, [(), = [1---) con impurezas | y |}) = ||---) con impurezas 1. De
hecho, la formulacién usando [@), y el término de borde (5.52) serd equivalente a la
formulacién con el vacio usual | () >T y el término de borde H;, = 292Aq1, en la que el

vacio ferromagnético deja de tener autovalor nulo para tener autovalor A.

Para aplicar el ansatz de Bethe, debemos notar que la onda plana (5.36) ya no es

un autoestado del hamiltoniano, porque tenemos

Hlpp))=E,|op))+29° (1—€e?(1—-A)[1). (5.55)

Esto es, como la introduccién de un borde rompe la invarianza traslacional del sistema
las autofunciones no tendran un valor de momento p definido. Proponemos entonces
para la autofuncién la superposicion de una funcién tipo onda plana de momento p

con otra reflejada de momento —p,

[4()) = le)) + Bp) [¢(=p)) (5.56)

y vemos que podemos hacer que este sea un autoestado del hamiltoniano (5.52) to-

mando

1 — e (1— A)
Ro)=—T—cwa-a

Los autoestados para el sector con n > 1 impurezas se escribiran en forma similar

(5.57)

a (5.44), pero teniendo en cuenta la posibilidad de que los magnones se reflejen en el

borde y cambie asi el signo de su momento, de modo que la propuesta sera

| (p1, -, pn) ) = Z (HR(}?Z)> S(p:n""ﬁpim)|90<p:71>"'?p:m)>> (5.58)

o€ll, piEP
Pc{p:}
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donde

7 . [ P7
/ {p sip; & (5.59)

b= —p; sip,eP.

Como la construccién de los autoestados no impone en este caso ninguna restric-
cién al valor de A, tenemos que este es un parametro libre del modelo que no afecta a
la integrabilidad del sistema. Para cadenas de espines mas generales, los pardmetros
libres introducidos en los términos de borde deberan tomar ciertos valores especificos
para preservar la integrabilidad del sistema. En cualquier caso, los modelos SU(2)
abiertos que se obtienen en el marco de la correspondencia AdS/CFT corresponden a
valores especificos de A. Por ejemplo, para operadores insertados en loops de Wilson
se obtiene el hamiltoniano del caso A = 0 [130]. Para operadores insertados en un
determinante de campos Z se obtiene el hamiltonaino del caso A =1 [131]. En cam-
bio, para uno de los casos con materia en la fundamental en los extremos se obtiene
el hamiltonaino del caso A = 2 [132].

Cadena abierta

Nos referiremos a la cadena con dos bordes como cadena abierta. En este caso,
el indice k puede tomar los valores k = 1,..., L, y debemos agregar otro término de

borde al hamiltoniano, de modo que hacemos
H = Hy+ Hy, + Hyee con  Hy, =2¢°Aqf vy  Hye=2¢"Bqr. (5.60)

Los estados de una impureza (5.56) con R4(p) definida como en (5.57) no serén
en general autoestados de este hamiltoniano. Tenemos de hecho
H|9(p)) = Ep| ¥(p)) +2¢°" ) (1 — 7" (1 - B)) | L) (5.61)
+20° Ra(p)e™ """V (1 —e” (1= B)) | L) ,
luego para que este sea un autoestado exigimos
1—¢?(1— B)
1—e(1—-B)

con Rp(p) definido segun (5.57) con A — B. Esta es una condicién que discretiza los

2ip(L+1) _ _RA(p)

e = Ra(p)Ra(p), (5.62)

valores del momento p andloga para el caso abierto a las ecuaciones de Bethe de la
cadena periddica. En general, en el sector con n impurezas se tendran autofunciones
definidas segin (5.58), estando los momentos sujetos a las ecuaciones de Bethe de

borde,

62ipk(L+1) — RA(pk;)RB(pk) H S(pk’7pk>s(_pk7pk’) para k = 1, Lo, n.
k'#k
(5.63)
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Cadenas de espines mas generales

La presentacién realizada a lo largo de esta seccion se limité al estudio de las
cadenas de espines de SU(2), que como vimos en la seccién 5.2 aparecen en el con-
texto de la dualidad AdS/CFT al estudiar el sector SU(2) de los operadores de traza
simple de N' = 4 super Yang-Mills. Lo que es mds, al considerar siempre el modelo
de Heisenberg nos limitamos al estudio del operador de dilataciones a 1-loop dentro
de este sector. Si bien esto fue conveniente para realizar una exposicion concisa del
ansatz de Bethe en coordenadas, ya que nos permitié hacerlo sin incurrir en com-
plicaciones algebraicas, debemos mencionar varias direcciones en las que es posible
realizar generalizaciones.

Por un lado, podriamos considerar 6rdenes superiores del operador de dilatacio-
nes, que corresponden a modelos de cadenas de espines con interacciones a vecinos
més lejanos. En el sector SU(2) es posible avanzar en el anélisis perturbativo has-
ta 3-loops, modificindose asi el modelo de Heisenberg considerado anteriormente. El
hamiltoniano para la cadena de espines de SU(2) correspondiente resulta ser integra-
ble, pero la formulacion del ansatz de Bethe se ve considerablemente complicada. En
particular, resulta necesario incorporar términos de contacto en los autoestados del
ansatz, que modifican el factor de scattering cuando las impurezas son contiguas. Es-
tos términos pueden hallarse orden a orden, pero el tratamiento se vuelve rapidamente
demasiado complicado. En la préxima seccién veremos que considerando las ecuacio-
nes de Yang-Baxter y las simetrias del problema, es posible saltear enteramente este
proceso y realizar un ansatz de Bethe asintotico valido a todo orden perturbativo, a
menos de las correcciones por tamano finito discutidas en el capitulo 6.

Por otro lado, ampliando el espectro de campos de N’ = 4 super Yang-Mills que
consideramos formando parte de los operadores de traza simple, podriamos analizar
sectores mas grandes del espacio de Hilbert. Las cadenas de espines resultantes no
tienen un sélo tipo de impurezas, de manera que debemos modificar el ansatz de Bet-
he para tener en cuenta el “sabor” de los magnones que se propagan por la cadena. El
procedimiento resultante se conoce como ansatz de Bethe anidado, ya que involucra
realizar un primer ansatz de Bethe como el presentado aqui, para luego realizar suce-
sivamente otros similares teniendo en cuenta las impurezas de sabor que se propagan
sobre la cadena de impurezas del nivel anterior.

Finalmente, debemos resaltar que existe una formulacién méas moderna del ansatz
de Bethe que hace més transparentes las generalizaciones mencionadas arriba. Esta
se conoce como ansatz de Bethe algebraico, y proporciona un mecanismo constructivo

que permite generar hamiltonianos integrables para cadenas de espines cuyos sitios se

91



hallan en representaciones arbitrarias del grupo de simetria considerado. En el proce-
so se obtiene también el conjunto infinito de cargas conservadas que conmutan con el
hamiltoniano en cuestion, demostrando de este modo su integrabilidad, asi como los
operadores de creacion y destruccién que pueden utilizarse para construir explicita-
mente los autoestados del hamiltoniano. Todo esto permite una caracterizacion mas
detallada de los modelos integrables estudiados, pero resultara innecesario para desa-
rrollar las aplicaciones que vamos a presentar en esta tesis. El lector interesado puede
referirse a [133, 134] para una introducién pedagdgica a estos temas, mientras que

puede consultar [135] para una exposicién en el contexto de la conjetura AdS/CFT.

5.3.1. Ansatz de Bethe asintotico

Como vimos en la seccién 5.2, el estudio del espectro de autovalores del operador de
dilataciones a 1-loop resulté en la identificacion de este problema con el de la diagona-
lizacién de un hamiltoniano correspondiente a una cadena de espines con interacciones
a primeros vecinos. Podemos realizar un analisis similar a érdenes superiores, lo cual
resulta en identificaciones enteramente andlogas: a (-loops las dimensiones anémalas
de los operadores de N = 4 super Yang-Mills vienen dadas en el limite planar por el
espectro de un hamiltoniano para cierta cadena de espines en la que cada sitio tiene
interacciones con sus ¢ vecinos mas cercanos. Los hamiltonianos correspondientes se
conocen solamente para los primeros érdenes perturbativos, [104-106,136], y si bien
puede verse que son integrables su tratamiento se dificulta por la mezcla dindmica de
operadores con distinta cantidad de campos en sus trazas, asi como por la necesidad
de introducir las modificaciones al ansatz de Bethe discutidas anteriormente.

Ahora bien, desde el punto de vista dual es posible establecer la integrabili-
dad clasica de la teoria de cuerdas supersimétrica tipo IIB formulada en el espacio
AdSs x S°. Sin entrar en mayores detalles, mencionamos solamente que para ello se
considera la accién de la teoria en la formulacién de Metsaev-Tseytlin [137], que co-
rresponde a considerar un modelo sigma en el espacio resultante de tomar el cociente
PSU(2,2|4)/[SO(4,1) x SO(5)]. Generalizando los resultados obtenidos para el caso
del espacio plano, [107], es posible entonces establecer la integrabilidad de la teoria
como consecuencia de la gradaciéon Z, del espacio cociente considerado, [138,139].

Habiendo hallado evidencia de integrabilidad a ambos lados de la dualidad, co-
rrespondientes a los regimenes de acoplamiento fuerte y débil, resulta natural suponer
que esta es una propiedad no perturbativa que se mantiene independientemente del
valor del acoplamiento en ambas teorias. Si bien no sera posible probar esto rigurosa-

mente, vamos a ver que las condiciones necesarias para la presencia de integrabilidad
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discutidas en la seccién 5.1 son tan restrictivas que, combinandolas con considera-
ciones de simetria, hacen posible determinar los ingredientes fundamentales de toda
descripcion integrable. En efecto, es posible determinar la relacién de dispersion y las
matrices de scattering y reflexion de la dualidad AdSs/CFTy como funciones exactas
del acoplamiento de 't Hooft A, [140-147]. Dado que la cadena de espines considerada
tiene interacciones de largo alcance cuando el acoplamiento es finito, el procedimiento
utilizado sera valido solamente en el limite asintético, en el que las cadenas son muy
largas y las impurezas que se propagan por ellas estdn muy alejadas unas de otras.
Dejamos por lo tanto para el proximo capitulo la evaluacién de las correcciones por
tamano finito que recibe esta construccién, pero mencionamos desde ya que con estas
herramientas podremos escribir ecuaciones de Bethe cuya solucién en los regimenes
de acoplamiento fuerte o débil consituird una verificacion a posteriori de la suposicién
de integrabilidad.

Para determinar la matriz de scattering, comenzamos observando que la eleccion
del vacio ferromagnético sobre el que se formula el ansatz de Bethe rompe la simetria
global PSU(2,2|4), dejando una simetria remanente SU(2|2) x SU(2|2). Esto significa
que, a diferencia del sector SU(2) en el que las impurezas que se propagan sobre el
vacio son de un unico sabor, en el caso general estas se encuentran en la representacion
bifundamental de la extensién central de SU(2|2)%. Esta debe ser una simetria de la
matriz S, que como ya vimos representa el factor adquirido por un estado cuando se
intercambia el orden relativo de dos excitaciones. La matriz S de N' = 4 super Yang-
Mills se factoriza entonces en un producto tensorial de dos matrices idénticas, cada
una de las cuales puede ser interpretada como la matriz S de una teoria integrable
con simetria SU(2|2) con extensién central. Los estados de dicha teoria andlogos a

(5.1) son entonces

| Aiy(p1) -+~ Ai () ) = Al (1) - AL (9a) 10) (5.64)

donde introdujimos los operadores de Zamolodchikov-Faddeev AI (p), que al actuar
sobre un estado crean a la izquierda de todas las excitaciones presentes otra de mo-
mento p y sabor ¢ = 1,2, 3,4, correspondiente a una impureza en la representacion
fundamental de SU(2|2), [118,148]. En las cadenas con interaccién a primeros ve-
cinos estos estados son simplemente superposiciones de ondas planas, como (5.43)
para el modelo de Heisenberg, pero cuando el acoplamiento es finito esperamos tener

interacciones de largo alcance, por lo que los estados que definimos de este modo son
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asintoticos. Esto significa que consideramos a todas las impurezas infinitamente sepa-
radas unas de otras, para lo cual necesitamos que la longitud de la cadena también sea
infinita (aunque, para que el limite planar tenga sentido, debemos mantener siempre
L < N). Este es el origen del nombre ansatz de Bethe asintdtico, y hard necesario
introducir mas adelante correcciones por el tamano finito de la cadena.

Por definicién, la matriz S resulta de intercambiar el orden de dos operadores
de Zamolodchikov-Faddeev, definiendo de este modo el algebra de Zamolodchikov-
Faddeev

Al Al(ps) = S77 (01, p2) AL (92) Al (1) . (5.65)

Resulta inmediata entonces la condicién de unitaridad que podemos representar como

se ve en la figura 5.3, y que es

SL(p1,p2) S5 (p2.pr) = 67 67 (5.66)
En este contexto, las ecuaciones de Yang-Baxter (5.9) no son més que la condicién
de consistencia que surge de requerir la igualdad de los resultados obtenidos al lle-
var Al (pl)fl; (p2) Al (ps) a la forma Al, (pg)fl}, (p2) Al (p1) aplicando el dlgebra por dos

caminos distintos.

b1 D2

i J i J

Figura 5.3: Representacion gréafica de la condicién de unitaridad de la matriz S.

El dlgebra de SU(2|2) con extension central contiene los generadores de rotaciones
L,y R, los generadores de supersimetrias Q% y QI y las extensiones centrales
C, C' y H (aqui y hasta el final de esta seccién, los indices latinos a, b, ... toman los
valores {1, 2}, mientras que los indices griegos «, f3,... toman los valores {3,4}). Las
reglas de conmutacién para estos generadores pueden encontrarse en [149], pero para

nuestros propdésitos solamente necesitamos conocer su acciéon sobre los operadores de
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Zamolodchikov-Faddeev, que viene dada por

L., Al(p)] = (0267 — 3020 Alp) L,/ Al (p)] =0,
R*, Al (p)] = (8202 — 3050)ALp) R, Al(p) =0,
Q. Al(p) = 2 a(p)oy AL (p) + Al(p)Q,7] |

SALp) = e |b(p)zase Al p) — AL (0)Q,]

QU A) = o [epensA50) + A0)TL] (5.67)
Qi Al(p) = e [d(p 6;%4* - Almal] .

CAl(p) = ew[a () + Alp)C] |

ClAl(p) = € |« >d<p>AZ<p> + Al p)ct]

HA] = [a(p)d(p) + b(p)e(p)] Al(p) + Al(p)

En estas expresiones, a, b, ¢ y d son coeficientes dependientes del momento que deben
satisfacer ad — bc = 1 para que ésta sea una representacion del algebra de simetrias,
y d = a* y ¢ = b" para que se trate de hecho de una representacién unitaria. Si
suponemos que los generadores se anulan actuando sobre el vacio, aplicando C sobre

(5.65) en el vacio tenemos la condicién

“Pa(py)b(pr) + e PP a(py)b(pe) = e P2 a(pa)b(ps) + e P a(pi)b(p1), (5.68)

de donde a(p)b(p) = ig(e”—1) para alguna constante g a determinar, siendo el factor i
incluido desde ahora por conveniencia. Parametrizamos las soluciones a esta ecuacién

usando las variables de Zhukovsky z*(p), definidas por

xt , 1 1 i

_:elp x _{___:E - =, 569

T~ Y xt x g ( )
siendo entonces los coeficientes

i (a7 n xt x~
a= , b=yg-|—-1), c=—g— d=g—[(1——),
van, =i (2 -1) Vil v d= i

donde introdujimos un pardmetro adicional n = /4, /i(x= — z+) que ser4 1til méas
adelante.

Observamos que actuando con H sobre estados de una particula tenemos

X

1 1
H| Ai(p)) = —ig ($+ —— - + —) = \/1 + 1642 sin2§ (5.71)
T =

= 1+38¢%sin* (5) + 0(g".
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de modo que comparando con (5.37) identificamos a H — 1 con la dimensién anémala
7, justificando de este modo el uso de la letra g en ambos contextos. Esta identificacién
implica que hemos determinado la relacién de dispersién para los magnones a todo
orden perturbativo [150], siempre y cuando supongamos que la funcién g(A) = v/ /4x
no recibe correcciones de orden superior, como parece ser el caso considerando la
evidencia provista por los primeros érdenes perturbativos.

Podemos determinar la matriz S de forma similar, aplicando los generadores del
algebra de simetrias a estados de dos particulas y utilizando luego el algebra de
Zamolodchikov-Faddeev (5.65) para obtener condiciones de consistencia. Los elemen-

tos de matriz no nulos pueden parametrizarse como (para a # by a # ()

Saa = A, Sea =D,

Sy = 3(A+ B), Sey = 3(A—B),

S =D+ F), She=4D-E), (5.72)
Sho — —Leae®C, ngg = —1c%e 4F,

Sea =G, Saa = H, Saa =1, Saa = ;

donde si llamamos 7, = U(pl)eimﬂ; m=n(p1), 2 =n(p2) y 2 = U(p2)€ipl/2 tenemos

para zi = 2% (p;)

-+
A:S()Ii_—l‘l_w, D:—S(],
Ty — Ty T2
s [ gl el ) )]
R - N — ot S
Lo — Xy (w7 xz)(fl Ty, — T, T5) mmne
O g 2 (of = o)
afwy (27 —ay) (27 2y —xyay)’
- AN AN (o +
E=S5, [1_2(% 7371 )Er% $2)<x1+++372)} ’ (5.73)
() — 2y )(wy 2y — 2] 23)
F o g2 — 2 — w3 )(z] — 23)
mip(ry —x3)(1 —xyay)
B R e S
— X0 - 5 — X0 - N\ 50
(x7 —x35) M (xl Ty ) 2
g @ —m)m (@ —a)m
— M0 + _ o\ 50 — ~0 - N\ s
(3 — 1) (7 —x3) 7o

Podemos verificar que la matriz S hallada de este modo satisface las ecuaciones de
Yang-Baxter (5.9), en las que se cancela el factor escalar indeterminado Sy. Este factor

se conoce como factor de scattering, y en principio esta constrenido solamente por la
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condicién de unitaridad (5.66), de modo que debe satisfacer

SO(P1>P2)SO(P2>P1) =1. (5-74)

Es usual escribir al factor de scattering en la forma [145, 146]

—_ Jr _——

x; —x Foo
2 2 Ty Ty 2
SO(php?) - F — ) )
r{ — 15 1 — ——=
1 2 wlwg'

(5.75)

porque de este modo se incorpora un polo simple que reproduce la estructura de
estados ligados de la teorfa [151], de manera que la condicién de unitaridad requiere

que el factor de dressing o(py, ps) satisfaga

o(p1,p2)o(p2,p1) = 1. (5.76)

Para suplementar esta condicion vamos a requerir la condicion de crossing, que corres-
ponde a exigir que la dispersion de una particula con un singlete particula-antiparticu-

la sea trivial. Esto se ve graficado en la figura 5.4, y puede expresarse como
ZS” ST (@.p) = ol 57" (5.77)

donde para mayor claridad hicimos expicitas las sumas del lado izquierdo, y anota-
mos como ¢ al momento de la antiparticula que se obtiene al realizar la transfor-
macién de crossing sobre el momento ¢ de la particula. Esto corresponde a hacer
(¢, Ey) — (3, E7) = (—q,—E,), o en las variables de Zhukovsky z* — 1/2% como
puede verse en (5.69) y (5.71), y se explica en detalle en [152].

)
3

1
Figura 5.4: Representacion grafica de la condicién de crossing para la dispersion de
una particula con un singlete particula-antiparticula.

La parte matricial de la condiciéon de crossing se satisface automaticamente, de

modo que nos queda una condicién sobre el factor de dressing que puede expresarse
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como

_ L= # 1= a:+1y—
o(q,p)o(q,p) = TR (5.78)
Ty~ z—yt

donde y* = 2%(q) y realizamos una continuacién analitica cruzando un corte pa-
ra hacer y~ — 1/y~. Esta es una ecuacién funcional que tiene infinitas soluciones,
de modo que para resolverla tendremos que incorporar consideraciones acerca de la
estructura analitica de la solucién fisicamente relevante que queremos hallar. Sin em-
bargo, vamos a proceder en sentido inverso presentando primero la solucién para luego
comentar cudles son sus propiedades mas importantes. Para esto, comenzamos por
escribir o(q, p) en la forma més general posible para una cadena de espines integrable

con interacciones de largo alcance [153]

o(q,p) = exp {ix(a",y7) —ix(z7,y7) —ix(a",y") +ix(@",y")} (5.79)

y vemos que la solucién de (5.78) en la representaciéon de Dorey-Hofman-Maldacena

esta dada entonces por

( 7{ % L, I [1+ig(z+
T,y) = —i 0
Xt y) omi 2mx—zx—z gF[l—z’g(z—i—

|2|=1 |2/ |=1

IS NS

i)} . (5.80)

|
SEES
|

Esta solucion de la ecuacion de crossing no incorpora nuevos polos o ceros simples,
como debe ocurrir para mantener la estructura de estados ligados ya ajustada por
(5.75). En cambio, si incorpora polos y ceros dobles que corresponden al intercambio
de pares de estados compuestos, siendo esto posible como se vio en [154]. Como ademés
no incluye ningun otro polo, cero o punto de ramificaciéon que no sea explicitamente
requerido por la ecuaciéon misma, podemos decir que se trata de hecho de una solucién
minima de la condicién de crossing. Finalmente, se trata de una funcion analitica en el
dominio fisico |x| > 1, cuyo comportamiento asintético es compatible con la dispersion
trivial de las particulas con excitaciones de momento nulo, como es de esperar dado
que estas ultimas corresponden a transformaciones de simetria global.

De este modo, concluimos la construccion de los dos ingredientes principales que
componen la descripcion de un sistema integrable infinito o con condiciones de borde
periddicas, es decir la relacion de dispersion y la matriz S. Hicimos esto aplicando tni-
camente argumentos de simetria sobre el requerimiento de integrabilidad, es decir que
en particular no conocemos el hamiltoniano de la cadena de espines con interacciones
de largo alcance que estamos describiendo. Sin embargo, esto no nos impide escribir
las ecuaciones de Bethe que generalizan (5.50), cuyas soluciones nos permiten hallar

el espectro de energias de la teoria. No vamos a presentar dichas ecuaciones en este
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trabajo, dado que para hacerlo deberiamos introducir el ansatz de Bethe algebraico
anidado [143,145-147], y de todos modos no vamos a necesitarlas en lo que sigue.
El lector interesado puede consultar [149] para una motivacién y revisién breve del

sistema de ecuaciones correspondiente.

Ansatz de Bethe asintético de borde

En la seccién que sigue, vamos a considerar operadores de N' = 4 super Yang-
Mills que pueden asociarse a cadenas de espines abiertas. Estos seran construidos
insertando una “palabra” formada por los campos de la teoria en un lazo de Wilson
con un cusp [67]. Ya vimos un ejemplo de este tipo de sistemas en el modelo de
Heisenberg, en el que consideramos una cadena de espines de SU(2) con términos de
borde integrables introducidos arbitrariamente. En el caso que nos interesa ahora, los
términos de borde estaran determinados por las dos lineas semi-infinitas del lazo de
Wilson. De este modo, tendremos por ejemplo
i

0 J

(CI)Il(O) e <I>1L(O)> (5.81)

k
x Pexp { / (14, + 7' ®;) dt}
0

Como se mencioné en la primera parte de esta seccién, la descripcién de sistemas

J

WE[Cl]Il..A]L = Pexp {/

—0o0

(1A +n'®)) dt}
k

7

integrables con bordes involucra la incorporacién de un nuevo ingrediente, en la forma
de la matriz de reflexion. Debemos por lo tanto determinar ahora esta matriz, para
lo cual aplicamos el mismo procedimiento que el utilizado para hallar la matriz S.
Esto es, suponiendo que las condiciones de borde preservan la integrabilidad vamos a
aplicar consideraciones acerca de las simetrias del lazo de Wilson que las proporciona
para buscar, conociendo la matriz S, soluciones a las ecuaciones de Yang-Baxter de
borde (5.11). Una vez hallada la solucién buscada, podremos verificar a posteriori
que la suposicion de integrabilidad no fue infundada.

Los lazos de Wilson con cusp introducidos en el capitulo 3 preservan el grupo
de simetria OSp(4*|4), donde la estrella indica que la parte bosénica corresponde a
la parte real de SO(4), que es SO(4*) ~ SL(2) x SU(2). Si el acoplamiento a los
campos escalares se hace de modo tal que el angulo de cusp interno # se halla en
la direccion de W, la eleccion del vacio ferromagnético de campos Z implica que la
simetria remanente SU(2|2)? se reduce a SU(2|2)p al introducir el borde, donde el

subindice indica que se trata de hecho de una combinacion diagonal de los dos factores
de SU(2|2)2.
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Ahora bien, es posible determinar la matriz de reflexiéon notando que como la
simetria remanente es SU(2|2)p, podemos realizar exactamente el mismo procedi-
miento que el utilizado para la matriz S, para la cual se resolvié cada uno de los
factores SU(2|2) por separado. La matriz de reflexién se relaciona entonces con la
parte diagonal de la matriz S construida como el producto tensorial de los dos facto-
res [155]. Esto corresponde a considerar que para cada particula fisica de momento p
tenemos una companera imaginaria que existe del otro lado del borde con momento
—p, de manera que una reflexiéon no es mas que la dispersién que ocurre entre una y

otra cuando alcanzan simultdneamente el borde, es decir que esperamos
R (p) ~ S (p, —p), (5.82)

como se grafica esquematicamente en la figura 5.5.

J

l l ~J

Figura 5.5: Representacién esquematica de la reflexion en un borde entendida como
la dispersiéon de una particula real de momento p con una particula imaginaria de
momento —p que se propaga del otro lado del borde. Esto se conoce como doubling
trick porque implica duplicar el espacio de la teoria integrable semi-infinita.

De este modo, suponiendo solamente que el borde no tiene grados de libertad®
podemos utilizar argumentos de simetria como los ya expuestos para determinar la
matriz de reflexién a menos de un factor escalar Ry, que por analogia llamamos
factor de reflexion de borde. Observamos que este no viene determinado por el factor

de scattering Sy a través del doubling trick descripto, ya que en el caso de la matriz S

SEn este caso no se tiene evidencia de la presencia de grados de libertad de borde en ninguno de
los limites para el acoplamiento que nos permite estudiar la conjetura AdS/CFT.
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el factor de scattering se fijo independientemente por medio de los requerimientos de

unitaridad y simetria de crossing. Debemos realizar requerimientos similares para el

j@
/|

Figura 5.6: Representacion esquematica de la condicién de crossing de borde: la re-
flexién de un singlete particula-antiparticula debe ser trivial.

caso de la matriz R, de manera que consideramos la reflexion de un singlete particula-
antiparticula en el borde e imponemos que debe ser trivial. Este proceso se grafica en

la figura 5.6, e impone la condicion de crossing de borde

>R PSP =38 (5.89)

Nuevamente, la parte matricial de esta ecuacion se satisface automaticamente, de

modo que resulta una restriccion para el factor de relfexiéon de borde

Ro(p)Ro(p) = a(p, —p)*, (5.84)

donde o(p, q) es el factor de dressing de la matriz S. Esta condicién suplementa al

requerimiento de unitaridad, que se grafica en la figura 5.7 e implica la condicién

Rl(p)RE(—p)=0F = Ry(p)Ro(—p)=1. (5.85)

Introduciendo la parametrizacién

Rofp) = (1 . ﬁ) , (5.56)

op(p)o(p,—p) \ 1+ iy
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Figura 5.7: Representacién esquematica de la condiciéon de unitaridad.

1

tenemos que la ecuacién de crossing para el factor de dressing de borde og(p) es

— 1
x —i-m_

— (5.87)
xt + x%

op(p)op(p) =

y su solucion puede hallarse mediante un procedimiento similar al utilizado para el

caso de o(p, q), siendo dada por o%(p) = exp{ix(z™) —ix(z7)} con

.
dz 1 inh [27g(z + 1
iP(z) = & log sinh [2mg(> T )] si|z] > 1,
2mix — 2z 2mg(z + 3)
ix(z) = |21=1 X (5.88)
sinh |2mg(z + =
iP(x) +10g{ 27[r (Z(+ l)z)] } si|z] < 1.
\ g z

Nuevamente, esta es solamente una de las infinitas soluciones posibles de la ecuacién
de crossing de borde, pero puede justificarse su eleccion para el caso de lazos de
Wilson en la representacion fundamental por medio de la verificacién directa de las
consecuencias fisicas que tiene en los regimenes de acoplamiento débil y fuerte.

De este modo, completamos la descripcién del sistema integrable obtenido al in-
sertar una palabra de campos en un lazo de Wilson con cusp en la representacion
fundamental de SU(N) en N = 4 super Yang-Mills. Esta corresponde a una cadena
de espines abierta en la que las impurezas en la palabra interactian entre si segin la
matriz S asintética hallada anteriormente, y se reflejan en los bordes como indica la

matriz R que se obtiene al aplicar el doubling trick. Podemos plantear entonces las
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ecuaciones de Yang-Baxter de borde (5.11), cuyas soluciones determinan el espectro
de la cadena, o equivalentemente las dimensiones anémalas de escala de los operado-
res de loop de Wilson con inserciones [67]. En el préximo capitulo vamos a considerar
las correcciones por tamano L finito que deben incorporarse a esta descripcién, para
en algunos casos tomar incluso el limite L — 0 y calcular asi dimensiones anémalas
de lazos de Wilson sin inserciones. Sin embargo, antes vamos a estudiar como puede

generalizarse este andlisis para el caso de otros lazos de Wilson.

5.4. Factor de reflexién en D5-branas integrables

El factor de dressing de borde op(p) introducido en (5.86) corresponde al factor
de reflexién utilizado para calcular dimensiones anémalas de operadores en los que
las condiciones de contorno son impuestas por lazos de Wilson semi-infinitos en la
representacion fundamental, (5.81). El problema es directamente generalizable para
el caso en que las condiciones de contorno son impuestas por lazos de Wilson en otras
representaciones. Todos los argumentos de simetria usados para determinar la matriz
de reflexion y su factor de dressing siguen valiendo. La distincion entre los diversos
casos provendra unicamente de la eleccién de la solucién a la condicion de crossing.

En este capitulo, vamos a analizar cdmo podemos determinar el factor de reflexion
para sistemas integrables abiertos de NV = 4 super Yang-Mills cuya descripcién dual
corresponde a D5-branas en AdSs x S°. Para ello, consideramos diversos célculos en
la teoria de cuerdas que nos permiten determinar el limite de acoplamiento fuerte de
dicho factor, informacion que utilizamos luego para orientar la eleccién de la solucién
de las ecuaciones de crossing y unitaridad presentadas en la seccion anterior.

Maés especificamente, consideramos dos familias de D5-branas en la geometria
AdSs x S°. La primera familia corrresponde a D5-branas cuyo volumen de mundo
tiene la geometria de AdS, x S*, con un campo eléctrico en el factor AdSs. La segunda
familia contiene en cambio D5-branas con la geometria AdS, x S? que tienen un campo
magnético en el factor S2.

Todas estas Db-branas son %—BPS, pero las dos familias tienen interpretaciones
distintas del lado de la teoria conforme dual. Las D5-branas de la primera familia
son la descripcion dual de lazos de Wilson %—BPS en la representacion totalmente
antisimétrica de rango k del grupo SU(N) de N' = 4 super Yang-Mills, [156], donde
k se relaciona con el flujo del campo eléctrico en la D5-brana. Estas branas se rela-

cionan con estados de multi-quarks [157], y son de hecho un caso limite de las branas
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consideradas en [158]. La parte matricial de la matriz de reflexién en este caso cier-
tamente no puede depender del rango k de la representacion del grupo, dado que es
fijada por las consideraciones de simetria totalmente generales expuestas en la seccion
anterior [66,67]. Por lo tanto, serd la misma que en el caso limite £ = 1, en el que el
tamafio de la esfera S* se anula y la D5-brana se reduce a la cuerda dual a un lazo
de Wilson %—BPS en la representacién fundamental. Por lo tanto, la tinica diferencia
con este caso serd a lo sumo en un factor de reflexion global, que como vimos no es
fijado por argumentos de simetria y puede por lo tanto depender de k.

Las D5-branas de la segunda familia se interpretan en la teoria conforme dual como
teniendo hipermultipletes fundamentales que viven en un defecto 241 dimensional
dentro de N' = 4 super Yang-Mills [159]. El campo magnético en la D5-brana se
interpreta en la teoria dual a partir de la adquisicion de un valor de expectacion de
vacio para algunos de los campos del hipermultiplete fundamental [160]. Nuevamente,
la simetria que se utiliza para fijar la matriz de reflexién es independiente de la
cantidad de flujo magnético, y por ende dicha matriz debe ser la misma que la hallada
en [161]. En este caso los campos en la fundamental definidos en el defecto se pueden
contraer con los extremos de una cadena de operadores de campos de N' = 4 super
Yang-Mills, y el ansatz de Bethe se utiliza para calcular dimensiones anémalas de

operadores de la forma

Oty (a) ~ Qi (01 @) - @1, () @ (5.89)

Vamos a proceder como sigue. En la subseccion 5.4.1 presentamos las soluciones
de cuerdas clésicas abiertas con momento angular muy grande en el factor S°, cuyos
extremos estan fijos a las D5-branas discutidas mas arriba. En la subseccién 5.4.2
estudiamos las excitaciones que se propagan en la hoja de mundo, y calculamos los
retrasos temporales que resultan de su reflexién, lo cual nos permite obtener los
factores de reflexién de borde en el limite de acoplamiento fuerte. Procedemos en luego
en la subseccion 5.4.3 a calcular la diferencia entre la energia y el momento angular de
las cuerdas cuyos extremos se encuentran fijos a D5-branas que forman un angulo, en
el limite de momento angular grande pero finito. Finalmente, en la subsecciéon 5.4.4
analizamos distintas soluciones de las condiciones de crossing y unitaridad que son

consistentes con los resultados obtenidos.

5.4.1. Cuerdas clasicas terminando en D5-branas con flujos

En lo que sigue describimos cuerdas semicldsicas abiertas que rotan en AdSs x S° y

cuyos extremos estan fijos a ciertos tipos de D5-branas. En primer lugar consideramos
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el limite en el que llevan un momento angular L muy grande en la esfera S®, resultando
esto en K — L = 0. Mas adelante, usamos estas configuraciones como estados de
referencia sobre los que se propagan impurezas.

Comenzamos describiendo las D5-branas que vamos a utilizar para imponer las
condiciones de borde para las cuerdas abiertas. Consideramos dos familias de D5-

branas:
1. D5-branas con volumen de mundo AdS, x S* y un campo eléctrico;
2. D5-branas con volumen de mundo AdS,; x S? y un campo magnético.

Escribiendo la métrica de AdSs x S° en coordenadas globales como
ds® = R*(— cosh® pdt* 4 dp* + sinh® pdQ2 + da? + sin® a dQ3) (5.90)

las D5-branas de la primera familia se extienden en las direcciones ¢, p y {4, mientras
que se encuentran fijas en un valor ag del angulo azimutal. Este valor se relaciona

con la intensidad del campo eléctrico en el factor AdS del volumen de mundo segin
F=F,dtNdp con F, = £2gcosh pcosay . (5.91)

La mitad de este volumen de mundo estd en un punto’ de la esfera Q3 de AdS
especificado por 8 = fy y ¥y = 1o = 7, mientras que la otra mitad estd en Sy + 7y
Y1 = 1o = 7, ver figura 5.8. Entonces, el signo & de arriba corresponde a superficies
en = fyy B8 = Py + m, respectivamente.

Cuando no hay campo eléctrico, el factor S* del volumen de mundo es de tamaino
maximo y se encuentra en el ecuador de la esfera S°. A medida que el flujo eléctrico
en la D5-brana aumenta, el factor S* del volumen de mundo se desplaza alejandose

del ecuador. La cantidad de flujo elétrico estéd discretizada segin [162,163]

k agp  sin2ag
A 5.92
N s 27 ( )

donde k es un entero. Como vimos en el capitulo 3, estas D5-branas son duales a lazos
de Wilson BPS en representaciones totalmente antisimétricas de SU(N), correspon-

diendo el entero k al rango de dicha representacion [156].

"Para la 3-esfera en AdS usamos las coordenadas

dQ3 = di} + sin® ¢y (d3 + sin® 1hod?) .
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Figura 5.8: En sombreado traslicido mostramos el volumen de mundo de la D5-brana,
i.e. un factor AdS, contenido en AdSs y un S* en la esfera S°. En gris sélido se grafica
la hoja de mundo de una cuerda abierta con momento angular grande cuyos extremos
se encuentran fijos a esta D5-brana.

La segunda familia de soluciones de D5-branas fue encontrada en [164]. En este
caso, el factor AdS del volumen de mundo se define a través de la posicion radial de
la brana como funcién del dngulo en el que se encuentra en el S C AdSs, como se
muestra esquematicamente en la figura 5.9. en la S® la D5-brana se extiende a lo largo
del dngulo azimutal o y de un circulo en €. Esto define una S? en la que podemos

encender un campo magnético,
F = FoydoAdp = gsinada/\dgo, (5.93)

donde ¢ es el entero que especifica el flujo magnético. Estas D5-branas penetran en

el interior de AdS desde el borde hasta una distancia py, dada por

: lq|
hpy=—. 5.94
sinh po = 7 (5.94)
Cuerdas semiclasicas

Presentamos ahora las soluciones de cuerdas abiertas que llevan un momento an-
gular L muy grande, y tienen sus extremos fijos a las D5-branas descriptas arriba.

Por el momento, consideramos solamente las soluciones de cuerdas dobladas, que se
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Figura 5.9: En sombreado traslicido se muestra el volumen de mundo de la D5-
brana, i.e. un factor AdS, contenido en AdSs y un S? en la esfera. En sombreado
solido se representa la hoja de mundo de una cuerda con momento angular grande
cuyos extremos se hallan fijos a esta D5-brana.

extienden a lo largo del angulo azimutal de la esfera y de la coordenada radial de AdS,
dejando para mas adelante el estudio de las configuraciones méas generales. Buscamos
por lo tanto cuerdas que se extienden en las direcciones p y «, mientras que giran

alrededor de un ¢ que parametriza un circulo en la S*,

tIT, QY = wT, (595)
p=plo), a=a(o). (5.96)

las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse de la acciéon de Nambu-Goto,

Sne = —2g / dg"\/ (cosh® p — w?sin® &) (p* + a’?), (5.97)

que debe ser suplementada por los términos de borde
ax* dx*
Sborde = /dTA — — /dTAM d
=T T

modr
dado que las D5-branas soportan campos electromagnéticos.

: (5.98)

=0

Concentrémonos primero en las condiciones de borde impuestas por una D5-brana
de la primera familia. Para a(o) son de tipo Dirichlet, estando los extremos de la

cuerda fijos en un valor ay. Debido al momento angular la cuerda se estirard alejandose
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de o hacia el ecuador de la S® y en el limite L — oo la cuerda estd doblada,
extendiéndose desde « hasta llegar al ecuador, para volver finalmente a ay. En AdS
la cuerda se extiende en la coordenada radial desde 0 hasta py, debido a que el campo
eléctrico tira de sus extremos en sentidos opuestos. De ahora en mas, nos limitamos a
una mitad de la cuerda doblada, de modo que la condicién de borde impuesta por un
término como (5.98) se aplica solamente al extremo derecho, mientras que el extremo
izquierdo se mueve a lo largo de una geodésica nula, i.e. p=0y a = 7.

La cuerda puede parametrizarse con «, y es entonces facil ver que las ecuaciones

de movimiento son resueltas por

1
cosh p = — y  w=1. (5.99)

En cuanto a la condicion de borde para el extremo derecho, tenemos

Ol
( o Ftp)
8

y es inmediata la verificaciéon de que la solucién (5.99) satisface esta condicién®,

0LnG
(a;' *F“))

Esta solucién es una fraccion de aquella hallada por Drukker y Kawamoto en [130],

=0, (5.100)

a=ap

= 2¢ (cot g — cos ap cosh p(ag)) = 0. (5.101)

a=agp

y se reduce a esta en el limite ag — 0.

Nos interesa ahora calcular la energia y el momento angular de esta solucion.
Tanto E como L son divergentes, pero nos interesa de hecho la diferencia £ — L.
Existen dos contribuciones a dicha diferencia, una proveniente de las densidades en

el interior y la otra del término de borde, y ambas se cancelan exactamente,

w 1 L
E—L=2g da s— —sin“a | + Ay

/2 cosa \sin‘q a—ao
2
= —ZQC(?S S 2g cos ag sinh p(ag) = 0. (5.102)
sin ayg
Aqui usamos
A; = 2gsinh pcosayg, (5.103)

que es el potencial vectorial que resulta en (5.91) para el extremo derecho.

8En las convenciones que estamos usando el extremo derecho se encuentra en By + .
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En esta parametrizacion, la densidad de momento angular se torna infinita a
medida que « se acerca a 7. Alternativamente, podemos parametrizar la solucién en

términos de una coordenada espacial semi-infinita = € (—o0, 0]:

p = arccosh <m> , (5.104)
Q. = arc cos (m) : (5.105)
p=t, (5.106)

1
cos ap

recta semi-infinita. Lejos del solitén, i.e. para x < 0, la densidad de momento angular

donde cosh xy = vy g > 0. En este gauge la solucion es un soliton estatico en la

se vuelve constante.

Pasamos ahora a considerar cuerdas abiertas cuyos extremos estan fijos a Db5-
branas de la segunda familia. Los términos de borde son en este caso distintos, resul-
tando esto en otras condiciones de borde. En este caso, es méas natural usar p para
parametrizar la cuerda tomando 0 < p < pg, y entonces tendremos que el extremo

derecho se encuentra fijo en py. La condicién de borde para este extremo es ahora

0LNG
F
(aa' - )

Por supuesto, (5.99) sigue siendo una solucién de las ecuaciones de movimiento. Sor-

=0. (5.107)

p=po

prendentemente, tambien satisface esta nueva condicién de contorno, y la configura-

cién correspondiente sigue teniendo F = L.

5.4.2. Factor de reflexion en el limite de acoplamiento fuerte

Vamos a considerar ahora soluciones méas generales de cuerdas clésicas. Sobre el
soliton estatico que encontramos en la seccion 5.4.1 podemos incorporar solitones pro-
pagandose, que se reflejan en el borde derecho. A partir de la soluciéon que corresponde
a un solitén reflejandose calcularemos el restraso temporal asociado a la reflexion, y
de este sera posible obtener el factor de reflexion.

Utilizando la reduccién de Pohlmeyer, pueden relacionarse soluciones clasicas para
un modelo o en la esfera S? con soluciones clésicas para el modelo de sin-Gordon [165].
La reduccién de Pohlmeyer puede generalizarse para relacionar soluciones del modelo

o en el espacio AdS; x S? con soluciones del modelo sin/sinh-Gordon [166]. Si el
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modelo o esta definido en la semi-recta, lo mismo ocurrird con el sistema sin/sinh-

Gordon. Podemos parametrizar a los factores AdS, y S? con

n' = coshpcost, n' =sinacosyp,
n* = cosh psin T, n? =sinasinp, (5.108)
n® =sinhp, n® =cosa,

donde n* y n' satisfacen las condiciones - n = —(n')? — (*)> + (®)? = -1y

n-n=(n')?+ (n?)?+ (n®)? = 1. Los vinculos de Virasoro para una cuerda en esta

parametrizacion son

0+’ =1, n-n =0,

. 2 .
n+n” =1, n-n =0,

donde debemos usar los productos escalares para 1 6 n segun el caso.
Luego de la reducciéon de Pohlmeyer, los campos del modelo ¢ se relacionan con

los campos de sin-Gordon ¢ y sinh-Gordon ¢ de acuerdo a

»n? —n'*> = —cosh2¢, (5.109)
n? —n'” = cos2¢ . (5.110)

Concentremos nuestra atencién sobre la parte de sin-Gordon del sistema. La ecua-

cién de movimiento es .
¢ — P = 5 S 2¢. (5.111)
En la semi-recta x < 0, las condiciones de borde més generales compatibles con la
integrabilidad son [167]
O =M sin(d )| (5.112)
=0 =0
donde M y ¢, son constantes. Vamos a mostrar a continuaciéon que las condiciones
de borde heredadas de los distintos tipos de D5-branas del modelo ¢ se encuentran

dentro de este conjunto.

D5-brana con campo eléctrico y volumen de mundo AdS, x S*

En este caso la D5-brana se encuentra en algin valor ap, de manera que en el
modelo o los campos « y ¢ satisfacen condiciones de contorno de Dirichlet y Neumann,
respectivamente,

Q =0, o' =0. (5.113)



Por lo tanto, el primer vinculo de Virasoro es en el borde

12
(0%

+ sin? a *

=0

=1. (5.114)

x=0

El campo de sin-Gordon se relaciona con los campos del modelo o segiin
cos2¢p = &® — o/ + sin? <gb2 — 90’2> ) (5.115)

y por ende concluimos que

/
=

=0

sin ¢ , cos P

5.116
. (5.116)

=sinag @
0 =0

xr=

Considerando la derivada de la ecuacién (5.115) y el primer vinculo de Virasoro,

obtenemos
! = —cot oy cos P
x=0

: (5.117)

=0

que es una condicién de borde consistente con la integrabilidad, es decir que tiene la
forma (5.112) si tomamos M = cotag y g = 3.

La configuracién con un solitén estéatico (5.104)-(5.106) es un caso particular de
una solucién que satisface la condicién de borde (5.117), pero vamos a considerar en
lo que sigue soluciones més generales. Se conocen soluciones multisoliténicas en el
modelo de sin-Gordon con condiciones de borde integrables, [168]. Para obtener un
soliton que se refleja en el borde, podemos considerar dos solitones en la recta completa
(—00,00), uno con velocidad v y el otro siendo su imagen respecto a x = 0, es decir
con velocidad —v. Para el tipo de condiciones de contorno que estamos considerando
hay ademds un soliton estatico en el borde. Para estas soluciones, que satisfacen
las condiciones de contorno (5.112), se conoce el desfase cldsico a (ver (2.15) en
[168]). El retraso temporal cldsico se obtiene de este a través de la relacién clésica
AT = a@, donde v es la velocidad del solitén. Como funcion de la rapidity definida

por v = tanh 6, el retraso temporal es

tanh 1 (0 + in) tanh 1 (6 — in)

AT = log |+ tanh® § tanh® 5.118
sinhg 0T 2 TR I L0 + () tanh (0 — () | (5.118)

donde ¢ y n parametrizan a M y ¢, a través de
M cos ¢y = cosh ( cosn, M sin ¢ = sinh (sinn, (5.119)

y la rapidity # se relaciona con la energia y el momento en el modelo ¢ de acuerdo a

4 1
cosh = -2 = ;
€ |sin

5 (5.120)

[ 1S
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Los signos £ en (5.118) corresponden a los casos || = (. Nos interesa en particular
el tipo de condiciones de borde obtenidas cuando M = cotag y ¢, = 5. Para estas,

tenemos

| — sin ® : L sin®
AT = 2tan Zlog (cos £) + tan Zlog {( sz) ( i et )] . (b.121)
2

1 +sin | sin ayp — sin £
El segundo término es el retraso debido al soliton estatico en el borde. Como podiamos
esperar de antemano, este término se anula para ag — 7, es decir cuando no hay
soliton en el borde.

El retraso temporal se relaciona con la fase 0 que caracteriza el factor de reflexion

Ry = €® [169]. M4s precisamente,

de do
—AT = — 5.122

lo cual nos permite obtener d por integracién. Consideramos ahora un borde derecho y
separamos 0 = 0g+0extra. Aqui, dg es la fase de reflexion que corresponderia si el solitén
estatico tuviera ag = 0. Como ya fue calculada anteriormente, nos concentramos en la
fase adicional deyira. En general, las fases de dispersién y reflexion dependen del gauge
elegido en el modelo o. En particular, en el gauge del modelo ¢ tal que la densidad
de momento es constante? d, es [66,67,131]

1 —sin®
o = —8g cos Llog (cos ) — 4g cos £ log (ﬁ) : (5.123)

Para dexira, €n el gauge del modelo o en el que la densidad de momento no es
constante obtenemos

sinag + sin £
#‘ + 4g cos oy log

_ P
dextra = —4g cos § log —
sinag — sin §

+ 4gp(sinog — 1)
(5.124)

Para traducir esto al gauge en el que la densidad de momento es constante, debemos

sin

sin(§ + ao)
157

— 040)

tener en cuenta la longitud del solitén en el borde, como se discute en detalle para la
fase de dispersion en el interior en [170]. Sea Az el intervalo del solitén de borde en
nuestro gauge y Az’ el intervalo correspondiente en el gauge con densidad de momento
constante. Este tltimo se relaciona con el momento total L segin L = 2gAz’, de modo

que el cambio en la longitud del solitén de borde es

0 T 0
29Axr — L = 29/ (1 — Zl_) dx = 29/ dx cos® a(x) = 2g(1 — sinay), (5.125)
x

—0o0 —00

9Si integrdramos (5.121) para o = 0 obtendrfamos un término adicional 8¢ cos(%) debido a que
calculamos AT en un gauge del modelo o para el cual la densidad de momento no es uniforme. El
célculo de dp en el gauge con densidad de momento constante se realizé en detalle en [131].
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donde «(z) es dado por (5.105). Por lo tanto, en un gauge con densidad de momento
no-uniforme el dltimo término de (5.124) se compensa con el doble de este cambio de
longitud!®. Entonces, en el gauge en el que la densidad de momento es constante la
fase de reflexion en el borde derecho es
—gin?
d = —8gcosflog (Cos g) — 4gcos £ log (L%E%)
sin(§ + ap)

sin(f — ayp)

p
2

sin o — sin §

sin iy + sin

— 4g cos £ log + 4g cos g log (5.126)

Noétese que en el limite ag — 0 la segunda linea en (5.126) se anula, de modo que
recuperamos en este caso el resultado para una cuerda que se extiende hasta el borde
de AdS [66,67]. En cambio, cuando § = +ayg los dos términos adicionales en la segun-
da linea aparentan tener divergencias logaritmicas si se los considera por separado,
pero estas se cancelan entre si para dar una fase de reflexion regular en el limite de

acoplamiento fuerte.

D5-brana con campo magnético y volumen de mundo AdSy x S?

En este otro caso la D5-brana se extiende a lo largo de ambas coordenadas « y ¢,
de modo que estas satisfacen condiciones de contorno tipo Neumann, pero modificadas

debido a la presencia del campo magnético en la S?. Tendremos entonces

q .
$:O+2a

/ q . .
o} — = slnap

= 12
T 0, (5.127)

z=0

=0, sin av ¢’
=0

donde ¢ da cuenta de la cantidad de flujo magnético en S2.

El primer vinculo de Virasoro implica al ser evaluado en el borde

1
.92 .9 -2
n = 5 — 5.128
Sm- o @ e 1 (%)2 ee0 ( )
de donde obtenemos ] (q)Q
COS (1) 0 1 (%)2 COS (bo ( )

Por lo tanto, tenemos en este caso condiciones de contorno de Dirichlet para el campo
de sin-Gordon, lo cual corresponde a M — oo en (5.112).

El retraso temporal se obtiene en este caso de (5.118) tomando ( — oo, y obte-
nemos asi

1—sink 14 cos,sin 2
AT =2tan?1 2) +tanZ1 2 201 (5.130
an § log (cos §) + tan § log [(1+sin§) (1—cosd)osin§ ( )

10Ta5 ecuaciones de Bethe de borde dependen de dos veces la longitud del sistema, ver por ejemplo
(5.63).
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Al igual que antes, podemos separar la fase de reflexion resultante escribiéndola como
0 = ¢ + Oextra, donde

in P
1+ cos gy sin 5

inZ
1 —cos g sin g

1
+ 4gp (cos o 1) . (5.131)

El solitéon estético en el borde es el mismo que el que consideramos anteriormente

Oextra = — 4g cos § log ( ) — 8gtan ¢ arctan(sin ¢ tan £)

si identificamos cos ¢ con sin . Debe entonces sustraerse el mismo término (5.125)
para expresar la fase de reflexion en el gauge en el que la densidad de momento es

constante. Obtenemos de este modo

1—sink 1+ cos gy sin 2
gcos Elog (cos ) — 4g cos £ log (—1+sin§> gcos b Og(l—cosd)osin’?—)

— 8gtan ¢ arctan(sin ¢ tan £) 4 4gp < — cos d)0> . (5.132)

cos ¢

5.4.3. Cuerdas entre D5-branas que forman angulos

En esta seccién continuamos con el estudio de las cuerdas con momento angular
grande, pero introducimos un par de modificaciones importantes. En primer lugar,
vamos a considerar cuerdas abiertas que tienen sus extremos fijos a dos D5-branas,
cuyos ejes para los factores esféricos o de AdS son oblicuos, i.e. forman un angulo ¢
en la esfera S® y un dngulo ¢ en AdSs. En segundo lugar, vamos a considerar ahora
que el momento angular es grande pero finito.

Para estas configuraciones, la diferencia £ — L ya no se anula. Vamos a calcularla
aqui explicitamente a orden dominante en las correcciones por momento angular finito.
Para las D5-branas de la primera familia, hacemos esto en dos regimenes distintos!!:
cuando § — aq es finito y cuando ag — 5. En el primer caso, la cuerda es larga y
E — L puede hallarse clasicamente. En el segundo, la cuerda es corta y £ — L debe
calcularse a nivel cuantico. Esto puede hacerse porque la cuerda corta solo se propaga
en un entorno de una geodésica nula, de modo que los niveles mas bajos de su espectro
corresponden a los de una cuerda abierta en un espacio de fondo de ondas pp.

La razon por la que estos céalculos son relevantes radica en que la desviacién
respecto al 0 de ' — L puede interpretarse como la correccién dominante por tamano
finito, que puede obtenerse independientemente por medio de un célculo tipo Liischer.

Dado que, como veremos en el préximo capitulo, esta correcciéon depende de una

Una distincién aniloga puede hacerse para las D5-branas de la segunda familia, diferenciando
cuando @ es finito o infinitesimal.

114



continuacion analitica del factor de dressing de borde, los resultados de esta seccion
constituyen un chequeo de consistencia para cualquier propuesta exacta para el factor

de reflexién.

Cuerda semiclasica entre D5-branas que forman angulos

Consideramos ahora una cuerda semicldsica con momento angular L grande, ex-

tendida entre dos D5-branas de la primera de las familias descriptas en 5.4.1, cuando

T _

2
angulo 6 en la esfera. Este calculo generaliza el realizado en [67,69], y nos enfocamos

o es finito. Vamos a separar las D5-branas con un angulo ¢ en el espacio AdS y un

solamente en la situacién con L grande.
Debido a la separacion angular entre las D5-branas, la cuerda semicléasica se pro-

paga ahora en AdSs x S3. Para su métrica usamos las coordenadas

dr? do?
ds® = R (1 fﬂ — (14 r3)dt® + r2df? + 1_—992 +(1- o?)de2 + g%zg;) . (5.133)

y parametrizamos la solucién clasica para la cuerda con

Y1+ iys = V1412 ="\ /14 1(0)2,  ys+iys=elr=e7r(o), (5.134)
Ty 4 ixg = 14 /1 — 02 = e7\/1 — 0(0)2, 34 ixs =20 =e%p(0). (5.135)

Trabajamos en el gauge conforme, y tomamos el rango de la coordenada espa-
cial de la hoja de mundo como o € [—s/2,s/2]. Los extremos de la cuerda estén
fijos a Db-branas de la primera familia, de manera que las condiciones de con-
torno son las discutidas en la seccién 5.4.1. En las coordenadas globales (5.90) usa-

11?2 ap. Cuando

das anteriormente, las Db-branas se ubican en el adngulo azimuta
expresamos esto en las coordenadas (5.133), la posicién de una de las D5-branas
estd dada por psiné; = cos g, mientras que la posicion de la otra corresponde a
osin(& — 0) = cos ap.

En lo que sigue consideramos una cuerda que cuelga entre estas dos Db-branas,
separadas por un angulo 6 como se ve en la figura 5.10. A su vez, ambas D5-branas
estan separadas por un angulo ¢ en una esfera contenida en AdS.

Al introducir el ansatz (5.134)-(5.135) en las ecuaciones de movimiento y los vincu-

los de Virasoro obtenemos

/ 2 fr D 24 (K2 — 1) + k2 r?(r')? (5.136)
=7 =— K= 1)r" 4+ k1" = .
¢ ’ ¢ ¢ 1+7r2’
0*(d)?
-0

12Definido respecto a distintos ejes, que forman entre si un angulo .
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Figura 5.10: Se representan esquematicamente las coordenadas o y & de la métrica
(5.133) en forma cilindrica. Las D5-branas estan separadas por un éngulo 6, y entre
ellas pende una cuerda con momento angular grande.

donde Dy y Dy son notaciones abreviadas. La extensién de la coordenada espacial

de la hoja de mundo puede obtenerse en términos de (o) ¢ (o) usando (5.136)

6 (5.137),
5 _ / me__rdr _[tv__ede (5.138)
2 o V1+12/Dy w 1—0*V/Dy
Para una cuerda con momento angular grande, . = €Ot g Y Omax = COS (g, mientras
que 19 ¥ 09 son los valores de r y o en 0 = 0. Como tenemos la condicién de borde

r’'(0) = ¢'(0) = 0, estos tltimos pueden obtenerse de
0= —ﬁi + (K% — )12 + K%, 0=—02—(v*—1)os +~*0p. (5.139)

Nos interesa aqui solamente la solucion con L muy grande. Cuando el momento
angular L y la energia E tienden a infinito, se tiene gg,rg — 0, asi como v,k — 1y

ly, Ly — 0. Por lo tanto, vamos a re-escalarlos segtn

k=11 e%, 0y = e%, (o) = Veu(o) (5.140)
y=1+ e% : by = 6%9 : o(o) = Vev(o). (5.141)

Los valores minimos de las variables asi escalados seran

2 4 2 )
—cg +fch+ 1 2_09+\/c§+€3. (5142)

2
Uy = Vg =
0 2 ? 0 2

En el limite de L grande, la amplitud angular de la cuerda es dada por la separacion

angular de las D-branas, i.e. Af = 7 — ¢ y Ap = . Usando (5.136) y (5.137), los

116



angulos de separacién vienen dados en términos de (o) 6 o(0), y son a primer orden

en la expansién con € chico

5 /m 2, dr > ly du an(ly /co)
T — b= - = —arctan(ly/cy) ,
o ™V1+712/Dy  Juy uy/(u2 —ud)(v2 +vE + cy) e

(5.143)
omax 900 dp o lp dv R
0 = / = = arctan(ly/cy) .
0w OV 1—0*VDy o v\/ vo )(v? + UO — ¢p)
(5.144)

Si bien tenemos algo de libertad en la eleccién de ¢y y ¢y, estas estan relacionadas
porque las dos integrales en (5.138) deben coincidir. De la primera integral, en el

limite de € pequeno tenemos

1 1+ 4/1 2
=log4 — 3 log [e(2ug + c;)] — log ( RV TH‘“) , (5.145)

s
2

rmax

mientras que de la segunda integral en (5.138) resulta

1 1+ /1 — @2
=log4 — 51og [e(205 — cg)] — log ( i Qma") : (5.146)

Qmax

s
2

Esto implica, usando (5.142), la relacién

\/c§+é2,:\/cg+é§. (5.147)
Considerando (5.143) y (5.144), podemos tomar directamente

Cp = COS @, cp = cosf, (5.148)

2
— Qmax
€ =16e° ) 5.149

<1+\/1_Q12nax> ( )

Como anticipamos, nos interesa la diferencia entre la energia y el momento angular

lo cual resulta en'?

de esta configuracién, que estd dada por

Tmax 1 2 Omax 1 A2
E-L= 4gl<d/ A 4g’y/ do2Y- 2 94, . (5.150)
V D¢ DQ T=Tmax

donde el dltimo término viene del término de borde debido al campo eléctrico. En las

coordenadas que estamos usando A; = 2¢gr cos «y. Siguiendo el procedimiento de [67],

13La definicién de € usada aqui es distinta a la de [67].
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calculamos L — 2gs y E — 2gs por separado. Al primer orden subdominante en la

expansion a e chico tenemos

L —2gs =—4g+ gcosfe +4g/1 — 02, (5.151)
E —2gs=—14g+ gcos¢e +4g+\/1 + 12, — 49" max Omax - (5.152)

Dado que /1 4 72, —Tmax Omax— /1 — 0%, = 0, los términos que son independientes
de € se cancelan en la diferencia, como esperabamos. Obtenemos luego

2
E — L =16ge"* ( Omax ) (cos ¢ — cos6)

1+ V 1- Q?nax
16¢g

= ———tan® (3 — %) (cos ¢ — cos 6)6_% : (5.153)

62_2 sin ag 4 2

donde usamos (5.151) para expresar s en términos de L.

Para las D5-branas de la segunda familia descripta en la secciéon 5.4.1, el céalculo
correspondiente se realiza en forma analoga. No presentamos entonces los detalles
sino simplemente el resultado,

16¢g

E—-L= e2—2cos g

tan® (%) (cos ¢ — cos 0)6_% . (5.154)

Cuerda cuantica entre D5-branas que forman angulos

Los resultados anteriores son vélidos para valores finitos de § — ag, de lo contrario
la aproximacion semiclésica deja de ser consistente. Una cuerda con momento angular
grande fija a una D5-brana maximal con oy = 7 es practicamente puntual. Por lo
tanto, s6lo explora un entorno de una geodésica nula, que corresponde a una particula
girando en la esfera S°. Luego los estados més bajos del espectro de la cuerda corres-
ponden a los de una cuerda abierta en una geometria de fondo de ondas pp, estando
sus extremos fijos a una D5-brana que se ve esencialmente plana.

En el limite de Penrose, que corresponde a ampliar el entorno de la geodésica

nula [171,172], la métrica se reduce a
ds* = —ddudv — 22du® + d7?, (5.155)

donde 7 € R®. La D5-brana se vuelve plana en este limite, estando fija en las coorde-

2

nadas 2! = 22 = 23 = 0 que vienen del factor AdS, y en la coordenada 2° = 0 para

las coordenadas que vienen de la esfera S°.
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Si consideramos una cuerda abierta con sus extremos fijos a una brana plana en la
geometria de fondo de ondas pp, como la brana es BPS las contribuciones a la energia
de vacio de los modos bosonicos y fermiénicos de la cuerda se cancelan exactamente.
Queremos sin embargo considerar una cuerda abierta con uno de sus extremos en
la D5-brana en z° = 0 descripta arriba, estando el otro extremo fijo a otra brana
que ha sido rotada en el plano (2° 2%), i.e. ubicada en cosfz® + sin#z% = 0. En
otras palabras, para el extremo izquierdo la cuerda tiene condiciones de contorno tipo

Dirichlet y Neumann en z° y 2% respectivamente!?,

25 o Z a’e™m sin ko, (5.156)
25 o Z ale ™ cos ko, (5.157)
donde w,, = y/m?+ k2 para m = ﬁ. Ahora bien, para el extremo derecho las

condiciones de contorno rotadas para la cuerda implican que debemos tomar k, =
nF £ cuando @}, = +ab.

De forma andloga, los modos fermiénicos de la cuerda presentan corrimientos
similares, s6lo que en este caso se trata de ¢%. Como consecuencia de todo esto la
energia de vacio, o mas precisamente E — L, ya no se anula para la cuerda abierta.
Podemos calcular E — L directamente a partir de la diferencia entre las contribuciones

con y sin los corrimientos,

1 — 1 —
E—L:%nzgoo\/m2+<n—g)2—%n:Oo\/m2+n2
- -
- > \/m2+(n—%)2+a > Vm? +n?, (5.158)

n=—oo n=—oo

donde la primera linea viene de los modos bosonicos, mientras que la segunda proviene

de los modos fermiénicos. Resulta conveniente introducir la notacién

h(6,m) ::% f: \/m2+(n—§)2—% i vm?+n?, (5.159)

n=—oo n=—oo

ya que nos permite escribir

1
E—L=;h(0,m)=2h (5.m) . (5.160)

14Usamos el sfmbolo o para resaltar que estamos obviando un factor de normalizacién.
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Consideramos primero

1 > 1 > 1
— 0, (m h) = § — § E— 5.161
m (m h) S~ \/m2 4 (n _ 2)2 = vVm?2 +n2 ( )

™

y usamos la férmula de resumacion de Poisson

Y fn)y=> flk), (5.162)

n=-—o00 k=—00

donde f denota la transformada de Fourier's de f. Entonces

%&n(m h) = i f(k) (e72*0 —1) | (5.163)
para )
f(@) = ——— = f(w)=2K,2mm]|uwl|), (5.164)

vVm? + x?
donde Kj es una funciéon de Bessel modificada del segundo tipo, y nos interesa sola-

mente el limite de m = % grande de esta resumacion. Para m grande

6727r|k|m
k)~ S (5.165)

VIkm

y la suma estd dominada por los términos con k£ = 1. Entonces

1 —2mm
— ~ 20 — 1 1
mam(m h) NG (cos20 — 1), (5.166)
lo cual resulta en o
h(6,m) ~ (cos20 —1). (5.167)

-

Por lo tanto,

E—-L —— (cos20—1) +26727rm (cosf—1) 29 _A(cose 1)?. (5.168)
—L~— — —1)=—/—e v —1)%. (5.
2y/m T/m L

Si consideramos ademas que una de las D5-branas esta también rotada en el plano

(23,2%) en un dngulo ¢, el w, correspondiente a estas coordenadas bosénicas recibe

15En este trabajo usamos la definicién

flo) = [ dwemiersa).
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un corrimiento n — n =+ % En cambio, las frecuencias de los modos fermidnicos se

modifican como n — n + (£ + %), de manera que

E—-L= %h(qb,m) + %h(@,m) —h(%2,m) —h(52,m)

2 _L 9
N_“WLG (cos @ — cos ). (5.169)

Finalmente, observamos que un resultado idéntico se aplica a las D5-branas ma-

ximales de la segunda familia, que se obtienen cuando ¢, — 0.

5.4.4. Condicién de crossing de borde

Las dos familias infinitas de D5-branas estudiadas en esta seccién tienen algo en
comin. Todos sus miembros preservan la misma simetria de fondo: un factor SU(2|2)
diagonal del grupo de simetria SU(2|2)? usual. Por lo tanto, a menos de una constante
multiplicativa global las matrices de reflexién son idénticas, e iguales también a la
matriz de reflexion discutida en la seccion 5.3.1. En otras palabras, en términos del
problema de dispersién en el borde desconocemos solamente el factor de reflexion
que corresponde a cada caso. Como ya vimos, estos factores estan restringidos por la
condicién de crossing de borde.

Para un borde derecho, en todos los casos que consideramos el factor de reflexion
desconocido Ry(p) debe satisfacer la ecuacién de crossing (5.84), presentada anterior-
mente y deducida en [66,67],

Ro(p)Ro(p) = o(p, —p)*, (5.170)

donde o(p1,p2) es el factor de dressing del interior [145,146] y p indica como antes
la transformacion de crossing. Vimos también que la condicién de unitaridad corres-
ponde a (5.85)

Ro(p)Ro(—p) =1, (5.171)

de modo que procediendo como en la seccién (5.3.1) podemos escribir ambas condi-
ciones en la forma

1

r + =
op(p)op(p) = L

L
x

vy os(p)os(=p) =1, (5.172)
con op(p) definido en (5.86). Un factor de dressing de borde que constituye una solu-

cién particular de este sistema se hall6 en [66,67], y es el 0% (p) = exp{ix(z*) — ix(z ™)}
definido por (5.88).
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En el régimen de acoplamiento fuerte esta solucién se reduce al limite cg — 0 de
(5.126), o equivalentemente al limite ¢y — 5 de (5.132). Sin embargo, para recuperar
(5.126) y (5.132) en general debemos buscar nuevas soluciones de las mismas condicio-
nes de crossing y unitaridad, (5.172). Para ello, vamos a tomar og(p) = 0% (p)or(p).
El factor de dressing desconocido or(p) satisface ahora condiciones de crossing y

unitaridad “triviales”,

or(p)or(p) =1,  or(p)or(-p)=1. (5.173)

Como vamos a ver, hay infinitas formas de resolver el sistema trivial (5.173). Sin
embargo, nuestro analisis no pretende ser exhaustivo: vamos a observar simplemente
que las soluciones obtenidas de un modo particular son compatibles con todos los
resultados hallados anteriormente para el limite de acoplamiento fuerte.

Comenzamos proponiendo que or(p) debe tener la forma

or(p) = el (5.174)

Y

y usamos para definir xr(x) una integral sobre un contorno del plano complejo, por

analogia con (5.88). En particular, en términos de una funcién genérica F' definimos

dz 1
d =1 —
F(x) ! 2mixr — 2

log F (z+1) . (5.175)

j2=1

Tomamos al argumento de la funcién genérica como z + % para que, independiente-

mente de F', la integral de contorno siempre satisfaga

Esta propiedad es andloga a la discutida en [173] para el factor de dressing de la
matriz S, y sera tutil a la hora de satisfacer la condicién de crossing de borde. Para

xr(z) consideramos soluciones de la forma

Op(x si x| >1,
() = {27 , ol >1, (5.177)
Pp(z) +ilogF (z+ 1) caso contrario .

Para que esta sea una solucién de la condicién de crossing trivial, requerimos que
xr(a") = xr(z”) + xr(1/2z%) = xr(1/27) =0, (5.178)

y debido a la propiedad (5.176) esto implica simplemente
Fat+ k) =F (@ +21). (5.179)
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Usando el vinculo que relaciona a los pardmetros espectrales =7,
Flam+t)=F(a+L+1). (5.180)

Luego la ecuacion de crossing trivial se satisface siempre que F' sea periddica en el
eje imaginario con periodo i/g. En cuanto a la unitaridad, basta exigir que y7(x) sea
una funcién par, y puede comprobarse directamente que esto ocurre siempre que F
tenga paridad definida, ya sea par o impar.

Dos posibilidades naturales para F' son entonces

F (z + %) = sinh [27mg (z + %)] y F (z + %) = cosh [27mg (z + %)] ,

(5.181)
para n entero. Sin embargo, los factores de reflexién resultantes de incorporar estas
soluciones triviales de la ecuaciéon de crossing no reproducen en general el compor-
tamiento a acoplamiento fuerte deseado, dado por (5.126) o (5.132) segin el caso.
Solamente los limites ap — 5 y ¢y — 0 de (5.126) y (5.132) resultan satisfactorios
cuando n = 1. Mas atin, como veremos en el proximo capitulo si usaramos estos fac-
tores de reflexion para obtener las correcciones por momento angular finito dadas por
(5.169), esto solamente seria posible utilizando la solucién con el seno hiperbdlico.

Por lo tanto, debemos considerar deformaciones de

. dz 1 .
Oginn () =1 v log {smh [27Tg (z + %)] } , (5.182)

|2|=1

y hallar soluciones cuyo limite g — oo sea compatible con los célculos explicitos
(5.126) y (5.132). Para realizar la comparacién con estos resultados, vamos a evaluar
la contribucién a la fase de reflexion proveniente de la solucion de la condicién de

crossing trivial en el limite de acoplamiento fuerte, que tiene la forma
or = xr(x”) — xr(zh), (5.183)

para z* = e*?/2 + O(1/g). Las soluciones de la condicién de crossing trivial deberfan

ser tales que este o7 reproduzca el deyra hallado anteriormente.

Integrales de contorno sobre circulos re-escalados

Nos interesa deformar de algiin modo ®g;,;, de forma de introducir cierta depen-
dencia en un parametro que pueda mas adelante relacionarse con la cantidad de flujo

electromagnético en las D5-branas consideradas.
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Vamos a proceder introduciendo una modificacion arbitrariamente, verificando a
posteriori que posee parte de la dependencia deseada en el limite de acoplamiento
fuerte. La deformacion particular que vamos a considerar en primer lugar corresponde

a tomar el contorno de integraciéon como un circulo de radio r,

d 1
O(r)=i ¢
2mx — 2

|z|=r

log {sinh [27rg (2 4+ 2)]} . (5.184)

Observamos que deja de ser vélida para ®, la propiedad (5.176), que allanaba el
camino para resolver la condicion de crossing. Existe, sin embargo, una versién de-

formada de la misma que resultara 1til, a saber
B,(2) + (L) = 0,(0) (5.185)

Luego, combinando dos integrales de contorno de tamanos r y % en la definicion

Do) = 5 (,(2) + Dy (2) (5.186)

obtenemos una funcién con la propiedad deseada,
Or(z) + Pr (2) = 4(0). (5.187)

Sin pérdida de generalidad, consideramos 0 < r < 1 y usamos la combinacién ®7(x)
para definir x7(z) en la region fuera del circulo de radio 1/r. A partir de esta regién
podemos continuar analiticamente la funcion a cualquier punto del plano complejo,

de modo que

®r(x) si |z| > 1/r,
X (@) = { ®p(z) + £ logsinh 27g (w + 1) s r<lz<1/r, (5.188)
®7(x) + ilogsinh 2mg (z + 1) si lz| < 7.

Si ahora usamos la relacién (5.187) como antes, podemos verificar explicitamente que
se satisface la condicién de crossing trivial (5.178).

La solucion de la ecuacion de crossing trivial obtenida de esta ng ) es vélida para
cualquier valor del acoplamiento g. Sin embargo, en el limite de acoplamiento fuerte,
como veremos a continuacién, sélo puede dar cuenta de uno de los términos adicionales
en la fase de reflexién de borde (5.131). Incorporamos el (V) para indicar esto tltimo.

Nos interesa ahora hallar la fase de reflexién en el limite de acoplamiento fuerte

para particulas con parametros espectrales correspondientes a la cinematica fisica, i.e.
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con |z*| > 1. Para |z| > r podemos expandir el factor (x — 2)~! en nuestra definicién

de ®,.(x) como una serie geométrica, de modo de obtener

P, (7) = 2%” Z CT;(:> con cn(r) =1 ]{ dz 2" "log {sinh [27g (= + 1)] } .
n=1 |z|=r

(5.189)
Puede verse que la parte imaginaria de los coeficientes ¢, (r) se anula, al igual que la
parte real siempre que n es impar. Los coeficientes restantes pueden evaluarse en el
limite de acoplamiento fuerte ¢ — oo, resultando esto en
—1

_ _1\kp2k r r 1
o (1) 8rg(—1)"r <1+2k + o) (5.190)

lo cual al resumar nos da
1
O, (z) = 4dig (:c + —) arctan <Z> +0(g"), (5.191)
z x

a menos de términos independientes de x que se cancelaran al calcular la fase de
reflexién. Usando las definiciones de ®r(z) y xr(z), asi como la propiedad (5.185),
podemos ahora evaluar el factor de fase de la reflexiéon debido a la solucién trivial de

crossing considereda, que en el limite de acoplamiento fuerte resulta ser

r2+1+2rsin§

55}) = —4g cos £ log 1= 2rsmt” (5.192)
Si ahora tomamos
r=cot(%e + 1), (5.193)
obtenemos o 1+ cos dog sin 2
0p’ = —4gcos § log 2 (5.194)

1 —cos pgsin &
Este es solamente uno de los términos adicionales en la fase de reflexién de borde
5.131, més preicsamente el primero de los alli escritos. Debemos dar cuenta también
de los términos restantes a partir de soluciones para las ecuaciones triviales de crossing
y unitaridad. Por ejemplo, si consideramos

xr+1/xzr

X2 () = fo (dy, g) log Py,

(5.195)

con r definido en (5.193), vemos que el ag ) (p) resultante satisface la ecuacién de
crossing trivial, al igual que la condicién de unitaridad, contribuyendo ademas a la
fase de reflexion de borde en el limite de acoplamiento fuerte

i — sin ¢ tan §

— ?
i +sin ¢ tan 3

5;2) = 2f5 (g, g) log = 4ify (dy, g) arctan(sin pytant).  (5.196)
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Esto corresponde al segundo término adicional en el factor de fase de reflexién calcu-
lado explicitamente, siempre y cuando fs (g, g) se comporte como 2gi tan ¢, en el
limite de acoplamiento fuerte.

Lo mismo puede hacerse para dar cuenta del tercer término adicional en el factor

de fase de reflexién, tomando simplemente

X2 (@) = f3(dyg. g) log x| (5.197)

con un limite adecuado para f3(¢,, g) cuando g — oo, a saber

1
f3(dg, g) ~ 4gi (cos — COs q)0> .

0
Integrales de linea sobre arcos

Consideramos ahora otra forma en la que podemos modificar la propuesta original

®n. Vamos a considerar

dz
d =9 —
W(w) =i 2mix — 2

C(v)

log {sinh [27g (2 4+ 1)] } (5.198)

para una curva abierta C(y) parametrizada por z(t) = € con —y < t < vy
T —7v<t<m+7. Como esta esta curva es invariante frente a z +— 1/z, y usamos
una funcién unicamente de z + %, la propiedad (5.176) se mantiene. Estando definida
como una integral a lo largo de un contorno abierto, podemos proponer que xr es
directamente la integral de linea tanto adentro como afuera del disco unidad. Enton-
ces, la propiedad (5.176) alcanza para concluir que (5.198) resuelve la ecuacién de
crossing trivial. No se trata, sin embargo, de una funciéon par de x, de modo que para
satisfacer la condicién de unitaridad definimos x7(z) = 3(®,(z) + ®,(—x)).
Podemos hacer un anélisis en le limite de acoplamiento fuerte para esta propuesta
cuando |z| > 1 en forma similar al realizado anteriormente, obteniéndose de este

modo

(1) 1l = ew(y) B 2k cos 7y sin(2k7y) — sin~y cos(2k~)
=5 Z con co(y) = —16myg FTERg] ,

k=1
(5.199)
donde obviamos escribir términos subdominantes en el limite ¢ — oo. Esto nos da, a
menos de términos independientes de x que se cancelan al calcular el factor de fase

de reflexién,

(1) 1 e e 0
xr () =2¢ |z + - arctanh? — arctanh — )+ O(g"). (5.200)
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Como antes, el (I indica que esta solucién de la condicién de crossing trivial explica
solamente el primer término en (5.124). Para ver esto, evaluamos el factor de fase de

reflexion correspondiente a esta solucion de la ecuacién de crossing, que resulta ser

oM = —4gcostl 5.201
T gcos 3708 sin & — sin~y ( )

oy
s1n§+s1nfy‘

Si identificamos v = «y, este es el primer término adicional en la fase de reflexién de

borde (5.126). Para dar cuenta del segundo término proponemos

—iag . _ €0
T

e*lao
X

e

X (x) = f(ao, g)log : (5.202)

ey —

que es una solucion de las condiciones triviales de crossing y unitaridad, y resulta en

sin(§ + ao)

sin(5 — ap)

0y = 2f(aq, g) log (5.203)

Esto puede identificarse con el segundo término de (5.126) para cualquier f(ayp,g)
cuyo limite de acoplamiento fuerte sea 2g cos ay.

Como mencionamos anteriormente, los términos (5.201) y (5.203) de la fase de
reflexién resultante se vuelven logaritmicamente divergentes a medida que p — +2ay,

pero se cancelan mutuamente cuando f(«p,g) tiene el comportamiento asintdtico

mencionado. En las propuestas XEFI ) y ng ) las divergencias logaritmicas corresponden

a la situacién en la que x — fet@0

X(; )(x) aparece cuando se evalia x en los extremos de C(ay).

. En particular, la divergencia logaritmica de

La eleccién de f(ag, g) = gcosag+O(g°), necesaria para dar cuenta del resultado
explicito obtenido en el limite de acoplamiento fuerte, asegura sin embargo que xr es
regular en este limite. Si requerimos ademéds que 7 siga siendo regular en x = de*
a todo orden en 1/g, esto nos permite determinar f(«y, g) exactamente. Para hacer
esto, observamos primero que la propuesta (5.202) también puede escribirse en la

forma de una integral a lo largo de C(ay), a saber

X2 (@) = = f(ao, 9) /

C(ao)

dz

)
xr —z

(5.204)

a menos de términos independientes de x que se cancelan al calcular o7. Podemos
escribir por lo tanto x7 como una tnica integracion sobre C(qy). Para que la integral
sea regular en x = e debemos exigir que el factor que acompana a (x — z)_l se
anule a medida que z se acerca a los extremos de la curva. Esto fija f (o, g), que debe
ser

27 f (v, g) = log [sinh (47g cos ayp)] (5.205)
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lo cual a su vez impica que podemos escribir

XT($):i/£( LR >1Og [Sir‘lh(%g(wr%))

5.206
dri\x —z —x—z sinh (47g cos ayp) ( )

C(ao)

Notese que esta deformacion, al igual que la presentada anteriormente cuando
r — 1, se reduce a P, cuando oy — %16. De hecho, en este limite es conveniente

considerar las cantidades completas

og(p) = o%(p) or(p) = eXPEITXEEDcon yp(x) = (@) +xr(2), (5.207)
donde |
2
7{ dz og g (z+ )} 7 (5.208)
i T —z

y xp(z) = ®p(x) para |z| > 1, con un término adicional ilog [27g (z 4+ 1)] que
debe agregarse para asegurar la continuidad cuando |z| < 1. Como esperabamos, la
contribucién a la fase de reflexién & proveniente de este op es de orden ¢° en lugar

de orden g.

Resumiendo todos nuestros resultados, vemos que el factor de reflexiéon de borde

siempre puede escribirse como

Ro(p) = = ! (H o) ) , (5.200)

op(p)or(p)o(p,—p) \ 1+

(ﬂﬁ+ )?

donde 0% es el factor de dressing de borde para la representacion fundamental (5.88),
propuesto originalmente en [66,67], e incorporamos el factor de dressing adicional
op = eXT@)=ixt(@7) " que es una solucién de la condicién trivial (5.173). Para las
D5-branas de la primera familia, duales a lazos de Wilson %—BPS en representaciones
totalmente antisimétricas, proponemos

N A Y

, (5.210)

dri \x —z —x—2z sinh (47g cos ayp)
C(ao)

con C(ayp) parametrizado por z(t) = € con —ag <t < apy ™ —ag <t < T+ ag. En
este caso, nuestra propuesta tiene su dependencia en la constante de acoplamiento g

totalmente determinada.

16Cuando ag — 7 la curva C(ayp) se cierra para formar el circulo unidad, y la contribucién de X( )

se anula.
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Por otro lado, para las D5-branas de la segunda familia tenemos

yr(a) =i j{ %log {sinh [27Tg (z + %)}} L 7{ ﬁlog {sinh [27Tg (z + i)]}

4 Tr—z 47y T —z
|z|=r |z|=1/7
xr+1/xr
log ——— 1 5.211
+ fo(dg, 9) log Py + f3(dg, 9) logz, ( )

con |x| > 1/r y debiendo agregarse términos adicionales como en (5.188) cuando
|| < 1/r. En esta propuesta, algunas funciones sélo pueden ser determinadas a
primer orden en g, dado que no disponemos de un argumento similar al utilizado
para fijar la dependencia en el acoplamiento de las funciones correspondientes en el
caso anterior.

Notese que podemos distinguir dos regimenes para los factores de dressing de
borde aqui propuestos: cuando ag 6 ¢, toman valores genéricos, y (5.210)-(5.211)
son vdlidas; y cuando ag = 5 6 ¢y = 0, es decir que los factores esféricos de las
Db5-branas consideradas son maximales. Para este ultimo caso nuestras propuestas se

tornan

; 1
(@) =i 7{ dzlog{sinh [2mg (= + )} a1 o)
211 T —z

|z|=1

lo cual cancela un término idéntico en x% y resulta en un factor de dressing completo

que puede definirse a partir de

dz log [2mg (2 + 1
xp(x) =1 j{ 2 og [2mg (= + 2)] para lz| > 1. (5.213)
2mi T —z

|z[=1
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Capitulo 6

Ansatz de Bethe termodinamico

En el capitulo 5 mostramos que el problema de hallar el espectro de dimensiones
de escala de los operadores de traza simple en N' = 4 super Yang-Mills es equivalente,
en el limite planar en el que el nimero de colores del grupo de gauge SU(N) tiende
a infinito, al de diagonalizar el hamiltoniano de una cadena de espines integrable.
Hicimos esto primero en forma perturbativa analizando el operador de dilataciones a
1-loop, y luego extendimos el andlisis al régimen no perturbativo fijando la relacién
de dispersion y la matriz S a partir de condiciones de simetria, crossing y unitaridad.
Vimos también que es posible extender este resultado a otros operadores, y en parti-
cular nos ocupamos de lazos de Wilson con inserciones que corresponden a cadenas
de espines integrables con condiciones de contorno abiertas. Nuevamente, aplicando
consideraciones de simetria, crossing y unitaridad fue posible determinar el ingredien-
te nuevo que aparece en la descripcion del sistema provista por la integrabilidad, esto
es la matriz de reflexion.

El resultado de este proceso es que estamos ahora en condiciones de describir al
menos formalmente el espectro de dimensiones de escala de N/ = 4 super Yang-Mills
para cualquier valor del acoplamiento de 't Hooft A, para lo cual debemos resolver
las ecuaciones de Bethe correspondientes. Estas son esquemaéticamente de la forma
(5.50) 6 (5.63), segin nos ocupemos de cadenas de espines periddicas o abiertas, y
los conjuntos de momentos que las resuelven nos permiten escribir la energia de los

autoestados de la cadena en forma aditiva,
E{p}) =) En. (6.1)
pi

donde aparece explicitamente la relacién de dispersién (5.71).
Ahora bien, existe una diferencia crucial entre el analisis realizado a 1-loop y la

extensién no perturbativa que lo generaliza. Esta radica en que el ansatz de Bethe
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presentado en la primera parte de la seccion 5.3 es exacto, en la medida en que dia-
gonaliza el hamiltoniano del modelo de Heisenberg para cualquier longitud L de la
cadena de espines de SU(2) asociada a los operadores que son la traza simple de
L campos Z y X. Mientras se mantenga la condicién L < N, necesaria para que
tenga sentido descartar los diagramas no planares e identificar las dimensiones de
escala anémalas con las energias de la cadena de espines, el espectro a 1-loop hallado
resolviendo estas ecuaciones para cada L no recibe correccion alguna a este orden
perturbativo. Lo mismo puede decirse del caso con condiciones de contorno abiertas,
asi como de las modificaciones al ansatz de Bethe que podemos introducir para es-
tudiar la accion del operador de dilataciones a 1-loop sobre sectores méas amplios de
operadores.

En cambio, el anélisis no perturbativo de la subseccion 5.3.1 es asintotico, en tanto
requerimos para formularlo que todas las excitaciones de la cadena se encuentren muy
separadas unas de otras. Esto implica que esta solucién no es exacta salvo en el limite
estricto con . — oo y separacion infinita entre las excitaciones. Para L finito el
espectro hallado por el procedimiento usual recibe correcciones, que tienen su origen
en el hecho de que las interacciones en la cadena de espines son de largo alcance. Estas
correcciones tienen un andlogo en teorias cuanticas de campos formuladas en dominios
finitos, ya sea abiertos o con condiciones de contorno periédicas. En efecto, en estas
teorias se propagan particulas virtuales que pueden interactuar con las particulas
fisicas, afectando de este modo su espectro de energias.

Dado que en el contexto de la conjetura AdS/CFT nos interesa utilizar la integra-
bilidad para interpolar entre ambos lados de la dualidad, debemos tener control sobre
las correcciones por tamano finito si queremos realizar verificaciones de precision del
diccionario. Para teorias cudnticas de campos, Liischer encontré en [174] la forma de
la primera de estas correcciones para la energia de una tnica particula en el caso de
una teoria relativista, ver figura 6.1. Para aplicarlo a nuestro caso, este resultado debe
generalizarse para alcanzar a teorias no relativistas y estados de muchas particulas.
Por lo demas, para L suficientemente pequenos sera necesario incluir también las co-
rrecciones de orden superior. Esto es en general muy complicado, pero para teorias
integrables es posible tomar un camino alternativo e incorporar todas las correcciones
por tamano finito simultaneamente, haciendo uso del ansatz de Bethe termodinamico
o TBA, introducido en [175]. Como veremos en la seccién 6.1, este consiste esen-
cialmente en reformular el problema de hallar la energia del estado fundamental de
una teoria integrable en volumen finito, algo en principio complicado, en términos del

calculo de la funcién de particion térmica para la teoria con las direcciones temporal
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y espacial intercambiadas. Como en este ultimo caso la teoria estd definida en un
volumen infinito, el ansatz de Bethe asintético es exacto y el problema es entonces

mucho més sencillo.

A
v
:
\

Figura 6.1: Diagrama de las correcciones por tamano finito a primer orden o tipo
Liischer, para una particula que se propaga en un volumen finito con condiciones de
contorno periédicas. En (a) la particula se divide en dos particulas que se recombinan
del lado opuesto, mientras que en (b) interactiia con una particula virtual que recorre
todo el volumen.

En este capitulo presentamos primero el ansatz de Bethe termodinamico para el
caso de una teoria relativista, de modo de motivar asi su generalizacion al caso de
un sistema integrable no relativista como el que nos ocupa en este trabajo. Aunque
historicamente la férmula de Liischer es anterior al ansatz de Bethe termodinamico,
vamos a proceder en sentido inverso y derivarla de éste como la primera correccion de
una serie infinita que puede hallarse iterativamente. Como una aplicacion, calculamos
usando esta féormula las correcciones halladas en el capitulo anterior para la diferencia
E — L para cuerdas abiertas entre D5-branas que forman angulos. El objetivo final
es describir como podemos tener en cuenta las correcciones por tamano finito que
recibe el ansatz de Bethe asintotico para la cadena de espines abierta estudiada en
el capitulo anterior. Para ello debemos plantear el ansatz de Bethe termodinamico
de borde, el cual nos permitira realizar la expansién perturbativa a 2-loops de la

dimensién anémala de cusp.
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6.1. TBA en teorias integrables

Comencemos por calcular las correcciones que recibe la energia del estado funda-
mental de una teoria cuantica de campos relativista en 141 dimensiones, cuando en
lugar de considerarla en toda la recta lo hacemos en un circulo de radio L imponiendo
para ello condiciones de contorno periédicas. Suponemos que la teoria en cuestion es
integrable, de modo que en la recta infinita se puede resolver por medio del ansatz de
Bethe. Esto resulta en particular en que la teoria tiene scattering puramente elastico.
Mas adelante vamos a ver cémo podemos extender los resultados obtenidos a teorias
no relativistas o con mas de un tipo de particulas, asi como a sus estados excitados.

Calcular la funcién de particién de una teoria en un circulo de radio L y para una
temperatura 1/ L es equivalente a considerar la teorfa definida en una geometria toroi-
dal, teniendo las circunferencias que caracterizan al toroide radios L y L. Llamamos =
e y a las direcciones correspondientes de un sistema cartesiano sobre el toroide, como

se muestra en la figura 6.2. Existen dos formas topolégicamente distintas de enfrentar

Figura 6.2: Toroide de radios L y L, con la coordenada x en la direccion de longitud
2nL y la coordenada y en la direcciéon de longitud 27 L.

el problema: podemos cuantizar en la direccién x y obtener el espacio de estados H
definidos sobre un circulo de radio L, con —y cumpliendo el papel del tiempo euclideo;
o podemos cuantizar en la direccién y y obtener el espacio de estados H definidos
sobre un circulo de radio L, con = cumpliendo el papel del tiempo euclideo. La funcién

de particiéon puede entonces calcularse alternativamente de dos formas equivalentes,

Z(L,L) = Try, <e—Lff> 6 Z(L,L)=Try (e_ZH> : (6.2)
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donde los hamiltonianos correspondientes quedan definidos a partir del tensor de

esfuerzos T}, de la teoria,

1

T or

2L o 1 27l
H(L) / Tyy dx y H(L) = %/ Topdy . (6.3)
0 0

Los momentos se definen en forma andloga,
1 2L

2nL
/ T,y dx y P(L) = Ty dy, (6.4)
0

_%0

1

T or

P(L)

y la condicion de periodicidad hace que estén cuantizados. Tendran por lo tanto los
autovalores 2nm /L 6 2nm/ L paran € Z, segin el caso.

El calculo de la funcién de particion, desde cualquiera de los dos puntos de vista,
es en general muy complicado. En lo que sigue, vamos a considerar el limite L — 0o
con L finito, que es el limite termodindmico en . En la formulacién original, dada
por la expresién a la derecha en (6.2) para Z(L, L), éste corresponde a un limite de
bajas temperaturas en el que la funcién de particiéon estda dominada por la energia
Eo(L) del estado fundamental de H,

Z(L, L) ~ e LFo@) (6.5)

que es la cantidad que queremos caracterizar.

Desde el punto de vista alternativo la ventaja del limite termodinamico es que el
sistema se vuelve infinito y el ansatz de Bethe, que era asintético, se vuelve exacto. En
este caso la funcién de particién se relaciona con la energfa libre F(L, L) del sistema
#, dada por

log Z(L,L) ~ —LF(L,L). (6.6)

En el limite termodindmico debe poder escribirse F(L, L) = Lf(L) con f(L) la energfa
libre por unidad de longitud en H ala temperatura 1/L. Comparando los dos puntos

de vista tenemos finalmente
Eo(L) = Lf(L), (6.7)

donde cabe resaltar que estamos relacionando una cantidad de H en el lado izquierdo

con otra de H en el lado derecho.

Queremos aplicar ahora el formalismo de scattering puramente elastico al anélisis
de la energia libre del sistema H en el limite termodinamico. Si la teoria admite
solamente particulas sin carga de masas m,, podemos parametrizar la energia y el

momento de las mismas utilizando rapidities 6; como ya vimos en la secciéon 5.1.
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Definimos como alli los estados asintéticos (5.1), factorizdndose la matriz S que los
relaciona entre si segin (5.8).

Comenzamos considerando el caso en el que existe un solo tipo de particulas. La
amplitud de scattering es entonces un escalar que por invarianza de Lorentz puede
depender solamente de la diferencia de las rapidities de las particulas que intervienen
en la dispersién, es decir que es S(6;;) con 6;; = 6; — 6. Puede determinarse con
argumentos de simetria o, si se conoce una expresion explicita para el hamiltoniano,
a partir de la diagonalizacién del mismo utilizando el ansatz de Bethe. En cualquier
caso, deberd satisfacer unitaridad y simetria de crossing, que para un solo tipo de

particulas se reducen a las condiciones!

SO)S(-0) =1 vy  S(6)=S(ir—0). (6.8)

Para 6 real esto implica que la amplitud de scattering debe tener médulo igual a la
unidad, de modo que se puede escribir en la forma S(0) = ¢®® con §(6) real.

Ahora bien, para la teorfa definida en una geometria circular de radio L y con-
diciones de contorno periddicas se tienen las ecuaciones de Bethe, que en este caso

escribimos como

e'ril H S(0;;) =1 para i=1,...,n. (6.9)
J#i

Observamos que, a diferencia de las ecuaciones de Bethe (5.50) para las cadenas de
espines, ahora el tamafio L del sistema es continuo y no discreto como la longitud de
las cadenas. En cualquier caso, estas ecuaciones cuantizan los momentos p; de las n
particulas, y escribiendo el producto de todas ellas es facil mostrar que implican la
cuantizacién del momento total, es decir que P(L) = >, p; = 2n7/L con n entero.
Tomando el logaritmo de estas ecuaciones y armando una combinacién adecuada,

podemos llevarlas a la forma

mLsinh6; + Y 0(0;) =27k;  para  i=1...,n, (6.10)
J#i
donde {k;} es un conjunto de n nimeros enteros.
Noétese que la amplitud de scattering afecta el modo en que debemos imponer
sobre las rapidities las condiciones que surjan del hecho de que las particulas son

idénticas. La funcion de onda del sistema debe ser simétrica o antisimétrica segin se

LComo la teorfa es relativista implementamos la transformacién de crossing (E,p) — (—E, —p)
mediante # +— im + 6. Para teorias no relativistas serd necesario generalizar esta transformacion
adecuadamente, teniendo en cuenta la relaciéon de dispersién correspondiente.
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trate de bosones o de fermiones, pero como (6.8) implica en particular que S(0)? = 1
debemos distinguir dos casos. Si S(0) = 1, la funcién de onda de los estados asintéti-
cos es simétrica frente al intercambio de dos particulas con la misma rapidity. Esto
esta permitido si las particulas son bosones, en cuyo caso no debemos imponer nin-
guna condicién adicional al conjunto {k;}, caso que llamamos bosénico. En cambio,
como esto estd prohibido si se trata de fermiones debemos imponer que no haya dos
valores iguales entre las rapidities de las n particulas, y en particular esto implica que
no puede haber dos valores iguales en el conjunto {k;}, caso que llamamos fermidnico.
Si S(0) = —1, la funcién de onda es automdaticamente antisimétrica frente al inter-
cambio de dos particulas con la misma rapidity, de modo que los roles se invierten:
para los fermiones no debemos imponer ninguna condicién adicional y tenemos el
caso bosoénico, mientras que para los bosones esto esta prohibido y tenemos entonces
el caso fermidnico.

En el limite termodindmico el nimero de particulas crece proporcionalmente a L,
de modo que el espectro de rapidities descripto por (6.10) se “condensa”. Pasamos al
continuo introduciendo la densidad p,(#), que es el nimero de particulas con rapidities

entre 6 y 0 + df, y se tendra entonces que (6.10) toma la forma
mL sinh 6; + / 5(0; — 0)po(0)dl = 27k; para  i=1,...,n, (6.11)
siendo ahora la energia y el momento netos del sistema
B(m) = [meosh@)p,0)d8 v Ploo) = [msinh(@)p(0)d5. (612

La ecuacién (6.11), pero permitiendo todos los valores enteros k a la derecha,
define una densidad de rapidities disponibles p(6) que tiene la particularidad de es-
tar definida autoconsistentemente con la densidad de rapidities ocupadas. En efecto,

partiendo de
mL sinh 6 + / 5(0 —0)po(0)d0' = 2xk()  para  k(A) € Z, (6.13)
podemos diferenciar respecto a # para obtener
2mp(#) = mLcosh 6 + / (0 — 6 p,(0)de’ (6.14)

donde ¢(0) = 0§(0)/06.
Ahora bien, dado un conjunto de n enteros {k;}, queda definida la densidad de

rapidities ocupadas p,(6) y a partir de esta la densidad de rapidities disponibles p(6).
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Sin embargo, cada par (p,, p) es compatible con un gran numero de estados, dado
que en cada intervalo de tamafno df debemos distribuir las p,(6)df rapidities de las
particulas entre las p(#)d0 rapidities disponibles. En el caso fermiénico, el nimero de

estados compatibles con el par (p,, p) en un intervalo de tamano df serd

(p(60)do)!

(0(0)d8 — po(0)d0) () 0)! (615)
mientras que en el caso bosénico sera
—1)!

(p(8)d0 — 1)!(p,(0)d0)!
El ntimero N (p,, p) de estados compatibles con el par (p,, p) es el producto de las
cantidades arriba escritas sobre todos los intervalos df, de modo que la entropia
S(po, p) = logN(po, p) del sistema descripto por dicho par es en el limite termo-
dindmico
p(d Po(0
S(po, p) = q:/d@ (0(9) log m =+ po(0) log W(P)o@) : (6.17)

donde el signo de arriba corresponde al caso bosénico y el de abajo al caso fermionico,
y usamos la formula de Stirling valida en el limite termodindmico. Con este resultado

podemos escribir a la energia libre como

F(L.L) = L(p.p0) = B(po) ~ 75(.p0) (6.18)

y hallar f(p, p,) minimizando la expresion a la derecha en las variables p y p, sujetas

a la condicién (6.14). La variacion de la entropia es

B o p(0) og P9
o5 = [ ao (o008 0 op0 om0 ) (619

y de (6.14) obtenemos una condicién de consistencia sobre las variaciones dp(6) y

dpo(0),
21op(0) = /gp(@ —0")p,(0")de" (6.20)

luego
ao’ p(0) Po(0)
(5S::F/d9§po 0 {(/—gp o —0 10g—> +log ————+
OIS 2?0 e @) = ) £ 0@
Introduciendo una pseudoenergia () definida como

po e . Do
;—1:':6_8 <~ eg—pj:po, (621)




llegamos a que

5 =¥ / d0 5p,(6) { / Z—%(e 9) log (1 ¥ e—€<9’>> ¥ 5(9)} , (6.22)

y recordando ahora (6.12) y (6.18), podemos escribir

OF = /d9 dpo(0) {mcosh(@) — iLQ) + % / Z—Z(p(@' —0)log (1 F 6—5(9')” :

Como 0p,(f) es arbitrario la condicién extremal implica entonces

mcosh(f) — # + %/;l—e@(ﬁ’ — 6) log (1 ¥ 675(0/)> =0. (6.23)
T

Ahora bien, en términos de la pseudoenergia (6.21) la entropia (6.17) se escribe

S—7 / 46 [p(0) log (1 F =@ £ p,(0)=(0)] . (6.24)

luego

F = / df [,00(9) <m cosh(6) — #) + @ log (LFe @), (6.25)

de modo que usando (6.23) y (6.14) llegamos finalmente a que

F = :i:— / — cosh(f) log (1 F 678(9)) : (6.26)

Por lo tanto, de (6.7) y (6.18) obtenemos nuestro resultado final para la energia del

estado fundamental de H, que puede escribirse en la forma
= —m/ — cosh(0) K (0) con K@) =7Flog(1¥F 675(9)) . (6.27)

Esta es una ecuacién integral para la energia del estado fundamental con la pseudo-

energia () definida a partir de la condicién extremal (6.23) como
e(0) = Lmcosh B+ px K , (6.28)

donde * denota la operacién de convolucién. La iteracion sobre () partiendo de
£0(#) = mLcosh(f) dard una expansién asintdtica que serd vélida en el limite de
bajas temperaturas mL — oo. Asimismo, para una teoria para la que conocemos
S(#), y por lo tanto ¢(6), podremos resolver numéricamente las ecuaciones que definen

autoconsistentemente K (6) y £(#), usando una vez mas £¢(¢) como punto de partida.
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Para aplicar este resultado en el contexto de la conjetura AdS/CFT tendremos
que generalizarlo en varias direcciones diferentes. Por un lado, debemos tener en
cuenta que los sistemas integrables con los que trabajamos no son relativistas sino que
tienen la relacién de dispersion (5.71), que depende explicitamente del acoplamiento
de 't Hooft. A su vez, ya vimos que algunos de los sistemas relevantes son abiertos,
de manera que habrd que formular también un ansatz de Bethe termodinamico de
borde, andlogamente a lo hecho hasta aqui pero basado en las ecuaciones de Bethe
de borde. Por otro lado, como tenemos distintos tipos de particulas la dispersion ya
no es caracterizada simplemente por una amplitud, sino que tiene realmente caracter
matricial. Finalmente, si queremos describir todo el espectro debemos incorporar de
algin modo las excitaciones sobre el estado fundamental.

Para llevar a cabo estas generalizaciones, comenzamos observando que partimos
de la teoria definida en una geometria toroidal para poder identificar las funciones
de particion en H y #. Ambos sistemas estdn relacionados por el intercambio de las
coordenadas temporal y espacial, algo que podemos lograr por medio de una doble
rotacién de Wick. Decimos entonces que H corresponde a la teorfa mirror de H, en

la que la energia y el momento tienen sus roles intercambiados, es decir que
E=ip v p=iE. (6.29)

En una teoria relativista la relacién de dispersion es invariante frente a esta transfor-
macién, y por ello no distinguimos entre E(p) y E(p) durante la deduccién del TBA.
En cambio, en una teoria no relativista debemos ser cuidadosos en este sentido, y
suponer que mientras que la relaciéon de dispersion de la teoria se puede parametrizar
en términos de la rapidity 6, la relacién de dispersion de la teoria mirror tiene una pa-
rametrizacion distinta, en términos de una rapidity . También debemos abandonar
la suposicién de que la amplitud de dispersiéon depende tnicamente de la diferencia
entre las rapidities de las particulas intervinientes, de modo que rastreando estos ele-
mentos a lo largo del calculo realizado vemos que las ecuaciones para el TBA pueden

escribirse en la forma mas general

Bl = - [ A OKE). (6.30)
n dﬁ, / /
“0) = LE(B) + [ 52K ()0 10 S(B'.5). (6.31)

Para describir a los estados excitados de la teoria, observamos que estos pueden
identificarse con las singularidades del niicleo K () que se encuentran en los puntos

en los que 1 F e*¥) = 0, ver [176]. Podemos continuar analiticamente las integrales
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correspondientes integrando por partes y evaluando el resultado utilizando el método
de los residuos, de modo de introducir términos fuente en las ecuaciones de TBA, que

para un estado excitado pasan a ser
d
E(L) = Y EG) - [ SHOK®), (6.32)

d !
27

£(8) = LE(B) + Y log S(, 5) + / K (84 10g S(5', 5). (6.33)

En general, no es trivial identificar qué términos fuente deben incorporarse para des-
cribir los estados excitados de cierta teoria en particular, pudiendo en ocasiones re-

querirse mas de un término por cada particula fisica [177].

6.1.1. Ansatz de Bethe termodinamico de borde

Para adaptar el ansatz de Bethe termodinamico a sistemas integrables abiertos,
debemos partir de la teoria definida en una geometria distinta a la toroidal. Vamos
a considerar entonces un cilindro de largo L y radio r, como puede verse en la figura
6.3. Si cuantizamos en la direccion de L tenemos la teoria con condiciones de contorno
abiertas a temperatura 1/r, mientras que si cuantizamos en la direccién de r tenemos
en cambio la teoria mirror con condiciones de contorno periédicas evolucionando desde

un estado inicial a otro final.

Te‘ﬁ(r) oL je_H(L)

(a) (b)
Figura 6.3: Representacién esquematica de las dos posibles formulaciones de una QFT
en el cilindro. En (a) la teorfa estd definida en un volumen finito de longitud 27r con
condiciones de borde periddicas, y el sistema se propaga por un tiempo L entre un
estado inicial y otro final. En (b) la teoria estd definida en una tira de longitud L con
condiciones de borde abiertas, y el sistema se halla a temperatura finita 1/r.

Las funciones de particiéon correspondientes son

Z(L,r) =Tr (e EY vy Z(L,r) = (4| e HHO [y ) (6.34)
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donde H (L) es el hamiltoniano de la teoria en un dominio de longitud L, mientras que
H(r) es el hamiltoniano de la teorfa mirror con condiciones de contorno periédicas en
el circulo de radio r. Los estados de borde |1; ¢ ) codifican en la teorfa mirror toda
la informacién de las condiciones de contorno abiertas de la teoria original, y en el

limite de  — oo pueden escribirse como [167]

)~ e [ Lo @A) 10) (6.35)

donde omitimos un factor de normalizacién y entendemos que p(f8) = —p(3). Las
distribuciones v f(f) proporcionan esencialmente la probabilidad de creacién de un
“par de Cooper” con momento nulo en el borde, y por simplicidad obviamos la po-
sibilidad de tener contribuciones adicionales provenientes de particulas con momento
nulo. Ahora bien, con esta definicién es facil ver que como H(r) es el operador de
evolucién temporal en la teoria mirror, y el estado de borde | ;) esta definido en

una base diagonal para este operador, tendremos

—LH(r) |,¢}f> — ’wf €—2LE> ’ (636)

es decir que la evolucién temporal simplemente realiza un corrimiento de la amplitud
Y;(B) en la cantidad e 2P donde suponemos que E(B) = E(S). En el limite
termodindmico r — 00, podemos extraer la energia del estado fundamental de la

teoria con condiciones de contorno abiertas tomando

, 1 _oLE
Fo(L) = = lim - log <¢i bre 2LE> . (6.37)

La evaluacién de este producto escalar puede realizarse utilizando el algebra de
Zamolodchikov-Faddeev (5.65), y requiere de una regularizacién adecuada en el limite
termodinamico debido a que los estados de borde (6.35) solo estan bien definidos en
el limite estricto »r — o0. Sin entrar en mayores detalles, para lo cual referimos al
lector a [178], presentamos el resultado final para el ansatz de Bethe termodindmico

de borde, que queda expresado en forma muy similar a (6.30),

6~,

Ey(L) = 7 (8)log (1 +bi(B) ¢s(B)e?) (6.38)
_ [ 5/ 1\ * n,—e(8’)

e(8) =2LE(S) + 2—%(5 B)log (14 i(B') e (B)e , (6.39)
donde las integrales son sobre los valores de # que corresponden a momentos posi-
tivos en la teorfa mirror, nos restringimos por simplicidad al caso S(8,5) = —1, e
introdujimos

o4(7, ) = O log S(8, B) + 0 log S(7, B) . (6.40)
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Este resultado puede extenderse inmediatamente a los estados excitados como se
hizo antes para el TBA cuando las condiciones de contorno son periddicas. Como
en la préxima secciéon veremos una aplicacion concreta, vamos a realizar ahora una
expansion para encontrar la primera correcciéon cuando L es grande. En este caso, la

integral en (6.39) es despreciable frente al primer término, de modo que tenemos

Bo0) = = [ 25 (8)log (1+0:(8) 0, (8)e 25 | (6.41)

o pasando al espacio de momentos de la teoria mirror y recordando que en general

podemos tener muchos tipos de particulas identificados por un indice a,
* dﬁ a(=\* a0\, —2LE.(p)
ZUREDY | 5Eros (14w v ) (6.42)

Por dltimo, las distribuciones que dan la probabilidad de creacion de “pares de

Cooper” estan dadas por una extensién analitica de los coeficientes de reflexién [167],
PUB) = R*'(iws — B),  *(B)" =¢*(=P) = R*(iw2 + ) (6.43)

donde iw, es un shift imaginario que da cuenta de la rotacién de Wick (6.29).

6.2. Verificacion de factores de dressing por co-
rrecciones tipo Liuscher

En la seccion 5.4 consideramos un sistema integrable con condiciones de contorno
abiertas provistas por lazos de Wilson. Habiendo encontrado la matriz de reflexion
por medio del analisis de las simetrias del problema, usamos las condiciones de cros-
sing y unitaridad para proponer en 5.4.4 expresiones para los factores de dressing
correspondientes. Estos reproducen satisfactoriamente las fases de reflexion halladas
en el régimen de acoplamiento fuerte en 5.4.2, pero podemos usar los resultados de la
seccion anterior para realizar verificaciones adicionales a estas propuestas. En efecto,
los célculos de 5.4.3 deben interpretarse como la primera correccién por momento
angular finito que recibe F — L para cuerdas abiertas entre D5-branas que forman
angulos. Por lo tanto, deberia ser posible reproducir estos resultados mediante un

calculo tipo Liischer. Como este tipo de correcciones por tamano finito depende de

2En teorias relativistas el shift es zg

Y(0) = R(iZ —0). (6.44)
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una continuacién analitica de la fase de reflexién de borde, la comparacién de los
resultados obtenidos por ambos medios constituye un chequeo de la validez de las
propuestas realizadas.

La correccion tipo Liischer para un sistema integrable con condiciones de contorno

abiertas tiene la forma (6.42), que escribimos como

oo o] dq _ ~
B Z/O iog [1 te 2LEa(q)ta(q)] , (6.45)
a=1

donde identificamos p — q y ¥{(p)*§(p) = ta(q). Usando la matriz de reflexién

hallada para los lazos de Wilson y la relacién (6.44) tenemos [67]

Z[_a]

to(q) = ooy <ﬁ)2 [2(—1)“(Cos¢ — cos0)

E,(¢q) = 2 arcsinh (—M> . (6.47)

matl® o

sin ¢
con
4g

En la ecuacién para ¢,(q), op y o son una notacién abreviada para

d Iea _ 1 1
Op =0B (ZH_ }7 Z[ ]) y Op = 0B (_ Slal’ _Z[+a}) ) (648)
o _ A () 16g° 6.49
z ig +a2+q2 (6.49)

son los pardmetros espectrales para particulas en la teoria mirror®.Por lo tanto, la
correcciéon tipo Liischer es en este caso esencialmente la misma que la discutida en

[66,67], salvo por la modificacion en el factor de dressing de borde op.

Vamos a evaluar (6.45) en el limite 1 < g < L, en el que E,(q) ~ Y “22;‘12, de

manera que la integracién serd dominada por la region con ¢ < 1, y la suma sobre

a esta por lo tanto dominada siempre por el término a = 1. Si, como en el caso del
lazo de Wilson en la representacién fundamental, la combinacién ogap tiene un polo
doble, la contribucion dominante corresponderd al intercambio de una tnica particula

mirror entre ambos bordes, ver [179]. Este caso es el discutido en [66,67], y resulta en

I o
E—-L~ —5e 204/ (¢*t1(9)) =0 - (6.50)

3En todo este calculo, a = 1 corresponde a una particula libre mientras que @ = 2,3, ... corres-
ponden a los estados ligados de dos o mas particulas.
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En cambio, si ogop tiende a una constante cuando ¢ — 0, la contribucién dominante
en la correccién de Liischer tendra su origen en el intercambio de un par de particulas

HliI‘I‘OI", €1l Cuyo caso

*dg L) -« |2
E_L ~ — — 1(q)t ~ — g -_— . 65].
/0 27T€ 1(4) T L ( )

Recordamos que escribimos op = 0%07 con 0% el factor de dressing de borde para

el caso de la representacion fundamental que tiene un polo, y or una solucion de la
ecuacion de crossing trivial. Luego, dependiendo del comportamiento de oo cuando
g va a cero, podemos tener cualquiera de las dos posibilidades mencionadas arriba: si
oror tiende a una constante no nula ocgop mantiene su polo doble; por el contrario,
si oror tiene un cero doble cuando g — 0, este cancelard el polo doble en %% y nos
dejard con una expresion regular para ogog en ¢ = 0.

Una mirada a las correcciones por momento angular finito (5.153)-(5.154) y (5.169)
nos permite esperar que ogopg tenga un polo doble en el caso general, pero se torne
regular cuando g — 5 o ¢y — 0.

Para analizar esto, evaluamos opor tal como se la definié en términos de los xr
introducidos en 5.4.4, analizando su comportamiento cuando ¢ tiende a 0 y en el

limite g — co. Esto es, queremos evaluar

orp = X EF D (A b (<1l e (12t (6.52)

Consideremos primero el xr que contiene los circulos re-escalados, y es la su-
ma de las soluciones a la ecuacién de crossing trivial (5.188), (5.195) y (5.197),
X1 = X(Tl) —I—ng) + Xgr?))- Como 2z — § cuando ¢ — 0, tenemos que usar el caso
r < |z¥9] < 1/r en la definicién (5.188). El caso r = 1, i.e. ¢y = 0, es degenerado y
sera estudiado por separado.

Los términos extra en la definicién (5.188) se cancelan exactamente, de modo que
solamente debemos lidiar con las integrales de contorno dadas por ®r, y usando la

propiedad (5.185), obtenemos

i@ (Lol — @, (1/200) 1@, (1/21-0) @, (1= ))]_(2) () _(3)

o s s oA L, (633

O—Ta—T’q:O =€
Para todos los términos, el argumento de ®, tiene norma mayor que r en el limite
q — 0, de modo que podemos usar (5.191) para evaluarlos en el régimen de acopla-
miento fuerte. Para 0 < ¢, < § vemos que o707 es regular en ¢ = 0 en este régimen,

de modo que

q) 4a
oror|,_o ~ tan (70) ghacosdo (6.54)
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Por lo tanto, para ¢, no nulo oo mantiene el polo doble. Entonces el resultado de
la correccién tipo Liischer en el limite 1 < g < L adquirird un factor adicional de

2
tan (%) e2¢ %0 en comparacién con el de [67], ddndonos

16g
e2—2cos dg

L

E—L~ (cos ¢ — cos f) tan® (%) e 2, (6.55)

lo cual coincide perfectamente con (5.154).

Pasamos ahora a un célculo tipo Liischer similar, pero utilizando esta vez el

XT = X(Tl) + Xg) que contiene integrales de contorno sobre arcos, y nos concentra-

mos por el momento en la contribucion proveniente de las integrales de linea. Vemos

que €n este caso como
1

z[_a] =0

, (6.56)

Zo = Z[—Hl]‘q:O — —

tiende a i en el limite de g grande, no podemos simplemente usar (5.200) para el

calculo de Liischer. En cambio, consideramos

(1) =(1)

oWaD]  — il (0)~2y(1/20) 40 (~20) = (-1/20)] (6.57)

q=0

con

log <0(Tl)6$)

- % 241 — z) og {sinh [27¢g (2 +
‘1:") _64 i (7= )~ ) o8 i Pro (=4 2)]} - (6:58)

En esta expresion es seguro tomar el limite de g grande antes de integrar, y obtenemos

v
1
=4 1
q:O) a/ cost + O( /g)
0

= 4alog [tan (2 — 2)] + O(1/g), (6.59)

log (aé})a(Tl)

)

0 . 2
donde recordamos que en este caso v = «y. La contribucion proveniente de X(T puede

evaluarse directamente usando su definicién (5.202). La contribucién completa de o

es entonces

4a .
o70T| e ~ tan (% — %) elasinao (6.60)

de modo que el resultado final para la correccién tipo Liischer en el limite 1 < g < L

sera 6
E-L~—d (cos ¢ — cosf) tan” (

62_2 sin ag

T %) 2, (6.61)

lo cual coincide con el calculo explicito (5.153).
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Concluimos esta seccién realizando los calculos para las correcciones tipo Liischer
en los casos ¢y = 0y ag = 7. Para ambos, el factor de dressing de borde propuesto se
reduce a (5.207)-(5.208). Como anticipamos, para que la correccién por tamano finito
concuerde con el resultado explicito (5.169), debemos tener que ogdp es regular en

g = 0*. Entonces

E—L~ \/ \/—e 5 (cos @ — cos ¢)? OBOB4—g » (6.62)

y esto estd de acuerdo con (5.169) siempre y cuando opdp| 4=0 = 1. Para ver que esto

es efectivamente asi, escribimos
, 1\? .
O_Ba_B’q:O — eQZ[XB(Z())—XB(—]./Zo)] — 47_[_292 (ZO + Z_) 622[@3(20)—@3(—1/20)]’ (663)
0

donde zj esta definido por (6.56). Tenemos

dz 241
2mi (z0 — 2) (202 + 1)

Dp(z) — Pp(—1/2) =i log [2mg (2 + 1)] (6.64)

|z|=1
2i ™2 og (4migsint)
_?(zg—l)/ At (6.65)
o (25+1)" —4z5sin“t

Esta vez, debemos realizar la integracion antes de tomar el limite de g grande. El

resultado de la integral es bastante complicado, pero al final del dia obtenemos

e2i®B(20)—®p(=1/20)] — _

(1/9) (6.66)

que junto con el otro factor en (6.63) nos da opop|,_, =1 como esperdbamos.

Observamos que la solucién a las ecuaciones de crossing y unitaridad para D5-
branas maximales (5.207)-(5.208) también estd determinada para todos los valores del
acoplamiento. En este caso, la verficacién lograda por medio del calculo tipo Liischer
solo riquiri6 que, para particulas con cinemaética en la teoria mirror, opap| 4=0 = 1. La
resumacion de Poisson utilizada para calcular £ — L para el estado fundamental de
una cuerda abierta en la geometria de fondo de ondas pp es esencialmente la misma
que el célculo de (6.51) cuando las correcciones son dominadas por el intercambio de
un par de particulas mirror. Esto es porque la férmula de Liischer (6.45) fue derivada
tratando como libre al intercambio de particulas entre los estados de borde. Esto se
corresponde entonces con el hecho de que la suma de Poisson es dominada por los
términos con k = £1, ver (5.166).

4En este punto se torna evidente que la solucién con un coseno hiperbdlico de (5.181) no
es admisible. El término adicional de la definicién de xp para |r| < 1 serfa en este caso
ilog {27rg (x + %) cot [27rg (x + %)]} y por lo tanto o continuaria teniendo un polo doble.
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6.3. Sistema Y

En la seccion 6.1 presentamos el ansatz de Bethe termodinamico para teorias
integrables relativistas. Este nos permite calcular la energia del estado fundamental
cuando la teoria esta definida en un volumen finito, ya sea con condiciones de contorno
periddicas o abiertas, en términos de los ingredientes fundamentales de la descripcion
provista por la integrabilidad del problema en un volumen infinito. Generalizamos
luego estos resultados para adaptarlos a teorias no relativistas y estados excitados, de
modo que para poder aplicarlos al contexto de la conjetura AdS/CFEFT solamente nos
resta incorporar la posibilidad de que existan en la teoria distintos tipos de particulas,
es decir que la dispersion sea no diagonal.

En este caso, la amplitud de dispersion es realmente matricial y las ecuaciones de
Bethe en cuya condensacion se basa el TBA provienen del ansatz de Bethe anidado
mencionado en el capitulo anterior. Para cada tipo de cadena de espines tendremos
entonces un TBA distinto, pero esquematicamente podemos esperar que éste tome la
forma de un sistema de ecuaciones integrales para las pseudo-energias de las distintas
particulas o excitaciones que se propagan. En esta seccion nos vamos a concentrar en
el caso de la cadena de espines abierta de N' = 4 super Yang-Mills que se discutié en
el capitulo 5, cuyas condiciones de borde son provistas por un lazo de Wilson con
angulos de cusp geométrico e interno. No vamos a realizar una derivacion del sistema
de ecuaciones integrales correspondiente al TBA de borde para este caso, porque
para ello deberiamos entrar en detalles que conciernen a las ecuaciones de Bethe
anidadas. Presentamos aqui solamente el resultado final obtenido en [67], limitdndonos
a mencionar que la derivacion sigue un camino estandar que resulta en un sistema de
ecuaciones similar al que se obtiene para el TBA formulado para los operadores de
traza simple de N' = 4 super Yang-Mills [180, 181].

En el ansatz de Bethe termodinamico de borde para las cadenas de espines abiertas

de N = 4 super Yang-Mills que nos ocupan, la energfa del estado fundamental viene

dada por
1 &[> dPg
Ey(L)=—— du —= L )
(L) 4@;/_00 w2 L), (6.67
donde ahora (Q = 1,2,... identifica los modos llamados “masivos” y ]5Q(u) es el

momento en la teoria mirror de dichos modos, dado por

Py =2g209 —2g29 +iQ  con  ut S = (6.68)
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siendo u el pardmetro espectral que cumple el rol de la rapidity en la seccion 6.1.
Esta es una generalizacién inmediata de (6.38), en la que introdujimos un factor 1/2
para poder realizar las integrales con —oco < u < 0o, aprovechando que PQ(U) es una
funcién par.

Las funciones Lg(u) que aparecen en la expresién para Fy(L) se obtienen de la
solucion de un sistema de ecuaciones integrales acopladas, conocido como sistema
Y dado que las funciones desconocidas son las funciones Yy para los modos ma-
sivos Q =1,2,..., Yy para los modos fermidnicos, y finalmente Y, y Yo, con

m =1,2,... para los dos tipos de modos magnénicos. Este sistema toma la forma®

log Yy = —20Q — 2(L+ 1)ég +log Mg+ > Lo+ K33 +2 " Lo+ KIS
m=1

Vwe
Q=1

+2L FKYC 2L KU,

logVi=f—t-3 Lox K@+ (L‘,m—ﬁm>*Km,
Q=1 m=1

log Yy = 2mf = Lo K&+ > Loy Ky + (L2 — L) %Ko |

Q=1 m/=1

log Yujuw = 2mt + Y Lo + Ky + (L — L) ¥ Ky,

m/=1
(6.69)
donde definimos
1 < 1
Lg =log(1+Yyp), £mzlog<1—|—y ), Emzlog<1+ ),
mlv m|w
) ) L@ (6.70)
Ei:10g<1—y—i)7 éQ:logm

Como antes, en estas ecuaciones x denota la operacién de convolucién y los ntcleos
correspondientes pueden hallarse en [167]. La contribucién del factor de dressing de

borde se encuentra en

Mg = exp {ix (x[_Q}) +ix (1/x[Q]) —ix (1/x[_Q]) —ix (x[Q])} : (6.71)

donde x estd definida como en el capitulo 5, es decir que o5 (p) = exp{ix(z™)—ix(z7)}

con zt = z*U. Finalmente, en las ecuaciones de TBA (6.69) aparecen términos fuente

5Seguimos para el sistema Y las convenciones de [182], pero abreviamos la notacién de Yonjow @
Y |0 Estas convenciones son las mismas que las utilizadas para la descripcién del TBA para el caso
con condiciones de borde periddicas, [183].
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proporcionales a los potenciales quimicos ¥, f y t. Estos se identifican con los angulos

de cusp geométrico e interno segin [66,67]

v=ilr—9), f=ilo-m), t=if-m), (6.72)

es decir que todos los potenciales quimicos son imaginarios. Esto es similar a lo que
ocurre en los casos estudiados en [182,184], y se presenta también en el TBA en otros
contextos. En la seccién 6.4 vamos a realizar una continuacion analitica en estos
parametros, que por el momento vamos a tratar como independientes.

Observamos que los términos fuente de las ecuaciones (6.69), dependientes del
conjunto de tres parametros mencionado arriba, es el mas general que podemos agre-
gar a las ecuaciones de TBA sin modificar la forma del sistema Y en cuestién [185].
Estos términos son el elemento novedoso en el sistema abierto respecto al caso con

condiciones de contorno periédicas.

Solucion asintdtica

Para realizar la expansion del sistema Y es conveniente disponer de una solucién
asintotica, valida para volimenes grandes, L — 0o, o en el régimen de acoplamiento
débil g — 0. Esta solucién debe satisfacer las ecuaciones de TBA en el limite asintotico
en el que los modos masivos son pequenos y por lo tanto los términos con Ly pueden
despreciarse. En este limite todas las funciones Y para los modos no masivos son
constantes, y las ecuaciones de TBA se simplifican drésticamente.

En el limite asintdtico, necesitamos solamente de las integrales de los ntcleos

. o0 1 s
.m£:/ du K8,y = { ML S e (6.73)
—o0 Q si.m>Q
K, = / du Kp(u—v) =1, (6.74)
~ 2m/ siom'<m
Km’m = / du Km’m(u - U) =<2m—-1 si m'=m , (675)
- 2m siom'>m
2
K, = / du Kyg(u,v) =1, (6.76)
—2
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de modo que las ecuaciones de TBA simplificadas toman la forma

log Y = —2¢c2—2(L+1)5Q+1ogz\4Q+2QZ1 m+1)L%, 4 2Q Z Lo+ 2L,
m=1 m=Q
logV?=f—t+ f: (Efn - E;) , (6.77)
log V2, = 2mf + Z 2m/' LS, + 2m Z Lo, — L2, (6.78)
m’*m—i—l
log Y2, = 2mt + Z 2m' L2, + 2m Z Lo, — Lo (6.79)
m'=1 m/=m+1

Podemos reescribir (6.78) en forma més sencilla como
log(1+Y,2,) = 2mf + Z 2m'LO, + 2m Z ce, (6.80)
m/=m+1

y de esto se obtiene
log(1+ Y5, q,) +log(1+Y0_y,) =2logYy,, (6.81)

con la condicion de borde

Las funciones asintdticas Yn‘;‘v son entonces la solucién del sistema Y “constante”
(Yo)? = 4+ Yo +Y0 ), (6.83)

con la condicién de borde (6.82). La solucién a este sistema es conocida, y toma la

forma
o _ sinhpm sinhp(m + 2)

- . )
mlv sinh? p

con p un pardmetro. Manipulando analogamente (6.79) encontramos que las funciones

(6.84)

asintoticas Y?, deben ser

m|w

o sinh pm sinh p(m + 2)

mw sinh?

(6.85)

Hasta aqui tratamos las sumas infinitas formalmente. Introduciendo la notacién

sinh pm
b = , .
sinh p (6.86)

151



escribimos ahora la suma con un cutoff

A

Z Ly, =Lg1— Lo+ lat1 — lava = Lo — Lo+ log
m=Q

sinh(A + 1)p

sinh(A +2)p (687)

Vemos entonces que el limite A — oo existe si p tiene una parte real. Suponiendo
p > 0 tenemos
o0

L =lon—lo—p, (6.88)

m=Q
y usando esta féormula encontramos que las ecuaciones del TBA se satisfacen si p = f.
De manera analoga podemos llegar a la conclusion de que p =t > 0 debe ser real.

Hasta ahora hemos resuelto las ecuaciones (6.78) y (6.79). Usando estos resultados

podemos calcular también la solucién asintdtica de los modos fermiénicos y masivos.
En conclusién, para el sistema (6.69) con potenciales quimicos f, t y 1) reales se

encuentran las soluciones asintdticas

, coshf , _ sinhmt sinh(m + 2)t o _ sinhmf sinh(m +2)f
£ cosht’ mhw ™ sinh? ¢ ’ mlv sinh? f ’
. h2 Qf x[Q} 2L+2
Vg = e 20 <) (oogh £ — cosht)? [ —— M, 6.89
Q € Sinh2 f (COS f COS ) 2@ Q> ( )

donde usamos un superindice ¢ para indicar que se trata de los valores en el limite
L—o006g—0.

Claramente, para potenciales quimicos reales todas las funciones Y son positi-
vas, como podiamos esperar dada su interpretacion en términos del cociente entre el
nimero de huecos y el nimero de excitaciones, ver por ejemplo (6.21) con e® — Y.
Por el contrario, para angulos reales los potenciales quimicos son imaginarios, en cuyo
caso los modos magnoénicos Y, y Yinjw son funciones que no son positivas en todo su

dominio. Esto da cuenta de que deben corresponder a un TBA para estados excitados.

Ecuaciones hibridas

Podemos transformar las ecuaciones de TBA en la forma candnica (6.69) para
llevarlas a un sistema equivalente, conocido como sistema de ecuaciones hibridas [183].
Como la transformacién matemadtica involucrada solamente afecta las convoluciones

y términos de potenciales quimicos, su derivacién es idéntica a la realizada en [186],
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de modo que no vamos a repetirla aqui. El sistema hibrido resultante es

. . 1—1/Y_\ .
log Ym|w = Rerl * S+ Rm,1 * S+ 5m1 lOg (ﬁ) * S, (690)
Yo -1\ .
log Yiujw = —Lms1 x5+ Ryp1 x5+ Ryp_q % 5+ 01 log (Y 1) * 8, (6.91)
T
Y, «—
log - = Y Lo Kgy, (6.92)
R
log VYo == LoxKq+2) Lo+ K3 x5+ 2R x5 — 2R s, (6.93)
Q=1 Q=1

log Yo = —2(f + ¥)Q — 2(L + 1)éq +log Mg + Y Lo » KI'9

Q=1
1 1
+ 2R1 * S;KyQ + QRQ_l * S + 10g <1 — —) (1 — —) ‘)A(KyQ (694)
Y, Y_
1-1/Y_ Y -1
log (| ——~— | *Kq — 21 ksx K19
donde introdujimos la notacién
Ry =log(1+ YY),  Ry=log(l+Ymw), Ro=Ry=0, (6.95)
y el nticleo universal de TBA
g
= 6.96
s(u) 2 cosh(mgu) (6.96)

También abreviamos K9'¢ = Kg(g + 25 % K9 -1Q vy referimos al lector a [183] para
la definicién de los demés ntcleos.

En este sistema de ecuaciones hibridas solamente aparece explicitamente la suma
de los potenciales quimicos f 4+ W. Los otros parametros aparecen en el comporta-

miento asintotico para m grande de las funciones Y magnonicas,

log Y = 2mt + O(1), log Y = 2mf + O(1). (6.97)

6.4. Potencial quark-antiquark a 2-loops

Como vimos en el capitulo 3, la dimensién anémala de cusp es una cantidad muy
importante en toda teoria de gauge, dado que se relaciona con diversos observables
como las divergencias infrarrojas de las amplitudes de dispersion masivas, la energia

emitida por un quark acelerado, o el potencial quark-antiquark si la teoria es conforme.
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En el limite planar de NV = 4 super Yang-Mills podemos calcular la dimensién anémala
de cusp utilizando el ansatz de Bethe termodinamico de borde presentado en este
capitulo: la energia Ey(L) del estado fundamental de la cadena de espines abierta
insertada en el loop de Wilson con cusp esta dada por (6.67) para cualquier L, pero
si la evaluamos en L = 0 recuperamos el caso de un lazo de Wilson sin inserciones
en el cusp. El resultado dependerd de los angulos ¢ y 6 a través de los potenciales
quimicos que intervienen en las ecuaciones de TBA, y sera exacto en el acoplamiento
de 't Hooft .

En esta seccién vamos a realizar una expansion de la energia del estado fundamen-
tal Fo(L) a segundo orden, es decir que vamos a considerar correcciones por tamano
finito debidas a interacciones que recorren dos veces todo el largo de la cadena de

espines. Esta energia tiene una expansion de la forma

Ey(L) = EP(L) + EM(L) + -+ (6.98)
_ E(()O,L—‘rl) (L)ALJFI + E(()O,L+2) (L))\L+2 4ot Eél,2L+2)<L))\2L+2 4. :
donde E(gi)(L) esta asociada a las correcciones por tamano finito de orden 2:. Por su

parte, en el limite planar la dimensién anémala de cusp I'(6, ¢, ) puede expandirse

en términos del acoplamiento de 't Hooft segiin

L(0.6,)) => Tk(0,¢)\", (6.99)
k=0
siendo la dependencia en 6 a cada orden de la forma
k n
1 cos ¢ — cosf (n)
I'y(0,0) = . 1

Como nos interesa tomar al final L = 0, la expansion a segundo orden de la energia
nos permitird entonces obtener la dimensién anémala de cusp (6.99) a 2-loops en
el limite planar. Vamos a limitarnos al estudio del loop de Wilson con cusp en la
representacién fundamental, para el que el término de 1-loop en esta expansion a

acoplamiento débil es sencillamente
A = 9 (6.101)
2
Hay dos términos que contribuyen a 2-loops®, siendo el més sencillo

Y = 1%(9252 — ). (6.102)

6También se conocen resultados explicitos para I's y Ty, ver [65,72,187).
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El otro término es mas complicado,

2

W = %1 (s — Lis(e2?) + igh (Liz(em’) + %) ~ z‘(b—g} , (6.103)

pero puede caracterizarse completamente por medio de

7%2)(0) = 752)/(0) =0 con 752)”(@ = <Zgcot o . (6.104)

En lo que sigue recuperamos esta expresion sorprendentemente sencilla a partir de la
expansion a acoplamiento débil de las ecuaciones de TBA de borde.

Hay dos caracteristicas fundamentales del sistema de ecuaciones de TBA de borde
que hacen de la expansion sistemédtica una tarea considerablemente sutil. La primera
es que los angulos de cusp ¢ y 6, que como vimos entran en las ecuaciones en la forma
de potenciales quimicos, hacen que los factores de twist del sistema sean imaginarios.
Un problema asociado a tener potenciales quimicos imaginarios es que las funciones Y,
si bien son reales, no necesariamente son positivas. Esto parece entrar en contradiccién
con la interpretacién fisica de las funciones Y del ansatz de Bethe para el estado
fundamental como los cocientes entre las densidades de huecos y particulas. Como ya
mencionamos, es posible interpretar entonces a los potenciales quimicos imaginarios
como correspondiendo a “estados excitados”. La otra caracteristica importante es
que los bordes de la cadena pueden emitir y absorber particulas de la teoria mirror.
Esto se manifiesta en la presencia de singularidades en las fugacidades del borde,
y da lugar a integrales de logaritmos con polos dobles en sus argumentos. Cuando
calculamos estas integrales aparecen raices cuadradas, cuyos signos deben extraerse
cuidadosamente.

Para lidiar con las sutilezas discutidas en el parrafo anterior, presentamos una
formulacién alternativa del TBA de borde. En primer lugar, hallamos un dominio
de los parametros en el que las ecuaciones corresponden a un estado fundamental,
i.e. todos los potenciales quimicos son reales. Esto garantiza que el comportamiento
asintotico de las funciones Y es siempre positivo, y que las raices cuadradas men-
cionadas pueden tomarse en valor absoluto sin correr ningin riesgo. Como a fin de
cuentas nos interesa obtener el valor de expectacién de lazos de Wilson fisicos, para
los que los angulos de cusp son reales, en el resultado final tendremos que continuar
analiticamente los potenciales quimicos hasta valores imaginarios puros. Al hacerlo
cruzamos singularidades en el contorno de integracion, lo cual debe analizarse cui-
dadosamente [188]. Para evitarlo, vamos a deformar los contornos de integracién de

forma tal que todas las contribuciones sensibles a las ambigiiedades de signo de las
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raices cuadradas puedan aislarse. Para hacerlo, movemos los contornos de integracion
hacia arriba en el plano complejo, para lo cual cruzamos singularidades que corres-
ponden a ceros de los logaritmos que tienen polos dobles. En consecuencia, se generan
términos fuente adicionales mientras que las integrales resultantes no tienen polos. El
sistema de TBA de borde obtenido de este modo es de tipo excitado.

En este punto, es importante enfatizar que a pesar de que parece més apropiado
trabajar con potenciales quimicos reales y continuar analiticamente a partir de ellos
el resultado final, también se puede trabajar con potenciales quimicos imaginarios
siempre que se escojan apropiadamente los signos de los términos fuente adicionales
debidos a las fugacidades singulares. Siguiendo la intuicién fisica, en [67] se eligieron
los signos en la integral para la dimensién anémala de cusp de forma tal que en el
limite ¢ — 7 todas las contribuciones fueran negativas. No es dificil ver que si uno
adopta la misma eleccién para todas las integrales de las ecuaciones de TBA con
fugacidades singulares, el resultado final para la dimensién anémala de cusp a 2-loops
es el mismo que el que se obtiene al realizar la continuacion analitica del resultado
obtenido con potenciales quimicos reales. Esperamos que esto siga siendo valido a
todo orden perturbativo.

En cualquier caso, en la formulacién original del TBA de borde para la dimension
andémala de cusp la receta para la eleccién de los signos es 1til solamente para realizar
calculos analiticos de las integrales, dado que la eleccion del signo afecta solamente
a la contribuciéon del polo y no a la integral completa. Dado que al deformar los
contornos de integracién vamos a aislar la contribucion del polo del resto de la integral,
esta reformulacion de las ecuaciones de TBA de borde parece més apropiada para
la realizacion de estudios numéricos de la dimensién anémala de cusp con angulos
reales [189], tal como se hizo con el TBA para la dimensién anémala del operador de
Konishi [190].

Para comenzar, vemos que podemos utilizar la propiedad andloga a (5.176) para
el factor de dressing (5.88) de la matriz de reflexién correspondiente al loop de Wilson

en la representacién fundamental, y esto nos permite escribir (6.71) como

™ (dg%u? + Q)

Mg (u) = exp {2i® (279 + 2i® (1/219) - 2i® (0)} — 122
S1n T™qgu

(6.105)

En esta forma, es claro que todos los Mg (u) tienen un polo doble en u = 0. Entonces,

en la férmula para la dimensiéon anémala de cusp (6.67) es una suma de integrales
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que tienen la forma genérica

I= / du K(u)log Z(u), (6.106)
con integrandos que tienen un polo doble en el argumento del logaritmo,
A(u)
Z(u) =1+ =5 (6.107)
Para (6.67) necesitamos esta integral con
1 dPg o,
K(u) = T du y Au) = u*Yy(u). (6.108)

Todos los IC(u) y A(u) son funciones analiticas reales pares, y ademés sabemos que
A(u) es asintéticamente chico, del orden O(e?), donde vamos a usar el pardmetro
pequeno € para caracterizar el tamano de los términos en el limite asintotico L — oo
6g—0.

A primera vista la integral I es O(e?), pero la presencia del polo doble en log Z
hace que el integrando no sea uniformemente O(e?), y esto resulta en que I termina
siendo solamente O(e). Una situacién similar ya fue encontrada anteriormente en el
caso del modelo de sinh-Gordon con bordes, ver [188,191]. El tratamiento de las
integrales de la forma (6.106) puede hacerse en forma similar a ese caso.

Si bien (6.106) es convergente, para evitar problemas asociados a que el contorno
de integracién pasa por el polo doble vamos a deformar dicho contorno en la cantidad
1. El nuevo contorno de integracion es paralelo al eje real, estando separado de éste
por la distancia finita 7. Como A es pequeno y par, hay un cero de Z(u) en el eje

imaginario cerca del origen, en u = iug tal que
Z(iug) =0  con  ug=0(e). (6.109)

Debemos tener en cuenta la contribuciéon de este cero cuando realizamos la deforma-

cion del contorno de integracion,

oo+in
I = —27iS(iuyp) —|—/ du K(u) log Z(u), (6.110)
—oo+1in
donde S es la primitiva impar de C,
S'(u) = K(u) con S(0)=0. (6.111)

Observamos que la ecuacién (6.110) junto con la condicién de cuantizacion (6.109)
son completamente equivalentes a (6.106). Se trata, sin embargo, de una expansién

en € mucho més conveniente.
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Lejos del polo doble podemos expandir log Z sin mayores riesgos, y debido a que
ug es pequeno también podemos hacerlo para el término que contiene S. El resultado

€S

I = 27K(0)/A(0) + / T k() Aqi? Lo, (6.112)

—oo+1in
donde usamos

ug = /A0) + O(e?). (6.113)
Usamos ahora la férmula genérica (6.112) para calcular la contribucién a orden

dominante a la dimension anémala de cusp en la expansién a acoplamiento débil, que

proviene del primer término en (6.112). Notando que

3 47\ 2!
Fy(0)=29+0(g*) v  Ag(0) = (@) Co(1+0(%),  (6.114)
donde hf -
cosh f — cos
CH = —$Q _ —Q2f+Y)Q 6.115
? sinh f (e ‘ ) ( )
encontramos que como g = v/\/4x
Eo(L) = NFFLEPHD (L) + O (AF2) (6.116)
con el coeficiente a orden dominante
(O.L+1), 7y 1 — |Cq
Eq (L) = _2(27T)2(L+1) Z Q2L+l (6.117)
Q=1

Hay un problema con la ecuacién (6.117): tomar el valor absoluto de Cg(¢, 0) para
todos los valores de los angulos de cusp no puede ser correcto, dado que no resultaria
en la dimension anémala de cusp a 1-loop dada por (6.100) y (6.101) al evaluar en
L = 0. La ecuacién (6.117) solo puede ser vélida por lo tanto en cierto dominio
“seguro”, i.e. para ciertos valores de los potenciales quimicos. Para todos aquellos
valores que se encuentren fuera de este dominio seguro, el resultado correcto puede
obtenerse por continuacién analitica. El dominio seguro estd parametrizado por tres
potenciales quimicos reales y positivos ¢, f v t, que consideramos independientes y
satisfacen

P >0, f>t>0, (6.118)

lo cual garantiza que la solucién del sistema de ecuaciones de TBA de borde tiene

todas las funciones Y positivas.
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Aceptando esta receta, podemos ahora calcular E(()O)(L) en el dominio seguro. Para

obtener I'; evaluamos en L = 0,

1 cosh f — cosht

D) =~ S (FW) — Faf +4) (6119)
donde
F) = = —log(1—e"). (6.120)
@

Esta funcién tiene un corte a lo largo del eje real negativo, de modo que la continuacion
desde el eje real positivo hasta valores con parte imaginaria no nula no presenta ningiin

inconveniente, y tenemos
cos ¢ — cos b

Iy = 6.121
! 47 sin ¢ ’ ( )

al hacer la continuacién analitica
W —i(m — @) : f—ilp—m) y t—i(0—m). (6.122)

En [67] una receta distinta se utilizé para obtener exactamente el mismo resultado
(6.121) para I'y: en la ecuacién (6.117) el valor absoluto se elimind incorporando
un factor adicional (—1)? para asegurar que en el limite estricto ¢ — 7 todas las
contribuciones para distintos () sean negativas. Ambas recetas seran exitosas a la
hora de reproducir la dimension anémala de cusp a 2-loops cuando vamos mas alla del
orden dominante. Como veremos més adelante, la receta de [67] combinada con una
deformaciéon del contorno de integracion seria 1til a la hora de realizar un estudio

numeérico de las ecuaciones de TBA para angulos de cusp reales.

6.4.1. Reformulacion de las ecuaciones de TBA de borde

El objetivo de esta seccién es usar la férmula genérica (6.110) para reformular
las ecuaciones de TBA de borde hibridas, dejandolas en una forma que permita una
expansion sistematica para volumenes grandes, asi como su estudio numérico. Las

contribuciones provenientes de los polos seran escritas como

DP(iug) = —2miS8 (iug) (6.123)
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donde « y [ hacen referencia a los diversos nicleos que podemos convolucionar con

Lg. Las ecuaciones que obtenemos son

- - 1—-1/Y_
log Ym\w = Rm+1 * S+ Rm,1 * S + 5m1 lOg (ﬁ) *S (6124)
. Y_ -1\ .
log Yoy = —Ds(itms1) = Limg1 %y 8 + R x5+ Ryppm1 x 8 + Oy log v 1 *5,
"
(6.125)
YV, «— ,
log - = > (Dayliug) + Lo+ Kqy) (6.126)
- =
log Y, Y. = = (Dgliug) + Lq *n Kq) +2 > (D (iug) + Lo *y K& * s)
Q=1 Q=1
+ 2Ry x5 — 2Ry * s, (6.127)

log Yo = =2(f +4)Q — 2(L + 1)éq + log Mg + Z (DQQ iug) + Loy K Q)
Q=1

1 1
+ 2Ry *sx Kyg+ 2Rg_1 x s + log (1 — —) <1 — —) * K, (6.128)

Y, Y
1-1/Y_ Y. -1
log ( —— - % Kq —21 K2
+0g(1_1/Y+)* ¢ Og(Y+ 1) o

vwe *

donde la convolucion por el contorno de integracion deformado es

oo+in
[ K = du f(u)K(u,v) . (6.129)
—oo+1in
La ubicacién de los términos fuente estd dada por los ug, que son determinados a
partir de la ecuacién

14 Yo(iug) = 0. (6.130)

Habiendo deformado los contornos de integracion, la energia toma ahora la forma

= dudPy
Eo(L 6.131
o(1) = 5 Poling) Z L (6.131)

El sistema completo es entonces similar al de un sistema de ecuaciones de TBA para un
estado excitado. A continuacién realizamos una expansion asintética de las ecuaciones
de TBA de borde asi reformuladas valida para volimenes grandes, o alternativamente

en el régimen de acoplamiento débil.
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Expansion asintética

Expandimos ahora las ecuaciones de TBA hibridas reformuladas més arriba pri-
mero a orden dominante, y luego al primer orden subdominante en el parametro

€ = e 2@+ La expansién de las funciones Y serd anotada como
Y=Y1+y+...), (6.132)

y vamos a resolver iterativamente las ecuaciones de TBA de borde junto con la con-
dicién de cuantizacion (6.130) para ug = ug]) + US) +-e

A orden dominante los nodos masivos son exponencialmente pequenos, de modo
que despreciandolos el sistema Y se separa en dos subsistemas independientes con
soluciones asintéticas constantes. Los valores de estas constantes determinan las ex-
presiones exponencialmente chicas Y{§ de los nodos masivos a primer orden, lo cual
a su vez determina ug)). A primero orden las soluciones Y° son las halladas anterior-

mente, (6.89). Las funciones constantes Y3 v Y, son las mismas que las de las alas

n m|w

del modelo O(4) deformado [182], y pueden escribirse como
o = mlglm+2; vy Y7, =[nln+2], (6.133)
donde

" —q™ sinhnec
], = " g3 g = " -q"

= =e. (6.134
qg—q! sinh ¢ con = )

Estas soluciones asintéticas, junto con las fermiodnicas Y dadas por

L+Yy 2] cosh f
o v f
Yo = = = 6.135
* 1+Y9 2],  cosht’ ( )

1w

nos permiten escribir la solucién asintética para los modos masivos como
Y = [QF([2]; — [2]s)?Mge 2V H0I@-2+ e, (6.136)

Insertando ahora Y en la ecuacién (6.130) obtenemos la ubicacién asintética de

UQ:u8)+.’

u) = ma[Qs(2)y — [2))e U ERO 20 con g =, flimutMo(u).
u—

A orden dominante el término de la integral en la férmula de la energia (6.131) puede

ser despreciado, de modo que la correccion completa a este orden es

—(O)US’) = _%([Q]f—[Q]t) Z %(o)w]fmcge(f+\I/)Q(L+1)eQ(0) .
Q= o=
| 1 (6.137)
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Al primer orden subdominante, debemos incluir el término de la integral en la
féormula para la energia (6.131), y ademés debemos calcular la correccién a primer
orden subdominante para .

Nos concentramos primero en el calculo de la correccion a ug = ug)) + ug) + ey

para lo cual usamos la ecuacién
1+ Y5 (iug)(1 + yq(iug)) =0, (6.138)
donde las yg deben ser determinadas a partir de las ecuaciones de TBA linearizadas,

Yo = QWUQ/KSQ,Q + 2A1|vy1‘v * S*)A(KyQ + 2AQ—1\qu—1\v * S

Y- — Y+ - 1Q , Y- — Y+ o Y-+ Yt .
— 20— ks x K0 4 K + Ky (6.139)
- vion et oyt
ys +y- =2 (Aipyip — Atjwlijw) * s — Arug K8 « s — 2mug Ky, (6.140)
Yy — Y- = 2mug Ko, , (6.141)
Ymlv = (Am—llvym—l\v + Am+1|vym+1|v) * 8 = 2MUpmy1 % S+ Om1 yl_;%;s )
IR
- Y+ — Y-,
Ynjw = (An—l\wyn—lhu + An+1|wyn+1\w) * 5+ 5n1—0*5 . (6142)
1-Y¢
Aqui, Ay = e — bmlsmt 2y o g o Tale [t o t6da combinacién de
qul, Am|y = 4Y7, - [m+1]? Y Anplw = Y7, Ttz o y mbinacion

la forma ugK? es entendida como ug K9 (0,v).

La solucién a este sistema de ecuaciones linearizadas puede escribirse de la forma

La correccién a ug se calcula entonces de la ecuacién (6.138), y al primer orden

subdominante es
—ugY§(iug) (1 + yqiug)) = ug - (6.144)
Como el lado izquierdo es una funcién par de ug podemos quedarnos solamente con

el orden dominante,

1im (u2YS(w)) (1 + yo(iud)) = (u))? + 2uuy) + O(e). (6.145)

u—0

Teniendo en cuenta esta solucion a orden dominante llegamos entonces a que

n 1oy 1 o 0

El célculo de Mg es una generalizacion del realizado para las correcciones de se-

gundo orden en [182] para las teorfas y-deformadas. Allf se mostré que Mg puede
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ser obtenida de dos maneras alternativas: o bien puede calcularse a partir de las ecua-
ciones de TBA, o bien puede extraerse directamente de las matrices de scattering y
de twist. En esta tesis utilizamos el primero de estos métodos, y referimos al lector
a [19] para los detalles acerca del segundo.

Procedemos entonces resolviendo primero la ecuacion recursiva para ypw,

Ynjw = ([n — 1[];%; i 1]tyn_1\w + n jL[;]j_[z]—; S]tyn+1|w) * S+ 0picpxs, (6.147)
donde
o =" Ou+2) - O(u—12) = A27mQKQy (O(u+2) —O(u—2)),

1-Yy 2 = 2]y

(6.148)

siendo © la funcién escalén. Usando la transformada de Fourier § = (2cosh “5’)_1,
_ Ll

que podemos escribir como 5§ = (k+ k71)7! con k = ¢ ¢, la solucién que decrece
para n grande, y respeta tanto el comportamiento asintético de Yy, como el término

inhomogéneo con 6,1 es

. _% [n + 1], n—1 _ [+ 1]t
ke = [2Jt( A T ) (619

Resolvemos luego la recursion para /.,

_[n=1gn+ 1]y [+ 1]s[n + 3¢
Yl = ()3 Untpo % 5°F [n +2]3

Yntijo X 5 — 2MUpt1 % 8 + 0p1Cy x S,
(6.150)

Cp = y*__i+ (O(u+2) —O(u—2) = [2_#27”@}(@;; (Ou+2)-6(u—2),
77 2 — [2];

(6.151)
que en el espacio de Fourier toma la forma

RS n—1l¢n+1|f _ n+1{¢n+ 3| ~ ~
(k_'_k 1)yn|v = [ %;;][?c ]fyn—1|v+[ [n]j—[Z]ic ]fyn+1|v_8n+1+5nlcva (6152)

donde S corresponde a los términos fuente inhomogéneos. La soluciéon de la ecuacion
inhomogénea se obtiene eligiendo una combinacién adecuada de las soluciones de la

ecuacién homogénea,

1]y 1 . —~ Sk (k2] — [+ 20p)
T ) (A e b+ 1), )

gN|v = (
j=1

n+1y i n4+1y oy . —~ Sk (k2 + 2] = [ly)
o & ) (e X G+1; )

j=1

(6.153)
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donde
=k -1k =g Vg k?P—q) con g=¢,

y Ay debe determinarse a partir de las condiciones iniciales. Para tener un compor-

tamiento asintético decreciente cuando n — oo debemos tomar

o > gj+1]€j_2 (k’_Q[] + Q]f - [j]f)
A, = C; P ’ (6.154)

y a partir del valor inicial n = 1 encontramos

A=k (é—]f - A+k) . (6.155)

Una vez determinadas ¥,y ¥ Ynjw, Podemos introducir estas expresiones en las ecua-
ciones para los modos fermidénicos, (6.140) y (6.141). Con estos resultados para los
modos magnoénicos la contribucién completa de ug al primer orden subdominante de

la correccion por tamano finito resulta ser

1 ' i .
ugKqy . uQKqy . 1Q y- .
——— = J(Kog—sxK,p)+ *S* K ¢+ ———Fsx K ,of.
Q(Y-E _ 1) ( Q ?JQ) 1— Y%? v (Y_f_) — 1) ZJQ}

En esta expresion podemos introducir la solucién para y_ en términos de ¥, ¥ ¥ijw,
que a su vez puede ser reescrita en términos de ug. Luego de realizar simplificaciones
similares a las realizadas en [182] obtenemos una solucién que puede expresarse en

forma relativamente sencilla,

Q1—2
2(2 1
Y, = U@, {27TK§6§2 + 47 Z KQz—Q1+2j+1 * S+ ﬁ;({%u IOg a’?lQ2 (ula u?)
§=0
2 1 [Q2—1]f 010Q [Ql_l]f Q2Q
+ fﬁu{ log ay' ™% (uy, ug) + ————=log a;>*" (ug, uy)*
B |l B et g e e )
(6.157)
41 @l
=T DU Ktk — Qi [[Q2 + 1] Kg,-qur2e—1 — [Q2 — 11 KQy-qur2kt1] * s p
[@1]7[Qa]r =
donde introdujimos las funciones
a?lQQ(ul,ug) =A1 angz(U]_,UQ) =AB y a?ZQl(uQ,ul)* = AB™', (6.158)
con
Az@ ait @ : p— izt @ % y =2 (6.159)
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Suponiendo que Q21 = Q2 — @1 > 0, podemos ademas introducir

KPP = [lQu + il Koute; v Ko=20y, log—Qv (6.160)
=1 U — Ug + ZE

o alternativamente

K9 = QlZ{Z[Q21 + 25 4 1] lej 1 Ky 12542k - (6.161)
s =
Entonces
Yo, = Uo, {277[(3(126)22 + [2]5[%[2] D, 1og a2 (uy, ug) + 0 2[@2] ICQlQ2
(6.162)
oy | o e )+ S ey

y vemos que la matriz Mg, g, es simétrica. Combinando este resultado con el término

de la integral obtenemos la correccién completa al primer orden subdominante,

2 dPQ oot du dPQ
EP(L) = -3 Z ()M Quy uy) — Z Y (6.163)
Q.Q' —oortin

6.4.2. Expansion a acoplamiento débil

Procedemos ahora a realizar la expansion a acoplamiento débil de las correccio-
nes a orden dominante y subdominante para potenciales quimicos reales, para final-
mente continuar analiticamente al régimen de angulos fisicos. Primero analizamos a
qué 6rdenes de g2 contribuyen los distintos términos, y luego realizamos las expan-
siones correspondientes.

Para el término dominante,

1 & 0 - - g
R0 con ) = (2] ~ [2))[Q]ymae 9RO
Q=1
(6.164)
necesitamos la expansion
df’Q 16g3 - 4g* 32" Q 27%9Q
—(0) = 29— Q) = 2 _ = ..
(6.165)
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donde los puntos suspensivos corresponden a términos de orden superior en ¢2. Luego

la expansion de ug) ) es

o = @ - e o () (1 (T 22D o)

3 Q?
(6.166)
y la correccién a orden dominante de Fy(L) comienza en g*t72
E(O) (L) E(()O L+1) (L)g2(L+1) + E(()O,L+2)(L)92(L+2) 4o, (6167)
Esta es la tnica correccion hasta la primera subdominante,
+in
(2) . dPQ du dPQ
EQ(L) = QZQ; (0)Moguyul) — Z / - -, (6.168)

La dependencia en g del primer término puede calcularse a partir de Moo o g, y

usando
2( p2 2 o Aa?
Mg(u) = ”(—;LQ) y etP) - 29 4o (6.169)
sinh® P P?+ Q2
vemos que la integral escalea del mismo modo. Esto significa que
By (L) = B Y (6:170)

de manera que la expansién de las ecuaciones de TBA para volimenenes grandes se
organiza en potenias de e- (!t e, aparecen nuevos términos a los érdenes g?*(L+1),

En lo que sigue nos concentramos en la dimensién anémala de cusp, Ey(0) = T’
a orden ¢*, dado que ya calculamos en la seccién anterior el orden dominante que
corresponde a la correccién O(g?). Esto implica calcular la correccién de orden g2 en
(6.166), E"? =T\ y evaluar la parte dominante de la expansién en g de (6.168),
EM =1

(0)

La contribucién I'y” puede ser evaluada a

'Y = —(12]; — 2 T 2 ) [Qle e
’ QE (6@ Q ) !

h f — cosh 2 1 — e/
_ (COS S]icnh ;OS t) |:% log : _eef _ 2(Li3(€f) _ Lig(eff)) (6171)
(cos ¢ — cosB) ¢
- sin ¢ 6 [ —267]

donde en la dltima linea ya sustituimos los angulos fisicos. Observamos que si extrae-

mos un factor sinh(f) de la suma en la primera linea de (6.171) el resultado es una
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suma que se anula para f = 0, al igual que su derivada primera, siendo su derivada

segunda proporcional al resultado a 1-loop.

0 (cos g—cos9)

Las contribuciones que vienen de £ .
sin ¢

lar, Fg ) contribuye a Vé ). Llamamos a esta contribucién yéla), y yélb) a la contribuciéon

son proporcionales a . En particu-

correspondiente que viene de Fg). La dependencia de F§2) en el angulo ¢ puede des-

componerse como

— cosf — cos f)?
(cos ¢ — cosf) (1) (cos ¢ — cos ) 2

(2 _
Iy’ = sin @ Vo in’ (6.172)
El término vélb) viene del término ay, aq, a3 de M, y proporciona
oy & Wﬂ@ﬂ{ Qi — 1)1 }
2([2]5 — [2]s) QI%Q:ZI o G 112 Zaul logar + =51 5 0 log
—  [Qulf [y { 2y | Q1 — 1]f}
= —=2([2]; — [2]; — 2 , 6.173
([ ]f [ ] )Q1%2::1 Q1 Q2 o " Ql[@l]f ( )

de donde resulta que

A = —2¢ (¢2 - %2) . (6.174)

Combinando los dos términos 751 “) y 72 llegamos efectivamente a una expresion

para 751) que esta en perfecto acuerdo con el resultado obtenido de la teoria de gauge.

El término restante 752) puede descomponerse en una parte con la integral ’ySQG),

y otra con el término que viene de M, vé%). El término de la integral es

—4 co+1in >
g du dP, _ oy
SIS [ R IRl — [ Moe e

Q=17 —ootin

= Y QU7 ([2)y — [2))%e 209 /Oo " . L (6.175)
Q=1

vorin dmsinh® g ¢% + Q2

y podemos resolver la integral aplicando el teorema de los residuos, siendo

/°°+“7 dg 7 1 1 1

— =—VU - —. 6.176
—ootin 4T sinh? mq ¢+ Q%  2Q (@) 403 ( )

La suma que aparece €s

Zsmh2 fQle2+e (21pr Q) — L) : (6.177)

pero es de hecho mas facil realizar la suma de la derivada de S(¢),

S'(6) = —id) (71— @)cot(d) con  S=0. (6.178)
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Llegamos de este modo a

¢
2a
7 >:/ p (m — @) cot(p)de. (6.179)
0
El término méas complicado para evaluar es fyé%), y referimos al lector al trabajo
original [19] para los detalles de este calculo. Mencionamos solamente que resulta

conveniente calcular las derivadas de 7§2b)(¢), encontrandose que

" 5 _ !
= (G o))+ ST on 0120y A0 =

Combinando estos dos términos, 752) = 75%) + vé%) resulta efectivamente estar de

acuerdo con el resultado obtenido de la teoria de campos.

Concluimos esta seccién con un breve comentario sobre cémo podemos realizar la
continuacén analitica en los potenciales quimicos (6.122) al nivel de las ecuaciones de
TBA de borde reformuladas, (6.128).

Al realizar la continuacién analitica en los angulos ninguna singularidad cruza el
contorno de integracién a medida que lo deformamos alejandolo de los valores £ug.
En cambio, lo que se modifica es la solucién para (6.130). Dependiendo del dngulo
¢, algunos de los ug estan en el semiplano superior y deben tomarse con el signo +,
mientras que los otros estan en el plano inferior y deben tomarse con el signo —. Mas

concretamente, en la solucién asintotica debemos tomar

uy = (=1)%mq[Qlis([20is — [Zin)e %@ con mg =, [lim u2Mg(u) > 0.
(6.180)
Con esta eleccién de (—1)% podemos expandir las ecuaciones de TBA de borde para
angulos reales y comparar los resultados con la continuaciéon analitica del resultado
con potenciales quimicos reales. Realizamos este calculo a orden de 2-loops y ambos
resultados concuerdan perfectamente. Esto también explica la eleccién del signo en
la raiz cuadrada en el cdlculo a 1-loop realizado en [66,67].

Utilizando este factor (—1)? podemos también resolver las ecuaciones de TBA de
borde reformuladas (6.128) numéricamente. Comenzamos la solucién iterativa para
volimenes grandes con la solucién asintética para las funciones Y dada por (6.89), y
usando el valor asintético de ug] ) dado en (6.180) seguimos luego numéricamente cémo

las diversas funciones y posiciones de cuantizacién evolucionan durante la iteracion.
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Capitulo 7

Discusién y conclusiones

En esta tesis hemos abordado un aspecto particularmente interesante de la con-
jetura AdS/CFT, a saber su integrabilidad en el limite planar. Nos concentramos
para ello en el estudio de la realizacion prototipica de la conjetura, que relaciona
la teorfa de N' = 4 super Yang-Mills con grupo de gauge SU(N) en D = 4 di-
mensiones con la teoria de cuerdas supersimétrica tipo IIB formulada en el espacio
AdSs x S®. Dejamos por lo tanto a un lado los sistemas integrables que aparecen
en otras realizaciones, como por ejemplo la dualidad AdSy/CFTs, [108-112]. En el
marco de la dualidad AdS5/CFTj, nos enfocamos en el estudio de sistemas integra-
bles relacionados al calculo de la dimension anomala de escala de los operadores de
la teoria de campos. En este sentido, obviamos toda discusion de otros problemas en
los que aparecen estructuras integrables, como por ejemplo la expansién en producto
de operadores “pentdgono” para las amplitudes de dispersién [113].

Luego de introducir esquematicamente la conjetura en el capitulo 2, presentamos
algunas de sus caracteristicas principales asi como los elementos fundamentales del
diccionario holografico. Si bien la motivaciéon discutida no puede considerarse una
demostracion rigurosa, los chequeos mencionados son argumentos convincentes a favor
de esta realizacién de la dualidad gauge/gravedad, y los resultados obtenidos a lo
largo de este trabajo deberian constituir verificaciones sobradamente convincentes.
En la literatura abundan otros resultados de este tenor, en muchos de los cuales la
integrabilidad tiene un papel fundamental. Esto es consecuencia de que, como nos
permite obtener resultados exactos en el acoplamiento de 't Hooft A, hace posible
la interpolacién entre ambos lados de la dualidad, permitiendo la verificacién de la
misma para un amplio espectro de observables con valores de expectacién que son
funciones no triviales del acoplamiento.

En el capitulo 5 discutimos con cierto detalle la integrabilidad, tanto en general

como en su manifestacién en el limite planar de la teorfa de AN/ = 4 super Yang-

169



Mills. Para ello analizamos algunas de las consecuencias mas importantes que tiene la
integrabilidad de una teoria, como por ejemplo la factorizacion de su matriz S, y con-
sideramos maés concretamente el modelo de Heisenberg para la cadena de espines de
SU(2), que aparece en el andlisis perturbativo del operador de dilataciones de N' = 4
super Yang-Mills. Debemos mencionar aqui que el ansatz de Bethe en coordenadas,
que constituye la principal herramienta presentada para resolver este problema, no es
la tinica via disponible para la solucion de sistemas integrables. En efecto, el ansatz de
Bethe tiene formulaciones alternativas, como por ejemplo la algebraica y la analitica,
cada una de las cuales posee su propia generalizacién necesaria para el tratamiento de
impurezas de sabor. Por otra parte, también hay métodos totalmente distintos para
resolver sistemas integrables, como el de separacién de variables o la curva espectral
cudntica, para los que el lector puede referirse a [192-195] y los trabajos alli cita-
dos. Mencionamos solamente que algunos de estos métodos han sido exitosamente
aplicados a los problemas discutidos en esta tesis, ver por ejemplo [187,196].

Concluimos el capitulo 5 presentando resultados para el factor de dressing de la
matriz de reflexion asociada a la cadena de espines integrable abierta que resulta de
insertar operadores en un lazo de Wilson de N' = 4 super Yang-Mills con cusps. Para
ello, estudiamos el problema de dispersion de las excitaciones que se propagan por las
cuerdas abiertas cuyos extremos estan fijos a ciertas D5-branas, que son los duales
holograficos a estos operadores. Consideramos de hecho dos tipos de D5-branas: uno
con volumen de mundo AdS; x S* y campo eléctrico, y otro con volumen de mundo
AdS, x S? y campo magnético. Las D5-branas del primer tipo son la descripcién dual
de lazos de Wilson 1/2-BPS en la representacion totalmente antisimétrica de rango k
del grupo SU(N) de N' = 4 super Yang-Mills, mientras que las D5-branas del segundo
tipo proveen la descripcion dual de una teoria conforme con hipermultipletes funda-
mentales en un defecto 2+1 dimensional, algunos de cuyos campos fundamentales
tienen un valor de expectaciin de vacio no nulo.

La determinacion exacta de las matrices de reflexion permitiria en un caso el
célculo exacto del valor de expectacién de deformaciones de los lazos de Wilson 1/2-
BPS en representaciones totalmente antisimétricas, obtenidas mediante la insercién
en los mismos de operadores en la representaciéon adjunta. En el otro caso, haria
posible la descripcion exacta del problema espectral en la teoria conforme con un
defecto. Como en ambos casos la simetria remanente es un factor SU(2|2) diagonal
del grupo SU(2|2)? usual, la estructura matricial de la matriz de reflexién queda
fijada automaticamente, asi como las ecuaciones de Bethe anidades y el ansatz de

Bethe termodindmico [66,67,161]. El unico elemento que falta en esta descripcién es
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el factor de fase de reflexion op, que es una funciéon del momento de las particulas
reflejadas y de la constante de acoplamiento g.

En esta tesis, estudiamos precisamente el factor op para las D5-branas menciona-
das mas arriba. En primer lugar, se calculd explicitamente og en el limite de acopla-
miento fuerte, relacionandolo con el retraso temporal experimentado por los solitones
reflejados en la hoja de mundo de la cuerda dual. Procedimos luego a calcular explici-
tamente la diferencia £ — L entre la energia y el momento angular de las cuerdas
con extremos fijos a D5-branas que forman dngulos, a primer orden en el limite de L
grande pero finito y en el régimen de acoplamiento fuerte. Esto resulta til porque
esta cantidad puede ser relacionada a través de un calculo tipo Liischer con cierta
continuacion analitica de og. Concluimos entonces este capitulo estudiando soluciones
de las ecuaciones de crossing y unitaridad que todos los factores de reflexién og deben
satisfacer. Si bien existen infinitas soluciones a estas ecuaciones, propusimos ciertas
expresiones que son consistentes con todos los resultados explicitos obtenidos ante-
riormente. Una direccién natural para trabajos futuros, que complementaria en gran
medida los resultados aqui expuestos, es el estudio de los factores de dressing op en
el limite de acoplamiento débil. Esto podria proveer verificaciones alternativas de las
propuestas realizadas, asi como aclarar en cierta medida las funciones indeterminadas
en (5.211).

En el capitulo 6 expusimos el ansatz de Bethe termodinamico, que nos permite
calcular las correcciones por tamano finito que recibe el ansatz de Bethe asintético
presentado en el capitulo 5. Esta es la herramienta que usamos para implementar
concretamente la integrabilidad en el marco de la dualidad AdSs5/CFTy, y como
primera aplicacién de la misma realizamos la verificacion mencionada antes para
los factores de fase de reflexion propuestos en este trabajo. Un aspecto interesante
de estos calculos tipo Liischer consiste en que podemos distinguir dos regimenes,
correspondiendo uno a D5-branas genéricas y el otro al caso de D5-branas maximales.
Para las primeras, la correccion dominante por momento angular finito es de orden
e~1/29 mientras que para las segundas el orden de la correccién correspondiente es
e /9. Esto puede entenderse a partir de que los términos propuestos para el factor
de dressing de borde o se tornan degenerados en el limite en el que las D5-branas se
vuelven maximales, y dejan entonces de poseer el polo que explicaba el orden e~%/29
de las correcciones en el caso genérico.

Dedicamos el resto del capitulo 6 al estudio del sistema Y que implementa el an-

satz de Bethe termodinamico de borde para el caso en el que se insertan operadores
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de N = 4 super Yang-Mills en lazos de Wilson con cusps en la representacién fun-
damental. En primer lugar, reformulamos las ecuaciones que describen la dimension
anémala de cusp ['(0, ¢, A) de la teoria, para lo cual deformamos los contornos de
integracion e incluimos explicitamente los residuos de los polos en las singularidades
que cruzamos. Esto corresponde a incluir términos fuente en las ecuaciones, lo cual
las hace equivalentes a las que obtendriamos para la descripcion de estados excita-
dos. Esta reformulacion resulté necesaria por al menos dos razones. Por un lado, los
angulos fisicos ¢ y 0 reales conducen a potenciales quimicos imaginarios, que tienen
como consecuencia que las funciones Y del sistema no sean siempre positivas. Para
los contornos de integraciéon modificados, que corresponden a potenciales quimicos
reales y por lo tanto angulos de cusp imaginarios, todas las funciones Y son positivas
y podemos estar seguros de que estamos efectivamente describiendo un estado funda-
mental. Por otro lado, las fugacidades de borde singulares introducen ambigiiedades
de signos que hacen de la expansion de las ecuaciones algo problematico. La continua-
cion analitica desde angulos de cusp imaginarios a reales elimina estas ambigiiedades
introduciendo los signos adecuados para explicar la eleccién hecha en [66,67], basada
en el andlisis cuidadoso de la situacién en un dominio seguro. Podemos suponer que
un tratamiento similar puede ser realizado para cualquier sistema Y con fugacidades
de borde singulares.

Las ecuaciones del ansatz de Bethe termodinamico de borde asi reformuladas per-
miten un tratamiento numérico, ademas de su expansién sistematica para volimenes
grandes. Para poner a prueba estas ideas, expandimos las ecuaciones a segundo orden
para calcular las correcciones por tamano finito debidas a interacciones entre excita-
ciones que recorren dos veces toda la longitud de la cadena de espines. Luego de un
importante trabajo algebraico, comparamos exitosamente el resultado obtenido con
los calculos explicitos a 2-loops para la dimensiéon anémala de cusp de la teoria de
gauge. Este resultado es entonces un chequeo no trivial de gran precisién para las
correcciones por tamano finito en el limite de acoplamiento débil en los sistemas in-
tegrables de la conjetura AdS/CFT que pueden ser descriptos mediante el ansatz de
Bethe termodinamico. Calculos similares fueron realizados anteriormente en [182,184]
para teorias y-deformadas, pero para esos casos no existe un resultado explicito de la
teoria de gauge que haga posible una comparacion con resultados perturbativos.

Cabe mencionar que en [67] se chequearon correcciones por tamano finito a segun-
do y tercer orden, comparandolas con resultados exactos conocidos para la funcién de
Bremsstrahlung [53,64,71,197]. Sin embargo, esto se realiz6 inicamente en el limite

de angulo de cusp pequeno, en el que sorprendentemente puede ademas resolverse
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el sistema Y exactamente [69]. Se encontr6 en todos los casos un acuerdo perfecto
entre ambas cantidades, lo cual también constituye una verificacion muy fuerte de
la conjetura y las herramientas utilizadas. Sin embargo, estos resultados dependen
exclusivamente del residuo del polo en el factor de reflexion, ya que todas las integra-
les son dominadas por las contribuciones de polos dobles. Esto significa que si bien
involucran todos los 6rdenes en el acoplamiento de 't Hooft, sdlo investigan el limite
u — 0. En cambio, al reproducir el resultado a 2-loops para la dimensiéon andémala
de cusp de N' = 4 super Yang-Mills a partir de la solucién del sistema Y obtenido
del ansatz de Bethe termodinamico de borde, estamos poniendo a prueba el factor
de dressing en el régimen de acoplamiento débil pero para todos los valores de w.
Dado que existen en este caso calculos en la teoria de gauge a 3- y 4-loops para la
dimensién anémala de cusp [65, 72|, serfa particularmente interesante reproducirlos
también a partir de las ecuaciones que provienen de la descripcién provista por la
integrabilidad del problema. Sin embargo, para lograrlo, y posiblemente ir aiin mas
alld, es necesario adoptar una formulacién alternativa y mas econémica, por ejmplo
aquella basada en el sistema P — u, cf. [70,187,194]. Otra direccién posible para
futuras investigaciones consiste en intentar recuperar la ecuacion integral de BES de
una componente para la dimensién anémala de cusp [146], para lo cual creemos que
las ecuaciones reformuladas discutidas en este trabajo serian particularmente tutiles

Finalmente, debemos destacar que la integrabilidad no constituye la inica manera
en la que se puede poner a prueba la conjetura AdS/CFT de forma no perturbativa.
Una técnica muy importante, aunque no discutida en esta tesis, es la localizacién
supersimétrica [83], que se ha utilizado también para estudiar loops de Wilson en
N = 4 super Yang-Mills [98]. Resultados exactos han sido obtenidos asimismo para
otros lazos de Wilson supersimétricos, ver por ejemplo [93,95-97,198,199]. Por otra
parte, en ocasiones es posible describir ciertos observables no supersimétricos como
perturbaciones de otros que si lo son. Esto corresponde a realizar una expansion
paramétrica de operadores o estados cuasi-BPS alrededor de otros BPS, como se hizo
por ejemplo al calcular valores de expectacién en el limite BMN para operadores de
traza simple [171].

En esta tesis presentamos otro caso en el que es posible obtener resultados no
perturbativos fuera del contexto de la integrabilidad. Este se encuentra en los sistemas
estudiados en el capitulo 4, que corresponden a lazos de Wilson rectos en AdSs y
con trayectorias genéricas en S°, tomados en representaciones totalmente simétricas
del grupo de gauge. En este caso, las simplificaciones que permiten la obtencién de

resultados exactos no dependen de la supersimetria de la teoria, estando en cambio
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basadas sobre consideraciones muy generales de estructuras de color en el grupo U(N)
subyacente. Esto sugiere que el fenémeno de exponenciacién eikonal observado no se
limita solamente a las representaciones totalmente simétricas, sino que es de hecho
méas general. En particular, representaciones de U(N) caracterizadas por diagramas
de Young con k columnas y f filas nos llevaran a las mismas conclusiones, siempre
que consideremos el régimen k£ > N con f < N. Los operadores de Casimir para
estas representaciones vienen dados por [200]

Co(ky...,k,0,...,0) = fk(k+ N — f)P~! ~ fkP, (7.1)

NEARRA

f veces

y crecen con k del mismo modo que los operadores correspondientes para la represen-
taciéon totalmente simétrica Sy. Por lo tanto, la dimensién anémala de cusp sera dada

en este caso por

AR? &
r e e = f—0= — .
cusp(Ky -k, 0,...,0) f87T2N (cos ¢ — cos Q)Sin e (7.2)

f veces

lo cual constituye una predicciéon no trivial proveniente de la teoria de gauge para un
calculo relacionado con la evaluacion on-shell de la acciéon de Dirac-Born-Infeld no
abeliana del lado de la teoria de cuerdas. Mas atin, no existe ningiin requerimiento
formal que haga indispensable en el andlisis al grupo de gauge U(N), de modo que
esta condicion también puede relajarse. Entonces, podriamos considerar representa-
ciones totalmente simétricas de rango k de los grupos O(2N), O(2N + 1) y Sp(2N)*!,
cuyos casimires cuadraticos son Cy = 2k(k+2a) con o = N —1, N —1/2 y N respec-
tivamente. Esto nos llevard a un resultado formalmente similar a (7.2) con f =2,y
también representa una prediccién de la teoria de gauge, en este caso para un calculo
relacionado con D-branas en AdSs x RP°, que es la geometria de fondo dual a N = 4
super Yang-Mills con grupo de gauge orthogonal o simpléctico [202].

Existen por lo tanto diversas extensiones interesantes de los resultados presenta-
dos en el capitulo 4. Ademéas de la verificacién de las predicciones mencionadas en
el parrafo anterior, una direcciéon obvia en la que se puede generalizar este resulta-
do consiste en considerar un dngulo de cusp geométrico ¢ no nulo. Para ello, seria
necesario encontrar la D3-brana dual, y considerando la figura 4.1 podemos esperar
que esto correspnda a tener uno de los extremos de la brana en el borde de AdS en

¥ = m — ¢ en lugar de ¢y = m. También seria interesante considerar lazos de Wilson

'Las dimensiones anémalas de cusp y los Wilson loops circulares para la teorfa de N = 4 super
Yang-Mills con estos grupos de gauge fueron estudiados recientemente en [201].
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en representaciones totalmente antisimétricas de rango k, en cuyo caso las D-branas
duales serian de la primera de las familias consideradas en la seccion 5.4.1. En este
caso, sin embargo, no sera posible tomar el mismo limite paramétrico dado que el

rango de una representaciéon totalmente antisimétrica de SU(N) estd acotado por N.
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Apéndice A

Elementos de teoria de cuerdas

En este apéndice repasamos algunos elementos de la teoria de cuerdas que son
relevantes para los desarrollos que se llevan a cabo en el texto principal. Por supuesto,
la teoria de cuerdas es demasiado amplia y compleja para dar aqui una descripcién
siquiera minimamente completa. Por ello, nos limitamos esencialmente a una revision
de la cuerda bosoénica clasica y las D-branas, que sera suficiente para dar una idea
general acerca de los conceptos principales de la teoria, asi como para precisar nuestras
convenciones. Seguimos principalmente el breve resumen del tema realizado en [25],
y referimos al lector interesado en ahondar en estas cuestiones a los libros de texto
clasicos: Zwiebach provee una introduccién pedagdgica en [12], Polchinski ofrece un
tratamiento més profundo en [13,14], mientras que los dos volimenes de Green,
Schwarz y Witten [15,16] constituyen la referencia definitiva sobre la teoria de cuerdas

supersimétrica.

A.1. Acciéon para la cuerda relativista

La teoria de cuerdas pretende generalizar la teoria cuantica de campos tradicional,
basada en interacciones locales entre las excitaciones de los campos que interpretamos
como particulas. Para ello, la idea fundamental consiste en proponer que los objetos
basicos de la teoria no son particulas puntuales sino cuerdas con cierta extension es-
pacial, que por lo tanto interactiian de forma no local. A priori, hay diversas razones
para suponer que esto puede ser beneficioso, entre ellas el hecho de que tener interac-
ciones no localizadas deberia mejorar la renormalizabilidad de la teoria, posiblemente
haciendo viable incluso la incorporacién a la misma de la gravedad.

Para formular la teoria de cuerdas a partir de un principio variacional, podemos
seguir esquematicamente los pasos realizados para hacer lo propio con una particula

puntual. En aquel caso, el punto de partida es identificar a la accién como la longitud
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de la linea de mundo de la particula, que es una curva 0+1 dimensional embebida en el
espacio D = d + 1 dimensional. Para las cuerdas comenzamos entonces por proponer
una expresion analoga para la accion, identificaindola con el area de la hoja de mundo
de la cuerda. Esta es una superficie 141 dimensional que vamos a parametrizar con
las coordenadas 7 y o, de modo que la superficie se encuentra en los puntos x(7, o).
La accién resultante se conoce como accion de Nambu-Goto, y toma la forma

1
2mo!

Sng = —

/dadr\/— det(g,, 0z Opz") . (A.1)

Aqui, los indices pu,v = 0,1,..., D — 1 recorren las direcciones espacio-temporales,
mientras que a,b = 1,2 recorren las coordenadas en la hoja de mundo, 0% = (7,0).
La métrica del espacio de fondo es g,,,, y podemos definir la métrica inducida por ella

en la hoja de mundo de la cuerda como

Gab = G0 Opx” . (A.2)

Finalmente, T' = ﬁ es la tensién de la cuerda, y observamos que la accién (A.1) es
invariante frente a reparametrizaciones de la hoja de mundo.

En QFT para ciertas aplicaciones es conveniente disponer de una accion cuadratica
en los campos de la teoria, lo cual puede lograrse como en el caso de las particulas
introduciendo campos auxiliares. Para las cuerdas, la accién resultante es la accion

de Polyakov

1
Sp = / dodr/— det(Veq) Y*Gap (A.3)

Y
donde 7, es la métrica intrinseca de la hoja de mundo, que ahora consideramos una
variable dindmica. En vista de la definicién (A.2), esta es efectivamente una accién
cuadrética en los campos z(7, o), a diferencia de la accién de Nambu-Goto que es no

lineal. Variando la accién respecto a v* tenemos

1 L. a
8Sp = I /dadn/— det(7ey) {Gab — 5y 1Gea| 67, (A.4)

donde usamos d det(7.q) = — det(Ves)Veady*?. Tenemos entonces que las ecuaciones

de movimiento para 7,, implican
Yab = Gab, (A5)

y sustituyendo esto en la accién de Polyakov (A.3) vemos que se reduce on-shell a la
accién de Nambu-Goto (A.1). Esto significa que las teorias obtenidas a partir de una
y otra son clasicamente la misma, aunque a nivel cuantico esto no necesariamente es

cierto.
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Dado que la accién de Polyakov es cuadrética en los campos z(7, o), las ecuaciones

de movimiento para éstos son sencillamente
002" =0, (A.6)

pero debemos considerar ademas las condiciones de contorno que deben satisfacer
para que se anulen los términos de borde que surjen al integrar por partes para llegar
a esta expresion. Estos tienen la forma

=l

/dT\/ — det(Yap) Op 0" , (A.7)

=0
donde consideramos o € [0,1) y debemos entonces distinguir dos casos. Si imponemos
condiciones de borde periédicas, x# (7,0 + 1) = #(7, o), los dos términos de borde se
cancelan entre si y tenemos cuerdas cerradas. En cambio, si queremos tener cuerdas
abiertas cada término de borde debe anularse por separado, de modo que debemos

imponer
ot (r,0)=0 6  O,a'(r,0)=0  para o=0,1. (A.8)

Esto significa que para cada una de las direcciones espacio-temporales identificadas
por = 0,1,...,D — 1, debemos elegir entre condiciones de borde de Dirichlet y
condiciones de borde de Neumann, y esto para cada uno de los extremos de la cuerda
abierta. Esto puede interpretarse a partir de la existencia de D-branas a las que estan
fijos los extremos de las cuerdas abiertas. Las D-branas son objetos extendidos en
algunas de las direcciones espacio temporales, de modo tal que las cuerdas fijas a ellas
tienen condiciones de contorno tipo Neumann en dichas direcciones, y condiciones de

contorno tipo Dirichlet en las direcciones restantes.

Ademas de la invarianza de Poincaré espacio-temporal, la accion de Polyakov
tiene invarianza frente a los difeomorfismos y transformaciones de Weyl de la hoja
de mundo. Estas simetrias nos permiten elegir una forma particular para la métrica
de la hoja de mundo, que en el gauge conforme tomamos como 7,, = 14. Con esta
eleccion las ecuaciones de movimiento corresponden a la ecuacién de ondas en espacio

plano 2-dimensional,

(") —i" =0, (A.9)

donde introdujimos la notacién (z#)" = d,a* y i* = O,2*. Definiendo 0= = 7 £ o

tenemos entonces
0y0_xt =0 — (r,0) =2k (o) + ah(c7), (A.10)
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y llamamos a 2 , los modos izquierdo y derecho, respectivamente. Podemos hacer

un desarrollo de Fourier de estos modos en la forma

1 o o ar
(o) = caf + —ploT + iy = e A1l
n#0
1 o o ot
rhh(oc7) = =ah + =pro” +iy/ = —LeTtno A12
hoT) = 5ok + Spo iy S S (A12)
n#0
donde introdujimos constantes de normalizacion que seran convenientes mas adelante,
y la condicién de que x# sea real implica que xf y p* son reales, teniéndose ademds
para los coeficientes del desarrollo

o =My at, =@t . (A.13)

b 1

Luego tenemos para la soluciéon completa

/
zt(r,0) = afy + o'ph'r + Z\/%Z % (aﬁe‘mﬁ_o) + o?ﬁe_m(””)) , (A.14)
n#0

y en el caso de las cuerdas cerradas la condicion de periodicidad se satisface automati-
camente tomando [ = 27, mientras que para las cuerdas abiertas si tomamos [ = 7
tenemos que identificar a# = a#. Podemos ademads incluir el término lineal en la su-
ma definiendo aff = af = \/gp“ para las cuerdas cerradas, y aff = v/2a/p" para las

cuerdas abiertas.
Notese sin embargo que como fijamos el gauge conforme, debemos imponer por
separado las condiciones de gauge. Para ello, definimos el tensor de energia-impulso

de la hoja de mundo como es usual

Tab —

4 oS 1 1

— T P — <8“x“8bxu - —fy“bacx“ﬁc:c“) : (A.15)
Vdet(yeg) O @ 2

y vemos que las ecuaciones de movimiento para la métrica de la hoja de mundo son

de hecho T, = 0, de modo que tenemos que imponer las condiciones
-2 2 . /I
i+ =0 y i, =0, (A.16)

que se conocen como vinculos de Virasoro. Observamos que para los extremos de las
cuerdas abiertas con condiciones de contorno tipo Neumann en todas las direcciones,
tenemos (2#) = 0 de manera que el primero de los vinculos implica que los extremos
2] =0.

se mueven a la velocidad de la luz, #%|__,
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En términos del desarrollo (A.14), los vinculos de Virasoro quedan expresados por

1 oo
L, = 5 n:Eoo ab .ok =0, (A.17)
N 1 &
_ SH s
L, = B _E_ ah, .ok =0, (A.18)

y el hamiltoniano que podemos calcular de la definicién usual

1

l l
1
H = / dO’({L‘Mpﬁ — ﬁ) = —/ dUTOO con pg = % —
0 0

di,  2ma/

g A.19
2 x b ( )
toma la forma

H=Ly+L, 6 H=1L, (A.20)

segun se trate de cuerdas cerradas o abiertas, respectivamente.

Podemos cuantizar como es usual, promoviendo los coeficientes a# y a# a ope-
radores e imponiendo relaciones de conmutacién candnicas. Sin entrar en mayores
detalles, mencionamos solamente que al hacerlo encontramos que la cuantizacion solo
es consistente cuando la dimensionalidad del espacio-tiempo es D = 26, y que el
espectro de la teorfa de cuerdas bosénica asi formulada contiene taquiones. Para re-
solver este tltimo problema, debemos incorporar modos fermionicos para desarrollar
la teoria de cuerdas supersimétrica, que esta vez solamente es consistente en D = 10
dimensiones. En esta perduran los modos no masivos de la cuerda bosénica cerrada,
que son el gravitén g,,, el tensor antisimétrico B, y el dilatén ¢, y que constituyen el
vacio sobre el cual se propagan los modos masivos cuya escala estd dada por 1/v/o/.
En el limite de bajas energias o/ — 0 los modos masivos se desacoplan, mientras que
los no masivos condensan en valores de fondo clasicos con correcciones cuanticas que
resultan en valores de expectacion de vacio no nulos.

Podemos incorporar auto-consistentemente las interacciones con los modos no
masivos de la cuerda cerrada agregando a la acciéon de Polyakov un acoplamiento de
los mismos con los campos z(7,0). Resulta natural acoplar el tensor antisimétrico
By, con £®9,z"0yx", lo cual da lugar al término de Wess-Zumino, mientras que el
dilaton se acoplarda naturalmente al escalar de Ricci de la hoja de mundo, es decir

que el sector bosénio vendra dado por

S:

4o’

/deO’ { — det(Vea) Y Gap + /0,21 Oyx” B,y — v/ — det(%b)Rgb} )
(A.21)
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El dltimo término en esta expresion esta relacionado con el invariante topoldgico,

4i drdo+/—det(yap)R =2(1 —g), (A.22)
T

donde g es el nimero de huecos que tiene la hoja de mundo, que interpretamos como

el orden perturbativo de las interacciones cuanticas de la cuerda. Entonces, como
_ 2(g—1 . , ~

e x (e¢) ( ), cada nuevo orden perturbativo estd acompanado de un factor e2?,

de modo que asociamos e? con la constante de acoplamiento g, de las cuerdas.

A.2. Accién para D-branas

Como vimos en la seccién anterior, cada extremo de una cuerda abierta puede
tener condiciones de contorno de dos tipos, Dirichlet o Neumann, en cada una de
las direcciones del espacio-tiempo. Para la direcciéon temporal sélo son razonables las
condiciones de contorno tipo Neumann, mientras que para las direcciones espaciales
podemos elegir cualquiera de las dos opciones.

Interpretamos una cuerda abierta con condiciones de contorno tipo Neumann en
p direcciones espaciales, y condiciones de contorno de Dirichlet en las restantes d — p,
como fija a una superficie extendida en las primeras p direcciones y localizada en
las restantes d — p. Decimos que esta superficie es una Dp-brana, y Polchinski et al.
mostraron en [203] que se trata de hecho de objetos dindmicos de la teorfa, es decir
que poseen grados de libertad intrinsecos que les permiten fluctuar e interactuar con
las cuerdas.

Podemos formular un principio variacional para las Dp-branas por analogia con
el caso de la cuerda, escribiendo una accién que involucre su volumen de mundo.
Como puede verse que es posible tener campos electromagnéticos sobre las branas,

escribimos entonces la accidén de Dirac-Born-Infeld

SDBI = TDp/derlC\/— det (GIJ + 27TOCIF[J) , <A23)

donde los indices I,J = 0,1,...,p recorren las direcciones ( en las que se extiende
la Dp-brana, y Fj; es el tensor de campo electromagnético que soporta. En esta
expresion, supusimos que el dnico campo de fondo encendido es g,,, y usamos la
definicién de la métrica GG;; inducida en el volumen de mundo dada por el pullback

de la métrica del espacio tiempo,

oz 0x”

Gry = a_CIa_C‘]gW .

(A.24)
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A la accion de Dirac-Born-Infeld debemos agregarle el acoplamiento de la Dp-brana
a los campos de R-R, que son n-formas antisimétricas. Esto corresponde a un término

de Wess-Zumino que podemos escribir como

Swz = TDp/ [exp(27ro/Fu) N Z A(n) , (A25)
pt+l n

donde entendemos a la exponenciacién formalmente en términos del producto A, y
nos quedamos solamente con los términos de la misma que completan el integrando
hasta que es una p + 1 forma.

Por lo tanto, la accién completa para la Dp-brana es
Spp = Sper + Swz , (A.26)

y la tensiéon Tp, puede relacionarse con la tensién de las cuerdas analizando los pro-

cesos de interaccion entre ambas, hallandose

1
Tp, = - (A.27)

p
(2ma/)2(2m)P—2g,0’ 2

Evidentemente, esta es una descripciéon minimalista de la fisica mucho mas amplia
de estos objetos muy interesantes, pero para los efectos de este trabajo bastara con

lo explicado aqui. Para mayores detalles, referimos al lector interesado a [204].
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Apéndice B

Factores de color de diagramas
ladder

En este apéndice recogemos algunas férmulas para los operadores de Casimir de
U(N) que usamos durante el andlisis perturbativo del capitulo 4. Para mas detalles
sobre teoria de grupos en general, y las convenciones utilizadas aqui en particular, se
refiere al lector a [200].

Sean T con a = 1,..., N? los generadores de U(N), que pueden ser tomados en

una representacion arbitraria R del grupo. Estos satisfacen
Te(T°T%) = T(R)6*, (B.1)

donde T'(R) es la normalizacién de la representaciéon. Adoptamos las convenciones por

las cuales para la representacién fundamental T () = 1/2, y definimos el operador

cuadritico de Casimir como’

C2(R)
2

Usando la base candnica, podemos reemplazar los T* por generadores R;, identi-

7T =

Laim (o) - (B.2)

ficados por dos indices fundamentales 7,7 = 1,..., N, que satisfacen el dlgebra
1
V2

Por ejemplo, con nuestra normalizacion los generadores de la representacion fun-

[Ri, Rl] = —= (6; RS — ¥ R)) . (B.3)

damental en la base candnica son (R})f = 6;0%/ V2. Los operadores invariantes de

Casimir se definen en forma genérica como

12 U 21 C (g{)
Ril ng e Rip = —SP/Q ]ldim(m) . (B4)

LEl factor 1/2 se incluye en la definicién para tener las mismas expresiones que [200] para los
coeficientes de Casimir, manteniendo sin embargo una normalizacién diferente para los generadores:

T = (Ta)ref/\/§~
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En particular, para representaciones totalmente simétricas o antisimétricas de rango

k, los coeficientes de Casimir son [200]

Cp (Sk) -
Op (-Ak)

(N +k—1)P1, (B.5)

k
k(N —k+1)P". (B.6)

En el capitulo 4 utilizamos repetidamente que para representaciones simétricas de
rango k> N > 1 los coeficientes (B.5) se tornan

Co(Se) = K (1 +(p- 1)% L0 (% f-j)) | (B.7)

Analisis perturbativo de diagramas tipo ladder

Los diagramas tipo ladder vienen acompanados de factores de color que son trazas
sobre productos de generadores. Aplicando sucesivamente las reglas de conmutacion
(B.3), estos factores de color pueden expresarse en términos de los coeficientes de
Casimir.

El factor de color de un diagrama ladder con un tinico escalén es dado simplemente
por el Casimir cuadratico,

Tr(T°T*) = Tr(RiR]) = %dim(%)Cg(%) : (B.8)

Con dos escalones, dos factores de color distintos son posibles,
S 1
Te(T*T*T"T") = Tr(RiR! Ry Ry) = 1 dim(R)Co(R)?, (B.9)

Te(T*T'T*T") = Tr(R.Rf R R},) = %dim(iﬁ) (C5(R)* + C1(R)* — NC2(R)) ,
(B.10)

el primero correspondiendo a los escalones paralelos y el segundo a los escalones
cruzados, como se ve en el texto principal y la figura 4.2.

Para ser particularmente explicitos, consideremos por ejemplo los diagramas con
tres escalones, cuyos factores de color toman la forma Tr(TeT*TeTo@To®)T "(C)).
Cuando o(a) = ¢ 6 o(c) = a, obtenemos un factor Cy(R) junto con alguno de los

factores de color de los diagramas de dos escalones. Los factores de color genuinamente
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nuevos son aquellos que no tienen generadores adyacentes con indices repetidos?

1
Te(T°T T°TT*T*) = 3 dim(R) (C3 4+ 3C7Cy, — 3NC5 — 2NCF 4+ 2N*C,) , (B.11)
Te(TT°TTTT) = Te(TT*TT"T*T*) , (B.12)

1
=3 dim(R) (C5 4+ 2C7Cy, —2NC5 — NC} + N°Cy) . (B.13)

Para diagramas tipo ladder genéricos de ¢ escalones, los factores de color pueden
expresarse en términos de coeficientes de Casimir de orden no mayor a Cy(fR), y lo
que es mas importante atun, siempre contendran un término que se comporta como
C5(R)*. Esto puede probarse facilmente por induccién. Suponiendo que para toda

permutacién o tenemos

Co(M)\*
Te(T - 7o) ... 7o)y — dim(R) ( 2; >> e (B.14)
siempre podemos usar el dlgebra (B.3) y la ciclicidad de la traza, de ser necesario,

para mostrar que

Tr(Tal .. Tao(an) | TU(ag+1)) — (@) Tr(T‘“ .. opacpa’(an) | Tg'(ae)) 4o

2
(B.15)
para lo cual movemos al generador T7(4) con o(a;) = a; hasta colocarlo junto a T%.
Los términos omitidos en la férmula de arriba contienen trazas de a lo sumo 2¢ + 1

generadores, que surgen del lado derecho de (B.3) y dan lugar a términos de la forma

{41 /41
[Je®)® . Vg 0<q <41, ) sq <20 (B.16)
s=1 s=1

Es facil ver que la restricciéon de arriba implica de hecho ¢» < ¢, de modo que los
términos omitidos en (B.15) no pueden comportarse como Cy(R)“*!. Junto con el caso
base de la induccién y la hipétesis (B.14), queda entonces probada nuestra aseveracién
inicial.

Un corolario importante de la demostracién anterior es que los factores de co-
lor para los diagramas tipo ladder con ¢ escalones en la representacién totalmente

simétrica con k> N > 1 son a primer orden todos iguales, y vienen dados por

2\ ¢ 2
N 1 N
Tr(Tal e TazTO'(al) P TO'(CLZ)> — dlm (Sk) (%) (1 + KE + O (E, ﬁ)) . (Bl?)

20Omitimos por brevedad la etiqueta 9 de la representacién de los coeficientes de Casimir en estas
expresiones.
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En esta expresion hemos usado (B.7) en (B.16) para ver que todos los términos
distintos a C5(Sg)* en (B.15) son subdominantes en este limite, ya que crecen a lo
sumo como k%~2. Esto es independiente de la permutacién o, confirmando de este

modo lo argumentado en (4.45).
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