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1. INTRODUCCION

El calculo y analisis del movimiento de un avion a partir de una condicion inicial de vuelo, se realiza
utilizando las ecuaciones generales de movimiento de un cuerpo en el espacio; ellas se derivan de las
Leyes de la Mecanica de Newton, las cuales expresan que la sumatoria de las fuerzas externas es
igual a la variacion de la Cantidad de Movimiento y que la sumatoria de los momentos de las fuerzas
externas es igual a la variacion del Momento Cinético, todo ello referido a un sistema de referencia
inercial (fijo en el espacio o que se mueva con una trayectoria rectilinea y velocidad constante).

Para un vehiculo aéreo en vuelo, el movimiento general como cuerpo rigido queda definido por un

movimiento de traslacion de su Centro de Masas (CG), representado por el vector 1% y por una

rotacion € alrededor de un eje arbitrario, y de alli la necesidad de conocer con suficiente exactitud la
posicion de su Centro de Gravedad que también tiene un papel fundamental en la Estabilidad y Control
del vehiculo.

Las ecuaciones de movimiento obtenidas de las Leyes de la Mecanica de Newton contienen derivadas
con respecto al tiempo de los momentos de inercia, que variaran permanentemente pues el sistema de
referencia permanece paralelo al sistema inercial. Esto introduce complicacion para la resolucion de las
ecuaciones, pues los momentos de inercia seran también una funcion de la posicion del cuerpo en el
espacio; para eliminar esta dificultad es conveniente referir las ecuaciones de movimiento en un
sistema de referencia fijo al cuerpo, el cual sera en general un sistema de referencia acelerado o no-
inercial. Las Ecuaciones de Euler se desarrollan adoptando un sistema de referencia fijo al cuerpo, de
manera que los momentos de inercia y centrifugos permanecen constantes.

La resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de un cuerpo en el
espacio, bajo la accion de las fuerzas externas que act@ian sobre €l, se puede encarar por dos caminos
diferentes, uno mediante métodos computacionales de integracion numérica, utilizando por ejemplo el
método de Runge-Kutta de 4° orden o recurriendo a métodos analiticos para su solucion. Dada la
naturaleza de las fuerzas que actan, en especial las aerodinamicas, esta ultima alternativa es de dificil
aplicacion, excepto en algunos casos especiales en los cuales se plantean hipotesis simplificativas, que
reducen el nimero de ecuaciones diferenciales simultaneas y linealizan el problema.

El Departamento de Aeronautica de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de la
Universidad Nacional de Cérdoba actualmente se encuentra en fase de implementacion de un Programa
de Simulacion de Vuelo para su Proyecto VANT, cuyo desarrollo requiere el conocimiento de las
propiedades masicas; masa, posicion del Centro de Gravedad, momentos de inercia Iy, Iy, I; y
producto de inercia Ix; del mencionado vehiculo.

En el caso de emplearse como sistema de referencia los Ejes Principales de Inercia del cuerpo, seran
necesarias las propiedades masicas de las ecuaciones correspondientes, es decir, los Momentos de
Inercia Principales. Los mismos se obtienen a partir de Ix, Iy, I ¢ Ixz.

2. METODOLOGIA

2.1. CENTRO DE GRAVEDAD, TECNICA EXPERIMENTAL PARA SU RELEVAMIENTO
LONGITUDINAL, VERTICAL y TRANSVERSAL

El Método de las Inclinaciones Sucesivas trata la determinacion de las coordenadas del Centro de
Gravedad del avion segin los ejes “X” (longitudinal) y “Z” (vertical). Mediante el mismo
procedimiento puede calcularse la coordenada “Y” del CG. Sin embargo, en este estudio se calcula el
Y ¢ planteando una ecuacion de momentos para lo cual serd necesaria la nivelacion del avion.

El Método de las Inclinaciones Sucesivas se fundamenta en la determinacion de la Ley de variacion de
la fuerza que actia sobre un punto de suspension del elemento en funcion del angulo de inclinacion,
cuando al mismo se lo hace rotar alrededor de un punto fijo. El procedimiento sigue en lineas generales
el Método de la Referencia [1], utilizado en aviones. Esta determinacion es relativamente simple y
precisa, y consiste en medir la fuerza en un Unico punto de apoyo o suspensién para sucesivos
pequeiios angulos de inclinacion (del orden de 3°) del elemento a efectos de relevar la variacion de esa
fuerza en funcion de la tangente del angulo de inclinacién para un rango de angulos comprendido entre
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5° y 15° Encontrada la variacion, la pendiente de la funcion determinada experimentalmente permite
calcular las dos coordenadas segtin los ejes “X” y “Z” del Centro de Gravedad del cuerpo analizado.

Figura 1. Sistema de referencia para el Método de las Inclinaciones Sucesivas.

2.2. PROCEDIMIENTOS EXPERIMENTALES TIiPICOS PARA DETERMINAR
MOMENTOS DE INERCIA

En este Capitulo se trata la Determinacion Experimental de los Momentos de Inercia de un VANT
mediante la aplicacion del Método del Péndulo, y se desarrollan los conceptos basicos referidos al
Movimiento Armoénico Simple, el Péndulo Compuesto y el Péndulo Bifilar. Posteriormente, se hace
referencia a los efectos de la masa de aire en la que el avidn se encuentra inmerso durante los
experimentos, y el procedimiento para evaluar estos efectos, denominado Momento de Inercia
Adicional.

El Momento de Inercia Virtual de un avion, alrededor de cualquier eje de oscilacion, esta compuesto
de tres partes distintas; el de la estructura, el del aire dentro de la estructura y el de la masa aparente
adicional de aire externo influenciada por el movimiento del avién, que se manifiesta como una
reduccion en el tiempo de oscilacion. E1 Momento de Inercia Verdadero consiste solamente en el
momento de inercia de la estructura y el del aire atrapado en su interior, y puede obtenerse como
diferencia entre el Momento de Inercia Virtual y el Momento de Inercia Adicional (Ver ecuacion
[1.2]).

El Momento de Inercia Adicional es obtenido mediante la aplicacion de los resultados experimentales
efectuados con placas de distinto alargamiento, que se detallan en el (Capitulo 5).

Es decir:

IVirt :]E +]Aire +]A
£ " dire (1.1)
IVerdadero
Al despejar:
[Verdadero = [Virt - IA (1 2)

Para obtener valores precisos de los Momentos de Inercia, en el NACA se desarrollaron aparatos y
procedimientos para adaptar en aviones y métodos de péndulo para determinacion de momentos de
inercia utilizados en pequefos cuerpos. La aplicacion de estos métodos en aviones presenta dos
dificultades importantes. La primera consiste en el desarrollo de un sistema de suspension que permita
oscilar al cuerpo suspendido unicamente alrededor de un eje concreto, y perfectamente definido. La
segunda dificultad consiste en el efecto del medio en que el experimento se lleva a cabo, un efecto
dificil de determinar a causa de la forma irregular del avion.

El proposito de este Capitulo es presentar una discusion referida a la determinacion de los Momentos
de Inercia de un Avion por el Método del Péndulo, con particular referencia al efecto del aire ambiental
y siguiendo en lineas generales el desarrollo dado en el Report NACA n° 467 de Hartley A. Soulé y
Marvel P. Miller (Referencia [2]).
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2.3. ECUACIONES BASICAS

Para un péndulo oscilante no amortiguado con pequefia amplitud en el vacio, la ecuacion de
movimiento es:

d’e
I —+b-6=0 1.3
Donde:
I, es el momento de inercia alrededor del eje de oscilacion.
b, es una constante dependiente de las dimensiones y del peso del péndulo.
0, es el desplazamiento angular del péndulo.

De la solucion de esta ecuacion, se obtiene el Periodo de oscilacion:

2z
- W (1.4)
1
Por lo tanto:
T?-b
I = 1.5

Para momentos de inercia segln el eje vertical “Z” se utiliza el “Péndulo de Torsion Tipo Bifilar”, en
tanto que para los ejes restantes se hace uso del “Péndulo Tipo Compuesto”, como se muestra en las
Figuras 2 y 3, respectivamente.

Para un Péndulo de Torsion Bifilar la constante “b” es:

WA
b= ™ (1.6)
Consecuentemente el momento de inercia resulta:
T -W- A
1:716-712-1 1.7

Siendo:
W, el peso del péndulo.
A, la distancia entre los filamentos verticales.
1, 1a longitud de los filamentos.

Eje de oscilacién

coincidente con

Figura 2.- Figura esquematica de un avion y su soporte para la determinacion del momento de inercia alrededor
del eje Z por el método del péndulo de torsion bifilar. Fuente: Reporte NACA n° 467.

Para un Péndulo Compuesto la constante “b” es:
b=W-L
Y el momento de inercia se determina con la siguiente expresion:
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WL

1
4.7’

(1.8)

Donde L es la distancia entre el CG del sistema oscilante y el eje de oscilacion.
Cuando se utiliza el péndulo compuesto, el momento de inercia alrededor de un eje que pasa a través
del CG del sistema oscilante es dado (segiin Teorema de Steiner) por la ecuacion:

(1.9)

Figura 3.- Figura esquematica de un avion y su soporte para la determinacion del momento de inercia alrededor
del eje Y por el método del péndulo compuesto. Fuente: Reporte NACA n° 467.

2.4. FLOTABILIDAD Y AIRE ATRAPADO

El peso W en las ecuaciones (1.7) y (1.9) es igual al peso verdadero del péndulo solo cuando el
movimiento oscilatorio es realizado en el vacio. En el caso practico donde el péndulo se encuentra
sumergido en un medio fluido, el aire, W es igual al peso virtual; es decir, el peso verdadero menos la
flotabilidad (empuje de Arquimedes) de la estructura:

El total de volumen encerrado dentro del recubrimiento externo del avion, con la excepcion del
volumen tomado totalmente por la estructura, es llenado con aire de la misma densidad que el aire de
alrededor. Si se hace un diagrama esquematico de cuerpo libre de un sistema material que encierra un
volumen de aire (burbuja), simil al caso del avién/soporte o soporte solo, se tiene:

‘—]\/5 + E q s6lido + EArqburbuja = sélido + })burbuja 1 10
w - g v g ( ’ )
V-p-g M-g
Es decir: W+V-p-g=M-g (1.11)
Dividiendo ambos miembros por g y reacomodando, se tiene:
w
M:E+V-p (1.12)

Debe senalarse que los valores de I, W, M y V son los valores correspondientes al “sistema
material que oscila”, ya sea que se haga oscilar el soporte solo, o el conjunto avion y soporte.
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2.5. AVION Y MECANISMOS DE SOPORTE

Anteriormente se plantearon las ecuaciones para un sistema material pendulante o péndulo. Como nos
interesan los momentos de inercia virtuales “del avion”, y dicho péndulo esta formado por “el avion y
su soporte”, se deberan realizar dos mediciones:

1°.- La primera se debe realizar para un péndulo conformado por “el avion y su soporte”;

2°.- La segunda se debe realizar para un péndulo conformado “solo por el soporte”.
De esta manera, el momento de inercia virtual “del avion” se obtiene de la diferencia entre los
resultados del conjunto “avidon/soporte” y “el soporte solo”.
Es decir que, desarrollando, la ecuacion cuando el sistema material se utiliza convertido en péndulo de
torsion bifilar es:

LW A T A

v 2 2
16-77-/ 16-77-/ (1.13)
IV Avion/ Soporte ]VSoporte
Y para el péndulo compuesto:
2 2
--w.-L T, -W,-L w
2
=t 2 e (VP Ly oM, | L
4-7° 4-7°
g (1.14)
Momento _de Momento _de o .
Inercia_Virtual Inercia_Virtual Z"er Elen UP_aLI{Z Te fotle\ft};n)
Avién/ Soporte del _Soporte —He-

La ec. (1.14) tiene dos incognitas (/, y M ,), por lo que para solucionarla se debera obtener primero

M , yluego [, . Otra opcion para resolver (1.14) es plantear dos ecuaciones para dos longitudes de

péndulo distintas.
Cabe recordar que los subindices 1 y 2 se refieren al conjunto “avidén/soporte” y “soporte solo”,
respectivamente.

2.6. ELIPSOIDE DE INERCIA

Se ha observado en la practica que los ejes principales del elipsoide casi coinciden con los ejes cuerpo
del avion. Sin embargo, para cada avion, es bueno determinar la posicion de los ejes principales del
elipsoide con respecto a los ejes cuerpo y, si hay un desplazamiento apreciable entre ellos, calcular los
momentos de inercia en torno a los ejes principales.

Como el avion es simétrico respecto al plano XZ, el eje “Y cuerpo” coincide con el eje principal Y; y
solo es necesario determinar la posicion de los ejes principales en el plano XZ. La orientacion de los
ejes principales en el plano XZ se encuentra mediante la determinacion del momento de inercia

respecto a un tercer eje [ en este plano en un dngulo & conocido (arbitrario) de los ejes cuerpo. Con

estos datos, y en base a lo visto en el Capitulo 2.9 a 2.13 de la referencia [3], el producto de inercia /
puede ser calculado por la formula:
I, 'COSZ(K')+ I, -senz(lc)—IX1

I_= 1.15
= sen(2- k) (1.15)

Donde:
I, es el momento de inercia alrededor del eje X cuerpo.

1, , es el momento de inercia alrededor del eje Z cuerpo.
1 x, » s el momento de inercia respecto de un tercer eje arbitrario (el eje X;) en el plano XZ.

K, es el angulo entre el eje X cuerpo y el gje arbitrario X (en el plano de simetria XZ).
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El 4ngulo x entre el eje X cuerpo y el eje principal X puede ser obtenido como:

K =g 2l (1.16)
RN VS

La direccion del restante eje principal Z es: K, +90° .

Los momentos de inercia principales se encuentran sustituyendo las direcciones de los ejes principales
en la ecuacion (1.17).

IL=a’ 1, +p 1, +y1,-20B-1 -2ay-1_-2By-I, (1.17)

2.7. DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL EFECTO DE MASA ADICIONAL DE
PLACAS

A continuacion se revisa brevemente la teoria como una introduccion a los trabajos experimentales.
Mediciones numéricas del efecto de masa adicional se obtienen a partir de una consideracion del
impulso impartido al aire por las placas moviles. Para una placa plana delgada de envergadura infinita
en movimiento en un fluido perfecto a velocidad constante a lo largo de la normal a su superficie, el
impulso impartido al aire por unidad de envergadura esta dado por la teoria aerodinamica como:

p-ctrV
4

Para placas de envergadura finita, esta expresion debe ser corregida por medio de la introduccion de
coeficientes cuyos valores dependen de las dimensiones de la placa. La masa adicional para una placa
de envergadura b se determina a partir de la ecuacion de cantidad de movimiento:

(1.18)

2
ma-V:kﬂpc b-V
4
De modo que
2
mazk 4 'Z c”-b (1.19)

Donde k es el coeficiente de masa adicional.
De manera similar, el momento adicional de inercia para una rotacién sobre la cuerda, en la
semienvergadura, de una placa de envergadura b se determina a partir de la ecuacion de momento
angular (o momento cinético):

2

’ 2 3
[a.a):ma.a.a):k 4 p ¢ b 7))

48

De modo que
Kezep-ctb

]a
48

(1.20)

Donde k’ es el coeficiente de momento adicional de inercia.

Los coeficientes k y k’ son funciones de la relacion envergadura-cuerda b/c.

Para la rotacion alrededor de un eje en el plano de la placa y paralelo a la cuerda, a una distancia “1” de
la semienvergadura, la ecuacion (1.20) se convierte en:

lzzk;/c-ﬂ-p-cz-b3 +k-7[-,0-62~b'12
48 4

l,=1+m, - (1.21)
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Asimismo, para rotacion alrededor de un eje en el plano de la placa y paralela a la envergadura, a una
distancia “1” de mitad de cuerda, el momento adicional de inercia alrededor del eje de rotacion es:

Fooor-p-b:-c3 m-0-c2-b-1?
IaZ=Ia+ma-12=C”’7['0 C+k7rpc b-1l

48 4

(1.22)

Donde k' es el coeficiente del momento de inercia adicional que se aplica a la relacion ¢/b. Donde ¢/b
es suficientemente pequefia, el primer término de esta expresion puede despreciarse de modo que la
ecuacion (1.22) se puede aproximar como:

, k-m-p-ctb-I
l,=m -I"= 2

Los valores “experimentales” de los coeficientes k y k” se obtienen a partir de la determinacion de m, e
I, que generalmente se obtienen mediante el balanceo de placas planas en un medio fluido.

Los valores de los coeficientes k y k’ utilizados en esta determinacion se obtienen de los graficos
experimentales presentados en la referencia [2], los mismos pueden verse en las Figuras 4 y 5.

(1.23)

1 T 1 ] 1 I 1 ] 1 i B
iEl—a —— Alemania (#2307 (referencia Ioju_. }__.l
a—-—= = (1837)( “ 14) | |
T, M [Hfgﬁfi’( laca cubi ) Jadol
=] " -
o p (% dpsima el |
I B Britinica (referencia 11) |
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= ; T
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bfe

Figura 4.- Coeficiente de masa adicional para placas rectangulares y elipticas.
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Figura 5.- Coeficiente de momento adicional de inercia para placas rectangulares.
2.8. MASA ADICIONAL DE UN AVION

A seguir, se determinara la Masa Adicional de un avion segun el eje cuerpo X. Para este caso, se
puede considerar que la contribucion esta dada por el aporte del fuselaje y del empenaje vertical; donde
se ha considerado que las proyecciones, en el plano XZ, del ala y del empenaje horizontal estan
contempladas dentro de la proyeccion del fuselaje.

El fuselaje con su eje caracteristico aproximadamente coincidente con el eje cuerpo X, una longitud by
y “altura” cg, contribuye en una cantidad:

k,-p-c;-mb,
4

En el caso de variacion de seccion del fuselaje, se puede dividir el fuselaje en secciones y sumar el
aporte de cada una de estas.
El empenaje vertical contribuye en la cantidad dada por:

kev.p.cjv.ﬂ-.bev
4

De esta manera, la masa adicional del avion, balanceado alrededor del eje cuerpo X, resulta de la suma
de (1.24) y (1.25).

Para la determinacion de la Masa Adicional de un avion segun el eje cuerpo Y se procede de forma
similar. Mientras que, para el eje cuerpo Z no hace falta determinar la respectiva Masa Adicional, ya
que se utiliza un péndulo bifilar.

(1.24)

(1.25)

2.9. MOMENTO DE INERCIA ADICIONAL DE UN AVION

En la aplicacion de las expresiones generales para los momentos de inercia adicionales de placas planas
(Ecuaciones (1.21) y (1.22)) para el avion, las partes principales del avion se consideran en forma
independiente sobre la base de su area proyectada en los planos XY, XZ ¢ YZ. Asi, en la determinacion
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del Momento de Inercia Adicional del Avidn alrededor del eje cuerpo X, se puede considerar que la
contribucion esta dada por el aporte del ala, del empenaje horizontal, del empenaje vertical y del
fuselaje.

El ala contiene en su plano de simetria el eje cuerpo X, y siendo ¢, su cuerda media y b, su
envergadura, contribuye en una cantidad:

ky m-poce b,
“i 48

donde C 4, es el coeficiente de correccion por ahusamiento del ala (Referencia [2]).

(1.26)

El empenaje horizontal también contiene en su plano de simetria el eje cuerpo X, y siendo ¢, su cuerda
media y b, su envergadura, contribuye en una cantidad'

kb/c T-p- C bjh
o 48

Aqui, C 4,, €s el coeficiente de correccion por ahusamiento del empenaje horizontal (Referencia [2]).

(1.27)

El empenaje vertical contribuye en la cantidad dada por:

kf’)/c .ﬂ-'p'cezv .be3v +k'7z'p'ce2v 'bev .lz
48 4

(1.28)

Donde [ es la distancia, en el plano XZ, del eje cuerpo X al CG del empenaje vertical.

CG del emp. vert. _le

e v |

--.-""'“*- ;o ,I'I i

I i =

Eje X cuerpo.

Fg ——:‘f* e

Figura 6.- Distancia “1”, a considerar en el aporte del empenaje vertical.

El fuselaje con su eje caracteristico aproximadamente coincidente con el eje cuerpo X, una longitud by
y “altura” cg, contribuye en una cantidad:

k., - p- bf cf
48

De esta manera, el momento de inercia adicional del avion, alrededor del eje cuerpo X, resulta de la
suma de (1.26), (1.27), (1.28) y (1.29).
De la misma forma, se aplica un tratamiento similar al eje cuerpo Y y al eje cuerpo Z.

(1.29)

2.10. INCERTIDUMBRE EN LOS RESULTADOS

La forma de definir y expresar la incertidumbre que se va a exponer no es la tUnica. Lo que si esta
generalmente asumido es que un método de expresar la incertidumbre es mejor que ninguno, siempre y
cuando se especifique la técnica empleada.

En la mayor parte de los experimentos, las magnitudes medidas se utilizan para calcular otras
variables. Los resultados finales tendran un grado de fiabilidad que depende de la incertidumbre de las
medidas y de los calculos realizados. El proceso de calculo de la incertidumbre del resultado es lo que
se llama propagacion.

10
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Supodngase un resultado R que va a ser calculado a partir de una serie de variables x;:

R=f(x,x,.,x,) (1.30)
Diferenciando, se tiene:
a’R:a— dx, + oR -dx2+...+a—R-dxn (1.31)
ox, ox, ox,

Donde se observa cual es la influencia de las variaciones de una variable en el resultado.
Segtin Kline & McClintock (1953), una forma posible de combinar las incertidumbres es:

A(R) = gR -A(x))| + A( )|+ +aa—R A(x,) (1.32)

2 n

y esta es la forma que se utiliza en el presente trabajo para analizar la incertidumbre de los resultados
obtenidos, donde A(...) indica incertidumbre.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente Tabla 1. Se informan los valores de
incertidumbre obtenidos seglin el respectivo método utilizado. En la Figura 7 se presenta la posicion
del CG del VANT aDAX-M2, referencia [6]. Es importante aclarar que la posicion X obtenida se
presenta bastante atrasada en comparacion con valores convencionales; esto se debe a que el modelo
aDAX-M2 presenta una variacion respecto del modelo original, teniendo el tren de aterrizaje en una
posicion mas atrasada.

Por otro lado, pueden verse las filmaciones de ensayos realizados al avion aDAX-M2 en los siguientes
enlaces web:

- Momento de Inercia Ix: http://www.youtube.com/watch?v=xtgGhst5xXM

- Momento de Inercia ly: http://www.youtube.com/watch?v=dgKYreBsqzQ

- Momento de Inercia Iz: http://www.youtube.com/watch?v=Ws2p0Je7qh4

Figura 7.- Posicion del CG del avion aDAX-M2, en mm.
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Tabla 1. Propiedades masicas del VANT aDAX-M?2.

Centro de Gravedad
Valor Incertidumbre (A)
[mm] [mm]
Xca (37,?;3302)2111) +£2,36
15,22
Yo | (4,89 %cam) L83
ZLea (1035 "’iiam) 4,03
Momentos de Inercia (Ejes Cuerpo)
Valor Incertidumbre (A)
[Kg.m’] [Kg.m’]
Ix 3,299 +0,145
Iy 2,727 +0,134
1z 7,582 +0,097
Momentos de Inercia Principales
Valor Incertidumbre (A)
[Kg.m’] [Kg.m’|
Ix; 3,248 +0,177
Iy, 2,727 +0,134
| P 7,433 +0,176
Radios de Inercia
Valor Incertidumbre (A)
[m] [m]
R, 0,531 +0,012
Ry 0,483 +0,012
R;, 0,805 +0,005
Rig 0,527 +0,014
Riyi 0,483 +0,012
Rix 0,797 +0,010

4. CONCLUSIONES

El disefio, construccion y puesta a punto de dispositivos y un procedimiento destinado a obtener
experimentalmente las propiedades masicas de un VANT basado en la técnica del péndulo ha sido
presentado. Su aplicacion al VANT aDAX-M2 ha permitido determinar sus propiedades masicas,
dentro de los niveles de incertidumbre experimental informados, para su utilizacion en el Programa de
Simulacion de Vuelo del Proyecto VANT aDAX de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales de la Universidad Nacional de Cordoba.

La técnica experimental es completamente general, y puede aplicarse a cualquier vehiculo aéreo de
dimensiones similares al ensayado.
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