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Capitulo 1

Introduccion

Un grafo es de comparabilidad si existe una orientacion transitiva E de sus aristas.
Un grafo de comparabilidad admite, en general, distintas orientaciones transitivas de
sus aristas. Cada una de estas orientaciones define un poset: una relaciéon de orden

(reflexiva, antisimétrica y transitiva) <z en Vi de modo que

u<pv < u=v V mEE

Dado un poset P = (X, <), se dice que una familia de conjuntos F = (F});cs es un
modelo por contencién de P si existe una funcion f : I — X biyectiva tal que para

todo 7 y 7 en [ se verifica que

Fy C Fy < f(i) < f()).

Todo poset, y en consecuencia todo grafo de comparabilidad, puede ser modelado por
contencién. Distintas subclases de la clase de los grafos de comparabilidad han sido
caracterizadas imponiendo condiciones geométricas a los conjuntos utilizados en los
modelos por contencién: ellos pueden ser intervalos de la recta real, regiones angulares

en el plano, d-cajas en el espacio R", d-esferas en el espacio R" 7, 13, 23, 25]. En [13],



se ha probado que cada grafo de comparabilidad admite un modelo por contencién
usando subdrboles de una estrella (un arbol con un unico vértice con grado mayor
que uno).

Los grafos que admiten un modelo por contencién de intervalos de la recta real, o
grafos C'I, han sido ampliamente estudiados y caracterizados de diferentes maneras.
Uno de los primeros trabajos sobre esta clase de grafos fue el realizado por Dushnik
y Miller [6], quienes demostraron que un grafo G es CI si y solamente si G y su grafo
complemento son grafos de comparabilidad.

Los grafos C'I han sido generalizados de diversas maneras. Una de esas generaliza-
ciones es la clase de grafos que admiten un modelo por contencién que asigna a los
vértices caminos de un drbol, o brevemente modelo C'PT' (Containmen of Paths in a
Tree).

La mayor parte de este trabajo estd dedicado al estudio de aquellos grafos de com-
parabilidad y de aquellos posets que admiten un modelo C'PT. Spinrad en [19] y
Golumbic en [12] se preguntan sobre las propiedades de la clase de grafos CPT y
proponen el estudio de la misma.

Esta Tesis esta organizada de la siguiente forma:

En el Capitulo 2, presentamos las definiciones bésicas sobre grafos, posets y grafos de
comparabilidad. También mostramos la relacion existente entre grafos de comparabi-
lidad, posets y modelos de contencién.

En el Capitulo 3, caracterizamos a los vértices extremos de los grafos CI, es decir,
aquellos vértices que pueden ocupar un extremo de una representacion C'I, usan-
do una familia auto-complementaria de subgrafos inducidos prohibidos. Ademas, los
grafos homogéneamente representables (todos sus vértices son vértices extremos) son
caracterizados por una familia simple de subgrafos inducidos prohibidos.

En el Capitulo 4, presentamos una condicién necesaria para que un poset sea C'PT'.

A partir de ella describimos una familia de subposets prohibidos para la clase C'PT.



También mostramos ejemplos de posets que no son C'PT aun cuando satisfacen la con-
dicién necesaria. A continuacion introducimos las definiciones de posets fuertemente-
CPT y dualmente-C'PT'. En la tltima seccién de este capitulo mostramos resultados
relacionados con la dimension de los posets C'PT. Respondemos negativamente la
pregunta sobre la dimensién de los grafos C'PT que realizé Spinrad en [19].

En el Capitulo 5, demostramos que en la clase de los posets split la condicién ne-
cesaria para ser un poset C'PT dada en el Capitulo 4 es también suficiente. Como
consecuencia obtenemos una caracterizacion por subposets prohibidos de los posets
split CPT. Ademéas mostramos que, en la clase de posets split, las clases de posets
fuertemente-C' PT' y dualmente-C'PT son coincidentes y las caracterizamos por sub-
posets prohibidos. Por otra parte, caracterizamos por subgrafos inducidos prohibidos
a la clase de grafos split fuertemente-C' PT', la cual concide con la clase de grafos split
dualmente-C'PT'.

En el Capitulo 6, estudiamos a los posets k-tree que admiten un modelo por contencién
de caminos en un arbol. Mostramos que en dicha clase la condicién necesaria para ser
poset C'PT es también suficiente. Obtenemos también una caracterizacion por subpo-
sets prohibidos de la clase de posets k-tree C'PT', de las clases k-tree fuertemente-C' PT
y k-tree dualmente-C'PT y presentamos una caracterizacién por subgrafos inducidos
prohibidos de la clase de grafos k-tree fuertemente-C' PT'y k-tree dualmente-C'PT'.

Finalmente, en el Capitulo 7, damos algunas conclusiones.



Capitulo 2

Preliminares

En este Capitulo presentamos las definiciones basicas, la notacién y los resultados
generales sobre grafos y conjuntos parcialmente ordenados que seran utilizados en el
desarrollo de este trabajo. En general, las definiciones y la notacién que adoptamos
son consideradas estandar tanto en la Teorfa de Ordenes como en la Teorfa de Grafos.

Como referencia se citan los libros de W. Trotter [23] y de J. Bondy y U. Murty [4].

2.1. Grafos

Un grafo simple G es un par (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto finito
no vacio, cuyos elementos se llaman vértices de G y, E(G) es un conjunto cuyos
elementos son subconjuntos de dos elementos de V(G). Los elementos de E(G) se
llaman aristas de G. Si e = {z,y} es una arista, se notard zy, siendo x e y los
vértices extremos de e. Una arista e es incidente en un vértice x si x es un
vértice extremo de e. El grado de un vértice es la cantidad de aristas incidentes
en él. El vértice z es adyacente a y si xy es una arista de G; en este caso también

decimos que x e y son vecinos en (G, y escribimos x ~ y.



El vecindario abierto de un vértice v, o N(v) es el conjunto de los vértices adyacen-
tesav. Es decir, N(v) = {z € V(G) : 2v € E(G)}. El vecindario cerrado del vértice
v se define por N[v] = N(v) U {v}. Un vértice v es universal cuando N[v] = V(G).
Los vértices x, y € V(G) son gemelos si son adyacentes y N(z) = N(y); y son falsos
gemelos si no son adyacentes y N(z) = N(y).

Diremos que dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién f : V(G) —
V(H) tal que zy € E(G) siy solosi f(x)f(y) € E(H).

Un grafo H es un subgrafo de G si V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Si V' es un
subconjunto no vacio de V(G), entonces el subgrafo de G inducido por V' es el
subgrafo H con V(H) = V' y E(H) igual al conjunto de aristas de G que tienen
ambos extremos en V'. El subgrafo inducido por V' es denotado por G[V'] y también
solemos decir que G tiene al grafo G[V'] como subgrafo inducido. Si V' C V(G),
G — V' es el grafo que se obtiene quitando a G los vértices pertenecientes a V' y las
aristas incidentes en estos vértices. En otras palabras, G — V' es el subgrafo de G
inducido por el conjunto V(G) — V', es decir, G — V' = G[V(G) — V']. Siv € V(G),
denotaremos por G — v al subgrafo inducido por V(G) — {v}.

Un camino de G es una sucesion finita [vg, vy, . . ., vx] de vértices de G distintos entre
si tal que, para todo i, 1 < ¢ < k, v;_jv; € E(G). Un vértices de grado uno en un
camino se llama vértice extremo del camino. Se dice que k es la longitud del
camino y que éste conecta o une los vértices vy y v5. Un camino cerrado o ciclo
en G es una sucesién finita [vy, ..., vk, vp41]| de vértices de G' con v; # v, para i # j
et,j €{1,...,k} y v1 = vgs1 tal que, para todo i, 1 <i <k —1, v;_1v; € E(G) y,
ademds, vyv; € E(G). La longitud del ciclo es k. Una cuerda de un camino o en
un ciclo es una arista entre dos vértices no consecutivos.

Un grafo es cordal si todo ciclo en G con al menos cuatro vértices tiene una cuerda.
Un grafo G se dice conexo si para cualquier par de vértices distintos de G existe

un camino que los conecta. Una componente conexa de GG es un subgrafo conexo



maximal de GG. En este trabajo se usaran grafos conexos salvo que se diga lo contrario.
Un arbol T es un grafo conexo sin ciclos. Una hoja o vértice colgante de T es
un vértice de grado uno. Una arista de T es pendiente si uno de sus extremos es
una hoja de T'. Una estrella es un arbol de n vértices con un unico vértice de grado
mayor que uno, el cual recibe el nombre de centro de la estrella.

Un grafo completo de n vértices tiene todos sus vértices adyacentes entre si. Excepto
isomorfismos, existe un tnico grafo completo con n vértices. Tal grafo se denota por
K,. Si G es un grafo, un completo de G es un conjunto de vértices que induce
un subgrafo completo. Un clique de G es un completo maximal con respecto a la
inclusién. Un conjunto de vértices no adyacentes de a pares es llamado conjunto
estable.

El grafo complemento de G, denotado por G, es un grafo cuyo conjunto de vértices
es V(G) y tal que 2y € E(G) siy solo si xy ¢ E(G). Observar que K es un completo
de G si y solo si K es un conjunto estable de G.

Sea F una familia de grafos. Diremos que un grafo GG es F-libre si ningiin subgrafo
inducido de G es isomorfo a un miembro de la familia F. Una clase de grafos A es
F-libre si todos los grafos perteneciente a la clase lo son. En este caso, los miembros
de F se dicen subgrafos inducidos prohibidos para A. Se dice que H es subgrafo
prohibido minimal para la clase A cuando H es un subgrafo prohibido para A y
H —v € A para todov € V(H).

Un grafo G = (V, E)) es un grafo de permutacidn si existen dos permutaciones oy,
o9 sobre V = {1,2,...,n} tales que dos vértices x, y de V' son adyacentes si y sélo si
o1(z) < o1(y) y o2(y) < oa(2).

Un médulo (o conjunto homogéneo) en un grafo G es un conjunto M C V(G) tal
que para todo z,y € M yv € V(G)— M, zv € E(G) si y solamente si yv € F(G). En
otras palabras, los vértices de M son indistinguibles para cada vértice fuera de M.

Los conjuntos M = {z}, paraxz € V(G), M =0 y M = V(G) son médulos de G y se



los llama moédulos triviales de G. Se dice que G es un grafo primo si sus tnicos

modulos son los triviales.

2.2. Posets

Un conjunto parcialmente ordenado o poset es un par P = (X, P) donde X
es un conjunto finito, llamado conjunto de elementos (o vértices), y P es un
orden parcial en X, es decir, una relacién binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva
definida en X. Se escribe x < y en P cuando (z,y) € P; y ¢ < y en P cuando
(x,y) e Pyx#y.Siz <yoy <z decimos que x e y son comparables en P y lo
denotamos z_Ly. Si x e y son dos elementos distintos que no son comparables en P,
diremos que son incomparables en P y notaremos z || y. El elemento = es cubierto
por y en P, denotado por x <: y en P, cuando x < y y no existe un elemento z € X
parael cual x < zy 2z < y.

Un poset P = (X, P) con una cantidad finita de elementos puede representarse me-
diante un diagrama de Hasse: a cada elemento de X se le asigna un punto del
plano de forma tal que si, x < y, el punto correspondiente a x esta por debajo del
punto correspondiente a y. Luego, dos puntos se unen con una linea si x <: y.

Un conjunto C' C X es una cadena en un poset P si cualesquiera dos vértices de C
son comparables en P. Sea C' una cadena de un poset P tal que no existe otra cadena
en P que tenga a C' como subconjunto propio; entonces C' es una cadena maximal
en P. La altura de P, que denotamos como h(P), es el maximo entero h para el cual
existe una cadena de h elementos en P.

Si z € X, su conjunto descendente en P, denotado D(z), y su conjunto ascen-
dente en P, denotado U(z),son {z € X : & < z} y {x € X : 2 < 2}, respectivamente.
Definimos D[z] = D(z) U{z} y Ulz] = U(z) U {z}. Usaremos la notaciéon Dp(z) (o

Up(z)) cuando sea necesario especificar el poset que estamos utilizando.



Decimos que z es un elemento minimal de P cuando D(z) = ). Cuando U(z) = ()
decimos que z es un elemento maximal de P. Un elemento = es maximo (minimo)
en P si D[z] = X (U(z) = X). Dos elementos z e y del poset se dicen gemelos sin
son comparables y D(x) UU(z) = D(y) UU(y). Y se dicen falsos gemelos si son
incomparables y D(z) UU(z) = D(y) UU(y), lo cual ocurre si y solo si D(z) = D(y)
y U(z) = U(y).

El dual de P, denotado por P¢, es el poset (X, P%) de modo que P? se define en la
forma: z < y en P? si y solo si y < x en P.

La restriccién de P a un subconjunto Y de X se denota P(Y'). Llamaremos P(Y)
al subposet (Y, P(Y)) de P. Por simplicidad indicaremos P — Y para referirnos al
subposet P(X —Y'). Cuando Y = {y}, escribiremos P — y en lugar de P — {y}.

Un orden parcial P es un orden total (u orden lineal) si para todo x,y € X se
verifica que x <y en P oy < x en P. Sea P = (X, P) un poset; un orden lineal L
sobre X es llamado extension lineal de P si P C L, es decir, si x < y en P implica
x <y en L. Es sabido que todo poset P = (P, X) tiene una extension lineal [20]. Mds
aun, si = || y en P entonces existen dos extensiones lineales L; y Lo tales que x < y
en Ly ey <xen L.

La dimensién de un poset P, denotada por dim(P), es el menor entero positivo k
para el cual existen L1, Lo, ..., L; extensiones lineales de P tales que P = ﬂle L;.
Un poset P = (X, P) se dice t-irreducible, para algin t > 2, si dim(P) = t, y
dim(P(Y)) < t para todo subconjunto propio Y C X.

Diremos que el poset P es conexo si para todo z,y € X con xr # y existe una

secuencia finita x = xg, 21, ..., 2, = y de elementos de X tal que z; Lx;,; en P para
1=1,2,...,n—1. Salvo que se especifique lo contrario, siempre consideraremos posets
CONExos.

Los posets P = (X, P) y Q = (Y, Q) son isomorfos, y se escribe P = Q, si existe

una biyeccién f: X — Y tal que x; < x5 en P si y solamente si f(z1) < f(z2) en Q.
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Figura 2.1: Diagrama de Hasse de la corona con cuatro elementos y de la corona con
2(n + 3) elementos, con n > 0.
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Diremos que f es un isomorfismo de P a Q.

Un poset P = (X, P) es aciclico (o sin ciclos) si no tiene como subposets a ninguno
de los poset descriptos en la Figura 2.1. Los posets de dicha figura son llamamos
coronas. Observar que toda corona tiene al menos cuatro vértices.

Sea F una familia de posets. Diremos que un poset P es F-libre si ningin subposet
de F es isomorfo a un miembro de la familia F. Una clase de posets A es F-libre
si todos los posets de la clase lo son. Como en el caso de los grafos, los miembros
de la familia F se dicen subposets prohibidos para la clase A. Y son prohibidos
minimales si removiendo cualquiera de sus vértices se obtiene un poset perteneciente
a la clase A.

Resulta que los posets aciclicos son los posets corona-libre.

2.3. Grafos de comparabilidad, posets y modelos
por contencion

El grafo de comparabilidad Gp de un poset P es el grafo simple cuyo conjunto de
vértices es V(Gp) = X y cuyo conjunto de aristas es E(Gp) = {xy : xLy}. Diremos
que dos posets son asociados si sus grafos de comparabilidad son isomorfos. En [22],

Trotter et al. probaron el siguiente resultado que permite definir la dimensién de



un grafo de comparabilidad G como la dimension de cualquier poset P tal que

G - GP.
Teorema 2.3.1. Si P y P’ son posets asociados entonces dim(P) = dim(P’)

Un grafo G es un grafo de comparabilidad si existe algin poset P tal que G = Gp.
Una orientacién E(G) (o simplemente E) de G es la asignacion a cada arista zy €
E(G) de una de las dos direcciones posibles, 73 o y&. La orientaciéon que a cada
arista de G le asigna la orientacién opuesta a la dada por E se le dice orientacién
contraria a E. Un vértice v de G es un sumidero (una fuente) en EsiazheE
(v € E) para todo z € N(v).

Se dice que E es una orientacién transitiva de G si Ty € Ee Yz € E implican
7% € E. Es claro que si E es una orientacién transitiva entonces su orientacién
contraria también lo es. Por otra parte, v es un sumidero (fuente) en E siy solo si es
fuente (sumidero) en la orientacién contraria a E.

Los grafos cuyas aristas pueden ser orientadas transitivamente son exactamente los
grafos de comparabilidad [9].

Dada una orientacién transitiva £ de un grafo G = (V. E), se denota Pz al poset
(V, Pg) donde x < y en Pz siysolosizj € E. Es claro que el grafo de comparabilidad
de P es G, y de esta manera, las orientaciones transitivas de G' estdn en una co-
rrespondencia biyectiva con los posets cuyos grafos de comparabilidad son isomorfos
aG.

Sea E una orientacién transitiva de G = (V,E). Si ay, 2w € E y yw ¢ E, la
orientacién de una de las aristas fuerza la orientacién de la otra. Es decir, 7, v € E
0 YT, wr € E. Como consecuencia de esta observacién surge la definicién de la relacién

I definida sobre el conjunto de aristas de G' de la siguiente forma [11]:

10



xzz¢ E ey=wo
ryl'zw <

ywé¢ E yxr=z

Esta relacién binaria I' es reflexiva y simétrica, siendo su clausura transitiva una
relacion de equivalencia sobre las aristas de GG. Las clases de esta relacién se llaman
clases de implicancia. Observar que si GG es un grafo de comparabilidad y E una
orientacién transitiva, la orientaciéon de una de sus aristas nos permite conocer la
orientaciéon de las restantes aristas de la clase.

Diremos que un grafo de comparabilidad G es UPO (Uniquely Partially Orderable)
si G = Gp = Gq implica que P~ Q o P~ Q%

Proposicién 2.3.2. ([11]) Sea G un grafo de comparabilidad. G es UPO si y solo si

G tiene una unica clase de implicacia.

Gallai proporciond la siguiente caracterizacién de los grafos de comparabilidad por

una familia de subgrafos inducidos prohibidos minimales.

Teorema 2.3.3 ([8]). Un grafo es un grafo de comparabilidad si y solamente si
ninguno de sus subgrafos inducidos es isomorfo a un grafo en la Figura 2.3 o al

complemento de un grafo en la Figura 2.4.

Un modelo por contencién Mp de un poset P = (X, P) asigna a cada elemento
r € X un conjunto M, de manera que z < y en P si y solo si M, es subconjunto
propio de M,, es decir:

r <yenP & M, C M,.
Decimos que un modelo es inyectivo cuando dos elementos distintos no tienen asig-
nado el mismo conjunto.

Notar que siempre podemos obtener un modelo por contencién de un poset P =

(X, P) asignando a cada elemento x su conjunto descendente cerrado D [x].

11



Modelo de contencién de P

E(G)

[

subestrella inducida por 52c

—_——— subestrella inducida por 64321c

subestrella inducida por 321c

subestrella inducida por 1, 2 0 6

Figura 2.2: G es un grafo de comparabilidad y P es un poset tal que G = Gp.
Entonces, G admite un modelo (M, )S_, por contencién de subestrellas de una estrella
talque z <yen P & 2y € E(G) & M, C M,.
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n>2

1 2 T o 1 2 2n+1
n>2 n>1

Figura 2.3: Estos grafos junto con los complementos de los grafos de la Figura 2.4
constituyen la familia de subgrafos inducidos prohibidos minimales para los grafos de
comparabilidad

Un modelo por contencién Mg de un grafo G asigna a cada vértice v € V(G) un
conjunto M, de manera que v es adyacente a w en G si y solo si M, es un subconjunto
propio de M,, o M, es subconjunto propio de M,.

Observar que si (M, ).ex es un modelo por contencién de un poset P entonces es
un modelo por contencion del grafo de comparabilidad Gp, y mas aun, el modelo
determina una orientacién transitiva E de Gp tal que Pz = P.

Reciprocamente, un modelo por contencién (M,),cv(q) de un grafo G determina
una orientacién transitiva £ de G y, consecuentemente, un poset P z. Es claro que
(My)vev(c) es también un modelo por contencién de este poset.

Resulta que un grafo admite un modelo por contencion si y solo si es de comparabi-
lidad. Mds atn, M. Golombic y E. Scheinerman demostraron en [13] que un grafo G
es de comparabilidad si y solo si G admite un modelo por contencién en el cual los
conjuntos son subestrellas de una estrella.

En la Figura 2.2 podemos ver un el diagrama de Hasse de un poset junto con su grafo
de comparabilidad orientado y un modelo por contencién, donde a cada elemento
x € {1,2,3,4,5,6} del poset se le asigna una subestrella de una estrella con seis

hojas.
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1 2 n>2 n

L2 n > 2 n L2 n>2 n

Figura 2.4: Los complementos de estos grafos juntos con los grafos de la Figura 2.3
constituyen la familia de subgrafos inducidos prohibidos minimales para los grafos de
comparabilidad
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En [6], fue demostrado que dim(P) < 2 si y solamente si P admite un modelo por
contencién en el cual los conjuntos son intervalos de la recta real. Por lo tanto, los
posets con dimensién a lo sumo 2 también aparecen en la literatura como orde-
nes de contencién de intervalos, o simplemente C'I para abreviar. Los grafos de
comparabilidad de los ordenes de contencion de intervalos, o grafos CI, han sido

caracterizados de diferentes maneras.
Teorema 2.3.4 ([6], [17]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. G es un grafo C1I.
2. Eziste un poset P con dim(P) < 2 tal que G = Gp.
3. G y G son grafos de comparabilidad.
4. G es un grafo de permutacion.
Una consecuencia del teorema anterior y del Teorema 2.3.1 es la siguiente.

Observacion 2.3.5. Sean P y P’ posets asociados. Entonces, P es un poset CI siy
solo si P’ es un poset CI. En particular, P es un poset CI si y solo si P4 es un poset

ClI.

La caracterizacién de los posets de dimension a lo sumo 2 mediante una familia de

subposets prohibidos fue obtenida independientemente por Kelly y por Trotter-Moore.

Teorema 2.3.6 ([15] [21]). Un poset es CI si y solo si ninguno de sus subposets es
isomorfo a alguno de los posets descrito en las Figuras 2.5 y 2.6 ni a sus respectivos

duales.

Es claro, como consecuencia del Teorema 2.3.4 y el hecho de que al remover un vértice

cualquiera de un poset su dimensién disminuye en a lo sumo uno [23], que los subposets
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Figura 2.5: Estos posets y los posets de la Figura 2.6 junto con los correspondientes
duales constituyen la familia de posets 3-irreducibles.
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Figura 2.6: Estos posets y los posets de la Figura 2.5 junto con los correspondientes
duales constituyen la familia de posets 3-irreducibles.
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prohibidos para posets C'I descritos en las Figuras 2.5 y 2.6 son exactamente los posets
3-irreducibles.

Un conjunto M C X es un médulo de P = (X, P) si M es médulo de Gp. Entonces,
para todo z, y € M yv € X — M se cumple que x 1. v en P siysolosiy L ven
P. Mas aun, z < v en P si y solo sf y < v en P. Los mddulos triviales de Gp, (), X
y {x} con z € X, también son los médulos triviales de P. Un poset se dice que es
primo (o indescomponible) si todos sus médulos son triviales. En caso contrario,

se dice que él es descomponible.

Proposicién 2.3.7 ([23]). Sea P un poset t-irreducible para algin t > 2. Entonces

P es primo.

El siguiente teorema dice que si un poset es primo su grafo de comparabilidad es

UPO.

Teorema 2.3.8 ([8]). Sea P un poset primo. Si P' es un poset asociado a P entonces

P' =P o P' =P

Corolario 2.3.9. Sea S un subposet de un poset P y sea P’ un poset asociado a P.

Se cumple que,
1. Si P es primo entonces S o S¢ es un subposet de P’.

2. Si' S es primo entonces S o S es un subposet de P’.
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Capitulo 3

Vértices extremos de grafos CI1

En este Capitulo, describimos los vértices extremos de los grafos que admiten un
modelo por contencion de intervalos, es decir los grafos C'I, usando una familia auto-
complementaria de subgrafos inducidos prohibidos. Ademds, caracterizamos a los gra-
fos C'I homogéneamente representables (todos sus vértices son vértices extremos) por

subgrafos inducidos prohibidos.

3.1. Caracterizacion de vértices extremos

Recordemos que un grafo G es un grafo C'I si existe una colecciéon de intervalos
(Iy)vev(a) de la recta real, a la cual llamaremos modelo o representacién CI de G

satisfaciendo que
wekb<sI1,Ccl,ol,Cl,

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que los intervalos de un modelo CI son
cerrados, tienen longitud positiva y dos intervalos distintos no tienen un extremo

comiin [11, 19, 23).
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En adelante llamaremos [, y r, a los extremos izquierdo y derecho del intervalo I, res-
pectivamente. Un vértice z € V(G) se dice vértice extremo de la representacién
sil, <, para todov € V —{v} or, <r, para todov € V — {v}.

Un vértice se dice vértice extremo de G si es vértice extremo de alguna represen-
tacién CI de G y se dice sumidero de G (fuente de G) si es sumidero (fuente) en
alguna orientacién transitiva de G.

Observar que un vértice es una fuente de G si y solo si es un sumidero de G.

Olariu y Gimbel, casi simultaneamente, obtuvieron una caracterizacion de los vértices
sumideros en términos de subgrafos inducidos prohibidos, la cual citamos a continua-

cién.

Teorema 3.1.1. ([10, 16]) Sea G un grafo de comparabilidad. Un vértice v de G es
un sumidero si y solamente st G no contiene a ninguno de los siguientes grafos: A,
B, C, Doxy1 con k > 2, E,, con n >3, como subgrafo inducido con v como vértice

destacado ver Figura 3.1.

Cada representacion C'I de G induce naturalmente una orientacion transitiva de las
aristas: la arista vw se orienta de v hacia w si I, es un subintervalo propio de I,
y de w hacia v en caso contrario. Es claro que el intervalo correspondiente a un
vértice extremo z de la representacion no puede estar contenido en otro. Luego toda
arista incidente en z estara orientada hacia z. Resulta que un vértice extremo de G
es necesariamente un sumidero de G.

Por otro lado, notemos que si (I,),cy es un modelo CI de G con I, = [l,,r,] vy a
es un punto de la recta a la derecha de todos estos intervalos, i.e., r, < a para todo
v € V, entonces los intervalos I = [l,,a + r,] también constituyen un modelo CI
de GG. Ademas, si invertimos el orden de los extremos derechos de estos intervalos
considerando el intervalo I = [l,,2a — r,| (podemos suponer todos los extremos

positivos) para cada vértice v, entonces (I),cy es un modelo CI del complemento
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de G.

Lo expuesto anteriormente prueba el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Sea G un grafo CI. Un vértice extremo de G es necesariamente un

sumidero de G y de G.

Veremos, como corolario del Teorema 3.1.4, que la implicaciéon reciproca al lema
anterior también es cierta. En la demostracion de dicho teorema usaremos el lema a
continuacion.

Dado un modelo CT de un grafo GG, el conjunto derecho R, de un vértice v de GG es
{w e V(G) : l, <1y <1y} yel conjunto izquierdo L, es {w € V(G) : 1, <1, <1y}
Claramente, si w € R, N L, entonces I, C I, y, consecuentemente, w es adyacente a

V.

Lema 3.1.3. Sea (I,,)o<i<x un modelo CI de un camino sin cuerdas P = [vgvy . . . vg]

conk > 2. 81, CI,, entonces se cumple exactamente una de las siguientes afirma-

ciones:

(i) va € Ryy Y 1oy <1y, para 2 <i < k.

(17) vy € Ly, y Ly, < by, para 2 <i < k.

Demostracion: Procederemos por induccion sobre k. La proposicién es obviamente
cierta cuando k = 2. Sea k > 2 y asumamos que [,, C [,,. Como v, es adyacente a v,
y no es adyacente a vy, tenemos que v € R,, — L,, 0 vy € L,, — R,,. Asumamos, sin
pérdida de generalidad, que vy € R,,. Por hipétesis inductiva resulta r,, < r,, para
2 <17 <k — 1. Para completar la demostracién, mostraremos que 7,, < 7,.

Dado que vy, es adyacente a vy, se tiene que I,, , C I,, o [, C I, En el primer

k—1"
caso, es claro que r,, < r,,_, <y, Por lo tanto, asumamos que I,, C I,,_,;y, con el

objetivo de llegar a una contradiccién, supongamos que 7, < 7,.
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1 2 3 n
E, y E,
T 1
2
1 2 3 o 3

Figura 3.1: Cada vértice destacado en los grafos A, B, C, Dayxq con k > 2, E, con
k > 3, no puede ser sumidero de un grafo de comparabilidad. Cada vértice destacado
en los grafos A, A, B, B, C, C, Dk 1, Dari1, Es, Egi, Egy, para con k > 2, no
puede ser vértice extremo de un grafo C1.
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Debido a que 7,, < 1,,_, ¥ vk—1 Do es adyacente a vy, obtenemos que ,, < Por

Vg—1"

lo tanto, [,, < < l,,, y entonces I,, C I,,, lo cual contradice el hecho de que vy

Vg—1

y v no son adyacentes. O

Teorema 3.1.4. Sea G = (V, E) un grafo CI . Un vértice z es un vértice extremo de
G siy solo si G no contiene a ninguno de los grafos A, A, B, B, C, C, Dayx1, Daki1,
Es, Eox, Eox, para k > 2, como subgrafo inducido, con z como vértice destacado de

la Figura 3.1.

Demostraciéon: La implicacion directa es consecuencia del Lema 3.1.2 y del Teorema
3.1.1. Observar que Eg = E3 vy que D, es subgrafo inducido de E,,.

Para demostrar la proposicion reciproca, consideremos el grafo G que se obtiene
agregando a G un vértice pendiente 2’ adyacente a z.

Observar primero que, por el Teorema 3.1.1, el vértice z es un sumidero de G. Luego
existe una orientacién transitiva E de G en la cual todas las aristas incidentes en z
estén orientadas hacia z. La orientacién transitiva £/ de G’ que se obtiene agregando
2’z a E prueba que G’ es de comparabilidad y que z es un sumidero de G’. Probaremos
a continuacién que G’ es C1.

Asumamos, con el objetivo de obtener una contradiccién, que G’ no es CI. Luego,
G' contiene un subgrafo inducido H el cual es un grafo en la Figura 2.4, o bien el
complemento de un grafo de la Figura 2.3; més aun, H debe contener a 2/, por lo que
H debe tener un vértice de grado uno y z es el inico vecino de ese vértice.

Una inspeccion de esas figuras revela que H tiene que ser uno de los grafos T, S, M,
G4, Ga, G3 0 N, para algin n > 4, en la Figura 2.4; o el complemento del grafo Jos 1
para algin k£ > 2 en la Figura 2.3. En el siguiente parrafo mostraremos que cada caso

implica una contradiccién, y que por lo tanto G’ es un grafo C'I.

» Si H es alguno de los grafos S, G1, G5 o G5, entonces G contiene al grafo A en
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la Figura 3.1 con z como el vértice senalado.

Si H es el grafo T, entonces G contiene el grafo B en la Figura 3.1 con z como

el vértice senalado.

Si H es el grafo M, entonces tenemos que considerar dos casos dependiendo
de cual vértice de grado uno es z’: su vecino z es adyacente a dos vértices con
grado 3, o su vecino z es adyacente a un vértice con grado 3 y otro con grado
2. En el primer caso, G contiene el grafo A en la Figura 3.1 con z como vértice
marcado; y, en el tltimo, G contiene al grafo C en Figura 3.1 con z como el

vértice senalado.

Si H es el grafo N4, entonces GG contiene al grafo E3 en Figura 3.1 con z como

el vértice marcado.

Si H es el grafo N, para algin n > 4, entonces, nuevamente, consideramos
dos casos dependiendo de cudl vértice de grado uno es z’. Si 2’ es el vértice
etiquetado 1 (o n) entonces G contiene el grafo E,,_; y D,,_; en Figura 3.1 con
z como el vértice senalado. Notar que E,_; es prohibido cuando n es impar
y Dyn_1 es prohibido cuando n es par. Si 2’ no es el vértice etiquetado 1 ni el
vértice etiquetado n, entonces G contiene el grafo A en la Figura 3.1 con z como

el vértice senalado.

Por lo tanto, hemos probado que G’ es C1.

Sea (Iy)wev(ary un modelo CI de G’ compatible con E', es decir,

v € B implica I, C I,.

Claramente, si I, es un intervalo extremo de esta representacién entonces z es un

vértice extremo de GG y el teorema esta probado. Asumamos entonces que z no es
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extremo en la representacién (/,,)wev(qr). Resulta que el conjunto izquierdo L. y el
conjunto derecho R, de z son no vacios. El hecho que z es el inico vecino de 2’ implica
que L.N R, =0.

Sea x un vértice de L, minimizando la distancia a z en G'. Sea P,, = [vg = 2, v1, Vs, ...,V = ]
un camino de minima longitud uniendo z con z. Como z es un sumidero, tenemos
que A= ﬁ, lo cual implica que I,, C I,. Resulta, por el Lema 3.1.3, que v € R, y
r, <1y, para todo i, 0ve € L, y l,, <[, para todo ¢ mayor que 0.

Como vy, = x € L, debe ser v, € L, y l,, < [, para todo 7. Como x fue elegido
minimizando la distancia a z debe ser v, = v, = x y asi probamos la existencia
de un camino de la forma [z, vy, z]. Andlogamente, existen los vértices v, e y € R,
induciendo el camino [z, v}, y].

La prueba serda completada mostrando que la concatenacién de ambos caminos induce
el grafo A con z como el vértice marcado.

Claramente, = e y no son adyacentes. Afirmamos que x no es adyacente a v]. De
hecho, si x fuera adyacente a v, se obtiene que r, < r,; por otro lado, ya que 2’

tiene grado uno e I» C I, se sigue que r, < 1. y l,» <. Por lo tanto,
Ly <1, < lu; <y, <1y < T

lo cual implica I,; C I/, contrario al hecho de que 2’ es adyacente tinicamente a z.

Anélogamente, y no es adyacente a v;. O

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.1 y 3.1.4, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5. Sea G un grafo C'I. Un vértice z es un vértice extremo de G si y

solo si z es un sumidero de G y G.
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3.2. Grafos (' homogéneamente representables

Un grafo C'I G es homogéneamente representable si cada uno de sus vértices es

un vértice extremo.

Teorema 3.2.1. Sea G un grafo C'I. Entonces G es homogéneamente representable
si y solo si no contiene a los grafos A, A, C, C, Eg, descritos en la Figura 3.1, como

subgrafos inducido.

Demostracién: Es una consecuencia directa del Teorema 3.1.4 y el hecho que: A es
un subgrafo inducido de B y de Doy 1, para k > 2; y Eg es un subgrafo inducido de

Esy, para k > 2. O

En el teorema previo, la condiciéon 'G es un grafo C'I’ puede ser relajada agregando

C5 (el ciclo sin cuerdas con 5 vértices) a la familia de subgrafos prohibidos.

Teorema 3.2.2. Un grafo G es C'I homogéneamente representable si y solo si G no
contiene a los grafos Cs, A, A, C, C, Eg, descripto en la Figura 3.1, como subgrafos

nducido.

Demostracion: Si cada vértice de G es extremo entonces, por el Teorema 3.1.4, G
no contiene a ninguno de los grafos de la Figura 3.1; en particular no contiene a A,
A, C, C ni E5. Ademés, C5 es un prohibido de los grafos de comparabilidad, por lo
que G no lo contiene.

Reciprocamente sea G un grafo que no contiene a Cs, A, A, C, C ni E3 como subgrafos
inducidos. Recordemos que un grafo cualquiera H es CT si y solo si ninguno de los
grafos de las Figuras 2.3 y 2.4 ni los complementos de dichos grafos es subgrafo
inducido de H. Cada uno de estos prohibidos tiene como subgrafo inducido a C5, A,
A, C, C o E3. Por lo tanto, podemos asegurar que G es CI; y por el Teorema 3.2.1

¢él es homogéneamente representable. O
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Capitulo 4

Posets CPT': Propiedades

Generales y Dimension

En la Primera seccién de este Capitulo, presentamos una condicién necesaria para que
un poset sea C'PT. A partir de ella describimos una familia de subposets prohibidos
para la clase C'PT. También mostramos diferentes ejemplos de posets que no son
CPT aun cuando satisfacen la condicion necesaria. Introducimos las definiciones de
posets fuertemente-C'PT' y dualmente-C'PT. En la tercera seccién, demostramos que
en la clase de posets C' PT la dimension y la dimension de intervalos no estan acotadas
superiormente. Sin embargo, la dimension de un poset C'PT P cualquiera esta acotada
superiormente por la cantidad de hojas del arbol huésped de cualquier modelo C PT

de P.

4.1. Propiedades Generales

Definicién 4.1.1. Un poset P = (X, P) es un orden de contencion de caminos
en un drbol o poset CPT si admite un modelo por contencion Mp = (W,)zex tal

que cada W, es el conjunto de vértices de un camino de un drbol.
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Modelo CPT de B
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Figura 4.1: El poset B admite un modelo C'PT', pero el poset B no es CPT.

El arbol utilizado como soporte de los caminos se llama arbol huésped del modelo.
Con el objetivo de simplificar la notacién, de ahora en adelante identificaremos los
caminos con sus conjuntos de vértices. Es decir, también nos referiremos a los conjun-
tos W, como si fuesen caminos. Consecuentemente, podremos decir que un camino
W estd contenido en un camino W’ o que un camino W es un subconjunto propio de
un camino W'; y escribir, por ejemplo, sean W y W’ caminos tales que W C W’ o
tales que W C W',

En la Figura 4.1 podemos ver el diagrama de Hasse del poset 3-irreducible B =
(X, B) donde X = {s1, S, s3,11,t2,t3}, junto con un modelo C'PT del mismo. A
cada elemento del conjunto X se le asigna un camino en el arbol T de forma que un
elemento es menor que otro en el poset B si y solo si el camino correspondiente al
primer elemento es un subconjunto (subcamino) propio del camino correspondiente
al segundo.

A modo de ejemplo, observar que W;, C Wy,, pero Wy, & W, vy Wy, & Wy,, ya que
t1 < s1,t1 ]| s2yti| sz en B.

El poset ]§, cuyo diagrama de Hasse podemos ver en la misma figura, no admite
un modelo CPT. En efecto, si B admitiese un modelo C'PT (Pr)wexufar}, entonces
tendrfamos P, C P,, para cada elemento x € D(a;) = X. Luego, como P, es un

camino, claramente tendriamos un modelo C'I de B, lo cual contradice el hecho de
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que B no es un poset CI (ver Teorema 2.3.6 y la Figura 2.5).

En el siguiente lema mostramos una condicién necesaria para que un poset sea CPT'.

Lema 4.1.2. Si P es un poset C'PT entonces para todo elemento z de P el subposet

inducido por el conjunto descendente cerrado de z P(D [z]) es un poset C1I.

Demostracién: Sea (W, ),cx un modelo CPT de P. Como x € D (z) implica W, C
W, tenemos que cada W, con = € D [z] es un subintervalo de W,. Por lo tanto,

(W) 4epyz) €8 un modelo por contencién de intervalos de P (D [z]). 0

Recordemos que un elemento maximo en un poset es un elemento mayor que todo
otro elemento del poset y que los posets 3-irreducibles descriptos en las Figuras 2.5 y

2.6 caracterizan por subposets prohibidos a los posets C'1.

Definicién 4.1.3. Dado un poset P, indicaremos mediante P al poset que se obtiene

agregando a P un elemento mdzimo. Llamaremos Topg_;.req @l conjunto {f’ : P poset

3-irreducible }.

Una consecuencia del Lema 4.1.2 es que cada poset en la clase Topg_;peq €5 Un ejemplo

de poset que no es C'PT. En lo que sigue mostraremos cuéles de ellos son minimales.

Lema 4.1.4. Todo poset de la clase Topg. ;peq distinto de IAn, para todo n > 0, es un

poset prohibido minimal para la clase CPT.

Demostracién:

Sea P = (X, P) un poset 3-irreducible (ver Figuras 2.5 y 2.6) y llamemos u al elemento
méximo de P. Por el Lema 4.1.2, el poset P no es CPT. Veamos que es minimal.
Sea 7 es un elemento de X. Un modelo CPT de P —  se obtiene considerando un
modelo C'I de P — z y agregando un camino W, correspondiente al vértice maximo
u que contenga todos los caminos del modelo C'1.

Veremos a continuacién que P-u=PesCPTsiP # 1.
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Primero, consideremos el caso en que P tiene un elemento maximal z tal que su
conjunto descendente es una cadena. Observar que en tal caso P debe ser alguno de
los siguientes posets: B¢, C, C¢, CX;, CX4, CX,, EX,, EX{, EX, = EX}, FX{,
E,, E{, F, @ F¢ o H, @ H%, con n > 0.

Por ser P un poset 3-irreducible tenemos que P — x es C'I. Sea M un modelo C'I de
P — z sobre un camino huésped P. Sea 2’ € X tal que 2’ <: x. Consideremos W, el
camino del modelo M correspondiente a x’. Llamemos ¢ al vértice de P extremo de
W,. Sea T el arbol que se obtiene agregando a P un vértice pendiente ¢’ adyacente
a ¢ y llamemos W, al camino de T que se obtiene agregando el vértice ¢’ al camino
W, Agregando al modelo M el camino W, se obtiene un modelo CPT de P sobre
el arbol T'.

En caso contrario, si P no es ninguno de los posets citados anteriormente, y no siendo
ninguno de los posets I,, n > 0, se tiene que Q debe ser alguno de los siguientes
posets: B, D, D¢ CX%, CX3, CX4, FX;, FX,, FX2 A, 2 A4 14, G, =2 Gl o
Jn = J% con n > 0. En las Figuras 4.2 y 4.3 exponemos un modelos CPT para cada
uno de estos posets. Chequear la exactitud de estos modelos es una tarea que requiere

tiempo pero es sencilla. O

Veremos a continuacién que los posets Tops_irred Permiten caracterizar a los posets
CPT dentro de cualquier clase de posets en la cual la condiciéon necesaria para ser

CPT sea también suficiente.

Teorema 4.1.5. Sea A una clase de posets donde la condicion necesaria para ser
CPT establecida por el Lema 4.1.2 es también suficiente.
Un poset P € A es CPT siy solamente si P es Tops_irreqa-libre.

Demostracion: Sea P € A. Si P es CPT entonces cumple con la condicién necesaria

para ser C'PT. Luego, el conjunto descendente de cada vértice es C'I. Resulta que P
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Figura 4.2: Representacién de los modelos C'PT de los posets 3-irreducibles B, D,
D¢, CX$, CX3, CX4, FX,, FX, y FX{.
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Figura 4.3: Representacién de los modelos CPT de los posets 3-irreducibles A, = A4,
4G, 2GlyJ,=J% conn>0.
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es Tops_irrea-libre.
Reciprocamente, si P es Tops_jrreq-libre entonces el conjunto descendente de cada
vértice debe ser C'I, es decir P satisface la condicién necesaria para ser C PT. Como

en la clase A la condicién necesaria es también suficiente, tenemos que P es CPT. O

Si se desea obtener una caracterizacién mediante una familia de prohibidos minimales,
basta reemplazar en el teorema anterior la familia Tops_irrea por la familia C4 que
se obtiene eliminando de Tops_irrea 10s posets I:l para todo n > 0 y los posets que
no pueden ser subposets de un miembro de la clase A.

El Teorema 4.1.5 se usard para la caracterizacion por subposets prohibidos de dos
clases especiales de posets en los Capitulos 5 y 6.

A continuacién mostraremos otros ejemplos particulares de posets CPT y de posets
que no son C'PT. Utilizaremos las siguientes observaciones cuyas demostraciones son

inmediatas.

Observacién 4.1.6. Si en un modelo CPT dos caminos W, y W, son iguales, en-
tonces los vértices x e y son falsos gemelos. Luego, la propiedad de ser un poset C'PT

es invariante bajo la operacion de adicion de falsos gemelos.

Observacion 4.1.7. Dados tres intervalos de una recta, existen dos de ellos tales
que si I es un intervalo que contiene a ambos entonces I también contiene al restante

tercer intervalo.

Observacion 4.1.8. Sea (W;)1<i<, un modelo CI de un poset P cuyo grafo de com-
parabilidad es un camino sin cuerdas [vy, v, ...., v,|, siendo W; el intervalo correspon-

diente a v;. Si vy < vy en P entonces :

1. de izquierda a derecha (o de derecha a izquierda) los intervalos correspondien-
te a los vértices maximales aparecen en orden Wi, W3, Wi, ... y los intervalos

correspondiente a los vértices minimales aparecen en orden Wy, W3, Wi, ...
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S1 S2 83 Sn+42

Wa, N Wy,

Figura 4.4: Poset 3-irreducible I, y un esquema de un modelo CPT que usaremos
para probar que I, no es CPT para n > 0, Lema 4.1.9.

2. No hay dos intervalos iguales, salvo que n = 3 en cuyo caso puede ser Wy = W.

Lema 4.1.9. Sea n > 0. El poset 3-irreducible 1,, descripto en la Figura 4.4 no es
CPT.

Demostracion:

Supongamos que existe un modelo CPT (W,).ex de I,,, donde X es el conjunto
de vértices del poset nombrados como se indica en la Figura 4.4. Sea A el conjunto
de vértices D(dy) N D(dy). Es claro que el subposet I,(A) es CI y un modelo del
mismo esta contenido en el camino U = Wy, N Wy,. En particular los caminos W,
Wi,.o ¥y We estdn contenidos en U. Representando a U como un intervalo horizontal
con extremos derecho e izquierdo ry v [y, respectivamente; llamaremos 7, v [, a los
extremos derecho e izquierdo respectivamente del camino W, con v € A. Sin pérdida
de generalidad asumamos que [;, estd mas cercano a Iy que el extremo Iy, ., ver figura
4.4.

Por la Observacion 4.1.8 y el hecho que ningun camino W, con v € A — {¢} puede
contener o estar contenido en W,, resulta que [. estd entre Iy y Iy, o 7. estd entre ry,
y ry. Por simetria, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que [. estd entre [y

y li, y de esa forma r. debe estar entre [. y rg,.
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al a2 as bl b2 b3 b b1 b2 b3 b
b

Figura 4.5: El poset N no es CPT. Su dual N? admite un modelo CPT. El poset M
obtenido a partir de N? por la adicién de b’ no es CPT. Notar que by b son gemelos.

Por otra parte, el camino W,, debe estar contenido en Wy, , debe contener a Wy, y no
estar contenido en U, por lo que [y debe ser un punto interior del camino W, y de
esa forma W, resulta estar contenido en W;,, contradiciendo el hecho que ¢ y t; son

incomparables. 0

Lema 4.1.10. El poset N* representado en la Figura 4.5 es CPT. En todo modelo

CPT de N?, el vértice b es representado por un camino formado por un vértice.

Demostracién: En la Figura 4.6, hay un modelo CPT de N9, lo que nos permite
afirmar él es un poset C'PT.

Sea T el 4&rbol huésped de algtin modelo CPT (W,.),ex de N siendo X = {ay, as, as, b, by, b, b3 }.
Por la Observacién 4.1.6, dos vértices distintos no pueden ser asignados en un mismo
camino de T. Sea W, : [q1,q2, - ., qx] €l camino que representa al vértice ay, donde
los ¢; son vértices de T. Ya que by < ay, by < ay y b < a1 en N<, se sigue que W,,, W,
y W}, son subcaminos de W,,,. Para 1 < i < j < k, denotamos |[g;, qj] al subcamino de
W,, con vértices g, git+1,---,qj—1,q;-

De acuerdo a las relaciones que satisfacen los elementos de N¢ se cumple que W} C
Wo, NWo, " Wy vy Wy, C Wy, N W, pero Wy, & W,,. Ademés, W;,, C W,, N W,
pero W3, no estd contenido en W,,. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos

asumir que iy, < Jp, < Jp < Jby ¥ by < 0 < lhy < Jbo-
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Figura 4.6: Un modelo CPT de N?. Los vértices by, ba, bs v b son representados por
caminos con un vértice.

Ya que W;, no esta contenido en W, existe un vértice h de T que pertenece a
(Way N We,) — W,,. Sea g, el vértice de W,, mas cercano a h en T. Ya que h es un
vértice de W,,, y Wy, v W), estan contenidos en W,,, entonces ij, < iy, 0 i > Jp. Si
in < iy, ya que h es un vértice de W,, y W,, estan contenidos en W,,, tenemos que
Wy, esta contenido en W,,, lo cual contradice que b; y as son incomparables en N¢.
Por lo tanto, j, < i5. Andlogamente, debido a que h es un vértice de W,,, y Wy, y W,
esta contenido en W,,, entonces iy, < i, 0 1, > Jp,. Si i > Jby, ya que h es un vértice
de W,, y W}, esta contenido en W,,, tenemos que W,, esta contenido en W,,, lo cual
contradice que a3 y by son incomparables in N¢. Por lo tanto, i, < 4. Concluimos

que i, = Jp = iy, por lo que W, es un camino formado por un tinico vértice. O

Lema 4.1.11. Sean N y M los posets representados en la Figura 4.5. Las siguientes

afirmaciones son ciertas:

1. FEl poset N satisface la condicion necesaria para ser CPT establecida en el Lema

4.1.2, pero N no es CPT.

2. Bl poset N es CPT, pero el poset M que se obtiene agregando a N? el vértice
b gemelo de b no es CPT.

Demostracion: Es claro que N satisface la condicién necesaria. Asumamos, con el

fin de llegar a una contradiccién, que el poset N admite un modelo CPT (W,).cx,
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donde X es el conjunto de vértices de N. Como a1 < b, as < by az < b en N,
tenemos que W,,, W,, y W,, son intervalos de W,. Asi, por la Observacién 4.1.7, dos
de ellos, asumamos sin pérdida de generalidad que son W,, y W,,, satisfacen que todo
subcamino de W}, que contiene a W,, y W,, también contiene a W,,. Ya que W;, "W,
es un subcamino de W, que contiene a W,, y W,,, tenemos que W,, C W, "W}, por
lo que W,, C W,,. Por otra parte, es claro que W,, # W,,, y asi W,, C W,,, lo que
contradice el hecho que a3 y by son incomparables en N.

El segundo enunciado es una consecuencia directa del Lema 4.1.10 y de que, en
cualquier modelo C PT de M, el camino correspondiente a " debe ser un subcamino

propio del camino correspondiente a b. O

Corolario 4.1.12. La condicion necesaria para ser CPT dada por el Lemma 4.1.2
no es suficiente. La propiedad de ser un poset C'PT se puede perder al agregar vértices

gemelos. El hecho de que un poset sea C'PT no implica que su dual también lo sea.

El siguiente lema sera utilizado para la demostracion de los Teoremas 6.1.8 y 6.2.8 en

el Capitulo 6.

Lema 4.1.13. Sea P = (X, P) un poset CPT y sin falsos gemelos. Si P admite un
modelo CPT en el cual ningin camino se reduce a un vértice, entonces P admite un
modelo CPT en el que ningun camino se reduce a un vértice y, ademds, no hay dos

caminos del modelo con algun extremo coincidente.

Demostracién: Sea M = (W,),cx un modelo C'PT en un arbol huésped T', en el
que todo camino del modelo tiene al menos dos vértices de T'. Procederemos recursi-
vamente disminuyendo la cantidad de caminos con extremos coincidentes. Si no hay
tales caminos, la demostracion es obvia. Observar que, como el poset no tiene vérti-
ces falsos gemelos, por la Observacién 4.1.6 no hay dos caminos iguales. Luego dos

caminos solo pueden compartir uno de sus extremos.
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Dado un vértice ¢ € V(T), sea W, un camino de menor longitud entre los que compar-
ten extremo ¢. Sean q1, qa, ..., @ los vecinos de g en T'. Como ningin camino se reduce
a un unico vértice, tenemos que W, debe contener algtin otro vértice ¢;, digamos ¢.
Para obtener el nuevo modelo, procedemos subdividiendo la arista ¢qq; de T" mediante
el agregado de un vértice ¢; y haciendo la misma subdivisién en todos los caminos
de M que contienen a esa arista; reemplazando el camino W, por el camino W, que
se obtiene removiéndole a W, el vértice extremo ¢ (en este caso el nuevo extremo de
W, resulta ser ¢; y W) no se reduce a un vértice); los demds caminos de M no se
modifican.

Como el tnico camino del nuevo modelo que contiene al vértice ¢; es W, es claro
que el nimero de caminos con extremos coincidentes ha disminuido. Veamos que
la relacion de contencién entre los caminos no se ha modificado. Efectivamente, los
unicos cambios que podrian ocurrir son: que W, quede propiamente contenido en un
camino en el cual W, no lo estaba, lo cual claramente no es posible; o que W, deje de
contener propiamente un camino W, que W, contenia. Esto tampoco puede ocurrir
pues en tal caso ¢ debid ser también vértice extremo de W, y tener menor longitud

que W, contradiciendo su eleccion.

4.2. Subclases

Debido a que todo poset y su dual son asociados, el Lema 4.1.12 muestra que la
propiedad fuerte de los poset CI enfatizada en la Observacién 2.3.5 no es cierta para
los posets C'PT, es decir, el hecho que un poset P’ esté asociado con un poset C PT
P no implica que P’ sea CPT. Més atin, el hecho que P sea C'PT no implica que P?¢

sea C'PT. Esto motiva las siguientes definiciones:
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Definicién 4.2.1. Un poset P es dualmente-CPT si P y P? son CPT.

Definicién 4.2.2. Un poset P es fuertemente-CPT si P es CPT y todo otro poset

asociado con P también es CPT.

Indicaremos dually-C' PT (fuertemente-C PT') a la clase de posets dually-C' PT' (fuertemente-
CPT). Es claro que

C1I C fuertemente-CPT C dualmente-CPT C C'PT. (1)

Notar que la tltima inclusién en (1) es estricta: el poset N? en el Lema 4.1.11 es C PT
pero no es dualmente-C'PT.

Consideremos el poset B cuyo diagrama de Hasse esta representado en la Figura
4.1. B es CPT, pero no es C'I (observar que B es uno de los posets 3-irreducibles
representados en la figura 2.3). El grafo de comparabilidad de B es un érbol, luego la
clase de posets cuyos grafos de comparabilidad son un arbol no esta contenida en la
clase de posets CI. El siguiente teorema muestra que tales posets son fuertemente-

CPT y, consecuentemente, la primera inclusion en (1) es estricta.

Teorema 4.2.3. Todo poset cuyo grafo de comparabilidad es un drbol es fuertemente-

CPT.

Demostracion: Sea P un poset tal que su grafo de comparabilidad Gp es un arbol.
Notar que P tiene altura dos, por lo cual todo vértice de P es un elemento minimal o
un elemento maximal. Se construira inductivamente un modelo C PT inyectivo de P
en el cual cada vértice minimal esta representado por un camino con un tnico vértice.
Sean vy una hoja de Gp y (Wv)ve\/—{vo} un modelo inyectivo CPT de Gp — vy sobre
un arbol huésped T'. Llamemos v; al inico vértice de P comparable con vy. Tenemos
dos casos a considerar:

Si vg es minimal en P entonces v; es maximal, luego W, no esta contenido en ningin

otro camino del modelo. Sea ¢ € V(T') un vértice extremo de W,,. Procedemos
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adicionando a T' un nuevo vértice ¢’ adyacente a ¢, reemplazando W,, por W,, U{q'},
haciendo W,, = {¢'} vy tomando los restantes caminos sin cambios.

Si vy es maximal en P entonces v; es minimal, por lo que W, es un camino con un
tunico vértice en T, digamos W, = {q}, donde ¢ € V(T'). En este caso, procedemos
agregando a T un nuevo vértice ¢’ adyacente a ¢, haciendo W,,, = {q¢, ¢’} y tomando

los restantes caminos sin cambios. O

Determinar si la inclusién central en (1) es estricta o no permanece como un problema

abierto.

Problema abierto 4.2.4. ;FExiste un poset dualmente-C'PT que no sea fuerte-

mente-CPT?

Notar que la propiedad de ser fuertemente-C'PT no es necesariamente hereditaria
por subposets, podria suceder que un subposet P’ de P admita mé&s posets asociados
que el mismo P. Sin embargo no sabemos si este es el caso para los posets que son

fuertemente-C PT.

Problema abierto 4.2.5. ;La propiedad de ser fuertemente-C'PT es hereditaria por

subposets?

Claramente, una respuesta negativa para el Problema 4.2.4 implica una respuesta po-
sitiva al Problema 4.2.5. En los dos capitulos siguientes, resolvemos ambos problemas

para la clase de posets split y la clase de posets k-tree.

4.3. Dimension de los posets C'PT

Los posets que admiten un modelo por contencion de intervalos en una recta, llamados
posets C'I, son exactamente los posets con dimensién a lo sumo dos. Una pregunta

natural que plantea J. Spinrad en [19] es si la dimensién de los posets que admiten
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P(1,2;4)

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

Wy = {q4} - === == == T T T T T T T T W = {qz}

Figura 4.7: Diagrama de Hasse del poset P(1,2;4) y un modelo C'PT del mismo.

un modelo por contencion de caminos en un arbol, o sea la dimension de los posets
CPT, también esta acotada superiormente por alguna constante. En esta seccién,
mediante el Teorema 4.3.1, responderemos negativamente a esta pregunta. También
consideraremos el problema de determinar la existencia de una cota superior para la
dimension de intervalos de los posets C PT.

Siguiendo la notacién de [23], para k y n enteros positivos, P(1, k;n) indica el poset
cuyos elementos son los subconjuntos con exactamente un elemento y los subconjuntos
con exactamente k elementos de {1,2,3,...,n}, ordenados por inclusién.

Los posets P(1,n — 1;n) (también conocidos como posets de Hiraguchi) son ejemplos
estandar de posets con dimension tan grande como se quiera eligiendo n adecuada-
mente. De hecho dim(P(1,n — 1;n)) = n [23]. Es de destacar que estos posets no
pueden ser utilizados para responder la pregunta de Spinrad, pues ellos no son po-
sets C'PT. Efectivamente, si n > 4, el poset N representado en la Figura 4.5 es un
subposet de P(1,n — 1;n), luego, por el Lema 4.1.11, P(1,n — 1;n) no es CPT.

En la prueba del Teorema 4.3.1 usamos que los posets P(1,2;n) son CPT. Como
ejemplo, en la Figura 4.7 representamos al poset P(1,2;4) junto con un modelo C' PT

del mismo donde el arbol huésped es una estrella con cuatro hojas.
Teorema 4.3.1. Para todo entero positivo d, existe un poset CPT P con dim(P) > d.

Demostracién: Primero demostraremos que, para cada n > 1, el poset P(1,2;n)
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es C'PT. Sea T una estrella con centro ¢ y hojas ¢, ¢qo,...,q,. Cada subconjunto
formado por un elemento {i} estd representado por el camino W; = {¢;} de T', y cada
subconjunto de 2 elementos {i, j} esta representado por el camino W;; = {g;, ¢, ¢;}-

Usando el hecho de que dim(P(1,2;n)) > logslogan para n > 3 [23], queda probado

el teorema. O

Un poset Q = (X,Q) se dice un orden de intervalos si existe una funcién F
asignando a cada elemento x € X un intervalo cerrado no degenerado F'(x) = [a,, b,
con a, < by, de la recta real R tal que x < y en Q si y solo si b, < a, en R. Todo
poset es subposet de algin orden de intervalos. La dimensién de intervalos de un
poset P, denotada por Idim(P), es el menor entero positivo k para el cual existen k
extensiones @1, Qo, . .., Qr de P tales que se satisfacen las siguientes condiciones: 1.)
P= (k] Q:y 2.) (X,Q;) es un orden de intervalos para i = 1,2,..., k.

Ya qlllzellos ordenes lineales son ordenes de intervalos, se tiene que Idim(P) < dim(P)
para cada poset P.

La diferencia entre ambas dimensiones puede ser grande; sin embargo, si P es un
poset cuya altura es dos entonces esa diferencia es a lo sumo uno [24]. Luego, dado
que los posets P(1,2;n) usados en la demostracion del Teorema 4.3.1 tienen altura

dos, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.2. Para todo entero positivo d, existe un poset CPT P satisfaciendo

que Idim(P) > d.

W. Trotter y J. Moore probaron el siguiente resultado que usaremos en la demostra-
cién del Teorema 4.3.4. Recordemos que un vértice x de un grafo conexo GG es vértice

de corte si G — z es inconexo.

Teorema 4.3.3 ([23]). Sea G = (V, E) un grafo conexo con dos o mds vértices. Sea

S = (X, S) el poset donde X es el conjunto de todos los subgrafos inducidos de G y
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H, < Hy en P siy solo st Hy es subgrafo inducido de Hy. Entonces la dimension de

S es igual a la cantidad de vértices de G que no son vértices de corte de G.

Teorema 4.3.4. Si un poset P admite un modelo CPT en un drbol huésped T con

k hojas entonces dim(P) < k.

Demostracion: Sea Q el poset formado por los subgrafos conexos del arbol T or-
denados por inclusién de vértices, es decir por la condicién de ser subgrafo inducido.
Por el Teorema 4.3.3 y el hecho que las k hojas de T" son exactamente los vértices que

no son de corte, tenemos que dim(Q) = k. Como P es subposet de Q, resulta que

dim(P) < dim(Q) = k. O

El siguiente lema muestra que los posets usados en el Teorema 4.3.1 no son dualmente-

CPT, por lo tanto el siguiente problema permanece irresuelto:

Problema abierto 4.3.5. Determinar si la dimension de los posets dualmente-C PT
esta acotada superiormente por una constante. La misma prequnta para los posets

fuertemente-C' PT.

Lema 4.3.6. Para todo n > 4, el poset dual de P(1,2;n), representado en la Figura
4.8, no es CPT.

Demostracién: Observar que P(1,2;4) es un subposet de P(1,2;n) para n > 4.
Por lo tanto, es suficiente probar que H = P(1,2;4)? no es CPT. Supongamos lo
contrario y tomemos un modelo C'PT de H. Para cada vértice {i} o {i,7} de H, sean
W, respectivamente WW;;, los correspondientes caminos en un érbol 7'. El camino W,
contiene a los caminos Wiy, Wis v Wiy, ver Figura 4.9. Notar que de a pares estos
caminos tienen diferentes puntos extremos izquierdos y diferentes puntos extremos
derechos. Por la simetria de H, podemos asumir sin pérdida de generalidad que el

punto extremo izquierdo de Wi, es el mas cercano al punto extremo izquierdo de W;
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P(1,2;4)¢

{1} {2} {3} {4}

a22Y w3 o4 23 Y (P4

Figura 4.8: Poset P(1,2;4)%.

Figura 4.9: El poset P(1,2;4)? no es CPT.

y que el punto extremo derecho de Wi3 es el mas cercano al punto extremo derecho
de Wj.

Notar que Wiy C W, Wis & W3, Wiz C W3, Wiz € Wa, y por el vértice {2,3},
WonN W3 & Wi. Por lo tanto, existe un vértice ¢ en el arbol huésped T entre el vértice
extremo derecho 15 de Wiy y el vértice extremo izquierdo l13 de Wi3; y existe un
vértice s de T" adyacente a t tal que el camino W5 contiene a ri5, t y s; mientras el
camino Wj contiene a ly3, t y s. Ver Figura 4.9.

Ya que Wiy C Wy, Wiy & Wy y Wiy € W3, tenemos que el vértice extremo izquierdo
de Wiy esta entre l15 v t; mientras el vértice extremo derecho de Wy, esta entre t y

r13; lo cual contradice la existencia del camino Wj. O
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Capitulo 5

Posets y grafos O P1 en la clase
Split

En este Capitulo demostramos que, en la clase de los posets split, la condicién ne-
cesaria para ser un poset C'PT dada en el Lema 4.1.2 es también suficiente. Co-
mo consecuencia obtenemos una caracterizacion por subposets prohibidos de los po-
sets split C'PT. Mostramos que un poset es split fuertemente-C'PT' si y solo si es
dualmente-C' PT'; y los caracterizamos por subposets prohibidos. Obtenemos parale-
lamente una caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos de la clase de grafos

split fuertemente-C'PT, la cual coincide con la clase de grafos split dualmente-C'PT'.

5.1. Posets Split

Un grafo cuyo conjunto de vértices puede ser particionado en un clique y un con-
junto estable es llamado split. La clase de grafos split es exactamente la clase de
grafos {2K,, Cy, C5}-libre [5]; por lo tanto un grafo es split y de comparabilidad si y
solamente si ninguno de sus subgrafos inducidos es isomorfo a un grafo en la Figura

5.1.
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4 01

co-rising-sun

2K, Cy

Figura 5.1: Subgrafos inducidos prohibidos para los grafos de comparabilidad split.

Definicién 5.1.1. Un poset cuyo grafo de comparabilidad es split es llamado poset

split.

Los posets split han sido estudiados, por ejemplo, en [14]. En la Figura 5.2 se ofrecen

varios ejemplos de posets split.

Observaciéon 5.1.2. Un poset P es split si y solo si su diagrama de Hasse consiste
en una cadena marimal r1 < ro < ... xp < Y1 < Yo < ... < Ym, llamada cade-
na principal de P, y cualquier otro vértice z de P satisface una de las siguientes

condiciones:

= 2 tiene un unico vecino, este vecino es alguno de los vértices y; en la cadena
principal de P, y 2 <:y;. Observar que en este caso z es minimal y estd cubierto

unicamente por y;.

= 2 tiene un unico vecino, este vecino es alguno de los vértices x; en la cadena
principal de P, y x; <: z. Observar que en este caso z es mazximal y cubre

unicamente a x;.

» 2 tiene exactamente dos vecinos, ellos son x; e y; en la cadena principal de P,

Yy x; <tz <iyj.

El vértice y,, de la cadena principal es llamado vértice cima del poset.
En lo que sigue, los posets split que son C'PT’, dualmente-C'PT o fuertemente-C PT

seran caracterizados por subposets prohibidos.
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FO R~ R
Figura 5.2: Ejemplos de posets split. Fo no es CI [23], pero Fg es CPT. f‘\o no es

_—d —
CPT, pero Fg es CPT. Los posets R, T, U y V tienen a Fg como subposet, luego
—~d

no son CPT. Observar que los posets R, T, U y V también tienen a Fy como
subposet.

Teorema 5.1.3. Sea P un poset split. P es CPT si y solo si P(D[y]) es CI, donde

y es el vértice cima de P.

Demostracién: Por el Lema 4.1.2, si P es C'PT entonces P(D[z]) es CI para todo
elemento = de P, en particular esto vale para el elemento .

Reciprocamente sea P un poset split tal que P(D[y]) es CI, siendo y el vértice
cima. Denotamos por Z el conjunto de los vértices de P que no estdn en D[y|. Por
la Observacién 5.1.2, si z € Z entonces z es maximal y existe un tnico vértice x,
en la cadena principal adyacente a z; mas aun, x, <: z en P. Observar que distintos
elementos z y 2’ de Z pueden ser adyacentes a un mismo vértice de la cadena principal,
es decir, puede ocurrir x, = x./.

Sea (Wy)veppy un modelo C'I de P(D[y]). Llamemos P al camino huésped de este
modelo. Por cada vértice z € Z agregamos a P un vértice pendiente ¢. adyacente a

un extremo del camino W,,. Llamemos 7" al arbol resultante de este proceso.
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Obtenemos un modelo CPT de P con arbol huésped T agregando a la familia de

caminos (W, )yeppy los caminos W, U {q.} con z € Z. O

El Teorema 5.1.3 muestra que en la clase de los posets split la condicién necesaria
para ser C'PT dada en el Lema 4.1.2 es también suficiente. Luego, el Teorema 4.1.5
y el siguiente lema completan la demostracién del Teorema 5.1.5 que brinda una

caracterizacion por subposets prohibidos para la clase de posets split C'PT'.

Lema 5.1.4. El unico poset 3-irreducible que puede ser subposet de un poset split es

el poset Fo descripto en la Figura 5.2.

Demostracion: Los posets 3-irreducibles son los posets descriptos en las Figuras 2.5
y 2.6 y sus respectivos duales. Sea H un poset 3-irreducible, subposet de un poset
split.

Como los grafos split son cordales, es decir, no tienen ciclos sin cuerdas inducidos,
entonces los posets split son aciclicos. Resulta que H no es ninguno de los posets D,
CX;, CX,, CX3, EX;, EX,, FXy, FXo, Ay, I, Gy, Ju, Hy con n > 0 ni sus
respectivos duales.

Luego H debe ser alguno de los posets B, C, E, o F,, con n > 0. Es facil verificar
que el grafo de comparabilidad de cada uno de estos posets, salvo en el caso de Fy,
tiene un Ky como subgrafo inducido, y por ende no es split (recordar que los grafos

split son los grafos {2K5, Cy, Cs}-libre). O

Observar que el dual del poset Fg es el mismo poset Fg. El poset ]5/‘; que se obtiene
agregando a Fy un elemento méximo (ver Definicién 4.1.3) se describe en la Figura

5.2.

Teorema 5.1.5. Sea P un poset split. P es CPT si y solo si P no contiene el poset

f‘\o (representado en la Figura 5.2 como subposet).
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El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema previo.

Corolario 5.1.6. Los posets split R, T, U y V representados en la Figura 5.2 no
son posets C'PT.

Demostracion: Cada uno de ellos tiene como subposet a Fg. O

El segundo item del Corolario 2.3.9 no es aplicable al poset f‘\o por cuanto este poset
no es primo (Fg es un médulo no trivial), aunque la propiedad descripta por dicho

corolario puede establecerse para Fg de la siguiente manera.

Lema 5.1.7. Sean P y P’ posets asociados. Si ]F/‘B (Figura 5.2) es un subposet de P

~ —~d
entonces Fo 0 Fo es subposet de P’.

Demostracion: Los médulos no triviales de f‘\o son: su vértice cima, que llamaremos
y, v los vértices del subposet Fg. Al conjunto de vértices de Fg lo denotaremos por
X.

Como P y P’ son asociados (tienen el mismo grafo de comparalibidad) podemos
determinar el vértice ¢ y el conjunto X' de vértices de P’ correspondientes al vértice
y v al conjunto X, respectivamente.

Ya que Fg es primo por el segundo item del Corolario 2.3.9 y porque Fq = Fo?,
tenemos que el subposet de P’ inducido por los vértices de X’ es Fy.

Observar que, en P’; el vértice y' debe ser mayor que todos los vértices de X’ o debe

—~ /\d
ser menor que todos ellos, luego en P’ tenemos el subposet Fg o el subposet Fg  (pues

FO = Fod). O

Teorema 5.1.8. Sea P un poset split. Las siguientes condiciones son equivalentes.

i) P es fuertemente-C' PT.
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ii) P es dualmente-C PT.
) = . =d
iii) P no contiene a Fo ni a Fo como subposets.

Demostracién: La implicacién i) entonces ii) es cierta incluso para posets que no
son split, y iz) implica #i7) es consecuencia del Teorema 5.1.5.

Sea P un poset split que satisface iii). Por el Teorama 5.1.5, P es C PT. Asumamos,
con el objetivo de llegar a una contradiccién, que P no es fuertemente-C PT. Sea P’
un poset no C'PT asociado a P. Por el Teorema 5.1.5, P’ contiene al poset ].?0 como
subposet; luego, por el Lema 5.1.7, P contiene a f‘; o} ]/F‘\Od como subposet, lo que

contradice nuestra asuncion. O

Observar que, por el Lema 5.1.7, si un poset P tiene a f‘\o como subposet, entonces
todo poset asociado a P tiene a f‘\o 0 a ]/F‘\Od como subposet. Nos interesaria mejorar
ese resultado caracterizando los posets tales que si ellos tienen a F/T) como subposet
entonces cada uno de sus asociados tienen a F/‘; como subposet. El siguiente resultado,
que serd utilizado en la proxima seccién en la caracterizacién de los grafos split que

son C'PT, muesta ejemplos de tales posets.

Lema 5.1.9. Sea P alguno de los posets R, T, U o 'V descriptos en la Figura 5.2.

Si P’ es un poset asociado a P entonces P’ tiene a Fo como subposet.

Demostracién: Podemos ver que el grafo de comparabiliad de P (se describe en la
Figura 5.1 para los distintos P) tiene una tnica clase de implicancia. Luego, por la
Proposicién 2.3.2, P tiene a su dual como unico poset asociado. Por lo tanto, podemos
asumir P’ = P9,

Por otra parte, es facil ver en la Figura 5.2 que P tiene a ]?‘\0 y a ]?‘\od como subposets.

Luego, P? tiene a f‘\o como subposet y la demostracién esta completa. O
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GU GV

Figura 5.3: Los grafos de comparabilidad de los posets Fy, F/T), Ry T, U, Venla
Figura 5.2.

5.2. Grafos C'PT Split

Los grafos de comparabilidad de los posets C'PT son llamados grafos CPT o grafos
de contencién de caminos en un arbol.
Claramente, un grafo G = (V, E) es CPT si y solo si existe una orientacién transitiva

E de G, un érbol T'y una familia (W, ),cy de caminos de T satisfaciendo que
b € E < W, C W,

Los grafos fuertemente-C' PT y dualmente-C P71 son los grafos de comparabilidad
de los posets fuertemente-C' PT' y dualmente-C PT', respectivamente.

No todo grafo split es de comparabilidad. Los grafos split de comparabilidad estan
caracterizados por subgrafos prohibidos (ver Figura 5.1). Por otra parte, no todo
grafo split de comparabilidad admite un modelo CI. Por comparacién de la familia de
subgrafos inducidos prohibidos para grafos split y para grafos C'I, puede establecerse
que un grafo split es C'I si y solo si no contiene a G, en la Figura 5.3 como subgrafo
inducido.

En el siguiente Teorema presentamos una caracterizacion de los grafos split que son
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dualmente-C' PT' y probamos que son exactamente los grafos split que son fuertemente-

CPT.

Teorema 5.2.1. Sea G un grafo de comparabilidad split. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
i) G es fuertemente-C PT.
ii) G es dualmente-C' PT .
iii) G no contiene a G, en la Figura 5.3 como subgrafo inducido.

Demostracién: La equivalencia de i) y i7) es consecuencia directa del Teorema 5.1.8.
Para probar i) implica iii), sea G un grafo dualmente-C'PT'. Entonces existe un poset
P dualmente-C'PT tal que G = Gp. Asumamos, para llegar a una contradiccién, que
G tiene como subgrafo inducido a Gg-. Entonces P tiene un subposet P’ asociado a
f‘\o. Por el Lema 5.1.7, debe ser P’ = F/‘; oP' = F/‘Bd. En cualquier caso se contradice
el Teorema 5.1.8, pues P es dualmente-C' PT'.

Para demostrar 7i7) implica i), con el objetivo de llegar a una contradiccién, supon-
gamos que G no es fuertemente-C' PT. Entonces existe un poset P que no es C'PT tal
que G = Gp. Por el Teorema 5.1.8, P tiene a f‘\o 0a f‘\od como subposet. Luego Gp

tiene a Gg; como subgrafo, contradiciendo iii). a

Notar que aunque el Teorema 5.1.5 provee una caracterizacion por subposets prohi-
bidos de los posets split que son C'PT', la misma no es suficiente para obtener una
caracterizaciéon por subgrafos prohibidos de los grafos split que son C'PT'. El grafo
Gﬁ) es un grafo split C'PT aunque el poset 1*/“?) es un subposet prohibido para los
posets split C'PT.

En otras palabras, para que Gp sea un grafo no C'PT es necesario que P sea un poset

no CPT y que ademads todo poset P’ asociado a P también sea un poset no C'PT.
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El Lema 5.1.9 implica que los grafos Gr, G, Gu vy Gv descriptos en la Figura 5.3
no son grafos C'PT. En particular son subgrafos inducidos prohibidos de la clase de

grafos split C'PT. Conjeturamos que son los 1inicos.

Conjetura 5.2.2. Un grafo split G es CPT si y solamente si G no tiene a Gr, ni a

Gr, ni a Gy, ni a Gy en la figura 5.3 como subgrafo inducido.
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Capitulo 6

Posets y grafos O P1 en la clase

k-tree

En este capitulo estudiamos a los posets k-tree que admiten un modelo por contencién
de caminos en un arbol. Mostramos que en dicha clase la condicién necesaria para ser
poset CPT, el Lema 4.1.2, es también suficiente. En la Seccién 6.1, consideraremos
el caso de los posets 2-tree. Luego en la Seccién 6.2, generalizaremos los resultados
a posets k-tree para un entero positivo k cualquiera. El objetivo de introducir una
primera seccién atendiendo el caso particular de los posets 2-tree es facilitar el enten-
dimiento del caso general. El lector que asi lo prefiriera puede comenzar directamente
con la Seccion 6.2. En esta seccién, obtenemos también caracterizaciones por subpo-
sets prohibidos de las clases de posets k-tree C'PT', k-tree fuertemente-C'PT y k-tree
dualmente-C'PT'. En la tltima seccién presentamos sendas caracterizaciones por sub-
grafos inducidos prohibidos de las clases de grafos k-tree fuertemente-C'PT' y k-tree
dualmente-C'PT'.

Dado un entero positivo k, un grafo GG es k-tree si puede ser construido de manera
recursiva comenzando con un completo formado por k£ vértices y luego, en cada paso,

adicionando un vértice con exactamente k vecinos los cuales inducen un completo [5].
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Observar que los grafos 1-tree son los arboles, es decir los grafos conexos sin ciclos.
Los grafos k-tree son grafos cordales. Si GG es un grafo k-tree que no se reduce a un
completo de tamano k, entonces todos los cliques de G tienen tamano k£ + 1 y sus

conjuntos separadores minimales son completos de tamano k [5].

Definicién 6.0.3. Un poset P es k-tree si su grafo de comparabilidad Gp es un grafo

k-tree.

Observacion 6.0.4. Si P es k-tree entonces k < h(P) < k+1. Mds aun, si h(P) = k,

entonces P es una cadena.

6.1. Posets 2-tree

Asi como los grafos 2-tree pueden ser construidos mediante un proceso recursivo, los
posets 2-tree también se construyen usando un proceso recursivo, el cual describimos

a continuacion.

Proceso constructivo 6.1.1. Sea P’ = (X', P’) un poset. Dados dos elementos ¢ y
a de X', tales que ¢ < a en P’ y tales que satisfacen una y solo una de las siguientes

condiciones
(9) X' ={a,c},
(m) X' # {a,c} y Dp:/(c) =0 y Up:(a) = 0,
(w) X' # {a,c} y De(a) = {c},
(d) X #{a,c} y Up(c) = {a};

se define un nuevo poset P = (X, P) en la forma

X =X"U{z} conz¢ X'
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y P la relacion que se escribe de la siguiente manera, dependiendo de la situacion de

los elementos a y ¢, a saber:

(P'U{(22),(c.2), (@, 2)) si (i)
PU{(z2), (02), (5 a)} si (m)
PU{(z2),(e,2), (@ 2)} si (u)

\P’ U{(z,2),(z,a),(z,¢)} si(d)

Es facil ver que P extiende a P’, estd bien definida v es una relacién reflexiva, anti-
) )

simétrica y transitiva, por lo cual (X', P’) es subposet de (X, P).

Lema 6.1.2. Un poset P es 2-tree si y solo si P se obtiene a partir de una cadena

de 2 elementos aplicando una cantidad finita de veces el Proceso constructivo 6.1.1.

Demostracién: Si P = (X, P) es un poset 2-tree, demostraremos por induccién
sobre la cantidad de elementos en X que P se obtiene, a partir de una cadena de 2
elementos, usando el Proceso constructivo 6.1.1.

Si |X| =2 o 3 entonces P es una cadena de dos o tres elementos, respectivamente, y
la prueba es trivial.

Si | X| > 3, como Gp es 2-tree existe un vértice z € X y un clique {z,y,u} tal que
N(z)={z,y},u# 2y G = Gp — {2} es 2-tree. Sea P’ = (X — {z}, P(X —{z})). Es
claro que P’ es subposet de P y Gp/ = G’, entonces se tiene que P’ se puede construir
usando el Proceso constructivo 6.1.1.

Como z, y y u forman una cadena maximal en P, basta considerar los siguientes
casos:

Caso I) Asumimos que z < u < y en P, entonces Dp/(z) =0 y Up:(y) = 0. Como
N(z) = {z,y} en Gp, z debe ser comparable con z y con y pero no con u, implicando
que x < z < y en P. Por lo tanto, tomando ¢ = x y a = y, el poset P se obtiene a

partir P/, usando el Proceso 6.1.1, agregando z segtin (m).
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Caso II) Si z < y < u en P, ya que z es comparable con z y con y pero no con
u, tenemos que r < y < z en P. Veremos que Dp/(y) = {x}. Con el objetivo de
llegar a una contradiccién, supongamos que existe un elemento h # x en Dp/(y). Si h
fuese comparable con x se tendria una cadena de longitud 4 formada por {h,z,y, z};
luego « y h deben ser incomparables, pero entonces en G'p hay un ciclo inducido por
los vértices {u, h, z,z}, lo cual contradice el hecho que Gp es cordal. Luego, tomando
¢ =1xya=y,seobtiene el poset P a partir de P, usando el Proceso 6.1.1, agregando
z segun (u).

Caso III) Si u < z < y en P, entonces, de forma andloga al caso anterior, el poset
P se obtiene a partir de P’, usando el Proceso 6.1.1, agregando z segtin (d).

Para probar la implicacién reciproca basta observar que en cada paso del proceso
6.1.1 el vértice z que se agrega es comparable solamente con los elementos a y ¢, los
cuales a su vez son comparables. Luego en el grafo de comparabilidad Gp el elemento

z es adyacente a los vértices a y ¢, los cuales forman completo de tamano 2. ]

Figura 6.1: Diagrama de Hasse de un poset construido de acuerdo al Proceso cons-
tructivo 6.1.1. Los vértices estan enumerados siguiendo el orden en que aparecen en
el proceso iniciado por la cadena cuyo conjunto de elementos es {1,2}. Ademas, estan
etiquetados con (i), (m), (d) o (u) segin céomo hayan sido agregados.

En la Figura 6.1 podemos ver el diagrama de Hasse de un poset construido de acuerdo

al Proceso 6.1.1, cuyo conjunto de elementos es {n € N:1 <n < 12}. Por el Lema
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6.1.2, dicho poset es 2-tree. En la misma Figura se observa su grafo de comparabilidad.
Resulta del Lema anterior que los vértices de un poset 2-tree P = (X, P) pueden
ser totalmente ordenados zi, 29, ..., 2, y etiquetados con (i), (m),(u) o (d), segin
el proceso constructivo descripto anteriormente; siendo z; < 29 los elementos de la
cadena inicial y z, el ultimo elemento agregado. Los vértices z; y 29 se etiquetan con

(d) y (m), respectivamente.

Definicién 6.1.3. Un orden de los elementos de un poset 2-tree P obtenido segun el

Proceso Constructivo 6.1.1 serd llamado orden constructivo de P.

Los lemas que demostramos a continuacion son necesarios para probar el resultado
principal de esta seccién, el Teorema 6.1.8. En este teorema probamos que la condicién
necesaria para ser poset C'PT del Lema 4.1.2 es también suficiente para la clase de

posets 2-tree.

Lema 6.1.4. Si z1, 29, ..., 2, es un orden constructivo de P, entonces
(i) z3 es el unico elemento con etiqueta (1) y ademds zy < z3 < z3 Y 23 es mazimal.
1) Si j > 3 entonces un elemento z; es maximal en P si y solo tiene etiqueta (u).
j
1t) Un elemento z; es minimal en P si y solo st tiene etiqueta (d).
J Y

w) Si z; tiene etiqueta (d > 3, entonces existe un unico 1 < j tal que z; es

j q Yy , J q
mazimal en P.
v) S1 z; tiene etiqueta (m ) > 3, entonces existe un unico © < j tal que z; es
(v) Si z q yj >3, j tal g

maximal en P.

Demostracién: Los items (i) , (iv) y (v) son inmediatos a partir de las condiciones
del proceso constructivo.

Para probar (ii) observar que si z es un maximal entonces, en el proceso de construc-
cién recursivo, él no pudo ser agregado con etiqueta (m) o (d), ya que en estos casos

U(z) # (. Por este motivo podemos asegurar que z fue agregado con etiqueta (u).
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Reciprocamente, si en un paso de la construccion de P el elemento z es agregado con
etiqueta (u) entonces z forma parte de la cadena ¢ < a < z. Luego, por la Observacion

6.0.4, U(z) = 0. De manera similar se prueba (7iz). O

A continuacién vamos a demostrar que si P es un poset 2-tree entonces puede ser
construido de forma tal que si z, es el iltimo maximal en ser agregado, entonces todo

elemento que se agregd después que z, pertenece a su conjunto descendente.

Lema 6.1.5. Sea P = (X, P) un poset 2-tree. Eziste un orden constructivo zy, za, ..., zn
de P = (X, P) tal que si v = mdz{i: z; es mazimal en P} entonces z; € D|z,| para

todo © > r.

Demostracion: La demostracién sera por induccion sobre la cantidad de elementos
de P. Es facil ver que el Lema es cierto si | X| < 3

Sea 21, 22, ..., 2, un orden constructivo con n > 3. Si z, es maximal el resultado es
trivial.

Supongamos que 2, no es un elemento maximal. Llamemos a y ¢ a los dos unicos
elementos de P comparables con z,.

Como P—{z,} es un poset 2-tree, por hipdtesis inductiva existe un orden constructivo
2,22 de PP =P —{z,} tal que si z. es el maximal que fue agregado ultimo
entonces 2, € D(z]) paratodo ¢ > r. Observar que el conjunto ascendente y el conjunto
descendente de cada elemento es independiente del orden constructivo. Indicaremos,
respectivamente, mediante Dp/(x) y Up/(z) a los conjuntos descendente y ascendente
del elemento x en P — {2,}. Sean j, y j. tales que a = 2 y ¢ = zj_.

Si z, € D(z]) basta agregar z, en un ultimo paso y el Lema es cierto.

Si z, ¢ D(z]) y no es ni maximal ni minimal de P entonces debe ocurrir que D(c) =
U(a) = 0, luego Dp:(2}) = Up/(2},) = 0. Dado que z, ¢ D(z) y z, € D(z},), debe

ser j, < r. Por otra parte, si j. > r entonces j. > 3y z;»c < z!; luego, por Lema 6.1.4
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(iv), debe ser z, = zj , lo cual contradice la asuncién z, ¢ D(z;) ya que z, € D(z] ).
Resulta entonces que j. < r, y asi z, puede ser agregado inmediatamente antes que
z;., obteniendo un orden constructivo de P como se deseaba.

Finalmente, si z, ¢ D(z.) y z, es minimal, es decir tiene etiqueta (d), entonces
zn < ¢ < aen PyU(c) = {a}. Por lo tanto 2 < 2/ vy Upi(z}) = {z},}. Como
2, & D(z;), pero a la vez z, € D(2} ), debe ser j, < ry ademds j. < r. En efecto, si
Je > 1 entonces 2 < 2,y por ende 2, € D(z,). Por lo tanto z, puede ser agregado

inmediatamente antes que 2/, obteniendo un orden constructivo de P que satisface lo

pedido. |

Definicién 6.1.6. Un orden de los elmentos de un poset P en las condiciones del

Lema 6.1.5 serd llamado buen orden constructivo de P.

Lema 6.1.7. Sea 21,20, ..., 201, 2r, Zra1y---2n, COn T > 3, un buen orden cons-

tructivo de un poset 2-tree P, donde z, satisface las condiciones del Lema anterior.

Entonces,
v {21,20,..., 51N D(2) = {2j,,2;,}, con zj, <z, <z en P.
w Sizp € {21, 20,51 — {2, 25, Yy J > entonces zp, || 2.

Demostracién: El primer item es trivial, los elementos z;, y z;, son los elementos a
y c en el caso (u) del proceso constructivo.

Para probar el segundo item, y con el objetivo de llegar a una contradiccién, asumimos
que z,Lz; en P.

Si z;, es maximal en P ya que z; debe ser comparable con zj, z; debe tener etiqueta
(m) o (d). Entonces los maximales zj, y z, son comparables con z; siendo h < j y
r < j. Luego, ya que j > 3, por la parte (v) o (iv) del Lema 6.1.4, respectivamente

tenemos una contradiccion.
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Si zj, tiene etiqueta (m), como z; se supone comparable con zj, y no puede ser maximal
por definicién de z,, entonces z; debe ser un elemento minimal de P. Si asumimos que
h > 3, por (v) del Lema 6.1.4 existe un tinico k < h tal que z;, < 2z y 2 es maximal.
Entonces z; < z, < z; en P, lo que contradice (iv) del Lema 6.1.4. Si h < 3, se
cumple que h = 2y 2 < 23 en P; si z3 # 2., esto ultimo implica que z; < z3 lo
que contradice (iv) del Lema 6.1.4. Y si z3 = z,. entonces z, = z3 € D(z,.), lo que
contradice nuestra asuncion sobre el elemento zj,.

Si 2, es minimal de P, se tendria entonces que z, < z; < z,. Esto tdltimo es una

contradiccién. Por lo tanto, concluimos que zj, || z; en P.

Teorema 6.1.8. Sea P = (X, P) un poset 2-tree. P admite un modelo CPT si y solo

si D[z] es CI para todo z mazimal de P.

Demostraciéon: La implicacién directa vale en general como lo demuestra el Lema
4.1.2.

Para demostrar la proposicion reciproca, primero asumamos que P no tiene falsos
gemelos. Probaremos que si tenemos un poset P = (X, P) sin falsos gemelos y 2-tree
tal que P(D][z]) es CI para todo z elemento maximal de P, entonces P admite un
modelo C'PT en el cual ningtin camino se reduce a un vértice y ningiin par de caminos
tiene un extremo coincidente. Procederemos por induccién sobre | X]|.

Si |X| =2 o 3 entonces P es una cadena y la demostracién es trivial.

Sea |X| = n > 3. Por el Lema 6.1.5 existe un buen orden constructivo de P
21529y e 2y Zrals - - - 20 O€a 2. el maximal que fue agregado tltimo en este proce-
so constructivo. Luego z; € D[z,] para todo i > r + 1.

Llamemos P’ al subposet P(X’) donde X’ = {z1,25,...,2._1}. Como P’ es 2-tree,

entonces, por hipétesis inductiva, existe un modelo CPT Rpr = (W] ).,ex+ sobre un
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Wi, Wil
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Wi, Wil

Wi, oo o o oo Wy, o o o o oo

9o o o 0000 o 0o L

Figura 6.2: En la parte superior, a derecha e izquierda, vemos a los caminos que
representan los elementos j; y jo en los modelos Rpr v Rpr, respectivamente. En la
parte inferior, vemos el resultado de subdividir aristas en los modelos Rp: y Rp~ para
lograr que en ambos modelos: W} y W} tengan la misma longitud, W7 y W tengan
igual longitud, y la posicién relativa de W; dentro de W} sea igual a la posicién
relativa de W} dentro de W7 .

arbol huésped T, en el cual ningiin camino se reduce a un punto y ningun par de
caminos tiene un extremo coincidente.

Por otro lado, sea X" = Dp|z,]. Por hipdtesis P” = P(X") es CI. Luego es posible
obtener un modelo CI Rpr = (W!).cpl,], donde ningin camino se reduce a un
vértice y ningin par de caminos tiene un extremo coincidente [6] .

En lo que sigue, reacomodaremos los modelos Rp: y Rp» de manera tal que su super-
posicién nos permita obtener un modelo C'PT de P.

Por el primer item del Lema 6.1.7, se tiene que X' N X" = {z;,,2j,} con ji,jo <ry
zj, < %, < z en P. Luego los vértices z;, estan representados tanto en el modelo Rp-
como en Rpn.

En ambos modelos cada camino tienen al menos dos vértices, por lo que es posible
subdividir una arista para aumentar la longitud de un camino cualquiera. Es claro
que subdividiendo aristas donde sea necesario, en el modelo Rp: o en el modelo de
Rpn, se puede lograr que W) y W tengan la misma longitud, que W}, y W}/ tengan
igual longitud, y que la posicién relativa de W; dentro de W, sea igual a la posicién

relativa de W' dentro de W7 (ver Figura 6.2).
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Figura 6.3: Modelo R que resulta de superponer convenientemente los modelos Rp: y
Rpn.

w.,

w, W=~

J1

Sea R el modelo por contencién de caminos que se obtiene uniendo los modelos R’ y
R, de forma que W se identifica con W7 'y W[ se identifica con W .Y la parte
de W que no esta cubierta por W;; , Se representa en T’ agregando 2 nuevas ramas
en cada uno de los extremos. Luego, W/ NT" = W] = W, como se muestra en la
Figura 6.3.

En el modelo R llamamos W, al camino correspondiente al elemento z. Es claro que
W,=W.,sii<ryW,=W/sii>r.

A continuacién probaremos que R es un modelo CPT de P.

Primero veamos que si z; < z; en P entonces W,, C W, .

Si zi,z; € X' 0 2,2 € X" entonces z; < z; en P’ o P”, respectivamente, lo cual
implica que W, C W, o W C W Por lo tanto W, C W.,.

Sizi e X'y z € X" entonces z; < z; < z en P; luego z; € X'N X" ={z;,,2;,}. Por
lo tanto, z; < z; en P” y como vimos previamente se tiene que W,, C W.,.

Siz; € X"y z; € X', entonces probaremos que z; € X” N X'. En efecto, si z; ¢ X”
entonces por el Lema 6.1.7 se tiene que z; || z; lo cual contradice nuestra asuncién.
Por lo tanto z; € X' N X", y asi se tiene que z; < z; en P”.

Ahora resta probar que si W, y W, son caminos pertenecientes a R tales que W, C

W, entonces z; < z; en P.
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Es claro que si ambos caminos pertenecen a Rps entonces z; < z; en P’, lo que implica
que z; < z; en P. Andlogamente se prueba que si ambos caminos pertenecen a Rp~
entonces z; < z; en P.

SiW., € Rp/, W., € Rpn y W., C W, como también sabemos que W, C W, , se
concluye que W,, C W, . Esto a su vez implica que W,, C szQ- Estos dos ultimos
conjuntos pertenecen a Rp/, entonces la inclusion implica z; < zj,. Ademas W,y W,
estan en Rpr, por lo que W, C W, , entonces z;, < z,. Por transitividad z; < z,. Por
lo tanto z; € X" y W, € Rpr, ademéds sabemos que W, C Rpr. Por ende W, C W,
implica que z; < z;.

Si W., € Rpr y W, € Rps, consideramos dos casos: z; € X'N X" o no.

Si z; € X' N X", entonces W, € Rpr. Asi, se tiene que z; < z; en P”.

Consideremos el caso z; ¢ X' N X", si z; € X', entonces W, también estd en Rp:.
Entonces W,, C W, en Rp: implica z; < z;. Si 2; ¢ X' entonces z; = 2, 04 > r. Si
z; = 2, es absurdo porque todos los vértices de W, mno estdn en el d&rbol huésped de
Rp: (lo més que llegan a compartir es W, ).

Siz; # 2, coni>r, W, C W, implica W, C th- Entonces W,, C W,

2, C W, en
Rp» implica z; < z;, < 7. Entonces z; es un minimal con etiqueta (d). Por lo tanto,
cuandoz; fue agregado solo miraba a z;, y 2, y, por etiqueta (d), U(zj,) = 2, (en ese
estadio de la construccion). Entonces, en ese momento z;, se relacionaba con un tnico
maximal que es z,. Si z, es el inico maximal, entonces X" = X,y W, W., € Rpr.
Si 2. no fuera el tinico maximal, por construccién, al momento de ser agregado, z;, y
zj, estaba en una cadena junto a otro maximal zj. Eso es absurdo porque contradice
la etiqueta (d) de z;.

Concluimos que R es un modelo C'PT del poset P en el cual todos los caminos tienen
longitud mayor o igual a uno.

Podria ocurrir que existan caminos que tengan un extremo coincidente en R. Como

asumimos que P no tiene falsos gemelos, por Lema 4.1.13 podemos asegurar que existe
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un modelo C'PT de P en el cual ningin par de caminos tiene un extremo coincidente.
Si P tiene falsos gemelos, por cada clase de equivalencia de falsos gemelos podemos
dejar un representante. Asi, por lo demostrado previamente, tenemos un nuevo poset
CPT Py, el cual es 2-tree y no tiene falsos gemelos. Luego, por la Observacién 4.1.6,

P es CPT. O

6.2. Posets k-tree

En esta seccion generalizaremos los resultados demostrados para los posets 2-tree.
Primero veremos, que asi como los grafos k-tree se construyen recursivamente, los

posets k-tree también admiten una construccién recursiva.

Proceso constructivo 6.2.1. Sea P = (X', P') un poset y ¢ < a elementos tales

que se satisface una y solo una de las siguientes condiciones:
() P es un cadena de k elementos y X' = Dp/|a).
(m) X' # Dpla], Up [a] y Dp [c] inducen una cadena y |Ula]| + |D[c]| = k.

(u) X' # Dpla], y ademds Dp/(c) = 0, Dp/[a] induce una cadena y |Dpla]| = k

(d) X' # Upld], y ademds Up(a) = 0, Up[c] induce una cadena y |Up[c]| = k.

se define un nuevo poset P = (X, P) en la forma

X =X"U{z} conz¢ X';

y P la relacion que se escribe de la siguiente manera, dependiendo de la situacion de

los elementos a y ¢, a saber:
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(P U5} U{(,2) 2 € X'} si (i)
b P'U{(z,2)} U{(z,2) 1w € Dp|c]} U{(z,2) : w € Up[a]} si(m)

P'U{(z,2)} U{(z,2) : © € Dpla]} si (u)

| P'U{(z2)} U{(z,2) : @ € Up|c]} si (d)

Es facil ver que P esta bien definida y es una relacion reflexiva, antisimétrica y

transitiva, por lo que (X', P") es subposet de (X, P).

Lema 6.2.2. Un poset P es k-tree si y solo si P puede obtenerse a partir de una
cadena de k elementos aplicando una cantidad finita de veces el Proceso constructivo

6.2.1.

Demostracién: Sea P = (X, P) un poset k-tree. Demostraremos por induccién sobre
| X | que P puede ser construido usando el Proceso constructivo 6.2.1.

Si |X|=kok+1el grafo Gp es completo y entonces es k-tree; luego P se puede
construir usando el Proceso constructivo 6.2.1, pues es una cadena de k o k + 1
elementos, respectivamente.

Si | X| > k+1, como Gp es k-tree, existe un vértice z € X y un clique {z1, 29, . .., 2, u}
tal que N(z) = {z1,20,..., 2}, 2 # uy G = Gp — {2} es k-tree. Si P’ = (X —
{z}, P(X — {z})), entonces P’ se obtiene usando el proceso 6.2.1 y Gp = G'. Para
demostrar que P puede ser construido usando el proceso 6.2.1 basta considerar los
siguientes tres casos:

Caso I) Si u es maximal en P’, entonces él es tltimo en la cadena inducida por
{z1,29,..., 2k, u}. Como z es comparable con zi, 23, ..., 2, pero no con u, entonces
debe ser z; < z en P para 1 < ¢ < k. Esto implica que z es maximal en P. Sea
a € {z,2,...,2} tal que a <: uy sea c el primer elemento de la cadena inducida por
Dp:[a]. En lo que sigue demostraremos que Dp/[a] induce una cadena y |Dp/|a]| = k.

Para demostrar que Dp/[a] induce una cadena, asumamos lo contrario. Luego debe
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existir elementos h y z;, en Dp/(a) tales que h || z;,, pero entonces en Gp hay un
ciclo inducido por el conjunto de vértices {u, 2, h, z;, }, lo cual contradice el hecho
que Gp es cordal. Si |Dp/[a]| > k, entonces |Dp/[u]| > k + 1, luego en P’ hay una
cadena de longitud k& + 2 lo que contradice que P’ es k-tree. Asi podemos afirmar que
|Dp[a]| = k y que Dp/[a] induce una cadena. Luego a y ¢ satisfacen la condicién (u)
del Proceso constructivo 6.2.1. Es decir, P se obtiene a partir P’ agregando z segun
(u).

Caso II) Si u es minimal en P la demostracién es andloga al Caso I), resultando
que z se agrega usando (d).

Caso III) Finalmente, supongamos que existen a,c € {z1, 29, ..., 2z} tales que ¢ <:
u <:a en P’. Probaremos que z puede agregarse usando (m).

Como z es comparable con ¢ y a pero no con u, se deduce que ¢ < z < a en P.
Los conjuntos Dp/|[c] y Up/[a] inducen una cadena cada uno, pues si alguno de estos
conjuntos no indujera una cadena, entonces el elemento z seria comparable en P’
con al menos k + 1 elementos, lo cual es absurdo. Luego la cadena inducida por los
elementos de Dp/[c] U Up/[a] es de tamatio k. Por lo tanto, el poset P se obtiene a
partir P’ agregando z segin (m).

Para probar la implicacién reciproca basta observar que el vértice z que se agrega
en cada paso es comparable solo con los elementos de una cadena de tamano k,
siendo entonces z adyacente solamente a los k vértices de un completo en el grafo de

comparabilidad. O

Resulta del Lema anterior que los elementos de un poset k-tree P = (X, P) pueden
ser totalmente ordenados z1, zs, ..., 2, y etiquetados con (i) (m),(u) o (d), segin el
proceso constructivo descripto anteriormente. Establecemos que 21, 29, ..., 2; son los
elementos de la cadena inicial, con 21 < 29 < ... < 2, en P. Llamamos z, al ultimo

elemento agregado. El elemento z; se etiqueta con (d) y los restantes elementos de la
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cadena inicial z9, 23, .. ., 2 son etiquetados con (m).

Definicién 6.2.3. Un orden de los elementos de un poset k-tree P obtenido segin el

Proceso Constructivo 6.2.1 serd llamado orden constructivo de P.

Los lemas que demostramos a continuacion son necesarios para probar el resultado
principal de esta seccién, el Teorema 6.2.8. En este teorema probamos que la condicion
necesaria para ser poset C'PT, Lema 4.1.2, es también suficiente para la clase de posets

k-tree.

Lema 6.2.4. Si 21, 2o, ..., 2k..., 2, €s un orden de los elementos de un poset P segun
el proceso de construccion, entonces

(i) zky1 es el unico elemento mazimal de P con etiqueta ().

(11) Si j > k+ 1 entonces un elemento z; es mazimal de P si y solo si tiene etiqueta
(111) Un elemento z; es minimal de P si y solo si tiene etiqueta (d).

() Si z; tiene etiqueta (d) y j > 1, entonces existe un unico i < j tal que z; es
mazimal y z; < z; en P.

(v) Si z; tiene etiqueta (m) y j > k + 1, entonces existe un unico i < j tal que z; es

maximal y z; < z; en P.

Demostracion:

Los items (i) , (iv) y (v) son inmediatos a partir de las condiciones del proceso
constructivo.

Para probar (ii) observar que si z es un maximal entonces, en el proceso de cons-
truccion recursivo, él no pudo ser agregado con etiqueta (m) o (d), ya que en estos
casos U(z) # ). Por este motivo podemos asegurar que z fue agregado con etiqueta
(u). Reciprocamente, si en un paso de la construccién de P el elemento z es agregado
con etiqueta (u) entonces z es el eslabon superior de una cadena formada por k + 1

elementos. Luego, por la Observacién 6.0.4, U(z) = ().
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De manera similar se prueba (iii). O

A continuacion demostraremos que un poset k-tree P puede ser construido de forma
tal que si z, es el dltimo maximal en ser agregado, entonces todo elemento agregado

después que z, pertenece a su conjunto descendente.

Lema 6.2.5. Sea P = (X, P) un poset k-tree. Existe un orden de construccion,
21,29, -y 2n, de P = (X, P) tal que si r = max {i : z; es mazimal en P}, entonces

z;i € Dz, para todo i > r.

Demostracion: La demostracion sera por induccion sobre la cantidad de vértices de
P. Es fécil ver que el Lema es cierto si | X| = k.

Sea z1,23,...,2, un orden de construccién de P con n > k. Si z, es maximal el
resultado es trivial.

Asumamos que z, no es un elemento maximal entonces, por (i) y (ii) del Lema 6.2.4,
tiene etiqueta (m) o (d). En cualquier caso z, es comparable solo con k elementos de
X los cuales inducen una cadena en P.

Sea 2, 24, ..., 2, un orden constructivo de P’ = P—{z,} tal que si z,. es el maximal
que fue agregado tltimo entonces z, € D(z.) para todo ¢ > r.

Si z, € D(z.) basta agregar z, en un ultimo paso y el Lema es cierto.

Si z, ¢ D(z]) y tiene etiqueta (m) entonces, segun el proceso de construccién, existen
cy a tales que ¢ <: z, <: a en P, los conjuntos D]c| y Ula] inducen una cadena y
|Dlc]|+|Ula]| = k. Sean j, y j. los subindices de a y ¢ en el orden de construccién de
P’ es decir, a = 2y ¢ = 2] . Debido a que z, es el dltimo maximal en P’ se tiene que
Ja < r. En efecto, si r = j, estamos en el caso anterior y si r < j, entonces z}a <z
en P lo cual implica que z, € D(z.) y esto es una contradiccién. También se cumple

que j. < r. Para demostralo, asumamos que 1 < j., lo cual implica que 2} < z en

P. Si 2} es maximal, entonces z; < 2} con j, < r, lo que contradice (v) del Lema
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6.2.4. Si z;, no es maximal, entonces existe un nico jo < j, tal que 2i <27 y 2% es
maximal en P. Como z, < 2/ entonces r # jo. Ademds, 2 < 2 <z y 2 <z lo
que contradice (iv) o (v) del Lema 6.2.4.

Concluimos que j, < ry j. < r, por lo cual z, puede ser agregado inmediatamente
antes que 2.

Finalmente, si z, ¢ D(z.) y tiene etiqueta (d), entonces existen dos elementos ¢ y a
tales que ¢ < aen P, U(a) = 0, Ulc] induce una cadena, |Ulc]| = ky 2z, < ¢ < aen P.
Nuevamente tomamos a j, v j. como los subindices de a y ¢ en orden de construccién
de P’. Luego, como a es maximal en P se tiene que j, < r. Ademés debe ser j. < r,
pues caso contrario se tendria que ¢ < 2! y asi z, € D(z]) lo cual es una contradiccién.
Resulta que z, puede ser agregado inmediatamente antes que 2/, obteniéndose asi un

orden constructivo de P que satisface lo pedido. O

Definicién 6.2.6. Un orden de los elementos de un poset P en las condiciones del

Lema 6.2.5 serd llamado buen orden constructivo de P.

Lema 6.2.7. Sea z1,29,...,2r-1, 2r, Zr41, - - -, Zn_un buen orden constructivo de un

poset k-tree P, donde z, satisface las condiciones del Lema anterior. Entonces,

w {z1,20,..., 21} N D(2,) = {zjl,zh,...,zjk_l,zjk}, con zj, < zj, < ... <

2j, < zj, en P.
w iz € ({21520 21} — {2515 Zjgs - -5 250 }) Y J > 1 entonces zy, || 25

Demostracién: El primer item es trivial, ya que los elementos z;,, 2j,, ..., 2, , ¥ %5,
forman la cadena del caso (u) del proceso constructivo.

Por el primer item es claro que z;, || z,.. Para probar el segundo item, y con el objetivo
de llegar a una contradiccién, asumamos que 2z, 1 z; en P con j # r. Si 2, es maximal

de P entonces, como z; es comparable con z, z; < 2, en P. Ademads, z; puede tener
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etiquetas (m) o (d). Por otro lado, sabemos que z; < z, en P con h < r < j; luego
por (iv) o (v) del Lema 6.2.4 se llega a una contradiccion.

Si z, tiene etiqueta (m), ya que z; < z, z; puede tener etiqueta (m) o (d). Asumamos
que z; tiene etiqueta (m); observar que no es posible que z, < zj, pues z; < z. y
zp, || 2. Luego, necesariamente z; < z;,. Como 2z, || z, existe un elemento maximal z;
con ¢ < r tal que 2, < z; en P. Luego z; < z; en P, lo cual es una contradicciéon por
el item (v) del Lema 6.2.4.

Por otro lado, si z; tiene etiqueta (d) entonces z; < z,. Como z, || 2 existe un
elemento maximal z; con ¢ < r tal que 2, < z; en P. Luego z; < z;, lo que es absurdo
por el item (7v) del Lema 6.2.4. Concluimos que z;, || z; cuando 2z, tiene etiqueta (m).
Si zj, es minimal entonces, observar que z; no puede tener etiqueta (u) ya que j > r
v zn || 2. Luego, si la etiqueta de z; es (m) entonces z, < z; en P. El hecho de que
z; < z implica que zj, < z,, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 2, || z; cuando

zp, es minimal. O

En el siguiente Teorema veremos que la condicion del Lema 4.1.2 es suficiente para

los posets k-tree que son C'PT.

Teorema 6.2.8. Sea P = (X, P) un poset k-tree. Entonces P admite un modelo
CPT siy solo si D[z] es CI para todo z mazimal de P.

Demostracién:

La implicacion directa vale en general como lo demuestra el Lema 4.1.2.

Para demostrar la proposicién reciproca, primero asumimos que P no tiene falsos
gemelos. Probaremos que si tenemos un poset P = (X, P) k-tree sin falsos gemelos
tal que P(D]z]) es CI para todo z elemento maximal de P, entonces P admite un
modelo C'PT en el cual ningiin camino se reduce a un vértice y ningin par de caminos

tiene un extremo coincidente. Procederemos por induccién sobre |X|.
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Si |X| =k ok +1 entonces P es una cadena y la demostracién es inmediata.

Sino, por el Lema 6.2.5 existe un buen orden constructivode P 271, 2o, ... 2, Zp01, .. ., 25
donde z, es el dltimo maximal que fue agregado en el proceso constructivo y z; € D|z,]
sit>r+ 1.

Sea X' = {21, 22,...,2_1}. Entonces existe un modelo CPT" Rp: = (W] ).,ex’ sobre
un arbol huésped T”, en el cual ningin camino se reduce a un punto y ningin par de
caminos tiene un extremo coincidente.

Por otro lado sea X” = Dp|[z,]. Por hipétesis P” = P(X"”) es CI. Luego es posible
obtener un modelo CI Rpr = (W])..cpl,], donde ningin camino se reduce a un
vértice y ningtin par de caminos tiene un extremo coincidente [6] .

En lo que sigue, reacomodaremos los modelos Rp: y Rpr de manera tal que su su-
perposicion nos permita obtener un modelo C'PT' de P. Por el primer item del Lema
6.2.7 se tiene que X' N X" = {z;,, 2j,,..., 2.} con zj, < 2, < ... < z;, en P; luego
los vértices z;, estan representados tanto en el modelo Rp/ como en Rpu.

En ambos modelos los caminos no tienen extremos coincidentes; luego es claro que,
subdividiendo aristas donde sea necesario, en el modelo Rp: o0 en el modelo de Rp~, se
puede asumir que las longitudes de Wz’ji y WZ’; _son iguales y que la posicién relativa
de WZ’] en W;jk es igual a la posicion relativa de WZ’; en W/ g

Sea R el modelo por contenciéon de caminos que se obtiene uniendo ambos modelos
de forma que, para cada 1 <i < k, W;ji se identifica con W;; - Y a su vez, la parte
de W que no estd cubierta por WZ _ se representa en T' agregando 2 nuevas ramas
en cada uno de los extremos (ver Figura 6.3).

A continuacién probaremos que R es un modelo C'PT de P. En este modelo llamamos
W. al camino correspondiente al elemento z, siendo W,, = W/ sii <ry W, =W/
si ¢ > r. Primero veamos que si z; < z; en P entonces W, C W, .

Si z; y zj pertenecen ambos a X’ o X” entonces z; < z; en P’ o P”, respectivamente,

lo cual implica que W, C W o W C W. Por lo tanto W, C W,.
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Siz; € X'y z; € X", por el Lema 6.2.7 se tiene que z; = zj, con 1 < l; <k, es decir
zi € X'N X" Luego z; = zj, < z; en P”, y como vimos previamente, se tiene que
szli =W, CW,,. Elcaso z; € X "y z; € X' se analiza analogamente.

Nos queda probar que si W, y W, son caminos pertenecientes a R tales que W, C
W, entonces 2; < z; en P. Es claro que si ambos caminos pertenecen a Rp: entonces
z; < z; en P’ lo que implica que z; < z; en P. Andlogamente se prueba que si ambos
caminos pertenecen a Rpr entonces z; < z; en P.

Si W, € Rp/, W., € Rpr y W, C W, como también sabemos que W, C W, se
concluye que W, C W, . Esto a su vez implica que W, C W, . Estos dos tltimos
conjuntos pertenecen a Rps, entonces la inclusién implica z; < zj,. Ademés szk y W.
estan en Rpr, por lo que szk C W.,,, entonces zj, < z,. Por transitividad z; < z,. Por
lo tanto z; € X" y W, € Rpr, ademéds sabemos que W, C Rpr. Por ende W, C W,
implica que z; < z;.

Si W., € Rpr y W., € Rpr, consideramos dos casos: z; € X'NX" o no.

Si z; € X' N X", entonces W, € Rpr. Asi, se tiene que z; < z; en P”.

Consideremos el caso z; ¢ X' N X", si z; € X', entonces W,, también estd en Rp:.
Entonces W, C W, en Rps implica z; < z;. Si z; ¢ X' entonces z; = 2z, 01 > 7. Si
z; = 2, es absurdo porque todos los vértices de W, mno estdn en el d&rbol huésped de
Rp: (lo més que llegan a compartir es W, ).

Siz; # 2., coni>r, W, C W, implica W, C szk. Entonces W, C szk C W, en
Rpr implica z; < zj, < z,. Entonces z; tiene etiqueta (d) o (m).

Sin perdida de generalidad, asumimos que z; tiene etiqueta (d), cuando él fue agregado
miraba a z;, y 2, y, por etiqueta (d), U(zj,) = 2. (en ese estadio de la construccién).
Entonces, en ese momento z;, se relacionaba con un dinico maximal que es z,. Si 2,
es el Uinico maximal, entonces X" = X, y W_,, W, € Rpr. Si 2. no fuera el tnico
maximal, por construccién, al momento de ser agregado, z;, y z; estaba en una

cadena junto a otro maximal z;. Eso es absurdo porque contradice la etiqueta (d) de
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Zi.
Concluimos que R es un modelo C'PT del poset P en el cual todos los caminos tiene
longitud mayor o igual a uno.

Podria ocurrir que existan caminos que tengan un extremo coincidente en R. Como
asumimos que P no tiene falsos gemelos, por el Lema 4.1.13 podemos asegurar que
existe un modelo CPT de P en el cual ningiin par de caminos tiene un extremo
coincidente.

Si P tiene falsos gemelos, por cada clase de equivalencia de falsos gemelos podemos
dejar un representante. Asi, por lo demostrado previamente, tenemos un nuevo poset
CPT Py, el cual es k-tree y no tiene falsos gemelos. Luego, por la Observacién 4.1.6,

Pes CPT.

El Teorema 6.2.8 muestra que en la clase de los posets k-tree, con k > 2, la condi-
cién necesaria para ser CPT dada por el Lema 4.1.2 es también suficiente. Luego el
Teorema 4.1.5 y el siguiente lema completan la demostracién del Teorema 6.2.10 que

brinda una caracterizacién por subposets prohibidos de los posets k-tree.

Lema 6.2.9. Sea P = (X, P) un poset, H un subposet de P 3-irreducible, con h(H) <

h(P); y B, C, E, y Fy, conn >0, los posets descriptos en las Figuras 2.5 y 2.6.

i) Si P es 2-tree entonces H debe ser B o BY.
i) Si P es 3-tree entonces H debe ser B, B4, C, C?, E, o E4 conn > 0.

iii) Si P es k-tree con k > 4 entonces H debe ser B, B¢, C, C?, E,, E¢ 0 F,, con

n > 0.

Demostracion: Los posets 3-irreducibles son los posets descriptos en las Figuras 2.5

y 2.6 y sus respectivos duales. Sea H un poset 3-irreducible, subposet de un poset
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k-tree.

Como los grafos k-tree son cordales, es decir, no tienen ciclos sin cuerdas inducidos,
los posets k-tree son aciclicos. Resulta asi que H no es ninguno de los posets: D,
CX,, CX,, CX3, EX, EX3, FX;, FX3 ni sus poset duales; A, I,, Gu, Jn, Hy,
con n > 0, ni sus respectivos duales.

Para demostrar (i) asumimos que P es 2-tree. Luego h(H) < 3 por lo que H debe ser
alguno de los posets B o BZ.

Si P es 3-tree entonces h(H) < 4. Luego H debe ser algunos de los posets B, B?, C,
C? E, o E4, con n > 0. Asi hemos demostrado 7).

Si k > 4 entonces h(H) < k + 1. Luego H debe ser alguno de los posets B, B¢, C,
C?, Ey,, E¢ 0 Fy, con n > 0. Observar que F,, = F¢. Asi queda probado iii). ]

Teorema 6.2.10. Sea P = (X, P) un poset, las siguientes proposiciones son ciertas.

i) Sea P es 2-tree. Entonces P es CPT si y solo si P no tiene como subposets B

ni BY.

ii) Sea P es 3-tree. Entonces P es CPT siy solo si P no tiene como subposets ]§,

e~ —~ ~

B¢, C, Cd, E, ni ]:3?1 conn > 0.

ii1) Sea P es k-tree con k > 4. Entonces P es CPT si y solo si P no tiene como

—

subposets ]§, B, 6‘, é\d, f);, Ed ni f‘; conn > 0.

—~

Los posets ]§, ]§71, @, (/]\d, E,, /E Y f‘;, conn > 0, estan en la Figura 6.4.

Lema 6.2.11. Sean P = (X, P) y P’ = (X, P’) posets asociados. Si B o cualquiera

de los posets 6, E; 0 f‘;, descriptos en la Figura 6.4, es un subposet de P, entonces

o bien ]§, B¢, 6, C? E,, Ed o F, es subposet de P’, respectivamente; o bien EABd,

—~d —d

—~d ~ —d —~d .
Bd,C? Cl Ed  Ed oF, essubposet de P, respectivamente.
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Figura 6.4: Los posets B y B4 son 2-tree pero no CPT. 6, Ce, E; y Ed paran >0
no son posets 3-tree. Sin embargo, pueden ser subposet de un poset 3-tree; ademéas
ninguno es CPT. F,, con n > 0, puede ser subposets de un poset 4-tree pero no es

CPT.
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Flgura 6.5: Los posets By y Bo son 2 2-tree, el poset C; es 3-tree. Observar que B, tiene

a B como subposet, B, tiene a B? como subposet y C; tiene a C como subposet.
Luego, por el Teorema 6.2.10, no son C'PT.

Demostracion: Sea P un poset que contiene a B como subposet. Los médulos no
triviales de B son: su vértice universal, que llamaremos y, y los vértices del subposet
B, descripto en la Figura 2.5. Al conjunto de vértices de B lo denotaremos por X.
Como P y P’ son asociados (tienen el mismo grafo de comparalibidad) podemos
determinar el vértice ¢ y el conjunto X’ de vértices de P’ correspondientes al vértice
y v al conjunto X, respectivamente.

Por el segundo item del Corolario 2.3.9 tenemos que el subposet de P’ inducido por
los vértices de X’ es B o B,

Observar que en P’ el vértice ¢y debe ser mayor que todos los vértices de X’ o debe
ser menor que todos ellos, luego en P’ tenemos como subposet a ]§, ]§d, B o bien
—~d

B< .

Para los posets 6, f); y F; la demostraciéon es analoga. ]
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Como consecuencia del lema anterior y del Teorema 6.2.10, probamos que la clase
de posets k-tree dualmente-C'PT' coincide con la clase k-tree fuertemente-C'PT y
obtenemos una caracterizacion de la clase de posets k-tree fuertemente-C' PT', para

k> 2.

Teorema 6.2.12. Sea P = (X, P) un poset k-tree con k > 2. Las siguientes condi-

ctones son equivalentes.
i) P es fuertemente-C' PT.

ii) P es dualmente-C'PT.

~

iii) P no contiene a B, B4, C, C?, E,, E¢ F,, conn >0, ni a sus duales como

subposet, ver la Figura 6.4.

Observar que para k = 2,3 la familia de prohibidos no es minimal. Para los posets
2-tree que son fuertemente-C'PT, los posets ]§, B y sus duales constituyen la fa-

milia de prohibidos minimal. Mientras que la familia de prohibidos minimal de los

~ - —~ —_
d

3-tree fuertemente-C' PT estd formada por ]§, ]/371, C, C', E,, E¢, conn >0, y sus

n’

respectivos duales.

Demostracién: La implicacion i) entonces ii) es cierta ain cuando P no sea k-tree.
Si P es dualmente-CPT entonces, por definicién de dualmente-CPT y el Teorema
6.2.10, los posets ]§, ]§\d, 6, (?l f};, ]E)\‘j“ f‘;, con n > 0, y sus respectivos duales no
pueden ser subposets de P. Asi hemos probado la implicacién i) entonces 7).

Queda demostrar la implicacién i) entonces ). Por iii) del Teorema 6.2.10, P es
CPT. Asumimos, con el fin de obtener una contradiccién, que P no es fuertemente-
CPT. Sea P' un poset no C' PT asociado a P. Por el Teorema 6.2.10 P’ contiene como
subposet, a alguno de los posets ]§, ]/3\‘1, 6, al, ]é;, ]5?1, f‘; con n > 0. Luego, por el

o~ o~

Lema 6.2.11, P contiene como subposet a alguno de los siguiente posets: B, B?, C,
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Figura 6.6: Los grafos de comparabilidad de los posets ]§, 6, E;, ]?‘; en la Figura 6.4.

C? E,, EloF,, B B, CY C? Ed  Ed  F, .Esto contradice nuestra asuncién

sobre P. O

El siguiente resultado sera utilizado en la proxima seccion en la caracterizacion de

grafos 2-tree que son C'PT.

Lema 6.2.13. Si P’ es un poset asociado a By 0 By en la Figura 6.5 entonces tiene

a B como subposet.

Demostracién: Observemos que el grafo de comparabilidad de P’ tiene una tnica
clase de implicancia. Luego, por la Proposicién 2.3.2, P’ tiene a su dual como un
tinico poset asociado. Por lo tanto, podemos asumir P’ = B, (o By%). Es facil ver
en la Figura 6.5 que B; (o By) tiene al dual de Bd como subposet. Luego, P’ tiene a

B9 como subposet.
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6.3. Grafos CPT k-trees

Recordemos que los grafos fuertemente-C'PT y grafos dualmente-C'PT son los
grafos de comparabilidad de los posets fuertemente-C' PT y posets dualmente-C' PT,
respectivamente.

Como corolario del Teorema 4.2.3 y el hecho que todo arbol es un grafo de compara-

bilidad tenemos el siguiente resultado.
Teorema 6.3.1. Todo darbol es un grafo fuertemente-C PT.

En el siguiente Teorema presentamos una caracterizacion de los grafos k-tree que son

dualmete-C' PT' y probamos que son exactamente los grafos k-tree que son fuertemente-

CPT.

Teorema 6.3.2. Sea G un grafo de comparabilidad y k-tree. Las siguientes condicio-

nes son equivalentes.
i) G es fuertemente-C PT.

ii) G es dualmente-C' PT .

i) G no contiene a ninguno de los grafos Gg, Gg, Gg. ni Gg- conn > 0 de la

Figura 6.6 como subgrafo inducido.

Demostracién: Por el Teorema 6.2.12 es cierta la proposicién @) si y solo si i7). Para
probar #i) implica iii), sea G dualmente-C'PT'. Entonces existe un poset P dualmente-
CPT tal que G = Gp. Asumamos, para llegar a una contradiccién, que G tiene como

subgrafo inducido a alguno de los siguientes grafos: Gg, Gg, Gg. o Gg. Entonces
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P contiene un subposet P’ asociado a ]§, 6, E; o} i‘; Luego, por el Lema 6.2.11, se

tiene los siguiente casos:
. , . ~ , = =S 5y —~d
» Si P’ es asociado a B entonces P’ = B, B4, B* 0 B? .

-~ o~~~ —~d
Si P’ es asociado a C entonces P’ = C, C¢, C?% o C? .
M )

Si P’ es asociado a E,, entonces P’ = E,,, E¢, E,, o Ed .

—~ —d

s Si P’ es asociado a Fy, entonces P’ =F, o F,, .

En cualquiera de los casos anteriores, por el Teorema 6.2.12, el poset P no es dualmente-
CPT, lo cual es una contradicciéon. Asi queda demostrado i) implica 7).

Para demostrar iii) implica ), con el objetivo de llegar a una contradiccién, asumimos

que G no es fuertemente-C'PT'. Entonces existe un poset P, que no es CPT, tal que

G = Gp. Por el Teorema 6.2.10, P tiene como subposet a alguno de los siguientes

posets: ]§, ]§\d, 6, (/3\d, f};, ]E)?‘i 0 f‘; Luego, en cualquiera de los casos Gp, tiene como

subgrafo inducido a alguno de los grafos Gg, Gg, Gg 0 Gg con n > 0, lo cual

contradice 7i1). O

Los siguientes corolarios son consecuencia de los teoremas 6.2.12 y 6.3.2.

Corolario 6.3.3. Sea G un grafo de comparabilidad y 2-tree. Las siguientes condi-

ctones son equivalentes.
i) G es fuertemente-C PT.
ii) G es dualmente-C' PT.
iii) G no contiene al grafo Gg en la Figura 6.6 como subgrafo inducido.

Corolario 6.3.4. Sea G un grafo de comparabilidad y 3-tree. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes.
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i) G es fuertemente-C PT.
ii) G es dualmente-C' PT.

i) G no contiene a Gg, ni a Gg, ni a Gg conn > 0, en la Figura 6.6, como
n

subgrafos inducidos.

Notar que, de forma similar a lo que ocurre con los posets split que son C'PT', aunque
el Teorema 6.2.10 nos brinda una caracterizacién por subposets prohibidos de los
posets k-tree, con k > 2, que son C'PT, la misma no es suficiente para obtener
una caracterizacién por subgrafos prohibidos de los grafos k-tree que son C'PT. Por
ejemplo, el grafo Gg en la Figura 6.6 es un grafo 2-tree C'PT, aunque el poset B es
un subposet prohibido para los posets 2-tree CPT. El Lema 6.2.13 implica que los
grafos G, y GB, no son grafos C'PT. En particular, Gg, y G, son prohibidos de la

clase de grafos 2-tree C'PT. Conjeturamos que son los unicos.

Conjetura 6.3.5. Sea G un grafo 2-tree. G es CPT si y solamente si G no tiene a

Gp, ni a G, como subgrafos inducidos.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En la primera parte de este trabajo hemos dado una caracterizacién de los vértices
extremos de los grafos C'I usando una familia auto-complementaria de subgrafos
inducidos prohibidos. Hemos estudiado a la clase de grafos que son C'I porque ella ha
sido ampliamente estudiada y estd contenida en la clase de grafos C'PT'. Sin embargo,
no hemos podido usar los resultados obtenidos en el estudio de los grafos o posets
CPT.

A partir del Capitulo 4 nos ocupamos en el estudio de los grafos CPT y posets CPT.
Como consecuencia de una condicion necesaria para ser poset C'PT obtuvimos una fa-
milia de subposets prohibidos minimales de los posets que son C'PT'. También mostra-
mos diferentes ejemplos de posets que no son C'PT atin cuando satisfacen la condicién
necesaria. Demostramos que en la clase de posets C'PT' la dimension y la dimensién
de intervalos no estan acotadas superiormente.

Por otra parte , introdujimos las definiciones de posets fuertemente-C' PT'y dualmente-
CPT'. Hemos encontrado ejemplos en cada clase descripta en el diagrama de la Figura
7.1, pero no tenemos un ejemplo que haga diferencia entre las clases dualmente-C PT
y fuertemente-C'PT. En particular, hemos demostrado que todo poset cuyo grafo de

comparabilidad es un arbol es fuertemente-C PT.
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fuertemente-CPT
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QCI

Figura 7.1: Representacion de las diferentes clases de posets C'PT" estudiadas.
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En los Capitulos 5 y 6 hemos estudiados dos clases de posets: la clase de posets k-tree
que son C'PT y la clase de posets split que son C'PT'. Para ambas clases hemos de-
mostrado que la condicién necesaria para ser un poset C'PT dada en el Lema 4.1.2 es
también suficiente. Usando este resultado damos una caracterizacién por subposets
prohibidos de los posets split C'PT y de los posets k-tree que son C'PT. Para am-
bas clases de posets mostramos que los posets dualmente-C'PT son exactamente los
posets fuertemente-C' PT’; y dimos una caracterizacion por subposets prohibidos. Co-
mo consecuencia, obtuvimos una caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos
tanto de los grafos que son split fuertemente-C'PT" como de los grafos que son k-tree
fuertemente-C' PT. Paralelamente mostramos que los grafos split (o k-tree) que son
dualmente-C' PT son exactamente los grafos split (o k-tree) que son fuertemente-C' PT.
Por otra parte, observamos que aunque el Teorema 5.1.5 nos brinda una caracteri-
zacién por subposets prohibidos de los posets split que son C'PT, la misma no es
suficiente para obtener una caracterizaciéon por subgrafos prohibidos de los grafos
split que son C'PT. Una situacion similar se observa para los grafos k-tree que son
CPT.

Ademas, se plantearon problemas que han quedado abiertos:

= Problema abierto 4.2.4: ; Existe un poset dualmente-C'PT que no sea fuerte-

mente-C' PT?

= Problema abierto 4.2.5: ; La propiedad de ser fuertemente-C' PT es hereditaria

por subposets?

= Problema abierto 4.3.5: Determinar si la dimensién de los posets dualmente-
CPT esta acotada superiormente por una constante. La misma pregunta para

los posets fuertemente-C PT.

En un trabajo futuro comenzaremos a profundizar en estos problemas utilizando

descomposicion modular.
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De los resultados obtenidos en esta tesis surgieron los trabajos [2], enviado para pu-
blicar en Discrete Applied Mathematics, y [3], enviado para publicar en Discussiones
Mathematicae Graph Theory.

El interés despertado en otros grupos de investigacion por los resultados obtenidos
en este trabajo se reflejan en la invitacién a dictar una conferencia sobre los mismos
durante el 16th Haifa Workshop on Interdisciplinary Applications of Graphs, Com-
binatorics and Algorithms que se llevé a cabo en la Universidad de Haifa, Israel, en

Junio de 2016.
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