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Resumen

Elmétodo basado en el Vinculo de Lyapunov (o método LCB por su sigla en inglés) es un método
no lineal global parala estabilizacion asintética de puntos de equilibrios no estables de sistemas
mecanicos subactuados. Este método estd basado en la imposicién de un vinculo cinematico
sobre el sistema no actuado, obteniéndose la sefial de control para estabilizar al sistema como
la fuerza de vinculo asociada a dicho vinculo. El método tiene la ventaja adicional de producir
una funcién de Lyapunov para el sistema alazo cerrado, probando de esta manerala estabilidad
(asintdtica) del sistema. Sinos restringimos a sistemas con Hamiltonianos simples (es decir, de
la forma término cinético mas término potencial) y si buscamos funciones de Lyapunov tam-
bién simples, el método puede reducirse a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, llamadas ecuaciones cinéticas y ecuaciones potenciales, cuya incognita es
la funcién de Lyapunov mencionada anteriormente.

Este trabajo tiene tres objetivos distintos. En primer lugar, establecer la relacién del méto-
do LCB con otros métodos de estabilizacion conocidos. En segundo lugar, explotar el contexto
del método LCB para extender un resultado relacionado con la estabilizabilidad asintdtica de
sistemas con dos grados de libertad. Finalmente, dar una prescripcién concretay atil para cons-
truir soluciones locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales y, por consiguiente, la sefial de

control buscada.






Abstract

The Lyapunov constraint-based method (or LCB method for short) is a recent global non-linear met-
hod for the asymptotic stabilization of unstable equilibria of underactuated mechanical systems. It is
based on the imposition of a kinematic constraint on the unactuated system, where the control law to
stabilize the system is obtained as the related constraint force. The method has the additional advan-
tage of producing a Lyapunov function for the closed-loop system, proving the (asymptotic) stability.
If we restrict to simple Hamiltonian functions (meaning kinetic plus potential terms) and if we seek
for simple Lyapunov functions as well, the method can be reduced to solving a set of partial differential
equations, called the kinetic equations and the potential equations, whose unknown is the aforemen-
tioned Lyapunov function.

This work has three separate goals. First, to establish the relation between the LCB method and
other well-known stabilization procedures. Second, to exploit the framework of the LCB method to im-
prove a result concerning the asymptotic stabilizability of systems with two degrees of freedom. Finally,
to give a concrete and useful prescription to construct explicit solutions of the kinetic and potential

equations and, consequently, the control law.






Introduccién y organizacion de la tesis

En la Referencia [19], fue presentado un método no lineal global para la estabilizacion de puntos de
equilibrio inestables de sistemas mecanicos subactuados, el método basado en el Vinculo de Lyapunov (o
método LCB). La estrategia general del método se basa en imponer un vinculo cinematico para lograr
la estabilizacién del sistema considerado. Esta idea de “estabilizacién mediante vinculos” no es propia
del LCB, sino que ya ha aparecido en otros trabajos (ver, por ejemplo, [21, 32, 37]) y en pocas palabras
funciona de la siguiente manera: se busca un conjunto de vinculos cinematicos para lograr un deter-
minado comportamiento en las trayectorias del sistema. Luego, se obtiene la sefial de control buscada

como la fuerza de vinculo asociada.

Enelcasodel LCB, el vinculo utilizado es el denominado Vinculo de Lyapunov [19]. Dicho vinculo tiene
la particularidad de producir una funcién de Lyapunov V' para el sistema a lazo cerrado, lo cual explica

sunombre. El corazén del método consiste en encontrar la fuerza que implementa dicho vinculo.

A partir de su aparicién, el método LCB ha sido desarrollado con mayor detalle en [22] y fue extendi-
do para sistemas con efectos impulsivos en [10]. En [22] se estudian, entre otros, sistemas con fricciéon
y sistemas Hamiltonianos con un tinico actuador y cuya funcién Hamiltoniana H y funcién de Lyapu-
nov V' son ambas simples, i.e. funciones que pueden expresarse como la suma de un término cinético
k y una funcién potencial v. Para este tltimo tipo de sistemas, los autores prueban que una condicién
necesaria y suficiente para la existencia y unicidad de fuerzas de vinculo se reduce a resolver un siste-
ma de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (PDEs) para la funcién V. Mas aun, puede verse
que dicho sistema se divide en dos conjuntos de PDEs, uno que tiene como incdgnita al término ciné-
tico de V, consecuentemente llamadas ecuaciones cinéticas y otro que tiene como incégnita al término
potencial, las llamadas ecuaciones potenciales (una vez que se fija una solucién de las primeras). Vale la
pena mencionar que las soluciones buscadas deben ser definidas positivas. En el mismo articulo, se
presentan varios ejemplos en los cuales se encuentran soluciones para estas ecuaciones. Sin embargo,

no se realiza un estudio sistemadtico de existencia de soluciones.

Existen en la literatura otros métodos no lineales globales para la estabilizacion asintética de siste-

mas subactuados que también consisten en resolver un sistema de PDEs. Entre ellos esta, por ejemplo,

XV



la familia de métodos englobadas bajo el nombre de energy shaping (2, 4,5, 6, 7,15, 2.8, 35, 36, 38, 39], tam-
bién conocido genéricamente con el nombre de IDA-PBC o método de los Hamiltonianos controlados
[11, 35] (o su contraparte lagrangiana, el método de los Lagrangianos controlados [6, 7]). Dicho método
se basa, a diferencia del LCB, en la idea de equivalencia por feedback de sistemas mecanicos. En este
caso, las incdgnitas de las PDEs caracteristicas son los términos cinético y potencial de un nuevo Ha-
miltoniano (lamado Hamiltoniano controlado) y puede verse que las mismas también se dividen en
dos conjuntos: las llamadas condiciones de matching cinéticas, cuya incégnita es el término cinético y las
condiciones de matching potenciales, cuya incégnita es el término potencial (una vez que se fija una solu-
cién de la primera). En la referencia [22], se demuestra que éste método puede ser visto como un caso
particular del método basado en el vinculo de Lyapunov.

Dado que las condiciones de matching cinéticas tienen como incégnita inicamente al término ci-
nético, una estrategia posible es estudiar primero esta ecuacion y luego las condiciones de matching
potenciales pensando que el término cinético es un dato de la segunda. Esta idea es trabajada en [30],
donde se encuentran condiciones de integrabilidad para las condiciones de matching potenciales utili-
zando la teoria de integrablidad de Goldschmidt [17]. Como consecuencia, silas funciones involucradas
en las ecuaciones son analiticas y si se cumplen estas condiciones de integrabilidad, este resultado di-
ce que existen soluciones (analiticas) para las ecuaciones. Sin embargo, no se estudia la positividad de
dichas soluciones.

Casi simultineamente con la aparicién de [22], una mejora del energy shaping para sistemas subac-
tuados, definidos por funciones Lagrangianas o Hamiltonianas simples, fue introducida por Chang en
[12, 13, 14]. Tal mejora consiste en una importante simplificacién de las condiciones de matching. Gra-
cias a esta simplificacién, Changlogra probar condiciones suficientes para la estabilizacion de sistemas
conn — 1 actuadores y n grados de libertad. Adicionalmente, en [13], muestra dos condiciones adicio-
nales bajo las cuales un sistema subactuado con dos grados de libertad es asintoticamente estable.

Tanto en los trabajos de Chang, como en la referencia [30], el estudio de existencia de las soluciones
de matching se hace desde un punto de vista tedrico, i.e. no se expone un procedimiento concreto para
la construccién de las mismas, sino que dichas soluciones se construyen en ejemplos especificos. Dicho
procedimiento es de vital importancia en las aplicaciones a control automatico, puesto que lo que se
busca es la sefial de control que realice la estabilizacién. Esta sefal se construye, a su vez, a partir de
soluciones de las condiciones de matching (en el caso del energy shaping) y de las ecuaciones cinéticas
y potenciales (en el caso del LCB).

En términos generales, algunos objetivos de esta tesis son:

» Estudiarla relacién del LCB con otros métodos de estabilizacién no lineal global en general y con

el energy shaping en particular.

= Mostrar ejemplos de aplicacién del método LCB para alcanzar estabilizacion asintética de algu-

nos sistemas subactuados



Construir procedimientos concretos que permitan encontrar soluciones locales definidas posi-

tivas de las ecuaciones cinéticas y potenciales.

A continuacién damos una breve descripcion de la organizacién de la tesis y de las contribuciones

de la misma por cada capitulo:

Capitulo 1:

Capitulo 2:

Capitulo 3:

En este capitulo introduciremos los conceptos que estaran presentes alolargo de la tesis. Estable-
ceremos la notacién que utilizaremos en el resto del trabajo y recordaremos algunas definiciones
basicas de Geometria Diferencial. También repasaremos algunas ideas de control de sistemas
(sub)actuados. En particular nos interesara una subclase de estos sistemas: los sistemas Hamil-
tonianos subactuados. Por tltimo presentaremos la idea de estabilizacién mediante vinculos y
nos concentraremos en el método LCB. Para ellos tendremos que definir la nocién de sistema

Hamiltoniano con vinculos de segundo orden.

En primera instancia, precisaremos la idea de “método de estabilizacién”. A partir de esta defini-
cién podremos introducir una relacién de orden entre dichos objetos que nos permitira, a su vez,
hablar de equivalencia entre métodos. A partir de esta definicién, mostraremos que el LCB es un
método maximal, respecto de dicha relacién de orden. A nuestro entender, estas definiciones no

aparecen en ninguna literatura previa.

Luego, daremos un breve resumen del método energy shaping, en particular, de la versién desa-
rrollada por Chang. Optamos por dar una descripcién distinta de la tradicional (y por tanto no-
vedosa) porque facilitard su comparacién con el LCB. En el transcurso de esta descripcién mos-
traremos la forma general de las fuerzas giroscépicas y disipativas, que incluyen a las utilizadas
por Chang en [15] y daremos un algoritmo para construirlas. Este punto es crucial para probar la

equivalencia con el método LCB simple.

Por altimo, extenderemos el estudio del método LCB (para funciones simples) y de sus PDEs aso-
ciadas a sistemas subactuados con mas de un actuador y mostraremos ademas que este método
es también maximal. Seguidamente, probaremos que las condiciones de Matching de Chang son
exactamente las ecuaciones cinéticas y potenciales del LCB. Esto nos permitird probar el resultado
mas importante del capitulo, a saber, que el método LCB para funciones simples es equivalente a

la version de Chang del energy shaping.

En la Referencia [12], D.E. Chang encontrd condiciones suficientes que aseguran la estabiliza-
bilidad de un sistema con n grados de libertad y n — 1 actuadores, por medio de la existencia
de una funcién de Lyapunov (simple). Tal resultado se obtuvo estudiando la existencia de solu-
ciones locales de las condiciones de matching. Ademas, en [13] se presentaron dos condiciones

adicionales que garantizan que la estabilidad es asintética sin = 1.



Capitulo 4:

Capitulo 5:

En este capitulo vamos a presentar una derivacion alternativa de este resultado estudiando la
existencia de soluciones locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales del LCB. Mas aun, debi-
do ala equivalencia de ambos métodos y a la maximalidad del LCB, mostraremos que tales con-
diciones son de hecho necesarias si se pretende exhibir una funcién de Lyapunov simple para el

sistema a lazo cerrado.

Para realizar este estudio introduciremos un cambio de variable dependiente que resultara en

una simplifacién importante de las ecuaciones cinéticas y potenciales.

Adicionalmente probaremos que, en el caso de sistemas con dos grados de libertad, la condicién
hallada en [12] no solamente asegura estabilizabilidad, sino también estabilizabilidad asintética.
En otras palabras, no es necesaria una condicién adicional, ademds de la hallada en [12], para es-
tabilizar asintéticamente un sistema Hamiltoniano subactuado con dos grados de libertad. Este

es el resultado principal de este capitulo.

Como notamos anteriormente, no existe a nuestro entender un procedimiento sistematico que
permita construir una solucion explicita de las ecuaciones cinéticas y potenciales (o bien de las
condiciones de matching). Este punto no es menor, puesto que el objetivo tltimo de un método

de estabilizacién es construir la sefial de control que estabilice al sistema.

En este capitulo, presentaremos dos técnicas para encontrar explicitamente soluciones locales.
Previamente, generalizaremos el cambio de variables dependientes del Capitulo 3 para simpli-

ficar las ecuaciones en el caso de sistemas con nimero arbitrario de actuadores.

El primer resultado de construccién da un procedimiento para hallar soluciones locales de las
ecuaciones potenciales suponiendo que contamos con una solucién de las ecuaciones cinéticas
que ademas cumple con una condicién de integrabilidad. Como dijimos antes, esta idea es tam-
bién utilizada en [30]. Nuestro procedimiento, a diferencia de la referencia recién citada, es vali-
do en la categoria C°°. Mas aun, la soluciéon puede computarse por cuadraturas (i.e. resolviendo
integrales ordinarias) y, adicionalmente, mostramos una condicion necesaria y suficiente para

que la solucién construida sea definida positiva.

El segundo resultado de construccién da un procedimiento para hallar soluciones de las ecua-
ciones cinéticas y potenciales para un subconjunto de sistemas con n grados de libertadyn — 1
actuadores que cumplen las restricciones del Capitulo 3. Para ello, mostramos cémo construir
soluciones por cuadraturas de las ecuaciones cinéticas y luego aplicamos el resultado menciona-
do en el parrafo anterior para hallar soluciones de las ecuaciones potenciales. Esto nos permite
dar un conjunto completo de instrucciones para construir soluciones locales de las ecuaciones

cinéticas y potenciales, ambas computables por cuadraturas.

En este capitulo desarrollaremos un procedimiento para hallar soluciones explicitas de las ecua-

ciones cinéticas y potenciales para sistemas subactuados que presentan una simetria frente a la



accién de un grupo de Lie G que precisaremos mas adelante.

En primer lugar, suponiendo que contamos con una solucién de las ecuaciones cinéticas, traba-
jaremos con las ecuaciones potenciales para un sistema subactuado arbitrario. Suponiendo que
cierto subfibrado vectorial del espacio de fases es integrable, encontraremos condiciones de inte-
grabilidad que aseguran la existencia de soluciones locales de estas ecuaciones en las coordena-
das que rectifican dicho subfibrado. Mas aun, estas soluciones podran ser calculadas computan-
do integrales ordinarias en esas coordenadas. Ademas, estudiaremos bajo qué condiciones dichas
soluciones son definidas positivas. Al final condensamos estos resultados en un procedimiento

para construir soluciones.

En segundo lugar, trabajamos con sistemas 1-subactuados que presentan una simetria frente a
la accién de un grupo de Lie. Para estos sistemas, demostramos que existen coordenadas en las
cuales el término cinético del Hamiltoniano depende de una tinica coordenada, lo que nos permi-
te hallar soluciones de las ecuaciones cinéticas con las mismas caracteristicas, i.e. que dependen
tnicamente de esa coordenada. Seguidamente, mostramos que es posible combinar estos resul-
tados con el procedimiento mencionado en el parrafo anterior para dar un conjunto completo de
instrucciones para construir soluciones explicitas de las ecuaciones cinéticas y potenciales. En
particular, mostramos un cambio de coordenadas especifico que vincula ambas construcciones

y hace posible esta combinacién.

Por tltimo, ilustramos estos resultados con un ejemplo: el péndulo doble invertido.






= CAPITULO1

CONCEPTOS PRELIMINARES

N este capitulo introduciremos los conceptos que estaran presentes a lo largo de la tesis. En
primer lugar, estableceremos la notacién que utilizaremos en el resto del trabajo y recordare-
mos algunas definiciones basicas de Geometria Diferencial. En segundo lugar, repasaremos

ideas de control de sistemas (sub)actuados. En particular nos interesard una subclase de estos sistemas:
los sistemas Hamiltonianos subactuados. Por tltimo presentaremos la idea de estabilizacién mediante
vinculos, paralo cual tendremos que definir la nocién de sistema Hamiltoniano con vinculos de segun-

do orden.

Aclaracion: En este trabajo supondremos que el lector posee conocimientos previos de Geometria

Diferencial y Geometria Simpléctica [8, 29].

1.1. Notacion

De ahora en adelante y salvo que se indique lo contrario, denotaremos por ) a una variedad dife-
renciable’ y conexa de dimensién n. El fibrado tangente asociado a ) serd denotado 7 : 7Q — Q o
simplemente 7, cuando no exista riesgo de confusién. De manera similar, el fibrado cotangente serd
denotado 7 : T*Q — @, o simplemente 7. Como es usual, denotaremos por (-, -) a la contraccién
natural entre T,Q y T;Q en cada ¢ € Qy por X (Q) y ' (Q) alos haces de secciones de 7 y , respec-
tivamente. También denotaremos por Q2¥((Q) al conjunto de k-formas diferenciales sobre ) y escribi-
remos 2*(Q)) = ©,en2"(Q). El elemento neutro de cada espacio vectorial 7,Q y T Q sera denotado
por 0.

Denotaremos por w a la forma simpléctica canénica de la variedad simpléctica 7* Q). A partir de w,

el corchete de Poisson candnico sobre 7() es la asignacion bilineal y antisimétrica {, } : C*°(T*Q) x

'Las palabras “diferenciable” y “suave” serdn usadas como sinénimos en toda la tesis. Alternativamente diremos que un

objeto diferenciable es de clase C*° (o simplemente que el objeto es C*°).



1. Conceptos preliminares

C>(T*Q) — C*>°(T*Q) dada por
{f,9} = w(df, dg),
donde f,g € C>®(T*Q).

Una distribucién sobre () consistird en una asignaciéon A : ¢ — Ay, donde A, es un subespacio
vectorial de T, para cada ¢ € Q. Diremos que una distribucién es suave (o C* o regular) si es local-
mente generada por secciones suaves de 7'Q). Si dimA, es independiente de ¢, diremos que A tiene
rango constante. Del mismo modo, entenderemos por una codistribucién ¥ sobre @ al concepto cané-
nicamente dual. Dado un campo vectorial X € X(Q) talque X (q) € A, paratodo g € @, diremos que
X toma valores en Ay escribiremos X C A (usaremos una notacion aniloga en el caso de una forma
diferencial w € Q2'(Q) y una codistribucién ).

Si P es otra variedad diferenciable de dimensién my f : @ — P es una funcién diferenciable
entre Q y P, denotaremos f, : TQ — TPy f*: T*P — T*Q ala aplicacién tangente de f y su
transpuesta, respectivamente. En el caso de funciones a valores reales, usaremos también la notacién
f« = df.Dado ¢ € @,lanotacién f,, serad utilizada para la aplicacion lineal que resulta de restringir

f« al espacio vectorial 7,Q, i.e.

f*q = f*’TqQ : TqQ — Tf(q)P.

Un par (P,w), donde P es una variedad diferenciable y w es una 2-forma diferencial cerrada que
es no degenerada en cada punto p € P se denomina variedad simpléctica.

Dadog € QyunconjuntoU C @, diremos que U esun entornode gsiU esabiertoyademisq € U.
También usaremos el término g-entorno para referirnos al conjunto U. Dada una funcién f € C*(Q),
decimos que f es definida positiva alrededor de gy € @ si existe un gp-entorno U tal que f(qp) = 0y
f(q) > O0paratodoq € U \ {qo}-

Si (U, ¢) es una carta coordenada de @, optaremos por escribir p(q) = (©'(q),...,¢"(q)) para
cualquier punto g € Q. Sobre las variedades T'Q) y T* () tenemos coordenadas asociadas a (U, ¢) dadas
por (TU, ¢,)y (T*U, '), donde TU = 7~ (U) y T*U = 7~ (U). En particular, en el contexto de

sistemas Hamiltonianos y Lagrangianos, usaremos la notacién

o simplemente

para denotar coordenadas de un punto g en Q. De manera similar, dados X € T;,Qy ¢ € T,;Q con

q € U, escribiremos

e(X)=(¢"....q"d" . =(ad vy (@) (©=(@"..d"p1,--pn) = (a,P)

o simplemente
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Una curva suave 7 en una variedad () es una aplicacién diferenciable v : (—e,e) — @, donde

(—e,e) C R. El vector tangente a una curva -y sobre un punto 7y (¢) de la misma es

0= 4

Si (U, ¢) es una carta coordenada de (), denotaremos

) € L@

s=t

YO =)y A =)

paratodo t tal que y(t) € U.

Dado (U, 11, Q) un fibrado vectorial de rango m, podemos considerar el fibrado vectorial S%(1/*),
i.e. el fibrado vectorial sobre () cuya fibra en g es el producto tensorial simétrico de 4 con s mismo. A
suvez, S2 (U*) C S?(U*) es el conjunto de todos los (%)-tensores simétricos y definidos positivos. Puede
verse que dicho conjunto es un subfibrado (no vectorial) de S?(1/*). Una seccién ¢ € T'(S% (U*)) es
una forma bilineal simétrica y definida positiva sobre U/. Asociada a esta forma bilineal, tenemos el

morfismo de fibrados vectoriales ¢* : i/ — U* dado por

(6(0),B) = 60, B), VB € Uij(ay. (LD

El hecho de que ¢ es definida positiva implica que el morfismo ¢! es de hecho un isomorfismo de fibra-
dos vectoriales. Denotaremos la inversa como ¢° : U* — U.

Dado un entorno abierto U C (), un marco local (o frame local) { £, ..., E,,} sobre U para el
fibrado{, es un conjunto de m secciones locales sobre U tales que U, = span{E1(q), ..., Em(q)} para
todo g en U. Dado un marco {1, . . ., E;,} deU, es posible ver que existe un marco {E!,..., E™} en

el fibrado dual &/*, llamado marco dual, que satisface
(E'(q),Ej(q)) =05, VqeU,

donde 5; es el simbolo de Kronecker. Si (U, ¢) es una carta sobre @, el conjunto {9/9q",...,0/9q"}
(respectivamente { dq', ..., d¢"}) define un marco local sobre U para el fibrado T'Q) (respectivamente
un marco local sobre U para el fibrado 7*(@), denominado marco coordenado (respectivamente co-
marco coordenado). Dichos marcos son duales entre si.

Por altimo, en los cilculos que involucren contracciones entre tensores covariantes y contravarian-

tes utilizaremos la convencién de suma sobre indices repetidos para no recargar la notacién.

1.2. Conexiones afines sobre un fibrado vectorial y el isomorfismo /3

Dado un fibrado vectorial (U, 11, )), una conexién afin para II es una aplicacién V : X(Q) x
I'U) — I'(U) cumpliendo

I Vxi+/x,Y1 =V, Y1+ fVx, 1
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1 Vx,(Y1+Y2)=Vx,Yi+Vx,Ys
ur Vy, (fY1) = Xai(/)Y1 + fVx, 11

paratodo X1, Xs € X(Q), Y1, Yo e T(U)y f € C(U).
Tomando coordenadas (U, ¢) para @, un marco {E', ..., E"} de U definido sobre U y un marco

{Fi,...,F,}deTQ sobre U, podemos definir los simbolos de Christoffel Ffj de la siguiente manera:
Vi EF =T} E. (1.2)

Cabe destacar que los simbolos de Christoffel dependen, no sélo de las coordenadas locales, sino tam-

bién del marco escogido.

Fijemos una conexién afin V : X(Q) x I (4) — I' (i) sobre el fibrado (U, I1, Q). A partir de estos
datos podemos definir un difeomorfismo 5 : TU — U & T'Q & U de la siguiente manera (ver Ref.
[18]). Dado un elemento V' € TU, consideremos la curva W : (—¢,e) — U que pasa por 74 (V') con
velocidad V' en s = 0, i.e. W, ( d/ds|,) = V. Definamos entonces

BV) =y (V)& TL (V)& 5-W (0),

donde D/Ds denota la derivada covariante asociada a V. Fijando ¢ € @ y un vector X € U, (i.e.

I1(X) = q), tenemos isomorfismos lineales

Bx :TxU = T,QaU, 'y By :T,QaU;— TxU, (1.3)
dados por
D
Bx (V) =1L (V) ® W 0 vy B Y @Z) :=W.(d/ds|,), (1.4)

respectivamente, donde W en la segunda ecuacién es una curva en ¢ tal que
D
wW(0) = X, (IToW), (d/dslp) =Y y D—W(O) =7
s
Asociados a estos isomorfismos estdn sus aplicaciones transpuestas

By :TyQel; »TxU y By TxU » T;QaU;. (L.5)

En términos de 3, los subfibrados horizontal y vertical asociados a V en un punto X € U, son, respec-

tivamente,
Hory := A% (T,Q ©0) y Very :=kerIL.x = 85" (0@ U,).
Es posible mostrar que la aplicacion levantamiento vertical dada por

d
vliftyx : Uy = kerIl,x : Z — T (X+s2) (1.6)
0
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es un isomorfismo y esta relacionado con 6)_(1 mediante la férmula®
viifty (Z) = Bx' (0@ Z). (1.7)

Supongamos ahora que Y = T*Q y Il = my = . El difeomorfismo asociado

B:TTQ->TQeTQaOTQ (1.8)
estd dado por
D
BV)=adm(V)® D—Sw(o), VaeT*Q, V € T,T*Q, (1.9)

donde w : (—¢,e) — T*Q es una curva que pasa por « en s = 0 con velocidad V. Tomando una carta

local (U, ) de Q, es facil mostrar que

*—1

(' x o x " ) o Bo(¢"), (a,p,aP) = (a,p) ® (q,4) & (q,p+ I (p,a)),

obien, omitiendo las funciones coordenadas ¢ (como haremos siempre y cuando no genere confusién),
B(a,p,q,p) = (q,p) ®(q,q) ® (q,p+ I (a,p,q)), (1.10)

donde T (q, p, q) son los simbolos de Christoffel FZ (q) de V respecto de los marcos definidos por los

campos vectoriales y formas coordenadas, i.e.

I (a,p,a) =I5 (q) ped-

Por otro lado, utilizando la relacién entre el levantamiento vertical vlift,, : T:(Q)Q — kermy, yel
isomorfismo lineal 3, : T,T*Q — Tr()@ @ T;(Q)Q [ver Ecs. (1.3), (1.4) y (1.7)], todo vector vertical

Y, € T,T*Q puede identificarse con un Gnico covector y, € T;(Q)Q de la siguiente manera:
Yo = vlifte, (¥a) = 651 (0D ya) = 87 (a @ 0@ ya). (1.11)

En consecuencia, todo campo vectorial vertical Y : T*Q — TT*Q estd determinado por un tinico
morfismo de fibrados y : T*Q — T*Q tal que

Y (@) = vift, (y (@) = 87 (a2 0@y (a)). (1.12)

Definicién 1.1. Dada una funcién F : Y — R, definimos la derivada alo largo dela fibra y la derivada

alolargo delabase de F' como las aplicaciones fibraa fibraFF' : U/ — U*yBF : U — T*( dadas por

FF(X),2) = LP(X +52) (L13)
ds s=0
! d
(BF(X),Y) = d*F(W(S)) 5
s s=0
respectivamente, donde W : (—e,e) — U es una curva horizontal tal que
D
W(0)=X, (IToW),(d/ds|)) =Y y —W(s)=0. (1.14)

Ds

2Esto es cierto independientemente de la conexién V.
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Notemos que FF es independiente de la conexién, pero BF no lo es.

Observacion 1.1. De acuerdo con (1.6) y (1.7),

(FF(X),Z) = (dF (X),Vliftx (2)) = (dF (X), 85 (0@ Z))
= (B (dF (X)),0® Z).

En la Proposicién 1.2 (ver mas adelante), también encontraremos una relacion entre la derivada a lo

largo de la base de F'y su diferencial dF. A

Tomemos ahora el caso del fibrado cotangente sobre (). Dada una funcién suave F' : T*Q — R,
las derivadas a lo largo de la fibra y de la base de F' son los morfismos de fibrados FF' : T*Q — TQy

BF : T*Q — T*Q), respectivamente, que en coordenadas locales se escriben

. OF

(FF(q,p))" = an (a,p) (115)
Y OF OF
_ Y k i

(BF (q’ p))z - aqi (qa p) + le (Q) 3]91 (qv p) Pk (1.16)

Proposicion 1.1. Si F' : U — R es una funcién bdsica, i.e. una funcion para la cual existe f : Q — R tal que
F = f oll, entonces
FF=0 y BF=dfollL (1L17)

Demostracién. Dados X, Z € Uy paraalging € Q,i.e.II(X) =II(Z) = ¢, tenemos que

d d d
FF(X).2)= £F(X+32) =L (feM(X+s2) = f@)| =0
Por otro lado, tomando Y € T}, y una curva W cumpliendo (1.14),
d d
BF(X),Y)= FW(s)| = fAW(s) =({df{I(X)),Y),
s=0 s=0
como querfamos probar. [ |

Los isomorfismos ﬂ;{l [ver Ec. (1.5)] dan origen a su vez al difeomorfismo
B:TUUDT QU
siendo 3 (X) = B3 (¥), paratodo X € Uy Y € T4U. En el caso del fibrado cotangente, tenemos el

difeomorfismo
B:TT*Q - T*QaT Q& TQ. (1.18)

Proposicion1.2. Dada ' : U — Ry X € U,

B(dF (X)) = X @ BF (X) & FF (X). (1.19)
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Demostracién. Tenemos que probar que, paratodoq € Q,Y € T,Qy Z € U,,
(B (AF (X)), Y @ Z) = (BF (X),Y) + (FF (X), Z),
0 equivalentemente,
(dF (X),V) = (BF (X),Y)+ (FF(X),Z), para V=8 (Y®Z).

Sean Wj : (—¢,e) — U una curva cumpliendo (1.14) y Wy : (—¢,¢) — U tal que Wa (s) := X 4+ s Z.
Dado que

Bx (W1), (d/ds|y)) =Y ©0 y fx (Wa), (d/ds|y)) =06 Z,
tenemos que (Wy), (d/ds|,) + (W2), (d/ds|,) = V. En consecuencia,

<dF(X),V):%F(W1(s)) +%F(X—|—SZ) ,
s=0 s=0

lo que concluye la prueba. |

Sea w la forma simpléctica canénica sobre 7 Q).

Proposicion1.3. Dadosa € T*Qy Vi, Vo € T, T*Q,yescribiendo By, (V1) = v1 @01y o (Vo) = va Do,
tenemos que
w (V1, Vo) = (02,v1) — {(01,v2) + {, T (v1,v2)),

donde T denota la torsion de V.
Demostracion. Fijando una carta coordenada local (U, ) que contenga a ¢ = 7 («) y escribiendo
) =(@p) vy (@), (V) =(0.pdnpy),  7=12

es sabido que w (V1, Va) = (p2); (41)" — (P1); (2)". Por otra parte, dado que

B(a,p,dv:Dy) = (4,P) @ (¢, 4y) & (¢, Dy + T (P, 4y))
[ver (1.10)], tenemos que ¢« (v4) = (¢,4+)y ¢*~* (o) = (¢, D + T (p,¢)),y en consecuencia

(02, 01) = (01,02) + (o, T (v1,02)) = (P2 + T (¢, 1, 42)); (1)’
— (B +T(¢,p,01)); (d2)' + i T* (g, G, Go) -
Luego, sdlo debemos probar que
(B2); (@) = (D), (d2)" = (B2 + T (4,1, d2)); (n)’
— (P +T(g,p,01)); (d2)" +pi T* (¢, 41, G2) ,
o equivalentemente, I'; (¢, p, 42) ((Jl)i —Ti(q,p,q1) (‘h)i =—p; T" (q,41,G2). Pero
T* (g:d1,d2) = Tha (9) (@0)" ()’ = Tha (0) (@2)" (@),

de donde se sigue de manera sencilla el resultado que queriamos probar. [ |
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De ahora en adelante, supongamos que V no tiene torsién. En términos de los difeomorfismos 5y

/3 tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 1.4. Paratodov € TQ, a, 0 € T™*Q, sobre el mismo punto base,
ﬁowﬁog_l(a@a@v):a@v@(—a). (1.20)

Demostracién. Siguiendo con la notacién introducida en al proposicién anterior, dado que 7' = 0 (V es

sin torsion), tenemos que
w (B (1@ a1), By (va @ 02)) = (o2, v1) — (01, 02)
o0 equivalentemente
(Bt ow o i) (@), (12 ®02)) = (o2,01) = (o1, 02)

Esto implica que (3}~ ow’ 0 B;1) (v @® 0) = —0 @ v para todo v, o sobre el mismo punto base de a.

Finalmente, utilizando la identidad

-1
(B owr o Bal) = Baouoss,

la prueba concluye. |

Dado que el corchete de Poisson canénico sobre 7@ estd dado por la férmula
{F,G}(a) = <dF(a),wﬁ (dG(a))> . VEF,GeC™®(TQ),
usando la tltima proposicién y la Ec. (1.19) es facil encontrar que
{F,G}(a) = BF(«),FG(a)) — (BG(),FF(v)) . (1.21)
Consideremos ahora la suma de Whitney de k copias de U/, que denotaremos U/ x - - - x U. Fijando

una conexién afin sobre II, existe una conexidn inducida de manera natural por la que fijamos sobre

U. Luego, dada una funciéon F' : U x - - - x U — R, sus derivadas a lo largo de la fibra y de la base
FF:UX - XU—->U X xU" y BF:UXx---xU—=>T"Q

estaran dadas por las férmulas

(FF (X1,...,Xk),(Z1,...,Zy)) = %F(Xl +sZ1,..., Xk +sZ) - (1.22)
y
(BF (X1,...,Xg),Y) = %F(Wl (8)y.., Wi (5)) ) (1.23)
respectivamente, donde cada W : (—¢,¢) — U es una curva horizontal tal q;e
Wi (0) = Xi, (MoWy). (d/dsl)=Y %Wi (s) = 0.
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Observacién 1.2. Como de costumbre, un tensor sobre U es una funciénT : U x --- x U — R, sobre
la suma de Whitney de copias de U/, que es multilineal cuando se restringe a cada fibra. Cuando escri-
bamos T' (X1, ..., X;), dejaremos implicito que todos los X;’s estin contenidos en la misma fibra de
U. A

Consideremos ahora un tensor b : 7*Q x T*@Q) — Ry su forma cuadratica asociada
q:7T"Q - R:ar—b(a,q). (1.24)
Proposicién 1.5. Paratodo o, 0 € T*Q),
(Fb(a,0),(0,0)) = (Fq(a),0)  y  Bb(a,a)=Bq(a). (125

Demostracion. De acuerdo con (1.22) y (1.24),

- <Fq (a) ,U> :
s=0

d
= —q(a+so0)

(Fb (0,0), (0,0)) = ~2b (0 + 50,0+ 50)
s=0 ds

ds

Por otro lado, dados € Ty Q y v € T,Q, consideremos una curva horizontal w tal que w(0) = ay

(mow), (d/ds|,) = v. Usando (1.23) y (1.24), tenemos que

d

(Bb (o, @) ,0) = —b (w(s),w(s))

o = (Ba(0).v).

5=0 ds

lo cual prueba la segunda parte de (1.25). |

1.3. Sistemas dinamicos y estabilizacion tipo Lyapunov

En general, entenderemos por sistema dindmico a un sistema fisico cuyos estados evolucionan en el
tiempo siguiendo alguna ley bien definida. Para nosotros, un estado estara representado por un punto
en alguna variedad diferenciable P que supondremos conexa, de manera que la evolucién temporal
estard dada por una curva suave v : (—e,e) — P, parametrizada por el tiempo t € (—e,¢)y que
cumpla la ley de evolucién de nuestro sistema dindmico. Dicha ley estard determinada por un campo
vectorial suave X € X(P) en el siguiente sentido: y(t) es evolucién temporal del sistema dindmico si

y s6lo si satisface
Y(t) = X(7(1))- (1.26)

Las soluciones de estas ecuaciones se denominan trayectorias del sistema. Dicho de otra forma, las

trayectorias del sistema dinamico son las curvas integrales del campo vectorial X.

Observacion 1.3. Mas precisamente, estos sistemas se denominan auténomos, pues el campo vectorial

X no depende explicitamente del tiempo. A

La siguiente definicion formaliza y resume los conceptos presentados en los parrafos anteriores.
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Definicion 1.2. Un sistema dinamico es un par (P, X ), donde P es una variedad suave y conexay X €
X(P) es un campo vectorial suave sobre P. Una trayectoria 7(t) del sistema dindmico (P, X) es una

curva integral de X.

Dado un sistema dinamico (P, X), un estado @ € P tal que X (@) = 0 se denomina punto de
equilibrio del sistema pues la Ginica trayectoria pasando por & es la curva constante v(t) = a. Alter-
nativamente, también diremos que & es un punto critico del campo X. Dado un punto de equilibrio
& del sistema, nos interesa saber si trayectorias que comienzan cercanas a & se mantienen cercanas a
medida transcurre el tiempo. Mds atin, nos interesa saber si existen trayectorias que se acerquen inde-

finidamente a &. Estas ideas estin plasmadas en la siguiente
Definicién 1.3. Un punto de equilibrio & de (P, X) es

a) estable sipara todo a-entorno U, existe un a-entorno V' tal que, si~y(¢) es una trayectoria del siste-
ma, vale que
70)eV = ~A@)eU, Vt>D0,

b) inestable sino es estable,

c) localmente’ asintéticamente estable si es estable y para toda trayectoria vy : (—¢,00) — P,V

puede escogerse de manera tal que
70) eV = tl;m ~v(t) = a.

En general, probar que un punto de equilibrio es (asintéticamente) estable puede ser una tarea muy
complicada. No obstante, existe un resultado debido a Lyapunov que da una condicién suficiente para
determinar la estabilidad de un punto de equilibrio. Dicho resultado estd basado en la existencia de una

funcién diferenciable que introducimos en la siguiente definicién.

Definicion 1.4. Dados un punto de equilibrio & de (P, X') y un dominio D C P que contiene a &,
una funcién de Lyapunov para @ y X es una funcién suave V' : D — P cumpliendo las siguientes

propiedades:
Ll: V(a) =0yV(a) >0enD — {a},
L2: (dV(v(t)),”(t)) <0, paratoda trayectoriay(¢)ytodo tiempo ¢ tales que v(¢) € D.

Teorema 1.1 (Lyapunov ~1892). Sea & un punto de equilibrio del sistema dindmico (P, X ). Entonces, si existe
una funcion de Lyapunov V para &y X, el punto & es estable.

Mas atin, si la desigualdad en L2 es estricta, i.e.
(dV(v(1)),¥(t)) < 0en D —{a}, (1.27)
entonces & resulta localmente asintdticamente estable.

Para la demostracidn ver [27].

*El punto de equilibrio se dice globalmente asintéticamente estable si puede tomarse V = P.

10
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1.3.1. Estabilidad asintdticay el Principio de invariancia de LaSalle

Como mencionamos al final de la seccién anterior, el Teorema 1.1 es una poderosa herramienta
para determinar el tipo de estabilidad de un punto de equilibrio. Si en particular queremos utilizar
este resultado para probar estabilidad asintdtica, es preciso encontrar una funcién de Lyapunov que
cumpla (1.27). Sin embargo, esto no siempre es posible. Por suerte, existen otros criterios que nos per-
mitiran estudiar este tipo de estabilidad. Entre ellos esta el Principio de Invariancia de LaSalle, el cual
permite determinar si un punto de equilibrio es asintéticamente estable estudiando los subconjuntos

X-invariantes de P.

Definicién 1.5. Un subconjunto M C P se dice invariante por X o X -invariante si para toda trayec-
toria 7y(t) se cumple
v0)e M =~(t)e M VteR.

Observacién 1.4. Vale la pena notar que, en el caso en que M es una subvariedad inmersa de P, M es

X-invariante siy sdlosi X («) € T, M paratodo o € M. A

Teorema 1.2 (Principio de Invariancia de LaSalle). Sean & un punto de equilibriode (P, X)yV : D — R

una funcién de Lyapunov para vy X y denotemos
So:={a e D|(dV(a),X(a)) =0}.

Luego, si el conjunto unitario {a} es el mayor subconjunto X -invariante de Sy, el punto de equilibrio & resulta

localmente asintéticamente estable.

En realidad, el Principio de Invariancia puede enunciarse en un contexto mas general, sin necesi-
dad de contar con una funcién de Lyapunov. Sin embargo, este resultado es suficiente para los argu-
mentos que presentaremos a lo largo de la tesis.

A continuacidn, introduciremos un algoritmo que permite encontrar el mayor subconjunto inva-
riante de Sy y por lo tanto, via el Principio de Invariancia, nos ayudard a determinar si un dado punto

de equilibrio es asintéticamente estable o no.
Lemal.1. Sea & un punto de equilibriode (P, X)yseaV : D — Runa funcién de Lyapunov para &y X. Sea
So:={aeD|(dV(a), X(a)) =0}, (1.28)
y supongamos que Sy es una subvariedad de P, la llamaremos subvariedad de LaSalle. Sean los conjuntos
Spi={aeS,—1: X(a) €TS,,—1}, neN, (1.29)

para los cuales supondremos que cada S, es una subvariedad de S,, 1. Luego, el mayor subconjunto X -invariante

I de Sy cumple
{a} cI1c () S

neN
En particular, si S, = {a} para algin k € N, entonces I = {a}.
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1. Conceptos preliminares

La demostracion de este lema es una consecuencia directa de la Observacién 1.4.
En la siguiente seccién introduciremos los sistemas que nos interesaran en el transcurso de la tesis,

los sistemas Hamiltonianos.

1.3.2. Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas dindmicos en los que estamos interesados se denominan sistemas Hamiltonianos. Ta-
les sistemas se obtienen al considerar que P es una variedad simpléctica con forma simpléctica w. En
particular, el caso que nos interesa es aquél en el que P = T, donde ) es una variedad diferenciable
de dimensién n y w es la forma simpléctica candnica en 7*@Q). En este caso, el campo vectorial X estd
asociado a una funcién diferenciable H : T*(@) — R, denominada funcién Hamiltoniana del sistema

o simplemente Hamiltoniano del sistema y se obtiene mediante la asignacién [ver (1.1)]
X =Xy =uwto dH.

Elvector Xy recibe el nombre de campo vectorial Hamiltoniano. Por lo dicho hasta aqui, es comin de-
notar a estos sistemas por un par (Q, H) antes que (7@, X ), y asi lo haremos de ahora en adelante.
Como es bien conocido, alrededor de cualquier punto oo € T*( es posible hallar funciones coordena-
das* (¢, p) enlas cuales w = dg’ A dp;. Utilizando las coordenadas inducidas en T'7T*Q, es inmediato

que Xz admite la siguiente escritura

oH 0 OH 0
Xu(q,p) = 37%((1’ p)(’?iq" - 87(11'((1’1»8791
OH OH OH OH
- <(%(q7 p)) ey %(qvp% _aiql(qvp% ceey _aiqn(q’ p)> .

En el contexto de los sistemas Hamiltonianos, las ecuaciones (1.26) se conocen como ecuaciones de
Hamilton. Utilizando el corchete canénico podemos expresar de una manera alternativa la accién del

campo vectorial Hamiltoniano Xz sobre una funcién suave f del siguiente modo

Dentro de los sistemas Hamiltonianos se encuentran los sistemas Hamiltonianos simples. Estos

son sistemas en los cuales el Hamiltoniano adopta la forma
1
H(a) = 5 (@, (@) + (ho Q) (),

donde p es una métrica Riemannianay h € C°°(Q). El primer término se conoce como término ciné-
tico mientras que el segundo se denomina término potencial.

Una revisién completa sobre sistemas Hamiltonianos y sus conceptos relacionados queda fuera del
alcance de esta tesis. Nos limitaremos a referir al lector a las Referencias [1, 34] para una descripcion
mas detallada de estos temas. No obstante, usaremos los resultados conocidos para estos sistemas sin

mencidn especifica.

*En el contexto mis general de geometria simpléctica estas coordenadas son las llamadas coordenadas de Darboux.
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1.4. El método de estabilizacion basado en el vinculo de Lyapunov

1.4. Elmétodo de estabilizacion basado en el vinculo de Lyapunov

En esta seccién vamos a presentar un método global de estabilizacién no lineal que apareci por
primera vez en [19] y fue desarrollado con mas detalle en [22], lamado método de estabilizacion ba-
sado en el Vinculo de Lyapunov o método LCB por su nombre en inglés. Este método utiliza una idea
relativamente reciente en la que la estabilizacion de sistemas subactuados se obtiene como consecuen-
cia delaimplementacién de vinculos cinemdticos [22, 32, 33, 37]. La idea central de este tipo de métodos
es construir una sefal de control que estabilice un sistema mecinico dado que surja a su vez como la
fuerza de vinculo asociada a un vinculo cinematico (escogido apropiadamente). En el caso del LCB, el
vinculo en cuestion es el denominado Vinculo de Lyapunov [19, 22] y puede verse [22] que, para siste-
mas Hamiltonianos simples, dicho método se reduce a resolver un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales, cuya funcién incdgnita es una funcién de Lyapunov que asegura la estabilidad del sistema.
Estas ecuaciones son el objeto de estudio principal de este trabajo y serdn presentadas hacia el final de
la seccion.

Para comenzar, definiremos dos tipos de sistemas que dan el marco tedrico necesario para descri-
bir el método LCB: los sistemas Hamiltonianos con vinculos de segundo orden y los sistemas a lazo
cerrado. Si bien muchas de estos topicos admiten una descripcién mds general, en nuestra exposicion

nos restringiremos inicamente a los sistemas Hamiltonianos que presentamos en la seccién anterior.

1.4.1. Sistemas alazo cerradoy sistemas con vinculos de segundo orden

Consideremos la siguiente definicién.

Definicion 1.6. Dados un sistema Hamiltoniano (@, H) y una distribucién vertical W sobre T#Q, la
familia de sistemas dindmicos dada por (T*Q, Xy + Y), donde Y es un campo vectorial (la fuerza
externa) que satisface

YCcw, (1.30)

se denomina sistema Hamiltoniano actuado sobre ( o sistema Hamiltoniano externamente forzado
sobre () o simplemente sistema actuado sobre (). Denotaremos a estos sistemas por un par (H, ).
Una trayectoria de (H, V) es una trayectoria de alguno de dichos sistemas dindmicos, i.e. una curva

integral del campo X + Y tal que Y cumple (1.30).

La distribucion W recibe el nombre de espacio de actuacion. En los casos en los que la dimensién
de las fibras k de WV sea estrictamente menor que n, diremos que el sistema es subactuado. Diremos
también que k es el grado de actuacion (respectivamente n — k es el grado de subactuacion) y que el
sistema es k-actuado (respectivamente (n — k)-subactuado).

Eltérmino “actuacion” proviene del contexto de Teoria de Control y se refiere ala accién que ejercen
ciertos dispositivos sobre un sistema mecanico para conseguir que sus trayectorias tengan un compor-
tamiento determinado. Tales dispositivos reciben el nombre de actuadores y el espacio de actuacioén

definido en 1.6 representa las direcciones posibles en las que éstos pueden ejercer fuerzas.
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1. Conceptos preliminares

Existen muchos comportamientos de interés que se pueden lograr sobre las trayectorias de un sis-
tema mecanico mediante la implementacién de actuadores sobre el mismo. Entre ellas se encuentra,
por ejemplo, la estabilizacién asintética de estados de equilibrio inestables. En este caso se busca que
los actuadores produzcan una fuerza externa Y, de manera tal que las trayectorias del sistema dina-
mico dado por el par (T*Q, X + Y') sean asintiticamente estables en dicho estado. La fuerza Y se
denomina sefal de control o bien ley de control y el disefio de la misma es un problema muy estudiado

dentro de la Teoria de Control.

Definiciéon 1.7 (CLMS). Dado un sistema Hamiltoniano actuado (H, W) con espacio de actuacién W
y un campo vectorial Y C W, el sistema mecanico a lazo cerrado (CLMS) con sefial de control Y es el
sistema dindmico dado por el par (T*Q, X + Y'). Denotaremos a estos sistemas por el par (H,Y") o

(H,Y)yw cuando queramos enfatizar el espacio de actuacién involucrado.

Para una descripcién mas completa sobre sistemas a lazo cerrado y otros sistemas de interés dentro

de la Teoria de Control, recomendamos consultar la referencia [9].

Otro tipo de sistemas dindmicos que nos interesaran son los sistemas mecanicos con vinculos ci-
nematicos de segundo orden. Estos son un caso particular de los sistemas Hamiltonianos con vinculos
cinematicos de orden superior o HOCS (ver [19]). Como veremos enseguida, estos sistemas estan estre-
chamente relacionados con los CLMS y son el punto de partida de la estrategia de control que da origen

al método LCB.

Definicion 1.8 (SOCS). Dado un sistema Hamiltoniano (@, H ), una subvariedad P C T7*Q y una
distribucion vertical W sobre 7@, la familia de sistemas dinamicos dada por (7@, X ), donde X es

un campo vectorial que satisface
XcP y X-XpCWw, (1.31)

se denomina sistema mecanico con vinculos cinematicos de segundo orden o simplemente sistema
con vinculos de segundo orden (SOCS). Denotaremos a estos sistemas por la terna (H,P,W). Una

trayectoria de (H, P, W) es una curva integral de una solucion X de (1.31).

La subvariedad P se denomina subvariedad de vinculos y )V es el subespacio de fuerzas de vinculo.

El campo vectorial Y = X — X se denomina fuerza de vinculo asociada a X.

Observacion 1.5. Si (g, p) son coordenadas locales en 7*(Q y tomamos las coordenadas inducidas corres-
pondientes (q, p, ¢, p) en TT*(Q, sabemos que, al menos localmente, existen funciones F'},... F" €

C>(R*") tales que P esta descripta por

Fi(qapaébf)):()7 Vizl,...,r.

En otras palabras, la definicién de la subvariedad de vinculos P involucra restricciones en las derivadas

del momento p, lo cual justifica el nombre de vinculos de segundo orden. A
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1.4. El método de estabilizacion basado en el vinculo de Lyapunov

Observacion 1.6. Notemos que X es una solucién de (1.31) siy sélosi Y = X — X es solucién de
Xpg+YCP y YCW. (1.32)

A

Observacion 1.7. Siguiendo la Ec. (1.11), una distribucién vertical WW puede ser descripta por
Wa = 85100 W,), (1.33)

donde W, es un subespacio lineal de T;(Q)Q. A

Como comentamos anteriormente, los sistemas a lazo cerrado estin estrechamente relacionados
con los sistemas con vinculos. Hagamos explicita esta relacion.

Tomemos un SOCS dado por una terna (H, P, V) y supongamos que existe tinico campo vectorial
X cumpliendo (1.31). Gracias a la Observacién 1.6, esto es equivalente a decir que existe un Gnico cam-
po vectorial Y cumpliendo (1.32). Este es el caso, por ejemplo, de un SOCS normal (ver [20]). Luego, las
trayectorias de (H, P, W) son las curvas integrales del campo vectorial X = Xy +Y,donde Y C W
esla fuerza de vinculo asociada a X. De esta manera, las trayectorias de (H, P, W) reproducen el com-
portamiento del CLMS (H,Y"),,, pues las trayectorias de este CLMS son también las curvas integrales
del campo Xy + Y. El campo vectorial Y, por otra parte, juega dos roles distintos: por un lado, es la
fuerza de vinculo asociada al vinculo cinemdtico. Por el otro, es la sefial de control del sistema a lazo
cerrado. Asi, el SOCS (H, P, W) da origen al CLMS (H, X — Xp ). Esto nos dice que es posible di-
sefar estretegias de control para estabilizar sistemas subactuados a partir de sistemas con vinculos,
i.e. podemos imponer sobre el sistema un conjunto apropiado de vinculos cinematicos para lograr un
comportamiento determinado, y obtener la sefial de control como la fuerza de vinculo asociada.

Enlareferencia [20] se muestra que todo CLMS puede ser construido de esta manera, i.e. toda sefal
de control puede verse como la fuerza de vinculo de un conjunto de vinculos de segundo orden. Mds
precisamente, dada una sefial de control de un sistema subactuado, existe un conjunto de vinculos de
segundo orden tal que dicha sefal es la fuerza de vinculo asociada. Este resultado revela una profun-
da conexidn entre los CLMS y los sistemas con vinculos. Desde el punto de vista de las aplicaciones a
control automatico, este resultado dice que, a la hora de producir una ley de control para un sistema

subactuado dado, siempre es posible “pensar en vinculos” (sin pérdida de generalidad).

1.4.2. ElVinculo de Lyapunovy el método LCB

Como presentamos en la Seccidn §1.3.1, una manera de probar la estabilidad asintética de un punto
de equilibrio & de un sistema dinamico (P, X') es asegurando la existencia de una funcién de Lyapunov
para X y @. Introduciendo una funcién no negativa p : P — Rtal que u(@) = 0, la ecuacién del punto

L2 de la Definicién 1.4 puede reescribirse

(dV(1(1),7(1)) = —pu(y(#)). (1.34)
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1. Conceptos preliminares

En consecuencia, la condiciéon L2 puede ser interpretada como un vinculo cinematico sobre el sis-
tema. Siguiendo esta idea, si queremos estabilizar asintéticamente un sistema dindmico, podemos im-
poner la ecuacién (1.34) como vinculo cinematico sobre el sistema, para funciones apropiadas V'y 1, y
obtener la senal de control que estabiliza al sistema como la fuerza de vinculo asociada (en este sen-
tido y siguiendo con la idea presentada al final de la seccién anterior, estamos controlando al sistema
mediante la imposicién de vinculos). Llamaremos a esta ecuacion Vinculo de Lyapunov. Dado que la
Ecuacidn (1.34) es una condicidn sobre las trayectorias del sistema, la misma se puede escribir en tér-

minos del campo X como
(dV(v(), X(v(1))) = —p(r(1))- (1.35)

Regresemos ahora a los sistemas Hamiltonianos, i.e. tomemos P = T7(@) y consideremos un Ha-
miltoniano H. Tomando funciones no negativas V, u : T*@Q — R, impongamos el vinculo (1.34) sobre

nuestro sistema. En otras palabras, definamos la subvariedad

Pi={w e TT'Q: (dV(rr-q(w)), w) = —p(1r-@(w))} ,

e impongamos el vinculo 4(¢) € P sobre las trayectorias.

Observacién1.8. Si(q', p;) denotan coordenadas locales sobre 7%(Q, la subvariedad P puede ser descrip-

ta localmente mediante la ecuacién

V(q, p)pi = —i(q, p).

o (ap)i +
q,P)q Op;

oq*
A

Supongamos ahora que queremos implementar este vinculo ejerciendo fuerzas en las direcciones
de una distribucién vertical W C TT*Q. De este modo queda definido un SOCS (H, P, W). Supon-
gamos ahora que este SOCS admite una solucién X (no necesariamente tinica) de (1.31), o equivalen-
temente, admite una fuerza de vinculo Y cumpliendo (1.32) (En otras palabras, supongamos que el
Vinculo de Lyapunov puese ser implementado por una fuerza de vinculo Y C W). Esto es equivalente

adecir que [ver Ec. (1.35) con X = Xy + Y]
(dV(a), Xu(a) +Y(a)) = —p(a) e Y(a)eW, (1.36)
o bien,
X4y dV=—u e YCW. (1.37)

Dado que y es no negativa, es claro que (dV (a), X (a) + Y («)) < 0, 1.e. V satisface la condicién L2
dela Definicién 1.4. Siademds se cumple que X g7 (@) + Y (@) = 0y V satisface también la condicién L1
para @, entonces V resulta ser una funcién de Lyapunov para @y X + Y. En consecuencia, el sistema

subactuado (H, W) puede ser estabilizado en & mediante la ley de control Y.

Observacién 1.9. De esta manera, como vimos en la seccidén anterior, construimos un CLMS (H,Y )y a
partir del SOCS (H, P, W). A
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En conclusion, si existe una solucién Y de la Ecuacién (1.36), para algin par de funciones V'y u, es
posible concluir diferentes cosas sobre la estabilizabilidad del sistema subactuado (H, ) alrededor

de a [ver (1.27)], dependiendo de las caracteristicas de las funciones V' y p.

Observacién 1.10. Vale notar que, si U C @ es un abierto de Q y 71 (U) C T*Q contiene al estado &,
podemos hacer una afirmacién aniloga para una solucién local Y de (1.36), i.e. una solucién a lo largo
de 7= 1(U). A

A partir del andlsis efectuado en los parrafos anteriores podemos definir un método de estabiliza-

cién (asintdtica) de sistemas subactuados.

Definiciéon 1.9. Dado un sistema subactuado (H, W) sobre Q) y un punto critico @ € T*Q de X, el
método basado en el Vinculo de Lyapunov (LCB) consiste en hallar dos funciones V, o : 7*Q — Ry
un campo vectorial Y € X(7T*Q) que cumplan la Ecuacién (1.36) y tales que V resulte definida positiva

alrededor de &, j1 sea no negativae Y (a) = 0.

Dado que el Vinculo de Lyapunov esta determinado por una tinica ecuacion, es suficiente considerar
una distribucién W de rango 1 para generar la fuerza de vinculo asociada. En principio, esto quiere
decir que es posible utilizar el método LCB para estabilizar un sistema subactuado con un grado de

actuacién tnicamente. De aqui en adelante, y por el resto de este capitulo, supondremos entonces que
W1: W, = span {Q(«)}, donde 2 es un campo vectorial vertical nunca nulo sobre 7%(Q).

Ademas, dado que en la mayoria de las aplicaciones las direcciones de actuacién no dependen de

los momentos, también es razonable considerar
W2: Q(a) = 8510 @ &(n(a))) [ver Ecs. (1.9) y (L1D)], con & : Q — T*Q.

Observacion1.11. Las suposiciones W1y W2 dicen que WV puede identificarse con un subfibrado vectorial

W C T*Q de rango constante. Mas precisamente, tenemos que [ver Ec. (1.33)]
Wa = 5071(0 ©® Ww(a))a

donde W, = span {£(q)} C T*Q. A

Suponiendo que W cumple las condiciones W1y W2, podemos escribir Y = A() para alguna fun-

cién A € C°(T*(Q), de manera que la Ecuacién (1.36) toma la forma
(dV(e), X (e) + M@)Q(a)) = —p(a) Vo e T Q.

Luego, usando
(dV(a), Xu(a)) ={V,H}(a)

(dV(), Q) = (£(n(a)), FV(a)),
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1. Conceptos preliminares

tenemos que
)+ V. H} (@)
M) = = e (@) FV ()

Por lo tanto, si existe una solucién Y de (1.36), ésta estd determinada completamente por Y = AQ o

(1.38)

bien, usando el difeomorfismo S,

Y (@) = Ma) B (0@ £(m()),

donde \ estd definida porla Ec. (1.38). Es claro que la existencia de Y estd relacionada con el subconjunto

¢={aeT'Q: (¢(r(a),FV(a)) = 0}
Por ejemplo, una condicién necesaria para que \ esté bien definida es

wla) +{V,H}(a) =0 Vaec.

Supongamos ahora que el Hamiltoniano H es simple, i.e. estd dado por

1

H(a) = 3 <a,pﬁ(a)> + (homg)(w), (1.39)

donde p es una métrica Riemanniana sobre Q y h € C°°(Q). El primer término de H se conoce como
término cinético y el segundo es el término potencial.
Para encontrar condiciones suficientes que aseguren que \ en (1.38) esté bien definida, considera-

remos funciones de Lyapunov también simples, i.e.
V(a) = 5 (0, 6(0)) + (v o ma) ). 140
donde v € C*°(Q) y ¢ es otra métrica Riemanniana sobre (). En estas condiciones, tenemos que
FH =p* y FV =g
El siguiente Teorema es el resultado principal de esta seccién

Teorema 1.3. Dado un sistema subactuado (H,WV), donde H es un Hamiltoniano simple y VW cumple las con-

diciones W1 y W2, existe una unica solucion Y C W de (1.36), con V' simple y 11 no negativa, si y solo si
{(V,H}(a) =0, Vaeg,
I

(€ (), FV ()

La demostracién de este teorema puede consultarse en [22].

€ C™(T*Q).

Alaluz de este resultado, para aplicar satisfactoriamente el método LCB, basta con tomar

() = s (&(n (), FV(-))*, >0, (1.41)
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1.4. El método de estabilizacion basado en el vinculo de Lyapunov

y con encontrar una solucién de

{V,H}(a)) =0, Va e, (1.42)
que es un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Tenemos entonces la siguiente
definicién

Definicion 1.10. Dado un sistema subactuado (H, W) sobre (), con H un Hamiltoniano simple y W
cumpliendo W1y W2 y dado un punto critico @ € T*Q de Xy, el método LCB simple para sistemas
con un actuador consiste en hallar una funcién simple V' : 7#@Q — R definida positiva alrededor de &

que cumpla la Ecuacién (1.42).

Tomando coordenadas locales (q, p) alrededor de @, las funciones H y V' se escriben

1 g
H(q,p) = §piH” (@)p; + h(a) (1.43)

1
V(a,p) = 5piV¥(@)p; + v(Q)-
En las tltimas expresiones, H y V son las representaciones matriciales coordenadas de las métricas
Riemannianas definidas por los términos cinéticos de H y V, respectivamente. Puede verse entonces
que la Ecuacion (1.42) se divide en dos sistemas de PDE, el primero

vy ” OH"
(G @ - 5

(q)V’“l(q)> pipipt =0, (1.44)

que llamaremos ecuaciones cinéticas, el segundo

(o @ (@) - (@7 (@) =0, 149

que llamaremos ecuaciones potenciales. Ambos sistemas deben cumplirse para todos los (q, p) tales
que p'V(q)&(q) = 0. Estos sistemas de PDEs son el objeto de estudio de esta tesis y serdn analizados
en los capitulos siguientes.

En la Referencia [22], las condiciones W1y W2 son utilizadas en la prueba del Teorema 1.3. En el
Capitulo 2, veremos que es posible extender el Teorema 1.3 al caso en el que hay mas de un actuador, i.e.
probaremos que es posible encontrar un conjunto de PDEs analogo a las Ecuaciones (1.44) y (1.45) para

sistemas con grado de actuacién arbitrario.
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==, CAPITULO2

EQUIVALENCIA DE METODOS DE
ESTABILIZACION Y MAXIMALIDAD DEL
METODO LCB

NA de las grandes ventajas del método LCB reside en que, no sélo produce la ley de control Y
buscada para estabilizar al sistema subactuado (H, W) alrededor de un punto de equilibrio
@, sino que ademas provee una funcién de Lyapunov V para el campo X + Y yel punto a.
La existencia de dicha funcién es lo que muestra que el CLMS resultante (H, Y'))y es estable alrededor
de a. Por supuesto, esta no es una caracteristica exclusiva del LCB sino que, por el contrario, existen
otros métodos de estabilizacién que también producen funciones de Lyapunov para el CLMS final. No
obstante, dado que el Vinculo de Lyapunov nace de la definicién misma de funcién de Lyapunov, es
razonable preguntarse si tales métodos no estan de algiin modo contenidos en alguna version del LCB.
En particular, existe una amplia variedad de métodos o procedimientos para alcanzar estabilidad
asintética de sistemas Langrangianos y Hamiltonianos subactuados englobados bajo el nombre de
energy shaping, entre los cuales se cuentan: potential shaping, kinetic shaping, total energy shaping, energy
plus force shaping, IDA-PBC, etc. Ver por ejemplo [2, 4, 5, 6, 7, 28, 35, 38, 39] o bien [15, 36] para trabajos
mas recientes. Dichos procedimientos estan basados en la idea de equivalencia por feedback (ver Ref. [11]),
y su propdsito es construir, para un sistema subactuado dado, una ley de control y una funcién de Lya-
punov para el CLMS resultante. Para ello, es preciso resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales llamadas condiciones de matching, entre cuyas incognitas se encuentra la funcién
de Lyapunov que provee el método.
Todos los métodos arriba mencionados pueden verse como casos particulares del método de Lagran-
gianos controlados o bien del método de Hamiltonianos controlados (tal y como estan definidos en la Refe-
rencia [11], donde ademas se muestra que ambos métodos son, en cierto sentido, equivalentes), y estan

caracterizados, esencialmente, por las correspondientes condiciones de matching.
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2. Equivalencia de métodos de estabilizacién y maximalidad del método LCB

Casi simultineamente con la aparicién de [22], una mejora del energy (plus force) shaping para sis-
temas subactuados, definidos por funciones Lagrangianas o Hamiltonianas simples, fue introducida
por Chang en [12, 13, 14]. Tal mejora consiste en una importante simplificacién de las condiciones de
matching. El resultado principal de este capitulo es la prueba de que tales ecuaciones son exactamente
las ecuaciones cinéticas y potenciales del método LCB simple introducido en el capitulo anterior. Mds
aun, probaremos que la versién de Chang del energy shaping es equivalente (en un sentido que pre-
cisaremos mas adelante) al método LCB simple. En otras palabras, lo que haremos en este capitulo es
probar que la mejora del energy shaping introducida por Chang es precisamente el método LCB sim-
ple. Dado que el LCB simple fue desarrollado originalmente para sistemas subactuados con un tnico

actuador, serd necesario extender dicho método al caso de sistemas con grado de actuacién arbitrario.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En primera instancia, en la Seccién §2.1, pre-
cisaremos la idea de “método de estabilizacion”. A partir de esta definicién podremos introducir una
relacién (de orden) entre dichos objetos que nos permitira a su vez hablar de equivalencia entre méto-
dos. A nuestro entender, estas definiciones no aparecen en literatura previa.

Luego, en la Seccién §2.2, daremos un breve resumen del método energy shaping utilizando la ver-
siéon Hamiltoniana, i.e. el método de los Hamiltonianos controlados (o método CH por su nombre en
inglés) o método IDA-PBC. Comenzaremos con una version general del método que iremos particula-
rizando paulatinamente hasta presentar la versién desarrollada por Chang (ver por ejemplo [15]) junto
con sus correspondientes condiciones de matching. Vale la pena destacar que esta es una descripcion
novedosa del energy shaping, que usualmente es presentado a través de la nocién de equivalencia por
feedback. Optamos por esta nueva descripcidén porque facilitara la comparacioén con el método LCB, que
es el objetivo general del capitulo. Ademas, en el transcurso de esta presentacién, mostraremos tam-
bién la forma general de las fuerzas giroscépicas y disipativas, que incluyen a las utilizadas por Chang
en [15] y daremos un algoritmo para construirlas. Este punto es crucial para probar la equivalencia con
el método LCB simple.

En las Secciones §2.3y §2.4, extenderemos el estudio del método LCB simple y de sus PDEs asocia-
das a sistemas subactuados con mas de un actuador y mostraremos que el método LCB es maximal con
respecto a la relacién de orden mencionada mas arriba, en un sentido que serd precisado mas adelante.
También probaremos que las condiciones de matching halladas por Chang son exactamente la ecuacio-
nes cinéticas y potenciales del método LCB simple. Finalmente, mostraremos la equivalencia entre el
LCB simple y el método CH en la versién de Chang. Este resultado es el principal del capitulo y es fran-
camente inesperado teniendo en cuenta que el contexto en el que un método fue desarrollado difiere
sustancialmente del contexto del otro. Por un lado, el método CH proviene de la idea de equivalencia
por feedback de sistemas Hamiltonianos, por el otro, el método LCB se basa en la idea de estabilizacién
mediante vinculos cinematicos. Todos los resultados de estas dos secciones son contribuciones de esta

tesis y fueron incluidos en la Referencia [23] junto con el resto de los resultados del capitulo.
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2.1. Métodos de estabilizacion y equivalencia de métodos

Fijemos unavariedad @, una funcién H : 7*@Q — Ryun subfibradovertical W C ker ., C TT*Q
del fibrado tangente sobre 7). Denotemos por X : 1T*Q) — TT*(Q al campo vectorial Hamiltoniano
asociado a H con respecto a la estructura simpléctica canénica w sobre T#Q, i.e. Xy := wf o dH €
X (T*Q). Fijemos también un punto critico @ € T*Q de Xy, i.e. X7 (@) = 0. Recordemos que el par
(H,WV) define un sistema Hamiltoniano subactuado sobre () (con funcién Hamiltoniana H y espacio

de actuadores V). Supongamos que queremos resolver el siguiente problema.

P. Encontrar una sefial de control Y C W, i.e. un campo vectorial vertical Y € X (T*(Q) con valores

en W, tal que Y (@) = Oy el sistema a lazo cerrado definido por X7 + Y es estable en a.

Llamaremos método de estabilizacion a cualquier “procedimiento sistematico” que nos permita resol-

ver el problema P. Mas precisamente, consideremos la siguiente definicién

Definicion 2.1. Sean Q unavariedad y 4l un conjunto de ternas (H, W, &), donde (H, V) es un sistema
subactuado sobre Qy & € T*Q un punto criticode X . Dadaunaterna (H, W, &) € 4, denotemos por
Suw.a C X (TQ) al subconjunto de campos vectoriales Y € X (7*Q) que resuelven P. Llamaremos
método de estabilizacién sobre §l a cualquier funcién' f con dominio {4 y con valores en el conjunto
de partes de X (7*Q)), tal que F (H,W, &) C Su,w,a. Diremos ademas que / es de Lyapunov si para
cadaelemento Y € F (H, W, @) puede exhibirse una funcién de Lyapunov para Xy + Y y &.”

Observacion 2.1. El objetivo de esta definicién es dar un marco preciso para comparar distintos méto-
dos de estabilizacién. Sin embargo, no construiremos la funcién F cuando describamos los métodos
involucrados en la tesis, sino que nos limitaremos a dar una explicacién sintética del procedimiento al

que dan origen. A

Consideremos también la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Dados dos métodos de estabilizacion f y F ' sobre los subconjuntos $ly 4l', respectiva-

mente, diremos que F est4 contenido en F ' si
F(HW,a) C F' (H,W,a), vV (H,W,a) e unyl.
Sivale también la inclusién opuesta, diremos que f y F’ son equivalentes sobre [ N &I’

Observacién 2.2. La relacién de inclusion que acabamos de presentar define un orden parcial en el con-
junto de todos los métodos de estabilizacién sobre un mismo 4 dado. Vale la pena mencionar que un

elemento maximal para este orden es un método de estabilizacién que es capaz de producir cualquier

"Notemos que un método de estabilizacién sobre il puede ser visto también como una relacién en {4 x X (T*Q).
El Teorema de Massera [31] (junto con sus generalizaciones -consultar [26]-) asegura que, si un sistema a lazo cerrado es

asintdticamente estable, entonces existe una funcién de Lyapunov suave para tal sistema. Sin embargo, no puede asegurarse

lo mismo si dicho sistema es solamente estable (ver [3]).
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2. Equivalencia de métodos de estabilizacién y maximalidad del método LCB

ley de control construida a partir de cualquier otro método (sobre el mismo ). En este sentido, es cla-
ro que un tal método representa la manera mas general de estabilizar sistemas subactuados en il de
manera sistematica.

Una observacién analoga puede hacerse para el conjunto de métodos de estabilizacién de Lyapunov

sobre un mismo Y dado. A

2.2. Elmétodo energy shaping

En esta seccion presentaremos la versiéon Hamiltoniana del energy shaping: el método de los Hamil-
tonianos controlados (como fue definido en [11]), también conocido como método IDA-PBC [35]. Descri-
biremos una versién bastante general del método, junto con las condiciones de matching relacionadas, y
lo haremos utilizando una terminologia distinta a la usada en la literatura original con el objetivo de
establecer la conexién con el LCB de manera mas transparente. Por ejemplo, nos concentraremos en
sistemas Hamiltonianos sobre un fibrado cotangente iinicamente. De manera progresiva, iremos to-
mando en cuenta situaciones particulares hasta llegar finalmente a la versién desarrollada por Chang

en las Referencias [12]-[15].

2.2.1. Elmétodo de los Hamiltonianos controlados

En lo que sigue, vamos a definir un método de estabilizacién de Lyapunov en el conjunto de todas
las ternas (H, W, &), conocido como el método de los Hamiltonianos controlados.

Supongamos que tenemos una funcién V€ C* (T*Q), un tensor antisimétrico B : T*T™(Q x
T*T*@Q — R (en otras palabras, una estructura quasi-Poisson) sobre 7@ y dos campos vectoriales

verticales Z,, Zq € X (T*Q)) tales que:

1. V es definida positiva alrededor de @,

2. (dV (a), Zg4 (a)) = 0 paratodo o € T*Q, i.e. Z, es una fuerza giroscépica,
3. BPodV+Z,— Xy CW,

4. (dV (), Z4 (a)) < Oparatodo o € T*Q, i.e. Z; es una fuerza disipativa,
5. Zg CW,y

6. Z4(a) = —Z,(a) — B*o dV (a),

Notemos que el punto 1 implica dV (@) = 0. Luego, definiendo Xy := Bfo dVy X := Xy +

Zg4 + Zg, el punto & es un punto critico de X, gracias al punto 6, y para todo a € T*Q

<dV () ,X(a)> - <dV (@), Xy () + Z, (0) + Zg (a)> = (dV (a),Zs(@)) <0, @1
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2.2. El método energy shaping

debido alos puntos 2 y 4 y al hecho de que < dv (o), Xy (a)> = B(dV (a), dV («)) = 0. En conse-
cuencia, V es una funcién de Lyapunov para el sistema dindmico definido por X y el punto critico &,
puesto que el punto 1 implica L1y la Ec. (2.1) implica L2 (ver Teorema 1.1). Esto dice que dicho sistema

es estable en & (ver Definicidn 1.3). Luego, definiendo el campo

Y :=X - Xy, 2.2)
que toma valores en WV debido a los puntos 3y 5, hemos resuelto el problema P. En particular, tenemos
que

(dV(a), Xg(a) + Y (a)) <0. (2.3)

Todo esto da origen al siguiente procedimiento.

Definicion 2.3. Dados un sistema subactuado (H, W) sobre  y un punto critico @ € 7*Q de Xy, el
método delos Hamiltonianos controlados (CH) consiste en hallar V, By Z, cumpliendo 1y 2 junto con

la ecuacién [recordar el punto 3]
Bfo dV +Z,—wfo dH C W; 2.4)
encontrar ademas un campo Z; cumpliendo los puntos 4, 5y 6; y definir [ver (2.2)]
Y :=BodV +Z,+ Zy—wfo dH. 2.5)

Observacién 2.3. Notemos que, dado que Xy (@) = X (@) = 0, tenemos que Y (&) = 0 [ver Ec. (2.2)].
A

Es claro entonces que el procedimiento descripto arriba define, de acuerdo con la Definicién 2.1,
un método de estabilizacién de Lyapunov: la funcién F correspondiente asigna a cada terna (H, W, &)
un conjunto de campos vectoriales F (H, W, &) C X (T*Q) dado por la Ec. (2.5) (y que por lo tanto

resuelven P), donde V, B, Z, y Z; deben cumplir las condiciones enunciadas en la tltima definicién.

Observacion 2.4. La manera usual con la que se introduce el método CH es a través de la idea de equiva-

lencia por feedback [11]. A

2.2.2. Unaversion particular

Laesencia del método CH reside enla Ec. (2.4), que es un sistema de PDEs para V, con “parametros”
By Z, a determinar. Estas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales reciben el nombre de con-
diciones de matching.’ Haciendo distintas suposiciones sobre el sistema subactuado original (H, W),
y tomando diferentes ansatz para las incégnitas V, By Z,, encontramos distintos casos particulares

parala Ec. (2.4) y, en consecuencia, distintas versiones particulares del método CH. (En términos de la

*El resto de las ecuaciones, las condiciones de los puntos 4, 5 y 6, son condiciones algebraicas para Z, y seran estudiadas

mas adelante.
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2. Equivalencia de métodos de estabilizacién y maximalidad del método LCB

Definicién 2.2 y de la Observacién 2.2, tenemos de esta manera una cadena ordenada de métodos de
estabilizacién de Lyapunov.) Supongamos por ejemplo que H, V' : T*(@) — R son hiperregulares, i.e.

FH,FV : T*Q — T(Q son isomorfismos de fibrados vectoriales [ver (1.13)], y ademas
FH =FH* y FV =FV*, (2.6)

i.e. sus derivadas a lo largo de la fibra son simétricas. Fijemos también una conexion sin torsién sobre

T*@Q y supongamos que [recordar Ecs. (1.8) y (1.18)]
BoBlof (adodv)=a® ¥ (v)d ¥ (—0), (2.7)

para algin morfismo de fibrados ¥ : TQ) — T'Q [comparar con la Ec. (1.20)].

Observacion 2.5. Notemos que, de acuerdo con (1.11), cada W,, C T,T*Q esta definido por el Gnico

subespacio W,, C T:(Q)Q tal que
Wy = vifte (Wo) =8 H(a @0 W,). (2.8)
Ademais [ver Ec. (1.12)], el campo vectorial vertical Z, puede ser escrito como
Zy(@) = B (@06 2 (a)), 2.9
para un Gnico morfismo de fibrados z, : 7*Q — T*(). Lo mismo puede decirse del campo Z. A
Proposicion 2.1. Teniendo en cuenta (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9); las condiciones de matching (2.4) se reducen a
(BV(«),FH(0)) — (BH(«),FV(0)) — (29(a),FV(0)) =0 (2.10)

donde [ver Ec. (2.8)]
Wy = (FV(W,))° =FV Y W), VYaecT*Q. (2.11)

En particular, las dnicas incégnitas en las condiciones de matching son V'y z,.
Demostracion. Teniendo en cuenta (1.19) y (2.7),
B(Xv (@) = Bo B (aV (a) = Bo B o B! (B(aV ()

=BoBlo B (a®BV (o) &FV (a))
—a® ¥ (FV (a)) ® U* (-=BV (a)). (2.12)

De manera similar, usando las Ecs. (1.19) y (1.20),
B(Xg (o)) =a®FH (o) ® (—BH (a)) . (2.13)

En consecuencia, utilizando las Ecuaciones (2.8), (2.9), (2.12) y (2.13), ; se sigue facilmente que (2.4)

adopta la forma

U (FV (o)) =FH () y —U* (BV () + 24 (o) + BH (o) € W,
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2.2. El método energy shaping

paratodo a € T*Q. Esto implica que ¥ = FH o FV !y [usando la Ec. (2.6)]
~FV ' oFH o BV () + 2, (@) + BH (o) € W,.
En otras palabras, usando (2.11) tenemos que [ver Ec. (2.6) nuevamente]
(BV (a) ,FH (o)) — (BH (a) ,EV (0)) — (2, (@) ,EV () =0,
paratodo o € T*Q, o € W,. Esto termina la prueba. [ |
Observacion 2.6. Utilizando la Ecuacién (2.13), es claro que & es un punto critico de X si y sélo si

FH (&) =0yBH (&) = 0. A

Vale la pena mencionar que, de acuerdo con las Ecs. (1.12) y (2.5), cada senal de control Y del método

se obtiene por medio del levantamiento vertical de la aplicacién fibra a fibra
y (@) :=2zq(a) + 2y (@) —FV Lo (FH o BV (a) — FV o BH (o)), (2.14)

donde
(2g () ,FV (o)) = 0, (2.15)

usando que z, es giroscopica (el punto 2 arriba),
(24 (@), FV (a)) <0 y zg (o) € W, (2.16)
de acuerdo con los puntos 4y 5,y
24 (@) = —24 (@) +FV 1o FH o BV (&), 2.17)

del punto 6.

2.2.3. Lascondiciones de matching cinéticas y potenciales

Restrinjamos atiin mds la forma del sistema subactuado original (H, W) yla forma de las incégnitas
V'y z4de (2.10). Supongamos primero que H : T*() — Resuna funcién Hamiltoniana simple [recordar
(1.39)], Notemos que § es la forma cuadratica asociada al tensor
1
by :T"Q xT"Q - R: (a,0) — 5 <a,pﬂ(0)>.
También notemos que FH = Fh = pf [recordar la Ec. (1.17) de la Proposicién 1.1]. Esto implica que
FH es un isomorfismo de fibrados vectoriales. Tomando una carta coordenada (U, ¢) sobre @ junto
con su carta inducida sobre 7@, y denotando por H (q) la representacién matricial coordenada en q

de la métrica Riemanniana p [ver (1.43)], la condiciéon FH = FH* se traduce entonces para H como
HY = HJ*.
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Observacion 2.7. Como es bien sabido, en el caso de sistemas Hamiltonianos simples los puntos criticos
adoptan la forma & = 05 € T;Q, con dh (q) = 0 (usando la Observacién 2.6 y la Proposicién 1.1). Por

esta razon, consideraremos solamente este tipo de puntos criticos. A

En relacién a las incégnitas de (2.10), consideremos ahora que V' es también simple [ver (1.40)].
Utilizaremos para V una notacién analoga a la usada para H. Por ejemplo, escribiremos V =v+vor

y denotaremos por by a la forma bilineal asociada al término cinético de la funcién V, i.e.
1
by : T"Q xT'Q - R: (a,0) — 3 <a,¢ﬁ(0)> . (2.18)

En estas condiciones, es claro que FV = Fo.

Observacion 2.8. En el caso de funciones simples, la funciéon V resultara definida positiva alrededor de
a siy sélo si el término potencial v es definido positivo alrededor de ¢. En particular, esto implica que

la funcién v debe tener un minimo local aislado en g, i.e. dv(g) = 0. A
Supongamos ademas que z, : 7%Q) — T*() esta dada por
(2g (@) ,w) = 34 (a, a,Fo! (w)) , VgeQ, aeT;Q, weT,Q, (2.19)

para algtin campo tensorial 3, : 7*Q x T*Q x T*(Q) — R. Debido a esta eleccion particular para la
aplicacién z4, ésta resulta cuadratica en o.. Observemos que el campo tensorial 3, puede considerarse

simétrico en sus dos primeros argumentos, i.e.
3g (a1, 0, 0) = 34 (a2, 1, ) . (2.20)
Ademas, usando la condicién giroscopica [ver la Ec. (2.15)], es claro que
39 (@, a,a) =0, (2.21)

para todo a € T Q. Reciprocamente, cualquier tensor cumpliendo (2.21) da origen, via (2.9) y (2.19), 2

una fuerza giroscopica.

Regresando alas condiciones de matching, dado que los términos cinéticos de H y V son funciones
cuadraticas y que sus términos potenciales estin definidos por funciones basicas, la siguiente propo-

sicién es de facil demostracién.

Proposicion 2.2. Suponiendo que H y 'V son funciones simples y considerando que z, cumple (2.19), las condi-

ciones de matching (2.10) se descomponen en dos ecuaciones:
(Bo(a),Fh(o)) — (Bh(a),Fo(0)) — 34(v,a,0) = 0, (2.22)
conocidas como las condiciones de matching cinéticas, y [ver Ec. (1.17)]
(dv (7 (0)),Fh (o)) — (dh (7 (0)),Fo (o)) =0, (2.23)
conocidas como las condiciones de matching potenciales. Ambas condiciones deben cumplirse para todo

aeT*Q ¥ o€ W,. (2.24)
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2.2. El método energy shaping

Observacion 2.9. Notemos que [ver Ec. (2.11)] W, = Fo~! (WS) es el complemento ortogonal de W,

con respecto a la forma bilineal by [ver (2.18)]. De hecho, si ¢ € W, yw € W, entonces

by (¢, Fo~ ! (w)) = (¢,FooFo! (w)) = (¢,w) = 0. (2.25)

Tomando una carta coordenada local (U, ) y combinando (1.15), (1.16) y (1.43),

(Bo (@) ,Fh (o)) — (Bb () , Fo (0)) = <8§;Z(Q) H"(q) — qu(Q) sz(q)> Pip;DI

+ 20 (a) (V*(@) B (q) — H"(a) V(@) pip;u226)

y
aU kl 8h Ll ~
(dv (7 (0)),Fb (o)) = (dh (7 (0)),Fo(0)) = T&(q)H (q) - qu(Q)V (@) ) o, @27
cona = ¢*(q,p)yo = ¢*(q,p). En consecuencia, las Ecs. (2.22) y (2.23) se transforman en
OV (q) o rp _ OHY(Q) 1 o =ijl o
< o H*(q) o V*(q) =237 (q) | pipi; 028
21, (a) (V' (a) HY (a) — H* (@) V¥(a)) pipsi = 0
y

( (f:a (q) H** (q) — gqh; (q) V¥ (q)) b =0,

paratodoq € p(U),p € (cp;';)_l (T:Q)yp € (<p:;)_1 (Wwa(p))' (Aqui, los néimeros 3% (q) son lo
coeficientes de la representacién matricial coordenada de 3, en q.)

Observemos que, tomando en cuenta todas las suposiciones hechas hasta aqui [ver Ec. (2.14)]

y(a) == zq(a) + 34 (a, o, Fo~! (1) — Fo~! o (Fh o Bo (o) — Fo o Bh ()
—Fo o (Fho dv(m(a)) —Foo dh(r())), (2.29)

con zg cumpliendo las ecuaciones algebraicas (2.16) y (2.17).

Observacion 2.10. Sia = 0g es un punto critico de X', y dado que
Bv(0) =Bh(0)=0 y 34(0,0,Fo" () =0,

la condicién (2.17) para zq se reduce a z4 (@) = Fo~! o Fh (dw(g)) = 0. Esto se deduce de las Observa-
ciones 2.6 y 2.8. A

Tomando en cuenta esta tltima observacién y el hecho de que

(24 (@) ,FV (@) = (24 (@) ,Fo () = by (24 (a) ,a),
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2. Equivalencia de métodos de estabilizacién y maximalidad del método LCB

las Ecs. (2.16) y (2.17) puede reescribirse como
by (24 (o), ) <0, zq () € Wy y zq (@) = 0. (2.30)
Las Ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.24) definen una versién generalizada del método IDA-PBC tradi-
cional [35], también conocido como el método energy plus force shaping. En la siguiente subseccién con-
sideraremos dos suposiciones adicionales que nos conducirin a un nuevo conjunto de condiciones de

matching, originalmente* estudiadas por Chang en [14, 15] (ver también [12, 13] para la contraparte La-

grangiana).

2.2.4. Condiciones de matching simples

En primer lugar, supongamos que existe un subfibrado W' C T tal que [recordar la Ec. (2.8)]
Wa = Vlifte (Wra)) » VaeT Q. (2.31)
Siguiendo (2.11), a partir de W definamos un nuevo subfibrado de 7*@Q),
W := (Fo (W))° = Fo~ ! (W°). (2.32)

Observacién 2.11. Notemos que, de acuerdo a la Observacién 2.9, W es el complemento ortogonal de W

con respecto al tensor by . En particular, tenemos que 7*Q = W @ W. A

Bajo estas suposiciones, Chang mostré que existe una solucién (v, 34) de (2.22) siy sélo siv satisface
(Bo (0),Fh (o)) — (Bh (0),Fo(c)) =0, VoeW.

Mas aun, es posible mostrar, usando algebra lineal elemental, que (v, 3,4) es una solucion de (2.22) siy

solo si v satisface la ecuacion de arriba y 34 se obtiene siguiendo estos pasos:
1. definamos Y : T*Q x T*Q x T*@Q — R como
T (a1, a0, a3) := (Bby (a1, a2) ,Fh (a3)) — (Bby (a1, a0) ,Fo (a3)) ; (2.33)
2. fijemos un tensor A : W x W x W — R cumpliendo
Alag,a9,a) = —A(ag, a1, ), Yaj,ay e W, a € W,

yuntensor B : W x W x W — R cumpliendo (2.20) y (2.21) sobre W; y finalmente

*De hecho, tales condiciones de matching aparecieron por primera vez [25], aunque sin una derivacién.
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3. definamos 3, : T*Q x T*Q x T*Q — R como’

39 a1,09,0 ) :T(al,ag,a),

(

39 (U 02, ) =T (7702701)_T(’Y’01702)) (2.34)

39 (11,0,72) = 3¢ (0,71,72) := =5 [T (1,72, 0) + A (71,72, 9)],

39 (717’72773) B(71772773)7
cona; € T*Q, 0,07 € Wy’y,%- € Wparai =1,2,3.

Luego, existe una solucion (v, v, 3,) de (2.22), (2.23) y (2.24) siy sélo si las ecuaciones
(Bo (o) ,Fh (o)) — (Bh (o) ,Fo (o)) =0, (2.35)
(dv (7 (0)),Fh (o)) — (dh (7 (0)),Fo (o)) =0 VoeW, (2.36)

tienen solucién para b y v tnicamente. Estas son las nuevas condiciones de matching que menciona-
mos al final de la seccién anterior, que llamaremos condiciones de matching simples. Tomando coordena-

das locales, tales condiciones se escriben

oV oM
( oq" (q) HM (@) — Era (q) VM (Q)) pipipi = 0, (2.37)

’ 0 Ooh
(2 (@ B (@)~ o (@ ¥ (@) =0 @

paratodoq € p(U)yp € (gpg)fl (le(q)) o equivalentemente [ver (2.32)] (¢~ 1), q (V(q)-p) €
W;*l(q)'

Observacion 2.12. Estas ecuaciones son (a menos de un signo) las Ecs. 2.21y 2.29 de [15] para
MU =HY, MI=Vi V=h V=v, y Gt=w-"

A

Retomemos ahora las ecuaciones algebraicas (2.30). Para empezar, notemos que podemos reempla-
zar los espacios W, por el subfibrado vectorial W. Supongamos que tenemos una solucion z4 de (2.30),

y consideremos la proyeccién ortogonal P con imagen W (ver la Observacién 2.11). Luego,

by (24 () , ) = by (24 (a), P (a)) = —p (o)

para alguna funcién no negativa . : 7*Q — R tal que p1 (o) = 0 paratodo o € W. Fijando k € R, es
claro que
z(a) = zg(a) + kP(a) € W

*Chang describié una construccién similar para mostrar la existencia de soluciones de (2.22) (ver las Ecs. 2.8 a2.11en la

Ref. [15], y reemplazar Yy 34 por S'y C, respectivamente), pero tomando A = 0y B = 0.
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define un morfismo de fibrados, cuya imagen esta contenida en W. Ademds, usando esta @ltima ecua-
cién

by (z(a), P(a)) = by (z4(), P()) + kby (P(a)), P(a)),
de modo que, para todo o ¢ W

by (2(0), P(a)) + ()

T (P(a), P(0)

En otras palabras, existe un morfismo de fibrados x, cuya imagen esta contenida en W y para la cual

by (z (o), P(@)) + p(a)
by (P (a), P (a))

zg(a) =z () — P(a), Va ¢ W. (2.39)

Dado que 7*Q\ W es una subvariedad abiertay densa en T*Q, esto dice que la solucién z,; puede calcu-
larse sobre 7*Q \ W usando la expresién (2.39) y sobre el resto de 7*(Q por continuidad. En particular,

tenemos que

iy (=) - DLE@LP @) +s)

b (P (), P (a)) P(“)) =0 (240)

a—Q

puesto que z4 (&) = 0.Reciprocamente, si:

i. fijamos una funcién no negativa y1 : 7*Q — R tal que i (¢) = 0 para todo o € W;

ii. fijamos un morfismo de fibrados = : T*Q) — T*() con imagen contenida en W y tal que la férmula

(2.39) defina una aplicacién suave en todo 7@ y cumpliendo (2.40);

iii. definimos z4 : T*Q — T*() mediante la f6rmula (2.39);

entonces tenemos una solucién de (2.30). Por ejemplo, podemos tomar

ple) :=by (P(a),P(a)) y  x(a):=—p(a){(r(a)),

siendo & : @ — T™(Q cualquier 1-forma sobre () con imagen contenida en W (esto siempre es posible,

puesto que W es un subfibrado vectorial).

En conclusién, tenemos un nuevo método para resolver el problema P. Suponiendo que hemos fi-

jado una conexién sobre 7*Q.

Definicion 2.4. Dado un sistema subactuado (H, W), con H = ) + h o 7 simple y W definido por un
subfibrado W [ver Ec. (2.31)], y dado un punto critico & € T*() de X, el método CH simple consiste

en:

= encontrar una solucién V' = v + v o 7 de las Ecs. (2.35) y (2.36), con v definida positiva alrededor

de &;

» fljaruntensor 3, : 77°Q x T*Q x T*Q — R mediante los pasos1a 3 de arriba [ver Ec. (2.34)];
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2.2. El método energy shaping

= fijar un morfismo de fibrados z; : T*Q — T*(@Q mediante los pasosiaiii de arriba [ver Ec. (2.39)];

y

= definir un morfismo de fibrados y : 7*Q — T*Q comoen (2.29) eY € X (T*Q) como el

levantamiento vertical de y.

Es claro que el método CH simple es un método de estabilizacién de Lyapunov segtin la Definicién
2.1. En particular, V e Y satisfacen (2.3) y es sencillo mostrar que el método CH simple esta contenido

(en el sentido de la Definicién 2.2) en el método CH general (ver Definicién 2.3).

Volviendo ahora alas nuevas condiciones de matching (2.35) y (2.36) [junto con sus versiones locales
(2.37)y (2.38)], lamejora desarrollada por Chang en cuanto ala simplificacién delas Ecs. (2.22) y (2.23) es
doble. Por un lado, las tres incégnitas b, vy 34 en (2.22) y (2.23) estan ahora desacopladas.® Por otro lado,
la Ecuacién (2.28) [la versién local de (2.22)] ha sido reemplazada por (2.35), que es un conjunto mds
sencillo de ecuaciones diferenciales, no sélo porque su escritura es mas simple sino también porque
contiene una cantidad menor de ecuaciones. En efecto, puede mostrarse que el nimero de ecuaciones

en (2.28) y (2.37) es, respectivamente,

n(n+1) (n—m)
2 Y

(2.41)

m—m+2)(n—m+1) (n—m)
6 )

(2.42)

conn =dim@ ym = dim W.

Observacion 2.13. En la Referencia [16] se prueba que, incluso en el método IDA-PBC tradicional (donde
lasincégnitas 3}7 k adoptan una forma particular), la cantidad de ecuaciones en (2.28) pueden reducirse
de (2.41) a (2.42) utilizando la libertad que existe en la eleccién de las incégnitas 3? * Porlo tanto, la
contribucién principal de Chang fue quizd, no la reduccién del nimero de ecuaciones, sino més bien

precisar una manera ttil de lograr esa reduccién. A

Las Ecuaciones (2.37) y (2.38) [y por lo tanto (2.35) y (2.36)] ya aparecieron en el Capitulo 1 [ver (1.44) y
(1.45)] en el contexto del método LCB simple para sistemas subactuados con un dnico actuador. Enla al-
tima seccion de este capitulo, veremos que las mismas ecuaciones pueden obtenerse, en el contexto del
LCB, para sistemas con numero de actuadores arbitrario, extendiendo de esta manera el método LCB
simple a sistemas con grado de actuacién arbitrario. Mas aun, probaremos que la versién del método

CH desarrollada por Chang es exactamente el método LCB simple.

®M4s precisamente, podemos encontrar v resolviendo (2.35), luego, para tal solucién v, podemos hallar V resolviendo

(2.36), y por dltimo, usando vy V, podemos construir 3, siguiendo los pasos del 1 al 3 listados arriba.
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2.3. Elmétodo LCB revisitado: maximalidad del LCB

Siguiendo la Definicién 2.1, es claro que el método LCB (ver Def. 1.9) es un método de estabilizacién
de Lyapunov. Vale notar que este método estd definido, esencialmente, por la Ec. (1.36) y por lo tanto po-
demos identificarlo con esa ecuacién. Dado que WV es un subfibrado vertical e Y es un campo vectorial
vertical, podemos escribir (ver Observacion 1.11) W,, = vlift, (W, ) e Y (a) = vlift, (y («)), para un
tnico subespacio W, C T;‘(a)Q y un tnico morfismo de fibrados y : 7@ — T™(@. Con esta notacién

y segtn la Proposicién 1.2,

(dV(@),Y(a)) = {y(a), FV(a)) .

Ademas, las condiciones Y (@) = 0y Y (a) € W, setraducen a y(a) = 0e y(a) € W,, respectiva-

mente. Por otro lado

(dV(a), Xp(a)) = {V, H}(a),

siendo {V, H } el corchete de Poisson candnico entre V' y H. Combinando todo esto, podemos escribir

(1.36) como

(y(a),FV(a)) = —p(e) ={V, H} (@) e yla) e W (2.43)

Es importante mencionar que cualquier método de estabilizacién para (H, W) que dé origen a una
ley de control Y C Wy auna funcién de Lyapunov V' para el campo X + Y (que define el sistema a
lazo cerrado relacionado) y un punto critico de Xz, como es el caso de todas las versiones del energy
shaping, puede ser reducido al método LCB, i.e. a resolver la Ec. (1.36) [0, de manera equivalente, a

resolver la Ec. (2.43)]. Mds precisamente,

Teorema 2.1. Sean (H,V) un sistema subactuadoy & € T*Q un punto critico de Xp. Si'Y es un campo
vectorial con valores en VW y V' es una funcion de Lyapunov para X + Y y &, entonces V' es definida positiva
alrededorde &, p := —ix 1y dV esnonegativa,Y (&) = 0ytodas ellas satisfacen la Ec. (1.36). En particular,
la sefial de control Y estd dada por el método LCB (ver Definicion 1.9).

Demostracién. Dado un campo Y C W, si V es una funcién de Lyapunov para X := Xy + Y ya,el
resultado se sigue facilmente del hecho de que & debe ser un punto critico de X, los items L1y L2 (ver

Teorema 1.1), y la Ec. (1.37). [ |

En términos de las Definiciones 2.1y 2.2, este teorema dice que el método LCB contiene a todos
los métodos de estabilizaciéon de Lyapunov, i.e. es un elemento maximal entre tales métodos. En otras
palabras, el método LBC es el método de estabilizacién mas general entre los métodos de estabilizaciéon
de Lyapunov (ver la Observacion 2.2). En particular, toda versién del método CH (ver Definicién 2.3)

esta contenido en el método LCB.
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2.4. El método LCB para funciones simples

2.4. Elmétodo LCB para funciones simples

En la Ref. [22] se realizd un estudio en profundidad de la Ec. (2.43) para sistemas subactuados con
un tnico actuador. En esta seccién extenderemos ese estudio para incluir sistemas subactuados con un
namero arbitrario de actuadores. Mas precisamente, dado un sistema subactuado (H, V) y funciones
no negativas V' y p, estudiaremos bajo qué condiciones existe un morfismo de fibrados y que resuel-
va (2.43) (considerando a V' y i1 como datos en (2.43), en lugar de incognitas). Nos concentraremos en
particular en el caso en que tanto H como V' son funciones simples. En este caso, mostraremos que el
problema de existencia esta relacionado con un conjunto de PDEs para V, que definen el método LCB
simple tal y como aparecid en la Ref. [22]. Veremos que estas ecuaciones son exactamente las condicio-
nes de matching (2.35) y (2.36) obtenidas por Chang en [14, 15] (relacionadas con el método CH simple
dela Definicién 2.4). Finalmente, mostraremos que el método LCB y el CH en sus versiones simples son

métodos de estabilizacion equivalentes.

2.4.1. Lasecuaciones cinéticasy potenciales

Siguiendo la notacién de la Seccién §2.2.3, consideremos dos funciones simples H = h + ho
and V' = v 4 v o 7 sobre T*(). Las formas bilineales asociadas a ) y v seran denotadas por by y by,
respectivamente.

Dada una conexidn sin torsion sobre 7@, el corchete de Poisson candnico entre H y V' puede

escribirse, para todo o € T*Q,
{V.H} (o) = (Bo (o) ,Fh (a)) — (Bh () , Fo (@) + (dv (g) , Fh (a)) — (dh(q) ,Fo (),

con ¢ = 7 («). Esto es una consecuencia directa de las Ecuaciones (1.17) y (1.21). Tomando una carta

coordenada (U, o) y usando las expresiones (2.26) y (2.27),

{V,H}(q,p) = (?q,: (q) H*(q) — a;j:(q) V’“l(q)) PipiPL
" (§;<q> (@) - o5 (a) V“<q>> o (.44

Analizando cuidadosamente esta tltima expresion, el siguiente resultado se obtiene facilmente.

Lema2.1. Si H yV son funciones simples sobre T Q, entonces { V, H } es, en cada fibra T,/ (), una funcion impar,
Le.

{VH}(—a)=—{V,H} (a) paratodo o € T™Q). (2.45)

Fijemos ahora un sistema subactuado (H, W) con H simpley )V dado por un subfibrado W C T%Q
[ver (2.31)].
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Proposicion 2.3. Sea V' : T*Q — R una funcion simpley p : T*Q) — R una funcién no negativa. Si existe
una soluciony : T*Q — T*Q de Ec. (2.43) para V' y pu, entonces

{V,H}(0) =0, VYoeW, (2.46)
donde W := (Fo (W))° = Fo~! (W°).
Demostracion. Por hipdtesis [ver Ec. (2.43)]

(a,Fo(y(a))) = —p(e) —{V.H}(a) y  yla)eW.
Es claro que (o, Fo(y(0))) = 0 paratodo o € W,y en consecuencia

w(o) +{V,H}(o)=0, VoeW.

Supongamos que existe oo € W para el cual {V, H}(cg) # 0.Si{V, H}(0¢) > 0, entonces u(cq) < 0.
Pero esto no es posible, y entonces {V, H }(o¢) < 0. De acuerdo con la Ec. (2.45),

{V,H}(—09) = —{V, H}(00) > 0.

Dado que —oq € W, concluimos que p(—og) + {V, H}(—00) = 0, por lo que z(—0g) < 0. En conse-
cuencia, {V, H}(0) = O paratodo o € W. [ ]

Veamos ahora que es posible escribir (2.46) de otra manera equivalente.

Lema 2.2. Si H y V son funciones simples sobre T*Q) y D C T*(Q es un subfibrado vectorial, las siguientes

condiciones son equivalentes.

L {V,H}(0)=0,Yo€D.

2. Dada una conexion afin sobre T*Q, paratodo g € Qy o € Dy, las Ecs. (2.35) y (2.36) se cumplen, con D
en lugar de W.

3. Dada una carta coordenada (U, @), paratodoq € p(U)yp € (gpﬁl)_l (D@-1(q)), las Ecs. (2.37) y
(2.38) se cumplen.

Demostracion. La equivalencia entre los puntos 2 y 3 fue establecida en las Ecuaciones (2.26) y (2.27).
Solamente resta probar que I implica 3 (su reciproco es inmediato). Si {V, H} (¢) = 0,Vo € D, se

sigue de la Ecuacién (2.44) que, tomando una carta coordenada (U, ),

(%Z:(q) H (q) — ?;I{;:(q) Vkl(‘l)) pipip1 + <§;(q) H* (q) — g(;(q) Vkl(q)> m=0,
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paratodoq € p(U)yp € (gofl) - (Vq,_l (q)) . Tenemos que mostrar que cada uno de los términos entre

paréntesis se anula. Fijandoun p € (¢}) - (Dyp-1(q)), definamos

A OH A
A (aqk@ ' (q) - 22 (o) w(q>> AP

v oh .
B := <aqk(q) H"(q) — 7 (a) V’“(q)) b
Luego AX3 + B\ = O paratodo A € R (pues (¢}, - (Dy-1(q)) es un espacio vectorial). Pero esto es

posible inicamentesi A = B = 0. |

Combinando este tltimo Lema junto con la Proposicion 2.3, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.4. Consideremos una funcion simple V : T*(Q) — R y una funcion no negativa pu : TQ — R.
Siexiste una soluciony : T*Q — T*Q dela Ec. (2.43) para V' y i, entonces, para cada conexion afin sobre T*(Q),

(Bo (o), Fh (o)) — (Bh (o), Fo (0))
(dv (7 (0)),Fb(0)) — (dh (7 (o)), Fo (o))

(2.47)

0,
0, VoeW. (2.48)

Notemos que las Ecuaciones (2.47) y (2.48) son exactamente las condiciones de matching simples
(2.35) y (2.36) deducidas por Chang.

Observacion 2.14. Esto quiere decir, usando nuevamente el Lema 2.2, que las condiciones de matching

simples pueden escribirse como en (2.46), 0 equivalentemente
{(V,H}oFV 1 (w) =0, VYweW?°,

que es una expresion independiente de coordenadas e independiente de la conexién escogida. A

Las Proposiciones 2.3 y 2.4 establecen que la Ecuacidn (2.46), o equivalentemente las Ecuaciones
(2.47) y (2.48), que tiene una funcién de la forma V' = v + v o m como incdgnita, definen una condicién
necesaria para la existencia de soluciones de (1.36). Veamos que las mismas también son suficientes. En
la Seccién §2.2.4 vimos que si V' es simple y satisface (2.47) y (2.48), entonces existe un campo vectorial
Y C W cumpliendo (2.3). De hecho, Y puede construirse siguiendo el procedimiento descripto en la
Definicion 2.4. Porlo tanto, Y satisfacela Ec. (1.36) para V' yla funcién (no negativa) y1 := —ix, +y dV.

En conclusién,

Teorema 2.2. Dada una funcién simple V' : T*Q — R, existen una solucion y de la Ec. (2.43) para V' y una

funcion no negativa 1 siy sélo si'V es solucion de (2.46).

Observacion 2.15. A diferencia de la situacién considerada en la Referencia [22], dado que en nuestro
caso el subfibrado W tiene dimensién arbitraria (i.e. no necesariamente 1), no podemos asegurar que

la solucién y de la Ec. (2.43) sea inica (para V'y p fijas). En el caso en que dim W, = span{&} paratodo
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q € Qyescribiendo y(a) = MNa)& (m(«)), vimos en el Capitulo I [ver Ec. (1.38)] que la funcién \ estd

dada necesariamente por
pla) +{V, H} (a)
(€ (m (), FV ()

y por lo tanto la sefial y es tnica. A

AMa) = —

Tomando en cuenta el cardcter maximal del método LCB (ver Teorema 2.1), este tltimo teorema di-
ce que (2.46), y en consecuencia las condiciones de matching simples, son un ingrediente clave que debe
estar presente (explicitamente o no) en cualquier método de estabilizacién que involucre la construc-
cién de una funcién de Lyapunov simple. Mas precisamente, si construimos una sefial de control Yy
una funcién de Lyapunov V para Xz + Y por medio de un método de estabilizacién, entonces V' debe

satisfacer la Ec. (2.46).

2.4.2. Elmétodo LCB simple

Veamos de qué manera podemos extender la Definicidn 1.10 para incluir espacios W, definidos a
partir de una codistribucién de dimensién arbitraria (finita). Fijemos un sistema subactuado (H, W)
con H simple y W definida por un subfibrado W C T*@Q. Fijemos ademds un punto critico @ = (g, 0)
de Xy (ver Observacién 2.7). Supongamos que V' es una funcién simple, 1 una funcién no negativa e
y : T*Q — T*Q un morfismo de fibrados tales que y (&) = 0y que cumplen la Ec. (2.43). Es claro que

y puede reescribirse como
y(a):=z2(a) —FV 1o (FH oBV (o) — FV o BH (), (2.49)

con z : T*Q — T*@Q un morfismo de fibrados. Consideremos la descomposiciéon ortogonal 7*@Q) =
W & W (recordar la Observacién 2.11), dada por el tensor by, y escribamos z (a) = z, (a) — 21 («),
con z, () € Wyz, (o) € W.

Proposicion 2.5. Bajo las suposiciones de esta seccién, la aplicacién y dada por (2.49) satisface (2.43), para alguna

funcion no negativa p, siy sélo si V' satisface (2.46) y z cumple
by (2(a),a) = —p(a), by (z(a),0) =T(a,a,0) y z(a) =0, (2.50)
[donde Y es el tensor definido en (2.33)] paratodo v € T*Qy o € W;o equivalentemente, z | estd dado por

0, oceWw,
bv(ZJ_(Oé),(T) = ) (2.51)
—Y(a,a,0), ceW

Y z, cumple

by (z(@), ) = by (2 (), ) — p(a), z(a) eW y z(a)=0. (2.52)
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Demostracion. En primer lugar, recordemos que, partiendo de los resultados de la seccién anterior (ver
Teorema 2.2), sabemos que existe una solucion y de (2.43) para V' (y alguna funcién no negativa u) siy
solo si V satisface (2.46), o equivalentemente (2.47) y (2.48). Supongamos que dicha solucién estd dada

por (2.49) y veamos qué implica esto para el morfismo z. Usando (1.21), tenemos que

(FV™'o (FH 0BV (o) — FV o BH (a)) ,FV (@)) = (o, FH 0 BV () — FV o BH ()
= (BV () ,FH () — (BH (a) ,FV (a))
={V,H} (a).
Luego (y (o) ,FV () = (2 (a0) ,FV («)) — {V, H} («) y, en consecuencia, la primera parte de (2.43)
implica que
(2 (a) FV (a)) = —pu(a). 259

Estudiemos ahora la segunda parte de (2.43), i.e. la condicién y C W. Notemos primero que, para

todo o, 0 € T*(Q en la misma fibra,
(y(a),FV (0)) = (2 (a) ,FV (0)) — BV () ,FH (0)) + (BH () ,FV (0)) . (2.54)

Para encontrar otra expresion equivalente de esta @ltima ecuacién, escribamos a H y V' usando los
términos cinético y potencial de cada una, y consideremos el tensor T : 7*Q x T*Q x T*Q — R
definido en (2.33) y el tensor ¢ : T*Q — R dado por

¥ (@) = (dv(r(a)),Fh(-)) — (dh(r(a)),Fo()).
De acuerdo con la segunda parte de (1.25), la Ec. (2.33) dice que
T (a,a,0) = (Bo(a),Fh (o)) — (Bh () ,Fo (o)),
paratodo «, 0 € T*( sobre la misma fibra. Luego, las Ecs. (2.47) y (2.48) toman la forma
Y (0,0,0) =% (c)=0, VYoeW.
Por otro lado, dado que

BV (a),FH (0)) — (BH (a) ,FV (0)) = (Bo () ,Fh (0)) — (Bb (@) ,Fo (0)) +

+((dv(q),Fb (-)) = (dh(q),Fo(-))) = T (e, ,0) + ¢ (0),

usando (2.54), tenemos que
(y () ,FV (o)) = (2 () ,FV (0)) = T (a,,0) = ¢ (0) . (2.55)
Volviendo a (2.43), la condicién y C W implica que, paratodo o € W =Fv-1 (W°) [verla Ec. (2.55)],

0=(y(@),FV(0)) = (z(a),FV (0)) = T (,,0) = ¢ ().
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Pero, dado que ¢ (0) = 0 paratodo o € W,
(z(a),FV (0)) =T (a,a,0), VYaeT*Q,oecW. (2.56)
Por lo tanto, el morfismo de fibrados z debe cumplir las ecuaciones [ver (2.53) y (2.56)]

(2(a),FV(a)) = —p(a) vy (2(a),FV(0)) =T (o, ,0),

o0 equivalentemente, en términos del tensor no degenerado by, las primeras dos ecuaciones en (2.50).
Dado que V es definida positiva alrededor de @, y consecuentemente dV (a) = 0, es sencillo probar
partiendo de (2.49) que la condicién y(a) = 0 implica z(a) = 0, que es la tercera ecuacion de (2.50).

Escribiendo ahora z (o) = 2, (o) — 2z («) como se explicé mas arriba, la Ec. (2.50) se traduce como
[ver la Ec. (2.25)]

by (2, (@), ) =by (21 (), a) — p (@) y by (21 (a),0) =" (o,,0), (2.57)

paratodo o € T*Q y o € W. La segunda parte de (2.57) dice precisamente que z, satisface (2.51). En
particular, vale que z; (0,) = 0 paratodo ¢ € QQy porlotanto z; (&) = 0, de manera que también se
cumple z, (&) = 0. Luego, concluimos que z, debe cumplir todas las condiciones en (2.52).
Reciprocamente, es facil ver que, si z (resp. z | y z,) satisface la Ecuacién (2.50) [resp. las Ecuaciones
(2.51) y (2.52)]y V es solucién de (2.46), revirtiendo los pasos del argumento anterior se ve que y cumple
(2.43). |

Teniendo todo esto en cuenta, podemos definir un nuevo método de estabilizacién (incluido en el
LCB).

Definicion 2.5. Dado un sistema subactuado (H, V), con H simple y WV dado por un subfibrado W C
T*Q,y dado un punto critico @ € T*Q de Xy, el método LCB simple consiste en:

» hallar una funcién simple V' que resuelva (2.46), con V definida positiva alrededor de &;

s fijar un morfismo de fibrados z, : T*Q — T™(Q siguiendo los pasos de i a iii de la Seccién §2.2.4
[ver la Ec. (2.30)];

» definir z := 2z, — 2z, con z; dado por la Ec. (2.51); y finalmente

» definir y comoenla Ec. (2.49) e Y € X (1)) como el levantamiento vertical de y.

2.4.3. Maximalidady equivalencia

Los calculos de la seccidn anterior, junto con el Teorema 2.1 tienen como consecuencia una propie-
dad de maximalidad para el método LCB simple (ver la Definicién 2.5). En efecto, el LCB simple resulta
maximal cuando se considera dentro de la clase de métodos de estabilizacién de Lyapunov en los cuales
la funcién de Lyapunov asociada puede elegirse como una funcién simple. Enunciamos esta propiedad

de manera precisa en el siguiente teorema.
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2.4. El método LCB para funciones simples

Teorema 2.3. Consideremos un sistema subactuado (H, V), con H simple, VV dada por un subfibrado vectorial
W C T*Q,yunpuntocriticoa € T*Qde Xp7.SiY C W esuncampovectorialy V esuna funcion de Lyapunov
simple para X + Y y @, entonces V' cumple la Ec. (2.46), es definida positiva alrededor de &, y ademds Y estd
dado por el método LCB simple.

Esta propiedad implica que el método CH simple (ver Definicidn 2.4) estd contenido en el método
LCB simple (recordar la Definicién 2.2). En lo que sigue mostraremos que la inclusién inversa también

se cumple, de modo que ambos métodos resultan equivalentes.

Consideremos el conjunto {{ de ternas (H, W, &), donde H es una funcién simple, W esta dado por
un subfibrado vectorial W C T*Q,y @ € T*Q es un punto critico de X . Notemos que los métodos
LCBy CH, en sus versiones simples, son métodos de estabilizacién definidos sobre 1 (ver la Definicién
2.1). Denotemos por [ y F ' las asignaciones asociadas al LCBy al CH, respectivamente; que determinan

el conjunto de sefales de control que resuelven el problema P. Veamos que
F(HW,a) C F'(HW,a), vV (H,W,a) € U

SeaY € X (7T™Q) un campo vectorial relacionado con (H, W, @) por el método LCB simple, i.e.
Y € F (H,W, &).Luego, Y es el levantamiento vertical de un morfismo de fibrados y dado por (2.49),
con V simple y definida positiva alrededor de &, cumpliendo (2.46),y z = z, — 2, con z; dado porla
Ec. (2.51) y 2, de la forma (2.30). Queremos ver que Y € f' (H, W, @). Para ello, es suficiente mostrar
que, comparando (2.29) y (2.49),

z(a) = zq (o) + 34 (a, o, FV—1 ())

para algtin morfismo de fibrados z4 de la forma (2.30) y algtin tensor 3, dado por (2.34). Para ello, po-

demos definir

{ 39 (OZl,OLQ,O') =T (Oél,OéQ,U), 39 (0'1,0'2,’}/) ==T (770%01) -7 (770-130-2)7
39 (7170-7 72) = 39 (Ua 717’72) = _%T (717'727 U) ) 35] (7177277) = 07

cona; € T*Q, 0,0; € Wy%%- eWsii=1,2,y
20(0) = 2, (0) = 3, (0,0, FV ().
De hecho, usando (2.50) y la definicién de 3,
by (za(@), @) := by (2(a), ) = 3g(a, @, a) = —p(a) + 0 = —p(a),
paratodo o € T Q)
by (z4(),0) == by (2(a),0) — 34(a,,0) = T(e,,0) — T(ev, 0, 0) = 0,

paratodoo € W,y
zg(a) = z(a@) — 34 (@, &, FV () =0-0=0,

lo cual implica que z4 cumple (2.30). Esto prueba el resultado que exponemos a continuacion.
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2. Equivalencia de métodos de estabilizacién y maximalidad del método LCB

Teorema 2.4. Los métodos LCBy CH, en sus versiones simples, son métodos de estabilizacion equivalentes.

Como conclusién, mencionemos una consecuencia directa (y a la vez importante) sobre el método
CH simple, que se deduce de los Teoremas 2.3y 2.4: dada una terna (H, W, &) € 4, toda ley de control
Y C W para la cual existe una funcién de Lyapunov simple para Xy + Y y &, puede construirse
mediante el CH simple. En pocas palabras, dentro del mundo de los sistemas Hamiltonianos simples
con actuadores, si queremos estabilizar uno de tales sistemas exhibiendo una funcién de Lyapunov
simple, el método CH simple (y, por supuesto, el método LCB simple) es la manera mas general de

hacerlo. Segtin entendemos, esta es la primera vez que tal afirmacién es enunciada.
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=, CAPITULO3

ESTABILIZABILIDAD ASINTOTICA DE

SISTEMAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD

ONSIDEREMOS un sistema Hamiltoniano 1-subactuado sobre una variedad ( de dimension

n, es decir, supongamos que las fibras del espacio de actuacién W tienen dimensién n — 1.
Supongamos que su Hamiltoniano asociado H es simple (i.e. es de la forma energia cinética

mds energia potencial) y fijemos un punto critico & del campo vectorial Hamiltoniano Xz asociado a H.
En la Referencia [12], D.E. Chang encontré condiciones suficientes que aseguran la estabilizabilidad
de un tal sistema en &, por medio de la existencia de una funcién de Lyapunov (simple) para X y a.
Concretamente, fijando coordenadas locales (U, ¢) en las cuales el punto critico cumpla (¢*)~1(a) =

(0,...,0), el espacio de actuacién esté generado por el conjunto { dg' 7@}~ y H se escriba
H (a,p) = LpH(a)p; +h(a);
tal condicién puede expresarse como:
(Z?Zl HH‘”%) (0,...,0) #0, para algin 1<a<n-—1, obien

otz (0,...,00>0

(3.1

En términos intrinsecos, la primera de las expresiones en (3.1) dice que la linealizacién del sistema
Hamiltoniano subactuado alrededor de (0, . . ., 0) es controlable, mientras que la segunda expresa que
dicha linealizacién no es controlable y sus modos no controlables estin dados por un par imaginario
puro.

Mas aun, en el caso de sistemas con dos grados de libertad, la Referencia [13] presenta dos condi-
ciones adicionales que permiten asegurar no solo la estabilizabilidad, sino también la estabilizabilidad
asintdtica. Todos estos resultados fueron desarrollados en el contexto del método del CH' simple que

presentamos en el capitulo 2 (ver Def. 2.4).

'M4s precisamente, su contraparte Lagrangiana: el método de los Lagrangianos controlados.
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

En este capitulo vamos a presentar una derivacidn alternativa de la condicién de estabilizabilidad
que mencionamos arriba [Ec. (3.1)], pero en el contexto del método LCB simple (ver Def. 2.5). Tenien-
do en cuenta las caracteristicas del método LCB simple, esto es equivalente a estudiar la existencia de
soluciones definidas positivas de las ecuaciones cinéticas y potenciales. De hecho, el resultado hallado
por Chang se basa en el estudio de la existencia de soluciones definidas positivas de las condiciones de
matching simples.

Para realizar este estudio introduciremos un cambio de variable dependiente en las incgnitas del
término cinético V que resultard en una simplifacién importante de las ecuaciones cinéticas y poten-
ciales. Al trabajar con el LCB en lugar del CH, podremos mostrar que la condicién (3.1) no es solamente
suficiente para la estabilizabilidad, sino también necesaria si se pretende exhibir una funcién de Lya-
punov simple que garantice dicha estabilidad. Mas precisamente, si queremos estabilizar un sistema
Hamiltoniano 1-subactuado construyendo una funcién de Lyapunov simple para el sistema a lazo ce-
rrado resultante, entonces la condicién (3.1) debe cumplirse para el sistema no actuado.

Vale la pena destacar que los resultados de existencia de soluciones definidas positivas fueron ob-
tenidos independientemente de los andlogos para el método CH simple. De hecho, fueron probados
antes de saber que ambos conjuntos de PDEs son de hecho el mismo,? como se probé en el Capitulo 2.

Adicionalmente probaremos que, en el caso de sistemas con dos grados de libertad, la condicién (3.1)
no solamente asegura estabilizabilidad, sino también estabilizabilidad asintdtica. En otras palabras,
no es necesaria una condicién adicional, ademds de (3.1), para estabilizar asintéticamente un sistema
Hamiltoniano subactuado con dos grados de libertad. Este es el resultado principal de este capitulo
y fue probado, junto con la derivacién alternativa de las condiciones de estabilidad para sistemas 1-
subactuados, en la Referencia [24].

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En primer lugar, introduciremos los sistemas
regularmente actuados y reescribiremos las ecuaciones cinéticas y potenciales para esta subclase de sis-
temas que, en particular, incluye a los 1-subactuados. En la Seccién $§3.1, estudiaremos la existencia
de soluciones para tales ecuaciones en el caso de subactuaciéon 1y probaremos que (3.1) es condicién
necesaria y suficiente para la estabilizabilidad de un tal sistema. En la tltima seccién, combinaremos
el método LCB, el principio de invariancia de LaSalle, un algoritmo a la Dirac y el Lema de Morse y
mostraremos que (3.1) también es suficiente para concluir la estabilizabilidad asintética en el caso de

sistemas con dos grados de libertad. El capitulo finaliza con un ejemplo que ilustra estos resultados.

Aclaracion: para simplificar notacién escribiremos 0 := (0,...,0) € R" y nos referiremos a este
elemento como “origen”. De manera andloga utilizaremos la notacién (0, 0) := (0,...,0) € R?",

Por otra parte, todos los espacios de actuacién W considerados en este capitulo estardn definidos a
partir de un subfibrado vectorial de 7@, i.e. W,, = vlift, (Wﬂ(a)). Los Hamiltonianos H y las funcio-

nes de Lyapunov V' consideradas de ahora en adelante seran siempre simples (salvo que se aclare ex-

2Esto no deberia resultar sorprendente, puesto que la forma de las condiciones de matching obtenidas originalmente por

Chang es sensiblemente distinta a la forma de las ecuaciones cinéticas y potenciales del LCB.
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3.1. Ecuaciones cinéticas y potenciales para sistemas regularmente actuados

presamente lo contrario). Ademads, todas las cartas coordenadas utilizadas en expresiones locales seran
cartas centradas en el punto critico &. Mas precisamente, si ¢ = (@) y (U, ¢) es una carta coordenada
alrededor de g, consideraremos ¢(G) = 0. Como hemos hecho en los capitulos anteriores, utilizaremos

las cartas inducidas en el cotangente, de modo que (p*) ! (@) = (0, 0).

3.1. Ecuaciones cinéticas y potenciales para sistemas regularmente actua-

dos

Fijemos un sistema subactuado (H, W) con H simple y W dado por un subfibrado W C T*Q.
Supondremos ademds que W es integrable, es decir, si W estd generado localmente por formas dife-
renciales £!,. .., £™, supondremos que el ideal algebraico Z generado por ¢!, ..., £™ es también un
ideal diferencial, i.e. dZ C Z. Para tales subfibrados W, puede verse que existe una carta coordenada
local (U, ) de Q tal que

m

W, = spcm{ dq”fera‘q}:;l = span § pg(0,...,0, 1 ,0,...,0) , YgeU, (3.2

(n—m+a)-ésima posicién a=1

donden := dim Q ymeselrangode .
Definicion 3.1. Un sistema Hamiltoniano subactuado (H, W) se dice regularmente actuado si la dis-

tribucién asociada W es integrable. En tal caso, diremos que una carta coordenada (U, ¢) cumpliendo

(3.2) es una carta adaptada a .

En lo que sigue, valiéndonos de las coordenadas que acabamos de introducir, encontraremos una
nueva expresion local para las ecuaciones cinéticas y potenciales para el caso de sistemas regularmente

actuados. Para ello, denotaremos s = n — m y usaremos la siguiente convencién de indices:

ikl =1,...,n,

/’l/71/70-77_ = 7"'787
a,b,e,d,e =1,...,m,
z,y,z =1,...,m—1.

Como hemos hecho anteriormente, utilizaremos la siguiente notacién para las expresiones locales de
HyV:

1 y
H(q,p) = gpiH” (@)pj + h(a) (3.3)

! 1
V(aq,p) = 51%‘\’” (a@)pj +v(q) (3.4)

y omitiremos la dependencia de q de las funciones H, h, Vy v para simplificar la notacién.
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

Recordemos que las ecuaciones cinéticas y potenciales se escriben

<8VU‘ ok OHI

kl _
qu dgF v )Pipjpl =0

ov kl oh kl

gk - 22y ) =0
(0q’“ dg* =

respectivamente. Ambas ecuaciones deben ser resueltas para todo p € (p*)~ (W) y para todo q €

©(U). Dado que (¢*) (W) es el complemento ortogonal de (¢*)~! (W) respecto de V, la condicién

p € (¢*)"1(W) es equivalente a
yEtaip, =0, paracadaa =1,...,m. (3.5)

Dado que V es una matriz simétrica y definida positiva de dimensién n, si 7 < n es un entero

positivo, sabemos que toda submatriz V, dada por
VoY = yrortenTry Vi<azy<r

es, a suvez, simétricay definida positiva (ver Apéndice). En particular, cada una de estas matrices es in-
vertibley suinversa es también simétricay definida positiva. Tomandor = mesclaroque (Vy, )0 VE =
5.

Observacion 3.1. Es importante notar la diferencia entre los simbolos V5, y (V) 4s. El primero denota
el elemento “a, b” de la inversa de V, mientras que el segundo denota el elemento “a, b” de la inversa de
la matriz V,,. En consecuencia, cabe destacar que los nimeros (V,,)q dependen exclusivamente de

los nimeros V% = V5+5+y no de los niumeros VA7, A

En estas condiciones, y usando la Ecuacién (3.5),

Vs+a’ipi =0=
VS_HI’“p,u + Vs+a,s+bps+b — 0=
Vs+a,s+bps+b — 7Vs+a,,upu -

Potp = —(Vin)pa V" Fpp.

Luego, definiendo
Y= (Vi )pa VoM, (3.6)

la condicién (3.5) es equivalente a
Ps+b = —Vh Pu- 3.7)

Estudiemos ahora las ecuaciones cinéticas. Tomando el primer término entre paréntesis, escriba-
mos . -
ovH v
Hk’l DD = . . (Hkl l)
8qk plp]p p’L 8qk pj p )
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3.1. Ecuaciones cinéticas y potenciales para sistemas regularmente actuados

y analicemos cada factor por separado. En primer lugar,
HAlpy = HF p, + HESop, ) = HFOp, — HFS 00, = (Hka _ Hk,s+b,yg> Do,

donde hemos usado (3.6) y (3.7). Por otro lado,

avij aviu 8Vl’,s+b

_ aviu 8Vi,8+b .
= Di 8qk Pv — aqk Vb Pv

8ViV avi,erb .
= Di - aqk Yo ) Pv

gk
AV 8V/.L,S+b , gystav avs+a,s+b 5
= I:p‘u < aqk — aqk ’Yb> + Ds+a ( 8q’f - 8q’“ 7b):| bv
AV 8Vﬂ,s+b , " gystav avs+a,s+b 5
= |:pu < 8qk’ - 8qk f)/b) — YaPu ( 8qk’ - 8qk f)/b):lpll
AV 8v,u,,s+b . B 8V8+a,u i 8V8+a’s+b .
= Pu [ dgF - dgF MW~ Ya dgF + Y &]k%] Pv.

Efectuando un cambio de indices mudos y utilizando (3.6),

oV gy ymstD gVt
i Dj = - Vo s VEFY — (V) gy Voron e
P P = Pu [ o o (Vin)ba (Vin)ab o

,5+b gystesta v,s+d
+VH (Vm)eb 8qk (“’m)adV ’ Pv

v s+byv,s+d
= Pu 8;;!; - Vm)bda (v 8(],?’ ) - V#:s%wvu,sm "
oy 9 (Vu,s+b(Vm)deV,s+d)
= Pu dg* - dgk ] Py
0 (V#V _ Vu,s—&-b(Vm)bdvy,s—&-d)
- py, aqk DPv,

donde hemos usado la simetria de V'y V,,. Luego, si definimos

SHY — Y _ Vu,s+b(Vm)deV,s+d’

Aak — Hka _ Hk,s—i—b,ﬁ;’

tenemos que
ovi oo
dgF Hklpipjpl = A qup,upl/po"

(3.8)

(3.9)

Analicemos ahora el segundo término de las ecuaciones cinéticas. De manera andloga, escribamos

OH OHY
o Vk:lpz'pjpl = (pz'aqkpj> <Vklpl> .
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

Nuevamente analizamos por separado y hallamos
Vklpl _ Vklpl — Vkopg + Vk,s+aps+a _ (Vko _ Vk,s+a(Vm)asz+b,o> Doy

para el segundo término entre paréntesis y

aHij OHH aH,u,erb . OHYs+a i i VaHera,erb
pinj = PG - BrG %—qu%‘i‘%ﬂquk Pubv,

para el primero. Juntando ambas expresiones, se sigue que

OH I OHM  GHMsTh OHV-s+a OHs+a,s+b
(Pz‘aqk Pj) <V“Pz) = ( - W - Y+l ) (V’“’

g Oq* Oq* gk
kst (Vm)abVSer’U) PuPvlo
OHHY 6Hu,s+b aHl/,era 6Hs+a,s+b
= —_ v _ H w v OO VTU
( aq" o T og e oy ) (

—ymsta (Vm)abvs-’—b’U) PuPvPo

OH™ 8Hu,s+b 8Hu,s+a 8Hs+a,s+b
= ( o or Y — a0 e+ VR aq7> 6" pupuPo-
Por lo tanto, definiendo

» OHM 8H,u,s+b . 8H1/,s+a i u V8H3+a,s+b

B = T Tag T Tag et M g 19
las ecuaciones cinéticas se escriben

ok aor Qv STO s

A qu — B§ PubvPo =0, Y (p1,...,ps) € R (3.11)

Observacién 3.2. Notemos que tanto 6*¥ como B}" son simétricos en los indices pu y v [ver (3.8) y (3.10)].

A

Observacion3.3. Los nimeros A’*y B pueden entenderse como las componentes de dos tensores que

denotaremos Ay B, respectivamente. A

Observemos que la Ecuacién (3.11) se trata de la anulacién de un polinomio homogéneo de grado
3 en las variables py, ..., ps. Es un hecho conocido que la anulacién de un tal polinomio es equivalen-
te a la anulacién de cada uno de los coeficientes correspondientes a cada monomio. Tales coeficientes
se obtienen como la simetrizacién en los indices y, v y o del término entre paréntesis en (3.11). A su
vez, la simetrizacidn se obtiene sumando dicho término sobre todas las permutaciones de los indices
involucrados. Sin embargo, siguiendo la Observacion 3.2, basta tomar solamente la suma sobre las per-

mutaciones ciclicas. Llegamos asi a una nueva expresion para las ecuaciones cinéticas

uv
> <A""??§qk — B¢”6”> =0 (3.12)
(1wer)
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3.1. Ecuaciones cinéticas y potenciales para sistemas regularmente actuados

donde Z( ,wo) Tepresenta la suma sobre permutaciones ciclicas inicamente. Notemos que hay una

ecuacion por cada eleccion de indices pvo, de modo que hay

(n—m+2)(n—m+1)(n—m)
6

ecuaciones.

Observacion 3.4. 1. La asignacién

V= (6,7, Vi)
es una aplicacién suave con inversa suave. De hecho, dicha inversa estd dada por
yetasth _ yab
Yista = yetau = yabyl (3.13)
VAV = M 4 Ay abalt

Mas aun, V es simétrica y definida positiva siy s6lo si § y V,,, lo son. En efecto, si V es simétricay
definida positiva, también lo es V,,, gracias al Teorema A.2 y ala simetria de V. A suvez, § resulta
simétrica por (3.8) y definida positiva por el Corolario A.1. Por otro lado, si § y V,,, son simétricas
y definidas positivas, V resulta simétrica por (3.13) y es definida positiva por el Teorema A.2 y el

Corolario A.1 nuevamente.
. Como era de esperar, la cantidad de ecuaciones cinéticas coincide con (2.42).

. Vale la pena sefialar que las variables ,' no aparecen derivadas en (3.12), de modo que en esta
versién de las ecuaciones cinéticas podemos pensar en las variables §** como las incignitas y en
las variables ~}' como pardmetros para dichas ecuaciones. Por otro lado, las variables (Vy, )45 ni
siquiera aparecen en (3.12).

A

Observacién 3.5. En el caso en que m = 1 notemos que, usando una carta (U, ¢) adaptada a W'y toman-

do W, = span{{(q)}, se tiene que

V™ (¢ (7 () = ain L Yeeru
Luego, la sefnal de control Y sobre T*U se escribira
(o) =2 5|

o bien en coordenadas

Y (q,p) = (070’07 )‘(q7 p)) s

donde [recordar (1.38)]

w(a,p) +{V,H}(q,p)
(pn +v*(@)pp) V' (q)

>\(q7 p) - -
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

A suvez, laversién local de (1.41) se escribira

p(a,p) =2 (P V" (@) = 5 (7" (q) pu +pn)® (V'™ ()2 (3.14)

En el caso de las ecuaciones potenciales (1.45), podemos proceder andlogamente y encontrar

()U (9h
ok YY YW oere
a0 =0 (3.15)

que es un sistema de s PDEs para v.

Observacién 3.6. Notemos que, considerando al el conjunto de incégnitas (6*”, v), el sistema de PDEs

dado por (3.12) y (3.15) es un sistema lineal de PDEs. A

Resumiendo, en el caso en el cual W es un subfibrado vectorial integrable de rango m y consideran-
do una carta coordenada adaptada a W, las ecuaciones cinéticas y potenciales (1.44) y (1.45) [junto con
(3.5)] estan dadas por (3.12) y (3.15), respectivamente. Para regresar de las variables 6#, ﬂyl’f Y (Vin)ab @

las variables originales V¥, podemos utilizar el cambio inverso descripto en la Observacién 3.4.

3.2. Estabilizabilidad de sistemas 1-subactuados

Dado un sistema Hamiltoniano 1-subactuado (H,)V) sobre una variedad suave ) de dimensién
n (i.e. el grado de actuacién es n — 1) con H simple, y dado un punto critico & de su campo vectorial
Hamiltoniano asociado Xy, en esta seccién encontraremos condiciones necesarias y suficientes para
asegurar que un tal sistema puede ser estabilizado en & exhibiendo una funcién de Lyapunov simple
para el CLMS correspondiente. Mas aun, en el caso en que n = 2, probaremos en la seccién siguiente
que tales condiciones son también suficientes para asegurar estabilizabilidad asintética local. Demos-
traremos estos resultados usando el método LCB simple que introdujimos anteriormente. Para ello,
utilizaremos las expresiones de las ecuaciones cinéticas y potenciales halladas en la seccién anterior,
i.e.las Ecs. (3.12) y (3.15).

3.2.1. Lasecuaciones cinéticasy potenciales para sistemas 1-subactuados

Consideremos un sistema Hamiltoniano 1-subactuado (H, W) sobre una n-variedad diferenciable
@, con H simpley W dado por un subfibrado vectorial W de 7*() de rango m = n — 1. Debido a razo-
nes dimensionales, (H, W) resulta regularmente actuado (i.e. W es un subfibrado integrable). Luego,
tomando una carta coordenada adaptadaa W, (U, ¢), las ecuaciones cinéticas y potenciales para nues-

tro sistema estan dadas por (3.12) y (3.15). En este caso, como s = 1, podemos simplificar la notacién
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3.2. Estabilizabilidad de sistemas 1-subactuados

empleada en las ecuaciones de la siguiente manera:

§ =0 = v —ybhitacy, ), vitel (3.16)

Y =7 = (Vi)pa VT4 (3.17)
OH OHL1+b OH 1 +a,1+b

B:= Bl = —2 e 3.18

1 o o Yo + YaVb o (3.18)

Ak — Alk: — Hlk _ Hk,lJra,Ya (3.19)

por lo que (3.12) se escribe

00
AF— —B§=0, §>0 (3.20)
dq
mientras que (3.15) se reduce a
ov oh
AF— — ——5=0. 3.21
o o (3.21)
Siguiendo el desarrollo de la seccién anterior, debemos encontrar m funciones v1, . . . , vy, paralas cua-

les exista una solucidn local § de (3.20) que sea positiva en un entorno de 0 y fijar una matriz simétrica
y definida positiva V,,, de dimensién m = n — 1. En tal caso, el término cinético de la funcién de

Lyapunov buscada se obtiene con el cambio [recordar (3.13)]

1+a,1+b __ wyab
v = vab

V1,1+a _ Vl+a,1 — Vamb,yb
V= 6+ 7 Vi

Adicionalmente, para las funciones ~; y ¢ halladas anteriormente, debemos resolver la Ec. (3.21)

para v. Dicha solucién debe cumplir localmente
v(0)=0 y v(q)>0 3.22)

para todo q # O.
Resumiendo, para sistemas 1-subactuados, la aplicacién del método LCB simple se condensa en las
Ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22).

3.2.2. Una condicion suficiente para la estabilizabilidad mediante el método LCB simple

Continuemos ahora con el sistema 1-subactuado (H, W) en las coordenadas (U, ) adaptadas a
W, el punto critico (0,0) de Xz y la notacién de la subseccién anterior. Si encontramos una solucion
de las Ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22), entonces, siguiendo los puntos de la Definicién 2.5, podremos
construir un campo vectorial Y y una funcién de Lyapunov simple para Xz + Y y (0, 0) (al menos
localmente alrededor de (0, 0)). Esto significa que el sistema (H, W) es estabilizable alrededor de & =
0g. Luego, la estabilizabilidad de (H, V) alrededor de & puede ser analizada estudiando el problema

de existencia de soluciones (4, 7, v) de las Ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22).
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

Como estrategia general, podemos pensar en resolver la primera ecuacién para ¢. Luego, reempla-
zando dicha solucién en (3.21), resolver para v. Siguiendo esta idea, notemos que la primera es una
ecuacion en derivadas parciales de primer orden lineal con campo vectorial caracteristico dado por
(A, ... A™), de modo que podemos usar el Método de Caracteristicas para resolverlo. Para ello, debe-
mos fijar una condicién de borde sobre una subvariedad de codimensién 1 no caracteristica que con-
tenga a 0. Recordemos que una subvariedad I' C R" es no caracteristica si para todo q € I" vale que
R™ = T4R™ = TqI' & span{A(q)}, i.e. A es “transversal” a I' en todo punto de la misma. Dado que
buscamos soluciones locales, es suficiente con encontrar una subvariedad I" que sea no caracteristica

en un entorno de 0. Como H es definida positiva, es claro que H""(0) > 0y por lo tanto si escogemos

HI"(0) — H'14(0)34(0)
H™ (0) ’

Ym (0) # (3.23)

se sigue que [ver Ec. (3.19)]
A™(0) = HI™ (0) — F+2(0)1,(0) £ 0.
Por lo tanto podemos considerar la siguiente subvariedad de R™:
I':'={qeR"|¢" =0} Ne),

que es claramente no caracteristica en 0 y por continuidad es no caracteristica en un entorno de 0.
Achicando U de ser necesario, podemos suponer que I" es efectivamente no caracteristica. De ahora en
mas, usaremos este proceso de achicamiento implicitamente para indicar que una condicién vilida en
un subconjunto abierto de U es valida de hecho en todo U.

Dado que precisamos que § > 0, podemos imponer la condicién de borde 6| = g, donde g :
R"~! — R es una funcién tal que g(0) > 0. En este caso, el Teorema de Caracteristicas establece que
existe una tinica solucién ¢ de (3.20) tal que 6(¢*,...,¢" 1,0) = g(q¢*,...,¢" 1), que implica, por
continuidad, que 6(q) > 0 alrededor de 0y por lo tanto en todo U.

Continuemos ahora con la ecuacién potencial (3.21). Se trata en este caso también de una ecuacién
en derivadas parciales de primer orden, cuyo campo vectorial caracteristico es nuevamente A. Supo-
niendo que vale (3.23), I resulta nuevamente una subvariedad no caracteristica y podemos imponer la
condicién de borde v| = §,donde §: R"~! — R es una funcién suave tal que f(0) = 0. Esta @ltima
condicién implica que v (0) = 0, que es la primera condicién que precisa (3.22). La segunda parte de la
condicién de positividad para v establece que 0 es un punto critico aislado de v en donde se alcanza un
minimo local, o equivalentemente, 0 es un punto critico de v y el Hessiano de v, Hess(v), es definido
positivo en 0. Analicemos estas condiciones. Dado que 0 es un punto critico de h (ver Observacién 2.7),

ie. (%‘1(0), e aaq}}z (0)) = 0, se sigue de (3.21) que v debe cumplir

ov

k —_

(0) = 0.
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3.2. Estabilizabilidad de sistemas 1-subactuados

Luego, como A™(0) # 0 [ver (3.23)], para que (%’1(0), cee E?qlil (O)) = 0 es suficiente que 0 sea critico
paraf,i.e. (%(0)’ e %(O)) = (0,...,0).Porotro lado, siguiendo el criterio de Sylvester (ver el

Teorema A.1), Hess(v) es definido positivo en 0 siy sélo si
Hess(v)#(0) > 0 Vr=1,...,n.

Para evaluar esta condicién, debemos describir las entradas de la matriz Hess(v)(0). Dichas entradas
estan relacionadas con la ecuacion (3.21) y con la condicién de borde v|, = f. En efecto, por un lado es

claro que
0%v (0) = 0?f
dqedqb 0qedqb
mientras que, derivando la Ec. (3.21) respecto de ¢® y evaluando en O (recordar que O es critico para vy
h)

(0) = Hess(f)an(0),

9%v 9%h
ey 2V oy _OTh gy =
AM0) 515 (0) = 3(0) 55 (0) =

de modo que

4700 (0) = 50) -2 (0) — 4% (0) s () 0)
dq*dq™ dq°9q" e
y por lo tanto
0% 5(0) 0%h Ab(0)

aqaaqn( )= Ar(0) aqaaql( ) = An(0) Hess(f)ap(0). (3.24)

Por altimo, derivando respecto de ¢", evaluando en 0 y despejando obtenemos

0% _5(0)  9%h AY(0) 0%
370 = a0y agragt ¥~ A (0) agrag

y usando (3.24) hallamos

0% 5(0) 0%h A0) [ §(0) 0°h Ab(0)
nQ(O): n 1(0>_ n n a 1(0)_ n

A(q™) A™(0) 99"0q A(0) | A™(0) 0q*0q A™(0)

1 0?h A 0?h n A%Hess(f) ap A

~ A"(0) | 0¢"0q* A" Oqrdq An

Hess()45(0)

(0). (3.25)

Dado que Hess(f)7(0) = Hess(v)#(0) paratodor = 1,...,n—1,unacondicién necesaria para que
Hess(v)(0) sea definido positivo es que Hess(f)(0) lo sea. El siguiente lema da condiciones necesarias

y suficientes para que Hess(v)(0) sea definido positivo.

Lema 3.1. Dadas funciones -y, tales que A™(0) # 0y una solucién local y positiva § de (3.20), existe f tal que
Hess(v)(0) es definido positivo si y sélo si
0h

A"(O)W(O) > 0. (3.26)

Demostracion. Supongamos primero que existe una funcién f tal que Hess(v)(0) es definido positivo.

Luego, para todo vector Z € R" no nulo vale que

z'Hess(v);;(0)x? > 0.
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

En particular, considerando # = (7, 1), donde i € R"~! est4 dado por

_ [ AY0) A"1(0)
y‘(An(ow“" An(0) )

y usando (3.24) y (3.25) encontramos que

821) 821)
0 < y*Hess(f)as(0)y” + 2y° agioq O+ gz ©
_ AYO)Hess(ap(0)A(0) , AY0) [0 PR oo
B [An(0)2 T2 (o) [5“’) Sgraqr(©) — A"(0)Hess(7)(0)
1 n o%h . 92h .
T Aoy [A Yoo~ 0agiag 4 Hess(f)abAb} (0)
(

5(0) : 0?h
= A'(0 -(0
@ O
pero como 6(0) > 0y [A™(0)]? > 0, esto puede ocurrir tnicamente si

0%h

Ai(O)W(O) > 0.

Reciprocamente, supongamos que vale (3.26), fijemos F € M,,_;(R) una matriz simétrica y defi-

nida positiva y consideremos

I
flq,...,¢" ") = ianabqb

de modo que

Hess(f)(0) =F.
Denotemos @ € R™ ! al vector de componentes

0%v
Wq = 9400 (0).

Si existe a para el cual A%(0) # 0, entonces es facil ver [recordar (3.24)] que F puede tomarse de modo

que @ # 0. Si por el contrario tenemos que A%(0) = 0 para todo a y &/ = 0, tenemos que

2 2 2 2
020 5(0)  92h 50) 82h 5(0) yirgy 0t

0) >0,

o = o aragr© = eE Vagag ' T o E Y agae

y usando el Criterio de Sylvester es claro que Hess(v)(0) es definido positivo.

Supongamos ahora que @ # 0y denotemos

mp = min y*Fe(0)y".
gGR"71

Es claro que my > 0 puesto que F es definida positiva (de hecho, es ficil ver que my es el minimo

autovalor de F). Con esta eleccién para §, y tomando un vector & = (¥, z) con € R"~! y denotando
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por || - || g la norma euclidea, tenemos

0%

d(q")?
0%v

a7
, 0%

a(q")?
22

2" Hess(v)4;(0)27 = y*Fop(0)y° 4 227 - 0 + 22

(0)

> mp||§l|% + 227 - @ + 2*

(s}

(0)

> mg|7% — 2l2|17ll2l1w]l 5 + =

o e e v )
= - i 0 ’
mp <”?JHE m\/ﬁ“ il mya(q”)Q( )

y definiendo 8 = ||l &

m

3

i - i _ o (7% lz| |l7lle 22 0%
x'Hess(v)i;(0)x? = mpf < 52 _2\/@ 5 +myﬂ28(q")2(0)>

1 0% ) a < 2| !?JHE>2
2
=m — 2 0)—1) =4 (=L EEY
o0 [(52 3(qn)2( ) mp  \ymr B
Porlo tanto, es suficiente que a( ) 5(0) > 3? para que Hess(v)(0) sea definido positivo. Consideremos
ahora[F = myl, donde [ es la matriz identidad de dimensién n — 1y veamos que podemos escoger mp

para satisfacer esta desigualdad. Utilizando (3.25) y la definicién de /3 esta desigualdad es equivalente

a (omitimos el simbolo 0 para no recargar la notacién)

1 9%h, 9%h 1 m 92h \?
SA™ —5A“7 A S §j52
(An)2 gl og" 9q'0q" + m|| HE] (A")2mp L:1 <3qlaqa>
. 0%h o
—2mpd A ERE + m]%HAH%}

o bien, simplificando,
h 9%h 1 & 9?h \?
0A" ——— +§A” —_— 52
o0 " dqag ” m]F; (o) ©

2
Maqlaq mTFZ <8q18q> “

s ()’

a=1 aqlaqa
i_O02h ’
A 0qloq

mp > 0

Por lo tanto, basta escoger my de modo tal que

Zm o2h \?
a=1 8(11 8qu.
i_0%h
A 0qloqt

myg > 0

)

para lograr que Hess(v)(0) sea definido positivo (notar que esto siempre es posible). [ |
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3. Estabilizabilidad asintética de sistemas con dos grados de libertad

Ellema anterior da condiciones necesarias y suficientes para lograr que la solucién v encontrada
mediante el Método de Caracteristicas presente un minimo local aislado en 0. La condicidn 3.26 estable-
ce una relacién entre los valores de las funciones H, Hess(h)1; y v, en 0. Por esta razén, es razonable
preguntarnos si es posible escoger las funciones 7;, de modo que (3.26) se cumpla. El siguiente lema dice

que esto no siempre es posible, sino que depende del sistema no actuado.

9%h_
9qloqt

Lema3.2. Existen constantes v, (0) para las cuales A*(0) (0) > 0siysolosi

0%h i1+ ; _ :
W(O)H’ *(0) # 0, para algin 1<a<n-—1, obien (5.27)

et (0) > 0

Mas aun,

L si 8(?12(;Lqi (0)H"'*(0) # 0 basta tomar

gt (OVH(0) — S 50k (O)2(0)(0)
7a(0)] > T
St (0)HI152(0)

(3.28)

0%h
0q'dqt

con 7y, (0) arbitrarios para todo x # a.

(0)H"**(0)74(0) <0,

92h
dqtoqt

constantes v,(0) es buena.

2. Si por el contrario (0)H%*+2(0) = 0 para todo a pero % (0) > 0, cualquier eleccién para las

Demostracion. Veamos primero la condicién necesaria. Probemos el contrarreciproco, es decir, supon-

gamos que
M (0) O%h (0)=0, Va=1 n—1; Oh (0) <0
8q18ql - ) - AR ) y (8q1)2 )
y mostremos entonces que A%(0) 8512521' (0) < 0. En efecto
. 92 . . 9%h 9%h
Al ‘ — le _ Hz,l—i—a . ‘ — Trle .
(0505 (0) = 1)(0) 5555 (0) = E(0) 557 (0)
0h 0%h
=H'"(0 0) + H"'**(0) ==~ (0). 3.29
(0) 572 (0) + H2(0) S (0 329)

Ahora, dado que H(0) es definida positiva, sabemos que H,, (0) es invertible y por lo tanto la identidad

' 9h
1+a, : —
HI(0) 5 (0) =0,
o0 equivalentemente

9?h 0?h

ab _ 1+4a,l
0)————(0)=-H""(0 0

m( )aq16q1+b( ) ( )a(ql)z( )7
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implica que ,
0°h
agage =

Hp)a (0)H' 1 (0)
de modo que insertando esta tltima expresién en (3.29), encontramos

0?h

A0 5etag

(0) = (H"(0) — H"4(0) () oy () (0)) -2

8%h (0)  et(E(0) 8%h
d(q')? det[H»(0)] 0(g')?

= det(5(EL(0), 1))

donde hemos usado la notacién del Apéndice y el Lema A.2.

Probemos ahora la suficiencia. Dado que

- 0%h ' ' 0%h
AY0) s~ (0) = (H" — H"'"%,) (0) ==+~ (0
(0)50757(0) = ( 1) (0)575(0)
» 9h » 0h
— le . _ Hz,l—}—a A _—
(050757 (©) (007(0) 515 0
lo que debemos probar es que existen constantes -, (0) tales que
0?h - 9?h -
_(0)HH!Fe " ——(0)H"(0). .
o OE 2 (0)1,(0) < So (OH(0) 650
Debido a que el término de la izquierda es lineal en 7,(0), basta ver que existe al menos un a para el
que
82h 1+a
W(O) (0) # 0.

Pero esta es exactamente la primera de las hipdtesis del Lema. En este caso, podemos tomar

2 . 1 2 .
3513hqi (O)HM(O) - Zgi} 3515(11‘ (O)Hz’1+m(0)’7x(0)

7a(0)] > :
S (0)HI1+4(0)
y tal que
T (0) 1 (0)74(0) < 0
Supongamos ahora que
2p, 2h :
0 0)>0 vy 0 (OH"'"(0)=0 Va=1,...,n—1.

Oqldq
En este caso, el término izquierdo de (3.30) es 0. Usando la positividad de H* (0), tenemos

< SO OE0) 51 0)
9h Lo 9%h e

= 8q18q7(0) <H1( )B(q 02 (0) +H**(0 )36113(1”“(0)>
2h . 8%h

= 5giog OH (0 5712(0)
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y como %(0) > 0, deducimos que

9%h
0qldqt

(0)H''(0) > 0.
que es lo que queriamos probar [ver (3.30)]. [ |

Resumiendo, si la condicién (3.27) se cumple, para encontrar una solucién local (6, v,4, v) de (3.20),
(3.21) y (3.22), es suficiente escoger las constantes 7, (0) cumpliendo (3.23) y siguiendo los puntos 1y 2
del Lema 3.2, y las funciones g y f (que definen las condiciones de borde de las ecuaciones cinéticas y

potenciales) de manera tal que

— it a
mp = _min,y Hess(f)as (0)y o

En consecuencia, hemos probado lo siguiente.

Teorema 3.1. Consideremos un sistema subactuado (H, VW) sobre una n-variedad @), con H simpley W dado
por un subfibrado W' de rango 1, y consideremos un punto critico & = 05 € T7(Q) de X . Fijemos una carta
coordenada adaptada a W y centrada en g, y consideremos la correspondiente expresién local de H dada por (3.3).
Sila Ec. (3.27) se cumple, entonces (H, V) es estabilizable en &, i.e. existe un campo vectorial local Y, definido en
un entorno de &, tal que el sistema a lazo cerrado (H,Y'),,, resulta estable en &.. Mds aun, dicha estabilidad puede

asegurarse mediante la existencia de una funcion de Lyapunov simple.

Un resultado andlogo al del teorema anterior fue encontrado en [13], pero en el contexto del energy
shaping.
Observacion 3.7. En la referencia [13], se probd que una condicién suficiente (intrinseca) para alcanzar
la estabilidad de puntos de equilibrio inestables en sistemas 1-subactuados es que

1. lalinealizacién del sistema en & es controlable o bien,

2. lalinealizacién del sistema en & no es controlable pero sus modos no controlables forman un par

imaginario puro.

De hecho, usando la condicién de controlabilidad para sistemas lineales [9], no es dificil ver que en
una carta coordenada adaptada a W centrada en g, la primera de estas condiciones es equivalente a

d%h

9410q (0)H"'*%(0) # 0, paraalgin  1<a<n-—1,
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mientras que la segunda es equivalente a

0%h
0qldqt

(0)H>'T%(0) =0, paratodo 1<a<n-—1, y

Definicion 3.2. Dado un sistema subactuado (H, W) con un punto de equilibrio inestable &, diremos
que el sistema es tipo1si la linealizacién del sistema en & es controlable y que es tipo 2 si dicha lineali-

zacion es no controlable con modos no controlables dados por un par imaginario puro.

3.2.3. Unacondicion necesaria para la existencia de una funcién de Lyapunov simple

Fijemos nuevamente un sistema 1-subactuado sobre una n-variedad suave () y consideremos un
punto de equilibrio & = 07 € T7Q de Xp. Supongamos que (H, V) puede ser estabilizado en &,
y que la estabilidad del sistema a lazo cerrado correspondiente puede ser asegurada por la existencia
de una funcién de Lyapunov simple. Mas precisamente, supongamos que existe un campo vectorial Y’
con imagen en YV y una funcién de Lyapunov simple V para Xy + Y y @, definida al menos en un
entorno de &. Entonces, el Teorema 2.3 nos dice que Y y V' deben estar dadas por el método LCB sim-
ple. En particular, V' estd dada localmente, en una carta (U, ¢) adaptada a W'y centrada en ¢, por una
solucién (9,74, v) de las Ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22), y por (3.4), (3.16) y (3.17). Queremos mostrar
entonces que se cumple (3.27). Para ello, supongamos primero que A™(0) # 0 [i.e. 7, (0) satisface
(3.23)] y definamos f (ql, e ,q”_l) = (ql, i 0), paratodo (¢',...,¢" ') € R" ! tal que
(ql, L 0) € ¢(U). Como hicimos en la subseccién anterior, derivando (3.21) y evaluando el re-
sultado en O (y usando ademas que O es critico para h), llegamos nuevamente a las Ecuaciones (3.24) y
(3.25). Luego, usando la positividad de v, vemos que (3.26) es una condicién necesaria (ver detalles en
la Demostracién del Lema 3.1). Pero de acuerdo al Lema 3.2, esta condicién es equivalente a (3.27). Si
A™(0) = 0 pero existe a tal que A1*%(0) # 0, podemos efectuar una permutacién de coordenadas
q'T® « q" y proceder como explicamos anteriormente (notemos en este caso que las nuevas coorde-
nadas son también adaptadas a W).

Supongamos ahora que A'7¢(0) = 0 para todo a. Luego, usando (3.19), tenemos que
H"1(0) — HF10(0)3,(0) = 0,
y sumando H'*1%(0)~,(0) en ambos miembros,
Hz (0)75(0) = HM4(0).
Por tltimo, como H'*®!+°(0) es invertible,

76(0) = (Him)sa(0)H"T(0).
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Luego

A'(0) = H"(0) — H"'*°(0)7,(0) = H' (0) — H"'**(0) (H.)5a (0)H" '+ (0)

det H(0)
= H 1) = ——7F+ .
det[d(H(0), 1)] det(H,) >0
Derivando (3.21) respecto de ¢' y evaluando en O (recordar que O es critico para h y v), se sigue que
0% 0h
AY(0) =5 (0) = 5(0) =5 (0
(0) 5172(0) = 2(0) 55 0),
y dado que Hess(v)(0) es definido positivo y (0) y A'(0) son positivos, deducimos que
0?h

En otras palabras, nuevamente la condicién (3.27) debe cumplirse. Combinando estos resultados

junto con el Teorema 3.1, obtenemos la siguiente equivalencia.

Teorema 3.2. Consideremos un sistema 1-subactuado (H, W) sobre una n-variedad y consideremos un punto
caiticoa = 05 € T7Q de X . Entonces, (H, W) es estabilizable en &, de manera tal que dicha estabilidad
puede demostrarse mediante la existencia de una funcién de Lyapunov simple,’ siy sélo si en una carta coordenada

adaptada a W y centrada en q, la funcion H cumple

2 . , .
835} (0)H"'*2(0) # 0, paraalgin 1 <a<mn—1, obien (.31

2

donde estamos usando la expresion local de H dada por (3.3).

A continuacién reproduciremos todos estos resultados en el caso particular de sistemas con dos

grados de libertad, lo cual serd de suma utilidad en la Seccién §3.3.

3.2.4. Sistemas con dos grados de libertad

Supongamos que () es una 2-variedad suave y sea (H, V) un sistema subactuado con H simple y
W dado por un subfibrado W de T* Q). Por razones dimensionales el sistema es regularmente actuado.

Si (U, ¢) es una carta adaptada a W, denotaremos las coordenada de la siguiente manera
vi=q', y:=¢", poi=p, Dpyi=pa (332)
y las funciones simples H y V siguiendo (3.3) y (3.4) y adoptando la escritura

a(z,y) b(ar,y)] Viz,y) = [f(w,y) g(x,y)]

(3.33)
b(z,y) c(z,y) 9(z,y) Uz,y)

H(:E,y) =

para las representaciones matriciales de los términos cinéticos. A continuacién reproduciremos las ex-

presiones de la seccién anterior usando esta nueva notacién:

*Vale la pena recordar que la existencia de una funcién de Lyapunov V para un campo X y un punto critico & es una con-
dicién suficiente para que & sea estable pero no necesaria. En otras palabras, existen campos X con puntos criticos estables

para los cuales no es posible exhibir una funcién de Lyapunov.
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dado que H es definida positiva, tenemos que a(x, y), c(z,y) > 0y A(z,y) := a(z,y) c(z,y) —
bQ(xv y) > 0;

dado que V es definida positiva, tenemos que
fl,y),lz,y) >0y flay)i(zy) —g*(x,y) > 0; (3:34)

siguiendo (3.16) y (3.17), definimos

9
PO EZ; (3.35)

I , YV iEML =
de (3.19) y (3.18), tenemos que

A= (Al,A2) =(a—by,b—cv), B=a,—27vb,+~’cs. (3.36)

La ecuacién cinética (3.20) junto con su condicién de positividad (3.34) se escriben (de ahora en

adelante, los subindices z e y denotan derivacién parcial)

(a—b7)0y+ (b—cv)dy = B9; >0 (3.37)

la ecuacién potencial (3.21) se reduce a

(@ —=b7) vy + (b—cvy)vy = hy 0. (3.38)

y las condiciones de positividad para v se escriben

v(0,0) =0, wv(z,y) >0 paratodo (x,y)# (0,0). 339

Las Ecuaciones (3.24) y (3.25) toman la forma

h22(0)g (0) — (a — b+)(0)§” (0)
(b —c7)(0) ’
hay(0)g (0) (b—c7)(0) — (a—b7)(0) har(0)g (0) + (@ — b7)*(0)" (0)

= b c2200) '

Vzy(0) = (3.40)

La subvariedad caracteristica I" es el eje = y la condicion de que A sea no caracteristico en un

entornoaOes

7(0) # ——=. (3.41)
La condicidn (3.26) se escribe

[(@ = 07) haw + (b= ¢7) hay] (0) > 0,
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= ylacondicién (3.31) es

[bhyz + chyy] (0) #0 obien hgy (0) > 0. (3.42)

= Las condiciones de borde son funciones de una tinica variable y deben cumplir
8(0) >0, §(0)=0, f(0)=0, (3.43)

. 1:(0)8(0)
F(0) > [(a — by)haa + (b — c)hay](0)

donde §' y f son la primera y segunda derivadas de f.

(3.44)

En la Referencia [13], se prueba que la condicién* [b hyy + ¢ hyy) (0) # 0 también implica estabili-
zabilidad asintética local (como se afirma sin demostracién en [25]). En cualquier otro caso, la misma
referencia presenta una condicién adicional que es suficiente para asegurar la estabilizabilidad asin-
totica local. En la seccidn siguiente demostraremos que no es necesaria ninguna condicién adicional,

mas que (3.42), para asegurar este tipo de estabilizacion.

3.3. Estabilizabilidad asintética local

3.3.1. Sistemas con dos grados de libertad

Sea (4,7, v) unasoluciéon de (3.37), (3.38) y (3.39), con «y cumpliendo (3.41) y con condiciones de borde

dadas por gy f, siguiendo la notacién de la seccién anterior. Es decir, § y v deben cumplir
0(z,0)=g(x) y v(z,0)=F(z), (3.45)

siendo gy f funciones que satisfacen (3.43) y (3.44). Sea V' dada por (3.4), (3.33) y (3.35), i.e.

6 (z,y)
L(z,y)

para alguna funcién positiva /. Fijemos p como en la Ec. (3.14). Usando (3.32) y (3.35), esto significa que

V (2, 9, pospy) — (pi ( _ <x,y>) 29 (2, y) Dapy +p3,) @)+ v (@y), 649

1(2,y, Doy py) = 52 (7 (2,Y) P +py)° 12 (2,9) .

En este contexto y siguiendo la Observacién 3.5, la sefial de control que provee el método LCB simple se
escribe
, YaeT'U, (3.47)

donde la expresion en coordenadas adaptadas para \ estd dada por

{‘/a H} (xvyvprvpy)
Y (2,9) pe +py) L(z,y)

Az, Y, pespy) = =2 (V(2,Y) pe +py) Lz, y) — ( (3.48)

*De hecho, en esa misma referencia se considera una condicién aun mas débil (ver Teorema II1.3).
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De acuerdo con los Teoremas 2.2, 2.3y el Lema 2.2, la funcién V' definida mds arriba es una funcién de

Lyapunov para X := Xpy|p.; +Y ya@ = 0g, con subvariedad de LaSalle [ver (1.28)]

1= (0) = o* ({(@, Y, pas py) < P2y (2,y) + py = 0}) C T*U. (3.49)

En lo que sigue probaremos que, sin necesidad de condiciones adicionales [mas que la Ec. (3.42)],
es posible escoger las condiciones de borde gy f [ver (3.45)], junto con un conjunto abierto ' C T*U
que contiene a &, de manera tal que la mayor subvariedad de S := p~! (0) N T que es X -invariante
(ver Definicidn 1.5) es el conjunto unitario {&}. Esto implicaria, via el principio de invariancia de La-
Salle, que a es (localmente) asintéticamente estable para el sistema a lazo cerrado correspondiente. La
demostracién sigue el algoritmo presentado en el Lema 1.1.

Mas concretamente, probaremos que:

Lema 3.3. Existen condiciones de borde g y f, una funcion y y un subconjunto abierto T > & de T*U, tal que [ver
(1.29)]:

= el subconjunto Sy correspondiente a Sy = p~! (0) N T es una subvariedad de So;
n S, es una subvariedad de Sy;

= S3 = {a}.

Es suficiente tomar g y f cumpliendo (3.43) y (3.44) y tales que

R S G L

escoger v(0) de acuerdo con (3.41), siguiendo los puntos 1y 2 del Lema 3.2 y cumpliendo la condicion adicional

b(0)
(a(0),b(0)) M(0) (C (0)>
v(0) # SO\ (3.51)
b(0),c(0)) M (0
(b(0),c(0)) ()(C(O)>
donde
f” (O) hmg(O)(_bglc_yb)w i (0)
M= 6(0) (@ b)F"(0)  heya(0) (b—cr)—(a—b7y) hewg(0)+(a—b7)%" (0) | - (3.52)
(b—c) (b—cn)?

Demostracién. De acuerdo con (3.49), o* ! (=1 (0)) puede describirse como el conjunto de ceros dela

submersién

(2,9, Pz, Py) = V(T,Y) pe + Py

De ahora en masy para no recargar la notacién, omitiremos la carta coordenada ¢, i.e. identificaremos

U con ¢ (U). Esto significaque § = 0y & = (0, 0). Procederemos en tres pasos.
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1. Consideremos el conjunto Z; C p~ ! (0) tal que F(X)(x, Y, Dz, Dy) = 0, donde [ver (3.47)]

O0H 0 OH 0 0OH 9 O0H 0
X=Xyt+y=2292 909 97 9 (97 ) 2. _
e Opy Ox * Opy Oy Oz Opy <8y /\) Opy G5
Por lo tanto, Z; estd dado por
OH 05 | OH 05 OH 05 (0H \\ 0§ _|
dpy Ox ~ Opy, Oy  Ox Opg oy opy
o equivalentemente por
I . N (.54
ypy = —(,y) pz. Usando (3.3) y (3.33), es sencillo ver que, sobre w=t(0),
oH 1 o0H 1 0 o0H
— = _Bp +4hy, —==Cp>+h,, — =(a—b7)ps — = (- .
e~ ablethe Ho=5Cpithy, o- (a—=by)ps ¥y s (b—c7) Pa
(3.55)
donde

B=a,— 2, +7c y C=ay,—2yb,+7°c,.

Por otra parte los valores de la funcién X sobre el conjunto p =t (0), de acuerdo con (3.48), estan

dados por el limite

, {Vv; H} (fvyvvapy)
by - =— 1
(@9, P2, =7 (2,4) Pr) py—g}ypz (v (%,y) px +py) L(7,9)

1 o{V,H}
- - TyY,Pxs — x, x)-
[y op, (@, 9, Pz, =7 (,Y) Pz)

Usando (3.46) y (3.55), no es dificil (aunque extenso) ver que

1 2(by —vcz)d—bd, — o
M, Yy pay =y (2,y) pe) = | 5(By +C) + ( ) L~ (a—by)
2 21
bvy +cv
—Yy (b—c’y)} pi+7hm+hy—7ly (3.56)

Por simplicidad, estamos omitiendo la dependencia en (x, y) de las funciones del miembro de-

recho. Finalmente, combinando (3.54), (3.55) y (3.56), tenemos sobre 1z~ (0),

5.(x) =1 {(bx—vw—

b, +céy} > bvg + cuy
l — — 9

2 Pe I
Por lo tanto, Z; estd dado por las ecuaciones

Y@,y pe+py =0 y K(z,y)p:— L(z,y) =0, (3.57)

donde
bdy +cdy

K = r — T -
(b —ycz)d 5

L =buv; + cuy. (3.58)
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En consecuencia, Z; puede describirse como la preimagen de (0, 0) de la funcién

&(,,pe,py) = (V(2,9) Dx + Py, K (2,9) 0 — L, y)) -
Queremos ver ahora que el push-forward de esta funcién [omitiendo nuevamente la dependencia
en (x,y)]
5. — ( Ve Px Yy P gl 1)
Kwp?t — L, Kypi -L, 2Kp, 0
tiene rango maximo alrededor de (0, 0), i.e. & es una submersién cuando se restringe a algin

entorno abierto de (0, 0). En (0, 0), dicho push-forward estd dado por

0 0 ~(0) 1)

&, 0.0) = (3.59)
(00 (—Lxm) ~L,0) 0 0

Notemos que el gradiente de la funcién L puede escribirse con notacién matricial como

L, Vgr Uy b by ¢z (v
= + , (3.60)
Ly Uy Uyy ¢ by ¢y Uy

y dado que 0 es un punto critico de v, tenemos que en 0,

L, I b
L, Vgy Uyy c)

Pero sabemos que el la matriz Hessiana de v es invertible (puesto que es definida positiva) y que
c es siempre positivo. Luego, el gradiente de L no puede anularse en 0, o en otras palabras, 0 no
es un punto critico de L. Esto implica que (3.59) tiene rango maximo en (0, 0). En consecuen-
cia, existe un subconjunto abierto 73 C T*U que contiene a (0,0) y tal que Z; N T} es una
subvariedad de =1 (0) N 7.

. Consideremos ahora el subconjunto Z; C Z; N T} definido por &..(X)(z,y, ps,py) = 0. Un

calculo sencillo muestra que Z estd dado por los puntos de Z; N T} tales que
1
(a—b7) (Kzp2 — L) + (b—cv) (Kyp2 — Ly) — 2 K (QBpi + hw)] pz=0. (3.61)
A partir de ahora, supongamos que

K (0) # 0.

Observemos que, como d(x,0) = g(x), tenemos §,(0) = g’(0), y usando la ecuacién cinética en

el origen, obtenemos

b—cr
Luego [ver (3.58)]

K= [(h-re- 5 )00+ 3 (72 ) 5 0] 0,
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y consecuentemente, la condicién K (0) # 0 es precisamente la Ec. (3.50). Bajo esta suposicion,

podemos reemplazar p? por % en (3.61) [ver (3.57)], y entonces hallamos

[(a—b'y) <KI[I;—L33> +(b—cy) (KyII;—Ly> —2K<;B[L(+hm>] P =0,

o0 equivalentemente,

[(a—bw (IL{)IJr(b—cv) (Iﬁ)wa{mm

en algin subconjunto abierto U’ C U que contiene a 0 (donde K sea no nulo). Mds aun, dado

Kp, =0, (3.62)

que L(0) = 0 [ver (3.58)]y hy (0) = 0, tenemos que en 0

L\ L,K-LK, L, (L\ L,K-LK, L,

K K2 K’ K2 T K’

y asi, la expresion entre corchetes en (3.62) toma la siguiente forma en 0:
(@ =0b7) Ly + (b—cv) Ly.

A suvez, usando (3.60), esta tltima expresion puede reescribirse como
Ugr Uzy b Vgz Vzy b
(CL, b) - (b¢ C) :
Upy Uyy| \C Upy Uyy| \C
Por lo tanto, si suponemos que en 0,
Ugg U b
(ab) | 7
Upy Uyy| \C

T X b 7
(be) |7
Vey  Uyy| \C

se sigue que (3.62) se cumple sdlo si p, = 0 alrededor de (x,y) = (0, 0). Vale la pena sefialar que

v #

esta condicién es compatible con (3.41) y con los puntos 1y 2 del Lema 3.2. Notemos que, usando
la Ec. (3.40), la condicién de arriba se traduce precisamente en (3.51) y (3.52). En conclusién, existe
un entorno abierto Ty := 7 (U’') C T*U (que contiene a 0) tal que el subconjunto Zy N T}
esta dado por

’sz"i’py:()y Kpg;_L:Ov pwzoa

o0 equivalentemente

Pz =py =L =0. (3.63)

Esto significa que Z3 N T3 puede ser descripto como la preimagen de (0, 0, 0) de la funcién

f)(%%px’py) = (py7pw7L($’y)) °
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El push-forward de $j en (0, 0) estd dado por

0 0 0 1
5*,(070) = 0 0 1 0
L(0) Ly(0) 0 0

Nuevamente, como L,(0)y L, (0) no pueden anularse simultaneamente, concluimos que la apli-
cacién §), (o 0) tiene rango maximo. Entonces, existe dentro de T} un entorno abierto 75 de (0, 0)

tal que Z5 N T, es una subvariedad de Z; N7y N T.
. Consideremos ahora el subconjunto Zs C Z>NT5 definido por $.(X)(x, y, px, py) = 0.Usando
(3.53), (3.55) y (3.56), se sigue que, sobre Zs N T [ver (3.63)]

0 0
X =—hy — +7vhy —,
0Dy 7 Opy

de manera que, si $.(X) = 0, es necesario que h, = 0. Pero en tal caso, usando la ecuacién

potencial

(a—=by)vy+ (b—cy)vy =6 hy,

o equivalentemente, a v, + bv, — v L = 6 h,, tenemos que, sobre (Z3),

L=bvy+cv,=0 y avy+bvy=0,

Vg
H =0.
Uy

Esto es posible si y sélo si todos los puntos de 7(Z3) son criticos para v. Por el Lema de Morse,

le.

puesto que 0 es un punto critico no degenerado de v, existe un entorno U” C U de 0 tal que
7 (Z3)NU" = {0}. Perop, = p, = 0sobre Z3,lo cual implica que Z3 N T3 = {(0,0)} = {a},
conTj := 71 (U").

Resumiendo, si definimos T := Ty NToNT3y S := ' (0)NT, de (1.29) obtenemos S; = Z;NT,

que es una subvariedad de Sy, So = Z> N T, que es una subvariedad de S1, y S5 = {a}. Por lo tanto,

los tres puntos del lema son inmediatos. |

En conclusidn, sila Ec. (3.42) se cumple, podemos asegurar que el sistema es localmente asintética-

mente estabilizable. Reciprocamente, si podemos asegurar que el sistema es asintéticamente estabili-

zable mediante la existencia de una funcién de Lyapunov simple, entonces en particular el sistema es

estabilizable, y el Teorema 3.2 implica que (3.42) se cumple. En otras palabras, el Teorema 3.2 también es

valido reemplazando el término “estabilizable” por “asintéticamente estabilizable”. Mds precisamente:
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Teorema 3.3. Consideremos un sistema subactuado (H, V) sobre una 2-variedad suave (), y consideremos un
punto critico & = 0z € T; Q de X . Fijemos una carta local adaptada a W'y centrada en q, y consideremos las
correspondientes expresiones locales de H dadas por (3.3) y (3.33). Si la Ec. (3.42) se cumple, entonces (H, W) es
localmente asintoticamente estabilizable en &, i.e. existe un campo vectorial Y, definido al menos en un entorno
de , tal que el sistema a lazo cervado (H,Y'),,, es asintoticamente estable en &v. Reciprocamente, si (H, W) es
localmente asintoticamente estabilizable en &, y dicha estabilidad puede asegurarse mediante la existencia de una

funcion de Lyapunov simple, entonces (3.42) se cumple.

3.3.2. Ejemplo: péndulo con disco invertido

Para terminar el capitulo presentamos un ejemplo de un sistema subactuado con dos grados de

libertad para ilustrar los resultados de la seccién anterior, el péndulo con disco invertido:

= el espacio de configuraciones es Q = S! x S!, cuyas coordenadas quasi-globales naturales de-

notaremos por (6,1);

» e] Hamiltoniano esta dado por

1 a bl (p
H(Q,va(%pw) = 5 (p97p1/1) [b C] <p9> + M(l +COS€),
b

donde a, b, ¢, M son constantesy a, b, M, ac — b? son estrictamente positivos;

» yelespacio de actuacién estd dado por el subfibrado W = span { dy}.

Usando el método LCB simple, vamos a encontrar una sefial de control Y para el sistema y una fun-
cion de Lyapunov simple V' relacionada que haran al sistema a lazo cerrado (H,Y'),,, asintéticamente
estable en (6,1, pg, py) = (0,0,0,0) = (0,0).

Volvamos por un momento a la Seccién 3.2.1y reemplacemos x por 6 e y por 1. La Ec. (3.42) en este

caso dice que (puesto que hgy, (0) = 0)
bhgg (0) 75 0 obien hyy (0) > 0,

que es equivalente a hgg (0) # 0, pues b # 0. Es claro que dicha condicién se cumple, puesto que
hgg (0) = —M +# 0. Por lo tanto, el péndulo con disco invertido es asintéticamente estabilizable,
alrededor de (0, 0), como es bien sabido. Por otra parte, de acuerdo con (3.36), tenemos que B = 0.

Luego, las ecuaciones cinéticas y potenciales para este sistema se escriben [recordar (3.37) y (3.38)]

(a—0bv)dg+ (b—cvy)dy =0, (3.64)

(a—=by)vg+ (b—cvy)vy = —M6 sinb, (3.65)
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respectivamente. Construyamos ahora una solucién (9, v, v) de estas ecuaciones, con § > 0y v defi-
nidas positivas alrededor de 0. Consideraremos 7 constante. Siguiendo los pasos de la Seccién 3.2.2,
es suficiente con tomar v tal que v # b/c [ver (3.41)] y, usando la Ec. (3.28) del Lema 3.2 (dado que
heo (0) = —M < 0), pedir que

a
W|>E y —~ybM < 0.

La segunda desigualdad dice que ~ es positivo, de manera que estas ecuaciones imponen Ginicamente
la condicién y > a/b. Notemos también que, como a, b, ¢, ac — b? > 0, tenemos que a/b > b/c. Luego,

la totalidad de las condiciones sobre la constante «y se reduce a
a

> b
Observacion 3.8. Vale la pena notar que, para este sistema, no es posible escoger v = b/c. De hecho, en
tal caso, de acuerdo con los calculos llevados a cabo en la Seccidn 3.2.3, la positividad de § y v hubiesen

implicado que hgg (0) > 0, que no es valido para el sistema del ejemplo. A

Con respecto a las condiciones de borde que dan origen a las soluciones  y v, es decir las funciones

gy f respectivamente, debemos imponer [ver (3.43) y (3.44)]

2
B0 >0 JO)=f0)=0 y 70> m O MU e

Y para asegurar la estabilizabilidad asintética, de acuerdo con (3.50), (3.51) y (3.52) del Lema 3.3,

£ 0, ie. g (0)#0,

& abf” (0) — € [Mg (0) + ¢f" (0)] (ac +b*) + (Mg (0) + ¢*(0) be
£20% (0) — 2¢ [Mg (0) + ¢f” (0)] be + ¢ Mg (0) +¢2§7(0) ¢
donde(:=a—byy&:=b—cn.

v #

(3.67)

Tomemos entonces cualquier constante v > a/b, una funcién g talque g (0) > 0y g’ (0) # 0,y
una funcién ° f tal que § (0) = §/(0) = 0y §” (0) cumpliendo (3.66) y (3.67), y apliquemos el Método de
Caracteristicas a las Ecuaciones (3.64) y (3.65), con condiciones de borde sobre ¢y = 0 dadas por gy f.
Las ecuaciones caracteristicas para (3.64) son

0=a—bry, 0(0)=06,
Yp=b—cy, ¥(0)=0,
o =0, 5(0) = g(fo).

Luego
0(t) =(a—by)t+6o,  P(t)=(0b—cy)t,

*Adicionalmente, las funciones gy f pueden escogerse con perfodo 27 para buscar una solucién quasi-global.
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y definiendo Y := (a — b~) / (b — ¢~y) hallamos
0(0,v) =g(0 —T). (3.68)
La ecuacién caracteristica para (3.65) (y para la solucién ¢ recién descripta) es
v =—Mg(bo) sin ((a —b7y)t+6o),

e integrando obtenemos

_ Mg(6—T)

.0 = =

(cosf — cos(0 — T o)) + (6 — Y ). (3.69)

Finalmente, con ¢ y v dadas por (3.68) y (3.69), y considerando cualquier funcién positiva [, obte-
nemos de las Ecs. (3.46),(3.47) y (3.48) la sefial de control Y y la funcién de Lyapunov V' que estibamos

buscando.
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==, CAPITULO4

SOLUCIONES POR CUADRATURAS DE LAS
ECUACIONES CINETICAS Y POTENCIALES

PARA SISTEMAS |-SUBACTUADOS

N el capitulo anterior probamos un resultado de existencia de soluciones para las ecuaciones
cinéticas y potenciales del método LCB simple. Tales soluciones pueden utilizarse para cons-
truir la senal de control Y que estabilice a un sistema subactuado (H, W) (con H simple)

alrededor de un punto de equilibrio & del sistema no actuado, asi como también una funcién de Lya-
punov simple V para X + Y y &. Un resultado analogo habia sido desarrollado anteriormente (y de
manera independiente) en el contexto del energy shaping para las condiciones de matching cinéticas
y potenciales. Sin embargo, en ninguno de los dos casos la demostracién es constructiva, sino que se
utiliza el Método de Caracteristicas para asegurar la existencia de soluciones. Si bien en la literatura tal
construccidn se lleva a cabo para ejemplos concretos, no existe a nuestro entender un procedimiento
sistemdtico que permita construir una solucidn explicita de las ecuaciones cinéticas y potenciales (o
equivalentemente de las condiciones de matching del mismo nombre).

Este punto no es menor, puesto que el objetivo tltimo de un método de estabilizacién es construir
la sefial de control que estabilice al sistema. Al probar resultados sobre la existencia de soluciones de las
ecuaciones cinéticas y potenciales, sabemos que dicha sefial existe pero no tenemos una guia que nos
indique cémo contruirla.

En este capitulo, presentaremos dos procedimientos para encontrar explicitamente soluciones loca-
les. En primer lugar, en la Seccién $4.1, encontraremos nuevas expresiones para las ecuaciones cinéti-
cas y potenciales. El desarrollo de esta seccién es, en cierto sentido, una generalizacién del cambio de
variables dependientes a las variables (4, 7,) en el término cinético que utilizamos para encontrar las
ecuaciones (3.12) y (3.15) en el capitulo anterior.

Seguidamente, en la Seccidén $4.2, presentamos el primer procedimiento para construir soluciones
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explicitas de las ecuaciones potenciales. Este primer resultado da una prescripcion para construir di-
chas soluciones suponiendo que contamos con una solucién de las ecuaciones cinéticas que ademds
cumplen con una condicién de integrabilidad. Esta idea es también la que se utliza en [30] para mos-
trar condiciones de integrabilidad que aseguran la existencia de soluciones locales de las condiciones
de matching potenciales del energy shaping a partir de una solucién de las condiciones de matching
cinéticas.! En dicho articulo, el autor utiliza la teorfa de integrabilidad de Goldschmidt [17], suponiendo
que el subfibrado de actuacién W es integrable, para probar un resultado de existencia (no constructi-
vo) en la categoria analitica. Nuestro procedimiento, por el contrario, es valido en la categoria C'*™° y no
supone la integrabilidad de W. Mds aun, la solucién puede computarse por cuadraturas y, adicional-
mente, mostramos una condicién necesaria y suficiente para que la solucién construida sea definida
positiva alrededor de g.

Por dltimo, en la Seccién §4.3, aplicamos el procedimiento desarrollado en $4.2 para hallar una so-
lucién de las ecuaciones cinéticas para sistemas 1-subactuados que automaticamente cumplen la con-
dicién de integrabilidad arriba mencionada. Al igual que antes, esta solucién también es computable
por cuadraturas. Ademds, mostramos que la condicién de positividad de las soluciones para los siste-
mas 1-subactuados se reduce a que el sistema sea de tipo 2 (ver Definicidn 3.2). Esto nos permite dar
un conjunto completo de instrucciones para construir soluciones locales de las ecuaciones cinéticas y

potenciales.

4.1. Nuevaexpresion delasecuaciones cinéticasy potenciales a partir de un

cambio de variables dependientes

SeaV unsubfibradolinealde 7" () derango s = n—mysupongamos que 7*@Q) = V& W .Asociadas
a esta descomposicion, tenemos las proyecciones canénicas py : 7%Q — Vypw : T*Q — W, tales

que paratodo o = ary + oy talque oy € Vyay € W

pv@)=ay vy  pw(a)=aw.

Tenemos también las inclusiones iy : V' — T*Q e iy : W — T*(Q. En estas condiciones es claro que

el fibrado tangente T'Q) es isomorfo a V* & W* via el isomorfismo
x(v) = (i (v), iy (v)) EVF@W*  VoeTQ

con inversa
X_l(u, w) = py(u) + pyy(w) € TQ V(u,w) e Ve W™

Asociada ala descomposicién V' & W tenemos la siguiente definicién

Vale la pena decir que en [30], se trabaja con el energy shaping en su formulacién Lagrangiana, a diferencia de esta tesis,

en la cual trabajamos con la formulacién Hamiltoniana
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Definicién4.1. Sea ¢ € I'(S2 (T'Q)) una forma bilineal simétrica y definida positiva (ver Seccién $1.1).
Definimos entonces 65 € I'(S2(V*)), 1y € T'(S2(W*))y un morfismo de fibrados vectoriales v, :

V — W mediante las férmulas

ly(01,02) = diw (01),iw (02) = ¢(01,02), Voi,01 €W,

Yo = lgb oy o ¢F oy, 4.1
9p(A1, A2) = @(iv (A1), iv(A2)) — g (76(A1),76(A2)), VAL A2 €V (4.2)
De ahora en mds, usaremos indices griegos i, v, 0,7 = 1, ..., s, indiceslatinos a, b,c,d = 1,...m

e indiceslatinos i, 7, k, I =1,...,n.
Supongamos que {E', ..., E%} esunmarcoen V yque { EST! ... E"} esun marco de W. Se si-
gueentoncesque {E', ... E"}esunmarcoenT*Q.Asuvez, tenemoslos marcosduales {E1, ..., Es}
en V*y{Fqt1,...,E,} en W*. Asociados a estos marcos y al isomorfismo x, tenemos un marco en

TQ dado por {x ' (E1),...,x '(E,)}. Notemos que

<EM7 Xﬁl(Es+a)> =0, <Es+a7X71<Eu)> =0,
(B xTNE)) =3 (B X (Baga)) = 00

Luego, el marco {x*(E;) }?:1

Diremos que el conjunto de marcos definidos arriba paralos fibrados involucrados son marcos adaptados

es el marco dual a { £/ %_1 y por lo tanto lo denotaremos también E;.

ala descomposiciéon de T*(Q).
Veamos cémo se escriben las formas bilineales [, y d4 junto con el morfismo v usando los marcos

adaptados introducidos en el parrafo anterior. En primer lugar, notemos que
pv(E") = EF, py(E*T%) =0, pw(E')=0, pw(E)=E"",
Z'v(E“) = EM, iw(ES+“) _ Es—&-a7
i (Bora) = 0, iip(E,) =0,
iv(Eu) =iy o py(Eu) = (pv o iv)*(Eu) = (idv)" (Ey) = Ey,
i (Esva) = iy © i (Esya) = (pw 0 iw)* (Esta) = (idw )" (Esya) = Esta-
Luego, definiendo? V¥ := ¢(E", E7) = V7%, tenemos que
lgb = [y(BSFe, BTty = yetasth,

Es claro entonces que
(B = VIE;,

%Para evitar confusiones, usaremos la notacién V y H para denotar las entradas de la representacién matricial de ¢y p en

marcos distintos a los coordenados.
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yque
¢ (B;) = Vi B,

con V;, VkI = 55 . Por otra parte, definamos [recordar (4.1)]
(1)l = (Boras 1 B")) = ( Byras (1 0 iy 0 6 0 i) (B) ) = () V"7,
y usando (4.2), definamos
S = §4(EM EY) = VI — TS ta(] ), Vst (4.3)
Observacion 4.1.

1. Siguiendo la notacién del Apéndice,

5=V (g)ar = (Vi
de modo que (4.3) se escribe también

5HY i G, (B, BY) = T — (T ) T (4.4

2. No deben confundirse los simbolos (I4)a5 con los simbolos V4 s+5. El primero representa el
elemento ab de la inversa de la matriz V,,,, mientras que el segundo es el elemento s + a, s + b

delainversade V.

3. Enelcasoen quelos fibrados V'y W sean integrables, pueden considerarse los marcos adaptados
asociados al (co)marco coordenado. En este caso, los elementos V¥ = V% son los coeficientes de
la matriz del isomorfismo ¢* en las coordenadas inducidas en el cotangente por las coordenadas

en la base.
Utilizando (4.3) [0 (4.4)] y el Corolario A.1, el lema siguiente es de demostracién inmediata
Lema4.l. Si¢ € I'(S%(TQ)) es una forma bilineal simétrica y definida positiva, entonces 55 € I'(S%(V*))

Y1y € T(S2(W*)) también lo son.

Sea L(V, W) el conjunto de morfismos de fibrados vectoriales entre V.y W yseay € L(V,W).
Denotemos 7, a las entradas de la representacién matricial de «y respecto de los marcos adaptados.
Asociado a este morfismo podemos definir dos morfismos de fibrados vectoriales v € L(V,T*Q)y
v+ € L(T*Q, W), dados por

Y-(AN) =A=7(N),  74(a) =pw(a) +7v(pv(a)). 4.5)
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Observacion 4.2. Notemos que
Y+ 07=(A) =7+ (A = v(A)) = =y(A) +v(A) = 0.
Dado que T*Q =V @ W, esto dice que la secuencia
0V IS w—o,
es una secuencia exacta corta de fibrados vectoriales, i.e. ker(y4) = Im(y-). A

Definicién 4.2. Seay € L(V, W) un morfismo de fibrados vectoriales y sean ! € I'(S% (W*))y ¢ €
I'(S%(V*)) formas bilineales simétricas definidas positivas. Definimos entonces una forma bilineal

simétrica ¢, € I'(S?(T'Q)) de la siguiente manera [recordar (4.5)]:

Gs5y1(c, B) = 0(pv (), pv(B)) + 1 (v4+(a),v+(B)) -

Observacion 4.3. Utilizando los marcos adaptados, es facil ver que

aiVZjﬁj = O‘M(SHV/BV + (as+a + Wgau)lab(ﬁs—kb + ,beﬁV)’

donde Vi = ¢5.,(E*, EY), « = ;E'y B = B;E7. De esta expresion, es inmediato que ¢5,,; €
I(S2(TQ)). A

La siguiente proposicidén nos servird para efectuar un cambio de variables dependientes, similar al
construido en el capitulo anterior para el caso de sistemas regularmente actuados, pero que esta vez
servird para cualquier sistema subactuado. Al igual que en el caso regular, este cambio simplificard

considerablemente el aspecto de las ecuaciones cinéticas y potenciales.

Proposicién4.1. La asignacion T'(S2.(V*)) x L(V,W) x T'(82 (W*)) — I(S%(TQ)) tal que (ver Defini-
cion 4.2)
(57 v, l) = ¢6,"/,l

es una biyeccion con inversa (ver Definicion 4.1)
¢+ (8; Vg lg)-
Demostracién. Dada ¢ € I'(S%(TQ)), computemos ¢, -, 1,- Dados a, 3 € T*Q,
D6570.15 (@ B) = 05 (pv (@), pv (B)) + lp(Ve+ (), v6+(B))
= ¢(pv(a),pv(B)) — ls(ve(pv(a)), Y6 (pv (8))) + ls (Yot (@), Yo+ (5))

(
= d(pv(a), pv(B)) + ls(vp(pv (@), pw (B)) + L (pw (@), 75 (pv (5)))
+lp(pw (@), pw (B))-

) =
)
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Pero

Lo (s (pv (@), pw(8)) = (I (ralov (@), o (8)) = (& 0 0 iy 0 6% 0 i) (v (), pw (8))
= (v (). <5>> 6 (py (@), o (8))

y de la misma forma

ly (pw (@), v (pv (B))) = ¢ (pw (@), pv(B)) ,

por lo que
Dy 1pis (0 B) = d(pv (@), pv (B)) + ¢ (pv (o), pw (B)) + ¢ (pw (@), pv (B)) + ls(pw (), pw (B))
= ¢(pv(a),pv(B)) + & (pv(a),pw(B)) + ¢ (pw (@), pv (B)) + d(pw (), pw (5))
= ¢(pv(a) + pw(a),pv(B) + pw(B))
= (;S(C“?ﬁ)a

para todo «, 8 € T*(Q), de modo que ¢s, .1, = ¢-
Por otro lado, dados 4, vy,

lgs. (01,02) = b541(01,02) = l(01,02),

paratodo 01,09 € W. Ademis

<’y¢6ml()\), w> = <(l<bl55,«,,z o ify © (bg,%l oiy)(A), w> = <(lb 0 ify © qﬁ%ml oiy)(A), w>
= 9500 (A L)) =1 (1N, C@)) =1 (7). L(w) ) = (V) ).

paratodo A € Vyw € W*. Finalmente

01 (A5 A2) = b51(1v (M) v (A2)) = Loy (Vo5 (A1)5 V5,1 (N2))
= Gs~1(iv (A1), iv(A2)) — L (v(M1),7(A2))
= 0(A1, A2) + 1 (74 (A1), 1+ (A2)) = L (v (A1), 7(A2))
= 0(A1, A2) +1(v(M1),7(A2)) = L(v(A1), v(A2))
= 0(A1, A2),

paratodo A\j, Ay € V.
Por tltimo, la positividad de d4 se establece en el Lema 4.1, la de ¢5,,; en la Observacién 4.1y la de

l4 es inmediata. [ |

Observacion 4.4. La construccidn anterior asegura que es posible obtener cualquier forma bilineal de-
finida positiva ¢ a partir de formas bilineales simétricas y definidas positivas 0 y [ y un morfismo de
fibrados 7. Esto permite pensar a la incégnita ¢ de las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos
de tres nuevas incognitas d, v y [. En la seccidn siguiente encontraremos nuevas expresiones de estas

ecuaciones en términos de estas nuevas variables. A
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4.11. Ecuaciones cinéticasy potenciales en las variables (§, v, )

Siguiendo (2.47) y (2.48), para encontrar expresiones de las ecuaciones cinéticas y potenciales en
términos de las variables &, v y [, es preciso describir el fibrado W = Fo~1(W°) = W4 en términos

de dichas variables y del complemento V. Dicha descripcidn se establece en el siguiente Lema:

Lema4.2. Dado ¢ = ¢5 ., se tiene que
W =~_(V). (4.6)

Demostracién. Notemos que v € W siy s6lo si paratodo o € W se tiene que
05.31(0,0) = 0 & 3(py (), py(0)) + 1 (14(0), 74 (0)) = 0 & L (74 (), @) = 0,
y como [ es no degenerada esto ocurre siy s6lo si (ver Observacion 4.2)
Yi(a) =0 a € keryy =~v_(V).
]

Procedamos ahora a reescribir las ecuaciones. En primer lugar, denotemos 9(\) = 1/25(\,\) y
(o) = 1/2l(o,0), las formas cuadraticas asociadas con las formas bilineales § y [. Con esta notacidn,

si v es la forma cuadrética asociada a una forma bilineal ¢ = ¢;5 -1, entonces
v =0opy +loy. 4.7)

Proposicion 4.2. La funcion v satisface las ecuaciones potenciales (2.48) para una forma cuadritica v asociada

a una forma bilineal definida positiva ¢ = ¢s 1 siy solo si v satisface

(dv(q), Fh(v=(A))) = (pv(dh(q)),Fo(N)), VA€V, VqeQ. (4.8)
Demostracién. Tomando «, 8 € T, Q, se sigue de (4.7) que

(8, Foa)) =
d

ds

v(a+sp) = d

3 1(S(pV(oz—&-sB),pV(oz—i—sB))
s=0 S

2

s=0

S0 (a+ 58), 71 (a + 55))

s=0

d
e DOpV(oﬁ—sB)—I-E

Lo (a + s8).
s=0

s=0

En particular, siae =v_(\)con A € V

(8, Fo(v-(N)) = =

= (pv(B), Fo(A)) . 4.9)
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Evaluando la ecuacidn (4.9) para 8 = dh(q),
(dh(q),Fo(y-(N)) = (pv(dh(q)),Fo(A)),  AeV. (4.10)

Observacion 4.5. Vale la pena recordar que Fo : V' — V* es un isomorfismo de fibrados vectoriales. De

hecho, usando los marcos adaptados,

(FO(EM), By — -L|  o(BH 4 sEY) = o — <5ﬁ(Eﬂ),EV> :
ds s=0

de donde concluimos que Fo = 4*. A

Luego, teniendo en cuenta (4.6) y (4.10); v satisface (2.48) siy sélo si cumple (4.8).

Con respecto a las ecuaciones cinéticas, recordemos que si V es una conexién afin (sin torsion)
sobre T*Qy f,g € C*°(T*Q), entonces B(f + g) = Bf + Bg. De este modo, siguiendo (4.7), Bv =

B(d o py) + B(l o~ ). El siguiente lema sera de utilidad en la préxima proposicion.

Lema4.3. Seay € L(V,W) y sean [ una forma bilineal simétrica de W y | su forma cuadritica asociada.
Entonces [recordar (4.5)]
B(loys)(@) =0, Yaer (V).

Demostracién. Tomemos X € Ty(,)@Q y consideremos una curvac: (—¢,¢) — T*Q tal que

q(s) == m(c(s)), c(0) =a=uoq;E", q’(o) =X = X'E;, FC =0,
s
para un sistema de marcos adaptados. Luego,

d
s
d

E s=0
e <
d

ds

(4 (c(s)) = = <

Bllor)(@), )= 5| S

B [ (e(8))a] 1°° (@) 74 (@)
1 - d

+ §7+(04)a ds

[ (a(s)] 7+ (@

s=0

Luego, si v € v_(V), es claro que v () = 0, puesto que 4 o y— = 0 (ver Observacién 4.2). [ |

Proposicion 4.3. La forma cuadritica v satisface las ecuaciones cinéticas (2.47) si y sélo si 0 satisface la ecuacion

(B0 opy)(7-(A), Fh(v-(N))) = (pv (Bh(y-(X))) , Fo(A)),  VAeV. (4.11)
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Demostracién. La demostracion es inmediata utilizando (4.9) para 5 = Bh(v—(A)), el lema anterioryla

Ecuacién (2.47). [ |

Observacidn 4.6. Esimportante observar que la forma bilineal [ no aparece en las ecuaciones (4.8) y (4.11).
Esto dice que las expresiones de las ecuaciones cinéticas y potenciales en términos de las variables ¢, v
y [ se desacoplan de manera tal que [ puede escogerse libremente mientras que 0 y y deben satisfacer

(4.8) y (4.11). A

4.1.2. Expresionesen coordenadas

En esta seccién buscaremos expresiones en coordenadas paralas ecuaciones (4.8) y (4.11). Tomemos
entonces una carta coordenada (U, ¢). Asociado a estas coordenadas tenemos los marcos coordenados
{0/0¢'} en TQ y { dq'} en T*Q. Denotaremos por p y p la matriz de cambio de marcos y su inversa,
respectivamente, es decir

0 0
! .,
e = ek, Ey = pkaTJI’ (4.12)
y sus transpuestas asociadas

d¢' = pLE*,  E'=pj.dq".

Tomemos entonces una curva c : (—e,e) — T*Q tal que

, , , D
c(s) = ci(s)E", c(0) =a=uoqE", q(0)=X=X"E;, D—E =0,
donde ¢(s) := (m o ¢)(s) yq(0) = ¢ := m(«). La Gltima ecuacién dice que la curva c es horizontal

respecto de V y usando los simbolos de Christoffel respecto de los marcos adaptados [ver (1.2)], esto
implica que

cils) = —Ti(a(s))e(s) X7 (a(s)),
donde X es un campo vectorial que extiende a X en un entorno de ¢ = 7(«). Por lo tanto

Boop)(E).X) = | @om)el) = 5 gl (s a(s)en(s)

s=0
, 1 aomw .
= ¢,(0)8" (q)o, + QQMqu(Q)p?(Q)XJau

. 19
= ~Th@aX (@3 (@ + Sou7 (@8 (@) X o,

luego, tomando X = Fh(a) = p*(a), tenemos

1

(B(2 0 pv)(e), Fh(a)) = ST (q)5 (q)

[ollad

a—qk(q)alaual, - I’?ﬂ(q)]ﬁlﬂ(q)é“"(q)a,,alak, (4.13)

donde
HY = p(E', E7).
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Por otra parte
d 1 i
Bh(e). X) = | ble(s) =5 o (6 g(s))es(s)
s=0 5=0
1 OHY
= ~ai—— ()P X' — T (q) o X' (q) s,
2 7 0q
luego
1 oMY o
Bh(a) = <26qk(Q)Pf04iOéj - FZ(Q)H]Z(Q)%%> E,
por lo que

OHY L
pv(Bh(a)) = (; o (q)ﬁﬁaiaj - Fﬁj(q)H]’(q)akai> E*.

Por lo tanto

(v By (@). Py @) = (5 G @b ~ T @ e ) 0 (@a. 618

Juntando las expresiones (4.13) y (4.14), la versién en coordenadas de las ecuaciones cinéticas resulta

OOH
gk

OHY . . .y
(@)oiouoy = [ﬁ,’i G (¢) +2 (F?W(q) -r ik(q)) H’“(q)] M (q)o,0i04.  (4.15)

e
H*(¢)pj (q)
Dado que la conexién que estamos considerando es sin torsion,

(9;0;C

k k _
T g

[y - ] (.16

lo cual refleja que la ecuacién es independiente de la conexién.

Para simplificar aun mds la expresion (4.15), recordemos que o« = y_(A), por lo que a; = Ay

Qstq = —70 Ar. Luego, definiendo
. OH ) N
By = PG +2 (T — T ) 1, (4.17)
Bgu _ Bgu _ ,_YgBEg-‘ra,u _ Bg’S—Fb”YbV + Fyng-i-a,s-&-b%z; (4.18)
y
ATF = (T — IS t0q]) p; (4.19)

podemos escribir

(ATk(q) 0 @) BY ”(q)597(q)> A A, =0,

paratodo (A1,...,\s) € R®. Por lo tanto, las ecuaciones cinéticas se escriben (omitimos el punto de

evaluacion ¢ para simplificar)

oo
Z <A7kak — B5V567-> = O, MUVT = 1, ey Sy (4.20)
(17) !
donde -, , ;) denota suma sobre todas las posibles permutaciones de los indices 1, v, 7.
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En el caso de las ecuaciones potenciales, haciendo un calculo similar al anterior, encontramos

.. oy 1 Ov oh , . _
(7 = B70) 8 5.5 (@) = 55 (@B | Ar = 0
paratodo (A1, ..., As) € R®. Porlo tanto, siguiendo (4.19), las ecuaciones potenciales se escriben

ov oh
Tk k sut =1 4.2
A 7aqk B 7aqkp[t5 - 0’ =L...8 ( ’ 1)

Observacidn 4.7.

1. Lasecuaciones (4.20)y (4.21) constituyen una generalizacién de las ecuaciones (3.12) y (3.15) y son

validas para sistemas con W no necesariamente integrable.

2. Adiferencia del caso regularmente actuado, los nameros Bg‘ ¥ en (4.18) no son simétricos en los
indices yu, v debido a la presencia del término (4.16). Es facil ver que si los marcos E; conmutan
dos a dos (por ejemplo en el caso del marco coordenado), entonces dicho término se anulay Bj”

es efectivamente simétrico en esos indices. En tal caso la suma Z( ) en (4.20) puede hacerse

/"L’V7T

sobre permutaciones ciclicas inicamente.

3. SiWV esintegrable, es posible escoger coordenadas adaptadas a W, i.e. coordenadas en las cuales
W, = span{ dg*t®*}™ . Para este tipo de espacios de actuacién, podemos tomar como comple-
mento local

Vy = span{ dg" Y.

Si ademas consideramos como marcos adaptados a los marcos coordenados asociados a estas
coordenadas, la matriz de cambio de marcos p y su inversa p son ambas la identidad. Luego,
los nimeros (4.18) y (4.19) coinciden con (3.10) y (3.9), respectivamente [ver (4.17)]. De este modo
reobtenemos el caso regularmente actuado.

A

La ventaja de esta generalizacion de las ecuaciones cinéticas y potenciales para sistemas regular-
mente actuados, es que (4.20) y (4.21) son validas en coordenadas arbitrarias y para un subfibrado W
también arbitrario, una vez fijado el complemento V' y el sistema de marcos adaptados E?, que a suvez
pueden elegirse libremente. Por el contrario, en el caso regularmente actuado, las ecuaciones (3.12) y
(3.15) son validas tnicamente en coordenadas que rectifican al subfibrado W, que por lo tanto debe ser
integrable.

Enlaseccién siguiente explotaremos este formalismo para encontrar soluciones locales de las ecua-
ciones cinéticasy potenciales. En primer lugar, encontraremos soluciones de las ecuaciones potenciales
para sistemas con grado actuacion genérico suponiendo que tenemos una solucién de las Ecuaciones
(4.20). Seguidamente, para sistemas 1-subactuados, construiremos también soluciones de (4.20). Si
bien ya vimos en el capitulo anterior que para estos tltimos sistemas es posible dar condiciones nece-

sarias y suficientes para la existencia de soluciones locales definidas positivas (ver Teoremas 3.1y 3.2), el
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objetivo de la préxima seccidn es otro, a saber, dar un procedimiento sistematico para construir solucio-
nes explicitas de las ecuaciones. En particular, mostraremos que en algunos casos es posible encontrar
soluciones por cuadraturas, i.e. soluciones que pueden calcularse computando integrales ordinarias de

funciones conocidas.

4.2. Integracion por cuadraturas de las ecuaciones potenciales: actuacion

arbitraria

Sea (H, W) un sistema Hamltoniano subactuado con H simple WW dado por un subfibrado vectorial
W C T*Q. Siguiendo el formalismo de la seccién anterior, supongamos que V' C T es un subfibra-
dovectorial tal que 7@ = V @& W. Fijemos marcos adaptados a la descomposicién y consideremos las
Ecuaciones (4.8) y (4.11).

Dado que los términos que aparecen en (4.8) son lineales, basta ver que dicha ecuacién se cumple

para cada seccién E*, es decir

(dv(q), Fo(v—(E"))) = (pv(dh(q)),Fo(EY)),  p=1,...,s.
que a su vez se puede escribir
XH(w) = f*H, w=1...,s.

donde
XF =TFh(v-(E")) = p(v-(E")) (4.22)

f* = {pv(dh(q)), Fo(EY)) . (4.23)

Es sencillo ver que los campos X* son linealmente independientes. Luego, si [X*, X”] = 0 para todo
w,v =1,...,s, sabemos que es posible encontrar coordenadas (U, ) que rectifiquen dichos campos
y en tal caso las ecuaciones potenciales se escribirian

ov
— = fK
aq‘u f )

cuya solucion puede ser encontrada calculando integrales ordinarias de funciones relacionadas con la

ecuacion.

Observacion 4.8. Tomando una carta coordenada (U, ), la expresion local de los campos X* es

o .. b
XH = (HIF — TP staqm) j?a—qk, (4.24)

donde H* y 44 son los coeficientes de las representaciones matriciales de p* y  respecto de los marcos

adaptados. En el caso en el cual las coordenadas rectifiquen a los campos X*, tenemos que
(ij _ Hj,s+a75) p;t = 6 (4.25)

donde §+* es simbolo de Kronecker. A
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4.2.1. Eleccién del morfismo

Basindonos en el razonamiento anterior, lo que mostraremos a continuacién es que, dada una car-
ta coordenada (U, ) es posible construir algebraicamente un complemento local V de W, marcos E*
adaptados a la descomposicién y un morfismo v € L(V, W) de manera tal que los campos (4.22) coin-
ciden con los primeros s campos coordenados. Primero tenemos el siguiente resultado que es de facil

demostracidn.

Lema4.4. Sea W C T*Q un subfibrado vectorial de rango my sea ((7, G, ..., (j“)) una carta coordenada de

Q que contiene a §. Entonces existe una matriz invertible constante C'y un abierto § € U C U tal que, definiendo
¢ = C’§', la carta coordenada (U, (¢*,...,q")) cumple

m

Wa = { dq8+a‘<7}a=1

Observacion 4.9. La construccion de las coordenadas (U, (q',... ,q")) del lema anterior se realiza de

manera puramente algebraica a partir de coordenadas locales arbitrarias y utilizando herramientas de

dlgebra lineal. A

Teorema4.1. Sea W C T*Q un subfibrado vectorial de rango my sea (U (gt ..., q”)) una carta coordenada
de Q) como la del Lema 4.4. Entonces existen un subfibrado vectorial V. C T™Q tal que T;Q = V, © W,
para todo g € U, marcos locales sobre U adaptados a esta descomposicion y un morfismo de fibrados vectoriales

~v € L(V, W) tales que [ver (4.22)]
0

XH = —
gt

Demostracién. En primer lugar, denotemos W# = p#(W) C T'Q y tomemos un complemento V¥ C
TQ de W sobre U, i.e. un subfibrado V¥ tal que 7Q = V* @ W sobre U. Dado que p” es un isomor-
fismo de fibrados vectoriales, podemos definir V := p’(V#) y es claro entonces que 7°Q = V @& W
sobre U.

Por otro lado, gracias a las caracteristicas de las coordenadas, es claro que el espacio TW* esta gene-

rado en g por los campos
pﬁ(dq8+“|q), a=1,...,m.
d

Es sencillo ver entonces que el espacio
S
Ag = span § — 4.26
q D { oq" } (4.26)
q u=1

satisface Az N Wg = {0} y por continuidad podemos suponer que

ANWE={0}, VqeU. 4.27)

En base a la descomposicién 7Q = V* @ W¥, cada campo coordenado se escribe
0

_ vV w
Tq“iX“ + X,
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donde XX cViy XZV € W, Sidenotamos py: : TQ — V*ala proyeccién canénica, dado que los
campos 0/0¢" son linealmente independientes basta ver que py:| 4 es inyectivo para concluir que los

campos X /‘f son también linealmente independientes. Pero [ver (4.27)]
ker (pyt]|4) = kerpyr NA = WinA= {0},

. . . V . . .
de donde concluimos que py:|, es inyectivo y que los campos X, son linealmente independientes.

Esto dice que V¥ = span{ X/, ..., XY}, y podemos tomar
0 0
Bt = (XY= p — ) = Y 4.28
P(Xu) = \pve | 5 AP\ agn ) ) (4.28)
como marco local en V. A su vez, podemos extender este marco con un marco local E5*t1, ... E" de
W aun marco de T*Q.

En estas condiciones, podemos definir localmente un morfismo de fibrados vectoriales 5 : V¥ —

W* por sus valores en un marco de V# de la siguiente manera

- 0

A partir de este morfismo, definimos
v=—p" 0Foph 4.30)

Con esta definicién,

=X +5(X)) = “‘/Jraiﬂ_XX:aZw'
|
Observacion 4.10. En particular, tomando V* = A es claro que
0 3}
()
de modo que ¥ = v = 0. A

4.2.2. Condiciones de integrabilidad de las ecuaciones potenciales

Siguiendo la construccién del Teorema 4.1, fijemos un complemento arbitrario V* de W* = p# (W)
y definamos E* por (4.28) y 7y por (4.29) y (4.30). Fijemos también coordenadas (U, ) sobre ). En estas

condiciones, segiin (4.24) y (4.25), las ecuaciones (4.20) se escriben

ny
Z (%(ZT — Bg“’é"") =0, wr,o=1,...,s, (4.31)
(1p,0)
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mientras que (4.21) resulta

(;9;;:]”“, p=1...s, (4.32)
donde [recordar (4.23)]
ft= 5”1)555, (4.33)

Mas aun, si estas condiciones se cumplen, es posible hallar v a menos de cuadraturas.

Supongamos ahora que § es una solucién de las ecuaciones (4.31). Es bien sabido que una condicién

necesaria y suficiente para la existencia de soluciones de (4.32) es

oft of"
= - Vu,v=1,...,s. 4.34
3 = o z (4.34)
Observacion 4.11. Notemos que (4.34) es un nuevo conjunto de PDEs para el tensor § [ver (4.33)] A

Por otro lado, puede mostrarse que si fijamos una condicién de borde sobre el conjunto

S:=pU)N | {(0,...,0)} xR™ |, (4.35)
——

S
entonces existe una tnica solucién de (4.32) cumpliendo tal condicién.

Observacion4.12. Valela penanotar que, en el caso de subactuaciéon 1 (o sea, el caso s = 1), lasecuaciones
(4.34) se reducen a una Gnica ecuacién para p = v = 1, que se cumple trivialmente. Por lo tanto, si
tenemos una solucion § para (4.31), el argumento anterior nos asegura que, al menos para el caso de
sistemas 1-subactuados, existe una solucién de la (inica) ecuacién potencial (como ya habiamos visto
en el Capitulo 3). Mas aun, tal solucién puede encontrarase por cuadraturas, i.e. calculando integrales

ordinarias. Estudiaremos esta estrategia en la Seccién $4.3. A

4.2.3. Condiciones de positividad

Supongamos ahora que (4.34) se cumple y sea v una solucién de (4.32). En estas condiciones, la
funcién v sera definida positiva alrededor de 0 si y s6lo si v tiene un minimo local no degenerado en 0

¥y, COmMO v s suave, tenemos que:
1. 0 debe ser un punto critico de v,
2. la matriz Hessiana de v en 0 debe ser definida positiva.

Veamos como se traducen estas condiciones en términos de A, h y §. Supongamos que 0 es critico para

h,i.e. gradh(0) = 0. Si escogemos v de modo que, sobre el conjunto S [ver Ec. (4.35)], se cumpla
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donde k1, ..., Kk, son constantes, se sigue de (4.32) y de las condiciones de borde que gradv(0) = 0.
Por lo tanto, como exige el punto 1, el término potencial v es critico en 0. Estudiemos ahora la matriz
Hessiana de v en el origen. Notemos que, usando la Ec. (4.32) y le hecho de que h es critico en 0,

afr - x O%h
Hess(v),,(0) = 85;/ (0) = [ v plj@q’“c‘)q”

] (0) = [5’”ﬁlﬁHess(h)ky} (0), V1<puv<s (436

Impongamos ahora la siguiente condicién de borde sobre S:

m
1 my _ a\2
v(0,...,0,s", ..., s )_52(3) , (4.37)
a=1
con £ > 0. Usando esto, tenemos que
M A
Hess(v)(0) = )
At k1,

donde I,,, es la matriz identidad de m x m, la matriz A es de s x m con entradas

i
A o7

= 5ra(0) = [5“715’:Hess(h)k,s+a} 0), Vi<u<s 1<a<m,  (438)

y la matriz M es de s X sy sus entradas estin dadas por [ver Ec. (4.36)]
M,,, = [5“Tp’:Hess(h)k,,] (0) (4.39)

En esta situacién es claro que, si Hess(v)(0) es definida positiva, entonces también lo es M (esto es

consecuencia del Teorema A.1). Veamos ahora que también vale la afirmacién reciproca.
Observacion 4.13. Notemos que tanto A como M estan completamente determinadas por d, h y las coor-

denadas escogidas; de manera que x puede escogerse idependientemente de ellas. A

Proposicion 4.4. Sea v una solucion local de (4.32) cumpliendo la condicién de borde (4.37) y supongamos que la
matriz M, dada por (4.39), es definida positiva. Entonces, existe una constante r tal que Hess(v)(0) es definida

positiva.

Demostracion. Supongamos que M es definida positiva y tomemos (u, W) # O con @ € R*yw € R™.

Entonces
M A| |a
(i1, D) = dMa + 2@ AT + ||
At kI| |t

= ||@||3; + 2T AT + |||

2 - . .
> ||@llgg — 2 @l [|A] |0]] + & |13,

donde || - || denota la norma euclidea en espacio euclideo que corresponda, y || - || es la norma asociada

con M. Si A esla matriz nula, entonces Hess(v)(0) es claramente definida positiva. Supongamos ahora
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que A es no nula. Dado que cualquier norma en un espacio euclideo es equivalente a la norma euclidea,

existe una constante positiva « tal que
[@llpg > e li@ll, Vi eR

La constante « puede calcularse del siguiente modo:

a:||rr|1|in vuMut = )\Ir\;lﬂin, (4.40)
=1
donde \™. es el minimo autovalor de M. Luego,
L (MA L2 . - .
(@, @) | | =2 lal® = 2@l Al @] + & @)
A" kI
_ 22 o ol @]
= a2 (1ar? -z e 150+ 1),
Definiendo 5 = @, tenemos que
M Al [at 12 R )
- ] | g (12, L@l , |
Al RI] | B2 a BB a?
N - S\ 2
202 [ K 1] [l [lall
= 7—1 I
| (7)) () + (-5
Por lo tanto, si escogemos x > 32 (ver la ltima Observacién), i.e.
2
[[A]
K> , (4.41)
o'
se sigue que Hess(v)(0) es definida positiva. |

En otras palabras, la proposicién anterior dice que, si M es una matriz definida positiva, también

lo es Hess(v)(0), siempre que « se tome suficientemente grande.

En conclusidn, si h es critico en 0, M es definida positiva, y ademds se cumple (4.34), con lo cual

existe una solucién local v de (4.32) alrededor de 0, entonces es posible escoger condiciones de borde

tales que v resulta definida positiva alrededor de 0.

4.2.4. Construccion por cuadraturas de soluciones locales

Los pasos desarrollados en las tltimas secciones dan origen a un procedimiento concreto para cons-

truir una solucion local de las ecuaciones potenciales que es definida positiva y ademds es computable

por cuadraturas. Mas precisamente, tenemos el siguiente procedimiento de construccién:

1. tomar coordenadas (U, ¢) como las del Lema 4.4;
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2. escoger un complemento V' de W (o bien Vtde W), marcos adaptados E', ..., E" y un morfis-

mo ~y como los del Teorema 4.1;
3. tomar una solucién § de (4.31);

4, chequear que alrededor de 0 valen las ecuaciones [ver (4.34)]

afu 8fy
== v =1,...,s;

aqu aq;ﬂ wn, v ) 53

donde f* estd dada por (4.33).
5. definir v como®
. . s qt p i1 . s m ran?
U(q,...,Q):zz ; fH0,...,0,t,¢" ... q )dt—l—§Z(q )
p=1 a=1

para alguna constante « [es facil ver que esta expresion integra la Ecuacion (4.32)];
6. verificar que la matriz Ml dada por (4.39) es definida positiva;

7. escoger k de manera que [recordar Ecs. (4.38), (4.40) and (4.41)]

| S X (0500 0)°
K )\M .

min

Dado que la eleccidn de las coordenadas es arbitraria (a menos de una construccién algebraica) y
que la construccién de los objetos mencionados en el punto 2 es también algebraica, concluimos que
el procedimiento anterior permite construir la solucién del punto 5 por cuadraturas. En consecuencia,

hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.2 (Construccidn por cuadraturas de soluciones de las ecuaciones potenciales). Sea (U, ¢)
una carta coordenada como la del Lema 4.4 y escojamos un complemento V, marcos adaptados E*, ... E™ yun
morfismo ~y como los del Teorema 4.1. Fijemos también una solucién 6 de las ecuaciones (4.31). Luego, si
afT  of°
dq°  Oq"’

Vr,o=1,...,s;

entonces existe una solucion local v de (4.32) [y por lo tanto de (4.8)] que puede determinarse explicitamente a
menos cuadraturas (i.e. a menos de primitivas de funciones asociadas a las ecuaciones involucradas). Si ademds la
matriz [ver Ec. (4.39)] Ml es definida positiva, dicha solucién puede escogerse definida positiva alrededor de 0. Mds

aun, la solucion puede construirse siguiendo los pasos del 1 al 7 en el procedimiento de arriba.

*Aqui estamos suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el entorno U es de la forma (—¢1,&1) X - -+ X (—€n, €n) para

ciertos nimeros positivos €1, . . . , €n.
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Observacion 4.14. Un caso que nos interesa particularmente es el de subactuacién 1. En tal caso, el paso
: : L ; M _ gfl/a.1
4 se cumple inmediatamente puesto que 4 = v = 1. Ademas, comoM = A\, = 0f"/Jq (0), el paso

6 consiste en verificar que df*/9q*(0) > 0y el paso 7, a su vez, se reduce a escoger x cumpliendo

n=(0f /0" t0(0))?
0f1/0¢'(0)

A

El procedimiento anterior permite encontrar soluciones de las ecuaciones potenciales siempre que
seamos capaces de hallar una solucién ¢ de las ecuaciones (4.31) que ademds cumpla (4.34). En la seccién
siguiente, utilizando el contexto provisto por el Lema 4.4 y el Teorema 4.1, veremos que para los siste-
mas 1-subactuados esto siempre puede hacerse. Mds aun, veremos que J también puede construirse
por cuadraturas y, por lo tanto, daremos un conjunto de instrucciones completo para hallar soluciones

locales de las ecuaciones cinéticas y potenciales, ambas computables por cuadraturas.

4.3. Soluciones por cuadraturas delas ecuaciones cinéticas para sistemas 1-

subactuados

Supongamos ahora que el sistema (H, W) tiene grado de subactuacién 1, i.e. W estd dado por un
subfibrado W C 7@ de rango m = n — 1. Para simplificar notacion, serd conveniente utilizar la

siguiente escritura para las coordenadas del Lema 4.4:

Escribiremos también
Ya=7 OM=6  pi=p,  Av=4%  y  Bl'=B (4.42)

Supongamos ahora que ya efectuamos los pasos 1y 2 del procedimiento para construir una solucién
de las ecuaciones potenciales descripto en la seccidén anterior y continuemos con el paso 3. En el caso

1-subactuado, (4.31) se reduce a una tinica ecuacién,

09
— =B/
oz ’
que podemos integrar de la siguiente manera:
5(x, ) = P(Felo PN, (443)

donde P es alguna funcién positiva. Por otro lado, como anticipamos en la Observacién 4.14, el paso 4

se cumple automaticamente.
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Luego, siguiendo el paso 5y dado que f* = f! = § (p'Oh/dx + p**Oh/dy"), podemos tomar

@ h h K=
— — [EBrgdr [ =1 ~1+a — R a\2
v P(y)/o elo <p o +p aw) (t,7)dt + 5 E (y*)=. (4.44)

a=1

donde k > 0. Ahora, siguiendo el paso 6 (ver Observacion 4.14), tenemos que verificar que

0%v of!
220 = 570 >0
que en este caso resulta
d%h d%h
P e ~1+a )
0 (p 5.2 TP 8x8ya> (0) >0, (4.45)

donde 0 < Py = P(0,...,0).

Por dltimo, segiin el paso 7, tenemos que escoger la constante « tal que

2
m ~1_0°%h ~14a_0%h
Zb:l <p 8:v8yb er ayaayb

k> Py - — ) (0). (4.46)
<171W +pite amaya)

Antes de enunciar el teorema de construccién de soluciones por cuadraturas para sistemas con

grado de subactuacién 1, estudiaremos la condicién (4.45).

4.3.1. Positividad de las soluciones por cuadraturas para sistemas 1-subactuados

Para analizar con mas cuidado la condicién impuesta sobre el sistema por (4.45), debemos calcular
los néimeros % (0). Para ello, tenemos que encontrar la matriz de cambio de marcos p(0) [ver (4.12)].
Los nimeros p*(0) estan dados en tal caso por la primera columna de dicha matriz.

Para comenzar, usando el Lema 4.4 tenemos que las coordenadas (z, ¥) fijadas cumplen
Wy = span { dy*}"_} .

Luego, es claro que
n—1
Wg = span {pﬁ( dy“)}

a=

o bien usando las entradas de la representacién matricial de p

n—1
4 _ - 1,1+a2 - 1+a,1+bi
Wq = span {H(Q) am + H(Q) aya } :

a=1

Por lo tanto, el espacio (4.26) esta dado en este caso por

0
A= — .
span { o }
Como complemento V# tomaremos

0 0
g _ e a
V —span{X x+Y y“}’
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donde (X,Y") es un vector de funciones. Definiendo una matriz* J como
JH _ )(7 Jl—i—a 1 Ya y J],H—b — H]’1+b,

la condicién V¥ N W# = {0} se cumple si y sélo si det J(§) # 0. Para continuar necesitamos calcular

el generador E' de V en ¢ siguiendo la Ecuacién (4.28). Un célculo sencillo muestra que

(' ) I (X(q) ei’q”“(q‘) - ) ,

M11(J(q)) _ My (H(q))
det J(q) det J(q)

donde M1 (H(q)) es el menor del elemento 11 de la matriz H(g). Luego,

My (H(g)) 0 ar O
E'(q) = mﬂb <X(Q)8x +Y (Q)aya>

_ Mu(H(q)

~ det J(q)
+ YUq) (1 14a(q) dz + Hipa145(7) dy")}
_ Mu(H(9)

~ detJ(q)

+ (XHy 140 + YHi40,140) (9) dyb] . (4.47)

con

J11(q) =

[X((?)(Hn@) dz + Hy 145(q) dy°)

[(XHH + H; 1+aY ) ((j) dz

Dado que
. - (ZD7 M (H)
Yo det H

y como M;1 (H) = M;1(J), se tiene que
XHy; + HLH_GYG =det J,

y por lo tanto
My, (H(q))

det H(q)

para algunos ndmeros 7),. Dado que £%(¢) € Wy para todo a, es claro que podemos escribir la relacién

E(q) = dz + 1, dy”

entre los marcos adaptados y los marcos coordenados en g del siguiente modo:

El((j) %ﬁﬂég) m ... Mpoi dx
EX @) | 0 dy'
2 R T, ol
E™(q) 0 dy"
p(q)

*Esta matriz consiste en la matriz H donde se reemplaza la primera columna por el vector columna (X, Y)*.
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donde 7}, es una matriz invertible de dimensién n — 1. A partir de p(g), no es dificil encontrar que

la primera columna de p(q) estd dada por el vector

det H(q)
M11(H(q))

0

~1+4+a

Luego, es claro que p* 7*(0) = O paratodoay

_ _detH(0)
70 = 3 Eo)

Finalmente, la condicién (4.45) puede escribirse

detH 9%h
b (o) © >

Dado que H es definida positiva, M1 (H) = det H,_; > 0. Luego, como P, det H > 0, la condicién

de positividad se escribe
o
Ox?

Por otro lado, la desigualdad (4.46) se reduce a

m o2h \?
det H szl (8z8yb )
Mll (H) O%h

o2

(0) > 0. (4.48)

k> Py (0). (4.49)

La condicidn (4.48) es valida en cualquier carta coordenada como las del Lema 4.4. En particular, las car-
tas adaptadas a W para sistemas regularmente actuados que introdujimos en el Capitulo 3 son de este
tipo. En dicho capitulo vimos que un sistema 1-subactuado cuya linealizacién en @ es no controlable
cumpliendo (4.48) es tipo 2 (recordar Definicidn 3.2) y que esto es una condicién suficiente para que las
soluciones sean definidas positivas (ver Teorema 3.1 junto con la Observacion que le sigue). Tenemos
entonces el siguiente procedimiento para construir una solucién local definida positiva del conjunto

de ecuaciones cinéticas y potenciales

Teorema 4.3 (Construccién de soluciones por cuadraturas). Sea (H,WW) un sistema Hamiltoniano con
grado de subactuacion 1. Sea & € T;; Q un punto de equilibrio inestable de X 1 y supongamos que el sistema es

tipo 2. Luego, si

1. fijamos coordenadas (U, (x, y)) centradas en G tales que
n—1
Wg= span{ dy“lq} ;
a=1

2. fijamos un complemento local V de W (o bien un complemento V* de W'¥),

92
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3. definimos B! = ,ob (py:(0/0x)) [ver (4.28)], un marco EY*% de W, p como en (4.12), Ay B como en
(4.18), (4.19) y (4.42) [ver (4.17)],

4. fijamos una funcion positiva P,
5. tomamos y definida como en (4.29) y (4.30) y 0 definida como en (4.43),
6. fijamos una constante . cumpliendo (4.49) y
7. tomamos v definida como en (4.44);
las funciones, 9, vy y v resuelven las ecuaciones (4.20) y (4.21).

Vale la pena destacar que el teorema anterior construye las funciones d, v y v a menos de cuadratu-
ras en coordenadas arbitrarias como las del Lema 4.4. En el capitulo siguiente, a diferencia, hallaremos

soluciones en coordenadas especificas que no son computables (necesariamente) por cuadraturas.

4.3.2. Coordenadas que rectifican IV

Supongamos ahora que
n—1
quspan{dya|q} ) VqeU,
a=1

y busquemos el vector (X, Y) para el cual V = span{ dz}. Podemos repetir los cémputos de la seccién

anterior (esta vez validos para todo ¢ € U) para encontrar [recordar (4.47)]

My (H
E' = dl;t(J) (XHyy + Hy146Y®) do + (XHy14p + YHijg145) dy°|

de modo que escogiendo
v = -x (H,!

n—1

1+a,14+b
) H 148

queda
My (H)
E' = d
detH
con lo cual V' = span{ dx}. Veamos ahora qué expresioén adopta el morfismo + definido por (4.29) y

(4.30). Usando los marcos coordenados

M1 (H)
=-—-Hyydz —H dy® d
11 4dx 1,1+a dy" + det H X,
y como
M1 (H)
Hq —
1 detH ’
obtenemos

y(EY) = —Hj 14, B
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En otras palabras, las componentes v, que dan la representaciéon matricial del morfismo ~ respecto
de los marcos adpatados son 7, = —Hj 114. Sin embargo, para poder comparar con las expresiones
para sistemas regularmente actuados, necesitamos las constantes -, relacionadas con la expresion de

~ respecto de los marcos coordenados. Computando

det H

M (H) detH
dz) = = O (E
v(de) Afu(EDW/< detl )= an " E)
det H det H
= B = - S Lyt
My (H) My (H) e
por lo cual, respecto de los marcos coordenados,
det H
P ; A 4,
R VY (450

Esta tltima expresion refleja, en el caso de sistemas regularmente actuados, por qué la construccién
de la seccién anterior es ttil. En efecto, recordando la expresién del vector A para estos sistemas [ver

(3.19)] y usando (4.50), vemos que

det H det H det H
Ak _ Hlk + Hk,lJra H o= Hlk + 5]@ _ Hk,lJraH _ 514: ’
My (H) V' (% 1”Mnm) 1 My (H)
de modo que la ecuacién cinética (3.20) se escribe
detH 06
2 _Bs=0,
MH (H) 8q1
o bien 55 )
My (H
—=—""DB§¢
oqt det H ’

mientras que las ecuaciones potenciales (3.21)

detH Ov oh

M) g ogt "

o bien

o0 _ M) on
d¢t detH 9q'

Vale la pena enfatizar que el formalismo desarrollado en este capitulo difiere sustancialmente del
caso regularmente actuado. Las soluciones que se construyen con el Teorema 4.3 son computables a
partir de coordenadas locales arbitrarias alrededor de g, realizando manipulaciones estrictamente al-
gebraicas con la excepcion de las integrales primeras de (4.43) y (4.44). En el caso regularmente actuado,
si bien podrian haberse escogido las constantes v como en (4.50) y simplificar las ecuaciones (3.20) y
(3.21) como acabamos de mostrar, aun faltaria dar una prescripcion de cémo encontrar las coordenadas
adaptadas a W. Dicho problema constituye un sistema de ecuaciones diferenciales ordinariasy si bien
es sabido que dicho sistema tiene solucién, podria no ser computable por cuadraturas.

Por tltimo, el analisis que hemos presentado muestra ser satisfactorio para sistemas subactuados

tipo 2, dejando fuera los de tipo 1. En el capitulo que viene desarrollaremos otro formalismo para hallar
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soluciones explicitas de sistemas regularmente 1-subactuados que presentan una simetria ante la accion
de un grupo de Lie. Dicho formalismo se podra aplicar también a sistemas tipo 1, como el ejemplo el

péndulo doble invertido tratado al final del Capitulo siguiente.
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==, CAPITULO5

SOLUCIONES EXPLICITAS PARA SISTEMAS

1-SUBACTUADOS CON SIMETRIA

L objetivo de este capitulo es presentar un procedimiento alternativo de construccién explicita
de soluciones para las ecuaciones cinéticas y potenciales. En el capitulo anterior presentamos
dos procedimientos para construir soluciones explicitas de dichas ecuaciones, que ademas

son computables por cuadraturas. El primero construye una solucién de las ecuaciones potenciales para
sistemas con grado de subactuacién arbitrario a partir de una solucién de las ecuaciones cinéticas que
satisfacen una condicién de integrabilidad. El segundo completa dicho procedimiento, construyendo
una solucidén de las ecuaciones cinéticas para el caso 1-subactuado. También probamos, en este tltimo
caso, que la condicién necesaria y suficiente para que tales soluciones sean definidas positivas, es que
el sistema sea tipo 2.

En este capitulo desarrollaremos un procedimiento que es también aplicable al caso de sistemas
tipo 1. Para ello, supondremos que los sistemas considerados presentan una simetria frente a la accién
de un grupo de Lie G que precisaremos mas adelante.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En primer lugar, suponiendo que contamos con
una solucion de las ecuaciones cinéticas, trabajaremos con las ecuaciones potenciales para un sistema
subactuado arbitrario. Suponiendo que cierto subfibrado vectorial de 7% es integrable, encontrare-
mos condiciones de integrabilidad que aseguran la existencia de soluciones locales de estas ecuaciones
en las coordenadas que rectifican dicho subfibrado. Mas aun, estas soluciones podran ser calculadas
computando integrales ordinarias en esas coordenadas. Ademas, podremos imitar el andlisis de la posi-
tividad de las soluciones que realizamos en la Seccidn $4.2.3. Al final condensamos estos resultados en
un procedimiento para construir soluciones.

En segundo lugar, trabajamos con sistemas 1-subactuados que presentan una simetria frente a la
accion de un grupo de Lie. Para estos sistemas, demostramos que existen coordenadas en las cuales el

término cinético del Hamiltoniano depende de una tnica coordenada, lo que nos permite hallar solu-
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ciones de las ecuaciones cinéticas con las mismas caracteristicas, i.e. que dependen Gnicamente de esa
coordenada. Seguidamente, mostramos que es posible combinar estos resultados con el procedimien-
to mencionado en el parrafo anterior para dar un conjunto completo de instrucciones para construir
soluciones explicitas de las ecuaciones cinéticas y potenciales. En particular, mostramos un cambio de
coordenadas especifico que vincula ambas construcciones y hace posible esta combinacién.

Por tltimo, ilustramos estos resultados con un ejemplo, donde puede verse que no es necesario
que el sistema sea tipo 2 para que la construccién tenga éxito. De hecho, probaremos que basta que se
cumplan las condiciones de positividad enunciadas en los Lemas 3.1y 3.2 para que las soluciones sean
definidas positivas. En ese sentido, estos resultados son aplicables a una familia de sistemas no incluida

en los sistemas trabajados en el Capitulo 4.

5.1. Solucionesexplicitasdelasecuaciones potenciales parauna clase de sis-

temas m-subactuados

Alo largo de esta seccidn, consideraremos que (H, W) es un sistema subactuado con H simple y
W dado por un subfibrado W de T*() de rango m. Recordemos que, como vimos en el Capitulo 2, las

ecuaciones potenciales estin dadas intrinsecamente por la ecuacién (2.48), i.e.
(dv (7 (0)),Fh (o)) — (dh (7w (0)),Fo (o)) =0, VoeW,

donde H = h+homV =v4+voryW = Fo }(W°). Recordemos también que los términos

cinéticos de H y V estan dados por dos métricas Riemannianas, respectivamente py ¢, i.e.

1

(o) = 5 (0. f@) v o) =5 (o 6H@).

En esta seccién supondremos conocida una solucién v de las ecuaciones cinéticas (2.47), de modo que

nuestra Unica incognita es v.

5.1.1. Unaexpresion alternativa de las ecuaciones potenciales

Dado que los tensores p y ¢ son simétricos, las ecuaciones potenciales (2.48) pueden escribirse
(o, Fh[dv(q)] — Fo[dh(¢)]) =0, VaeW, G.1)

le.
Fp[duv(q)] — Fo[dh(q)] € W,

donde ¢ = m(«). Luego, definiendo

U= Fh'oFo
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y teniendo en cuenta que W° = Fo (W), se sigue que (5.1) puede reescribirse como
dv—W¥odhe U (W),

o0 equivalentemente

(dv = o dh)| gy = 0. (5.2)

5.1.2. Condiciones de integrabilidad local

Continuando con nuestro analisis, supongamos que el subfibrado ¥ (W) es integrable alrededor
de ¢ € Q. En tal caso, podemos escoger una carta coordenada local (U, ) de () centrada en ¢ tal que
U (W) = span { dg**!, ..., dg"} (recordemos que s = n—m). Aligual que en los capitulos anteriores,
identificaremos las funciones v y h con sus representantes en coordenadas locales. Con esta convencién
y usando las coordendas que introdujimos recién, podemos escribir la Ec. (5.2) como

ov oh

Lk
g Vg MES

(5.3)

De manera similar a lo que presentamos en la Seccién §4.2.2, las condiciones necesarias y suficien-

tes para integrar esta ecuacion son

B oh B oh
2 (m, vk ) = (g, vk 22 4
3q“< v 3q’“> 8q”< iV gk )’ G4

para todo i, v < s, yaligual que antes, en tal caso la solucién puede computarse por cuadraturas. Por

supuesto, esta condicién es un nuevo conjunto de PDEs que debe satisfacer nuestra solucién V.

Observacion 5.1. Sibien es cierto que las soluciones de (5.3) pueden calcularse por medio de cuadraturas
siy sdlo si se cumplen las Ecuaciones (5.4), esto no nos permite asegurar que podemos encontrar solu-
ciones de las ecuaciones potenciales por medio de cuadraturas, puesto que primero deberiamos hallar
las coordenadas (U, ¢) mencionadas al comienzo de la seccién, que a su vez implica resolver un siste-
ma de ODE. Sin embargo, veremos que para sistemas 1-subactuados con simetria esto siempre puede

hacerse. A

Vale la pena notar que (5.4) puede expresarse independientemente de coordenadas por la siguiente
condicién
d (\P o dh)|\I/(W)O =0. (5.5)

Por otra parte, si fijamos una condicién de borde sobre el conjunto

S:=pU)n | {(0,...,00} xR™ | | (5.6)

S

sabemos que solo existe un tnica soluciéon cumpliendo (5.3).

Sis = 1, i.e. para grado de subactuacién 1, el subfibrado ¥ (W) es siempre integrable por ra-

zones dimensionales. Ademds, la condicién (5.4) se reduce a una tnica condicién para p = v = 1,
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

que se cumple inmediatamente. Por lo tanto, si hallamos una solucién v de las ecuaciones cinéticas, el
argumento anterior nos asegura que, para sistemas 1-subactuados, existe una solucién para la tinica
ecuacion potencial, como es bien sabido (ver Capitulo 3). Mas aun, en una carta coordenada apropiada,

las soluciones pueden ser calculadas resolviendo integrales primeras.

En cualquier caso, podemos concluir que si ¥ (V) es integrable y se cumple (5.5), entonces (5.2), 0

equivalentemente las ecuaciones potenciales (2.48), tienen una solucién local.

5.1.3. Condiciones de positividad para las soluciones de las ecuaciones potenciales

Supongamos ahora que se cumple la Ecuacién (5.4) y sea v una solucién de (5.3). Entonces, es claro
que v es definida positiva alrededor de 0 si y sdlo si v tiene un minimo local no degenerado en 0y, como

v es una funcién suave, esto se cumple siy sdlo si:
1. 0 esun punto criticode vy
2. la matriz Hessiana de v en 0, es definida positiva.

Fijemos el valor de v sobre el conjunto S [ver Ec. (5.6)] de modo que

v(0,...,0,s', ..., s™) = x Z (s“)z, (5.7)

a=1
con k > 0 constante, se sigue de (5.3) y de esta condicién de borde que dv/dv*(0) = 0 para todo
i =1,...,n.Luego, 0 resulta critico para v. Estudiemos ahora la matriz Hessiana de v en 0. Notemos

que, usando la Ec. (5.3) y el hecho de que & es critico en O,

2
Hess(v),u,(0) = <HM yik aqi ;qy) (0) = (HM Vi Hess(h)k,,> 0), Yuv<s (8

Luego, es claro que
N B

Hess(v)(0) = B Al

)

donde I es la matriz identidad de m x m, B es la matriz de s x m con entradas
B, = <Hul ik Hess(h)k75+a) (0), Viu<s, a<m, (5.9)
yNesde s x s con entradas [recordar (5.8)]
Ny, = <Hul yik Hess(h)kl,) (0).
En esta situacion, tenemos la siguiente proposicién

Proposicion 5.1. Dada una solucién local v de (5.3) cumpliendo la condicién de borde (5.7), supongamos que la
matriz N, dada por (5.8), es definida positiva. Entonces, existe una constante  tal que Hess(v)(0) es definida

positiva.
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La demostracién es la misma que escribimos para la Proposicién 4.4 cambiando M por Ny A por

B, y puede verse que en este caso basta tomar « tal que
2
B
K> N ) (5.10)
min

donde AN, es el minimo autovalor de la matriz B.

min

Dado que g es un punto critico del término potencial h, entonces podemos encontrar una expresion
intrinseca para la matriz N. Esto se debe a que, en estas condiciones, el tensor Hessiano covariante de h,
dado por

Hess(h) = VVh,

siendo V la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica Riemanniana p, tiene por representacion

matricial en ¢ a la matriz Hessiana de h. Mas especificamente, Hess(h) € T'(T*Q ® T*Q) y
Hess(h)(X,Y)(q) = X(Yh)(q) = (dh, (VxY)) (),

paratodo X,Y € X(Q). Luego, dado que g es critico para h, el segundo término se anulay

Ph
5wiggs DY (D)

Hess(h)(X,Y)(q) = X(q)

que es la expresion conocida de la matriz Hessiana de una funcién. De todo esto, es facil ver que N es

la representacién local en ¢ de la forma bilineal

N = Hess(h) o (FooFh~! x idpg) (5.11)

‘q/(wf :

Para terminar este seccién notemos que, si 1 es definida positiva en g, y si existe una solucién local
vde (5.2) alrededor de g, entonces puede escogerse una condicién de borde tal que v es definida positiva
alrededor de q.

5.1.4. Construccion de soluciones explicitas de las ecuaciones potenciales

Teniendo en cuenta el argumento de las secciones anteriores, tenemos el siguiente teorema de

construccién de soluciones para las ecuaciones potenciales.

Teorema5.1. Sean v una solucién de las ecuaciones cinéticas y sea U = Fh~' o Fo. Si en un entorno de G
a. el subfibrado W (W) es integrable y
b. d (Vo dh) |\IJ(W)° =0,

entonces existe una solucién local v de (2.48). Si ademds

c. la forma bilineal [ver Ec. (5.11)] N es definida positiva en g,
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entonces existe una solucion local v (2.48) que es definida positiva alrededor de q.

Mas aun, el desarrollo de las tltimas secciones da origen a un procedimiento concreto para cons-
truir soluciones explicitas definidas positivas alrededor de g de las ecuaciones potenciales, una vez
halladas coordenadas que rectifiquen el subfibrado ¥ (). Mds precisamente, debemos seguir las si-

guientes instrucciones:

1. comprobar que ¥ (W) es integrable alrededor de g;

2. hallar coordenadas (¢, ..., ¢") centradas en g tales que ¥ (W) = span { d¢°**, ..., dg" };

oh

3. en dichas coordenadas, definir funciones u,, = H,; ik Bq°

parau=1,...,s;

4. verificar que alrededor del origen g};;{ = gz,‘j para todo u, v < s [ver Ec. (5.4)];

5. definir v como
m

s gt o
U(qla-"vqn) = Z/(; uu(07.“70,t’q“+1’.",qn) dt + 2 Z (qs+a)2
pn=1

a=1

para alguna constante x;
6. chequear que la matriz N [recordar Ec. (5.8)] es definida positiva;

7. escoger k de manera tal que [recordar Egs. (5.9) y (5.10)]

Sy Sy (O, /0g*+(0))
K > /\N .

min

Observacion 5.2. En el caso de subactuacién 1, los pasos 1y 4 no son necesarios puesto que las condicio-
N

min —

nes de integrabilidad a las que refieren se cumplen automdticamente. Ademds, dado que N = A

Ou1/0q'(0), el paso 6 consiste en chequear que du;/9q' (0) > 0y el paso 7 se reduce a escoger r tal

que
n—1 1+b 2
Ouy /0 0
5 2zt (01/0477(0)) (5.12)
Ou1/0q"(0)
Por lo tanto, existe solucién definida positiva alrededor de 0 si Ju; /dq'(0) > 0. A

Tal y como comentamos al comienzo del Capitulo 4, la idea de estudiar las ecuaciones potencia-
les suponiendo que tenemos una solucién de las ecuaciones cinéticas aparece también en la Referencia
[30], donde dicha idea selleva a cabo para las condiciones de matching del energy shaping. En la misma,
el autor encuentra condiciones de integrabilidad para las condiciones de matching potenciales usan-
do la teoria de integrabilidad de Goldschmidt (ver [17]). Luego, si estas condiciones se cumplen y si los
objetos involucrados son de clase C¥, se concluye que existe solucién de las ecuaciones. Sin embargo,
no se estudia la positividad de las mismas. En nuestro caso, en cambio, si bien las condiciones de in-
tegrabilidad son muy similares a las de [30], el analisis es valido en la categoria C'*°. Mas aun, damos
condiciones necesarias y suficientes para que la solucion sea definida positiva y, ademds, mostramos

como construir la solucién calculando integrales ordinarias en un sistema de coordenadas apropiado.
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5.2. Sistemas 1-subactuados con simetria

En esta seccidén nos concetraremos en sistemas con grado de subactuacién 1 que son “invariantes”
frente ala accién de un grupo de Lie G de dimensién n — 1 (en un sentido que sera precisado mas ade-
lante). Vamos a probar que, bajo ciertas hipdtesis, es posible encontrar coordenadas para () tales que la
expresion coordenada del término cinético de la funcion Hamiltonianana H depende tinicamente de
una de las coordenadas. Esto nos permitird construir soluciones explicitas de las ecuaciones cinéticas
y, junto con el procedimiento para construir soluciones de las ecuaciones potenciales presentado en la
seccién anterior, tendremos un conjunto de instrucciones completo para construir soluciones explici-
tas de ambas ecuaciones.

Dado que la simetria cumplird un rol fundamental en lo que resta del capitulo, haremos ahora una
breve introduccién de algunas herramientas y estableceremos la notacién que usaremos en las siguien-

tes secciones.

5.2.1. Acciones de Grupos de Lie e invariancia

Si G es un grupo de Lie actuando sobre una variedad suave (), denotaremos por © : G X Q — @
a la aplicacién accién y escribiremos ©(g, q) = ¢ - ¢ para simplificar la notacién. Sig € Gyq € Q,

definamos ademads las siguientes aplicaciones asociadas a ©:

01:G—-Q/0g)=g-q,
@giQ%Q/@g<Q):g'Q7
éIGXQ—)QXQ/é(Q7q):(Q7g'q>'

Diremos que © es libre si ©9 es inyectiva para todo ¢ € Q y que es propia si © es una aplicacién propia
(en el sentido de que preimagenes de conjuntos compactos son compactos). Si g € (), la érbita de g es
elconjunto G - q:={g-q € Q : g € G}. Es posible mostrar que, si © es libre y propia, entonces G - g
es una subvariedad regular de @ (con ©7 un embedding) para todo ¢ € Q.

Denotaremos por L, : G — G alatraslacién aizquierda por un elemento g € G, i.e. Ly(h) = g-h.
Diremos que un campo vectorial X € X(G) es invariante aizquierda si L, (X (h)) = X (g - h), para
todo g, h € G. El conjunto de todos los campos ivariantes a izquierda serd denotado Lie(G) C X(G).
Consideremos ahoran € Lie(G) no nulo. El generador infinitesimal (o campo vectorial fundamental)

de 7 se define como
nq(q) := O, (n(e))

donde e € G es el elemento neutro del grupo. Observemos que, si {7;(e) } es unabase de T, G, entonces
{n,0(q)} esunabase de T, (G - q).
Dados X € X(Q)yw € Q°(Q), diremos que son G-invariantes si

O4:(X(q) =X(g-9) v Oy-(w(q) =wlg-q),
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paratodo g € Gyq € Q.Dada una 2-forma p, diremos que su forma cuadratica asociada es G-
invariante si sélo si p lo es.
Una distribucién A (resp. codistribution Y) es G-invariante si para cada campo vectorial X C A
(resp. cada forma diferencial w C X)) tenemos ©4, X C A (resp. @;,1w C Y) paratodog € G.
Supongamos ahora que G es un grupo abeliano y consideremos una curva integral 7" de  pasando
poreent = 0. Entonces,
Y49 = 070" (5.13)

es una curva integral de 7¢. En efecto, tenemos
74°(0) =07 (y"(0)) = ©%(e) =e-q=¢
y usando la invariancia a izquierda de n

519(8) = OL o (17 (0) = O, ) (Lynaree (1(€)) = (67 L) . (n(e) . (G.14)
Pero, como G es abeliano, paratodo g, h € Gyq € Q
©%0 Ly(h) = ©%gh) = gh-q=hg-q=h-(g-q) = ©7(h),
de manera que
09, Longy = oV"(t)-q

Insertando esto en (5.14) obtenemos

322(t) = 2. (n(e)) = ng (a2 (1)),

lo que confirma que 7, = ©7 o 4" es una curva integral de 1g padando por q.

5.2.2. Cartas coordenadas GG-adaptadas

El objetivo de esta seccidén es encontrar un sistema de coordenadas conveniente para construir una
solucion de las ecuaciones cinéticas (2.47). Para ello, usaremos el hecho de que, sila acciéon es libre y pro-
pia, entonces podemos escoger una subvariedad S C @, transversal a cada 6rbita, tal que el espacio de
configuraciones es localmente difeomorfo, via ©, a una variedad producto. Enunciamos con precision

esta afirmacién en el siguiente teorema.

Teorema 5.2 (Estructura local de producto). Sean Q) una variedad de dimension (m+ k) y G un grupo de Lie
de dimension k que actiia de manera libre y propia sobre Q. Entonces, pava cada p € Q) existe una subvariedad
S C Q de deimension m que contiene a p tal que la vestriccion de la accion x = O g es un difeomorfismo local

alrededor de (e, p).

Para una demostracion de este resultado puede consultarse, por ejemplo, la Referencia [29]. Este
teorema nos provee una poderosa herramienta para construir campos vecotriales y formas diferencia-
les G-invariantes. El siguiente lema muestra como esta idea puede usarse para describir codistribucio-

nes G-invariantes.
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5.2. Sistemas 1-subactuados con simetria

Lema5.1. Sean Q y G como en el Teorema 5.2 y sea W una codistribucion regular de rango k sobre Q) que es
G-invariante. Entonces, para cada p € () existe un entorno abierto U de p y formas diferenciales G-invariantes
&eQ(U),i=1,...,k tales que W, = span {@-(q)}f:l paratodoq € U.

Demostracién. Dado que W es regular, existe un entorno abierto U de p tal que W, = span {wi(q)}f’:1
para alguna familia {wi}le de formas diferenciales y paratodo ¢ € U.Achicando U (de ser necesario),
el Teorema 5.2 dice que existe una subvariedad S C U de dimensién m tal que x = ©|;, g es un

difeomorfismo sobre U. Definamos ahora, paratodo ¢ € U,

i(q) =051 (wild), Yi=1,...,k,

donde (g,¢") = x '(q) € G x S. Es sencillo ver que estas aplicaciones definen formas diferenciales
suaves no nulas sobre U y que son G-invariantes por construccién. Notemos que si ¢ € S, entonces
g=¢€4¢ =qy&l(q) = wi(q), porloque {fi(q)}le es un conjunto generador de W, paracadag € S.
Mads aun, dado que ©7 1 esun isomorfismo de espacios vectoriales, aplica conjuntos linealmente in-
dependientes en conjuntos linealmente independientes, de manera que el conjunto {fi(q)}le genera
un subespacio vectorial de 77() de dimensién k para todo ¢ € U. Pero, dado que W' es G-invariante y
de dimensién £, resulta de hecho que span {{i(q)}le = W, paratodo ¢ € U, que eralo que se queria

probar. [

De ahora en adelante supondremos que el sistema (H, V) tiene funcién Hamiltoniana simple con
término cinético b y que W estd dado por un subfibrado lineal W de 7. También supondremos que
G es un grupo de Lie abeliano que acttia de manera libre y propia sobre () via una accién ©.

Enlo que sigue vamos a necesitar una nocion particular de G-invariancia para este tipo de sistemas.

Definicion 5.1. Diremos que (H, V) es cinético G-invariante si la funcién b y la codistribuciéon W son

G-1nvariantes.

Notemos que, si la forma cuadratica h es G-invariante, entonces su métrica Riemanniana asociada

p es también G-invariante, es decir, paratodog € Qyg € G,
p (Ogxv, Ogw) = p (v, w), Vo, w e T,Q. (5.15)

Supongamos ademds que G tiene dimensién (n — 1) y que W tiene rango también n — 1. Este es
el tipo de sistemas subactuados que consideraremos de aqui en adelante. Queremos encontrar coorde-
nadas en las cuales p dependa tnicamente de una coordenada. La siguiente proposicién muestra que

esto es posible bajo una hipétesis adicional.

Proposicion 5.2 (Coordenadas G-adaptadas). Sea G un grupo de Lie de dimension (n — 1) actuando de
manera libre y propia sobre una variedad suave () de dimensién n, y sea (H, W) un sistema 1-subactuado que es

cinético G-invariante. Supongamos que la distribucion

Ay =W, +Ty(G-q), qeQ, (5.16)
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

tiene rango mdximo en q € Q. Entonces, existe una carta coordenada (U, o = (z,y',...,y" 1)) centrada en
n—1

y tal que las funciones coordenadas de la métrica H;,
a

q tal que, para todoq € U, W, = sp(m{ dya|q} 1

dependen unicamente de la coordenada x.

Demostracion. Dado que A tiene rango maximo en g, es localmente un subfibrado vectorial de Q). Més

aun, como dim W, = 1 para todo ¢, debe suceder que
Wi NTy(G-q) = {0} (5.17)

en un entorno V' de . Notemos que la G-invariancia de W implica que W° es G-invariante también.
Entonces, imitando la construccién del Lema 5.1, es facil ver que existe un campo vectorial no nulo y
G-invariante {’ definido en un abierto IV que contiene a g tal que Wy = span {¢'(q)} paratodog € N.

Sea {14 }"— un sistema de n — 1 generadores infinitesimales linealmente independientes. Ob-
servemos que, dado que G es abeliano, todo generador infinitesimal es G-invariante. Como es bien
sabido que los campos G-invariantes conmutan con todos los generadores infinitesimales, es claro
que [7Qa;Ngs] = 0 paratodoa,b = 1,...,n — 1. Gracias a la Ec. (5.17), es claro que el conjunto
{¢,ng1,...,ngn-1} también es linealmente independiente sobre N N V'y, como &’ es G-invariante,
tenemos que [¢, 1gq] = 0sobre NNV paracadaa = 1,...,n— 1. En particular, tenemos un conjunto
de n campos vectoriales linealmente independientes que conmutan entre si. En consecuencia, existe
una carta coordenada (U, ¢) centradaen gcon U C N NV ytal que

Va=1,...,n—1.

0 0
— and «= =,
nQ aya

, p—
¢ ox
Finalmente, paratodo g € U,

° n—1
:spcm{ dy“\q} ,
a=1

o 0
Wy = (W])° = span {f'(q)} = span { o

q
como queriamos.

Para completar la demostracién, vamos a mostrar que la métrica p depende tiinicamente de la coor-
denada z. Sean H;; € C*°(U) las funciones dadas por
0

Hz‘j(Q):P<aqi )

0 0 0 0

R T
Notemos que, gracias a la G-invariancia de p [ver (5.15)] y la invariancia de los campos vectoriales

9
q’ aq]

donde

0 o)
oz Y 9y
0 0 0 0
G | g.q 00 |gq dq |, 0’|,
0 0
- 2 ) = (). (5.18)
p (aql . aq] q) ](Q)
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5.3. Soluciones explicitas para sistemas con simetria

Calculemos ahora
d

= | B0 ), (5.19)

t=0

nq(Hij)(q)

donde 7 es un generador infinitesimal y v, (¢) es una curva integral de 7 tal que v, (0) = ¢. Enel

caso en que 7g = 7)Qq, esta funcion es la derivada de H; respecto de y®. Usando la Ec. (5.13) en (5.19),

hallamos
d d d
moy)@) = § BiO'0'0) = G| B0 = g By@=0 620
donde hemos usado (5.18). [ ]

Dado un sistema 1-subactuado cinético G-invariante (H, V) cumpliendo las hipétesis de la Pro-
posicién 5.2, diremos que las coordenadas construidas en la demostracién anterior son coordenadas
(G-adaptadas. Usando estas coordenadas, el hecho de que las entradas de H dependen tGnicamente de
la coordenada x serd extremadamente ttil en la préxima seccién, donde encontraremos soluciones ex-

plicitas del conjunto de ecuaciones cinéticas y potenciales.

Observacion 5.3. Notemos que las coordenadas G-adaptadas son también coordenadas adaptadasa W
(recordar Definicidn 3.1). Esto nos permite usar el cambio de variables dependientes mostrado en el
Capitulo 3 a las nuevas variables §, v y [ y por lo tanto podemos optar por resolver las ecuaciones (3.20)

en lugar de (2.47) para hallar soluciones de las ecuaciones cinéticas. A

5.3. Soluciones explicitas para sistemas con simetria

En esta seccidn, en el contexto de sistemas 1-subactuados cinético G-invariantes, vamos a combi-
nar los resultados dela seccién anterior para construir soluciones explicitas de las ecuaciones cinéticas,
y el procedimiento descripto en la Seccién §5.1.4 para hallar soluciones explicitas de las ecuaciones po-
tenciales. De aqui en adelante, supondremos que tenemos un sistema subactuado (H, W) cumpliendo

las hipétesis de la Proposicién 5.2.

5.3.1. Soluciones de las ecuaciones cinéticas

Consideremos la Ginica ecuacién cinética (3.20) en una carta coordenada G-adaptada (ver la Propo-
sicién 5.2y la Observacién 5.3) (U, ¢ = (z,y',...,y"!)). Recordemos que, en estas coordenadas, la
codistribucién W estd generada por las formas diferenciales coordenadas dy“.

Dado que las entradas de la métrica H no dependen de las coordenadas y* [ver Ec. (5.20)], podemos
buscar soluciones (4, ) de (3.20) que s6lo dependan de la coordenada z. Con esto en mente, podemos

escribir nuestra ecuacién como

(HH _ H1’1+b7b> 5, = B6,
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

donde B = H}! — 2HL by + 4 HET 110, [recordar la Ec. (3.18)]. Podemos integrar esta dltima

ecuacion en un entorno de x = 0 para obtener

_ * B(t)
d(z) = P exp </0 T (7) — HL (8 () dt), (5.21)

donde P es una constante positiva. Claramente, es necesario pedir que (0) cumpla la condicién

H' (0) — H"#2(0)7,(0) # 0.

Observacion 5.4. Valela pena decir que siempre es posible fijar el valor de y en z = 0 para que esta Gltima

ecuacién se cumpla. En efecto, si H'+%(0) = O paratodob = 1,...,n — 1,la condicién se reduce a
H'(0) # 0,

que siempre se cumple puesto que H es definida positiva. Por otro lado, si existe by tal que H»! %0 (0) #
0
H'Y(0) = 325y HY(0)7(0)
0 (0) # TGy

A

En conclusién, dado un sistema 1-subactuado cinético G-invariante (H, W) (cuya distribucién A -
ver Ec. (5.16)- tenga rango maximo en @), para encontrar una solucion V = V (z) dela ecuacién cinética

(3.20), podemos proceder de la siguiente manera:
i. encontrar coordenadas G-adaptadas (z,y*,...,y"!);
ii. fijar n — 1 funciones 7, () tales que
HM (0) — HY(0),(0) # 0, (5.22)
y definir [ver (3.13)]

VH(JU) =d(z) + 'ya(:l:)5“b’yb(az), VI’H“(az) = V1+“’1(a:) = 5ab’yz,(a:)

y V1+a’1+b($) — 5ab

donde 5% es el simbolo de Kronecker y d esta dada por (5.21) para alguna constante positiva P.
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5.3.2. Soluciones de las ecuaciones potenciales

Ahora, partiendo de las soluciones construidas en la seccién anterior, vamos a aplicar el procedi-
miento que desarrollamos en la Seccién §5.1 para encontrar una solucién local v de la ecuacién poten-
cial.

Consideremos entonces las coordenadas G-adaptadas (:c, Y. y"‘l) de la Proposicién 5.2. Re-
cordemos que, en virtud de la Observacidn 5.2, no es necesario efectuar los pasos 1y 4 de nuestro pro-

cedimiento. Llevemos a cabo el paso 2. Para comenzar, observemos que
n—1
Y(W) = span{¥(dy")}q_; -

Escribamos ahora las formas diferenciales W ( dy®) en términos de las formas diferenciales coordena-

das dx, dy’, i.e. encontremos funciones a® y 3¢ tales que
U(dy") = a®dz + B¢ dy’.
Calculando,
ol — <\Il(dy“), aax> = Hy,VP1+e = Hy Viite 4 |, Vithite

= H116%y + Hy 116" = (Hy1yp + Hy14p) 02,

0 .
Bl()l = <\IJ( dya)a 8yb> = H1+b,jVJ’1+a = H1+b,1V1’1+a + H1+b71+CV1+C’1+a
= H116"ve + Hy 1460% = (H1 146Ye + Hige,146) 6%
Luego, definiendo

Qe = Vet 146 + Hite 140, (5.23)

tenemos
\I/( dyc) = 5Cb (Hll')/b + H1,1+b) dx + (5Cbed dyd.

Observacion 5.5. Vale la pena notar que podemos escoger los valores de las constantes 7;,(0) de manera
tal que Q sea una matriz invertible en 0. Para mostrar esto, consideremos el determinante de Q(0)
como un polinomio en las variables v, (0). Si det Q(0) fuese el polinomio constante, entonces seria no
nulo pues, tomando 7,(0) = 0 paratodo b, obtenemos Q(0) ., = Hj . 144(0), que es invertible. Si, por

otra parte, det Q(0) no es un polinomio constante, entonces existe algiin término no nulo

AMa, (0) .. .74, (0)

y podemos tomar 7y,, (0) ...7,,_,(0) # 0y fijar los nimeros restantes v,(0) con a # a; de manera

arbitraria. Para esta eleccidn, el determinante resultante det Q(0) es un polinomio no constante de
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

grado a lo sumo n — 1 en la variable v,,(0), y por lo tanto existen a lo sumo n — 1 valores distintos
21, ..., 2p—1 de v, (0) paralos cuales det Q(0) = 0y es suficiente tomar |y, (0)| > méx |z,|. De esta

forma, podemos considerar que Q es invertible alrededor de 0. A
Supongamos entonces de ahora en adelante que Q es invertible alrededor de 0 [ver (5.23) y la Ob-
servacion 5.5]. Bajo esta hipédtesis, podemos considerar las formas diferenciales £ dadas por

£ = Q8,¥(dy®) = Q™ (Hyry + Hy14p) do + dy”

que generan la codistribucion W(W). Mas aun, son formas diferenciales cerradas y por lo tanto son

localmente exactas. De hecho, si definimos las funciones

e%(z) = /Ox Q® (Hi1ys + Hy4e) (t) dt

s =yt +e%(x), (5.24)
es claro que
ds®* = &°.
Dado que el campo vectorial

0

97 Q (Hy1y + Hy14p)

d
oy°
generael anulador (span { dsa}gj) O, para completar el paso 2 podemos buscar una forma diferencial

exacta dr tal que

0 0
dr, — — Q% (H H — V=1
< " 9 Q" (Hi1vp + Hy145) 8y“>
Resolviendo para r obtenemos
1
r(zyt ) =o+ 5 0" +&"(@)) o (yb + 5b(:c)> : (5.25)
Es claro entonces que la asignacién (z,y',...,y" 1) — (r,s',...,s" 1) es un difeomorfismo local

que deja fijo al origen 0 y cuya inversa esta dada por

{ rT=1r— %s“éabsb,

(5.26)
Yy = s —¢ (r — %scdcdsd) .

Asi, terminamos el paso 2.

Observacién 5.6. Usando las coordenadas G-adaptadas, la ecuacién cinética se escribe
(H — HL4,) o + (Hl’Hb _ H1+b,1+a%) vy = 0 hy.

Escribiendo v(r, §) = v (x(r, 5), §(r, §)), puede verse que esta ecuacion se traduce en

(Hll _ H1,1+a,ya) vy = 5hx
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o0 equivalentemente [recordar (5.22)]

Shy
Vp = Hll — H171+a7a . (5.27)
Esto explica por qué este cambio de coordenadas es til. A
La Ec. (5.27) en la observacién anterior dice que la funcién u; del paso 3 estd dada por
. ohy o
u(r ) = w1 (r.5) = =g ) @0 9.70.9).
Luego, de acuerdo con el paso 5, una solucién de (3.21) estd dada por
r 2
v(r,§) = / u(t, §)dt + ﬁﬁ
0 2
© bien Slg—é()|? 2
5 |15—E@) " += =
vz, ) = / u(t,j— &) dt + m”y;(m)”, (5.28)
0

utilizando nuestras coordenadas G-adaptadas originales. Sélo resta llevar a cabo los pasos 6 y 7 para
escoger (de ser posible) la constante P, la funcién v yla constante k de manera tal que (5.28) sea definida
positiva. Un calculo sencillo muestra que

O 0) = o0)

or o (H' — H1,1+a,ya)2 (0)

{(HH _ Hl’““’ya) Doy + (H1,1+b _ H1+b,1+a%> hg;y1+b:| (0).
(5.29)
Aqui, hemos usado el hecho de que 0 (i.e. ) es un punto critico para h. Luego, el paso 6 se reduce a

chequear que
[(HH B H1,1+a%) B + (H1,1+b B H1+b,1+a%> hzyub} (0) > 0, (5.30)

que es una condicién en las constantes 7, (0).

Observacion 5.7. Esta condicién fue encontrada ya en el Capitulo 3, donde probamos (ver Lema 3.2)
que existen constantes 7,(0) cumpliendo dicha condicién si y sélo si la funcién Hamiltoniana H

satisface hiz2(0) > 00 bien [hg H'' T + 1o HU P14 (0) # O paraalgina =1,...,n—1. A

Finalmente, siguiendo el paso 7, dado que (recordar nuevamente que O es critico para h)

ou )
o500 = [(a vb) hwym} ©) .

yque d (0) = P [recordar (5.21)], basta tomar [ver Ec. (5.12), (5.29) y (5.31)]

n—1 319
szl hxy1+b

P 0 5.32
K > (Hll _ H1,1+a’7a) hyr + (H1,1+b _ Hl—&-b,l—&-a,ya) h$y1+b] ( ) ( )

para lograr que la funcién v construida en (5.28) sea definida positiva en el origen.

Para concluir, enunciamos el siguiente teorema de construccién de soluciones explicitas
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Teorema 5.3 (Construccion de soluciones explicitas). Sea G un grupo de Lie de dimension n — 1 que actiia
de manera libre y propia sobre una variedad suave @) de dimensién n. Sea (H,V) un sistema Hamiltoniano
L-subactuado cinético G-invariante sobre () y consideremos un punto de equilibrio inestable & € T7 Q) de Xy

Luego, si (x, if) son coordenadas G-adaptadas para (H, V), y verificamos que
hazz(0) >0 o bien [hmHl’H“ + hzy1+bH1+b’1+“ (0)#£0 paraalgin a=1,...,n—1;

podemos construir soluciones locales y definidas positivas de las ecuaciones cinéticas y potenciales del siguiente

modo:

L fijamosn — 1 funciones 1 (), . .., Yn—1(x) que cumplan (5.30) y tales que [recordar (5.23) y la Obser-

vacion 5.5]
H'(0) — HMP(0)7%(0) £0 y et Q(0) # 0,
y definamos

Vll(x) =d(z) + va(x)éab’yb(x), VI’H‘Z(:U) = VH'“’I(:I:) = 5ab7b(m)
y V1+a,1+b($) — 6ab’

donde 5% es el simbolo de Kronecker y § estd dada por (5.21) para alguna constante positiva P;

2. definamos coordenadas (r, §) como en (5.24), (5.25) y (5.26);

3. definamos uy (1, 5) = u(r, §) = [ﬁﬂ“%] (z(r,8),y(r,3));

4. escojamos una constante r cumpliendo (5.32);
5. definamos v como en (5.28).

Observacion 5.8. Un punto delicado en el procedimiento descripto en el Teorema 5.3 es la construccién
de las coordenadas G-adaptadas. Dicha construccién involucra resolver un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que puede no ser soluble por cuadraturas. Esa es la razén por la cual usamos el término
“solucién explicita” para diferenciarlo de las soluciones por cuadraturas presentadas en el capitulo an-

terior. A

5.4. Ejemplo: péndulo doble invertido

Como ejemplo del procedimiento desarrollado en las secciones previas, vamos a estudiar el péndulo
doble invertido.

Antes de analizar el ejemplo concreto y con el objetivo de facilitar la lectura, presentamos un breve
resumen de los resultados desarrollado a lo largo del capitulo para sistemas con dos grados de libertad,

con una notacién mas sencilla.
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5.4.1. Sistemas con dos grados delibertad

Supongamos que dim @) = 2, dimG = 1y que (H,W) es un sistema subactuado cinético G-
invariante. Consideremos que (z, y) son coordenadas G-adaptadas y adoptemos para H y V' la nota-
cién (3.33) y (3.35), i.e.

a(r,y) b(x,y) f(z,y) g(z,y)
H(x,y) = , V(z,y) = .
(#39) [ T,y ] (#9) [g(fﬂ,y) l(x,y)]

Escribamos también

st 9
- l 3 7_71_l

Con esta notacion, el Teorema 5.3 puede reescribirse de la siguiente manera para sistemas con dos

grados de libertad

Teorema5.4. Sea G un grupo de Lie de dimension 1 que actila de manera libre y propia sobre una variedad suave
Q de dimension 2. Sea (H, W) un sistema Hamiltoniano subactuado cinético G-invariante sobre Q y conside-
remos un punto de equilibrio inestable & € T; Q) de Xy Luego, si (x,y) son coordenadas G-adaptadas para

(H, W),y verificamos que
haz(0) >0 obien  [bhyy + chyyl (0) # 0;

podemos construir soluciones locales y definidas positivas de las ecuaciones cinéticas y potenciales del siguiente

modo:

1. fijamos una funcion ~(x) que cumpla

a(0) = b(0)7(0) 0, y  [(a—=bY)haw + (b — c7)hay] (0) > 0;

y definimos

donde
e[ BO
sy i=p e ([ oD ) .

para alguna constante positiva P;

2. definimos coordenadas (r, s) como sigue

r=z+%(y+ez)) r=r—1is%
s=y+e(x) y=s—c(r—3s%).

con
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3. definimos
Ohy
a— by

w9 = ulrs) = | 2 ol 705

4. escogemos una constante r tal que

2
hzy

P @ et =) hzy] (0

5. definimos v como

(y —e(x))?

5 (5.34)

Ly—e(@)*+=
v(z.y) = /0 w(tyy —e(@)) dt +x

5.4.2. Elejemplo

El espacio de configuraciones para el péndulo doble invertido es el producto @ = S*! x S!. Vamos
a utilizar coordenadas angulares locales ¢ y 2 medidas respecto de la posicion vertical (ver figura).

La funcién Lagrangiana para este sistema esta dada por

L1777 77777777

Péndulo doble invertido

(&1 22)

N |

L(p1,92,¢1,%2) =

A Becos(pr —2)| (1
Bcos(¢1 — ¢2) C Do

— D1 cos(p1) — D3 cos(p2),
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donde A, B, C, Dy y Dy son constantes positivas relacionadas con las masas y las longitudes de las dos

barras. E] Hamiltoniano correspondiente, a su vez, esta dado por

C _BCOS(‘PI - ‘PQ) Py
—Bcos(p1 — p2) A Do

+ Dj cos(¢1) + D2 cos(p2),

1
H(<,01,302,p¢1,])¢;2) = m <pg01 p<p2>

donde M = M(p1,¢2) = AC — B?cos?(p1 — ¢2). Supongamos ahora que queremos estabilizar
(asintéticamente) la posicion vertical (@1, ©2, Dy, s Do) = (0,0, 0,0) con una sefial de control con va-
lores en el espacio de actuacién W dado por W = span { dp1},1.e. £ = dyy. Por otro lado, la energia
cinética de H y la codistribucién W son invariantes ante la accién diagonal inducida por la traslacién

aizquierda de S! sobre si mismo, i.e.

(av (901a 902)) = (Qpl +a,p2 + a)'

Esta accién resulta ser propia (puesto que S' es un grupo de Lie compacto) y libre y, por lo tanto, tra-

tamos con un sistema cinético S'-invariante. Observemos ahora que el generador infinitesimal para

esta accion es el campo vectorial g = 8%1 + 8%2, y como ker(dp;) = span {%} tenemos que
0 0
s = d 1, = + > = 1.
(€, mq) < o 90

En estas condiciones, podemos proceder como en el Teorema 5.4 para hallar una solucién explicita de

las ecuaciones cinéticas y potenciales. En primer lugar, tenemos que construir las coordenadas S*-

adaptadas de la Proposicidn 5.2 que rectifican los campos vectoriales 3o, (Quees S™-invariante)y 57—+
9 ; : o 9 d

B Un calculo sencillo muestra que { dps — dy1, dg; } eslabase dual de {872’ 901 T 902 }, de manera

que el cambio de coordenadas adecuado resulta ser
T = Y2 — @1,
Yy =¥1.
Reescribiendo, obtenemos

H(z,y,pz,py) = % (px py) M (z)

A+ C +2Bcos(x) —C — Beos(z)| (pe
—C — Bcos(x) c Dy

+ Dy cos(y) + Do cos(x + y),

donde M (z) = AC — B? cos?(x). Luego, siguiendo la notacién de la seccién anterior,

A+ C+2Bcos(x)

—C — Bcos(x) C
W uw T N@

M@ DT ey

b(x) =
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

h(z,y) = D1 cos(y) + Dy cos(x + y).

Notemos que, en estas nuevas coordenadas, el estado a estabilizar también se escribe (0,0, 0, 0), i.e. el

cambio de coordenadas deja fijo al origen. Por otra parte
Vh(0,0) = (=Dzsin(z +y), =Dy sin(y) — Dasin(z + y))| o0y = (0,0),
por lo que el origen es un punto critico de h. Por otra parte,
haw(0,0) = hay(0,0) = —Dy < 0,

-C-B C BD
M(O) (_D2) + m(_DQ) = AC _232 >

por lo que estamos en condiciones de seguir los pasos del 1 al 5 del Teorema 5.4. En primer lugar, note-

b(0)hzz(0,0) + C(O)hfty(ov 0) = 0;

mos que

(@ —by)hgz + (b— C’Y)hacy] (0) = [ahgs + bhgy — Y(bhge + Chwy)] (0)
A+ B B
Yol Al vopny ;>

Esta expresion es positiva si 7(0) < 1 — A/B. Por otro lado, necesitamos que v(0) # a(0)/b(0) =

Ds.

—(A+ C+2B)/(C + B) Luego, escojamos una funcién suave -y tal que

A A+C+2B
10 <1-5% v ’7(0)7&—04_73

y definamos
f(@):=0(z) +7%(x), glx):=~(x) y Uz):=1,
con §(z) dada por (5.33) usando las funciones

1
(AC — B2 cos?

—2 [Bsin(t)(AC — B?cos?(t)) + (C + B cos(t)) B? sin(2t)] y(t) — CB*sin(2t)y*(t) }

B(t) = 02 {-2Bsin(t)(AC — B?cos*(t)) — (A + C + 2B cos(t)) B* sin(2t)

_A+C+2B cos(t) + (C+ B cos(t))fy(t)‘

a(t) = b(t)(t) AC — B2 cos?(t)

Esto termina el paso 1 del procedimiento.

Para efectuar los pasos restantes, basta escoger « tal que

PDy(AC — B?)
By(0)—-A-B

K >

y definir v(x, y) como en (5.34), donde

e(x) = /Om A+ Bcos(t) + C(t)

A+ C+2Bcos(t) + (C + Beceos(t))y(t) dt.
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5.4. Ejemplo: péndulo doble invertido

Para terminar el andlisis, si queremos utilizar el método LCB simple para estabilizar el péndulo
doble invertido en su posicion vertical, slo basta utilizar las funciones construidas arriba para definir

la funcién A\ como en (1.38). Luego, la sefial de control estard dada por

Y(HZ’, y7p$7py) = A(x7y7p$7py>£'
Y
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Apéndice

Aclaracion: Adoptaremos la convencién de suma sobre indices repetidos. Ademas, si A € M, (R)
es una matriz de elementos A%, su inversa tiene elementos Ajj.
Dada una matriz A € M,(R)y1 < m < n, definimos las matrices Am € M,,(R)y A, € M (R)

cuyos elementos estin dados por

AV =A™ V1<uz,y<m,

A = ArTmEnTmAY oy < gy < m.

Asuvez, definimos A,, = Az = A.
Observacién .9. Sil < m, tenemos que (Arm;); = A7y (An); = A A

Por otro lado, dados 1 < i, j < n definimos la matriz A{j € M,,—1(R) como

AM si k<il<j
Ak—11 si k>i,l<j
Akl—1 si k<il>j

AFLIL i s> g

Una matriz A € M, (R) es definida positiva siy sélo si, para todo (p1,...,pn) € R"
piAip; >0 y
piAijpj =0 so6losi pi=---=p,=0.
El siguiente criterio es de gran utilidad para verificar si una matriz simétrica es definida positiva

Teorema A.1 (Criterio de Sylvester). Dada A € M,,(R) simétrica, vale que A es definida positiva si y slo si
det(Asm) > Oparatodom =1,...,n.
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

A partir de este criterio podemos demostrar el siguiente criterio alternativo

Teorema A.2 (Criterio de Sylvester). Dada A € M, (R) simétrica, vale que A es definida positiva si y solo si
det(A,,) > Oparatodom =1,...,n

Demostracion. Para comenzar, notemos que si B € M,,(R) es también simétricay P € O, (R) es una
matriz ortogonal tal que
B = PTAP,

entonces A es definida positiva si y sélo si B lo es (la demostracién es inmediata utilizando la definicién

de matriz definida positiva y la ortogonalidad de P). Definamos ahora P, € M} (R) como

y 1 st i+j=k+1
]P’,j: . .
0 si1 no

Es sencillo probar que P, es simétrica para todo k'y que Px, € Oy (R). Luego, en vistas de la observacién
inicial de la demostraciéon y usando el Teorema A.1, A es definida positiva si y sdlo si A := P,AP, es

definida positiva siy sélo si det(Az;) > 0 paratodom =1, ..., 7. Pero

(IP’ A, P ) — P Alkpki —Am+1 —imetl=j _ gntl=intl-j

m-Tm- m

y de forma similar
AY = (P,AP,)" = PiLAlRPRS — gnt+l=intl=j

paratodo 1 < i, j < m. Luego

y por lo tanto
det (Am) = det (PuAmPp) = det (Py,) det (A, ) det (P,y) = det (Ay,) .
En conclusién, A es definida positiva siy s6lo si det(A,,) > O paratodom = 1,...,n. [ |

Recordemos que el menor M;;(A) de una matriz A es el determinante de la submatriz que se ob-

tiene de remover la fila i y la columna j de Ay que paratodo1 <i,j <n

D (=) My (A)AT = T(—1)F My (A)AT = 57 det(A), A1)
=1 =1

donde 5{ esla delta de Kronecker. Si A € M;(R) ~ R, definimos M;;(A) = 1.

Observacién .10. 1. Notemos que, si A € M, (R), entonces det(A,_1) = M11(A) ydet(A,—) =
My, (A).

2. Sil <i,j < n,valeque det(Aer) = M;;(A).
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5.4. Ejemplo: péndulo doble invertido

De ahoraen adelante, dados m, k € Nydefiniendon := m+k, adoptamos la siguiente convencién
para los indices utilizados:
ikl =1,....,n
wv,oor =1,...,8

r,y,z =1,....,m.

Dada A € M,,45(R) tal que A, es invertible, definimos §(A, s) € M(R)
S(A, s)M i= AP — AFSTE(A L) ATV (A.2)
El Lema siguiente es de demostracién sencilla.

LemaA.l. Dadosm,s € Ny A € M,,s(R) tal que A,,, es invertible, entonces sir < t < svale que
O(A,5)r = 6(Amyt, t)r

LemaA.2. Dadosm,s € Ny A € M,,.s(R) tal que A, es invertible, entonces para todor =1, ..., k (para

simplificar notacion escribimos 6(A, s), = 0,)

_ My (AM)

det(Aerr)
My (0r) = — 58 - T T detd,

det(0,) = ,
) = —feta,,
paratodol < p,v < s.

Demostracion. Procedamos por induccién en s.

Casos = 1: Enestecasor = 1. Denotando §; = J y como [ver Observacién .10]

det Ay, Mt (Apir)
detA,,  detA,,

My (5)=1=

solo debemos probar que
_ dot(A) _ det(Am)
~detA,,  detA,

det(0)

En primer lugar, notemos que [ver (A.1)]

<
—_

y también
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5. Soluciones explicitas para sistemas 1-subactuados con simetria

Siguiendo la definicién de 6,

My, (A,
det(é) — 5= AH _ (_1)x+yA1,1+z Y ( 7) A1+y,1

det (Ap)
_ Al (Ll ALt (=D)AL (AL
det (A) e
11 1+ Attel
= A — (—1)ite My 1ia(A
(-1) det (Ay) 1142 (A)
_ 1 11 _1\T A L+2,1
= Tat (Am) [A det (Am) +( 1) A MLH_Q;(A)]

Teniendo el cuenta, la Observacién .10, obtenemos

(—1)MHAYM(A)  det (A)

det(d) = det (A det (Ap)

[AY My (Ap) + (1) ANy 1 (A)] =

det (Am)

Paso inductivo: Supongamos que la tesis es cierta para s — 1y consideremos A € M,,4s(R). Si

1<7r<s—1 usandoel LemaA.l
(A, s)y =0(Amys—1,5—1)p.
Luego, utilizando la hipétesis inductiva, paratodo 1 < p,v <r

i (s ] 0 ()

M (6(A,5)r) = My (6(Amgs—1,8— 1)) = = ,
O 90) = MOzt = 1) det [(Amﬂ_l)m} det (Am)

y de manera similar

det [(AM)M] _ det (Amir)

det [(Amysr), | et (Am)

det(5(A, s),) = det(§(Apqs—1,5 — 1)r) =

Sélo resta probar el caso = s, de modo que 0(A,s), = J(A,s)s = (A, 8)yApyr = Apgs =
A. Notemos primero que §(A, s),;, = 6(A,,s — 1). En efecto, de la Ecuacién (A.2) es claro que 0+

depende exclusivamente de A, y dela fila 1 y columna v de A. Luego, como (4 ,;,), = A,;,, usandola

m

hipétesis inductiva para A,

My (6(, 5)) = det (5(A, 8)ar) = det (6(Ayz, s — 1)) = —oor v _ Mo (4)

det [(As),,|  d0Am

paratodo 1 < p,v < s.
Por dltimo, usando (A.l) parai = 1lyj=s+y
(—1) "M (A) A5+ = 0
(= 1) My, (A) AT 4 (1) 420 (A) AT+ =
(1) "My, (A) ATV = (—1)F2 M o2 (A) (A) ™.
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5.4. Ejemplo: péndulo doble invertido

Multiplicando por (A, )4y y sumando sobre y = 1,. .., m, obtenemos

(=) My (A) (A ay ATHH = (=1)°F2 M 51 (A) S
(_1)1+MM1H(A) (Am):vyASer’M = (_1)S+le,s+ac(A)- (A.3)

Luego, usando nuevamente (A.1)

det(8(A, 5)) = (=1)" My, (6(A, 5))8 = (_I)ﬁ#mél“
— detlAm [(— 1) My, (A)AY — (= 1)1 D (A) AL (A,,) o ASFUH]
y usando (A.3)
det(d(4, )) = detlAm [(—1) M (A) A — (—1) My g (A)ALH]
- detlAm [(—1)MH My (A)AM + (—1) 5T M o (A)ALST]
g (DA - e

Corolario A.l. Sean m,s € Ny A € My,.s(R) una matriz simétrica tal que det A, es definida positiva,

entonces A es definida positiva si y sélo si (A, s) también lo es.

Demostracién. En primer lugar, notemos que 0(A, s) es simétrica. Dado que A,, es definida positiva,
resulta que A, es invertible y ademds det A, = det(A,,), > 0 paratodo1 < r < m por el Teorema

A.2. Porotro lado, segin el Lema A.2, 811 <71 < s,

det (Am_t,_',‘)
det(6(A, s),) = ——————,
O, 3)r) = =g
y usando el Criterio de Sylvester concluimos que A es definida positiva siy sélosi 6(A, s) loes. [ |
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