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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo fractal para estimar la permeabilidad de una
roca en funcion de su porosidad. El modelo asume que el medio poroso se puede
representar mediante un conjunto de tubos capilares constrictivos con una distribucion
fractal de tamafio de poro. La relacion obtenida es una ley de potencias que depende
de tres parametros independientes con significado fisico o geométrico. Cabe resaltar
que el exponente de la relacion propuesta depende de la dimension fractal y resulta
siempre mayor a 3. En el caso limite de un exponente igual a 3, la relacién propuesta
es similar al modelo semi-empirico de Kozeny-Carman (KC). El modelo fractal se
validé con datos experimentales de la literatura obteniéndose un buen ajuste para
distintas texturas de suelo. La comparacion con datos experimentales muestra que la
relacion propuesta predice mejor los valores de permeabilidad que la ecuacion de KC
para todo el rango de magnitudes.
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Introduccién

El estudio de las propiedades hidraulicas del flujo en medios porosos resulta de
interés para diversas disciplinas como, por ejemplo: hidrologia, quimica ambiental,
ingenieria de suelos y de reservorios. La permeabilidad es una de las propiedades
hidraulicas mas importantes en la descripcion del flujo ya que se encuentra
directamente relacionada con el campo de velocidades del fluido. Desafortunadamente
su medicion tanto en laboratorio como en campo resulta compleja y costosa. Es por
ello que la permeabilidad suele estimarse a partir de la porosidad utilizando distintas
férmulas empiricas y semi-empiricas. Uno de los modelos mas utilizados para obtener
la permeabilidad en funcion de la porosidad es la conocida ecuacién de Kozeny-
Carman (KC) (Kozeny, 1927; Carman, 1937) que propone una ley de potencia entre
ambos parametros.

En este trabajo se deriva una expresion analitica cerrada utilizando un modelo
fractal simple, que permite estimar la permeabilidad en funciéon de la porosidad. La
relacion propuesta se validoé con datos experimentales de la literatura obteniéndose un
buen ajuste para diferentes texturas de suelo. Ademas, se encontr6 que bajé;;’,-_;

condiciones simplificadas la relacion propuesta es similar a la ecuacién de KC peri)_.’:;ir
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predice mejor los valores de permeabilidad para todo el rango de valores de
porosidad.

Materiales y métodos

El medio poroso se representa por un conjunto de tubos capilares constrictivos.
Cada poro se conceptualiza como un tubo cilindrico de radio r y longitud L con
constrictividades periddicas representadas por un segmento del tubo con un radio
menor, como se muestra en la Figura 1. Asumiendo que la geometria del poro tiene
una longitud de onda A y que el tubo contiene un numero entero N de longitudes de
onda, el radio del poro puede describirse como:

R i i
. f I|I r '|I ! I'I !
ar six € [0+ 21, Ac+21TN] 0 — | '
= . ’ 1 ' | \ |
r(®) { r Six € [Ac+21n, A+21TN] (1) :ll'---"+]|- = |L- |L- = —
W] | |
I| g I|I I|I I|' I'I
siendoa (0 <a<1),yc(0<c<=<1)parametros i N /
geométricos que definen la constrictividad, y n = A
Figura 1: geometria poral de un tubo capllar
0’ 1’ e N-1. con constrictividades penigdicas

Bajo las hipdtesis anteriores, el volumen de un tubo puede calcularse mediante la
integracion de las areas transversales del mismo:

V,(r) = fOL 1r? (x)dx =N [fOACTrrzdx+ f)\'lcn(ar)zdx] =Lmr®(a%c+1 —c). & (2)

Por otra parte, la permeabilidad del tubo k,(r) se obtiene a partir de (Reis y Acock,
1994):

2

ky, (r )—[ f rz(x) ]_1=§[C+3;¢(TC)] (3)

donde r%8 es la permeabilidad de un tubo recto de radio r.

Para derivar el modelo de k(¢) se considera un volumen representativo elemental
(REV) de medio poroso conceptualizado por un cilindro de radio R y longitud L. La
porosidad del REV se representa por un conjunto de tubos como los descriptos
anteriormente con una distribucion fractal. Ademas, se considera que el radio de los
poros varia entre un valor minimo r,,;; y un valor maximo ray.

El numero total de poros del REV con radio mayor a r, se asume que obedece la

siguiente ley (e.g. Yu y otros, 2003):
r -D
NG = (3) @)
donde D (1 < D < 2) es la dimensién fractal. El numero de poros cuyo tamaino se

encuentra en el rango (r, r+dr) se obtiene diferenciando la Ec. 4: - ? :
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dN(r) = =DRPr~P-14dr, (5)

La porosidad ¢ del REV esta dada por la contribucion de todos los tubos:

ro.
_ fnmx Vp(r)an(r) _ DRD

¢ = TR2L ~ R2-D)(2-Dp)

(@%c +1=O)[riz — T | (6)

Para obtener la permeabilidad a escala del REV, se calcula el flujo volumétrico a
partir de las contribuciones de cada uno de los poros (escala microscopica). Por otro
lado, el flujo volumétrico se lo puede calcular a partir de la ley de Darcy (escala
macroscépica). Mediante la comparacion de ambas expresiones es posible obtener la
siguiente férmula para la permeabilidad k:

_ a? D 4-D _ _4-D
k= 8[c+a2(1—c)] R@=D)(4-D) [Tma'x ~ Tmin ] (7)

Para la mayoria de los medios porosos se observa que rm,',,/r,m',xz10'2 (Yu y oftros,
2003), lo que permite asumir que r,»<<rmsx. Bajo esta hipodtesis, las Ecs. 6 y 7 pueden

combinarse en una unica relacién que permite estimar k a partir de ¢:
4—-D

k(@) = cpleD). (8)
Donde

4—-D
C= a? DR? [ 2-D (ﬁ) (9)
8[c+a2(1-c)] (4-D) LD(a%c+1-c)

El exponente de la porosidad en la Ec. 8 es siempre mayor a 3, y en el caso limite
de un exponente cubico es similar a la ecuacién de KC.

También resulta interesante notar que los factores que controlan la constrictividad
(a y c¢) producen distintos cambios en ¢ y k (Ecs. 6 y 7). Estos parametros permiten
obtener medios con alta porosidad y baja permeabilidad. Este tipo de suelos no puede
representarse correctamente con modelos de tubos rectos ni con la ecuacion de KC.

Resultados y discusiéon

En esta seccién se realizara un ajuste de la relacion propuesta (Ec. 8) y la ecuacion
de KC con datos experimentales correspondientes a distintas texturas de suelo. Para
ello se seleccionaron 4 series de datos de Luffel y otros (1991), Hirst y otros (2001) v,
Chilindar (1964).

Para cada textura se ajustaron los parametros de la Ec. 8 a partir de los datos
experimentales por medio del método de busqueda exhaustiva. El error medio
cuadratico (RMSD) se calcula considerando el logaritmo de las permeabilidades
debido al amplio rango de variacion de esta variable. En la Tabla 1 se listan los
parametros (C y D) y los RMSD de ambos modelos. Resulta importante destacar que
el RMSD de la relacién propuesta es menor que el que se obtiene para la ecuacion de_.._.,
KC para todos los casos. En la Figura 2 se muestran los ajustes obtenidos donde

e,
o
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puede observarse que la relacion propuesta logra predecir los valores medidos de
permeabilidad para un rango de 4 a 10 érdenes de magnitud.

Tabla 1. Valores de los parametros ajustados (Dy C) y los RMSD.

Textura de suelo D C [mD] RMSD (Ec. 8) [log| RMSD KC
(mD)] [log (mD)]
Arena fluvial y deltaica 1.68 1.336x107 1.1386 1.3856
Arena “tight gas” 1.512 3.452x10° 1.1894 1.3942
Arena de grano fino 1.498 1.797x10° 0.5988 0.8910
Arena limosa 1.524 5.1x10° 0.5478 0.7680
Conclusiones Wi 5
En este trabajo se propone utilizar un modelo ' i _ |
fractal para estimar la permeabilidad en funcion = | & B oald
de la porosidad. El medio poroso se representa " . .? ._ j . r'
mediante un conjunto de tubos cilindricos con & | % | B el
constrictividades  periédicas y con una = [ .| S
distribucion fractal de tamafio de poro. La s T&E?'JT_{ vl
presencia de estas constrictividades afecta de _'=.:_:a_,,';;,:;-_ ' : w 'II
forma diferente a la porosidad y a la > ,
permeabilidad. Esto permite describir medios oo | E ioos | ;
con alta porosidad y baja permeabilidad (como & | | &
las arcillas) los cuales no pueden ser descritos : § ' .
correctamente mediante la ecuacion de Kozeny , : 5
- Carman. : !
El modelo propuesto proporciona un mejor N == =
ajuste a los datos experimentales para todo el e A P S
rango de porosidades. e s S o et e Ao
parosidad. (&) Arena flovisl y deltaics (dates de Luffel y
20011, (¢ arena e Grand 1o y 141 arena imosa (aaros o8
Chilindar 1964}
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