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Resumen El problema de la diversidad méxima o dispersién méaxima
(MDP - Mazimum Diversity Problem) presenta un gran nimero de apli-
caciones précticas que surgen de la busqueda de los elementos mas disimi-
les de un conjunto de datos. Este tipo de problema utiliza modelos de
diversidad y definiciones de distancia o disimilitud (observar que en el
contexto de este trabajo distancia y disimilitud son considerados sinéni-
mos) como forma de medir que tan diferentes son los elementos de un
conjunto dado. Como diversos expertos pueden preferir diferentes de-
finiciones de distancia para problemas especificos, se propone resolver
el MDP con un enfoque multi-objetivo, considerando por primera vez,
la utilizaciéon simultdnea de miultiples definiciones de distancia. En es-
te nuevo contexto multi-objetivo, este trabajo propone la utilizaciéon de
un algoritmo evolutivo multi-objetivo (el reconocido NSGA-II), presen-
tando varios casos de prueba que demuestran la eficiencia del algoritmo
propuesto en comparacion con la bisqueda exhaustiva.

Keywords: Maximum Dispersion Problem, Maximum Diversity Pro-
blem, MultiObjective Optimization, MultiObjective Evolutionary Algo-
rithm.

1. Introduccién

El problema de la diversidad méxima o dispersién méxima (observar que en
el contexto de este trabajo diversidad y dispersién son sinénimos) consiste en
seleccionar un subconjunto M = {i},i = 1,...,|M| de un conjunto N = {j},j =
1,...,|N| (|]M] < |N|), de forma a maximizar la diversidad entre los elementos
del subconjunto M seleccionado. En los ltimos anos se han propuesto diferentes
modelos para la resolucién de este tipo de problema, como por ejemplo:

= Mazimum Diversity Problem (MDP) [6];
= Maz-Min Diversity Problem (MMDP) [18];
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= Mazimum Mean Dispersion Problem (Max-Mean DP) [17];
= Minimum Differential Dispersion Problem (Min-Diff DP) [17].

Cada uno de estos modelos utiliza una definicién diferente para interpre-
tar el concepto de diversidad/dispersién, pero todas estas definiciones tienen la
caracteristica comtun de necesitar para su implementacién de una medida de di-
versidad (div(M)) a ser aplicada sobre el conjunto de elementos estudiados. En
la literatura podemos encontrar varios métodos que se han planteado para la
resolucién del M DP (mono-objetivo), como GRASP and Path Relinking [13],
Iterated Local Search [4], Variable Neighborhood Search (VNS) [1], Iterated Tabu
Search (ITS) [16], Memetic self-adaptive evolution strategies [5], a tabu search
based memetic algorithm [23], Opposition-based Memetic Search [24], Mazimum-
score Diversity Selection [15], entre otros.

Las areas de aplicacién son las més diversas, y entre estas se pueden citar: selec-
cion eficiente de equipos de trabajo [20], preservacion de la diversidad biol6gica
[7], descubrimiento temprano de medicamentos [15], disefio de la estructura mo-
lecular, existencias de cria agricola, composicién de jurados [8], ubicacién de
instalaciones, diseno de productos, genética, sistemas ecoldgicos, tratamientos
médicos y promocién de la diversidad étnica entre inmigrantes [12] por citar
solo las aplicaciones més conocidas.

La medida de diversidad o medida de dispersion esté relacionada a una defini-
cién de distancia, por lo tanto, para resolver el M DP necesitamos generar la
matriz de distancias inter-elemento, para luego maximizar la diversidad (la de-
finicién de distancia utilizada depende en general del campo de aplicacién del
problema sobre el que se esté trabajando y del experto que lo escoje, es decir,
diferentes expertos, utilizan diferentes definiciones de distancia). En este con-
texto, este trabajo propone resolver el MDP multi-objetivo, utilizando varias
matrices de distancia (obtenidas cada una de ellas con una definicién diferen-
te de distancia) sobre la misma base de datos, convirtiéndose asi cada una, en
la matriz de entrada que permite calcular cada funcién objetivo del problema.
De entre las meta-heuristicas disponibles para la resoluciéon de problemas multi-
objetivo, en este trabajo se utiliza el Nondominated Sorting Genetic Algorithm
II (NSGA-II) por ser el algoritmo evolutivo mds utilizado para resolver pro-
blemas multi-objetivo [11]. Este algoritmo es implementado y comparado con
un algoritmo de busqueda exhaustiva (BE) para resolver el Mazimum Diversity
Problem (MDP) en un contexto puramente multi-objetivo.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccion 2 se dis-
cuten los trabajos relacionados al Mazimum Dispersion Problem, en la Seccion 3
se presentan definiciones de distancia, diversidad y el problema de la diversidad
méaxima, la Seccién 4 presenta el planteamiento y la formulaciéon mateméatica del
problema; la Seccién 5 presenta la propuesta de aplicacion del NSGA-II para
resolver el M DP multi-objetivo; en la Seccién 6 se discuten los resultados ex-
perimentales obtenidos, y finalmente, la Seccién 7 presenta las conclusiones y
lineas de trabajo futuro.
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2. Trabajos Relacionados

Diferentes heuristicas y metaheuristicas se han presentado en el pasado para
el problema de dispersién maxima.
En el trabajo de Mart{ et al. [13] se resuelve el Maz-Mean Dispersion Problem,
aplicando un GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) con un
Path Relinking en el cual la bisqueda local fue basada en la metodologia Varia-
ble Neighborhood. Los valores de distancia que consideraron podian tomar tanto
valores positivos como negativos, y no necesariamente satisfacer las propiedades
usuales de una distancia, como la desigualdad triangular. Los resultados fueron
comparados con trabajos previos también basados en GRASP demostrando las
ventajas del método propuesto.
Sandoya et al. [21] describen modelos matemadticos para los modelos de diver-
sidad y equidad; asi como un compendio de heuristicas y meta-heuristicas para
los mismos. La mayoria de estas heuristicas y meta-heuristicas, estan basadas en
métodos de construccién y bisqueda local, como lo son GRASP y Tabu Search.
Dentro de las conclusiones finales se explica que existen implementaciones muy
especificas para estos modelos, quedando todavia pendiente, la implementacién
de soluciones mas genéricas.
Zhou et al. [24] presentan un Opposition-based memetic algorithm (OBMA) pa-
ra la resolucién del M DP. En él, se integraron el concepto de opposition-based
learning (OBL) con el memetic search framework, explorando las soluciones can-
didatas y sus soluciones opuestas durante los procesos de inicializacion y evo-
lucién. La diferenciacion del OBMA con otros algoritmos memeticos radica en
las siguientes tres caracteristicas: un procedimiento de bisqueda de trayectoria
doble que simultdneamente busca una solucién candidata y su opuesto, la apli-
cacion de tabu search para una optimizacion local efectiva y para mantener la
diversidad de la poblacién propusieron un rank-based quality-and-distance pool
updating strategy el cual utiliza una férmula de distancia para determinar si la
nueva solucién generada, debe o no ser agregada a la poblacién.

3. Distancias, Diversidad y el Problema de la Diversidad
Maxima

FEl problema de la Diversidad Maxima consiste en seleccionar un subconjunto
de elementos de forma que la medida de diversidad del conjunto sea maximizada
[10]. Este problema es ya conocido como un problema NP — Hard [6].

En Smyth y McClave [22] se define a la diversidad de un conjunto M como
la disimilitud promedio entre todos los pares de elementos. A los efectos de
medir dicha diversidad div(M), se debe establecer una relacién d;; que represente
la distancia o disimilitud entre cada pareja de elementos del conjunto M. La
definicién especifica de distancia a ser utilizada depende del problema con el que
se trabaje y de las consideraciones de cada experto.

Siendo d;; la distancia entre los elementos 7 y j, y teniendo cada elemento K
atributos, se definen las variables z;;, y x;; como el k-ésimo atributo de los
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elementos i y j respectivamente. Como ejemplo de medida de disimilitud, se
presenta la definiciéon de la distancia Euclidiana utilizando la notaciéon arriba
presentada.

Establecida la distancia d;; entre elementos de un conjunto M, se puede pasar
a definir la medida de diversidad en dicho conjunto. La medida de diversidad
utilizada en este trabajo, es la dispersion de la suma, que se define como la suma
de las distancias inter-elementos de todos los elementos del conjunto M. Esta
medida es utilizada en el problema de optimizacién Maxz-Sum [21]:

div(M)= S dy (2)
i<ji,jeM

El objetivo del M DP es obtener el subconjunto M maés diverso, a través
de la seleccion de los elementos més alejados unos de otros. Sin embargo, esta
medida de diversidad tiene la caracteristica de que elementos cercanos pueden
quedar en el subconjunto éptimo, si estos se encuentran muy distantes de los
demas elementos. En consecuencia, varios autores prefieren evaluar también otros

modelos de diversidad como los citados en la Seccién 1.

4. Planteamiento del Problema

4.1. Meétricas de distancias consideradas

Cada drea que trabaja con un problema especifico considerando la diversidad
maxima, puede utilizar una definicién de distancia diferente. En consecuencia,
surge la necesidad de resolver este problema como un problema de optimizacién
multi-objetivo, dado que diferentes investigadores pueden preferir definiciones
distintas de distancia (o disimilitud). En http://www.ug.edu.ec/mdp/bases/,
se presentan 65 definiciones de distancia encontradas en la literatura [2], [14]
v [9]. Inicialmente se ha calculado la correlacién (p) entre todos los pares de
definiciones relevadas de distancia, y luego, las que presentaron una correlaciéon
unitaria (p = 1) fueron re-clasificadas para este trabajo, quedando 50 definiciones
diferentes de disimilitud con correlacién de a par diferentes a la unidad, i.e. [p| <
1. En consecuencia, la novedad en este trabajo consiste en permitir la realizacion
de una optimizaciéon del problema M DP utilizando todas las definiciones de
distancia que necesiten los diversos expertos que analizan un mismo problema,
por lo que el M DP es tratado en este trabajo como un problema con multiples
objetivos.

4.2. Formulacion del Problema

El problema M D P multi-objetivo puede ser planteado como:
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Maximizar dio(M) = [div* (M)...div"(M)]T € RP (3)

donde la [-ésima funcién objetivo div! (M) se define como:

div' (M) =" di;; donde I € {1...p} (4)

7
1<j

dﬁj representa la [-ésima definicién de distancia considerada.

5. Algoritmo Multiobjetivo para el Problema de la
Maxima Diversidad

5.1. Bisqueda Exhaustiva

El problema de la diversidad maxima considerado en este trabajo es el Multi-
Objective Max-Sum Dispertion Problem, definido en (3) y (4).
Por ser la primera vez que se plantea este problema en un contexto puramente
multi-objetivo, no se cuenta todavia con un conjunto Pareto conocido. En con-
secuencia, se ha implementado un algoritmo de Bisqueda Exhaustiva (BE) para
resolver el M D P multi-objetivo.
Si bien la BE puede encontrar la totalidad de los elementos més disimiles de una
base de datos dada, queda claro que este algoritmo no representa una solucién
escalable para problemas NP Hard, pues si aumenta el tamano de la base de
datos o la cantidad de objetivos utilizados, el mismo ya no es capaz de realizar
toda la busqueda en tiempo 1til, haciendo intratable el problema para la mayoria
de los casos practicos.

5.2. Algoritmo Evolutivo

El presente trabajo utiliza el Nondominated Sorting Genetic Algorithm ver-
sién 2, conocido como NSGA-II [3], un MOEA (MultiObjective Evolutionary
Algorithm) reconocido como el més representativo y por ende utilizado en el es-
tado del arte [19]. El Algoritmo 1 presenta el pseudo-cédigo basico del NSGA-IT
para resolver el problema de la Maxima Diversidad, el cual recibe como datos
de entrada: una base de datos de |N| elementos, que conforman el conjunto N,
un vector de definiciones de distancia dd (para este trabajo se tienen disponibles
50 definiciones distintas de distancial), la cantidad de elementos disfmiles a se-
leccionar |M|, el tamainio de la poblacién PopSize, probabilidad de cruzamiento
D¢, probabilidad de mutacién p,, y la cantidad de iteraciones iter a realizar por
el algoritmo. Finalmente, este algoritmo retorna el mejor conjunto de solucio-
nes no dominadas P y el frente Pareto correspondiente PF' al final del proceso
evolutivo.

! nttp://www.ug.edu.ec/mdp/bases/
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Algoritmo 1 Algoritmo Genético NSGA-II para MDP

Entrada: N base de datos de elementos, dd vector de definiciones de distancia (2 a
50 métricas disponibles), M cantidad de elementos disimiles a seleccionar, PopSi-
ze Tamano de la poblacién, p. probabilidad de cruzamiento, p,, probabilidad de
mutacién, iter: nimero de iteraciones a realizar.

Salida: Solucién P conjunto Pareto, PF frente Pareto méx(div(M)).

1: i< 0

P; + InicializarPoblacién(PopSize)

EvaluarPoblacién(F;)

Q; < © |Poblacién Auxiliar]

mientras CondiciénDeParada = falso hacer

Qi < CrearNuevaPoblacién(P;, PopSize) [usar seleccién, cruzamiento y muta-
ci6én sobre J; para crear una nueva poblacién Q; de PopSize individuos]

7:  EvaluarPoblacién(Q;)

8: F; <+ Ql UPb;

9: Fi < OrdenamientoNoDominado(F;)

10:  j+0

11: mientras |Pi;1| < PopSize hacer
12: AsignarDistancia(Fi;)

13: Piy1 +— Pip1 UF;

14: jej+1

15:  fin mientras

16: ORDENAR(P;+1,>5)
17: Pi+1 < PZ‘+1[0 : PopSize]
18: 1141

19: fin mientras

20: PF «+ Fi

21: devolver P, PF

6. Resultados Experimentales

En esta seccién se exponen los experimentos realizados. Como no se cuen-
ta con un frente Pareto éptimo conocido, se toman los datos obtenidos por la
BE como frente Pareto de referencia, cuando este conjunto puede ser compu-
tacionalmente calculado. Se ha trabajado con dos bases de datos a los efec-
tos de buscar los |M| elementos mas disimiles. Cada una de estas bases de
datos consisten en un conjunto de datos numéricos generados aleatoriamente.
Las bases de datos utilizadas en los experimentos estdn disponibles en http:
//www.ug.edu.ec/mdp/bases/. En los experimentos se han utilizado diferentes
definiciones de distancia. Los datos que se presentan a continuacién correspon-
den a P = 2 y P = 5 definiciones distintas de distancia, representando cada
definicién una matriz de entrada diferente que permite calcular una funcién ob-
jetivo del problema. En la Tabla 1, se detallan 4 de las 5 definiciones de distancia
utilizadas en los experimentos, dado que la distancia Euclidiana fue definida en

(1).
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#|Nombre, Definicién y Referencia #|Nombre, Definicién y Referencia
d
. D (@i — )’
1| Canberra Distance ; % 2] 3 |Jaccard — : J:1K : — 2]
Zx““ + Tik — sz‘kwjk
k=1 k=1 k=1
K
Dl — @il K
2 |Sorensen 12:{17 2] 4| Clark Z(M)2 [2]
=1 Tik + Tjk
Z |in + k]
k=1

Tabla 1: Algunas definiciones de distancia utilizadas

A continuacion se presentan tres casos diferentes de pruebas en los que se

fue variando el tamano de la base de datos de entrada, la cantidad de elementos
disimiles a seleccionar y la cantidad de objetivos considerados.
Los algoritmos fueron implementados con el lenguaje de programacién Java y
ejecutados sobre un computador Intel i3 de 1,40 GHz, 12 GB de memoria RAM
y sistema operativo Windows 10. El procedimiento basico consistié en tomar la
base de datos de entrada y calcular todas las matrices de distancia inter-elemento
(tantas como objetivos se necesiten considerar). Una vez obtenidas las matrices
de distancia, se ha resuelto el problema de la Maxima Diversidad por Busqueda
Exhaustiva; luego el mismo procedimiento fue resuelto mediante la utilizacién
del NSGA-II. A continuacién se explican con mas detalles los tres experimentos
realizados. Para el experimento 1 se tomé una base de datos de 40 elementos
y las definiciones de distancia Euclidean Distance y Canberra Distance como
objetivos. Cuatro corridas fueron realizadas, buscando los 3, 6, 8 y 10 elementos
méas disimiles. Claramente se puede notar como aumenta significativamente el
tiempo de procesamiento de la Busqueda Exhaustiva en la medida que aumenta
la cantidad de elementos disimiles a seleccionar. Para el caso de 10 elementos,
se necesitaron casi 3 horas de computo para encontrar todas las soluciones. En
la Tabla 2 se muestran los resultados obtenidos con la BE.

BE utilizando 2 objetivos | BE utilizando 5 objetivos | BE utilizando 2 objetivos

Elem.||M||Cnt.Sol. |t (seg)|Elem.||M||Cnt.Sol.|t (seg)|Elem.||M||Cnt.Sol.|t (seg)
40 | 3 6 1,1 40 | 3 15 1,7 | 100 | 3 18 2,4
40 | 6 23 65,5 | 40 | 6 890 329 | 100 | 6 35 ]10.826
40 | 8 31 772 40 | 8 852 | 7.163| 100 | 8 ok oK
40 | 10 43 |10.142| 40 |10 * * 100 | 10 oK oK

Tabla 2: Resultados de la Bisqueda Exhaustiva
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En el experimento 2 se tomd la misma base de datos de 40 elementos, pero en
vez de dos, se consideraron 5 definiciones de distancia como objetivos (Euclidean
Distance, Canberra Distance, Sorensen Distance, Jaccard Distance y Clark Dis-
tance). En este caso, para la seleccién de los 10 elementos més disimiles ya no se
pudieron encontrar todas las soluciones en un tiempo razonable por Busqueda
Exhaustiva (el tiempo de procesamiento fue de més de 7 horas).

Para el experimento 3, se tomé una base de datos de 100 elementos, las defi-
niciones Fuclidean Distance y Canberra Distance como objetivos y se repitieron
las corridas para la seleccién de 3, 6, 8 y 10 elementos. Bajo éstas condiciones, la
BE solo pudo encontrar soluciones para |M| = 3 y 6 elementos. Para la bisque-
da de 8 y 10 elementos se tuvieron mas de 8 horas de procesamiento sin poder
encontrar todas las soluciones.

En la segunda parte de los experimentos, se utilizé el Algoritmo NSGA-II
para resolver los mismos problemas arriba citados, utilizando |M| = 3, 6, 8 y 10,
y considerando 20, 50, 100 y 250 iteraciones. El NSGA-II fue parametrizado de
la siguiente manera: popSize (Tamano de la Poblacién) = 100, p. (probabilidad
de cruzamiento) = 0,9 y p,, (probabilidad de mutacién) = 1/|M|

En la Tabla 3 se muestran los resultados obtenidos por el NSGA-II. En
la columna ¢ (seg) se muestra el tiempo de corrida del NSGA-II para las 250
iteraciones. Se puede notar que para estos casos, el NSGA-II es capaz de conse-
guir soluciones que se aproximan razonablemente al frente de referencia y en la
medida que se aumentan la cantidad de iteraciones, légicamente se encuentran
soluciones més proximas al frente Pareto. En la Figura 1 se muestra la evolucién
para el experimento 3.

Instancias del Problema BE NSGA-IT

Cnt. de Iteraciones

Cnt.Obj. |Elementos 50501001 2501t (seg)

M ||Cnt.Sol.|t (seg)

2 40 3 6 1,1 |4(3| 4 5 4,29
2 40 6 23 65,5 |9 (14|17 21 4,81
2 40 8 31 772 116|20] 21 26 4,64
2 40 10 43 |10.142|10{14]| 30 33 4,61
5 40 3 15 1,7 |3|11| 14 14 21,51
5 40 6 890 329 | 7 (33| 52 186 19,27
5 40 8 852 | 7.163 |22|48| 67 93 17,69
5 40 10 * *|37/|86| 83 83 18,24
2 100 3 18 2,4 |8/10[13 15 8,47
2 100 6 35 10.826|11|27| 22 32 7,25
2 100 8 * * 8113} 29 37 7,58
2 100 10 * *110(16| 18 41 8,43

Tabla 3: Resultados experimentales del NSGA-II comparados con la Buisque-
da Exhaustiva (BE). La columna “Cnt.Sol.” muestra el nimero de soluciones
encontradas por busqueda exhaustiva mientras que las columnas “Cnt. de Itera-
ciones” muestran la cantidad de soluciones utilizando el NSGA-II con un nimero
diferente de iteraciones
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Cnt. Elem. =100/ | M| =6
76 T

74 1

-

70 —

68 —

66 —

64 -

BE ——
62 M NSGAI20 —+—
NSGAIIS0

60 NSGAILO0 —+—
NSGA]IZS‘D —

Objetivo 2: MCP utilizando la distancia Canberra

58
45x107  sx107  55x107  exi0? 65107 70?7  7.5x107  exo?  8.5a0’ 9o’
Objetivo 1: MDP utilizando |a distancia Euclidiana

Figura 1: Experimento 3. BE vs NSGA-II con 20, 50, 100 y 250 Iteraciones

7. Conclusiones y trabajos futuros

Como se ha mencionado, el problema de la Dispersién Maxima M DP re-
sulta relevante para areas como biologia, genética, medicina, para la justicia en
la conformacién de jurados, en las empresas para la conformacion de equipos
de trabajo entre otras aplicaciones. Existen varios modelos de diversidad que
pueden ser aplicados, y a su vez en cada modelo se pueden utilizar diferentes de-
finiciones de distancia. Dadas las caracteristicas mencionadas, y como no existe
un consenso entre los expertos sobre que definiciones de distancia utilizar, este
trabajo propone por primera vez maximizar la diversidad de una base de datos
determinada, con tantas definiciones de distancia como lo requieran los diferentes
especialistas interesados en un problema. Se han presentado experimentos con
bases de datos de 40 y 100 elementos respectivamente, y seleccionado los 3, 6, 8 y
10 elementos mas disimiles de cada base de datos, para lo cual se utilizé un algo-
ritmo evolutivo capaz de resolver el problema con tantas definiciones diferentes
de distancias como sean necesarias. Como lo demuestran los resultados experi-
mentales presentados, el algoritmo propuesto basado en el NSGA-II resuelve el
problema de una manera razonable en tiempos admisibles. Como trabajo futuro
se podran considerar no solamente utilizar diferentes definiciones de distancia,
sino también definiciones de diversidad combinadas, asi como otros algoritmos
evolutivos multi-objetivo, segin sea el problema especifico y la necesidad de los
especialistas, ampliando también asi, la vision que puedan tener los mismos para
problemas especificos en los que estén trabajando.
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