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Resumen

Esta tesis comprende una serie de estudios realizados en el contexto de la conjetura AdS/CFT
(o dualidad gauge/gravedad), haciendo particular énfasis en el estudio de valores esperados de oper-
adores no locales denominados Wilson loops. En este escenario, se presentan andlisis cuantitativos
realizados tanto en teoria de gauge como en teoria de cuerdas. Los resultados obtenidos permiten
establecer chequeos no triviales de precisién de la dualidad AdS/CFT, asi como lograr una mejor
comprensiéon de aspectos relevantes concernientes a la dindamica de teoria de gauge y teoria de
cuerdas.

En el capitulo [I] se mencionan las motivaciones principales que llevan al estudio de estos prob-
lemas, junto con una introduccién de los aspectos generales de la dualidad gauge/gravedad y de las
teorias que conforman las realizaciones que seran relevantes en este trabajo. A su vez, se hard una
breve introduccién al conjunto de operadores no locales del tipo Wilson loop, los cuales desempenan
un rol central en el resto de los capitulos que conforman la tesis. Finalmente, se mencionaran al-
gunos aspectos relevantes sobre métodos de evaluacion exacta en teoria de gauge y sobre su rol en
el contexto de la dualidad.

El capitulo[2se aboca principalmente al estudio semiclasico de un conjunto particular de Wilson
loops en la teorfa N' = 6 super Chern-Simons con materia (ABJM), denominados latitude, los cuales
preservan 1/6 de las supersimetrias de la teorfa. En la teoria dual, se resuelven las ecuaciones de
movimiento para configuraciones de cuerdas que preservan 1/6 de las supersimetrias del espacio
de fondo, identificdndolas con estos operadores. Estos resultados permiten realizar un chequeo a
acoplamiento fuerte de una propuesta hecha en estudios previos, la cual conjetura una relacién
entre el valor esperado de Wilson loops circulares y la funcién de Bremsstrahlung que resulta de
deformar lineas de Wilson 1/2 BPS con un pequeno angulo (cusp) geométrico. También se deriva
una relacién anadloga entre valores esperados de ciertos operadores de Wilson 1/12 BPS y la funcién
de Bremsstrahlung efecto de introducir un pequeno cusp interno sobre lineas de Wilson 1/6 BPS.

Luego, en el capitulo|3], se estudia la estructura de la contribucién subdominante en la expansién
semiclasica del valor esperado de ciertos operadores en el régimen de acoplamiento fuerte. En
particular, se calcula la funcién de particién a 1-loop en una expansién en % para cuerdas en
AdS, xCP? cuya hoja de mundo estd sujeta a una linea con un pequeno angulo de cusp en el borde de
AdS, duales a deformaciones tipo cusp de lineas Wilson. Se realiza el cdlculo de los correspondientes
determinantes mediante el método on-shell, que consta en calcular la energia de vacio para los modos
de oscilador que satisfacen las ecuaciones de movimiento con signatura Lorentziana. Nuestros
resultados fueron contrastados con la expansion a acoplamiento fuerte de la propuesta hecha por

Lewkowycz y Maldacena para la evaluacién exacta de la funcién de Bremsstrahlung. Se encontrd



un perfecto acuerdo para deformaciones tipo cusps insertadas sobre lineas de Wilson 1/2 BPS y
1/6 BPS.

Por otro lado, en el capitulo [4, se analiza un sistema de D3 y D5-branas intersecantes, el cual
es dual a una teoria conforme en 4d en presencia de un defecto de co-dimension 1. Este defecto
separa dos regiones en las cuales el rango del grupo de gauge difiere en un niimero entero k. La
introduccién de este nuevo parametro permite definir el limite de “escaleo doble”, bajo el cual las
correcciones cuanticas se organizan en potencias de \/k?, permitiendo de esta manera extrapolar
los resultados entre regimenes de acoplamiento débil y fuerte. En particular, se estudia un Wilson
loop circular de radio R a una distancia L de la interfaz y acoplado en el espacio interno via un
angulo x. El andlisis se realiza tanto en régimen de acoplamiento fuerte, haciendo uso del modelo
dual gravitatorio, como en régimen de acoplamiento débil mediante un desarrollo perturbativo.
Finalmente, se aplica el limite de escaleo doble y se verifica la convergencia de ambos resultados.

Finalmente, en el capitulo [5|se estudian realizaciones holograficas para el cdlculo de correladores
que involucran Wilson loops 1/2 BPS en representaciones “grandes” del grupo de gauge SU(N)
de N = 4 super Yang-Mills. Estos operadores son duales a un determinando tipo de geometrias
denominadas geometrias bubbling. En este contexto, se considera una cuerda fundamental sobre
una geometria bubbling de género arbitrario. Bajo ciertas suposiciones razonables, se muestra que
el valor minimo de la accién para este tipo de configuraciones esta en perfecto acuerdo con el
resultado exacto para el correlador de un Wilson loop fundamental y uno en una representacién
“grande” arbitraria, calculado en la teoria gauge. En particular, se presenta un anélisis explicito
para el caso en el que la representacién grande estd asociada a un diagrama de Young rectangular,
correspondiendo, desde el punto de vista dual, a una geometria bubbling de género uno. A su
vez, se presentan resultados exactos explicitos en teoria de gauge mediante la resolucién de los
correspondientes modelos de matrices asociados al correlador de dos Wilson loops: uno en una
representacion “grande” arbitraria, y otro en la representacion fundamental, totalmente simétrica
y totalmente antisimétrica.

Por tltimo, se dedica el capitulo[6]a la discusién de los resultados obtenidos en el transcurso de
esta tesis, asi como también a las conclusiones que se derivan de los mismos. A su vez, se delinean
posibles investigaciones futuras que pueden realizarse a partir de estos resultados.

Con la intencién de no entorpecer la lectura de este trabajo, se relegan a los apéndices algunos

detalles concernientes a los calculos realizados, los cuales se encuentran al final de esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teorfa Cudntica de Campos (TCC) a logrado establecer un estdndar sin precedentes de acuerdo
entre las predicciones tedricas y los datos experimentales. En particular, el Modelo Estandar (ME),
desde su formulacién en la segunda mitad del siglo XX, ha logrado proveer el mejor marco teérico
conocido para la descripciéon microscépica de las interacciones entre las particulas fundamentales
detectadas hasta la actualidad [I, 2]. Esto se refuerza en los tltimos anos con la deteccién del
bosén de Higgs, el cual juega un rol central en el proceso de rompimiento espontdaneo de simetria
que da lugar al espectro de masas de las particulas [3 [4, [5 [6], cerrando asi un ciclo muy fructifero
de predicciones luego confirmadas por los experimentos.

A excepcién de algunos casos especiales, que se discutiran a lo largo de esta tesis, el éxito de una
descripcién en términos de TCC reacae en la posibilidad de obtener los distintos observables a partir
un desarrollo perturbativo. Por lo tanto, las predicciones asi obtenidas serédn vélidas en el rango de
energias en el que los acoplamientos sean suficientemente pequenos. Para el caso de teorias de gauge
no abelianas, como es el caso del ME, el cual describe las interacciones fundamentales en términos de
un grupo de gauge SU(3) x SU(2) xU (1), la dindmica de las variables fundamentales a altas energfas
resulta débilmente acoplada [7),[8, 9], por lo que, a energias suficientemente altas, los quarks pueden
aproximarse como particulas “asintéticamente libres”. Esto se verifica con el acuerdo de los datos
experimentales y los resultados perturbativos. Sin embargo, a bajas energias, el acoplamiento entre
los quarks crece, por lo que la descripcion en términos de variables débilmente acopladas resulta
obsoleta. Es en este régimen paramétrico que suceden muchos fenémenos interesantes, tales como
el confinamiento de los quarks, el cual puede describirse, a grandes rasgos, como un crecimiento de
la energia con la separacion entre las particulas, formando entonces estados ligados estables a bajas
energias, los cuales dan lugar a un espectro de particulas méas pesadas conocidas como hadrones.

Este tipo de descripciones en términos de sistemas fuertemente correlacionados no son exclusivas
de las terias de particulas fundamentales, sino que también aparecen, por ejemplo, en sistemas de

materia condensada. En este contexto, algunas fenémenos tales como la Superconductividad a



Temperaturas Criticas Altas o el Efecto Hall Fraccionario, se describen en términos de sistemas
electrénicos fuertemente correlacionados. Por lo tanto, la dinamica de estos sistemas tampoco
puede explorarse en términos de un desarrollo perturbativo.

A su vez, se han encontrado dificultades al momento de formular la teoria de Einstein de la
gravedad en términos de una TCC consistente, es decir, renormalizable, por lo que se interpreta a
la Relatividad General como una versién efectiva de una teoria méas general. Comprender a nivel
cuantico de la gravedad contribuiria ampliamente a resolver incégnitas vigentes en la actualidad de
la fisica tedrica, con importantes implicancias en campos que van desde la cosmologia hasta teoria
de la informacién. Para ello es necesario un esquema que permita operar més alla del régimen
perturbativo.

Resulta entonces necesario desarrollar métodos no perturbativos, de manera de poder extender
nuestro entendimiento a estos procesos complejos, los cuales no pueden ser descriptos por las
técnicas usuales de TCC. Un posible enfoque consiste en desarrollar métodos de evaluacién exacta,
de manera tal que se puedan capturar contribuciones no perturbativas a los elementos de matriz
de determinados observables. La posibilidad de obtener resultados exactos suele estar relacionada
con la presencia de alguna simetria global que restringe fuertemente las fuentes que contribuyen
a un dado valor esperado. Esto es lo que ocurre en el caso de sistemas integrables, en los cuales
es posible obtener resultados no perturbativos de manera algebraica, debido a la presencia de un
numero suficientemente grande de cargas conservadas. Para revisiones detalladas de estos aspectos
consultar [10], [TT].

Por otro lado, la presencia de supersimetria suele dar lugar a fenémenos muy interesantes.
El caracter altamente restrictivo de esta simetria permite en muchos casos calcular funciones de
particién o valores esperados de ciertos operadores de manera exacta, mediante el programa de
“localizacién”. A grandes rasgos, el método consiste en deformar el integrando en el que se evalia la
integral funcional a partir de una supercarga preservada por el sistema en cuestion. De esta manera,
es posible introducir un parametro tal que el resultado permanece invariante ante variaciones del
mismo, siendo posible tomar un limite conveniente en el que el cédlculo se reduce a un cémputo
semiclasico. Debido a que el valor esperado es el mismo, sea cual sea el valor que tome este
parametro, el resultado asi obtenido es exacto. Este método nos permite, en ciertos casos, reducir
un calculo de un sistema infinito-dimensional (como es el espacio de funciones sobre el que se define
usualmente la integral funcional) a uno realizado en un sistema de dimensién finita, por ejemplo
un modelo de matrices (0-dimensional). A su vez, estos modelos de matrices han sido ampliamente
estudiados en las ultimas décadas, por lo que, en muchos casos, es posible obtener resultados exactos
no triviales para algunos sistemas supersimétricos [12} [13], 14} [15].

Finalmente, otro enfoque muy difundido en los tltimos anos corresponde al establecimiento de

dualidades no triviales entre distintas teorias. Es un hecho bien conocido que, en un sistema fuerte-



mente correlacionado, las excitaciones fundamentales se reorganizan formando modos colectivos.
Estos modos permiten formular una descripcion dual del mismo sistema en términos de una teoria
débilmente acoplada. De esta manera, es posible obtener expansiones a acoplamiento fuerte, i.e.
resultados altamente no perturbativos, para una dada teoria, en términos de un desarrollo pertur-
bativo realizado en la teoria dual. Este tipo de correspondencias han sido establecidas previamente
tanto en el contexto de teorfa de campos como en el de materia condensada, [16, 17, 18] [19].

En particular, en esta tesis estudiaremos un caso muy particular de este tipo de dualidades,
a saber, la correspondencia gauge/gravedad, o AdS/CFT. La misma se basa en la introduccién
de una coordenada adicional, denominada usualmente coordenada holografica, que se adentra en
una geometria cuya frontera se identifica con el dominio de una dada teoria conforme de gauge.
De esta manera, se establece una correspondencia entre las variables de la teoria conforme en un
régimen paramétrico particular y la dindmica de una teoria de gravedad que vive en el interior
una geometria asintéticamente Anti de Sitter (AdS). El mecanismo subyacente en esta dualidad
es esencialmente el mismo que se menciona en el parrafo anterior, con la particularidad de que las
variables que describen los modos colectivos viven en un espacio mas grande y son descriptos por
una teoria gravitatoria. En su formulacién maéas fuerte, la correspondencia se establece entre los
grados de libertad de la teoria de gauge y la dindmica de cuerdas sobre la misma geometria. Esta
dualidad valdria, en principio, para cualquier valor de los parametros de ambas teorias.

El establecimiento de la dualidad AdS/CFT tiene importantes implicaciones. Por un lado,
como veremos mas adelante, es una dualidad que relaciona regimenes opuestos en la constante de
acoplamiento; es decir, cuando la teoria de gauge se encuentra fuertemente acoplada y la teoria de
perturbaciones deja de ser valida, la teoria en el interior de AdS permite un desarrollo perturbativo
en términos del acoplamiento dual, y viceversa. Este hecho permite tener acceso a la estructura
no perturbativa de una teoria de gauge en términos de cédlculos de gravedad clésica, los cuales son,
en principio, realizables. A su vez, se puede ir en la direccién opuesta, y obtener resultados no
triviales concernientes a la estructura cuantica de la gravedad, mediante el estudio de una teoria
de gauge débilmente acoplada.

En lo que resta de este capitulo, presentaremos las ideas bésicas que nos permiten introducir
la dualidad AdS/CFT de una manera mads precisa. A su vez presentaremos los aspectos generales
de las realizaciones de esta dualidad que utilizaremos en el resto de la tesis. Finalmente, haremos
algunos comentarios sobre métodos de evaluacion exacta en teorias de gauge, haciendo particular
énfasis en localizacién, ya que estos resultados jugaran un papel central en los chequeos de precisiéon
de la dualidad.
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1.1 Aspectos generales de la dualidad gauge/gravedad

En esta seccién presentaremos los aspectos mas relevantes de la correspondencia gauge/gravedad.
Si bien este andlisis no es desde ningin punto de vista exhaustivo, se expondrdan los puntos més
importantes, necesarios para comprender los conceptos presentados en el resto de los capitulos de
esta tesis. Para mds detalles, se recomienda ver [20] 21}, 22 23] 24], 25].

La dualidad gauge/gravedad establece una correspondencia entre los grados de libertad de una
dada teoria de campos en espacio plano, con los correspondientes a una teoria de gravedad en un
espacio-tiempo con una dimensién adicional. Una condicién necesaria para que esto sea vélido, es
que el nimero de grados de libertad coincida en ambos lados de la correspondencia. Sin dar una
prueba formal, esto puede entenderse de la siguiente manera. Para un determinado estado en teoria
de campos, la cantidad de grados de libertad independientes queda determinada por la entropia.
Consideraremos esta teoria de campos definida sobre un espacio-tiempo de dimensién d. Si, para
un dado instante, el sistema se extiende sobre una regién (d — 1)-dimensional M,_1, la propiedad

de extensividad de la entropia implica que
Stcc ~ Vol(Mg_1) . (1.1)

Por otro lado, de acuerdo a la dualidad, la teoria de gravedad se define en un espacio-tiempo (d+1)-
dimensional. Si la entropia gravitatoria fuera extensiva, seria imposible encontrar un acuerdo entre
el nimero de grados de libertad de sistemas con dimensionalidad distinta. De hecho, para un dado
instante, en principio podriamos decir que para un estado extendido en una regién d-dimensional
My, la entropia gravitatoria deberia ser Sg ~ Vol(My), lo cual entrarfa en contradiccién con .
Sin embargo, esto es una suposicién muy inocente, ya que la entropia de sistemas gravitatorios es
subextensiva, o dicho de otra manera, no es proporcional al volumen que ocupa el sistema en un
dado instante. Siendo un poco més precisos, consideremos un estado en una teoria de gravedad
extendido sobre una variedad d-dimensional M . La entropia de este estado estd acotada por el
estado de maxima entropia que ocupa el mismo volumen, a saber, un agujero negro que rodee la
variedad M. La entropia de un agujero negro estd a su vez determinada por el drea del horizonte

de sucesos a través de la formula de Bekenstein-Hawking

1
Sqg=—F=Apn (1.2)
4Gl
donde GE\?H) es la constante de Newton en (d + 1) dimensiones y Ay denota el drea del horizonte
de sucesos. De esta manera, vemos que, en una teoria de gravedad, la entropia es proporcional al

area que contiene al sistema en cuestién. Esto se conoce como principio hologréfico [26, 27, 28], 29],

y es una propiedad esencial para la validez de la dualidad AdS/CFT.
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En conclusién, la entropia de un sistema gravitatorio extendido sobre una region d-dimensional
satisface que
Sa ~ Vol(OMy) ~ Vol(My_1), (1.3)

y por lo tanto estd en completo acuerdo con el comportamiento de la entropia para la teoria de
campos en d dimensiones.

La formulacién de la correspondencia AdS/CFT esta inspirada en estudios realizados en teoria
de cuerdas y teorias de gauge, encontrando que ambos esquemas poseen muchos puntos en comun.
Por lo tanto, antes de introducir la dualidad de una manera ma&s precisa, haremos una breve
introduccién a los conceptos basicos de teorias de gauge y teoria de cuerdas que serdn de gran

utilidad en el resto de esta tesis.

1.1.1 Teorias de gauge en el limite planar

En el estudio de teorias de gauge, suele ser 1til considerar determinados limites en los parametros
que caracterizan la teoria. De hecho, en general existen regiones en el espacio de parametros en los
que la teoria se simplifica drasticamente, haciendo posible la obtencion de resultados no triviales
para los observables relevantes de la teoria. Un caso particular de estos limites es aquel en que el
numero de grados de libertad independientes es muy grande. Este limite, el cual desempenara un
rol central en la formulacién de la correspondencia gauge/gravedad y en el resto de esta tesis, fue
originalmente propuesto en [30]. Para mas detalles en este aspecto, existen muchas referencias muy
utiles, de las cuales pueden mencionarse [31], 32} [33].

Este limite puede comprenderse desde un punto de vista diagramatico, de hecho este es el
enfoque que se adopta originalmente en [30]. Para ello, consideremos, por simplicidad, una teorfa

de Yang-Mills sin materia con grupo de gauge U(N) cuyo Lagrangeano es de la forma

1
L~ ——trF, F', (1.4)
9y m

donde los campos toman valores en la representacion adjunta del grupo de gauge y el tensor
antisimétrico F),, se obtiene a partir del campo de gauge de la forma usual, i.e. F,, = 9,4, —
0, A, +[A,, A)]. El punto crucial aqui lo desempefia la naturaleza matricial del campo A, = ALT?,
donde Ty, a = 1,..., N2, son los generadores del grupo de gauge U(N), los cuales se toman en
la representacion fundamental. A su vez definimos el pardmetro A\ = g%, u N, de manera que el
Lagrangeano ahora posee un factor N/ en frente de la traza. Por otro lado, se define la notacién
de doble linea, la cual es ideal al momento de definir la digramética de campos con estructura
matricial. Para el propagador y los dos posibles vértices, la notacién se indica en la Figura (1.1
donde el sufijo 0 en el propagador indica que es el correspondiente propagador libre. Como es usual

en teoria de campos, el desarrollo perturbativo se organiza en términos de diagramas de Feynman.
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Figura 1.1: Notacion de lineas dobles para la expansién diagramatica, donde 1, j, k,I denota los

indices matriciales de los campos.

Consideremos el conjunto de diagramas conexos sin lineas externas, los cuales contribuyen, por
ejemplo, en la expansion de la accién efectiva. Mediante consideraciones muy simples es posible
calcular las potencias con las que aparecen los parametros N y A. En particular, cada propagador
contribuye con un factor de A/N. A su vez, cada vértice acarrea un factor de N/A. Por tltimo,
cada linea cerrada representa una suma sobre los indices de color, por lo que contribuye con un
factor de N. Denotando con D a la contribucién correspondiente a un diagrama que posee F' lineas
cerradas, V vértices y E propagadores, tenemos que

\% E
D~(§> <§> NI = NFZEFVAE=V (1.5)

A su vez, a cada diagrama se le asocia un poliedro con V vértices, 'y F' caras. El teorema de
Fuler para poliedros implica una relacién no trivial entre entre V', E y F' y el niimero de huecos g
del mismo, a saber

F-E4+V=x=2-2 (1.6)

Desde un punto de vista andlogo, x corresponde a la caracteristica de Euler de la superficie de
Riemann de género minimo en la que hay que embeber el diagrama de manera que ninguna linea
se entrecruce, como se ve en la Figura [[.2] Ahora consideramos el régimen en el que N — ooy
gym — 0 de manera tal que A permanece fijo, conocido como limite de 't Hooft. De esta manera,

la funcién de particiéon queda naturalmente definida en términos de una expansion topoldgica

o0
log Z =Y N*729f,()\) (1.7)

g=0
donde f,4(A) es la expansién en \ formada por todos los diagramas de género g. Vemos entonces
que, en el limite de 't Hooft, la contribucién dominante corresponde a los diagramas de género 0,
es decir, los diagramas que pueden embeberse en una esfera, o equivalentemente en un plano. Por

eso es que se suele referir a este limite como limite planar.
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Figura 1.2: Cada diagrama puede embeberse en una superficie de Riemann de género g. La corre-
spondiente potencia de N que acompaiia a cada diagrama queda determinada por la caracteristica

de Euler de la superficie x = 2 — 2g.

En el estudio de teorias de gauge, tomar el limite planar posee una serie de implicaciones no
triviales sobre los valores esperados de los distintos observables de la teoria. Una consecuencia
obvia que se desprende de la expansién , es que el numero de diagramas que contribuyen al
valor esperado se reduce apreciablemente, debido a que todos los diagramas con topologia no trivial
quedan suprimidos por potencias de 1/N2. Otro efecto importante corresponde a la factorizacién
de las funciones de correlacién. Para entender de qué trata este fenémeno, consideremos dos
observables 01, Oy invariantes de gauge, es decir que se definen como O = tr (X X2 .. X ") ,
con X% operadores construidos a partir de los campos de la teoria. En particular, en el limite
planar, se puede ver que la funcién de correlacién se factoriza en los valores esperados para las
correspondientes componentes invariantes de gauge

(0105) = (O1) (O3) + O (&) . (1.8)

Este resultado se generaliza a su vez para funciones de correlacién que involucren multiples trazas,
los cuales se factorizan en valores esperados de trazas simples. En este sentido, se suele decir que
la teoria se vuelve “clasica” en el limite planar, debido a que la factorizacion de valores esperados
se asocia con modelos de probabilidad clasica. Sin embargo, esto no debe confundirse con que la
teoria no posea contribuciones en loops, de hecho, el término dominante fy(\) en da cuenta
de la contribucién de infinitos loops en la constante de acoplamiento de 't Hooft A. Por lo tanto,
si bien en este limite la teoria se simplifica drasticamente, ain estd lejos de ser trivial. Un ejemplo

muy instructivo para entender en qué sentido la teoria se vuelve “cldsica” consiste en considerar
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un modelo sigma no lineal para N campos escalares ¢; con acoplamientos cudarticos de la forma

1 N
£=353 (000 +m26?) + <2¢2> . (1.9)

i
Mediante una transformacion de Hubbard-Stratonovich, la integral funcional puede escribirse en
términos de un campo auxiliar A de forma tal que

1 1

i N2

L= Z(a@) 29‘4 (A+m? (Zgb ) (1.10)
(2

Notar que, integrando A, se obtiene A = %va (;5@2, recuperando entonces el Lagrangeano (|1.9)).

Ahora bien, siendo la accién cuadratica en ¢;, estos campos pueden integrarse, obteniendo asi una

accion efectiva para el campo A. Definiendo A = gV y, debido a que hay N campos escalares ¢;,

tenemos que
— /DABNSeH[A] (1.11)

Seff = ﬁA?— flogdet( O +m? + A) (1.12)

De esta manera puede verse que, tomando el limite N — oo con gN fijo, N desempena el mismo
papel que 1/h en una expansién semicldsica. Por lo tanto, en el limite planar, la teoria puede
resolverse exactamente en términos de la solucién que minimiza la accién efectiva ([1.12)), a saber

A

Aa = det (—02+m?+ Ay)

(1.13)

A la solucién A se la suele denominar campo maestro. Por 1ltimo, notar que esta teoria posee
invariancia O(NV), por lo que en general, los observables seran funciones del invariante ¢? ~ A.
Entonces, a menos de correcciones O(1/N), los valores esperados de estos observables quedan

completamente determinados por el campo maestro

(X(A) =X(Aa) + O <117> (1.14)

Es entonces en este sentido que decimos que la teoria se vuelve “clasica”’, a pesar de que, como se
menciona arriba, incluye infinitas contribuciones de loops en A. Un repaso més detallado de estos
argumentos y de como se simplifica la accion efectiva en este tipo de modelos puede encontrarse en
[31] 34,351 36, 24]. En el contexto de la correspondencia gauge/gravedad, se suele decir que el campo
maestro en funcién del cual se resuelve la teoria en el limite planar posee una dindmica determinada
por una teoria gravitatoria con una dimensién adicional. A su vez, cuando introduzcamos la teoria
de cuerdas, veremos que expansiones topolégicas del tipo de aparecen naturalmente en la
definicién de la funcién de particién. Estos han sido algunos de los indicios claves que han inspirado

la formulacién de la conjetura entre ambos esquemas.
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Finalmente, es importante aclarar que el alcance de los conceptos va mas alla de los ejemplos
descriptos en esta seccion. En el caso de teorias de Yang-Mills, es posible anadir materia bosénica
y fermiodnica, viendo que la expansién en loops también se organiza en términos de una expansién
topoldgica de la forma de . Por otro lado, como mencionaremos més adelante, estos argumentos
pueden aplicarse también a teorias de gauge de tipo Chern-Simons, en donde el nivel k juega el
papel del inverso del acoplamiento de Yang-Mills, por lo que la constante de 't Hooft se define como
A = N/k. Volveremos a este punto cuando presentemos la realizacién hologréifica para la teoria

N = 6 super Chern-Simons con materia.

1.1.2 Teoria de cuerdas

En esta seccion presentaremos algunos aspectos basicos de teoria de cuerdas de una manera muy es-
quematica. La mayor parte de los conceptos que se mencionan aqui se pueden encontrar desarrolla-
dos en la bibliografia bésica referente al tema, entre la que mencionaremos [35], 37, B8, [39] [40}, 411, [42].

Una cuerda es un objeto unidimensional relativista que se mueve en el espacio-tiempo. Antes de
introducir la accién que determina la dindmica de una cuerda, recordemos brevemente la descripcién
relativista de una particula puntual, cuyo movimiento describe una linea de mundo parametrizada
por un parametro afin 7. Consideremos una particula relativista de masa m moviéndose en un
esacio-tiempo de dimensién d descripto por coordenadas X™ y métrica Gp,,(X). La accién es

proporcional a la longitud de la linea de mundo, medida en unidades de 1/m, es decir

Spart = m/dn/GmnXmX”. (1.15)

donde X = %. Notar que esta accion es invariante frente a reparametrizaciones del parametro afin
que describe la linea de mundo. Ahora bien, la cuerda es un objeto extendido en una dimension,
por lo que describira una hoja de mundo al desplazarse en el espacio-tiempo, descripta por dos
coordenadas {c®} = {7,0}. En analogia a la particula relativista, la accién para la cuerda serd
proporcional al area de la hoja de mundo, obteniendo entonces lo que se conoce como accién de
Nambu-Goto

Sng =T / d%\/det (Grn0a X™IgX") =T / d*0.\/g. (1.16)

donde g = det g, es el determinante de la métrica inducida g.g, la cual es el pull-back de la métrica

del espacio-tiempo G,y sobre la hoja de mundo
Gap = GmnaaXmaﬁXn . (117)

Notar que, al igual que en el caso de la particula relativista, esta accién también es invariante
frente a difeomorfismos, i.e. reparametrizaciones de las coordenadas de la hoja de mundo de la

forma o® — %(0®). A su vez, el rol que jugaba la masa de la particula relativista ahora lo juega
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la tension de la cuerda T, la cual se puede expresar en términos de la pendiente de Regge o’ de
manera tal que T = (27a/) 7L,

En general, hay dos tipos de cuerdas, a saber, cuerdas cerradas y cuerdas abiertas. Esta
distincion depende de las condiciones de contorno que se imponen sobre una de las coordenadas de
la hoja de mundo, digamos o. La cuerda cerrada corresponde a imponer condiciones de contorno
periddicas, i.e. ¢ ~ o + 2mw. Por otro lado, la cuerda abierta se obtiene al imponer condiciones de
contorno tipo Neumann (cuerda libre) o Dirichlet (en presencia de D-branas).

A su vez, existe una descripcién andloga en términos de una accién cuadréatica en los campos,
la denominada accién de Polyakov. Para escribir la accién de la cuerda en esta formulacién, es
necesario introducir un capo adicional h.g, el cual es un tensor simétrico que identificaremos con
la métrica de la hoja de mundo. De esta manera la accién de Polyakov se escribe en términos de

un modelo sigma no lineal para las coordenadas X™
T
Sp=7 / 2o VhhP G0 X5 X™ . (1.18)

Notar que la accién de Polyakov ([1.18)) es manifiestamente invariante ante difeomorfismos do® = &%
tales que generen un rescaleo conforme de la métrica h,g. Adicionalmente, la accién también es
invariante frente a transformaciones de Weyl de la métrica, esto es, rescaleos de la misma por una

funcién arbitraria. Volveremos a este punto en breve.

Variando (1.18) respecto de hqp se obtiene la siguiente ecuaci(’)nﬂ
1
GrnOa X ™05 X" — §hagméamnavxmaéxn =0. (1.19)

Esta tltima ecuacién implica que la métrica de la hoja de mundo es esencialmente la métrica
inducida ((1.17) a menos de una transformacién de Weyl, a saber

hag = f(0)gap [flo) = %hwgws (1.20)

Debido a la invariancia de la accién de Polyakov frente a transformaciones de Weyl, a nivel clésico,
tenemos que el factor que relaciona ambas métricas es irrelevante. Finalmente, reemplazando
en , es facil ver que se recupera la accion de Nambu-Goto , por lo que ambas
descripciones son equivalentes a nivel clasico.

A pesar de esta equivalencia a nivel clésico, el tratamiento cudntico es mucho més directo en la
formulacién de Polyakov. Esto se debe a que, si bien no es libre debido a la presencia de vinculos
derivados de las ecuaciones de movimiento para hqg, la accién es cuadrética en los campos X™, a
diferencia de , la cual posee una raiz cuadrada.

En este punto, es importante realizar algunas consideraciones respecto al papel que juega la

métrica hog en el contexto de la formulacién de Polyakov:

! Aqui hemos utilizado que 6h = hh*?Shas v que R’ 6hag = —5h*Phag.
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e La accién es invariante frente a difeomorfismos que generan un rescaleo conforme de la
métrica. A este conjunto de transformaciones se la conoce como grupo conforme de simetria.
A nivel infinitesimal, un difeomorfismo arbitrario es generado por un vector 2-dimensional
£%(o) tal que 60 = £%(0). A su vez, estas transformaciones actian sobre la métrica de la
siguiente manera

5ha5 = Vafg + nga (1.21)

con V, la derivada covariante definida sobre la métrica h,g. En particular, nos interesan
los difeomorfismos que generan un rescaleo conforme de la métrica, esto es hag — f(0)hag,
con f(o) alguna funcién. Es fécil ver que, en 2 dimensiones, los vectores de Killing que
generan estas transformaciones satisfacen la siguiente ecuacién, denominada FEcuacion de
Killing Conforme

Vaég + Vg&a — hapV4E" =0. (1.22)

En d = 2, como es el caso de la cuerda, las soluciones a las ecuaciones ((1.22)) generan un grupo
infinito de simetria local (gauge), denominado grupo de Virasoro. En coordenadas complejas

(z,2), la ecuacién ((1.22)) toma una forma muy simple, a saber
aifz =0 , 8252 =0, (123)

por lo que las soluciones son simplemente transformaciones holomorfas (anti-holomorfas) sobre
la variable z (2), z — f(z) (2 = g(2)). Por su parte, cualquier funcién holomorfa posee un
desarrollo de Laurent en potencias enteras de z. Se definen entonces los generadores del grupo
de Virasoro L,, como las cargas de Noether asociados a las transformaciones generadas por los

monomios 2™ *!. Estos generadores satisfacen, a nivel clésico, el dlgebra clésica de Virasoro
[Lim, Lp] = (m —n) Lyt , (1.24)

y andlogamente se definen los generadores L,, para las transformaciones anti-holomorfas. En
este esquema, es posible descomponer los campos en las correspondientes partes holomorfa y
anti-holomorfa. En términos de los mismos, el grupo de Virasoro actia independientemente
sobre cada uno de los sectores. En este lenguaje, se establece una diferencia entre una cuerda
cerrada, en la cual ambos sectores son independientes y por lo tanto se poseen dos copias del
grupo de Virasoro, y una cuerda abierta, la cual posee solamente un sector independiente.
Finalmente, solo mencionaremos que el algebra se ve modificada a nivel clasico por un
término anémalo. Este término anémalo es proporcional a la carga central del contenido de

campos de la teorfa y se relaciona con la anomalia de Weyl que se evidencia a nivel cudntico.

e Adicionalmente, la accién (1.18]) es invariante frente a transformaciones de Weyl sobre la

métrica. Ma4s precisamente, una transformacién de Weyl da cuenta de un rescaleo de la
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métrica de la hoja de mundo con una funcién arbitraria, el cual lo definimos como h,g —

e?hqp. Por lo tanto, para una transformacién infinitesimal, la variaciéon de la métrica resulta
6hap = p(0)hag - (1.25)

Es fécil ver que las identidades de Ward que se derivan de esta simetria de Weyl imponen una
condicién sobre el tensor de energia momento, a saber que debe tener traza nula, h*T, ap = 0.
Esto es valido a nivel cldsico, de hecho, T(,3 es proporcional a la expresiéon que estd a la
izquierda en , la cual posee traza nula. Mas adelante veremos que esto no se cumplira,
en general, a nivel cuantico, a menos que la dimensién del espacio-tiempo sea d = 26 (cuerda

bosénica) o bien d = 10 (cuerda supersimétrica).

A nivel clésico, esta simetria de gauge nos permite fijar completamente los tres grados de
libertad de h,g, siendo manifiesto entonces el cardcter auxiliar de este campo. Por lo tanto,
la dindmica de la métrica de la hoja de mundo es trivial a nivel clasico, por lo que es posible
constrenir la forma de h,g mediante un fijado de gauge conveniente. Una vez fijado el gauge,
la independencia de la accién respecto a hqg impone una condicién muy fuerte, a saber que el

tensor de energia momento debe ser nulo 7,53 = 0, dando lugar a las condiciones de Virasoro.

En particular, los generadores {L_1, Lo, L1} (y su contraparte anti-holomorfa en el caso de
cuerdas cerradas) forman un subdlgebra que se asocia al grupo conforme global en 2 dimen-
siones. El grupo formado por estos generados es SL(2,C) para cuerdas cerradas, y SL(2,R)
para cuerdas abiertas. En el contexto de teoria de campos, las simetria conforme conlleva
a simplificaciones drasticas en la dindmica [43], ya que las identidades de Ward imponen

condiciones fuertes sobre las funciones de correlacién de los distintos operadores de la teoria.

Por ultimo, cabe aclarar que estas consideraciones no son validas para cualquier geometria
Gnn del espacio de fondo. En particular, estos resultados son validos para cuerdas moviéndose
en espacio plano. Sin embargo, es posible extender muchos de estos conceptos para geometrias

que poseen invariancia conforme, como es el caso de los espacios Anti de Sitter.

A nivel cudntico, la teoria de cuerdas da lugar a fendmenos muy interesantes. Aqui haremos una

breve descripcion, para nada exhaustiva, de algunos de estos resultados, en particular lo que seran

importantes en el contexto de la correspondencia gauge/gravedad. Para ello, nos concentraremos en

cuerdas sobre espacio plano (G, = Nmn). La accién de Polyakov en espacio plano puede resolverse

exactamente a nivel cudntico mediante los métodos usuales. Esto es, se resuelven las ecuaciones

de movimiento, obteniendo un espectro de modos de oscilador, sujetos a su vez a las condiciones

de Virasoro; luego, el espectro de estados cudnticos se obtiene expandiendo los campos en estos

modos y promoviendo los coeficientes del desarrollo a operadores de creacién y destruccion que
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actian sobre un espacio de Fock. Aqui se obtiene el primer resultado remarcable: para una tnica
cuerda, se obtiene un espectro infinito de estados. A su vez, las masas de estos estados se acomodan
en un torre infinita, asi también como el espin de los mismos. Lo realmente interesante aqui es
la obtencién de una enorme variedad de estados cuanticos correspondientes a distintas particulas,
todo a partir de un unico objeto, a saber, la cuerda.

La estructura del espectro de estados cuanticos dependera, a su vez, del tipo de cuerda que se

estd estudiando. En particular, mencionaremos algunas propiedades interesantes:

e Para cuerdas cerradas, el espectro de estados no-masivos da lugar a una teoria de gravedad
sobre el espacio de fondo. Esto coloca a la teoria de cuerdas como uno de los candidatos a

proveer una descripcién cudntica consistente de la gravedad.

e Para cuerdas abiertas, la dindmica de los estados no-masivos se corresponde con una teoria

de Yang-Mills. Este hecho jugara un papel central en la formulacién de la correspondencia.

e Estas consideraciones han sido presentadas para cuerdas bosoénicas. Lo que no hemos men-
cionado es que el espectro de estas cuerdas posee un estado taquidnico, es decir con masa
m? < 0, el cual atenta contra la estabilidad del vacio de este tipo de teorfas. Sin embargo,
este inconveniente queda completamente saneado al introducir la supercuerda. Debido a que
en esta tesis consideraremos cuerdas supersimétricas, la presencia del taquién para la cuerda

bosénica no sera discutido en lo que sigue.

Cuerdas supersimétricas

En este trabajo, estudiaremos realizaciones supersimétricas de la dualidad AdS/CFT, por lo que es
necesario introducir la teoria de supercuerdas. Una formulacién posible de esta teoria corresponde a
una extension de la accion , la cual se obtiene mediante la introduccién de campos fermiénicos
Y definidos sobre la hoja de mundo, es decir fermiones 2-dimensionales (2 componentes) que
transforman como vectores ante el grupo de Poincaré del espacio target. Esto se conoce como
formulacién de Ramond-Neveu-Schwartz (RNS). En esta descrpcidn, la supersimetria se realiza
como una simetria global que actia sobre los campos 2-dimensionales definidos sobre la hoja de
mundo.

Nuevamente, el espectro cudntico puede resolverse en espacio plano. Destacaremos dos carac-
teristicas importantes de este espectro. En primer lugar, que no posee modo taquidnico, garan-
tizando asi la estabilidad del vacio supersimétrico. Por otro lado, el vacio, conformado por los
estados de masa nula, estd compuesto por dos sectores: el sector de Neveu-Schwartz, cuyo estado
fundamental es un bosén del target, y el sector de Ramond, cuyo estado fundamental es un fermién

del target. Los campos que conforman la teoria de bajas energias se obtienen entonces actuando con
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los modos de oscilador de X™ y 9 sobre los estados fundamentales de ambas teorias. Se puede
ver, sin embargo, que los grados de libertad bosénicos y fermiénicos asi generados no estan en pie
de igualdad, por lo que la supersimetria no queda realizada a nivel del espacio target. Para sanear
esto, es necesario realizar una proyeccién, denominada proyeccion G}qul7 la cual elimina la mitad de
los grados de libertad fermidnicos, obteniendo asi una teoria supersimétrica en el target. Realizada
esta proyeccidn, el espectro no-masivo es el correspondiente a una teoria de supergravedad.

Sin embargo, para algunas aplicaciones, resulta mas conveniente una descripcion en la que la
supersimetria se realice explicitamente en el espacio target. En el caso de cuerdas, esto corresponde
a la formulacién de Green-Schwartz (GS), la cual fue introducida inicialmente para espacio plano en
[44]. Explicitamente, la teoria se define en un super-espacio. La introduccién del super-espacio estd
lejos del alcance de esta tesis, sélo mencionaremos que esta descripcion ha sido una herramienta
muy poderosa en el estudio de teorias supersimétricas, ya que promueve la supersimetria a una
isometria de un espacio extendido. Para mayor detalle sobre las técnicas de super-espacio aplicadas
a teorias de gauge y gravedad se recomienda ver [45] 46, 47, 48, [49]. Introducimos entonces la
coordenada fermiénica § = ' + 62, donde los # son espinores de Majorana-Weyl en d = 10, es
decir, poseen 16 componentes reales cada uno. Estos grados de libertad juegan el rol companeros
supersimétricos de las coordenadas usuales X™ del espacio-tiempo de target. En esta formulacion,
las transformaciones de supersimetria de la teoria se traducen simplemente en traslaciones en el
superespacio (0 — 6 + €). Definimos entonces la accién de GS sobre un espacio target plano de la

siguiente manera

Sas =T / d*o [%\/ﬁh“%mn (OaX™ — 0" T™0,0") (95 X™ — i0' T"050")

_ 1-
+ieB s gIT,, 0,07 <aﬁxm — 500507 ) |- (1.26)
donde s'' = —s?2 = 1y s'2 = 52! = 0. Notar que (1.26) es manifiestamente invariante frente a

transformaciones de supersimetrfaﬂ generadas por un espinor de Killing infinitesimal e’
sX™ =iermel 50l =€, 50T =E. (1.27)

La extensién de esta descripcion a espacios target curvos es, en general, un problema altamente no-
trivial. Sin embargo, para espacios target homogéneos es posible obtener la accion de GS en términos
de un modelo sigma no lineal para el super-vielbein del correspondiente super-espacio. Este es el
caso, por ejemplo, de los factores que conforman los espacios producto AdSs x S® y AdSyx CP3. Los

detalles de estas construcciones y su relacién con estructuras integrables a nivel cldsico estan fuera

2Es justamente esta proyeccién la que se encarga de eliminar el modo taquiénico.
3En esta presentacién estamos interesados en teorfas con N’ = 2 supersimetrias. Para realizaciones con N = 1,

s6lo es cuestién de tomar alguno de los 67 = 0.
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del alcance de este trabajo, por lo que recomendamos ver [50] 51, 52} (53], 54, 55, 56]. En general, la
accion para estos modelos estard compuesta de un término cuadratico en el super-vielbein, junto
un término topoldgico (independiente de hqg) que incluye acoplamientos con los flujos del espacio
target. En general, la accién incorpora términos no triviales en potencias de los campos fermidnicos
f. Sin embargo, en una expansion semiclasica, solamente nos interesaran los términos cuadraticos
en estos campos.

Adicionalmente, ademés de ser invariante frente a transformaciones de supersimetria, la accién
de Green-Schwartz posee una simetria local fermiénica, denominada simetria kappa, la cual actia
de la siguiente manera

50 = (1+ D)k (1.28)

con k un parametro fermionico local y I' es un proyector que depende de los campos bosénicos.
Notar que, a diferencia de la formulacién RNS, en la que se debia introducir de manera ad hoc la
proyeccién GSO, esta libertad de gauge permite reducir el nimero de grados de libertad fermiénicos
a la mitad, igualando el nimero de grados de libertad bosénicos y fermidnicos, en acuerdo con
los corolarios usuales en teorfas supersimétricas. En el Apéndice [B] presentamos algunos detalles
relativos al fijado de gauge de simetria kappa y su relacién con supersimetria.

En este contexto, es conveniente introducir la distincién entre las dos posibles teorias de cuerdas
supersimétricas que pueden obtenerse para el caso de N'= 2. Como se menciona arriba, las coor-
denadas fermidnicas del super-espacio se escriben en términos de dos fermiones 10-dimensionales
de Majorana-Weyl 6/, I = 1,2. En particular, podemos tomar 8! y 62 con quiralidades opues-
tas, obteniendo la teoria de cuerdas tipo IIA. El sector no-masivo de esta teoria corresponde a
supergravedad tipo IIA, y serd el tipo de teorias en el que nos concentraremos al establecer el dual
gravitatorio para la teorfa ABJM. Alternativamente, podemos tomar #' y #2 con la misma quirali-
dad, lo que resulta en la denominada teoria de cuerdas tipo IIB. Légicamente, el sector no-masivo
de esta teoria corresponde a supergravedad tipo IIB, como es, por ejemplo, el dual gravitatorio de
N = 4 super Yang-Mills.

Por ultimo, cabe aclarar que la accion de GS posee las mismas simetrias que fueron mencionadas
en la descripcién de la cuerda bosénica en términos de la accién ((1.18), i.e. difeomorfismos y
transformaciones de Weyl. En este punto, volveremos brevemente al fijado de gauge correspondiente
a estas simetrias. Consideremos de momento la acciéon de GS para una configuracién clasica, para
la cual los campos fermidnicos son nulos. Como se mencioné previamente, esta libertad de gauge
nos permite fijar, a nivel cldsico, los tres grados de libertad, correspondientes a la métrica de la
hoja de mundo h,g o a las coordenadas X™. Dos posibles elecciones son el gauge estdtico y el gauge
conforme. Ambas opciones son equivalentes a nivel cldsico. Sin embargo, el tratamiento cudntico
suele ser més directo en el gauge conforme.

En el caso del gauge estatico, se identifica la métrica h,g con la métrica inducida en la hoja de
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mundo (P[G]) y, a su vez, se identifican dos coordenadas del espacio target con las dos coordenadas
de la hoja de mundo. En este esquema, la accion de GS toma la forma de la acciéon de Nambu-Goto
para las coordenadas X™ restantes. El espectro de fluctuaciones cudnticas (cuadraticas en
los campos), una vez fijado este gauge, solamente posee fluctuaciones bosénicas transversales a la
hoja de mundo y la correspondiente acciéon para los campos ghost es trivial.

La otra opcién estandar corresponde a fijar el gauge conforme, en el que se eliminan los grados
de libertad auxiliares fijando hng = dag ﬁ De esta manera, la accion para las coordenadas X
toma la forma de la acciéon de Polyakov , con hag = dop. En este gauge, ademds de las
fluctuaciones bosénicas transversales, existen dos direcciones longitudinales. A su vez, los campos
de ghost poseen una accién cuadrética no trivial, la cual es formalmente idéntica a la de los modos
longitudinales. El hecho de que haya una cancelacién precisa entre estos modos es un tema que

todavia no esta del todo entendido.

Dimension critica

Hasta ahora, hemos visto que la accién de una cuerda bosénica depende de los campos X™ y de la
métrica de la hoja de mundo h,g. A su vez, vimos que, a nivel cldsico, la accién es invariante frente
a rescaleos de Weyl de la métrica hos — €¥hqg. Sin embargo, se puede ver que esta simetria no se
conserva nivel cuantico, es decir, es andmala. Esto se debe a que, si bien la accién es invariante de
Weyl, la medida de integracién que define la integral funcional no lo es. Consideremos una cuerda en
espacio plano d-dimensional, y en particular las fluctuaciones cuanticas alrededor del vacio X™ = 0.
La funcion de particién se obtiene de integrar sobre todas las configuraciones posibles. Denotando

con S[X,h] a la accién de Polyakov, tenemos que
Z ~ / DXDhe SN (1.29)

Donde el simbolo ~ da cuenta de una normalizacién que no es relevante en esta discusiéon. Ahora
bien, la integral en h,g no es una integral sobre grados de libertad independientes, ya que, como ya
se discutid, existen redundancias debido a la simetria frente a difeomorfismos y transformaciones de
Weyl. En particular, podemos hacer uso de esta la libertad de gauge para reescribir la integracién
en el espacio de métricas. Para ello, definimos una métrica de referencia ﬁag, a partir de la cual
puede obtenerse una métrica arbitraria h,g aplicando difeomorfismos y trasformaciones de Weyl,
generados por un vector de Killing £% y un campo escalar ¢ respectivamenteﬂ Por lo tanto, tenemos

que una variacién infinitesimal en el espacio de métricas puede escribirse de la siguiente manera

hap = @ hap + Valp + Vséa (1.30)

4En general, a lo largo de esta tesis trabajaremos en signatura Euclidea, a menos que se indique lo contrario

SNotar que fijar el gauge conforme corresponderia a tomar iLaB = 6ag-
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Este procedimiento es completamente andlogo al mecanismo de Fadeev-Popov para el fijado de
gauge en teoria cuantica de campos. Por lo tanto, este cambio de variables trae asociado consigo un
Jacobiano, o determinante de Fadeev-Popov, mediante el cual reescribir el elemento de integracién

de la siguiente manera

N|=

Dh — DE*Dep (det Ogp)? (1.31)

con Ogy, definido de la siguiente manera
Ogn = P{P1, (1.32)

con P un operador diferencial que mapea el espacio de vectores en el espacio de tensores simétricos
de la siguiente manera

(Ple)ag = Vaeg + Vgeq — hagVaeT. (1.33)

Por otro lado, PlJr es un operador que actia sobre el espacio de tensores simétricos y posee imagen so-

bre el espacio de vectores. En particular, dado un tensor simétrico 7, se tiene que (PlT 7') = VA Taf-
o

En general, el Jacobiano de Fadeev-Popov se exponencia en términos de campos de Grassman vec-

toriales, conocidos como campos de ghost.

Definimos entoncesd|
1
Sbos[ X, h] =3 / d*oVhh*P 9, X" 95 X m
1
Senle, h = / d*oVhh e, VP (vaeﬁ + Vgea — haﬁvgeé) (1.34)

donde, en la primera linea, estd implicita la suma en m a través de la métrica plana. La funcién
de particién serd entonces la integral funcional de exp(—Shos + Sgn) en los grados de libertad X,
€y hag.

Ahora bien, en el espiritu del mecanismo de Fadeev-Popov, una vez reescrita la medida sobre el
espacio de métricas h,g de la forma , deberia procederse a factorizar la integral en los grados
de libertad redundantes. En particular, se puede ver que los dos grados de libertad generados
por los difeomorfismos conformes £“ efectivamente se factorizan. KEsto ocurre porque tanto las
acciones como las medidas de integraciéon son invariantes frente a esta simetria. Por lo
tanto, la integracién en los grados de libertad de gauge £“ da lugar a un factor de volumen del
grupo de gauge. Este volumen es infinito y se suele absorber en la normalizacién de la funcién
de particién. Podemos entonces fijar estos grados de libertad escribiendo h,g = e“”ﬁag con ﬁag
una métrica de referencia fija. Si la simetria frente a rescaleos de Weyl fuera una simetria de la
teoria a nivel cudntico, entonces la funcién de particién no deberia depender del campo ¢ o, dicho

de otra manera, la integral en h no tendria ningin efecto en Z. Sin embargo, se puede ver que

SEn este an4lisis no incluiremos factores de &’ en pos de simplificar la notacién.
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tanto la medida de integracién de los campos X™ como la de €* es anémala frente a este tipo de
transformaciones [57, [58]. La contribucién de los campos escalares a la anomalia puede calcularse
en términos de (T%). Este tipo de contribuciones, conocidas como anomalias de traza, se relacionan
con la ausencia de simetria conforme a nivel cuantico, y han sido ampliamente estudiadas. Por otro
lado, la anomalia conforme proveniente de la integracion en los campos de ghost también puede ser
calculada explicitamente. Presentaremos aqui los resultados, si bien no expondremos una derivacién
de los mismos. Por simplicidad, fijaremos la métrica de referencia de manera tal que ﬁaﬁ = 0ag,

por lo que hog = €¥0,3. De esta manera, se puede ver que

/DXngpexp [—Shos| X, €¥0]] = /DXngpeXp[ Shos| X, d] —l—/d2 < 4+ e‘p>] )
(1.35)

donde p es una escala que aparece en el proceso de regularizacion de divergencias. Notar que la
presencia de esta escala da cuenta de la ruptura explicita de la simetria conforme. Por otro lado,
tenemos que

/ DDy exp [Synle, 5] = / DDy exp {sgh[e,a] 214?; / Lo <;(8g0)2+u26‘p>]. (1.36)

La accién que se obtiene para ¢ en ambos casos se conoce como accién de Liouville. En particular,
la escribimos en espacio plano, sin embargo, para una dada métrica de referencia h,g, se habria

obtenido la accién de Liouville definida sobre esta geometria. En conclusién, tenemos que
7 ~ /DXngo e_sbos[XjL]"'Sgh[e:iL] —25-d dSL[LP,h] (1.37)

Por lo tanto, el requerimiento de simetria conforme a nivel cuantico fija la dimensién del espacio
target en el cual se define la teoria de cuerdas. Esta dimension se conoce como dimension critica.
En particular, para la cuerda bosénica vemos que la dimension critica es d = 26.

Este mismo andlisis también fue realizado para teorias de cuerdas supersimétricas [59, [60],
obteniéndose que la dimensién critica es d = 10.

Finalmente, haremos algunos comentarios adicionales:

e En este andlisis esquemadtico han pasado desapercibidos muchos detalles, algunos de los cuales
pueden llegar a ser relevantes a la hora de hacer un cédlculo explicito. En particular, men-
cionaremos que la expresién en términos del determinante del operador no es del
todo correcta. Esto se debe a que el operador P; definido en posee modos no triviales
con autovalores nulos, ¢.e. modos cero. Notar que estos modos corresponden a soluciones
de la Ecuacién de Killing Conforme ([1.22). Esto posee una interpretaciéon simple. La accion

de este tipo de difeomorfismos resulta en un rescaleo de la métrica hqg, el cual puede ser

25



deshecho mediante una transformacién de Weyl apropiada. Por lo tanto, los modos cero cor-
responden a transformaciones cuya accién es trivial en la érbita de gauge. Ahora bien, de
las infinitas soluciones que posee la ecuacién , sélo contribuiran las que sean normal-
izables en la hoja de mundo. El nimero de modos cero normalizables depende en general
de la topologia de la hoja de mundo, estando presentes en general solamente para el caso
de topologias triviales (disco o esfera). La presencia de estos modos exige extraer previa-
mente su contribucién antes de definir la medida. De manera tal que el buen Jacobiano de
Fadeev-Popov es det’ PTP;, donde el simbolo / denota que sélo deben tenerse en cuenta los
autovalores no nulos. Lamentablemente, aiin no se posee un mecanismo sitematico y libre
de ambigiiedades para obtener explicitamente la contribucién de estos modos a la funcién de

particién.

e Analogamente, la presencia de modos no triviales en el nticleo de P{r también posee conse-
cuencias importantes a la hora de definir la funciéon de particién. En particular, a la hora
de definir la integracion sobre el espacio de métricas, en algunos casos resulta necesario in-
troducir una integracién en un parametro modular, conocido como médulo de Teichmiiller.
Este parametro da cuenta de la presencia de dominios disconexos en el espacio de métricas,
es decir, elementos que no pueden conectarse mediante difeomorfismos y transformaciones
de Weyl. Este efecto se vuelve importante al considerar hojas de mundo con topologias no

triviales. Sin embargo, no sera relevante en los calculos presentados en esta tesis.

Finalmente, es importante recalcar que los resultados presentados en esta secciéon son vélidos
para cuerdas definidas sobre un espacio target plano (G = Nmn). Sin embargo, se pueden extender
para algunos casos particulares de geometrias méas complejas. Esto puede verse de una manera
relativamente simple. Para ello, consideremos una cuerda supersimétrica con N'= 2. Como ya fue
mencionado, el sector no-masivo del espectro de este tipo de cuerdas corresponde al multiplete de
supergravedad tipo ITA o IIB. Para una configuracién de vacio no trivial de estos campos, la cuerda
se acopla a los mismos a través de la accion, ya sea en la formulacién de GS o RNS. Consideremos
el sector bosénico en la formulacién de RNS, cuya accién serd de la forma

1
4o

S =

/ d2oVh [(haﬁGmn(X) + eaﬁan(X)) D XM X" + a’@(X)R(Q)} (1.38)

donde hemos incluido el acoplamiento conforme del dilatén ®(X) con la curvatura escalar de la
métrica de la hoja de mundo R®. Andlogamente, el sector fermiénico P también se acopla con
la geometria del espacio target, sin embargo no presentaremos aqui los detalles de la accion.

En este contexto, los campos de gravedad G (X), Bimn(X) y ©(X) se pueden interpretar como

acoplamientos efectivos de la teoria. Por lo tanto, es posible calcular las correspondientes funciones

26



B, las cuales se pueden obtener orden a orden en una expansién en o' [61]

1 1
Bian =5 Bomn = 5 Hinpg H, + 0 20, @ + O(a) (1.39)
1
5ﬁn - iDpHpmn + apHpmn + O(O/) (1'40)
1 1, 1
B =5(d—10) +of <zam<1>an<1> —2V" 0@ + SR — 24lﬁlmnplnl””““> +0(a), (1.41)

donde H = dB. A orden (o), estas son las ecuaciones de movimiento que se derivan de la accién
de supergravedad. Los 6rdenes subdominantes corresponderian a correcciones en o’ a este tipo de
teorias.

La presencia de simetria conforme a nivel cudntico implica que las funciones 3 deben ser nulas, ya
que no es consistente con la aparicién de una escala tipica frente a la cual corren los acoplamientos.
Notablemente, del primer término en %, vemos que esta condicién fija nuevamente la dimensién
critica, a saber d = 10. Adicionalmente, notemos que el dilatén siempre aparece derivado (se
puede ver que esto es vélido incluso para érdenes mayores en o). En la mayor parte de esta
tesis consideraremos, geometrias que poseen dilatén constante & = ¢q, por lo que en general estos
términos son nulos. En particular, es importante mencionar que los espacios Anti de Sitter, no solo
poseen la propiedad de tener dilatén constante, sino que se puede ver que son soluciones exactas de
las ecuaciones de supergravedad a todo orden en . Por lo tanto, la simetria conforme se preservard
a nivel cudntico para fluctuaciones sobre este tipo de vacios.

Por ultimo, es importante aclarar que en todo este andlisis hemos considerados fluctuaciones
sobre el vacio de la teoria. Si, en cambio, queremos estudiar la teoria de fluctuaciones cuanticas
alrededor de una solucién cldsica no trivial (solitén), es necesario evaluar la ausencia de términos
anémalos para cada solucion clasica particular. Esto jugard un rol importante més adelante, por

lo que volveremos a este punto en el capitulo

Interacciones entre cuerdas

Las interacciones entre cuerdas dan cuenta de los efectos debidos a, por ejemplo, una hoja de mundo
que se dividen formando dos nuevas, o por el contrario, dos que se unen para formar una. Este
tipo de interacciones da lugar a hojas de mundo con agujeros, es decir de género no trivial, como
se ve en la Figura [I.3] Por lo tanto, definiendo la constante de acoplamiento de cuerdas gs, es
razonable esperar que el desarrollo perturbativo en g; de las funciones de correlacién se organice
en términos de una expansién topolégica. Para ver esto, consideremos cuerdas moviéndose en una
dada geometria, sobre la que especificaremos en breve. Por simplicidad, consideraremos solamente
el sector bosénico de la teoria. Como se mencioné previamente, el sector no-masivo de la cuerda
cerrada supersimétrica corresponde a una teoria de supergravedad, ya sea tipo IIA o IIB. La forma

de la accién de la cuerda en presencia de campos gravitatorios de fondo no triviales es (1.38]).
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Figura 1.3: Expansion de la funcién de correlaciéon con 4 inserciones.

Esquematicamente, se compone de un funcional de drea y un término de acoplamiento conforme
con el dilatén. En general, la métrica del espacio target posee una escala tipica L a la que nos
referimos como el radio de la geometria. Factorizando esta escala fuera del funcional de area

podemos escribir

S = —SA + — /d%@R (1.42)

donde S4 denota al funcional de drea una vez rescaleado el factor de L? y escribimos la tensién de
la cuerda en funcién de la pendiente de Regge o, T = (2ma’)~!. Ahora bien, para la geometria de
fondo, nos concentraremos en soluciones de supergravedad con dilatén constante ® = ®y, ya que
esta es una condicién necesaria para que la simetria conforme se preserve a nivel cuantico. Vemos

entonces que
2) _ L2
¢S ~ e 12 [RD ~Lr5a (1.43)

Por otro lado, el teorema de Riemann-Roch garantiza que la integral de la curvatura escalar para
una superficie de Riemann estd completamente determinada por la topologia de la misma, a saber
i R® = 47y, donde x es la caracteristica de Eule Por ejemplo, para una superficie de Riemann

de género g (g agujeros) y b bordes, se tiene que
X=2—-2g—b. (1.44)

La funcién de particion de cuerdas debe considerar todas configuraciones posibles, incluyendo las
que poseen topologia no trivial. Para ser concretos, consideremos la funcién de particion de cuerdas

cerradas, la cual corresponde a sumar todas las superficies de Riemann que no posean bordes,

2
7= ez, (i/) (1.45)
g

donde g denota el género de la superficie de Riemann y f, ( ) da cuenta de la contribuciéon de la

obteniéndose

integral funcional sobre hojas de mundo de género g. Por lo tanto, la constante de acoplamiento

"Para hojas de mundo con bordes, debemos afiadir términos de acoplamiento con la curvatura extriseca, los cuales

dan lugar nuevamente a la caracteristica de Euler x para una superficie con borde.
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de cuerdas se identifica naturalmente con el valor del dilatén, especificamente
e = g, (1.46)

por lo que la funciéon de particion queda naturalmente escrita en términos de una expansién

topolégica de la forma
_ L?
Z=> g27f, <a,> (1.47)
g

Vemos entonces que en el contexto de cuerdas también aparece naturalmente una expansion topoldgica,
de la misma manera que aparece al considerar el limite de 't Hooft en teorias de gauge. Compara-
ndo las expansiones (1.7) y (1.47), vemos los primeros indicios del diccionario holografico que

estableceremos en breve, a saber

L
gS N7

mientras que el cociente adimensional L?/a’ se relacionard naturalmente con la constante de

(1.48)

acoplamiento de 't Hooft .

Notar que la inclusiéon de inserciones en el cdlculo de amplitudes corresponde a agregar una
determinada cantidad b de bordes a la hoja de mundo (ver Figura . Esto solamente introduce
una potencia de g° enfrente de la expansién topoldgica .

Por dltimo, cabe aclarar que para el caso de cuerdas abiertas también se obtiene este tipo de
expansiones, con la diferencia que la constante de acoplamiento de cuerdas abiertas g2 se relaciona

con la correspondiente a cuerdas cerradas de la siguiente manera

gl =g & ™ =/g". (1.49)

En general, no haremos una distincién explicita entre ambas constantes de acoplamiento, ya que

no sera relevante para ningtin argumento presentado en esta tesis.

D-branas

Consideremos ahora una cuerda abierta. Como se mencioné previamente, para este tipo de cuerdas
es posible imponer condiciones tipo Neumann o Dirichlet en sus extremos. Condiciones tipo Neu-
mann en alguna direccion X indican que el extremo de la cuerda estd libre en esa direccién. Por
otro lado, al imponer condiciones tipo Dirichlet en alguna coordenada, el extremo de la cuerda se
ve obligado a permanecer en una posicién fija en esa direccién. Més explicitamente, consideremos
una teorfa de cuerdas sobre un espacio target 10-dimensional e impongamos condiciones Dirichlet
para alguno de los extremos de la cuerda en 9 — p de las direcciones espaciales. Por lo tanto, este
extremo estard constreniido a moverse libremente en un espacio reducido p + 1-dimensional. A este

objeto extendido en p + 1 dimensiones se lo denomina Dp-brana.
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En resumen, una D-brana es una hipersuperficie extendida en el espacio target en donde las
cuerdas abiertas terminan. Sin embargo, a pesar de esta naturaleza en apariencia simple, estos
objetos poseen propiedades muy interesantes. De hecho, podemos interpretarlos como objetos
soliténicos (es decir, no perturbativos) de la teoria de cuerdas, los cuales poseen su propia dindmica.
Para profundizar un poco mas en este concepto, empecemos por preguntarnos qué grados de libertad
poseen estos objetos. En particular, estara extendido en p+1 direcciones ¢*, 4 =0, ..., p, las cuales
conforman el denominado volumen de mundo. A su vez, la posicién del volumen de mundo en es
espacio target estard determinada por el valor que tomen las 9 — p coordenadas restantes, a las
que denominaremos ®¢, i = 1,...9 — p, y que seran, en principio, funciones de las coordenadas del
volumen de mundo (*. La dependencia de los campos transversales ®° respecto de las coordenadas
(* induce naturalmente una métrica sobre el volumen de mundo, en términos del pull-back de la
métrica del espacio target

Gop = Gij0,D 0P’ . (1.50)

Estos campos escalares correspondientes a las coordenadas transversales no son, sin embargo, los
Unicos grados de libertad que determinan la dindmica de una Dp-brana. En particular, puede
verse que los extremos de las cuerdas abiertas estan cargados frente a un campo de gauge U(1), A,
definido en el volumen de mundo de la D-brana. Definiendo la fuerza de campo F),, = 9,4, —0,A,,
la dindmica de los grados de libertad de una Dp-brana queda entonces determinada por la accién
de Dirac-Born-Infeld (DBI)

SDBI = TDp/deC\/det (g,ﬂ, + 271'0/F/“,) R (1.51)

con la tensién de la Dp-brana definida como

(1.52)

1
pTl °

Tpp= ———>1
9s(2m)P () 2

Notar que la presencia del factor g;! en la tensién indica el cardcter no perturbativo de estos
objetos.

Adicionalmente, las D-branas estan cargadas frente a los flujos de g-formas C; de la geometria
del espacio target. Este tipo de interacciones da lugar al término de Wess-Zumino, el cual se escribe

formalmente de la siguiente manera
Swz = Toy / IS PIC (1.53)
q

donde [ es la 2-forma correspondiente a la fuerza de campo de Fy, y ' =1+F+FAF...,

mientras que P [Cy] denota el pull-back de la g-forma sobre el volumen de mundo

P[Cyl = Ciy . j, 0 @ .. 0y, ®9dCH A - A dCHrHY (1.54)

1--dq < Oy
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A modo de ejemplo, consideremos el caso de una D3-brana. Suponiendo que no hay una 0-forma
no nula, este objeto se acoplara entonces a las 2-formas y 4-formas de la geometria de fondo,

obteniendo
Sy = TD3/04 +TD3/FA Cs. (1.55)

Por otro lado, consideremos un ejemplo que sera particularmente importante en la formulacién de
la correspondencia. Sea una Dp-brana en espacio plano. La solucién més simple de las ecuaciones
de movimiento corresponde a un hiperplano sin flujo de campo de gauge, es decir g,, = N ¥
F,, = 0. Consideremos ahora las fluctuaciones cudnticas sobre esta configuracién. Siendo o' el

parametro de expansion semiclasica, definimos
¢ = dY + (2ma)B(C) , A, =A%+ (2md)A,, (1.56)

por lo que la acciéon de DBI resulta

Spsr =Ty / de(\/det (v + (2ma’)20,990,®7 + (27! ) F,y) | (1.57)

mientras que la accién cuadratica resulta en la correspondiente a una teoria de Yang-Mills con

materia escalaif]

1 1 1 . 4

§® = —— (FW '+ —0RDI, 00 4 ) : (1.60)

4 2
9y m

donde hacemos la siguiente identificacion

ghar = 202m) 2. (a)" T (L.61)
Notar que, para p = 3, gya es independiente de o/, y por lo tanto adimensional. Esto serd
importante en en breve.

Objetos solitonicos de este tipo ya habian sido considerados en el contexto de supergravedad.
Los mismos corresponden a soluciones de las ecuaciones de movimiento correspondientes a objetos
extendidos, los cuales estdn cargados respecto de los flujos de p-formas de supergravedad. La
métrica correspondiente a este tipo de soluciones jugarda un rol central en la formulacion de la
correspondencia.

Una distincién importante que se establece entre las teorias de supergravedad ITA y IIB concierne

al espectro de p-formas de RR.. Esto afecta al tipo de soluciones de D-branas que pueden encontrarse

8Esto puede obtenerse reescribiendo

«/det(g—s—F):\/det(g+F)det(1+X) . X=(g+F) " (g+F) (1.58)

con gy F' la métrica y el campo de gauge a nivel clasico. Finalmente, hacemos uso de la siguiente expansién

Vdet (1+X) =1+ %trX - itrXQ + %(trX)Z +O(X?) (1.59)
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en cada caso, ya que las mismas funcionan como fuentes de estos flujos. La teoria IIA posee un
espectro de flujos pares (Fa, Fy), por lo que contiene soluciones de Dp-branas con p par. Al
contrario, la teoria IIB posee flujos impares (Fy, F3, F5) por lo que en esta teoria se consideran
soluciones de Dp-branas con p impar.

Por 1ltimo, es posible extender la dindmica de estos objetos soliténicos para el caso de teorias
de cuerdas supersimétricas [62, (63} (64} [65] [66], [67, [68]. Si bien no entraremos en los detalles de este
tipo de descripciones, haremos algunos comentarios importantes. En particular, se puede ver que
esta accién es invariante frente a transformaciones de simetria kappa, en analogia a la accién de
GS, con un proyector que ahora involucra los flujos de RR ante los cuales esta cargada la D-brana.
Por otro lado, la accién efectiva a bajas energias para una D-brana en teoria IIB corresponde a

super Yang-Mills con grupo de gauge U(1).

1.1.3 Correspondencia AdS/CFT

En su propuesta original [20], Maldacena considera una arreglo de N D3-branas en teoria de
cuerdas supersimétricas tipo IIB sobre espacio plano en d = 10, similares a las que consideramos
en la seccién anterior (ver Figura . Cada una de las D-branas se extiende sobre (3 4+ 1) de
las (9 4+ 1) direcciones del espacio target. Como se adelanté en la seccién anterior, la dindmica
de estos objetos soliténicos puede ser estudiada simultdneamente desde dos puntos de vista: el de
las excitaciones de cuerdas abiertas con condiciones Dirichlet sobre el arreglo de D-branas, o bien
desde el punto de vista gravitatorio, es decir, estudiando la geometria que genera el arreglo.

El punto central de la correspondencia consiste en establecer una dualidad entre dos sectores
particulares de ambos esquemas, conjeturando que son esencialmente descripciones equivalentes del
mismo sistema. En lo siguiente, si bien esquematicamente, intentaremos presentar de una manera
un poco méas explicita este argumento.

En primer lugar, tomaremos el punto de vista de las excitaciones de cuerdas abiertas sobre
el arreglo de D3-branas. Consideremos primero estas hipersuperficies separados por una dada
distancia ¢. Las cuerdas que se mueven en este arreglo estaran cargadas frente al campo de gauge
de cada una de estas D-branas. En particular, cada cuerda tendra un extremo sobre la D3-brana
a y otro sobre la D-brana b, a,b = 1,...,N. Por lo tanto, para cada cuerda, queda asociado
naturalmente un par (a, b), conocido como factor de Chan-Paton. En este contexto, consideraremos

dos tipos de cuerdas:

e Cuerdas que empiezan y terminan en la misma D3-brana y por lo tanto poseen un factor de
Chan-Paton diagonal (a,a). Estas cuerdas poseen un sector no-masivo a bajas energias. El
espectro correspondiente a este sector es el que se obtiene de expandir la accién de DBI, de

la misma manera que se hizo en la seccién anterior, obteniendo la teoria correspondiente al
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supermultiplete vectorial de N’ =4 en (3 4+ 1) dimensiones, con grupo de gauge U(1).

e Cuerdas que terminan en D3-branas distintas, es decir con factores de Chan-Paton (a,b),
a # b. Debido a que la cuerda se extiende entre dos D-branas separadas, posee una longitud
minima £. Por lo tanto, el espectro no posee estados no-masivos y el gap es proporcional a T/,

con T la tensién de la cuerda. Estos modos no contribuyen a la dindmica de bajas energias.

Ahora bien, seamos un poco mas explicitos con el concepto de “bajas energias”. Los estados
masivos del espectro de cuerdas poseen masas del orden de 1/a/, por lo que tomar este limite
corresponde a hacer una expansién en o/ — 0, manteniendo fijos el resto de los pardmetros, a
saber, gs v N. Esto también se conoce como limite de Maldacena. En el caso discutido aqui,
en este régimen se obtiene una teorfa N = 4 super Yang-Mills con grupo de gauge U(1)". Las
correcciones subdominantes en o/ dan cuenta, por ejemplo, de términos superiores en potencias de
F., e.g. tr(F%).

Supongamos ahora que tomamos el limite en el que la distancia £ entre las D3-branas tiende
a cero, resultando en un arreglo de N D3-branas coincidentes. En este limite, la longitud minima
de las cuerdas cuyos factores de Chan-Paton son no diagonales tiende a cero. Esto resulta en un
aumento significativo en el contenido de campos de la teoria efectiva a bajas energias. Se puede ver
que la teoria resultante es N' = 4 SYM con grupo de gauge U(N), mas correcciones en . A su vez,
el factor U(1) presente en la descomposicién de U(N) = U(1) x SU(N) se asocia con la posicién
del arreglo de D3-branas y es posible ver que se desacopla de la dindmica del resto del sistema. Por
lo tanto, el espectro de bajas energias resulta ser el correspondiente a la teorfa N' = 4 SYM con
grupo de gauge SU(N). En este lenguaje, vemos que una separacién no nula ¢ entre las D3-branas
es analoga a un mecanismo de Higgs en el que parte del espectro adquiere masa, obteniendo como
resultado la teorfa A" =4 SYM en la rama de Coulomb (SU(N) — U(1)Y).

Por otro lado, las cuerdas abiertas definidas sobre el arreglo de D3-branas interactiian con el
espectro de cuerdas cerradas que viven en el espacio target. En el limite de bajas energias, este es-
pectro corresponde esencialmente a un supermultiplete de supergravedad tipo IIB. La naturaleza de
las interacciones con es el espectro de cuerdas abiertas sobre las D-branas es entonces de naturaleza
gravitatoria. Sin embargo, tomar el limite de o/ — 0 es equivalente a considerar excitaciones con
longitudes de onda grandes, y es sabido que la intensidad de las interacciones gravitatorias decae
con la distancia (esto se ve mas explicitamente en la ecuacién , donde se ve que efectivamente
Gg\lfo) ~ o). Por lo tanto, en el limite de Maldacena, se obtienen dos teorfas desacopladas: por un
lado un supermultiplete vectorial de N'=4 SYM en (3 + 1) dimensiones, y por otro una teorfa de
supergravedad IIB en espacio plano 10-dimensional.

Andlogamente, el arreglo de D3-branas puede ser estudiado desde el punto de vista de gravedad.

Estos objetos extendidos corresponden a soluciones de supergravedad, cargadas ante determinados
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Figura 1.4: Arreglo de D3-branas con los posibles estados de cuerdas abiertas que terminan en las

mismas. Lado izquierdo: D-branas separadas. Lado derecho: D-branas coincidentes.

flujos de RR. De hecho, como se mencioné previamente, el espectro no-masivo de teoria de cuerdas
corresponde a una teoria de supergravedad. Recordemos que las D-branas se introducen en el
contexto de cuerdas abiertas, mientras que las teorias de gravedad corresponden al sector no-
masivo de cuerdas cerradas. El hecho de que una soluciéon de D-branas pueda al mismo tiempo ser
fuente de cuerdas cerradas, es decir, generar una geometria, se entiende naturalmente a la luz de
la dualidad que se establece entre la hoja de mundo de cuerdas abiertas y cerradas. En particular,
las D3-branas consideradas aqui son soluciones 1/2 BPS de supergravedad tipo IIB en d = 10,
acopladas al flujo de 5-forma F5 = dC4. Mas adn, nos interesan las soluciones que poseen dilatén
constante. Este tipo de configuraciones debe minimizar la siguiente accién

1
Ser

2
_ 10 2
o= /d X\/G(R—|F5> , (1.62)
167Gy

en la cual se ha hecho uso de que el dilatén es constante, ® = ¢g y se introdujo en la definicion de

la constante de Newton 10-dimensional. Debido a que esta accién se obtiene como limite de bajas

energias de teorfa de cuerdas, y escribiendo e®0 = g, tenemos que la constante de Newton queda

naturalmente definida en términos de las escalas de la teoria de cuerdas
167GU” = 68 = (2m)7g2 (o))", (1.63)

con £p la longitud de Planck que determina la escala tipica de los efectos cuanticos en la teoria
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gravitatoria. Consideremos el siguiente conjunto de coordenadas para el espacio 10-dimensional
(X0 .. X3 X4 X0, X% = {{a"},y, {vP0Y ) (u=0,...,3), (i=1,...5). (1.64)

A su vez, las D3-branas se extienden sobre las coordenadas x*. En esta notacion, la solucién de NV

D3-branas que minimiza la accién ([1.62]) posee la siguiente métrica.
2 1 1 2 2 105 Lt
ds® = H 2 (y)nmupdatdx” + H2 (y)(dy” +y°dQ°) , H(y) = <1 + 4) (1.65)
Yy
con L definido de la siguiente manera
L* = 4ngyN(a')?. (1.66)

Adicionalmente, esta solucién posee axién Cy constante, campos antisimétricos By = Cs = 0 y flujo

de 5-forma no trivial

<F5)ul/pa7' = E,ul/paTyayH(y) (167)

con €,,p0y €l elemento de volumen del espacio generado por las direcciones {z#,y}. Se puede ver

que el flujo magnético esta cuantizado de la siguiente manera

/ «Fy = N . (1.68)
S5

Consideremos ahora dos limites particulares de esta geometria. Por un lado, para y > L, tenemos
que H ~ 1y la geometria se reduce a la de espacio plano. Escribiendo la métrica en este limite, es
facil ver que el correspondiente potencial de Newton es de la forma ¢ ~ L*/y*, por lo que la masa
del arreglo de D3-branas resulta G%O)M ~ L%

Otro limite més interesante corresponde al limite de horizonte cercano (NH), en el que y < L.

Definiendo la variable u = L?/y, la geometria resulta de la forma

9 o (du? 1 5
dsypg =L (uQ + ﬁd:n“dfnu + dQ ) , (1.69)
la cual corresponde a la métrica del espacio producto AdSs x S con radio L? tanto para el factor
AdS como para la esfera.

Consideremos ahora el limite de o/ — 0, manteniendo fijos gs y N. Un resultado remarcable de
esto es que los modos que viven en ambos sectores de la geometria, a saber, la region asintoticamente
plana y la regién NH, se desacoplan. Dicho de otra manera, la dindmica de las excitaciones del
arreglo de D3-branas en este régimen queda completamente determinada por los modos que viven
en la geometria del NH, i.e. AdSsx S°. Mas atin, es posible argumentar que los modos que viven en
la regién del NH corresponden al espectro completo de la teoria de cuerdas, no solamente al sector

gravitatorio (no-masivo). Para ver esto, consideremos un modo de energia finita en unidades de
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longitud de la cuerda, a saber Vo' E, ~ cte, localizado a una distancia y del arreglo de D3-branas.
Sin embargo, la buena energia es la medida desde la regién asintéticamente plana, la cual da cuenta
del corrimiento al rojo, es decir £ ~ H -3 (y)Ey. Ahora bien, dado que estamos considerando modos
en la regién del NH, H -1 (y) ~ \/%, por lo que, para y suficientemente pequeno manteniendo y/a’
fijo, tenemos que E ~ \/&Ey% ~ cte. Por lo que, atin en el limite de o/ — 0, la dindmica de
la teoria en la regiéon del NH (cerca de las D3-branas) tiene en cuenta el espectro completo de la
teorfa de cuerdas. Notar que mantener y/a’ implica que es més natural describir la geometria en
términos de la coordenada u = L?/y ~ «'/y introducida previamente. De hecho, en términos de
estas coordenadas, es posible formalizar un poco mas el argumento recién expuesto. Consideremos

la métrica ((1.65)) en las coordenadas u

L*\ "~ du?
ds®* = L? (1 + u4> <u2 + dQ5> : (1.70)

Y el correspondiente modelo sigma no-lineal que determina la dindmica de las cuerdas en esta

D=
D=

1 L*
ﬁdx“dxu + I? <1 + u4>

geometria

S = 4?; / A"VRhP Gl (X5 L) X5 X™ | (1.71)
donde G,,, es la métrica una vez rescaleado el factor de L? y se ha hecho explicita la
dependencia de G,,, con L. En particular, tenemos que cuando o/ — 0, L — 0, y por lo tanto
Grmn(X;L) — GA95(X) con GAYS 1a métrica de AdS5 x S° con radio unitario. A su vez, de la

definicién ([1.66]) e introduciendo A = 4mwgs N, tenemos que
A
S = ‘[ / d°VhhPGALS (X)), X9 X, (1.72)
0

concluyendo entonces que, como A es finito, la teoria en este limite aun considera el espectro
completo de la teoria de cuerdas. No sélo eso, sino que ademas, la geometria en la que viven estos
estados es la del NH, AdSs x S°, manifestando el hecho de que los grados de libertad de la regién
asintéticamente plana se desacoplan en este limite

En resumen, para esta descripcién andloga de la dindmica del arreglo de D3-branas en el limite de
Maldacena, obtenemos nuevamente dos teorias desacopladas: por un lado la teoria de cuerdas tipo
IIB sobre AdSs x S°, y por otro una teoria de supergravedad IIB en espacio plano 10-dimensional,
correspondiente a la regién asintotica.

El resultado de este andlisis hecho simultaneamente en ambos esquemas se resume en el siguiente

diagrama
Teoria de cuerdas I1B N =4SYM
Supergravedad IIB Supergravedad I11B
en @ 4 con grupo @
5 end=10 end=10
AdSs x S de gauge SU(N)
(1.73)
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Notar que ambas descripciones comparten la presencia de una teoria de supergravedad IIB
en espacio plano 10-dimensional. El paso no trivial consiste entonces en identificar las teorias
que acompanan a supergravedad en ambas descripciones. Esto lleva a la conjetura originalmente

propuesta por Maldacena para la dualidad AdS/CFT:

Teorfa de cuerdas IIB N =4SYM
en & con grupo (1.74)
AdSs x S° de gauge SU(N)

Esta identificacion conlleva a la siguiente identificacién entre los parametros de ambas teorias
g% = 4mgs L' = 4ng,No'? (1.75)

Esta es la formulacién mas fuerte de la dualidad. Sin embargo, existen limites que pueden tomarse
a ambos lados de la correspondencia, permitiendo establecer dualidades més accesibles, y por lo
tanto sensibles a chequeos no triviales. En particular, podemos tomar el limite planar en la teoria
de gauge, definiendo A = g%MN , v expresando los observables en términos de una expansion
topolégica de las diagramas. En este limite, identificamos

L4
- a’?

(1.76)

mientras que las correcciones 1/N se relacionan directamente con el desarrollo perturbativo en g
para hojas de mundo con topologia no trivial. A su vez, para cada orden en N, la expansién en
A2 da cuenta de los efectos de considerar cuerdas en lugar de campos locales. Esto conlleva a la
versién mas débil de la conjetura, a saber, que en el limite de N — oo y A — 0o (con A < N), la
teorfa N' =4 SYM es dual a supergravedad clasica IIB en AdSs x S°.

Quizés el aspecto mas relevante de esta dualidad concierne al régimen de validez de los esquemas
propuestos. Como se mencioné anteriormente, la masa del arreglo de D-branas satisface GE\I,O)M ~
L* = \a/?. Consideremos el caso en el que el radio de AdS, L, es mucho menor que la longitud
tipica de cuerdas ¢ = v/, teniendo por lo tanto L*/a’ = X < 1. En este limite, el arreglo
de D-branas no backreacta en la geometria, por lo que la descripcion en términos de la CFT en
espacio plano (en este caso N' = 4 SYM) resulta la més apropiada. Notar que, como \ < 1, el
desarrollo perturbativo de los observables es valido. Por otro lado, en el régimen opuesto, a saber
L*/a’ > 1, no se pueden despreciar los efectos del arreglo de D-branas sobre la geometria, por
lo que la descripcion gravitatoria es la mas adecuada en este limite. Notar que esto ocurre para
A > 1, por lo que el desarrollo perturbativo en la teoria de campos no es valido. Sin embargo, en
la teoria de gravedad este limite permite aproximar la funcién de particién mediante una expansién

semiclasica. En conclusién, esta dualidad relaciona dos teorias en regimenes opuestos de la constante
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de acoplamiento, siendo esta caracteristica la que determina el gran poder computacional de la
correspondencia.

Por ltimo, haremos algunos comentarios:

e El hecho de que la teoria de gravedad este definida en 10 dimensiones no significa realmente
que la misma posea 6 dimensiones adicionales respecto de la teoria de campos. De hecho, los
operadores en la teoria de gauge son duales a modos de Kaluza-Klein que se propagan en AdSs,
resultante de compactificar la teorfa en la esfera S°. Por lo tanto, la descripcién holografica
efectiva de la teoria de gauge se realiza en términos de una teoria gravitatoria definida en un
espacio con una dimensién adicional. Esto es consistente con las consideraciones hechas al

principio de este capitulo.

e En esta linea de razonamiento, la correspondencia gauge/gravedad se aplica a casos més
generales. De hecho, el cdlculo de funciones de correlacion en términos de la dindmica clasica
de modos de Kaluza-Klein en una teoria de gravedad en AdSg,1 ha dado lugar a predicciones
consistentes con los resultados esperados en teorias conformes en dimension d. Més atn, se
han realizado célculos holograficos incluso en el contexto de teorias que no poseen simetria
conforme. Por 1ltimo, este tipo de técnicas también ha sido ampliamente explorado en el
estudio holografico de sistemas de materia condensada, permitiendo, por ejemplo, calcular
coeficientes de transporte en sistemas con densidad de carga finita, asi como también estudiar

el comportamiento de ciertos sistemas a temperatura finita [69].

En esta tesis consideraremos dos realizaciones particulares de esta correspondencia. Uno de
ellos es el caso recién descripto concerniente a la teoria NV = 4 SYM. Por otro lado, también se
trabajard en el contexto de la realizacién holografica dual a N' = 6 super Chern-Simons, conocida
como teoria ABJM. Antes de presentar algunos aspectos relevantes de estas teorias, haremos una

breve descripciéon de los espacios Anti de Sitter.

1.2 Espacios Anti de Sitter

Los espacios Anti de Sitter (AdS) juegan un papel muy importante en el contexto de la correspon-
dencia gauge/gravedad. Esto se debe a que las isometrias de estos espacios en (d + 1) dimensiones
son generadas por el grupo de simetria conforme en d dimensiones, correspondiendo entonces a la
geometria dual de teorfas que posean esta simetria (por ejemplo, teorfas que describan puntos fijos
en el flujo del grupo de renormalizacién).

En general, los espacios AdS son espacios hiperbdlicos con curvatura negativa constante, corre-
spondientes a soluciones de las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica negativa. Conside-

remos el caso de espacios AdS;11 en signatura Lorentziana. Una forma de estudiar estas geometrias
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consiste en embeberlos en un espacio mas grande R(@*2) con signatura (2,d), descripto por coor-
denadas {Y_1,Y),Y;}, con i = 0,...d. En este lenguaje, AdSy.1 se identifica con el subespacio

hiperbélico (d 4 1)-dimensional definido por la siguiente ecuacién
— Y2 YR YR+ YR =12, (1.77)

Notar que, descripto de esta manera, la isometria SO(2, d) es manifiesta. A su vez, este es un espacio
homogéneo, lo que implica que puede describirse como el espacio cociente del grupo de isometria
por el subgrupo de estabilidad alrededor de un punto arbitrario. En este caso, eso corresponde a
tomar SO(2,d)/SO(1,d).

Andlogamente, la descripcion Euclidea de este tipo de espacios se obtiene al considerar el sigu-

iente subespacio embebido en R(4+2)
— YA YR Y4 Y=L (1.78)

El grupo de isometrias es ahora SO(1,d + 1), y la descripcién en términos de un espacio cociente
corresponde a tomar SO(1,d +1)/SO(d + 1).

Como acabamos de ver, estos espacios poseen grupos de isometria SO(2,d) o SO(1,d + 1), los
cuales a su vez corresponden a los grupos generados por la simetria conforme para CFTs en d
dimensiones con signatura Lorentziana o Euclidea respectivamente. Es por ello que los espacios
AdS juegan un rol central en la formulacién de este tipo de dualidades.

Por 1ltimo, especificaremos dos realizaciones explicitas de los espacios AdS, las cuales serdn
particularmente 1tiles en lo que resta de esta tesis.

Consideremos el caso de signatura Lorentziana junto con la siguiente parametrizacion

t
Y 1=L-
z
2 — 2424+ L2
Yo=-(1+ —F——
0 2(+ 2
z 2+ 2 - L
Yi=-(1+ ——F——
d 2( * 22

Y, =12 | i=1,...,d-1
z
bajo la cual, la métrica ds? = —dY?, + dY} + dY'dY; resulta

—dt? + dz? + di?

ds®> = L? ~ (1.79)

z

A este parche de coordenadas se lo denomina representacién de Poincaré. Notar que esta realizacién
no cubre todo el espacio, ya que solo se consideran valores de z > 0, por lo que no se cubre todo el
hiperboloide ([1.77)). Es facil ver que, en estas coordenadas, la topologia de la frontera 0AdS (441,

la cual se encuentra en z — 0, es la correspondiente a un espacio Minkowski en d dimensiones.
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Otra posible realizacién corresponde al sistema de coordenadas globales, el cual se obtiene a

través de la siguiente parametrizacién

Y_ 1 = LcoshpsinTt
Yo = LcoshpcosT
Y; = Lsinhp6; , i=1,...,d

donde las coordenadas #; parametrizan una esfera S41, i.e. > 9? = 1. En estas coordenadas, la

métrica inducida toma la siguiente forma
ds* = L? (— cosh? pdr? + dp* + sinh® pdQ]_,) . (1.80)

Notar que, a diferencia del parche de Poincaré, este sistema de coordenadas cubre completamente el
hiperboloide si consideramos el cubrimiento universal, el cual se obtiene al descompactificar
la coordenada temporal 7, es decir —oo < 7 < 00. A su vez, la frontera se encuentra en p — ooy
posee topologia R x S41.

Finalmente, la versién Euclidea (EFAdS) de estas realizaciones puede obtenerse mediante una

rotacion de Wick ¢ — it en Poincaré, o 7 — i7g en globales, obteniendo ahora

o oodtd +d2? + da?
s°=1L 5
z

d ,  FEAdSPoincaré (1.81)

o bien
ds* = L? (cosh® pdr; + dp® +sinh? pdQ3_;) , EAdS Global (1.82)

En esta signatura, la topologia de la frontera es S' x R?~! o0 S% respectivamente.

En general, la diferencia en la topologia de la frontera en uno y otro sistema de coordenadas
es importante al momento de considerar realizaciones holograficas para teorias de gauge. En estos
casos, la teoria estard definida en espacios distintos. En muchos casos, como por ejemplo el de
teorfas que pueden localizarse, las mismas deben definirse en espacios compactos de topologfa S¢,
por lo que la descripcion holografica méas adecuada se obtiene en la representacion global de AdS.

Finalmente, solo mencionaremos que la existencia de una frontera que se extiende en la direccién
temporal resulta en un problema de Cauchy mal definido, a menos que se impongan condiciones
de contorno adecuadas en la frontera. Estas condiciones de contorno juegan un papel central en el
contexto de la dualidad AdS/CFT.

1.3 N =4 Super Yang-Mills

La teorfa V' = 4 SYM puede obtenerse como compactificacién sobre un 7% (toro de dimensién 6)

de un multiplete vectorial A/ = 1 en 10 dimensiones. En particular, es posible ver que esta es la
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Unica teoria en d = 4 con cuatro supersimetrias e invariante CPT. El contenido de campos consiste
en un campo de gauge A,, con grupo de gauge que consideraremos SU(N), seis escalares reales
®! y 4 fermiones de Weyl \,. Todos los campos toman valores en la representacién adjunta del

grupo de gauge, por ejemplo, A, = AjT;, con T; los generadores de S U(N) en la representacién

fundamental, ¢ = 1,..., N2 — 1. El correspondiente Lagrangeano esﬂ
1 |1 _
L=tr{—— | FuwF™ +Y iAG"Dyda + Y _ D, &' D'’
gym |4 a I
+3 A [ 0] + Y CrapA” qﬂ?\”+1z ol 72| ¢ M p 1.84
“1 a [®1, N] - Tab ; ilJ[ , 07 16,2 L . (1.84)
a,o, a,0, ;

donde F = %ewng P? v OBy s es el angulo instanténico. En este punto es importante aclarar que el
algebra de supersimetria de N’ = 4 SYM posee una componente bosénica denominada simetria R, la
cual actia a través de rotaciones entre las cuatro supercargas complejas, dando lugar a una simetria
interna SU(4)g. Los indices I, J,a,b en los campos escalares y fermidénicos transforman ante esta
simetria interna. En particular, los I, .J son indices de la representacién 6 de SO(6)r ~ SU(4)r,
mientras que los a, b pertenecen a la representacion 4 y 4* de SU(4)g. Por otro lado, los coeficientes
C’?b y Crap se obtienen a partir de las matrices del algebra de Clifford de SO(6)g ~ SU(4)g. Las
supercargas Q% vy Quq transforman en la representacién 4 y 4* de SU(4)g respectivamente y las

correspondientes transformaciones de supersimetria son de la forma

sol — [ 3’(;5[] — ¢laby,

Shop = {Q% Mg} = Fil(0) %07 + [, @7 eap(Cra)%
oX, = {Qa. 3} = oty D,

54, = [Qh, Aul = (0,3

donde F'* es la fuerza de campo autodual y los (Cr;)% se construyen a partir de bilineales en el
algebra de Clifford de SO(6).

Esta teoria es una caso particular de las teorias de gauge discutidas al principio de este capitulo,
por lo que posee un limite planar bien definido, en el cual los valores esperados de los observables se
organizan en una expansién topolégica de diagramas de Feynman, en términos de los pardmetros
Ny A= g%,/N. A su vez, como se mencioné previamente, la dualidad AdS/CFT establece una

correspondencia entre esta teorfa y una teoria de cuerdas tipo IIB sobre AdSs x S°, la cual se

9Aqui estamos escribiendo las matrices de Dirac en la representacién Weyl, en la cual la matriz de quiralidad es

O 0'H wu
no_ : ; _
= < 0 > ,  Espinor de Dirac ¥ = < 7 ) (1.83)

diagonal y tenemos que
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realiza explicitamente mediante la identificacion de los parametros de ambas teorias, a saber

L4
Gy =4mgs . A=gyyN = PV (1.85)
Asignando las dimensiones cldsicas usuales, a saber [4,] = [¢'] =1, [Ao] = 3, [gym] = [y m] =

0, es facil ver que la teoria posee invariancia de escala a nivel cldsico. Mds aun, se puede ver que,
a nivel cudntico, las funciones de correlacién de los campos canénicos no poseen divergencias UV,
por lo que se concluye que la invariancia de escala es una simetria exacta de la teoria, es decir
=0 H Esta simetria se combina con la invariancia frente al grupo de Poincaré en d = 4 y
con las transformaciones conformes especiales para formar el grupo de simetria conforme en d = 4,
S0O(2,4) ~ SU(2,2). A su vez, en combinacién con el grupo de supersimetria Poincaré N’ = 4, estas
simetrias cierran el grupo de simetria superconforme SU(2,2[4). Este supergrupo posee los sub-
grupos bosénicos SO(2,4) y SU(4) g, cuyos generadores son {P,, K, L, D} y {T4, A =1,...15}
respectivamente. Notar que, en el contexto de la correspondencia gauge/gravedad, estos grupos de
simetria se asocian naturalmente a las isometrias de AdSs y la esfera S°. Esta identificacién entre
las simetrias globales es de vital importancia al momento de identificar los observables entre las
teorfas duales. Por otro lado, las cargas fermiénicas son Q2%, S¢ v Qaas Saa, las cuales transforman
en las representaciones 4 y 4* de SU(4)r respectivamentﬂ Debido a que posee 4 cargas super-
Poincaré junto con 4 cargas superconformes, las cuales son generadas por los espinores de Weyl
{Q% S,}, la teoria tiene en total 32 supersimetrias reales.

Si bien no presentaremos aqui los detalles del algebra superconforme, haremos mencién a al-
gunos puntos importantes. Se define un operador primario superconforme, el cual es aniquilado por
las cargas superconformes S, [S, 0], = 0, donde + indica que se evalia el conmutador o anticon-
mutador segun corresponda. Estos operadores son también operadores primarios, en el sentido que
también satisfacen [K, O] = 0, sin embargo el razonamiento inverso no es cierto. A partir de los
operadores primarios superconformes, es posible armar los multipletes en términos de los operadores
descendientes superconformes, los cuales se obtienen de aplicar las cargas () sobre los operadores
primarios superconformes. Se puede ver que el espectro de operadores primarios superconformes
para N = 4 SYM puede obtenerse a partir de multiples trazas de productos de campos escalares
®!. Este tipo de operadores se construyen a partir de los operadores de traza simple, los cuales son
de la forma

Oy = tr [@1 ... 9] (1.87)

10Fsta afirmacién es en pricipio una conjetura, verificada en los primeros érdenes en el desarrollo perturbativo,

aunque la evidencia sugiere fuertemente que esta simetrd es exacta.
"Tas dimensiones de escala para los generadores son las siguientes

[D] = [Luw] = T4 =0, [P"] =1, [K,) = -1, [Q] = 5, [S] = —5. (1.86)
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Debido a que tr®! = 0, los ejemplos més simples de este tipo de operadores son trdi/@/} y
> tr®’®! (operador de Konishi).

A su vez, también existen operadores que, ademas de ser primarios superconformes, son aniquila-
dos por algin subconjunto de las supercargas @, i.e. [S,0], = [Q,0], = 0. Estos operadores se
denominan operadores superconformes quirales o simplemente operadores BPSE Los multipletes
construidos a partir de estos operadores primarios saturan la cota Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield
(BPS) y por lo tanto son mdas “cortos” (en el sentido de que hay menos operadores de creacién
para generar descendientes). En general, la condicién de ser un operador BPS conlleva a rela-
ciones entre sus niimeros cuanticos, es decir, los autovalores respecto del subdlgebra de Cartan
SO(1,3) x SO(1,1) x SU4)r — {(s4+,s-),A,[r1,7m2,73]}. Esto se debe a que, si Oppg es un

operador BPS, entonces cumple que, para alguna supercarga Q%
1 v
0= [{Qg, Sbg} , OBps] = |€ag ((52D + Tab) + §5gLW,O'ZB, Ogps| . (1.88)

Para casos en los que se preserven muchas simetrias, como es el caso de los operadores 1/2 BPS, 1/4
BPS y 1/8 BPS, es posible identificar los niimeros cudnticos de los mismos. Notar que, al preservar
supersimetrias de la teoria, los nimeros cudnticos de estos operadores suelen estar protegidos, es
decir que no reciben correcciones cudnticas. Esto puede verse ficilmente de (1.88)). De hecho,
esta condicién impone un relacién entre los correspondientes autovalores A, s+ y r;. Si bien A
es un pardametro continuo, st y 7; solo pueden tomar valores (semi)enteros. Por lo tanto, debido
a que la condicién debe satisfacerse, A no puede recibir correcciones cudnticas, es decir,
estd protegido por supersimetria. Vemos entonces que estos operadores poseen caracteristicas de
naturaleza altamente no-perturbativa, siendo entonces candidatos ideales para realizar chequeos no
triviales de la dualidad AdS/CFT. En este contexto, los operadores primarios quirales poseen una
realizacion hologréfica en términos de modos de Kaluza-Klein, resultantes de compactificaciones en
la esfera S® de AdSs x S°.

Finalmente, es importante mencionar que N’ = 4 SYM posee una simetria discreta, derivada de

la dualidad S [16, [70, [I7]. Para ello se introduce el pardmetro complejo 7 definido como

_Oym 4ri
27 g%,M'

(1.89)

La teoria es entonces invariante frente a transformaciones SL(2,Z) que actian sobre el pardmetro

12En el resto de esta tesis el término BPS se utilizard mucho, pero no siempre con el mismo significado. En este
caso, BPS implica que un dado operador es aniquilado por una carga super-Poincaré (Q). En el contexto de Wilson
loops se suele hablar de operadores BPS en el sentido de que preservan supersimetrias de la teoria, si bien las mismas
no son necesariamente cargas super-Poincaré puras, como en el caso de Wilson loops circulares. A lo largo de esta

tesis intentaremos ser claros respecto al sentido en el que usa el término BPS en cada ocasién.
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7 de la siguiente manera

T_>T,_CLT+b
et +d

, ad—bc=1 , abc,dcZ. (1.90)

Notablemente, la teorfa de cuerdas tipo IIB también posee una simetria SL(2,Z). Esta simetria
da cuenta de la invariancia de supergravedad IIB ante transformaciones modulares del siguiente
campo complejo

T=Co+ie ® (1.91)

donde Cj es el campo axiénico (O-forma de RR) y ® es el dilatén. Para el caso de AdSs x S°, estos
campos poseen un valor constante. En conclusion, esta simetria modular en teoria de cuerdas es la

realizacién hologréfica de la simetria S en N/ = 4 SYM, dada la siguiente identificacién

9 Ami Cy i
oM S0, 2 (1.92)
27 9y 2T gs

donde hemos usado que e® = e = g,.
En resumen, es posible hacer una identificacién precisa de las geometrias en un lado y el otro

de la dualidad propuesta por Maldacena, a saber

e La simetria conforme SO(2,4) se identifica con el grupo de isometria de AdSs.
e La simetria R , SU(4)g ~ SO(6)g se identifica a su vez con el grupo de isometrias de la S°.

e Las 32 supersimetrias reales de N'= 4 SYM se asocian con las 32 supersimetrias de la teoria
tipo IIB, generadas por dos espinores de Killing, los cuales son de Majorana-Weyl en 10

dimensiones.

e La simetria discreta SL(2,Z) derivada de la dualidad S se identifica con el grupo de trans-

formaciones modulares del campo complejo 7 = Cy + ie™ 2.

1.4 N = 6 super Chern-Simons

Hasta aqui hemos presentado algunos aspectos de la dualidad AdS/CFT casi exclusivamente en
el contexto de la correspondencia establecida entre N' = 4 SYM y teorfa de cuerdas tipo IIB en
AdS5 x S°. Sin embargo, existen otras realizaciones interesantes de este tipo de dualidades. En
esta seccién nos concentraremos en la correspondencia propuesta en [71], la cual relaciona una
teorfa A/ = 6 super Chern-Simons en d = 3 (usualmente denominada teorfa ABJM por Aharony,
Bergman, Jafferis y Maldacena) con una teorfa de cuerdas tipo ITA sobre AdSy x CP3.

La teoria ABJM es, estrictamente, una teoria efectiva a bajas energias, la cual se obtiene

integrando los campos masivos de teorfas con menos supersimetria (V' = 3 o N = 4) en d =

44



3. En particular, consideremos dos multipletes vectoriales con campos de gauge A, y flu en la
adjunta de grupos U(N), por lo que el grupo de gauge es U(N) x U(N). La dindmica de estos
campos de gauge estard dictada por acoplamientos de tipo Chern-Simons (CS), es decir, de la forma
ANdA+ %A/\A/\A+. .., donde ... denota términos adicionales para las componentes auxiliares del
supermultiplet A su vez, los niveles de CS son k para el campo A, y (—k) para el campo 121#. En
general, para una teoria de CS pura en d = 3, el campo de gauge no posee grados de libertad locales,
ya que las ecuaciones de movimiento imponen F' = 0, por lo que es una teoria puramente topoldgica.
Sin embargo, al acoplarlos con materia, los campos de gauge adquieren una dinamica no trivial.
Consideraremos entonces dos hipermultipletes A, y By, a = 1,2, en la representacién bifundamental
(N,N) y anti-bifundamental (N, IN) del grupo de gauge. Para ser més precisos, un campo A en la
bifundamental (N, IN) de U(N) x U(N) posee indices i en la representaciéon fundamental N de uno
delos U(N) e i en la antifundamental N del otro factor U(N), Aiz, i,i=1,...,N; mientras que un
campo B en la anti-bifundamental (N, N) (representacién conjugada), se escribe como B’;. De esta
manera, se pueden construir bilineales en la representacién adjunta de uno u otro grupo de gauge,
esquematicamente <I>ij = AiiBij 0 &3 = B%l-Ai;. En principio, esta teoria posee un grupo SU(2) g de
simetria R manifiesto, consistente con teorfas A" = 3 en d = 3. La accién de este grupo da cuenta de
rotaciones que mezclan A, con B}. Sin embargo, una vez que se integran las componentes auxiliares
del multiplete de gauge, el superpotencial resultante posee una simetria adicional SU(2) x SU(2),
la cual consta de rotaciones sobre los campos A y B por separado. Este grupo adicional de simetria
no conmuta con SU(2)pg, y juntos forman un SU(4)g. Este “alargamiento” del grupo de simetria
R da cuenta de la presencia de un grupo de supersimetria. De hecho, este tipo de construcciones
poseen supersimetria A/ = 6. En conclusién, si bien empezamos con una formulacién que posee 3
supersimetrias manifiestas, la teoria resultante da cuenta de un grupo de supersimetria mayor. A
su vez, en adicién a SU(4)g, la teoria posee una simetria global interna U(1)y, asociada usualmente
al nimero bariénico, frente a la cual los campos (anti)bifundamentales poseen carga +1 (-1) y los
campos en la adjunta posee carga nula. Existen varios tipos de construcciones anédlogas, haciendo
uso del lenguaje de superespacio N =2, N' =3 y N = 4, e incluso formulaciones en las que el la
simetria SU(4)g se realiza manifiestamente [72] [73] [74] [75].

En este punto, es conveniente presentar de una manera mas concisa el contenido de campos de
la teoria, junto con las simetrias que posee. Para ello, es conveniente definir los campos escalares
complejos Cry C1, I =1,2,3,4, en la representacién bifundamental (N, N) y anti-bifundamental
(N,N) de U(N)xU(N) respectivamente, a saber C; = {A;, As, B}, B3} y C! = { A}, A}, By, BQ}E

13En la formulacién N = 4, los campos de gauge poseen también términos cinéticos tipo Yang-Mills. Al deformar
la teorfa a través de un acoplamiento de CS con nivel k, se establece una escala natural de masa m = g% wmk/4m.

Para escalas de energia menores a esta masa, los términos cinéticos tipo Yang-Mills se tornan irrelevantes en el IR.
“En un abuso de notacién, aqui A, y B, denotan las componentes escalares de los hipermultipletes.
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Estos campos transforman en la representacién 4 y 4 de SU(4)g respectivamente. A su vez,
I

o, los cuales son espinores de Weyl complejos y transforman de la misma

denotamos con ¥} y W
forma que C; y C! ante SU(4)g. Por tltimo, como se menciona arriba, los campos de gauge ALy

Au poseen acciones tipo CS con niveles (k, —k). Con todo esto, la accién de la teoria result
SABIM = % / Bz [e“”)‘tr <AM8VA,\ + %AMAVAA — A,0,Ay — ?ANAVAA)
~tr (D,C)" (D"C); — itrih! Piby — Vios — errm} (1.93)
donde las derivadas covariantes para campos bifundamentales definida como
D,C =9,C +iA,C —iA,C (1.94)
A su vez, los potenciales son de la forma
Vi = — 15t [C1C10,CT 010K 4 010107 0,0% O

—|—4C[C'JCKCJCJCK—6C]CJCJC']CKCK] , (1.95)

i _ _ o
Vierm = ot [CTCpy + CrCTy i +2C,C7 ey — 28 Cpipap?
+e 7KL Crp O, — erger CTy? CRyP] (1.96)

Notar que el potencial V4,5 posee interacciones de seis escalares, por lo que la teoria es renormal-
izable en d = 3.

Asignando las dimensiones cldsicas [A,] = [fl”] = [¢] =1y [C] = 1/2, vemos que la teoria
es invariante de escala, por lo que es una teoria conforme. De hecho, al igual que en el caso de
N =4 SYM, se conjetura que la teoria posee simetria conforme a nivel cudntico a todo orden en
loops. Por lo tanto, el pardmetro k no recibe correcciones. Por otro lado, la invariancia de gauge
de la integral funcional impone que el nivel de CS k toma valores en los enteros. Para los casos
k =1y k =2 la teoria acusa una supersimetria mayor, a saber N' = 8. Sin embargo, en esta tesis
nos concentraremos en valores muy grandes de k, por lo que no profundizaremos en estos casos
particulares.

En general, este tipo de teorias que poseen miiltiples grupos de gauge con materia en la bifun-
damental de los mismos, corresponde a un conjunto denominado usualmente teorias tipo quiver,
debido a la representacion del contenido de campos en términos de diagramas quiver. En la figura
se ve el correspondiente diagrama para ABJM.

Al igual que N =4 SYM, estas teorias poseen simetria superconforme, con grupo, para k > 2,

es Osp(6[4), junto con el U(1), bariénico mencionado arriba. A su vez, el subgrupo bosénico de

15 Aqui la accién se presenta en signatura Lorentz. Al pasar a signatura Euclidea, los términos de CS adquieren un

factor de i en frente, debido que sélo poseen una derivada temporal.
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Cr,Yr

ol ol
Figura 1.5: Diagrama quiver correspondiente a ABJM.

Osp(6[4) esté conformado por SO(2,3) y SU(4)r, correspondientes al grupo de simetria conforme
en el espacio-tiempo y al grupo de simetria R respectivamente. Por su parte, SO(2,3) posee un
subgrupo U(1)a correspondiente a las dilataciones, por lo que su accién determina la dimensién
de escala de los operadores de la teoria conforme. Finalmente, la teoria posee invariancia ante
transformaciones de paridad. Respecto a esto iltimo, notar que, en general, los términos de CS
cambian de signo frente a una transformacion de paridad, sin embargo, la teoria ABJM es invariante
si esta transformacién es acompanada por un intercambio entre los grupos de gauge.

Por otro lado, si comparamos los términos cinéticos en con la accién de Yang-Mills, vemos
que el nivel de CS k juega el papel del inverso del acoplamiento gy s, i.e. g% = % En analogia
con lo presentado para teorfas de Yang-Mills en la seccién [I.1.1] en este tipo de teorfas también
es posible definir un limite planar, N — oo, manteniendo fija la constante de acoplamiento de 't
Hooft definida de la siguiente manera

N

A=g’N = T (1.97)

En este régimen, como se explica en la secciéon los observables se organizan en expansiones
topoldgicas del estilo de . Notar que tomar este limite implica que el nivel de CS k debe
escalear con IV, por lo que debe ser muy grande. De hecho, es en este limite en el que la teoria dual
es efectivamente un teorfa de cuerdas tipo ITA. Volveremos a este punto en breve.

En este punto cabe mencionar que existe una generalizacién directa de este tipo de teorias,
la cual se obtiene al considerar un grupo de gauge U(N) x U(M). Esta teoria usualmente se
denomina teoria ABJ y también posee un dual hologréfico en términos de M-branas [76]. Debido a
lo mencionado arriba, es claro que estas teorias mas generales no son invariantes frente a paridad.
A su vez, en el limite planar, los observables se organizan en potencias de dos acoplamientos de 't
Hooft A= N/ky A=M /k. En general, no haremos mencién a este tipo de teorias en el resto de
esta tesis.

Debido a la mayor variedad que posee el sector de materia, en comparaciéon con N' = 4 SYM, el

espectro de operadores quirales posee una estructura mas compleja. El caso mas simple corresponde
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a operadores simple traza que alternan inserciones de campos escalares en las representaciones
(N,N) y (N,N), como por ejemplo, tr(C;C*C1C*...). Estos operadores son el anilogo a los
operadores quirales tr(ZL) de N' = 4, y se asocian a la superposicién de dos cadenas de espin
integrables. El espectro de excitaciones que pueden insertarse sobre estas cadenas de espin forma
varios sectores cerrados, para muchos de los cuales se ha probado la presencia de integrabilidad
en el limite planar, para los primeros érdenes en loops del desarrollo perturbativo. De la misma
manera que en N’ = 4 SYM, se conjetura que la integrabilidad de la teoria se mantiene a todo orden
en loops, al menos para algunos sectores. Para més detalles sobre estos aspectos y su correlato
hologréfico, se puede consultar [77, [78, [79] 80, [81], R2), 83 [84].

El espacio de configuraciones de vacio (espacio moduli) de la teoria ABJM corresponde a un
espacio complejo con k identificaciones no triviales (orbifolding) (C*/ Zk)N /SN, con Sy el grupo
de permutaciones de N elementos. De hecho, esta variedad también corresponde al espacio moduli
de un arreglo de N M2-branas sobre una singularidad C*/Z; en teorfa M en d = 11. Esta tltima
teoria es una generalizacion de la teoria de cuerdas en la cual los objetos fundamentales son objetos
extendidos en p 4+ 1 direcciones, a saber, Mp-branas. Los aspectos generales de esta teoria, y
en particular de este tipo de realizaciones holograficas, est4 muy por encima del alcance de esta
presentacién. De hecho, los estudios presentados en esta tesis se concentraran en la realizacién dual
que se obtiene en el limite & — 0o, en términos de teoria de cuerdas tipo IIA en d = 10.

En [71], se considera inicialmente un arreglo complicado de D3-, D5- y NS5-branas en teoria de
cuerdas tipo IIB, la cual posee una teoria efectiva en el IR con acoplamientos de CS, supersimetria
N = 6 y acoplamiento a materia bifundamental, es decir, ABJM. Los detalles de esta construccién
no seran discutidos aqui. En analogia con el caso de N' = 4 SYM presentado en la seccién [1.1.3
el dual holografico de esta teorfa se obtiene mediante el andlisis del mismo sistema desde un punto
de vista distinto, en particular estudiando la geometria que genera. El camino que debe recorrerse
para llegar a esta descripcién analoga es mucho mas complejo que en el caso discutido en la seccién
por lo que no lo detallaremos en esta presentacién. Solamente mencionaremos que, a través
de T-dualidad, se construye una descripcién analoga en teoria de cuerdas tipo IIA la cual, a través
de la descompactificacién de una direccién, se lleva a teoria M en d = 11. Es en el lenguaje de esta
dltima teoria en el que se establece el dual gravitatorio.

De hecho, el limite de N — o0, la geometria del NH generada por el arreglo de M2-branas
corresponde a AdSyx S”/7Zj,. Para valores del nivel de CS tales que k*> < N, estas geometrias poseen
una curvatura pequena, por lo que la descripcién dual se realiza en términos de supergravedad en
d = 11. Para valores grandes de k, tales que N/k permanece constante, una de las direcciones en
S7 )7y, colapsa. Como resultado de compactificar en esta direccién se obtiene una teorfa de cuerdas
en d = 10. Especificamente, el limite planar de la teoria ABJM posee una descripcion holografica

en términos teorfa de cuerdas tipo ITA sobre AdS; x CP3. Notemos que, en esta construccién se
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evidencia un fenémeno de “alargamiento” del grupo de supersimetria, similar al que ocurre en la
teoria de gauge. De hecho, la teoria que vive en el volumen de mundo del arreglo de M2-branas,
preserva naturalmente N' = 3 supersimetrias. Sin embargo, la geometria del NH (anélogo a tomar
el limite de bajas energias), preserva 12 supercargas Poincaré, correspondiendo entonces a una
teorfa N =6 en d = 3.

Como ya hemos mencionado, nos concentraremos en la descripcién holografica valida en el limite

planar, correspondiente a teorfa de cuerdas tipo ITA sobre AdS; x CP? con métrica

L2
d82 = Z (dsid& -+ 4d5(2C]P3) . (198)

donde el factor 4 relativo entre los radios de AdSs y CP? es requerido por supersimetria. En el
capl'tulose presenta una versién explicita de la métrica , junto con los correspondientes flujos.
Como solucion de supergravedad tipo ITA, esta geometria preserva 24 de las 32 supersimetrias de
la teorfa, es decir que, a diferencia de AdSs x S°, no es maximalmente supersimétrica. Este es el
mismo numero de supercargas que generan el grupo superconforme de la teoria ABJM. Por otro
lado, el factor AdS; posee isometria SO(2,3), mientras que CP3 posee isometria U(1) x SU(4),
en consistencia con las simetrias globales de la teoria de gauge dual. La accién de GS para una
cuerda sobre esta geometria puede obtenerse a partir de un modelo sigma no-lineal sobre el espacio
cociente correspondiente a OSp(6|4)/(SO(1,3) x U(3)). Construcciones explicitas de estos modelos
y su relacién con sistemas integrables pueden encontrarse, por ejemplo, en [85] [86], 53, 55 87, [88), 89].
La parte bosénica de la accién de GS corresponde a la accién de Polyakov (o Nambu-Goto) definida
sobre AdSy x CP?.

Por dltimo, el diccionario holografico correspondiente a esta realizacion establece la siguiente
relacién entre los parametros de ambas teorias

5
N\% A1 L? —

Notar que, en el limite en el que es valida la descripcién en términos de cuerdas, es decir k° > N,
las mismas estan débilmente acopladas, gs < 1. Por otro lado, de la misma manera que ocurre en
la realizacién presentada en la seccion [1.1.3] en el limite de acoplamiento fuerte A > 1, el radio del
espacio target es muy grande en comparacién con la longitud tipica de cuerdas, por lo que es vélida

la descripcion semiclésica.

1.5 Wilson loops

En teorias de gauge, es posible definir operadores no locales invariantes de gauge, determinados por

la fase de Aharonov-Bohm que adquiere una particula muy masiva al recorrer una curva cerrada.
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Estos operadores se denominan Wilson loops y, en general, poseen la forma

1

W(C)r = dimRtrRPeifc drat Ay (1.100)
donde z# = x#(7) determina la curva C y & = %T(T), siendo 7 el pardmetro afin que parametriza

la curva. A su vez, la traza se toma en alguna representacion R del grupo de gauge. El Wilson
loop queda entonces determinado por la curva C y la representacién R. El valor esperado (W (C))
puede interpretarse como la amplitud para un proceso de creaciéon de un par particula-antiparticula
y su posterior aniquilacién. En particular, cuando decimos que estamos considerando muy masivos,
lo decimos en el sentido de que su interaccién con los campos de la teoria no deforma la curva.
Volveremos a esto en breve.

Este tipo de operadores desempena un rol central en el estudio de teorias de gauge. Por
ejemplo, para teorias de Chern-Simons puras, los Unicos operadores no triviales invariantes de
gauge se construyen a partir de holonomias del campo de gauge, es decir, Wilson loops. De hecho,
el algebra que cierran estos operadores depende de aspectos puramente topoldgicos y determina
completamente el espacio de Hilbert, resolviendo entonces la teoria. En teorias méas generales, los
Wilson loops también poseen interesantes propiedades. En general, su valor esperado se relaciona
naturalmente con observables relevantes en el estudio de teoria. Uno de los mas importantes es,
quizas, el potencial quark-antiquark, el cual se obtiene de considerar a C un rectdangulo extendido
en la direccién temporal, de ancho R y longitud T. A su vez, consideremos la representacién
fundamental, es decir R = [, de manera que podemos identificar la particula con lo que usualmente
llamamos quarklﬂ En general, se puede ver que, para extensiones temporales muy grandes, T' > R,

se tiene
lim (W(C)) ~ e TF ~ ¢ TM=TV(R) (1.101)

T—o0
donde F es la energia del sistema y M es la masa de los quarks. Debido a que consideramos quarks
muy masivos, esta contribucion es en general divergente, y se asocia con la divergencia proporcional
a la masa de cuerdas cuya longitud tipica es muy grande (volveremos sobre este punto en breve).
A su vez, V(R) es el correspondiente potencial quark-antiquark. La dependencia de V(R) con la
distancia R da cuenta de las posibles fases que puede desarrollar la teoria en una dado régimen.

En particular, si V(R) ~ R, estamos en presencia de una fase confinante, en la cual
(W(C))=e M. (1.102)

Esto se conoce como Ley de drea, y es una caracteristica tipica que satisfacen los operadores de

Wilson en una fase confinante de la teoria de gauge. Por otro lado, si por ejemplo la teoria se

16En lo siguiente, nos concentraremos en Wilson loops en la representacién fundamental, por lo que no haremos

mas referencia a la representacién R en nuestra notacién, a menos que sea necesario.
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encuentra en un punto critico, la simetria conforme fija

V(R) = (1.103)

R’
donde f es alguna funcién de las constantes de acoplamiento. En la seccién anterior, vimos que
N = 4 posee simetria conforme exacta, es decir, a todo orden en la constante de acoplamientﬂ
En el limite planar, f = f(\) + O(N~!). Mediante un desarrollo perturbativo, es posible ver que,
a primer orden, f(\) ~ \. Por otro lado, es posible obtener predicciones para f(A) que son vélidas
en el régimen de acoplamiento fuerte (A — 00), haciendo uso de la dualidad AdS/CFT [90]

472/ A
_ArVA

FO) = O(1). (1.104)

Antes de introducir otros tipos de Wilson loops, haremos una breve descripcién de la prescripcién
hologréfica para calcular (W(C)) en el régimen de acoplamiento fuerte [90, 01]. Recordar que, a
menos que especifiquemos lo contrario, nos concentraremos en el caso de R = [J. Como se menciond
previamente, un Wilson loop da cuenta de la fase adquirida por un quark muy masivo. Del lado
de teoria de cuerdas, existe un mecanismo para proveer de masa a los campos, el cual consiste
simplemente en separar algunas de las D3-branas que conforman el arreglo. Se considera entonces
un arreglo de N 4+ 1 D3-branas, se toma una de ellas y se la lleva muy lejos, como se indica en la
Figura |[1.6, Para una cuerda que se extiende entre esta brana y el resto del arreglo, el espectro

posee un gap, es decir, un valor minimo para la masa de los estados cuanticos. Esta masa M es

14

i

ez L

U(N) u(l)
Figura 1.6
esencialmente proporcional a la separacion £ de las branas, M ~ T/, con Ty la tensién de la cuerda.

En el limite planar, T,¢ ~ v/Al. Para separaciones muy grandes, esta masa serd cada vez mayor.

En particular, si se lleva la D3-brana a la frontera de la geometria AdS, M diverge. Entonces, este

1"En realidad esta teorfa posee una fase de Coulomb, en la que algunos campos adquieren masa, rompiendo entonces

la simetria conforme a nivel cudntico. Sin embargo no discutiremos esta fase en esta tesis.
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esquema se asocia naturalmente a la descripcién holografica de quarks muy masivos. Entonces,
para calcular (W (C)), se consideran cuerdas que describan la curva C sobre la D3-brana que estd

separada del resto del arreglo. Especificamente, se tiene que
(W(C)) = Z[c], (1.105)

donde Z.[C] es la funcién de particién de cuerdas cuyos extremos describen la curva C en la D3-brana,
localizada en la frontera de AdS. Esta funcién de particién da cuenta de las contribuciones corres-
pondientes a distintas topologias para la hoja de mundo, pesadas por la constante de acoplamiento
Js

Z[C) =Y g;xz[c) , Z|C] = / DXD(...)e S, (1.106)

{top} 0X=C

donde X denota las coordenadas de la cuerda en el espacio target y 0X = C denota la condicién
de contorno que se impone en el borde de AdS. A su vez, (...) denota el resto de los campos que
determinan la dinamica de la cuerda. En particular, se consideran cuerdas supersimétricas, por
lo que (...) incluye la integracién en los campos fermiénicos. Finalmente, en el limite planar, las

contribuciones provenientes de topologias no triviales quedan suprimidas, obteniendo
(W(C)) =z[c] = / DXD(...)e 5Kl ~ g=SalXal (1.107)
9X=C

con Sq[Xq] la accién evaluada en la configuracion cldsica X, es decir, aquella para la cual el drea
de la hoja de mundo es minima. Esta iltima aproximaciéon es vélida cuando A — oo, en donde
la contribucién dominante proviene de la accién evaluada en la configuracién clasica. A su vez,
la contribucién subdominante en este limite corresponde a la expansion semiclasica a 1-loop de la
funcién de particion. Especificamente, sea X}'(0) la correspondiente solucién clésica, a partir de

la cual expandimos los campos a primer orden en A1
1 -
X"M"(o) ~ X3 (o) + —FX™. (1.108)
A4

Debido a que la accién de cuerdas posee un factor de v/A en frente, la contribucién O(1) se obtiene

de expandir la misma a orden cuadratico en las fluctuaciones X™

Z[C]:e—Sd[Xcﬂ/DXD(...)e—WSr(f%X" L s 05 (1.109)

me§XmEX " I x=0’

donde el operador S® da cuenta de una serie de operadores diferenciales de segundo orden definidos
sobre la métrica inducida en la hoja de mundo.

Como en general consideraremos cuerdas supersimétricas, se realiza una expansion similar para
los campos fermiénicos 67 que aparecen en la accién de GS. Estos tltimos son nulos a nivel cldsico

y, en analogia con los modos bosénicos, se definen las fluctuaciones cuadraticas a través de una
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expansiéon en A"i. En este capitulo no entraremos en los detalles de este proceso, solamente
mencionaremos que, en ciertos casos, mediante el fijado de gauge asociado a simetria kappa y una
representacién conveniente del dlgebra de Clifford en 10 dimensiones, es posible descomponer al
campo fermiénico 10-dimensional en 8 campos espinoriales de dos componentes, es decir definidos
en 2 dimensiones. La accién cuadratica fermidnica resulta en un conjunto de operadores tipo Dirac,
definidos sobre la geometria inducida, actuando sobre estos campos.

Debido a que la accién es cuadratica en los campos, es posible realizar la integral funcional
Gaussiana en las fluctuaciones. La funcién de particién a 1-loop queda entonces escrita en términos
de los correspondientes determinantes

[1; det OF
= q—

Z[c ——,
1—loop 1_[Z det2 OzB

(1.110)

donde OF y OF son los correspondientes operadores de fermiénicos (Dirac) y bosénicos (segundo
orden). La constante a da cuenta de posibles contribuciones resultantes del fijado de gauge. La
posibilidad de determinar este factor numérico dependerd del solitén (solucién clésica) sobre el cual
se realiza la expansién semiclasica. En general, la evaluacién de es un proceso sutil, el cual
muchas veces no estd libre de ambigiiedades. A su vez, existen numerosos métodos para evaluar
los correspondientes determinantes, mientras que la eleccion del mas adecuado suele depender del
caso particular que se esté considerando. Volveremos a esto en el capitulo

La contribucién de la cuerda que se extiende entre la D3-brana separada y el resto del arreglo
sera esencialmente divergente y corresponde a la divergencia que aparece en debido a la
masa de los quarks. En el lenguaje holografico, esta divergencia se relaciona con el volumen infinito
del espacio AdS y puede ser regularizada mediante una eleccién apropiada de contratérminos, ver
Apéndice [A] Por otro lado, la parte finita serd la que determine el potencial quark-antiquark. En
conclusién, la realizacién holografica del potencial quark-antiquark corresponde a calcular la funcién
de particién de cuerdas que, en el borde de AdS, describen un rectangulo muy largo, es decir dos
lineas paralelas. De hecho, el resultado se obtiene justamente de evaluar en el limite
clésico (A — o0) [90].

En general, estaremos interesados en realizaciones que, al menos en algtin limite, preserven algin
subconjunto de las supersimetrias de la teoria. Es claro que un operador como el que se define en
no puede poseer esta caracteristica. Sin embargo, en el contexto de AdS/CFT, el tipo de
operadores que naturalmente aparece involucra un acoplamiento adicional con el sector escalar de
la teoria. Como se menciona previamente, la realizaciéon hologréifica de una particula muy masiva
se obtiene separando una de la D3-branas que conforman el arreglo, generando el rompimiento
UN +1) - U(N) x U(1). En términos de la teorfa efectiva sobre las D3-branas, este proceso
resulta en un valor esperado no trivial para los campos ¢!, I = 1,...,6 del multiplete de gauge

del factor U(1), asociados con las coordenadas transversales de la D3-brana, los cuales, a través
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del mecanismo de Higgs, dan lugar a un bosén W masivo, cuya masa es proporcional a ]q_ﬁ'\ Este
boséon W toma valores en la representacion fundamental del grupo de gauge, y lo identificaremos
con el correspondiente quark masivo. Consideremos entonces Wilson loop definido por uno de estos
quarks masivos sobre una curva C : z*(7). En general, cuando |¢| — oo, se puede extraer una
divergencia proporcional a ]5\&;, con {¢ el perimetro de la curva. Notar que este es el andlogo al
término MT que discutimos para el caso del potencial quark-antiquark. En general, ignoraremos la

presencia de esta divergencia. Ahora bien, el valor esperado de los campos ¢! define naturalmente
d)I
9|
y debido a la ecuacién de movimiento que satisface el bosén W masivo, el operador de Wilson

una coordenada unitaria 67 = Por otro lado, se puede ver que, una vez extraida la divergencia,

correspondiente es de la forma@

WIC] = %tr"PeXp {/CdT [iAM:i:“(T) + 91(7)<I>1|x'|]} , (1.111)

donde ®; corresponde al sector escalar de la teoria N'=4 SYM asociada al grupo de gauge U(N)
(SU(N)). Vemos que entonces, ademas de la curva en el espacio “geométrico” x*(7), se debe
especificar una curva en el espacio interno 6/(7). Desde el punto de vista hologfafico, esto es
natural, ya que, para calcular la funcién de particién, es necesario especificar la posicién de la
cuerda en la esfera S°. Los operadores definidos en ahora pueden preservar supersimetrias
de la teoria, dependiendo de la curva C en la que se los evalua.

En lo siguiente, introduciremos tres tipo de Wilson loops que seran particularmente 1tiles en
lo que resta de esta tesis. El més simple corresponde a una recta infinita extendida en la direccién
temporal, junto con un acoplamiento constante en el espacio interno, g = 50. Se puede ver que
este operador preserva la mitad de las supersimetrias de la teorfa, es decir que es 1/2 BPS. Més
aun, preserva cargas super-Poincaré puras, por lo que pertenece a un multiplete corto y su valor
esperado esta protegidﬂ

(Wree) =1, (1.112)

donde hemos extraido la divergencia proporcional a la masa de los quarks. Cabe aclarar que
el resultado es exacto, es decir valido a todo orden en la constante de acoplamiento. La
realizacion hologréfica de este Wilson loop corresponde a una cuerda que se extiende en la direccién
temporal en la frontera de AdS, mientras que se mantiene fija en un punto en la esfera S°, i.e.
g = 50. La correspondiente solucién cldsica es particularmente simple y la accién inducida sobre la
hoja de mundo es AdSs. A su vez, puede verse que la accién evaluada en la misma es divergente y
no posee parte finita. Para ello se regulariza el volumen de infinito de la hoja de mundo mediante

la introduccién de un cut-off € — 0T, ver Apéndice . La accién resultante es entonces

A
e _ VA (1.113)
€

18Fn general, los operadores serén definidos en signatura Euclidea, a menos que se especifique lo contrario.
19Esto implica que el operador también es BPS en el sentido que se discute en la seccién
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Este término divergente se asocia a la masa del quark y por lo tanto no contribuye a la parte
finita del valor esperado del Wilson loop. Una vez sustraida la divergencia, vemos que la funcién de
particién es trivial a nivel clasico, en completo acuerdo con . Por otro lado, es posible calcular
el espectro 1-loop expandiendo alrededor de esta solucién clasica, encontrando que la funcién de
particion es trivial también a este orden.

Otro caso interesante resulta de considerar una curva circular de radio R, por ejemplo x# =
(0, RsinT, RcosT,0), con acoplamiento constante en el espacio interno. Estos operadores también
son 1/2 BPS, sin embargo, las cargas preservadas son combinaciones no triviales de cargas super-
Poincaré y superconformes, por lo que posee un valor esperado no trivial. Geométricamente,
la curva circular se relaciona con la linea recta a través de una transformacion conforme. Esta
transformacion es anémala, ya que mapea el infinito a un punto. Por lo tanto, si bien la teoria posee
invariancia conforme, los valores esperados para ambos operadores no coinciden. Notablemente,
(Weire) puede ser calculado de manera exacta a todo orden en A, mediante su identificacién con un
modelo de matrices [92] 03]

(Wore) = \%Il(\f)\) (N> o0), (1.114)

donde I1(z) es la funcién de Bessel. Més ain, es posible calcular (W¢i.) de manera exacta incluso

més alld del limite planar, obteniendo un resultado exacto tanto en A como en N [94]

(Weire) = %L}H (—&) exp {8?\7] (1.115)
2
= \%h(\[\) + K?ngz(ﬁ) + mu(@ +o.

Es debido a este tipo de resultados que estos operadores son tan estudiados en el contexto de
la dualidad AdS/CFT, ya que permiten realizar chequeos no triviales de la correspondencia. De

hecho, el célculo holografico a nivel clasico (en el limite planar) es facil de realizar, obteniendo
Zcire =~ eﬁ, (1116)

lo cual esta en perfecto acuerdo con la expansion a acoplamiento fuerte de . En cuanto
a la correccién a 1-loop del resultado holografico, se ha intentado calcular esta contribucién y
contrastarla con el orden subdominante de la expansién de [95]. Sin embargo, el acuerdo
a este orden no se ha podido verificar hasta el momento. Esto se debe a ciertas sutilezas que
aparecen al intentar calcular estas contribuciones en teoria de cuerdas, las cuales ain no estan del
todo entendidas.

Finalmente, consideraremos deformaciones tipo cuna, o cusp, de Wilson loop rectos. Una curva
con un cusp geométrico consiste en dos lineas rectas que se unen fumando un angulo ¢ (ver Figura

1.7). La relevancia de este tipo de operadores reside en su relacién con la dimensién anémala de
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T = IOgA[R — logAUV

Figura 1.7: Izquierda: linea recta con un cusp geométrico ¢. Derecha: En el cilindro el cusp se

mapea a dos lineas paralelas separadas por un angulo m — ¢.

cusp I'cysp. De hecho, debido a la singularidad introducida por la desviacién de la trayectoria recta,
el valor esperado de estos operadores poseen divergencias logaritmicas, identificindose a I'cysp con

el coeficiente que acompana a las mismas. Maés especificamente

(Weusp) = € 1% Ay (1.117)
con Ajp y Ayy los correspondientes cutoffs infrarrojo y ultravioleta respectivamente. La dimensién
anémala de cusp posee informacién importante sobre el comportamiento de la teoria de gauge. Un
aspecto interesante resulta de mapear el plano R?* al cilindro R x S2. Esto se logra identificando
la coordenada radial en el plano con la coordenada temporal en el cilindro, logr = t. Como se ve
en la Figura [I.7] esta transformacién mapea el cusp a dos lineas paralelas en el cilindro. Por lo
tanto, puede relacionarse con el potencial quark-antiquark en la esfera. Incluso, considerando una
pequena separacion entre las lineas, es decir ¢ — 7, se recupera el potencial quark antiquark en el
plano.

Por otro lado, en el limite de cusp pequeno, ¢ < 1, el primer orden en la expansiéon de I'cygp se
identifica con la funcién de Bremsstrahlung B(\). Esta tltima da cuenta de la energia radiada por

una particula aceleradam De hecho
Leusp ~ —B(N)¢? + O(¢"). (1.118)

A su vez, podemos introducir otro tipo de cusp, a saber, uno interno. Esto corresponde a considerar

acoplamientos constantes # = 6y distintos para cada uno de los dos tramos rectos que conforman

29De hecho, es el coeficiente que aparece en la férmula de Larmor para la radiacién de una particula acelerada, a
saber
E= 27rB/dt ().
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la curva. Por ejemplo, consideremos a g en uno de los polos de la esfera S°, (1,0,0,0,0,0), para
la mitad del trayecto, luego saltando a 6 = (cosf,sinh,0,0,0,0). La introduccién de este tipo
de deformaciones permite construir Wilson loops supersimétricos. De hecho, los operadores que
poseen ambos tipos de cusp son 1/2 BPS cuando 6 = +¢. Més atn, en estos casos, las cargas
preservadas son super-Poincaré puras, por lo que el valor esperado es trivial. En particular, esto

daltimo implica que, para angulos pequenos,
Ceusp ~ BOV)(¢? —0%) + ... . (1.119)
Para finalizar esta seccién, haremos algunos comentarios

e En general, hemos hecho referencia a Wilson loops en la representacién fundamental, cuya
representacién holografica se obtiene en términos de una cuerda fundamental. Sin embargo,
como se mencioné al principio de esta seccion, estos operadores pueden definirse en una rep-
resentacién arbitraria R del grupo de gauge. En particular, cuando R es la representacion
totalmente simétrica, la realizacién holografica consiste en una D3-brana en AdSs x S° con
flujo de campo eléctrico en el volumen de mundo. Andlogamente, cuando R es la repre-
sentacién totalmente antisimétrica, el dual holografico corresponde a una D5-brana, la cual
también posee flujo eléctrico. También se pueden construir realizaciones hologréficas para

representaciones més generales. Estos ultimos casos seran discutidos en el capitulo

e Los Wilson loops rectos y circulares presentados aqui pueden generalizarse a operadores tipo
latitude, los cuales incorporan una trayectoria no trivial en el espacio interno 5(7') En N =4
SYM, es posible relacionar este tipo de operadores con la funcién de Bremsstrahlung, lo que
permite obtener una expresién exacta para esta funcién [96]. Aspectos similares para este

tipo de operadores en teoria ABJM se discuten en el capitulo

e A lo largo de esta seccién se ha hecho referencia a Wilson loops en N/ = 4 SYM. La con-
struccién en teoria ABJM es un poco més complicada. En particular, el Wilson loop puede
acoplarse o bien al campo de gauge A, en la adjunta de U(N), o bien al Au en la adjunta
de U(M). Por otro lado, el acoplamiento al sector escalar se realiza en términos de bilineales
de los escalares en la representacién (anti)bi-fundamental C;C” o CTC;. Estos bilineales se
acoplan a través de las matrices M 5 y M j] respectivamente. Por tltimo, es posible construir
Wilson loops con acoplamiento a la materia fermionica. Para ello se define el Wilson loop en
términos de una superconexién U(N|M). La mayor parte de los resultados presentados en
esta seccién se generalizan facilmente para el caso de teoria ABJM, y muchos de los detalles

relativos a la construccion de Wilson loops en esta teoria se presentan en el capitulo
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1.6 Métodos de evaluacion exacta

Toda la informacién concerniente al comportamiento cuantico de una teoria de campos local esta
codificada en la integral funcional. Generalmente, calcular este tipo de integrales es muy dificil,
debido a que el dominio de integracién corresponde a un espacio de dimensién infinita. Las técnicas
usuales en teoria de campos nos permiten expandir sisteméaticamente esta integral en potencias de
la constante de acoplamiento. Sin embargo, estos métodos son vélidos solamente en el régimen en el
que la teoria esta débilmente acoplada. Por lo tanto, ha sido necesario desarrollar otras técnicas que
permitan acceder al comportamiento no-perturbativo de la teoria, entre la cuales se encuentra la
denominada localizacion supersimétrica. En esta seccion haremos un resumen muy breve de la idea
principal de este método y luego presentaremos algunos resultados relevantes para la comprensién
de esta tesis. Para un enfoque mds detallado, se recomienda ver [97], 98] [99].

El principio de localizacion fue previamente estudiado en el contexto de cohomologia equi-
variante y teorfas topoldgicas. Inicialmente fue probado en el contexto de variedades simplécticas
[100], para luego ser generalizado a integrales més generales sobre variedades compactas [101].
Esquematicamente, este principio declara que, dada una integral sobre una variedad compacta M
(de dimensién 2n) de una forma « equivariantemente cerrada ante una accién U(1), generada por

un campo vectorial V), entonces la integral estd completamente determinada por los puntos fijos

de la accién U(1) sobre M
"o xz)
= , 1.120
/ ‘T Z det(0rV,( ( )

con ap la componente 0-forma de a. Notar que este resultado posee rasgos reminiscentes a una

aproximacion semicléasica, en el sentido de que consiste en evaluar el integrando en un conjunto de
puntos {x;}, junto con la evaluacién de un determinante que depende de esos puntos. Un ejemplo
ilustrativo de este tipo de fenémenos consiste en evaluar la siguiente integral sobre la esfera S2,
parametrizada de manera tal que ds® = d6? + sin? fdy?

2T pm : :
. t 92 . .
/0 /0 dpdf sin fe' 9 = 477% = ? (—e"+e™) (1.121)

donde vemos explicitamente que la integral estd determinada por la evaluacién de integrando en
los puntos en los que sinf = —dycosf = 0, es decir los dos polos de la esfera. Es decir que
la aproximacién de fase estacionaria es, en este caso, exacta. En el lenguaje del principio de
localizacién, esto se debe a que tanto el integrando como la medida de integracién son invariantes
ante rotaciones en ¢, lo cual define una accién U(1). Por lo tanto, la integral se localiza sobre los
puntos fijos (invariantes) frente a esta accién, en este caso lo polos de la esfera. Para el caso de
teorias de campos, veremos que el método de localizacién efectivamente evalia la integral funcional

de manera exacta a través de su evaluacién en un punto estacionario. Sin embargo, la constante
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que determina la aproximacion de punto estacionario ya no serd la constante de acoplamiento de
la teoria, sino una variable auxiliar mediante la cual se deforma el integrando.

El programa de localizacién supersimétrica consta en generalizar estos aspectos a integrales
funcionales, es decir que la variedad M corresponde ahora al espacio de dimensién infinita sobre el
que toman valores los campos. Esquema&ticamente, el argumento es el siguiente.

Consideremos una accién S|[¢|, invariante ante una carga fermidénica @, es decir QS = 0. Aqui
¢ denota el contenido de campos de la teoria supersimétrica. La carga () serd en general alguna
combinacién de las supercargas de la teoria, eventualmente junto con cargas BRST, y le pediremos
que satisfaga, o bien Q? = 0, o bien Q? = 3, con ép alguna transformacién de simetria bosénica
de la teoria, por ejemplo una transformacién de simetria R. Consideremos entonces la siguiente

deformacién de la funcién de particién
Z(t) = /D¢e—5[¢1—tQV, (1.122)

donde t es un parametro real y V' una funcional invariante ante dg, i.e. gV = 0. De esta manera,

tenemos que
dfh(f) = / D QV e~ S1H-1QV — / Dy Q (Ve sy (1.123)

Por otro lado, en el espacio de funciones, ) da cuenta de una redefinicién de los campos, es-
pecificamente una traslacién (de la misma manera que el operador de momento P, genera trasla-
ciones en el espacio-tiempo). Por lo tanto, si la medida es invariante frente a @, es decir que no es
una simetria andmala, el lado derecho de es nulo@

En este punto, es importante aclarar que, para que este proceso esté bien definido, la teoria debe
definirse en un espacio compacto. El método mas efectivo para lograr esto consiste en definir los
campos de la teorfa como parte de un multiplete de supergravedad, luego fijando un valor esperado
de vacio para los campos de gravedad. Para que la teoria resultante sea supersimétrica, el espacio
curvo resultante debe poseer un espinor covariantemente constante, de tal manera que la variacién
del gravitino sea nula. En general, encontrar este tipo de espacios puede ser altamente no-trivial.
Un caso particularmente simple es el de la esfera S%. En los casos que nos interesan en esta tesis,
las teorias estan definidas sobre este tipo de variedades.

En conclusién, Z(t) es en realidad independiente de ¢, por lo que podemos darle un valor
arbitrario a este pardmetro. Notar que Z(0) no es mas que al funcién de particién que queremos
calcular.

De este resultado puede derivarse algunos corolarios interesantes. En primer lugar, que la
integral funcional no dependera de los acoplamientos que precedan a términos (J-exactos, es decir

que pueden escribirse como la accién de @ sobre algtin operador. Por otro lado, debido a que, para

21Este punto se torna un poco més sutil si el espacio de campos posee bordes. Sin embargo seré valido siempre y

cuando e~ @V decaiga suficientemente répido en estos bordes.

99



una accién S cerrada ante la accién de @ (QS = 0), mostramos que el resultado es invariante ante
deformaciones S — S + QV/, concluimos que la integral funcional estd determinada por las clases
de cohomologia de @ Estas observaciones son indicios claros de una reduccién apreciable del
dominio de integracion que determina la integral funcional.

En este punto, es importante aclarar que estos argumentos son también vélidos si consideramos
inserciones de operadores O invariantes frente a la acciéon de @, es decir QO = 0. En particular,
esto permite aplicar esta técnica para la evaluacién exacta de Wilson loops.

Consideremos a V' tal que el operador QV > 0 sobre el espacio de campos bosénicos de la
teoria. En ese caso, al tomar el limite ¢ — oo, las configuraciones de campos que posean QV # 0
quedaran exponencialmente suprimidas. Por lo tanto, en este limite la integral se localiza sobre
las configuraciones bosénicas ¢ sobre las cuales QV[¢o] = 0. Al subdominio de campos ¢y que
cumple esta condicién se lo denomina usualmente locus.

De esta manera, la integral puede evaluarse a partir de la expansiéon de los campos alrededor

del locus
1 ~
¢p=¢do+1t 20, (1.124)
donde, si bien el locus ¢y es bosénico, ¢ denota campos fermidénicos y bosénicos (puede pensarse

como la expansién de un supercampo alrededor de una configuracién puramente bosénica). La

accion deformada resulta entonces
S[¢] + tQV[g] = S[po] + (QV)P (9] + O(t2), (1.125)

donde (QV)(z) denota la expansién a nivel cuadrético del funcional QV alrededor de ¢g. En el
limite ¢ — o0, la integral en las fluctuaciones ¢ es cuadratica, por lo que puede realizarse facilmente,
obteniendo

Z(t — o0) = / Doy e 5[lSdet (QV) P (1.126)

donde Sdet denota el cociente entre los determinantes de los operadores fermidnicos y bosdnicos.
El hecho remarcable aqui es que, efectivamente, la expresion es exacta. Este es el principal
resultado de este método: el dominio de integracion, inicialmente definido sobre todas las posibles
configuraciones de campos, se reduce a un dominio mucho menor, a saber, el locus definido por
QV¢o] = 0.

En algunos casos es posible definir a V' de manera tal que V ~ (Qv)*¢, con Q? = dg = 0
y donde x da cuenta de alguna operacién que garantice que la parte bosénica de QV es definida
positiva. En estos casos, el locus consistira en el conjunto de configuraciones BPS, Qv = 0.

Ahora bien, no es mas que la funcién de particion de un modelo definido para el campo

¢o, el cual toma valores en algin dominio particular, y donde Sdet (QV)(Q) (el cual serd en general

22G8e define la clase de cohomologia ante la accién de Q como el conjunto de formas Q-cerradas que difieren entre

si por la adicién de una forma Q-exacta.
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Figura 1.8: Arriba: diagramas no-ladder, los cuales incluyen vértices. Abajo: diagramas ladder.

un funcional de ¢g) define la medida de integracién sobre este dominio. Sin embargo, si bien esto
representa una simplificacién apreciable al momento de calcular la integral funcional, no siempre
resulta en un modelo resoluble.

Un caso que tomé particular relevancia en los dltimos anos corresponde a cuando el locus {¢p}
toma valores sobre configuraciones constantes. Por lo tanto, se reduce a una integral usual
sobre un espacio O-dimensional. En el caso de teorias no-abelianas, esto corresponde a un modelo
de matrices. Este tipo de modelos es, en muchos casos, resoluble, por lo que permite obtener una
expresion exacta para la funcion de particion de la teoria, e incluso también para algunos operadores
supersimétricos.

En el caso de NV = 4 SYM, la expresién de ciertos observables en términos de modelos de
matrices, ya habia sido conjeturada incluso antes de probarla mediante localizacién [92]. De hecho,
en el calculo del valor esperado de Wilson loops circulares supersimétricos en el limite planar, se
observé que, para los primeros érdenes en loops, los unicos diagramas que contribuyen al valor
esperado (W) son un de un tipo muy particular, usualmente denominados diagramas ladder. Este
tipo de diagramas se caracteriza por no incluir vértices de interaccion, es decir construyen solamente
a partir de propagadores insertados en la curva. De hecho, se encontré que las contribuciones de
los diagramas con vértices se cancelan entre si orden a orden en el desarrollo perturbativo. Mas
aun, se verificé que el integrando involucrado en el calculo de estos diagramas es constante, por
lo que la integral en la curva es trivial. Si bien esto se verificé para los primeros o6rdenes en el
desarrollo perturbativo, se conjeturé que deberia ser valido a todo orden en loops. De esta manera,
fue posible resumar la contribucién perturbativa al valor esperado de estos observables, obteniendo
una expresién exacta en A. Finalmente, se noté que el resultado obtenido podia ser equivalentemente
obtenido a través de un modelo de matrices gaussiano. Luego, en [94], esta conjetura se extiende
més alld del régimen planar, obteniendo entonces una expresién exacta en A y N para (W).

Afortunadamente, y principalmente debido a los estudios realizados en [102], 03], este efecto
pudo ser comprendido gracias al programa de localizacién supersimétrica. De hecho, mediante

argumentos similares a los que se presentan en esta seccién, en [93] se demuestra que la contribucién
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perturbativa al valor esperado de este tipo de operadores puede ser localizado a una integral sobre
un modelo de matrices Gaussiano. Con respecto a la contribucién no-perturbativa (instanténica),
haciendo uso de las técnicas desarrolladas en [102], se puede ver que, en este caso, su contribucién es
trivial. Esto representa una prueba formal de la conjetura derivada de la resumacién de diagramas
ladder, abriendo las puertas al cdlculo exacto de una gran variedad de observables. Estas expresiones
exactas pueden obtenerse resolviendo, en caso de ser posible, los correspondientes modelos de
matrices. Como ya mencionamos, para el caso de N'= 4 SYM., el valor esperado de un Wilson loop

circular 1/2 BPS queda determinado por el siguiente modelo de matrices gaussiano
W) py = /dMeQiV“”M2 trreM | (1.127)

donde M es una matriz hermitica en la representacion adjunta del grupo de gauge U(N) (o SU(N)).
A su vez, la traza en la exponencial se toma en la representacién fundamental, mientras que trg
indica que la traza se toma en la representacion R en la que se define el Wilson loop.

La simpleza del resultado [[.127] se debe principalmente a que la contribucién de los deter-
minantes (Zi_1o0p €n la notaciéon de [93]) es trivial, debido a una cancelaciéon entre los modos
fermiénicos y bosonicos. Esto se debe a la gran cantidad de supersimetria que posee la teoria. De
hecho, en [93], se estudian teorias de SYM con menos supersimetria (N = 2), las cuales se pueden
obtener como deformaciones masivas de A/ = 4, encontrando que en estos casos la contribucién de
los determinantes es no trivial.

En general, es util trabajar en la base en la que estas matrices son diagonales, con autovalores
ar, 7 = 1,...,N. Este cambio de base introduce un Jacobiano, el denominado determinante de

Vandermonde. Por ejemplo, para el caso en el que R es la representacién fundamental, se obtiene

<W>:/HdarAe—2iVZsa2 S, A=T](a —as). (1.128)

r<s

Estos resultados no son exclusivos de teorias de Yang-Mills en d = 4, sino que han sido extendi-
dos a una gran variedad de teorias en diversas dimensionalidades [103, 104} 14 105, 106, 107, [108].
De estos resultados, solamente mencionaremos los obtenidos para teorias de super Chern-Simons
con materia en d = 3. Previo a los resultados derivados a través de localizacion, la descripcién
de teorias de super Chern-Simons en términos de modelos de matrices ya habia sido estudiada en
[109, 110]. Luego, en [14], haciendo uso del programa de localizacién supersimétrica, se derivan una
seria de resultados para inserciones de Wilson loops en teorias de super Chern-Simons con materia,
entre las cuales se encuentra ABJM. En general, para el contenido de materia dado por multipletes

quirales definidos en las representaciones Rp, R}, Ra, R, ..., el modelo de matrices resulta

detpq(2sinh wM)
detg, (2coshmM)detg,(2coshmM) ...~

W) gm = / dM e TR M2 )0 27 M (1.129)

62



donde M estd en el dlgebra de Cartan de U(N) x U(N) y se define detp f(M) = [], f(p(M)),
con p(M) el correspondiente peso del elemento M en la representaciéon R. Para teoria ABJM, ten-
emos que la materia se encuentra en la representacién bi-fundamental (N, N) y anti-bifundamental
(N,N). En la base diagonal, M = diag(ay,...,an,ar1,...,ay). Para un Wilson loop circular en la
representacion fundamental con acoplamiento al sector escalar, es decir W ~ exp([ A+ M }C’IC’J ),

se tiene que

<W>ABJM _ /H da, H dase—iwktr >, a2—a? 2 e2ma Ht?éu
T s t

2sinh m(a; — ay) [ 1,2, 2sinh m(a — au)
[1,, (2coshm(a; — du))?

(1.130)
Notar que, a diferencia de ((1.127)), el modelo es bastante més complicado. Esto se debe
principalmente a que el término de determinantes posee una contribucion no trivial en este caso.
La solucién de este tipo de modelos ha sido ampliamente estudiada, [T11} 112} 113} [114]. Si bien no
es posible obtener una expresion cerrada como funcién del acoplamiento de 't Hooft, se obtiene una
férmula integral, la cual puede ser expandida orden a orden, tanto para A < 1 como para A > 1.
Cabe aclarar que estos resultados corresponden a Wilson loops que se acoplan exclusivamente al
sector bosénico de materia, los cuales no son duales a una cuerda cldsica (ver capitulo . Sin
embargo, a partir de resultados obtenidos para este tipo de operadores definidos sobre esferas de-
formadas [115], es posible obtener una expresién exacta valida para Wilson loops con acoplamiento

al sector fermioénico [15].
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Capitulo 2

Wilson loops 1/2 y 1/6 BPS en
ABJM y funcién de Bremsstrahlung

En teorfas N/ = 6 super Chern-Simons y grupo de gauge U(N) x U(M)[71], [76] es posible cons-
truir Wilson loops supersimétricos en términos de una superconexiéon U(N|M), la cual incluye
acoplamiento con la materia escalar y fermiénica [116]. El acoplamiento se realiza a través de las
matrices M f y M 5 y los espinores n¢ y 7L, los cuales pueden depender de la curva sobre la que
se define el Wilson loop. Los casos supersimétricos mas simples consisten en Wilson loops rectos
y circulares con M } y M j matrices constantes. Los ejemplos tipicos corresponden al Wilson loop
1/6 BPS, el cual no se acopla al sector fermidnico (en general nos referiremos a este tipo de opera-
dores como Wilson loops bosénicos), y posee M1 = M} = diag(—1,1,—1,1) [117, 118, 119]; y al
Wilson loop 1/2 BPS con M} = M} = diag(—1,1,1,1) y un acoplamiento no trivial con el sector
fermidnico [116]. Para estos casos, el valor esperado (W) se conoce de manera exacta. Para el caso
recto, tanto el 1/6 BPS como el 1/2 BPS poseen valor esperado trivial ((WW) = 1), mientras que
para el caso circular, (W) se puede calcular en términos de un modelo de matrices [116], 14, [111].

Estos casos, los cuales deben su simpleza a la gran cantidad de simetrias que preservan, pueden
deformarse, generando operadores mas complejos. Para el caso del Wilson loop recto, la deformacién
natural es introducir un angulo de cufia, o cusp, cuyo valor esperado estd determinado por la
dimensién anémala de cusp. Excepto para la deformacién de cusp pequeno del Wilson loop 1/6
BPS [15], no se conocen resultados exactos para el valor esperado de estos operadores.

En tanto a los Wilson loop circulares, es posible generalizarlos permitiendo que los acoplamientos
M 5, M 5, nty ﬁé posean una dependencia no trivial respecto del parametro de la curva. En
particular, se consideran Wilson loops que describen una trayectoria circular tanto en el espacio-
tiempo como en el espacio interno. Estos se conocen como Wilson loops tipo latitude. Fstos son

los andlogos a los Wilson loop tipo latitude construidos en N = 4 SYM [120], para los cuales la
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trayectoria circular en el espacio interno estéd circunscrito a una esfera S? C S°, y cuyo radio esta
determinado por un dngulo polar 6. Estos operadores 1/4 BPS definidos en N' =4 SYM forman
parte de una familia mas amplia, a saber los Wilson loops DGRT [121}, 122, 123]. En N = 6 super
Chern-Simons, estos Wilson loop latitude se pueden definir como generalizaciones de tanto Wilson
loops circulares 1/2 BPS [124] como de 1/6 BPS [125] [126]. Los correspondientes valores esperados
han sido calculados a nivel perturbativo en el régimen de acoplamiento débil en [126].

En el caso de N' = 4 SYM, se encuentra una relacién no trivial entre los Wilson loop tipo latitude
y la funcién de Bremsstrahlung, permitiendo obtener un expresién exacta para esta ultima [96].
Para N = 6 super Chern-Simons se propone una relacién particular, chequeada a nivel perturbativo
[126]. Esto motivé nuestro trabajo, en busca de un chequeo no trivial en el régimen de acoplamiento
fuerte.

En este capitulo, estudiaremos configuraciones de cuerdas en AdSy x CP?, duales a Wilson loops
tipo latitude en N' = 6 super Chern-Simons. A su vez analizaremos las propiedades supersimétricas
de estas configuraciones. Por ultimo estudiaremos la posibilidad de establecer una relacién con la

funcién de Bremsstrahlung en este contexto.

2.1 Soluciones BPS duales a Wilson loops tipo latitude

En esta seccién se estudian configuraciones clésicas de cuerdas en AdSy x CP? que son interpre-
tadas como el dual de Wilson loops tipo latitude, i.e. definidos sobre una curva circular y cuyo
acoplamiento con los campos de materia varia a lo largo de la curva, en particular describe un circulo
en el espacio interno (reservamos los detalles sobre estos operadores en la teoria de gauge para la
siguiente seccién). Por lo tanto nos concentraremos en soluciones a las ecuaciones de movimiento

para cuerdas cuyos extremos describen un circulo dentro de CP3.

2.1.1 Solucion clasica

La geometria dual a la teorfa ABJM es AdSy x CP? [71], cuya métrica puede escribirse de la siguiente

manera
d82 = L2 (d8124dS4 + 4d8(%ﬂ1>3) . (21)

La métrica en AdS en coordenadas globales es
ds?Ad& = —cosh?pdt? + dp? + sinh?p (d792 + sin?y d¢2) , (2.2)

mientras que la parametrizacién candnica en el plano complejo proyectivo corresponde a usar la

métrica de Fubini-Study. Esta tltima puede obtenerse explicitamente embebiendo el espacio proyec-
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tivo en C*, parametrizado con coordenadas homogéneas Z = (21, 22, 23, 24) tales que

21 = T COS 2 cos Lesered(ets) , 23 =rsin 2 cos 2esP2edEx) ,
29 = T COS @ sin e 2%1e1(xHE) , 24 =rsin @ sin —2e~ 292160
2 2 2
Explicitamente tenemos
dsta = dzpdz; = dr® + r2d03, (2.4)
con
1
d02 = dstps + 6 ([ + A% (2.5)
2 & L2 &
A = cos adx + 2 cos 5 cos 01dy1 + 2sin ) cos Oadps . (2.6)

El espacio proyectivo CP? esta definido via la relacién de equivalencia Z ~ ¢Z con ¢ € C*. Identifi-
cando ¢ = re't, esto implica “descartar” la dependencia en estas coordenadas de la métrica de C?,

resultando asi

1
dstos = |da? + cos® 5 (@63 + sin® 61d3) +sin® 5 (d63 + sin® 0dis3)

+ sin? % cos? % (dx + cos 01dpy — cos nggog)ﬂ , (2.7)

con los angulos definidos en los rangos 0 < o, 601,02 < 7, 0 < 1,02 <27y 0 < x < 4w. En
este sentido (2.5) hace manifiesto el enunciado de que las esferas de dimensién impar pueden ser
entendidas como una fibracién U(1) sobre espacios proyectivos.

La geometria ([5.1]) es solucién de supergravedad ITA con los siguientes flujos
3 k
e =4 FW = §kL2 vol(AdSy),  F® = 704, (2.8)

donde vol(AdS,) = coshp sinh?p sin®¥ dt A dp A d A dip. La constante de acoplamiento de ’t Hooft
en N =6 es A = N/k y se relaciona de la manera usual con el radio de curvatura de la geometria,
L? = w2\, por lo que la aproximacién de supergravedad es vélida en el régimen de curvatura
pequetia L* ~ X > 1y despreciando las interacciones entre las cuerdas, \5/2 /N? < 1 (a menos que
se aclare lo contrario, trabajaremos con o/ = 1).

El dual para teoria ABJ es una deformacién de esta geometria correspondiente a encender un
flujo de tensor antisimétrico B(®) en un subespacio CP* ¢ CP? [76]
_M-N

B2
2k

dA, (2.9)

En [76] se sugiere que si [N — M| < k entonces se preserva la unitariedad de la teoria.
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Nuestro objetivo consiste en encontrar una solucién para la hoja de mundo que describa un
circulo tipo espacio en el borde de AdS, mientra que al mismo tiempo describa un circulo dentro

de CP3. Para ello resolvemos las ecuaciones de movimiento que se derivan de la accién de Polyakov

5— 4i / drdo v/ Rh G (X)02 X ™95 X", (2.10)
™

donde X™ representa las coordenadas de la cuerda en el espacio target, cuya métrica G, fue
presentada en (5.1) y hog es un campo auxiliar que asegura la equivalencia a nivel clasico entre las

formulaciones de Polyakov y Nambu-Goto. Se propone el siguiente ansatz is
t=0, p=yplo), 9=7/2, =1, 6h=00), pr=7, a=0. (2.11)

con 7 € (0,27). De (2.11)) se puede leer que el circulo en AdS se ubica a lo largo del ecuador en la

esfera S2. Por otro lado, la condicién de contorno que se impone en p — 0o es

91 e 00. (212)
p—+00

La accién de Polyakov posee invariancia explicita frente a difeomorfismos (6% — of(0®)) y trans-
formaciones de Weyl (hag — (0)hqs). Como se menciona en el capitulo |1, esto permite fijar tres
grados de libertad. En particular trabajaremos en el gauge conforme. Introduciendo el ansatz en

la accién obtenemos )
L
S = 4/d7’d0 [p'? + sinh?p + 0’2 + sin0)] . (2.13)
T

Por lo tanto las ecuaciones de movimiento son

p" = sinh p cosh p, (2.14)
0" = sinfcosf. (2.15)

A su vez, la invariancia conforme de la teoria requiere imponer las condiciones de Virasoro,
Topg = Gun(X)0o X0 X" — %hagﬁ =0, (2.16)
que resultan resultan equivalentes a satisfacer la siguiente relacién no lineal
p'% 4 6'? = sinh?p + sin’0 . (2.17)
La ecuacion puede integrarse obteniendo
p'? =sinh®p 4+ A. (2.18)

Para obtener una hoja de mundo que se cierre de manera suave en el interior del espacio (es decir

que sea monovaluada y no desarrolle ninguna singularidad cénica) correspondiente a realizar una
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unica vuelta al circulo descripto en el borde, la constante de integracion A debe ser nula. De las

ecuaciones (2.17) y (2.18]) se infiere
0'? = sin®9 . (2.19)

Finalmente, las soluciones a las ecuaciones (2.18) y (2.19) son de la forma

1
— ginh~!
plo) = sin (sinha)’

0(c) = arcsin (m]n(;i@) , (2.20)

donde hemos elegido la constante de integracion en p de manera tal que el rango de la coordenada
o sea o € [0,00), con el borde ubicado en 0 = 0. A su vez, la constante de integracién op > 0 en
(2.20) estd determinada por la condicién de contorno en el borde 6 € (0, 3)

1
coshog

sin By = (2.21)

Notar que el perfil obtenido para la coordenada 6 describe un embedding para la cuerda en CP3

con forma de copa, tal que alcanza 1 = 0 0 61 = 7 en el interior de AdS (¢ — o) dependiendo

del signo que se elija en ([2.20) (ver Figura [2.1)).

0 =0
0 =106 /- \9:00

0=m
+ sign solution — sign solution

Figura 2.1: Hoja de mundo en el espacio interno para las dos soluciones clésicas

La accién evaluada en la solucién clésica resulta entonces

o0 1 1
Son—shell — W\/ﬁ do ( + )

sinh?c  cosh?(og + o)

= 7V 2 (cosh piasr F cosby) , (2.22)

Omin

donde X es la constante de acoplamiento de t Hooft en ABJM y hemos usado que L?/m = v/2\.
Por otro lado, dado que el area de la hoja de mundo es naturalmente divergente, se regularizé en
el borde definiendo ppae = p(Omin). Como se detalla en el Apéndice la eleccién correcta de las

condiciones de contorno asociadas a la coordenada hologréafica permite sustraer esta divergencia
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mediante la introduccién de un término de borde que (légicamente no afecta a las ecuaciones de

movimiento) y obtener asi una accién finita. En este caso, el resultado final es

Son—shell = F7TV 2\ cos (90 . (2.23)

En este punto es licito preguntarse si la configuracién de cuerdas encontrada preserva alguna
supersimetria. En particular, estamos trabajando en la formulacion de Green-Schwarz, en la que
la supersimetria del espacio target es manifiesta. Este tipo de acciones se introdujo brevemente en
la seccién [L1.2]

Las supercargas preservadas por una dada configuracién de cuerdas son las transformaciones
generadas por € que dejan la configuracién invariante y que, a su vez, no pueden ser “deshechas” por
una transformacion k. Para méas detalles, ver Apéndice [B| donde puede verse que esto se traduce

a buscar soluciones de la siguiente ecuacién
(1-T)e=0. (2.24)

con 5 5
XMOe X

En lo siguiente, estudiaremos la proyeccion (2.24)) para el caso particular de las configuraciones
de cuerdas presentadas arriba. Insertando la solucién (2.20]) en (2.25) se obtiene
= 2l¢ (— sinh p p'y13 + sinh p 6'y35 — sin 6p'y17 — sin @ 0’757) , (2.26)
sinh? p + sin? 6

mientras que el espinor de Killing (B.21)) resulta

04 P2 o
€ = Meg = ea(5=710) 59 o T M2 0 7 (A1 757+ 2728) ¢ (2.27)

con €y un espinor constante. Para estudiar las soluciones de ([2.24)) y por conveniencia a la hora
de comparar con la teoria de gauge, es util expandir el espinor de Killing ¢y en términos de los
autovectores del conjunto de bilineales mutuamente conmutantes {vo1, #9711, 1757, 1749, Y68, 1723 }

cuyos autovalores son {sy, s1, s2, 3, 84, S5} (s; = £1) (ver Apéndice . Por lo tanto, escribimos

_ (51,52,83,54) (51,52,53,54)
0= e el (2.28)
i
donde €!1:52:5354) . g(51:52,53:54) o otan 4 un elemento de la base y al coeficiente de la expansién

(50,85) (s0,85)

respectivamente. Notemos que el indice s1 es redundante, ya que s1 = 525354E| Debido a que ([2.26))

La eleccién de la base {4711, V57,749, Yes} estd motivada por la presencia de estos bilineales en el espinor de
Killing (B.22)), asociados con las fases & de las coordenadas complejas z;.
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no depende de la coordenada de hoja de mundo 7, la dependencia del espinor de Killing en esta

coordenada debe cancelarse. Esto ultimo impone las siguientes condiciones sobre €

(14 v239711)€0 =0,

(1 - ’723’757)60 =0. (229)
En términos de los autovalores (s, s2,S3,84), estas proyecciones implican s; = —sy y, debido a
(B.27), s3 = —s4. Los tnicos elementos presentes en la expansion (2.28) que satisfacen estas
proyecciones son: (+,—,+,—), (+,—,—,+), (=, +,+,—) y (—,+, —, +). Notar que (2.29) relaciona

los autovalores de 23 v 4711, a saber, s5; = s;. En consecuencia, estas condiciones preservan
4 x 2 = 8 de las 24 supersimetrias que tiene originalmente la teoria.
Una vez impuestas las condiciones ([2.29), la ecuacién (2.24) se reescribe como la siguiente

condicion sobre el espinor constante €
(1 - Mp'TMp)ey =0, (2.30)

donde M p denota la accién de M sobre el subespacio proyectado. Especificamente, esto implica
fijar a 1 el término exponencial que depende de 7 en (2.27)), obteniendo

i1
sinh? p+ sin® 6,

. I =~ I . T =~ .
—sinfyp'e” 1712 e T2y, — sin 610y 47126”””164“2757)

M;lfMp =

. 5 _T . =
(— sinh pp/e(;”%e 271213 + sinh pd] D175 5,

=iv11(sin Ogy27 — cos O ys7) - (2.31)

donde, en la ultima linea, hemos hecho uso explicito de la solucién . Notar que la proyeccién
obtenida es independiente de las coordenadas. Adicionalmente, resulta independiente del signo que
se elija en , lo que implica que ambas configuraciones preservan el mismo subconjunto de
supersimetrias. Debido a que conmuta con las proyecciones , podemos diagonalizar
simultdneamente ambos operadores. Ahora bien, de los 8 autovectores que satisfacen , sélo la
mitad satisfacen simultdneamente , preservando entonces 4 supercargas de las 24 que preserva
la teorfa. Por lo tanto, concluimos que estas configuraciones descriptas por la solucion son
1/6 BPS. Notar que la tultima linea de puede reescribirse de la siguiente manera

i’yn(sin 90"}/27 — COS 90’757) = —Z")/ll’)/57690725 y (2.32)

2
por lo que, definiendo €y = 225 €0, tenemos que
(1 + i’Yll’Y57) € =0. (233)

Dado que 725 conmuta con las condiciones ([2.29)), €y las satisface también. Adicionalmente, €
satisface (2.33)), por lo que la solucién resulta

€0 = wleg:f;r_) + WQEEi_T_;__) + OJ3€E:1—)_+) + W4€EI_T_)_+) s (2.34)
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con w; coeficientes complejos. Sin embargo, la condicién de Majorana establece relaciones entre
estos coeficientes, resultando en 4 supercargas reales, en consistencia con que el operador es 1/6
BPS. En términos de los coeficientes de la expansién ([2.28)), la solucién resulta

HE:_J_F;F_):\/l%—VM, GE:f;r_):—\/l—ng,
(=) _ _ 1= (+—+-) _
9(++) =—V1—-vuwy, 9(7+) =V1+

0 =Vitvws, 0T =—VT—vw,

(+-)

0 =—VT—vwy, 00T =Vitvw. (2.35)

R

w2,

donde hemos introducido el pardmetro v = cosfy. Ahora bien, definiendo los espinores de dos

componentes
(—++-) (+-+-) (+=+-) (+-—+)
O B (o N I (= AN I eI
b b+ b b+
tenemos que
=€ +e+e 4+t (2.37)

En términos de este espinor constante, el generador de transformaciones de supersimetria sobre
la hoja de mundo se obtiene actuando con el operador M evaluado en la configuracién clasica.
La forma explicita de este espinor de Killing no es relevante en esta discusiéon. Sin embargo,
es interesante analizar las propiedades de este pardmetro ante las simetrias globales preservadas
por la hoja de mundo. Este tipo de andlisis seria relevante si se quisiera estudiar el espectro de
fluctuaciones cuanticas alrededor de esta configuracion clasica. De hecho, los modos que conforman
este espectro deben acomodarse en multipletes del grupo de simetrias globales preservado por la
hoja de mundo. En particular, para las configuraciones estudiadas en este capitulo, el grupo de
simetrfa R, que en la descripcién dual da cuenta del grupo de isometrias de CP?, se rompe a un
U(1)r x SU(2), que da cuenta de las direcciones en las que no se extiende la curva en el espacio
interno. Adicionalmente, aparece una simetria de gauge que actia sobre el espectro de fluctuaciones.
Esta simetria se relaciona con las rotaciones sobre las direcciones en las que se extiende la curva,
por lo que son dependientes del pardmetro de la misma (por eso es que esta es una simetria local).
Finalmente, hay un grupo U(1)4 que corresponde a rotaciones en las direcciones 2 — 3 de AdSy.

En resumen

Rotaciones en el plano 2-3 (AdS) — U(l)a
Rotaciones en la S? colapsaday en x — U(2) = U(1)g x SU(2) (2.38)
Parte global del grupo de gauge — Ul)g
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De hecho, es posible ver que las cargas de un espinor respecto a estas simetrias globales pueden

escribirse en términos de los autovalores (sg, s3,54) de la siguiente manera

U(I)G = %(83 + 84) — %82
U(1)a = 259535
(L) 2ramam (2.39)
SU(2) = 1(1 — 8384)
U(l)R = %(53 + 84)
Vemos entonces que los espinores de Killing €, al poseer s3 = —s4, son neutros respecto de U(1)g,

mientras que poseen carga —iss = 1ss respecto de U(1)4 y U(1)g. A su vez, forman un doblete

del grupo SU(2). El élgebra de este SU(2) esta cerrada por los generadores preservados de SU(4),
a saber, Ri =Ly, R§ =L_vy %(Rg’ — Ri) = Lj3. Para algunos comentarios adicionales respecto a
estas simetrias ver Apéndice

Estas consideraciones deberian jugar un papel importante al momento de construir el algebra
de supersimetria de la teoria cudntica definida sobre la hoja de mundo. En particular, las cargas
de los espinores de Killing determinan que modos pueden mezclarse entre si ante la acciéon de una
transformacién de supersimetria. A su vez, la forma explicita del espinor de Killing deberia permitir
establecer un conjunto de condiciones de contorno que garanticen la invariancia de la teoria ante
este tipo de transformaciones. Sin embargo, el espectro de fluctuaciones cuanticas correspondiente
a estas realizaciones no esté del todo entendido hasta el momento, por lo que no formara parte del

contenido de esta tesis.

Por 1ltimo, recordemos que la soluciéon en la que se evalué el espinor de Killing corre-
sponde a tomar #2 = 0 y 2 = 0. Sin embargo, debido a que la esfera descripta por 8y y @2 esta
colapsada (a = 0), podriamos suponer una posicién arbitraria en esta esfera, es decir 3 = 67 y
9 = 1, ain manteniendo o« = 0. Claramente, las ecuaciones de movimiento no se ven afectadas y
por lo tanto estas son soluciones igualmente vélidas. A su vez, el proyector I permanece invariante,

dado por (2.26)), mientras que el espinor de Killing ahora resulta

M = e%(’Ws—’wvn-&-’ygs-&-’me)eg’?’ﬂe%’hze%’m:&e—%(’7’711—757-1-749—768) ) (2.40)
A primera vista, esto puede parecer problematico, debido a que pareciera que no podemos deshacer-
nos de la dependencia con respecto a la variable 7 mediante una proyeccion sobre €. Sin embargo,
esto no es un problema real, ya que lo importante es que esta dependencia desaparezca del operador
M™IT M, una vez impuesta la proyeccién (2.24). Dado que ~og, Y46, V49 ¥ Y68 conmutan con I
encontramos que, luego de imponer (2.29), el operador M;FM p resulta igual al que se obtiene
en (2.31), sin importar si se utiliza el operador M definido por (2.27) o por (2.40). Por lo tanto
la proyeccién de simetria k resultante es la misma, concluyendo que todas estas configuraciones

preservan el mismo subconjunto de supersimetrias.
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2.2 Operadores de Wilson duales

En esta seccion veremos que las configuraciones clasicas de cuerdas encontradas arriba son duales
a un cierto tipo de operadores BPS, denominados usualmente Wilson loops tipo latitude. Este
término fue usado en [126] para referirse a una deformacién particular del Wilson loop circular
dada por dos trayectorias azimutales: una geométrica, en la esfera S? C AdS,, y otra en el espacio
interno en alguna esfera S2 C CP3. Se observa que el valor esperado de este tipo de operadores
depende de una combinacién precisa de los pardmetros que determinan estas trayectorias, a saber
v = sin fge, cos O Por simplicidad (y sin pérdida alguna de generalidad), ubicamos la trayectoria
geométrica en el ecuador de la esfera S? C AdSy, i.e. Ogeo = 5, y denotamos con 6y al dngulo polar
O;nt de la trayectoria interna.

En el caso de la teorfa N = 6 super Chern-Simons con materia, se define una serie de operadores
de Wilson loop BPS (es decir, que preservan algunas de las supersimetrias de la teoria) en términos

de una superconexién U(N|M), [116], 124]. En particular, definiendo la superconexién

L Ayt — 22 g MICrCY —iy/ B[l (2.41)
—iy/ 2 |2 |l At + 23 MICT Oy
tenemos que
Wp = ATTSTr [Pez e LdTT} (2.42)

donde N = STr(T) es un factor de normalizacién y T es una matriz de twisting que depende de
M j, M }, Nty nl. Esta matriz de twisting resulta imprescindible para que el operador sea invariante
de gauge.

Ahora bien, nuestro interés recae en identificar estos operadores con las configuraciones de
cuerdas descriptas en la seccién anterior [2.1} Por lo tanto, se considera al contorno C descripto por
Z(1) = (0,cos T,sin7), es decir, un circulo de radio unitario. A su vez, proponemos una eleccién
especifica para M 5, M f, Nty 7L, inspirados en propiedades geométricas de la solucién de cuerdas.
En el caso particular de ABJM, tenemos que M = N, y por lo tanto M} = M} En este caso,
este tipo de acoplamiento posee una interpretacién geométrica bastante clara, propuesta en [119].
Para el tipo de operadores que nos interesan tenemos que

23531

donde identificamos z7(7) con la trayectoria descripta por los extremos de la cuerda en el espacio

interno CP?, expresada en términos de las coordenadas complejas descriptas en (2.3). Para la
solucién clésica (2.11),(2.20]) tenemos que

. 4T
zlzcoseoe’2, 2228111%06 2, 2z3=0, 24=0, (2.44)
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y por lo tanto
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ML=t = , (2.45)
J J 0 0
0 0 0
Estas matrices, junto con los acoplamientos espinoriales determinados por
v1i4+v
a 6% _me” . —iT\ Y SQ oo T
= 1, —ie , =1 , 2.46
nr NG} 0 ( ) nr (n7) ( )

0
I

da lugar a una familia de operadores 1/6 BPS. Las supersimetria preservada estd determinada por

los pardmetros ©77 = 7 — (2 - v)é!’, los cuales se infieren en [126], y son tales queE|

B =300 —ie’) =Vi—vwr, =360 - &) =Vitvw,
B =10P i) = Vitrw, (B=13+&) =VI-vuw,
MW=l i) = VT —vwy, (=160 -8 = VTt rws,
A =10 +igh) =vitvw, (Gh=160"+&) =vVI-vws, (2.47)

(51,52,53,54)
(50,55)
estas supercargas coinciden con las encontradas en (2.35]) para la configuracién de cuerdas.

Haciendo uso de la identificacién entre ¢17 y 6 sugerida en el Apéndice vemos que

Concluimos esta seccién estudiando otro tipo de Wilson loops, los cuales poseen un correlato més
cercano con los operadores estudiados en N = 4 SYM, ya que sélo se acoplan al sector escalar de la
teoria, por lo que, en general, nos referiremos al mismo como Wilson loop bosénico. En particular,
estos operadores corresponden a una deformacién tipo latitude de un caso bien conocido, a saber,

los Wilson loops circulares bosénicos 1/6 BPS en N = 6 super Chern—SimonsE|

Wp = %Tr [Peif(A“iu_%mecléJ)dT} , (2.48)

2917 y €l generan transformaciones super Poincaré y super conformes respectivamente, donde a es un indice
espinorial e IJ es un par antisimetrizado de indices en la representacién fundamental de SU(4).

3 Andlogamente podemos definir un Wilson loop para el factor U (M) del grupo de gauge de la siguiente manera

WB = iTr [Peif(“iui“—QZi‘fb‘NI‘géch)d"]
M

I

donde M = M1
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donde

(2.49)

m@
3
—
|
<
[
<
)
= o o O

Las supercargas preservadas por este Wilson loop bosénico pertenecen a un subconjunto de las
supercargas dadas en . Especificamente, son las obtenidas al imponer la condicion w; = wy =0
en , dejando ahora sélo 2 parametros libres, por lo que se concluye que estos operadores son
1/12 BPS.

Con respecto al dual gravitatorio de estos operadores bosénicos, nos interesa establecer una
prescripcion precisa en términos de las variables de la teoria dual, en analogia con lo hecho previa-
mente para el operador 1/6 BPS tipo latitude. En este punto nos encontramos con una dificultad
propia de los Wilson loop bosénicos en N' = 6 super Chern-Simons, a saber, que no es posible en
general asignar una configuracion de cuerdas a estos operadores. Para comprender por qué ocurre
ésto, nos concentramos en el acoplamiento con el sector escalar, definido por la matriz unitaria M }
Para los operadores estudiados anteriormente, vimos que M } posee la forma , la cual puede
diagonalizarse localmente y posee autovalores {—1,1,1,1}. Vemos entonces que, localmente, este
operador preserva un subgrupo SU(3) x U(1) del grupo SU(4) de simetria R. Esto es consistente
con la representacion dual en términos de una cuerda, cuyo extremo traza una trayectoria en el
espacio interno: de esta manera, en cada punto, el extremo de la cuerda marca una direccién
preferencial en el espacio interno, generando un rompimiento local del grupo de isometrias de CP3
de la forma SU(4) — SU(3) x U(1). Esta prescripcién se manifiesta en la relacién directa
que se establece entre la matriz M } y la parametrizacién de una trayectoria en CP? en términos
de las coordenadas z! (T)lﬂ Ahora bien, para el operador bosénico, la matriz M j es de la forma
, la cual puede diagonalizarse localmente y posee autovalores {—1,1, —1,1}. En consecuencia,
el grupo de simetria R se rompe de la forma SU(4) — SU(2) x SU(2). Sin embargo, es claro que
este fenémeno no puede realizarse en términos de una cuerda describiendo una trayectoria en el
espacio interno, ya que esto, como se explicé arriba, siempre lleva a SU(4) — SU(3) x U(1).

Existen sin embargo algunas ideas respecto a cudl deberia ser el dual gravitatorio de estos
Wilson loops bosénicos. Para introducir estos conceptos, repasaremos brevemente los argumentos
dados en [117], concernientes a Wilson loops 1/2 BPS y Wilson loops bosénicos 1/6 BPS. Cabe
aclarar que estos operadores no describen ninguna trayectoria en el espacio interno, por lo que M f
es exactamente diag(—1,1,1,1) para el 1/2 BPS, y diag(—1,1,—1,1) para el 1/6 BPS bosénico.
Dado que los Wilson loops estudiados en este capitulo son deformaciones tipo latitude de estos casos

mas simples, los argumentos presentados aqui se podran generalizar facilmente. En particular, para

P
4En general, puede verse que cualquier matriz de la forma &% — 2‘|Z ZJ‘E siempre posee autovalores {—1,1,1,1}.
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el caso de Wilson loops 1/2 BPS y Wilson loops bosénicos 1/6 BPS, se propone una relacién entre
ambos operadores en términos de un “promedio” geométrico, o smearing. En este punto cabe aclarar
que la naturaleza de esta relacién no es del todo clara ain: un punto de vista razonable corresponde
a pensar en el dual gravitatorio como un “ensamble” de configuraciones de cuerdas duales al Wilson
loop 1/2 BPS, de tal manera que la integral funcional ahora incluye una integracién sobre algin
pardmetro que caracteriza a estas configuraciones; las configuraciones duales a operadores 1/2
BPS poseen una posicién angular fija en el espacio interno CP?, por lo que este dngulo es el
principal candidato para definir el pardametro de integracion. Por lo tanto, la propuesta consiste
en que el dual gravitatorio de estos operadores bosénicos ya no es una unica configuracién de
cuerdas, sino una distribucién de configuraciones localizadas en un punto en CP?, promediada
a lo largo de un CP' ¢ CP?. En cuanto a la supersimetria preservada por esta distribucién,
corresponderd al subconjunto de cargas preservadas simultaneamente por todas las configuraciones
de cuerdas que la componen. Especificamente, consideremos una configuracién dual a un Wilson
loop 1/2 BPS, es decir, localizada en un punto en el espacio interno. En general, el resto de las
configuraciones presentes en la distribucién, pueden ser obtenidas aplicando una rotacién a lo largo
de un CP' ¢ CP3. Ahora bien, de las 12 supercargas preservadas por cada configuracién individual,
algunas de ellas dependeran de los pardmetros del CP!, y por lo tanto se veran afectadas por esta
rotacién, mientras que otras seran independientes, permaneciendo entonces invariantes ante la
rotacion propuesta. Por lo tanto, es precisamente este 1ltimo conjunto de cargas preservadas por
la distribucién. Mds aun, estas supercargas pueden identificarse con las supersimetrias preservadas
por el Wilson loop bosénico 1/6 BPS (ver [117]).

Ahora bien, analicemos la posibilidad de establecer una relacién andloga entre los operadores
1/6 BPS latitude y 1/12 BPS latitude bosénicos estudiados en este capitulo, es decir, identificar al
dual del operador 1/12 BPS latitude bosénico como una distribucién de configuraciones de cuerdas
duales al operador 1/6 BPS latitude. Dado que, para v = 1, la curva en el espacio interno se
comprime a un punto, entonces, en este limite, se reobtiene el caso discutido en el parrafo anterior.
Por lo tanto, es razonable proponer una distribucién de configuraciones duales al operador 1/6
latitude promediada sobre un CP! ¢ CP3. En particular, podemos preguntarnos si esta distribucién
preserva alguna supersimetria. Para responder esta incognita, definimos una familia bi-paramétrica
de configuraciones de cuerdas, obtenidas a partir de la encontrada en la seccion [2.1]a través de una
rotacién SU(4) sobre las coordenadas de CP3.

Escribimos entonces

7 = (Zl,ZQ,Zg,Z4) = (2, ’LE)

donde 7 = (21,%2) y W = (23, 24). La solucién presentada en la seccién anterior posee @ = 0y
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corresponde por lo tanto a

0 . 0 r
Zy = (cos (20)612,sin (20)6’2), wo =0

Actuando con el siguiente elemento de SU(2) C SU(4)

. i $0
cos 5 —sin Fe'2
g(a07¢0) - .« —i¢—0 o
sin e "2 cos 5
tenemos que
- Qo , . Qp _;%
Z = (%,0) - Z' = (cos ~ %0,sin —-e ‘2 2p) (2.50)

Es fécil ver que esta configuracién rotada satisface las ecuaciones clasicas de Euler-Lagrange. Esta

nueva solucion se escribe como

tZO, P:P(U)» 19:77/2a T,Z):T, a = Qy, 01:92:9(0)’ YL =92 =T, X:¢0 (251)

Dado que este tipo de rotaciones en el espacio interno conforman una simetria global de la accién, el
valor de la accién clasica evaluada en estas nuevas soluciones es el mismo que para la configuracién
sin rotar.

Se relega el analisis detallado de la supersimetria preservada por estas configuraciones al Apéndice
Bl El resultado principal de este andlisis es que la ecuacién obtenida de la proyeccién de simetria
K posee la misma forma que , pero escrita en una base rotada para el espinor de Killing. Por
lo tanto, todas estas configuraciones preservan la misma cantidad de supercargas, a saber 1/6 del
total de supersimetrias de la teoria. Desafortunadamente, no existe un subespacio comtn de super-
cargas preservadas simultdneamente por todas las configuraciones de esta familia bi-paramétrica.
Por lo tanto, una distribucién obtenida a partir de este conjunto de soluciones, obtenidas a partir
de la rotacion , no puede ser el dual gravitatorio del Wilson loop bosénico 1/12 BPS latitude,
definido por —.

Dado que, como se mencioné previamente, el conjunto de supercargas preservado por el Wilson
loop 1/12 BPS bosénico es un subconjunto de las supersimetrias preservadas para el operador 1/6
BPS latitude, entonces es atn posible interpretar al dual del primero como una distribucién més
general del dual del segundo. Recordemos que, en términos de las variables de la teoria de gauge,
vimos que este subconjunto se obtiene de imponer w; = wy = 0. En el esquema dual, esto implica

pedir sg — s3 = 0, lo cual, a su vez, equivale a imponer la siguiente proyeccién
(1 —iv01749)€0 = 0. (2.52)

Sin embargo, de momento no poseemos una interpretaciéon de (2.52)) en términos de un promedio
geométrico. Notar que una proyeccidon que relaciona sy y s3 no pareciera poder ser obtenida a

partir de una rotacién en CP? tdnicamente.
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2.3 Funcién de Bremsstrahlung y Wilson loops latitude

Nuestra motivacion para estudiar deformaciones tipo latitude de Wilson loops se debe, en parte, a
la posibilidad de relacionar el valor esperado de estos operadores con la funcién de Bremsstrahlung,
en analogia con lo que ocurre para N' = 4 super Yang-Mills [96]. La posibilidad de establecer
una relacién similar en N' = 6 super Chern-Simons fue inicialmente considerada en [126]. En esta
seccién elaboraremos un argumento sélido para probar que esto efectivamente ocurre.

La funcién de Bremsstrahlung se relaciona directamente con el valor esperado de un Wilson loop
recto, luego de introducir una pequena cunia, o cusp. En particular, se identifica a la dimensién
anémala de cusp con el coeficiente que acompana a la divergencia logaritmica del valor esperado de
estos operadores. Especificamente, si consideramos una linea en R3 con un pequefio cusp en algin

punto, tenemos que [127, [128§]

(Wosp) = & e OB R (2.53)
donde Ajr y Ayy son el cutoff infrarrojo y ultravioleta respectivamente, con los que se regularizan
las divergencias. Por su parte, la funcién de Bremsstrahlung B(A) es en general una funcién no
trivial del acoplamiento A, y puede obtenerse expandiendo I'cusp para dngulos de cusp pequenos.
Esquematicamente

Leusp ~ —=B(N)¢” + O(¢") (2.54)

Denotaremos con By, y By a las funciones de Bremsstrahlung correspondientes a insertar un
pequeno dngulo de cusp sobre Wilson loops rectos 1/2 BPS y 1/6 BPS (bosé6nico) respectivamente.

En este punto cabe aclarar que la deformacién puede lograrse tanto mediante la insercién de
un angulo de cusp en el espacio geométrico (i.e. sobre la curva en R?) como en el espacio interno
(i.e. sobre el acoplamiento con el sector escalar). En lo que sigue, denotaremos con ¢ al dngulo de
cusp geométrico y con 6 al interno.

En particular, el Wilson loop recto 1/2 BPS preserva cargas s.uper—Poincauréf]7 y por lo tanto es
un operador protegido por supersimetria, implicando esto que su valor esperado sea trivial e igual
a 1. A su vez, una deformacién de un Wilson loop recto 1/2 BPS tal que § = +¢ da resultado
a un operador que también posee esta propiedad, por lo que se tiene que I'cysp(¢ = 0) = 0, y la
expansiéon para 6, ¢ < 1 resulta

Ceusp = (0° = %) B2 (N) - (2.55)

Esto ultimo no ocurre para el caso del operador bosénico. De hecho, la deformacién resultante de
insertar cusps geométricos y/o internos sobre un Wilson loop recto 1/6 BPS no preserva ninguna

supercarga, ni siquiera en el caso § = +¢. Por lo tanto, resulta necesario distinguir entre las

SEn general, las supercargas conservadas serdn una combinacién de cargas super-Poincaré y superconformes.
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correspondientes funciones de Bremsstrahlung, obteniendo, para 6,¢ < 1,

Pousp = 62B5(\) — 6*BY(A) (2.56)

Ahora bien, analizaremos la relacién entre estas funciones de Bremsstrahlung y las deforma-
ciones latitude de Wilson loops circulares estudiadas en las secciones previas. En particular, en

[126], se propone una relacién para las deformaciones de operadores 1/2 BPS, a saber

9 log(WF) . (2.57)

v=1

Byja(A) =

Esta relacién fue chequeada hasta orden A? en la expansién perturbativa para el régimen de
acoplamiento débil, con (Wg) calculado a framing 0. Debido a que se carece de una prueba general
para la relacién , un chequeo de la misma en el régimen de acoplamiento fuerte puede inter-
pretarse como una evidencia muy fuerte de la validez de la misma a todo orden en A. En particular,
la By /9(A) fue calculado en el régimen de acoplamiento fuerte en términos de una cuerda clasica

que en el borde de AdS recorre una linea con un pequeno cusp [129], obteniendo a primer orden

Byjy = \f? +0(1). (2.58)

Para chequear (2.57) en este limite necesitamos (Wg), el cual a primer orden en la expansién de

acoplamiento fuerte resulta

<WF> _ e—SO"*She”—i-O(l) _ eﬂ\/ﬁu—i-(?(l) (2.59)

donde la accién clasica fue evaluada en . Cabe aclarar que se eligié el signo que minimiza la
accién y por lo tanto domina la correspondiente aproximacion de punto estacionario. Haciendo uso
de ) para calcular el lado derecho de , observamos un perfecto acuerdo con .

Ahora nos concentramos en las otras funciones de Bremsstrahlung. Para B /6()\), en [126] se
prueba que no existe una relacién andloga a ; de hecho, la misma falla ya a primer orden en la
expansién perturbativa en el régimen de acoplamiento débil. Por completitud, diremos que existe
una expresion exacta propuesta para By /6()\) en términos de las derivadas del valor esperado de un
Wilson loop circular con un “enrrollamiento” multiple [15].

Por otro lado, una relacién andloga para Bf /6()\),

1 0
B s(\) = 2 9y etWe)| -, (2.60)

v=1
puede chequearse a acoplamiento débil hasta orden A\? haciendo uso de los reultados perturbativos

obtenidos en [130] y [126]. En lo que resta de esta seccién y mediante un anélisis similar al

presentado en [96], argumentaremos que la relacién (2.60)) es valida a todo orden en A.
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Consideremos el Wilson loop bosénico con un cusp interno 6 de la forma

W, = %Tl" {Pei§C1+C2(A“iuf%mMc‘ljcléJ)dT ; (2.61)

donde C; y Cy son dos lineas radiales en R3. Si bien no hay una desviacién geométrica entre ambas

curvas, es decir ¢ = 0, el acoplamiento escalar cambia al pasar de C; a Cs

M(0) s cC,
M, = | MO sta(m) e (2.62)
M(8) six(r)e€Ca,
con
—cosf —sinf 0 O
—sinf 6 0 0
M(0) = sin cos (2.63)
0 0 -1 0
0 0 0 1

Parametrizamos ambas semirrectas en términos del logaritmo de la distancia radial, el cual se
relaciona con el tiempo global cuando mapeamos R? a R x S2. Por ejemplo, para la semirrecta
Co usamos z* = (e7,0,0) tal que ffooo dr ~ AT =log £ AIR . Expandiendo en el régimen de 6 muy
pequeno obtenemos, a primer orden

Ar
(OWe) = (We) = (Webomo = —6°B{ 5 log =

92 27
< > / 1 / l72 mc mc)[ e 26 1 <<(|)(7—1){(j)(7—2) >>rect0 , (264)
Co Ca K

donde ¢(7)] = C(x(1));C(x(r )) es un operador en la representacién adjunta de U(N) y m

proviene del primer orden en la expansiéon de la matriz M.,

0 -1 00
-1 0 0 0
me = (2.65)
0 0 0
0 0 0

Notar que en (2.3) introdujimos la notacién de doble bracket, el cual denota una funcién de cor-

relacién a lo largo del Wilson loop recto (sin el cusp). En general, definimos

27

(Tr [P@(Tl)o(ﬁ)e"fc( uf’f“*fI:leICICJ)dT}>
(Tr [Peifc( u:v“—@\ac|MICIcJ>dT}>

{O(r)O(72)))c = (2.66)

Al representar funciones de correlacién en una teoria 1-dimensional que posee invariancia con-
forme, la estructura de los doble bracket se ve constrenida por esta simetria. En particular, la

invariancia traslacional impone que la funcién de un punto es nula, cosa de la que se ha hecho uso
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al derivar . Por otro lado, las funciones de dos puntos estan completamente determinadas por las

identidades de Ward a menos de una constante multiplicativa (ver Apéndice

J L I G S _
(D(r)71d(2) g hrecto = 5 Coshlm —7) = 1) (I,J,K,L=1,2) . (2.67)

Insertando (2.67)) en (2.3) y usando AT = log ﬁé I para eliminar una de las integrales, obtenemos

(2.68)

B 271'27 /+°° dr B 42y
1/6 = " g2 cosht —1 k2

—0
donde esta 1iltima integral fue regularizada y la divergencia UV fue descartada al escribir el resultado
final.

Hasta ahora, hemos establecido una relacion precisa entre la funcién de Bremsstrahlung B1 /6
y el coeficiente v en la funcién de dos puntos de doble bracket definida sobre el Wilson loop recto
1/6 BPS. Ahora bien, esgrimiendo un argumento similar podemos encontrar una relacién andloga
entre las derivadas del valor esperado de la deformacién latitude del Wilson loop circular 1/6 BPS
(bosénico), y el coeficiente v de la funcién de dos puntos de doble bracket definida sobre el mismo.

De hecho, consideremos el Wilson loop latitude con un pequeno valor del dngulo polar 6y tal
que
dlog(W) |g,=0 N (Wg) — <WB>|90 0

96,” B (WB)lgy=0

<27r> /dﬁ/dTZm 71) ym(r2), (@(71)7$(m2) i Neircle (2.69)

0>

donde C es un circulo de radio unitario y la matriz m(7) es de la forma

0 e 0 0
T 0 00

m(r) = 60 - (2.70)
0 0 00

Notemos que ahora la integracion en el doble bracket se realiza sobre un contorno circular, para el
cual (ver Apéndice

V9%0f
2(1 —cos(ty —12))’

(@(m1)] ®(72) { Dcirele = (I,J,K,L=1,2) . (2.71)

Dado que la linea recta y el circulo estan relacionados por una transformaciéon conforme, y que
(2.66) posee invariancia conforme, entonces concluimos que el coeficiente 7 presente en ([2.71)) es
exactamente el mismo que el que aparece en ([2.67)). Introduciendo (2.71]) en (2.69) obtenemos
0 log{W - 2 2 2 cos(m — T 8t
8Ws) lozo _ 1 < > / dﬁ/ dry 1 ) _ 8y (2.72)

96> 1 —cos(m1 — 72) k2
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donde, de nuevo, hemos descartado el término de divergente que se obtiene luego de regularizar la
integral. Comparando con ([2.68)), concluimos que

1 0
B?/ﬁ = T 272 99,2 log(Wg) 65=0 ; (2.73)
o en términos del parametro v = cosfy
1 9
I 12 5y 108Wa) lv=1 - (2.74)
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Capitulo 3

Expansion semiclasica y funcion de
Bremsstrahlung en acoplamiento

fuerte

La aparicién de resultados exactos para el valor esperado de Wilson loops en teorias de gauge
supersimétricas allané el camino para realizar chequeos de precisién no triviales de la dualidad
AdS/CFT. En muchos casos, se han contrastado las expansiones a acoplamiento fuerte de estos
resultados exactos con resultados explicitos obtenidos mediante una expansién semiclésica en teoria
de cuerdas, encontrando acuerdo entre ambos. Por ejemplo, como ya hemos mencionado en esta
tesis, el valor esperado de un Wilson loop con un pequeno angulo de cusp puede ser calculado de
manera exacta debido a su relacién con un Wilson loop circular en N' = 4 SYM[96, 131]. Estos
resultados se mostraron en acuerdo con los calculos a 1-loop realizados en la teoria de cuerdas dual.
Por otro lado, también se han obtenido resultados exactos para un Wilson loop con un pequeno
cusp en ABJM, debido a su relacién con un Wilson loop que se enrosca multiples veces en una
trayectoria circular [15]. Sin embargo, algunos trabajos previos han mostrado cierto desacuerdo
entre éstos y los resultados de calculos semiclasicos en teorias de cuerdas. Por lo tanto, el objeto
central de estudio en este capitulo seran Wilson loops con pequenos angulos de cusp en teoria
ABJM. En particular, intentaremos elucidar una posible causa para el desacuerdo entre [15] y [129]
y, a su vez, propondremos un método que remedie esta discrepancia.

Este tipo de operadores en ABJM han sido sujeto de estudio en varios trabajos realizados tanto
desde la teoria de campos como desde su dual gravitatorio [130} 124} 129, 132], asi como su relacién
con Wilson loops circulares [15], [116], 126, [133].

En analogia a lo mencionado en el capitulo [, las lineas de Wilson deformadas por un angulo

de cusp ¢ en R? se pueden mapear a lineas paralelas en R x S? separadas por un angulo 7 — ¢, a
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través de una transformacién conforme. El valor esperado de estos operadores queda determinado
por la dimensiéon anémala de cusp

(Weusp) = e TewseT (3.1)

donde T es la extension temporal de las lineas antiparalelas en el cilindro. Esta cantidad, mide a su
vez el potencial establecido entre dos particulas muy masivas en la esfera. Consideraremos lineas
de Wilson que, en ausencia de cusps, se tornan 1/2 BPS (como las discutidas en el capitulo . Se
introducird un cusp geométrico ¢, asi como también uno interno 6, el cual da cuenta de un salto
repentino en el acoplamiento con el sector de materia [I30]. En general, estos operadores son 1/2
BPS cuando 0 = +¢ [130] [124]. Por lo tanto, para 6, ¢ < 1, la dimensién anémala de cusp toma la

forma
Peusp & (6% — 6*) BN (3.2)

con B(\) la funcién de Bremsstrahlung.

La dimensiéon andémala de cusp para ambos tipos de deformacién fue calculada perturbati-
vamente en teoria ABJM en hasta 2-loops [130]. En el limite de acoplamiento fuerte, como se
menciona en el capitulo |1}, el valor esperado de un Wilson loop definido sobre una curva C puede
calcularse haciendo uso de la dualidad AdS/CFT. Esto corresponde a calcular la funcién de par-
ticién de cuerdas cuyos extremos describan la curva en la frontera de Anti de Sitter. En este caso,
el dual gravitatorio de A/ = 6 super Chern-Simons corresponde a teoria de cuerdas tipo IIA sobre
AdSy x CP3, y la funcién de particién para un Wilson loop con este tipo de cusps fue calculada
a orden 1-loop en [129]. Sin embargo, las funciones de Bremsstrahlung encontradas alli para un
cusp geométrico y uno interno no coinciden, entrando en contradiccion con la condicion que
implica que el operador es BPS para ¢ = £6 [130]. Esta es la principal motivacién que nos lleva a
revisar el calculo a 1-loop de la funcién de particion de cuerdas que describen un cusp general en
AdSy x CP?.

Por otro lado, en [15] se propone una expresién exacta para la funcién de Bremsstrahlung en
teoria ABJM, la cual puede obtenerse en términos de derivadas del valor esperado de un Wilson
loop circular

BOVN) = 5 Onlog (W), - (3.3)

Aqui, W,, denota un Wilson loop circular BPS que recorre n veces una trayectoria circular. Esta
curva se define sobre un circulo maximal en la esfera S3 en la que se define la teoriaﬂ Para el caso de
un cusp geométrico deformando una linea 1/6 BPS (bosénico), la correspondiente expresién exacta
para el Wilson loop circular 1/6 BPS fue calculada en [I4] 111, [13]. Estas expresiones fueron
utilizadas en [I5] para obtener expansiones explicitas para B(\), vélidas en ambos regimenes del

acoplamiento. Para el caso de un cusp geométrico sobre una linea de Wilson 1/2 BPS, el uso

'Para localizar el valor esperado a un modelo de matrices es necesario definir la teorfa sobre la esfera S°.
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de para calcular B(\, N) fue brevemente discutida en [I5]. Luego, en [126] se obtuvieron
expansiones explicitas para este caso, observando un desacuerdo con los resultados a 1-loop en
acoplamiento fuerte calculados en [129]. Tratar de comprender esta discrepancia ha sido otra
motivacion importante para realizar el analisis presentado en este capitulo.

Ademads, para entender el origen del desacuerdo entre el resultado exacto [15] y el cémputo
semicldsico [129], emplearemos un método alternativo para el célculo de la funcién de particién
de cuerdas que describen un cusp (geométrico e interno) en la frontera de AdS; x CP?. Luego

compararemos los resultados obtenidos con las correspondientes expresiones exactas.

3.1 Funcién de particion de cuerdas y energia de vacio

El computo de la funcién de particién a 1-loop sobre un espacio-tiempo estdtico con métrica g
implica calcular determinantes de ciertos operadores O,. Tipicamente, esto se logra obteniendo el
espectro de autofunciones de Oy, en signatura Euclidea, y para un dado conjunto de condiciones de
contorno. A este procedimiento lo denominamos método off-shell. Alternativamente, para espacio-
tiempos estaticos, existe otro camino posible: en signatura Lorentziana, O, provee una ecuacién
de onda cuyas soluciones dan lugar un espectro de estados. Es un resultado bien conocido que la
energia de vacio de este sistema, es decir, la suma de las frecuencias que componen el espectro de
soluciones de la ecuacién de onda, coincide con el determinante de Oy, siempre y cuando g"° = 1
[134]. A este procedimiento se lo denomina método on-shell. Por lo tanto, para aplicar el método
on-shell es necesario rescalear el operador O, tal que esta 1iltima condicién sea satisfecha. En
general, la energia de vacio estard relacionada al determinante del operador @g = M0y, con
M = ¢, El analisis realizado en [135], difiere del original por un término anémalo. Sin embargo,
en [136] se observa que el método on-shell ain puede ser aplicado para calcular la funcién de
particion a 1-loop siempre y cuando haya una cancelacién entre los términos de anomalia conforme
provenientes del rescaleo de los operadores correspondientes a los distintos modos.

Como se explica en [130], esta cancelacién ocurre para el caso del espectro 1-loop correspondiente
a una cuerda que describe una linea recta en el borde de AdS5 x S°, por lo que la correccién 1-loop a
la funcién de particion puede calcularse mediante el método on-shell. En esta seccién mostraremos
que este procedimiento también aplica para el caso de una cuerda describiendo una linea recta en
el borde de AdS,; x CP3. Incluso veremos que la cancelacién de anomalifas también ocurre para una
configuracién de cuerdas que describe una recta con un cusp, tanto en el espacio geométrico como

en el espacio interno.
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3.1.1 Rescaleo de los operadores 1-loop

En resumen, queremos probar si, en analogia con algunos Wilson loops en teoria de cuerdas tipo IIB
sobre AdSs x S°, es posible calcular la correccién 1-loop para la funcién de particién en términos
de la energia de vacio, i.e. la suma de los modos de oscilador correspondientes a los operadores que
actian sobre las fluctuaciones 1-loop. Para que este resultado sea correcto, debemos rescalear los
operadores cuadraticos por un factor M = g% [134]. Esto puede lograrse mediante una redefinicién
del producto interno, equivalente a una transformacion de Weyl de la métrica. A nivel cuantico, un
rescaleo conforme de la métrica da lugar a una anomalia conforme, la cual depende de los campos
involucrados y de las ecuaciones de movimiento que satisfacen, [135], 58] [60].

Consideremos un operador general de segundo orden actuando sobre un campo escalar
(6.8%9) = [ @ag (0000 + X7 | (3.4)

donde el término de “masa” X puede ser una funcién arbitraria de o.
A su vez, definimos la medida en el espacio de funciones escalares de tal modo que escalea con

una funcién arbitraria M
(0.6) = [ doyamoo, (35)
el determinante que naturalmente resulta de la intergacién gaussiana en la integral funcional es

entonces

det ARy = det M~ (V2 + X), (3.6)
donde Vg es el Laplaciano escalar para la métrica arbitraria g;;.
La anomalia conforme que resulta de este rescaleo puede calcularse mediante la expansién del
Heat Kernel correspondiente al operador

log det AR, = —/
A2

o0

%Trexp (—tAfA) , (3.7)

donde A~2 es un cut-off introducido para regularizar la divergencia de la integral en ¢t — 0. Haciendo
uso de AR = —§log MA‘/?A se obtiene

dlogdet AR =Tr (exp (—tAf/t)cslog M) . (3.8)

Para un operador definido positivo, no hay contribucién del limite ¢ — oo, por lo que sélo debemos

considerar el limite ¢ — 0. En este régimen, la expansién del Heat Kernel resulta
1
Tr (exp (—tA%,)dlog M) ~ e Z an (Slog M | AR) ", (3.9)
n

donde d es la dimension de la variedad donde se define el operador y a, denota los coeficientes de
Seeley. Dado que la variedad en nuestro problema de interés posee frontera, n toma valores sobre

los enteros y semienteros positivos.
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Para d = 2, las contribuciones divergentes son proporcionales a A%, A y log A, e involucran los
coeficientes ag, a2 y a1. Se puede ver que estos términos no dependen de la funcién de rescaleo M,
[135, [136], por lo que no son relevantes en este andlisis. Por otro lado, la contribucién importante
proviene del término finito, el cual depende tinicamente de a; (mas términos de borde irrelevantes).

Concluimos entonces que
Slogdet AR = —a; (Slog M | A%)) . (3.10)

El coeficiente de Seeley a; para este tipo de operadores es conocido, obteniéndose la anomalia

conforme en términos de una accién tipo Liouville para M
B B 1 2 L2 L
log det A, —logdet A” = 0 d“o\/g | log M 6R - X )+ ﬁa log MJ;log M | , (3.11)
T

donde R?) es la curvatura escalar para la métrica gij. Para M = % podemos integrar por partes

y reescribir (3.11]) de la forma

1 1 .
log det A/E\},t —logdet AP = —1—5 /dQO'\/§ (log./\/lX + E@’ log MO; log./\/l> . (3.12)

Consideremos ahora la accién para un operador fermniénico Dp

/ d*o\/g D), (3.13)

con la medida en el espacio de funciones definida
(v, ¢') = / d?a /g’ . (3.14)

En este caso, el operador de segundo orden relevante en el calculo de la funcién integral es AL =

(K~'Dpr)?%, cuya variacion es

dlog Ax = / dtTrexp (—tAf) (K'DpK™'Dp + K~ 'DpéK~'Dp) . (3.15)
2

Debido a la presencia de la traza, ambos términos conmutan, obteniendo
dlog AL = —2Trexp (—tAz)éloglC 132 - (3.16)

Como se hizo para el caso bosénico, podemos calcular la anomalia en términos de los coeficientes
de Seeley de AE
dlogdet AE = —24, (dlog K | A,Ié) . (3.17)

Notar que, para funciones K no triviales, esto es en general diferente de K2 D% debido a los términos
lineales en derivadas actuando sobre K~!. Por lo tanto, es necesario calcular los coeficientes de

Seeley para (K~'Dp)?, los cuales son en general distintos de los correspondientes a /C_QD%.
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Consideremos

.1
D% = -V ZR(Q) +Y, (3.18)

donde V involucra la conexién de espin e Y es un potencial arbitrario. Para esta clase de operadores,

el coeficiente de Seeley a; también se conoce [136]. Por lo tanto, la anomalia resulta
1 1 1.,
log det AL —logdet AT = = / d20\/§ <logl€ <6R(2) + QY) + 66’ log K0; log IC> ,  (3.19)
7r

y para K = — 7z lo podemos reescribir como

(/9)
logdet Af — log det AT = % /d20\/§ <log K(2Y) — é@i log K0; log IC) . (3.20)
7r

Esta tdltima expresién es vélida para operadores fermiénicos 2-dimensionales, es decir, actuando
sobre campos que satisfacen las propiedades de transformacién usuales de un campo fermiénico
2-dimensional bajo transformaciones de Lorentz o conformes. Sin embargo, en la formulacién de
Green-Schwartz (GS), los campos fermiénicos son escalares anticonmutantes de la hoja de mundo,
en el sentido de que, ante transformaciones de Lorentz y conformes sobre la hoja de mundo, transfor-
man como escalares. En este caso, el término proporcional a R es cuatro veces el correspondiente

a un fermién 2-dimensional estandar [I36]. Teniendo esto en cuenta obtenemos
1 2
log det AE —logdet AT = e /dza\/ﬁ <log K2Y) - 581 log KCO; log IC> . (3.21)
T

Ahora que podemos cuantificar la contribucién individual de escalares y fermiones de GS a la
anomalia conforme, estamos en posicion de derivar una condicién que garantice que la funcién de
particién es invariante ante este tipo de rescaleos.

Con este propésito, consideremos las fluctuaciones escalares sobre una dada configuracién clasica

de cuerdas. En general, la acciéon puede escribirse de la forma
Sleloop = /dQJ\/§ <gijai¢aaj¢a + Xab¢a¢b> ) (322)

donde estd implicita la suma sobre a = 1,...,10 y g;; es la métrica inducida para una configuracién
clasica general. Todos los posibles potenciales y términos de masa estan contenidos en la matriz
Xap- Dado que trabajamos en el gauge conforme, este Lagrangeano contiene tanto las fluctuaciones
de los modos transversales como las de los longitudinales.

Por otro lado, el Lagrangeano para los modos fermidnicos es

SlFloop/dQU\/nga(DF)abwba (323)

donde a = 1,..., 8 recorre los 8 modos fermidnicos de GS, los cuales poseen a su vez 2 componentes

cada uno. Los correspondientes operadores cuadraticos resultan
(DF)any?” = (D6 + Yap) ¥° (3.24)
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donde D? es el cuadrado del término cinético estdndar para cada fermién de GS y la matriz Yy, da
cuenta de todos los posibles potenciales y términos de masa.
Finalmente, para los campos de ghost que resultan de fijar el gauge conforme, y usando K =
(\/g)‘l/ 2, la anomalia resulta
26 1

log det AY" — log det A9 =
Og (] K Og e 12471'

d*0 /90" log K0; log K . (3.25)

Dados los términos anémalos (3.12)), (3.21)) y (3.25)) podemos ver que la cancelacion de la anomalia

total es equivalente a la condicién , [136],
TrX =TrY. (3.26)

Los resultados presentados en el Apéndice @ fueron calculados en [129] en el gauge estético (formu-
lacién de Nambu-Goto). Para evaluar la ecuacién (B.27) en esta configuracién debemos notar que,
siendo X la matriz de “masa” que se obtiene en el gauge estético, se relaciona con la correspondiente

matriz X en el gauge conforme de la siguiente manera

TrX = TrX — Trlo9x . (3.27)
Debido a que TrY X = —R@) | la condicién (B-27) puede ser expresada como
TrX — Try = R®. (3.28)

En este punto, es importante recalcar que los argumentos que dan lugar a esta condiciéon de invari-
ancia frente a rescaleos son validos para cualquier configuracién de cuerdas. En particular, para la
configuracién correspondiente a una linea recta (R(?) = —2), el espectro de fluctuaciones da lugar a
una teoria de campos 2-dimensional sobre AdSs con 2 fermiones no-masivos, 6 con Y,, = m% =1,

y
X = diag <R<2> 44,2,0,0,0,0,0, 0) . (3.29)

Por lo tanto la condicién se satisface, por lo que es posible calcular la funcién de particion
a 1-loop mediante la energia de vacio (método on-shell).

Finalmente, para la configuracién correspondiente al cusp, se puede ver que (3.28)) es también
valida, por lo que la anomalia total se cancela. Notar que este andlisis es valido para valores
arbitrarios de los pardmetros que caracterizan el cusp. Esto justifica entonces el uso del método
on-shell y en particular el cédlculo de la energia de vacio para calcular la funcién de particién a
1-loop correspondiente a una cuerda dual a un Wilson loop con cusps geométrico e interno, siendo

esto justamente lo que haremos en las siguientes secciones.
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3.1.2 Cuerda que describe una linea recta

Consideramos primero el caso de un Wilson loop sobre una linea recta, es decir, sin cusp. Expan-
diendo a segundo orden en las fluctuaciones de los campos sobre la solucién clasica obtenemos la

contribucién 1-loop a la funcién de particiénﬂ [129]

[1, det/?(i5° Dy — Fum;)
det®/2(—V2) det'/2(=V2 + R® 4 4) det'/2(-V2 +2)

Z1—toop = (3.30)

donde 7® representa las matrices gamma para la métrica inducida en la hoja de mundo 2-dimensional,
Ve = %sabvab es la matriz quiral covariante y D, la correspondiente derivada covariante espinorial
(para més detalles, ver Apéndice @[) En ausencia de cusps, la métrica inducida corresponde a
una geometria AdSs, cuya curvatura es R® = —2. El espectro de masas mj (j =1,...,8) para
los fermiones se relaciona directamente con los autovalores de la matriz Mg, proveniente de la
expansién del Lagrangeano de GS, la cual puede expresarse en términos de las matrices de Dirac

planas I" en 10-dimensiones

Mp = - [(T'ag — I's7 + I'es) I'11 — 3L0123] - (3.31)

YRS

Elegimos una base para los espinores de 32 componentes de la forma Wy, , s, s,, con {s1, s2, 53,54}
los autovalores de el conjunto conmutativo de bilineales {iI'49,iI'57,il'6s,iI'23}. A su vez, fijamos
el gauge de simetria kappa tal que %(1 +Tp1'11) ¥ = ¥. Con todo esto, y eligiendo una base
conveniente para las matrices de Dirac tal que los bilineales recién mencionados sean diagonales, es
posible descomponer el espinor de Majorana de 32 componentes en 8 espinores de Majorana de 2

componentes cada uno con términos “quirales” de masa m; tales que
m; = 35158283 + s1 — s2 + S3, (Si = :|:1) R (332)

Como resultados se obtienen: dos fermiones no-masivos, tres con masa mrp = 1, y 3 con masa

mp = —1. Por otro lado, notar que en (3.30) tenemos seis modos bosénicos no-masivos y dos con
m% = 2. A su vez, la relacién entre el espectro d de fermi b teori
B =2 , pectro de masas de fermiones y bosones en una teoria

supersimétrica en AdS, es sz = m%—m r [137]. Por lo tanto, inocentemente, uno hubiera esperado

un espectro con dos modos fermiénicos no-masivos, cuatro modos con mg = 1y dos con mp = —1
(o combinaciones consistentes con la relacién de masas). Sin embargo, como se menciona en [136],
la relacién sz = 'm2F — mp es valida para multipletes de supersimetria A = 1, mientras que, para
supersimetria extendida en AdS,, como es nuestro caso, la relacion m2B = m% + mp también es

posible.

2 Aqui hemos hecho uso de la cancelacién entre los modos longitudinales y los provenientes de los ghost, por lo que

los escalares corresponden a los modos transversales
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En particular, estamos interesados en calcular la energia de vacio de los modos on-shell, en lugar

de calcular directamente los determinantes que aparecen en (3.30). Esto corresponde al cociente de

1/2

determinantes de operadores bosénicos rescaleados por g'/“ y operadores fermiénicos rescaleados

/4 Como se mencioné previamente, los términos de anomalia se cancelan, por lo que este

con g
método es vélido para calcular .

Para obtener la energia de vacio debemos sumar sobre las frecuencias de los modos de oscilador
on-shell, es decir, el espectro de soluciones de la ecuacion de ondas en signatura Lorentziana. Para

campos escalares y fermidnicos con masas mp y mp sobre AdSs, estas frecuencias fueron calculadas

en [137]
wf:n+%<1+\/1+4m23> . (3.33)
P n—mp+%, ifmp<%,
wr = ) . . (3.34)
n+mpg+ 3, 1fmF>—§.
donde n = 0,1,2.... En general, estas sumas son divergentes, pero pueden ser diagonalizadas
mediante continuacién analitica usando al funcién zeta de Hurwitz
oo
Cr(s,z) =) (n+a)7°. (3.35)
n=0
En el presente caso, solamente necesitamos la funciéon zeta de Hurwitz evaluada en s = —1, cuyo
resultado es regular e igual a
1 1
Cp(—1,z)=—= <:c2 —z+ > : (3.36)
2 6
Por lo tanto, para el caso del Wilson loop recto, se obtiene
1 1
7108 Z1t00p = 5 (6¢m(—1,3) +2¢u(—1,3) — 2¢u(-1,2) — 6¢u(—1,1)) = 0. (3.37)

Notar que este resultado para la funcién de particién es el esperado, ya que una cuerda que de-
scribe una linea recta en la frontera es una configuracién 1/2 BPS que preserva cargas super-
Poincaré puras, por lo que la funcién de particién estda protegida por supersimetria (a diferencia
del Wilson loop circular, que preserva combinaciones no triviales entre cargas super-Poincaré y
superconformes).

En [129], sin embargo, se encuentra una funcién de particién no trivial a 1-loop para la linea
recta, lo que contradice el resultado esperado por consideraciones de supersimetria. Presumible-
mente, el resultado obtenido en [I129] se debe a una simplificacién entre los determinantes cor-
respondientes a los modos fermiénicos no-masivos y dos de los modos bosénicos no-masivos (ver
(D.26))). De hecho, si en omitimos la contribucién de los modos que se simplifican en [129],

habriamos obtenido
1

(6¢(~1,3) = 2011 (~1,2) = 4Cn (-1, 1)) = —. (3.38)

N
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que coincide justamente con el resultado reportado en [129].

El céalculo descripto por las expresiones — muestra, como es de esperarse, que los
determinantes para modos no masivos fermiénicos y bosonicos no se cancelan entre si cuando se
definen para distintas condiciones de contorno. De hecho, este es el caso cuando las excitaciones

forman un multiplete supersimétrico [137].

3.1.3 Cuerda que describe un cusp geométrico

Consideremos ahora la hoja de mundo de una cuerda que termina en una recta con un cusp
geométrico con angulo ¢ y sin cusp interno, i.e. 6 = 0 (ver Apéndice @[) La contribucién a
1-loop a la funcién de particion estd dada formalmente por , s6lo que ahora las derivadas
covariantes y la curvatura escalar serdn los de la correspondiente métrica inducida sobre la hoja de

mundo
-

cn?(o|k?) (

En esta tltima expresién cn(o|k?) denota la funcién eliptica de Jacobi, mientras que K(k?) es la

ds® = —dr? + do’2) , con — K(k:2) <o < K(k‘2) . (3.39)

integral eliptica completa del primer tipo [I38]. El pardmetro k? se relaciona directamente con el
angulo del cusp geométrico ¢ de la solucién clasica. Para dangulos pequenos, es decir ¢ < 1, esta
relacién se simplifica drésticamente, a saber ¢ =~ wk. Para simplificar la notacién, omitiremos la
dependencia en k? en las funciones elipticas. La curvatura escalar para la métrica inducida

es
k’2
2 _ LT
R¥ = -2 <1 + 1 2 Cn (a)> . (3.40)

Del mismo modo que se hizo para la linea recta, estudiaremos la energia de vacio de los modos
on-shell correspondiente al cociente de los operadores debidamente rescaleados. Para reducir el
problema a un problema unidimensional, transformamos Fourier en la variable temporal y obten-
emos los siguientes operadores:

e Los ocho fermiones satisfacend|

(3.41)

sn(o)dn(o \/1—]{2
(i (8a+ gczl(szg )> /yl +wn70 —mrg ) lI’n =0.

cn(o)

donde ~* son las matrices de Dirac para espacio plano 2-dimensional. Seis de estos campos
fermiénicos poseen mp = +1 y los otros dos poseen mp = 0.
e Siete de los modos escalares satisfacen

201 1.2
(83 +w?— mB(lk)) b =0, (3.42)

cn?(o)

3 Aquf hemos reabsorbido la matriz quiral presente en (3.30) mediante una redefinicién de los campos fermiénicos

y de las matrices de Dirac 2-dimensionales.
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seis de los cuales poseen mQB =0y uno mQB = 2. La ecuacion para el octavo escalar, cuyo potencial

depende de la curvatura escalar de la hoja de mundo R®, es de la forma

<a§ +w? — W + 2k2cn2(0)> ¢n=0. (3.43)

Para k = 0, estos operadores se reducen a los correspondientes modos de Dirac y Klein-Gordon
sobre AdSs que conforman el espectro del Wilson loop recto discutido anteriormente.

Presentaremos ahora las soluciones para las correspondientes ecuaciones de onda para los modos
en AdSs (k = 0), las cuales han sido obtenidas en [I37], ya que serdn ttiles en lo que sigue.
Fermiones: Dependiendo del valor de la masa, existen dos posibles soluciones pertenecientes a
multipletes supersimétricoﬁ

(I) Para mp < 1/2, denotamos al fermién por W1 = (¢}, ., 92, ) tal que

1 gl 1
1 (o) = M cos_m+%(a) cos(§ + %)PT(Z T2 2)(sin o),

mnl?) = 2y, (3.0
1 =L _ 1 '
V(o) = ~ GEGEES cosm (o) sin(g + )PP (sino).

donde P, representa a los polinomios de Jacobi.

(IT) Para mp > —1/2, escribimos al fermién como X%n = (X%%n, ann) y sus componentes resultan

Lol
COSm+%(U) sin(§ + %)Pflm 2’erQ)(s.in o),

1
1 _ [pT(n+2m41)]2
Xm,n(0> - ZWF(n—i—m-‘r%) (3 45)
1 1.1 :
Xinn(0) = %%Sm%@) cos(§ + TP 2" (sino).

El espectro de frecuencias para estas funciones de onda estén dadas por (3.34) y la normalizacién

es tal que

5 do 2 do
/_ﬂ_ COSO_\IJIn,n‘I/m,n/ = /_W COSO_XI,%nXmm/ = 577,71/ . (346)
2 2

Bosones: Las soluciones a la ecuaciéon de Klein-Gordon en AdSs pueden escribirse de la siguiente

manera

_1y_ 1
o P72 (ging) | (3.47)

/nl2n+200(n+2))
¢A,n(0) - 2’\F(n—|— \ i %) COS

con frecuencias w, = n+ Ay A = 3(1+ V1 +4m?) (cf. (3:33)). Estas funciones de onda estdn

normalizadas de manera tal que

] do“ﬁ;,n(b)\,n’ = Opn - (348)

INIE]

Todos estos modos satisfacen condiciones de contorno tipo Dirichlet en la frontera de AdSs.

%La base de matrices gamma utilizadas en(3.41)) es v* = (¢, i0>).
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Para la ecuacion escalar no-masiva (A = 1), existe una segunda solucién que satisface condiciones

de contorno tipo Neumann para o = +7/2 [137]

bon(o) = %PR (sino), (3.49)

v las correspondientes frecuencias son w, = n.

Ahora bien, dado que estamos considerando configuraciones de cuerdas localizadas en un punto
particular en el espacio interno CPP?, impondremos a los 6 modos escalares no-masivos que satisfagan
condiciones tipo Dirichlet, ya que estos modos corresponden a las fluctuaciones en el espacio interno.
De esta manera, utilizaremos los modos dados por (3.47). En el caso de las excitaciones fermiénicas
no-masivas, en principio hay dos posibilidades permitidas, a saber ¥q, o Xg,. Sin embargo,
s6lo para una eleccién especifica, el espectro de excitaciones conforma un multiplete de N = 6.
Volveremos a este punto mas adelante.

Para el caso de la linea recta 1/6 BPS (Wilson loop bosénico, para més detalles sobre estos
operadores ver capitulo , la configuracién dual corresponde a un promedio de cuerdas (smearing)
realizado a lo largo de un CP! ¢ CP? [117, 118, 119]. Esto implica que, para estas direcciones en
el espacio interno, la cuerda no esta localizada, lo que se traduce en que dos de los modos escalares
no-masivos satisfagan condiciones tipo Neumann. Si repitiéramos el cédlculo realizado en ,
pero ahora con dos de los modos escalares no-masivos dados por , el resultado atn seria nulo
debido a que ), _,(n+1) => _,n. En la seccién consideraremos la posibilidad de utilizar
para estudiar un promedio de Wilson loops deformados por un cusp geométrico.

Para k # 0, las ecuaciones — pueden ser resueltas en términos de as autofunciones
de una ecuacién de Lamé. Sin embargo, como s6lo nos interesa el comportamiento dominante en
el limite de k pequeno, haremos uso de las autofunciones correspondientes a AdSs (k = 0) ,
y , vy haremos una desarrollo estandar en teoria de perturbaciones.

Limite de angulo de cusp pequeno

Ahora encendemos el pardmetro k. Notar que esto no solo transforma el término de masa constante
en un potencial no trivial para la ecuaciones de Dirac y de Klein-Gordon en AdSs, sino que también
afecta el rango del dominio de la coordenada o. En este punto, es conveniente redefinir la variable

de manera que el rango no dependa de k

~ To T T
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e introducir las frecuencias rescaleadas de manera acorde w = . Dadas esta definiciones, por

ejemplo, la ecuacién ([3.42)) toma la forma

CEER Pt

cn?(Zs)
29 (92 + @2 m—zBJrk?m—QBJr(’)(k‘*) ¢n =0 (3.51)
5T T os6 2 e ’
Las frecuencias perturbadas resultan
z 2 2
2
@2 = (n+ N2 — k2 / - d&qﬁjm%qﬁ,\,n = (n+ N2 - kQ% . (3.52)
2
Por lo que, para los 6 modos escalares no-masivos, tenemos
k2 4
wp=(n+1) 1_Z + O(k%), (3.53)
y cada uno contribuye a la energia de vacio con
1§: e (125 £ ony (3.54)
2 wn = 56m(—1, 1 . .
n=0
La perturbacién de la frecuencia del modo escalar con mZB = 2 es de la forma
k2 k21 4
= 2)([1—— ) ——— .
wp = (n+ )< 4> 2n+2+(’)(/€), (3.55)
v la contribucién a la energia de vacio resulta
1 & 1 2\ K?
= = Cu(-1,2) (1 — =) — =(u(1,2) + O(K*). 3.56
2= 512 (1= ) = ut1.2) + o) (3.56)

El término (g (1,2) = (g (1,1) — 1 proveniente del segundo término en (3.55)) es naturalmente diver-
gente. Sin embargo, como veremos en breve, esta divergencia se cancelard con otras divergencias
provenientes de los otros modos.

Por su parte, el iltimo modo escalar, cuya ecuacién es (3.43)), toma la forma

2
2, ~2 2 2 ~ 4 _
(85 + &y p—p +k* (1+2cos’G) + O(k )) ¢n =0, (3.57)

donde

- 3 - 2(n +2)?

2 _ 2)2 _ 2/2 £ (149 cos - 9)2 _ 2 ‘

Wi =Mm+2)"—k L dG g5, (1 +2cos” 7)o, (n+2)"—k D13’ (3.58)

implicando que
% % % )
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La contribucién de este modo a la energia de vacio es entonces

1 & 1 12 2 352
2;)% = 50m(=1,2) (1 - 4> - (L) + =+ O(k%). (3.60)

Ahora nos concentraremos en las fluctuaciones fermiénicas. Expandiendo la ecuacién (3.41)) se

obtiene

k2 k2
(z’ (05 + s tand) v' + @,7° — CZF~ + i§ sin 2691 + S F cos & + (’)(k4)> v,=0. (3.61)
g

Ahora bien, usando las autofunciones para k = 0, las frecuencias perturbadas resultan

i k2 [z de . .
On =1 —mp + % _ 1§ osE sin 26 \Il;[nFval\I/mF,n
-3
k2 3 ds
_r g mp CoS & \IfInF,nWO‘I/mF,n ) (3.62)

4 _z Ccos O

para los modos fermidénicos con mp < 1/2, o bien

5 k2 [z de
Wn =n+mrg + % _Z§ ) COS5SIDQJXInF,n701XmF:”
2
K2 (2 do
- mpcos X5, X s (3.63)

4 _z cos o

para los modos fermiénicos con mp > —1/2.

La contribucién de la perturbacién de la conexion de espin se anula debido a que
‘I’InF,nVOI‘I’mF,n = Xjnp,nVOIXmF,n =0. (3.64)

Calculando la integral, para mpr = £1, obtenemos

k2 2n+3 2\ k1 K 1
~ 3_ — 3 _ 2\ -z -
Wn =nt3 8 (n+2)(n+1)’ = wn = (n+3) <1 > 4n+1 8 (n+2)(n+1) (3.65)

Entonces, cada uno de estos modos contribuye a la energia de vacio con

1 1 k2 k2 k?
3 2un = (-1 (1= ) - Kaun + 5 o0, (3.66)
n=0

Finalmente, para los modos fermiénicos con mp = 0, las frecuencias son w = n—l—% y la correccién

a las misma proviene esencialmente del cambio en el rango de la variable . Su contribucién a la

energia de vacio es entonces
1 — 1 k2
5 > wn = Son(=1, 5 (1 - 4) + O(kY). (3.67)
n=0
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Ahora recolectamos todas las contribuciones para evaluar la funcién de particion a 1-loop.

Tenemos 2 fluctuaciones fermiénicas no-masivos (3.67)), 6 modos fermidénicos con masas mp = +1
(3-66), 6 fluctuaciones escalares no masivas (3.54) y dos modos escalares con m% = 2 (3.56) y
(3-60),

]62

1 N 3 k> k2] 2 1 k?
T log Z1_1p0p =6 [2(H(—17 5) (1 - 4> — gCH(l, 1)+ 16} + QCH(—L ) (1— T

St (1) - e (- 5) - K 2

1 k2 k2 k2
—|=Cg(-1,2) |1 —— ) — —(yg(1,2)| = ——. .
[2CH( ,2) ( 4) 1 Cu(1, )] 1 (3.68)
Recalcamos que, en este limite, k% = f—z y la dimensién anémala a 1-loop resulta
Picteor — 9 oy 3.69
cusp - 47T2 + (¢ ) ( . )

Notar que este resultados difiere del obtenido en [I129]. Volveremos brevemente a este punto al final

de esta seccion.

A esta altura, y para verificar que el calculo de la energia de vacio da lugar a la contribucién
correcta a la funcién de particion, usaremos los resultados obtenidos arriba para reproducir la
funcién de Bremsstrahlung a 1-loop para una cuerda en AdSs; x S°. En este caso, todas las
fluctuaciones fermidnicas tendrian mp = +1, 5 fluctuaciones escalares serfan no-masivas, mientras
que los tres modos bosénicos restantes tendrian m% = 2. De estos tltimos, dos contribuyen con

(3.56)) v el tercero con (3.60). En este caso, la funcién de particién a 1-loop resulta

1 1 k? k2 k?
T log Zl—loop =38 |:24H(_17 %) (1 - > - g(H(la 1) + :|

4 16
5 k2 1 k2 k2 3.,
2L (1)) - -2 (12 ) - B,y + 2
San-1n) (1-5) = Jencr) (1-5) - Saan +
1 K2\ K 3k?
por lo que, dada la relacién log Z = —I'cuspT’, y haciendo uso de (D.23)), se obtiene
I Loor — 3¢ O(¢* AdS5 x S° 3.71
cusp _W—i_ (¢)7 para 5 X ) ( . )

lo cual estd en perfecto acuerdo con los resultados presentados en [13§].

Finalmente, haremos algunos comentarios relacionados a los resultados obtenidos aqui, en com-
paracién con otros obtenidos anteriormente. En estudios previos realizados sobre sistemas simi-

lares, los determinantes fueron calculados para pequeinios angulos de cusp mediante la reduccién
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a operadores diferenciales ordinarios 1-dimensionales y utilizando el método de Gelfand-Yaglom
[139, [140] 138, 129, 141]. En el caso de cuerdas en AdSs x S°, nuestro resultado coincide con
los obtenidos en [I38]. Por otro lado, para cuerdas en AdSy x CP?, nuestros resultados difieren
de los encontrados [129]. Esta discrepancia puede entenderse debido a la imposicién de diferentes
condiciones de contorno para los modos no-masivos. En 2 dimensiones, el operador de Dirac puede
reducirse a la forma correspondiente a espacio plano mediante un rescaleo del espinor con gl/ 1,
De los modos fermiénicos en AdSs , luego de este rescaleo, se obtiene la siguiente solucién

espinorial para la ecuacién de Dirac no-masiva en espacio plano

)
)

Cada componente de estas soluciones, con w = n—I—%, satisface condiciones de contorno tipo Dirichlet

%Lé,n(g) = 91/41%7”(0) = ﬁ cos ((n + %)o‘ —(n — %)

~ 3.72
32.(0) = 102 (0) = L cos ((n + 1o — (n+ ) o7

ISERENTE]

en uno de los extremos de AdS y condiciones tipo Neumann en el otro. A su vez, se puede ver
que estas soluciones cierran un multiplete de supersimetria en AdSs junto con los correspondientes
modos escalares que se utilizaron en nuestro calculo. Existen también otras soluciones con w = n.
Estas ultimas, en cambio, satisfacen condiciones de contorno tipo Dirichlet en ambos extremos para
una de las componentes, y condiciones tipo Neumann en ambos extremos para la otra componente.
Sin embargo, estas soluciones alternativas no forman un multiplete supersimétrico en AdSy con los
modos escalares que tuvimos en cuenta en este capitulo.

Al aplicar el método off-shell para calcular los determinantes a 1-loop, la eleccién de las condi-
ciones de contorno que se imponen sobre el espectro logicamente impacta en el resultado obtenido.
En [129], se imponen condiciones de contorno de Dirichlet para las fluctuaciones fermiénicas.
Por lo tanto, el determinante de los correspondientes operadores cuadraticos, cuyo espectro es
An = @2 + n?, se simplifica entonces con el determinante de los modos no-masivos escalares, los
cuales satisfacen también condiciones de tipo Dirichlet.

Analicemos brevemente cé6mo se modificaria el resultado de [129] si los determinantes para los
modos fermidnicos no-masivos se calcularan con condiciones de contorno Dirichlet-Neumann. El
correspondiente espectro serfa entonces de la forma )\, = &%+ (n+ %)2, por lo que esta contribucién

no se cancelaria ahora con la de los modos escalares. Haciendo uso de
2 ~2
det(0z — @°)pNn
2 ~
det(8& — wQ)DD

= w coth(wm), (3.73)

es facil ver que el cambio en el resultado final para la dimensién anémala de cusp en el limite de

¢ < 1 seria entonces

T [* 9 Tr
1 K2
=—T(-—— kY ) . 74
<8 = +0 )) (3.74)
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Notar que el resultado reportado en [129], una vez corregido por (3.74)), estaria en completo acuerdo
con nuestro resultado.
3.1.4 Cuerda que describe una linea recta con un cusp interno

En este limite, la métrica inducida es nuevamente (3.39)), sin embargo, los términos de masa en los

operadores cuadréticos son distintos. Las ecuaciones para las fluctuaciones fermidnicas son de la

forma
. sn(o)dn(o) 1 0 V1-—k? _
(z (80 + =) ) v 4+ wpy —mp(o) (o) v, =0. (3.75)
donde ahora () )
1 dn(o 3 dn(o
mp(o) = 1 <31 — 852+ ms?,) + 117_1{:2818283. (3.76)
Tres de los modos escalares satisfacen la ecuacién
2 2
2 2 my (1 — k%) g2 _
(80 + wy, 7%2(0) k) ¢ =0, (3.77)

dos con m2B = 2 y uno con mQB = 0. Por su parte, cuatro de los campos escalares restantes satisfacen

k’2
(83 +wp — 4> ¢n =0, (3.78)
mientras que el ultimo obedece la siguiente ecuacién

(02 + w2 + 2k*cn®(0) — k) ¢, = 0. (3.79)

Limite de angulo de cusp pequeno

En el limite de k? pequeo, la Eq. (3.77) toma la forma

2 2
<a§ Loz M _k2<1_";s>+o<k4)> bn =0, (3.80)

cos? G

Por lo tanto, los dos modos con m2B = 2 quedan sin perturbar a este orden, obteniendo entonces

wn = (n+2) (1 - kj) . (3.81)

Su contribucién a la energia de vacio es entonces

© 2
%an = %(H(—1,2) (1 - ]“4) : (3.82)
n=0

Por su parte, para el modo con mQB = 0 se tiene que

K\ k1
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y, sumando estas frecuencias corregidas, obtenemos la contribucién correspondiente a la energia de

vacio ~
1 1 k> k?
izwn: §CH(*171) (14> +ZCH(L1)- (3-84)
n=0
Similarmente, para los cuatro modos que satisfacen (3.78)
k> k1

cada uno dando la lugar a la siguiente contribucién

- an = ~(y(-1,1) <1 - kj) 112@(1 1). (3.86)

Por otro lado, la expansion de (3.79)) da

(02 + @2 + k* cos 26 + O(k?)) ¢, = 0, (3.87)
para el cual
2 2 5 ~ % 2 ~ k2
02 =(n+1)72 -k _ Aoy, cosTad1, = (n+1)% - —5n0, (3.88)

2
y su contribucién a la energia de vacio resulta

o 2 2
%an _ %gH(_L 1) <1 _ ’1) - % + O, (3.89)
n=0

Para obtener la contribucién de los modos fermiénicos, expandimos (3.76|) en el limite & pequeno,
para las 8 combinaciones etiquetadas por (si, S2,$2). Tenemos cuatro modos con mp = +1, para

los cuales la ecuacién perturbada en la variable rescaleada esﬂ

<z’ (05 + 229) A1 4+ @,7° — ME_ 2T g a) v, =0. (3.90)
cos o 4
Las frecuencias corregidas son entonces
3 k? | k2 1
— 2 1— i . 3.91
“n <”+2>< 4>+4n+1 Sn+)(n+2)’ (3:91)
por lo que la suma sobre las frecuencias de oscilador resulta
k2 k2 k2
3
- an = 1,3) (1 - 4> + < Cu(1,1) — o (3.92)
Para los dos modos restantes, con mp = +1, el potencial se anula
. tan & 1 ~ 0 mr
(z (85+T)’y + Wpy” — ~>\I'n:0, (3.93)
cos &

®De aqui en adelante omitiremos la perturbacién de la conexién de espin debido a que su contribucién a las

frecuencias corregidas es nula.
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v las frecuencias son simplemente

e () (1), st

1 — 1 k2
3 nzown = §§H(—1, 2 (1 — 4) . (3.95)

Por su parte, para los dos modos no-masivos

cuya suma resulta en

. k2
<i (05 + 2B2) v+ o £ 4 ¢os 5> v, =0, (3.96)

donde el signo + corresponde a (s1s253) igual a (+—+) y (—+—) respectivamente. En este punto, es
necesario decidir cudl de los dos modos fermidnicos presentados (V¢ 0 Xo,,) debemos utilizar para
calcular la correccién perturbativa a las frecuencias. Como fue anticipado, sélo para una eleccién
particular se tiene que el conjunto de fluctuaciones forma un multiplete de supersimetria N' = 6.
En adicién a esto, y como se mencioné previamente, la configuracién clasica para la cuerda con
angulos de cusp 8 = +¢ preserva cargas super-Poincaré, por lo que la dimensién anémala de cusp
debe depender, genéricamente, de (¢?—62). Por o tanto, de todas las elecciones posibles, tomaremos
la que de lugar al mismo resultado, a menos de un signo, que se obtuvo para la dimensién anémala
de cusp en el caso geométrico. Para que esto ocurra, debemos tomar X, para (+ — +) y, por otro

lado, ¢, para (— + —), lo que nos lleva a la siguiente contribucién para ambos modos

1 K>\ k?

RN | . K2\ K2

Por 1ltimo, sumamos todas las contribuciones a la energia de vacio a orden k2

y entonces

1 1 k2 k? k> 1 k? k?
TIOg Z1—1o0p =4 {QCH(—L %) <1 - 4> + gCH(L 1) - 16] +2 [QCH(—L %) (1 - > - ]
2 k>
+56u(=1 3) <1 - 4>

- §CH(—1,2) (1 - T) - BCH(_L D (1 B If) . Iﬂ

— BCH(—L 1) (1 - lf) + k:CH(l, 1)} —4 BCH(—L 1) <1 - k:) + ]szH(l, 1)]
_ _kj (3.99)
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.. 2 . . .
En este limite, k% = —%. Por lo tanto, al dimensién anémala de cusp resulta

2
pitoop _ _ " +0(6"). (3.100)

cusp )

Esto es consistente con el hecho de que el Wilson loop con un cusp tal que 8 = +¢, preserva cagas
super-Poincaré [I130], por lo que su valor esperado estd protegido a todo orden en la constante
de acoplamiento. En otras palabras, la funcién de Bremsstrahlung a 1-loop en la expansion a

acoplamiento fuerte es

V22 1

T =zt O\ 12, (3.101)

B =DB=

De la misma manera que se hizo en la seccién anterior, podemos usar este método para obtener
la funcién de particié a 1-loop para una cuerda que describe un cusp interno en AdSs x S°. En
este caso, tenemos ocho fermiones con mp = +1, contribuyendo cada uno con , cuatro modos
escalares no-masivos para los que usamos , tres escalares con mQB = 2 dando lugar a
y finalmente un modo escalar acoplado a la curvatura de la hoja de mundo cuya contribucién es
(13.89)

1 1 k2 k2 k2
flog Zlfloop =8 |:2CH(_17 %) <1 — > + gCH(l, 1) — :|

T 4 16
—4 [;CH(_L 1) (1 — T) + k:CH(la 1)} - gCH(_la 2) <1 - kj)
_ BCH(_L 1) <1 - kj) - k;} = —3:2. (3.102)

De la relacién log Z = —I'cuspT y de (D.30) tenemos que

2
piztoor — 3% oty para AdSs x S (3.103)

cusp ]2

en total acuerdo con los resultados a 1-loop obtenidos en [138].

3.2 Expresion exacta para la funcion de Bremsstrahlung en ABJM
La dimension anémala de cusp en el limite de angulo pequeno estd dada por la funciéon de Bremsstrahlung
Leusp = —B(X, N)¢? + O(¢") . (3.104)

Esta funcién de Bremsstrahlung ha sido relacionada al valor esperado de ciertos operadores BPS,

especificamente Wilson loops circulares, para los cuales se conocen resultados exactos [15]

1
BOAN) = — 9 log [(Wa)ll,._, - (3.105)
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donde W, es un Wilson loop definido sobre una trayectoria que se enrosca n veces sobre el circulo
maximal en la esfera S3.

En esta seccion, repasaremos la expansién a acoplamiento fuerte de la funcion de Bremsstrahlung,
la cual puede obtenerse de (3.105)). En primer lugar, para el Wilson loop circular 1/6 BPS (bosénico)

que se enrrosca multiples veces, la expansién a acoplamiento fuerte es [13],

nemV2X (N H ' 1 ' H, 1
e n ) ) ™ n—1

4rn 4n2n Smtn 96

- - ) )\71
A + 192 + 4608 + 967 / 2\ +0( )> ’

(3.106)

donde H, denota a los niimeros armonicos. Introduciendo esta expansion en (3.105) da la funcién
de Bremsstrahlung que se obtiene de deformar el Wilson loop recto 1/6 BPS con un pequetio cusp
[15]

Bl/ﬁ()\):m 1 (1 5> 1

w2 a2 a2 96) Vo |
Para obtener el resultado correspondiente a deformar el Wilson loop recto 1/2 BPS con un

o, (3.107)

pequeno cusp, debemos hacer uso del valor esperado exacto para el Wilson loop 1/2 BPS que se

enrrosca multiples veces sobre una trayectoria circular [13]

(WA/2Y = (W) — ™™ (W), (3.108)

donde W, corresponde al resultado anterior para el Wilson loop 1/6 BPS y (W) es el complejo
conjugado de (W,,). Introduciendo este valor esperado en ([3.105)), obtenemos entonces

BY2()) = 4%2 O log((Wy) + (W), _, — ém (3.109)
Notar que la derivada 8, ((W,) + (W,)) se anula para n = 1, teniendo que
1/2 _ iIm((Wﬁ)
BY*(\) = 87 Re (V1) (3.110)

A su vez, usando la expansién (3.106), se obtiene [126]

2y o Y22 1 1 1 -1
B0 =~ e e O (3.111)

Remarcablemente, los primeros dos 6rdenes en (3.111)) estdn en completo acuerdo con el resultado
(3.101f), obtenido en la seccién
3.3 Deformaciones tipo cusp sobre lineas de Wilson 1/6 BPS

Los resultados obtenidos para la dimension anémala para un cusp geométrico en la seccién y

para un cusp interno en la seccién son consistentes con la cancelacién de la dimensién anémala
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esperada para el caso supersimétrico § = £¢. A su vez, la funcién Bremsstrahlung encontrada en
este limite de acoplamiento fuerte estd en perfecto acuerdo con la correspondiente expansion
del resultado exacto que se presenta en la seccién m

Finalmente, haremos algunos comentarios sobre la funcién de Bremsstrahlung resultante para
la insercién de un pequeno cusp geométrico sobre el Wilson loop bosénico recto 1/6 BPS. Desde
el punto de vista de teoria de cuerdas, este tipo de Wilson loops se interpreta en términos de un
conjunto de configuraciones promediadas sobre un CP' ¢ CP3. Esto corresponderia a imponer
condiciones de contorno tipo Neumann para las fluctuaciones escalares a en las direcciones del CP!
[15].

Por lo tanto, para calcular Z;_;,,, para una deformacién de cusp geométrico sobre una linea de
Wilson 1/6 BPS, deberfamos repetir el cdlculo perturbativo realizado en las secciones anteriores,
s6lo que reemplazando dos de los modos escalares con condiciones de contorno tipo Dirichlet por los
correspondientes modos con condiciones tipo Neumann. A su vez, deberiamos reemplazar los modos
fermidnicos no masivos ¥, por los Xy , y viceversa. Sin embargo, en este caso, la perturbacién de
los modos escalares no-masivos es nula, ya se use o} . Lo mismo ocurre para los modos
no-masivos fermiénicos por lo que, al orden considerado, el resultado para Zi_;up €s el mismo que

se obtiene para la deformacién de cusp de una linea de Wilson 1/2 BPS
¢ 2)\7’[’2 1
16— 4x2  4x2?

lo cual estd en perfecto acuerdo con ([3.107)).

Para un cusp interno, en cambio, la configuracién dual de cuerdas posee un perfil no trivial

B + OV, (3.112)

dentro de CP3. El promedio de este tipo de configuraciones no posee ain una interpretacién

geométrica clara [133].
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Capitulo 4

Defectos holograficos en teorias

conformes

En el contexto de la dualidad AdS/CFT, el estudio de intersecciones de D3-Dp branas ha dado
lugar a la realizacién de teorias conformes méas que interesantes. En el limite de horizonte cercano
(NH) una tnica Dp-brana no afecta la geometria, la cual corresponde a AdSs x S°. En este
capitulo nos concentraremos en descripciones duales de este tipo de arreglos. En particular, las
mismas dan cuenta de teorias de campos en presencia de una interfaz (o defecto) que separa dos
dominios descriptos por teorfas N’ = 4 super Yang-Mills con grupo de gauge SU(N) y SU(N — k)
respectivamente.

En general, para una interseccién del tipo D3-D5, el defecto posee co-dimensién 1, es decir, es
una superficie 3-dimensional. En este caso, esta superficie estard localizada en x3 = 0. Consider-
emos ahora k D3-branas, pertenecientes al arreglo de N D3-branas que genera la geometria (ver
seccion , las cuales terminan sobre un arreglo de M Db5-branas en 3 = 0. Esto conlleva a un
rompimiento del grupo de gauge de la teoria dual. De hecho, el grupo de gauge serd SU(N — k)
para x3 > 0, mientras que serd SU(N) para x3 < 0 [142]. A su vez, la teoria dual introduce M
hipermultipletes fundamentales que viven en el defecto 3-dimensional, los cuales interactiian con
los campos del multiplete vectorial de N' =4 SYM. Esta teoria es en general superconforme para
cualquier valor de M [143]. Sin embargo, en el limite NH, la realizacién en términos de M D5-
branas en AdSs x S° es vélida para M < N, de tal manera que el arreglo de D5-branas no afecte la
geometria del espacio target. En particular, en este capitulo nos concentraremos en el caso M = 1.
El grupo de supersimetria se rompe a OSp(4]4) C PSU(2,2/4) y, en consecuencia, el multiplete vec-
torial de N’ = 4 se descompone en un multiplete vectorial y un hipermultiplete en 3 dimensiones.
Andlogamente, el grupo de simetria R se rompe de la siguiente manera SU(4) — SO(3)y x SO(3) g,

donde los subindices V' y H indican sobre el multiplete que actia el correspondiente SO(3).
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Estas construcciones de branas intersecantes extendieron el campo de accién y permitieron
generalizar todo el conjunto de herramientas desarrolladas en realizaciones previas de la dualidad
AdS/CFT. En particular, la correspondencia estado-operador fue establecida en el limite BMN
[144], mientras que el operador de dilatacién fue mapeado a una cadena de espin integrable en
el sector escalar [I45]. A su vez, la integrabilidad de estas realizaciones, tanto desde el punto de
vista de la la teoria de gauge como en teoria de cuerdas, fue extensamente estudiada mediante la
construccién del correspondiente ansatz de Bethe y la obtencién de configuraciones de cuerdas que
terminen en la D5-brana [146, 147, 148, [149].

Por otro lado, existe una caracteristica novedosa e inherente a estas construcciones, a saber, que
el rompimiento de la simetria de gauge es inducido por el valor esperado no-trivial adquirido por
k componentes de los campos escalares [150] [151] 152]E De hecho, existe una prescripcién precisa
para calcular estos objetos del lado de la teoria de gravedad. Los valores esperados de este tipo de
operadores han sido estudiados tanto en el limite de acoplamiento débil como para acoplamiento
fuerte, tanto para realizaciones D3-D7 no-supersimétricas [I53] como para realizaciones D3-D5
supersimétricas [154] [I55]. Mds aun, las funciones de un punto correspondientes a operadores no
BPS de traza simple han sido estudiadas en términos de cadenas de espin integrables [156} 157, [158].

Finalmente, el hecho de poseer un parametro adicional, a saber k, permite explorar nuevos
regimenes paramétricos en este tipo de teorfas con defectos. De hecho, una caracterstica remarcable
se observa al tomar cierto limite de escaleo doble [I59, 160, [161]. Especificamente, los célculos de
gravedad, vélidos para valores grandes de la constante de 't Hooft A\, pueden ser realizados para
k — 0o, de manera tal que \/k? sea pequefio, por lo que los resultados se organizan en potencias
de \/k?. Por lo tanto, en este régimen es posible realizar una comparacién directa con el desarrollo
perturbativo realizado en la teoria de gauge, dando lugar a valiosos chequeos de precisiéon de la
correspondencia gauge/gravedad.

En este capitulo, nos concentraremos en el cdlculo de Wilson loops en el contexto de teorias
con defectos, concentrdandonos en la posibilidad de tomar el limite de escaleo doble, de manera tal
de comparar resultados perturbativos con los correspondientes a teoria de cuerdas. Este tipo de
célculos de Wilson loops en presencia de defectos fue considerado inicialmente en [159, 160]. En
particular, consideraremos Wilson loops circulares, andlogos a los casos supersimétricos en N' = 4
super Yang-Mills, los cuales han sido estudiados mediante técnicas de localizacién [93].

Especificamente, calcularemos el valor esperado de un Wilson loop circular de radio R localizado

a una distancia L del defecto. Consideraremos el siguiente Wilson loop Euclideo

W = trP exp {f dr [iA,&" — |Z|(sin x®3 + cos X‘I’6)]} , (4.1)

'Recordemos que, en una teorfa que posee invariancia traslacional en todas las direcciones, las funciones de un

punto son en general nulas.
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donde x es un pardmetro angular que toma valores sobre el intervalo [0, 5]. Si parametrizamos el

circulo de la siguiente manera
2#(1) = (0,Rcos7,RsinT, L) , (4.2)

tenemos que

2w
W = trPexp {R/ dr [—iAysinT + 1Ay cos T — sin xP3 — cos xéﬁ]} = trP exp {R/dT .A(T)} .
0
(4.3)

Notar que, por invariancia conforme, (W) sélo puede depender de Ry L a través del cociente
R/ L. Dicho esto, el valor esperado (W) depende de los parametros de la teoria de gauge A\, N y k,
asi como de los pardmetros R/L y x del Wilson loop. Exploraremos diferentes regimenes para estos
parametros: en el limite de acoplamiento débil a través de un desarrollo perturbativo en término
de diagramas de Feynman, mientras que en el limite de acoplamiento fuerte se lograra mediante
célculos en teoria de cuerdas. A su vez, para el limite de escaleo doble, extrapolaremos los resul-
tados obtenidos para acoplamiento débil y fuerte, tomando a su vez x y L/R pequenos. También
analizaremos los requerimientos que el operador debe satisfacer para compartir un subconjunto
de las supersimetrias de la teoria preservadas por la interfaz. Este analisis de supersimetria se

encuentra en el Apéndice donde se obtiene como condicién que x = 0.

4.1 Cuerda clasica dual al Wilson loop circular

La realizacién holografica de la teoria de gauge con el defecto consiste en teorfa de cuerdas tipo I1B
sobre AdSs x S° en presencia de una D5-brana que, en la frontera de AdS, esté localizada sobre
la posicién de la interfaz (i.e. x3 = 0). Esta configuracién de D5-brana corresponde a la solucién
extendida a lo largo de AdSy x S? y con k = % unidades de flujo magnético, que minimiza la
accion de Dirac-Born-Infeld. Con esta definicién, en el limite de escaleo doble en el cual k£ — oo
con 1%2 fijo y pequeno, el pardmetro x esta fijo y toma valores grandes.

En este capitulo, consideraremos la métrica de AdS en el parche de Poincaré

1
ds? g = 2 (=dt* + dy? + dr® + r’d¢* + da3) | (4.4)

mientras que para la esfera tenemos
ds%; = d6? + sin® 0dQ3 + cos? 0d03 (4.5)

donde Qs y Qs denotan dos esferas S2. En estas coordenadas, la solucién para la D5-brana es

1

y = Exg , F = —/%VOl(SQ) , 0= (4.6)

v 3
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donde F denota el campo de gauge en el volumen de mundo y ey,1(S?) es la forma ed volumen en
la esfera S2.

En lo siguiente, consideraremos una cuerda fundamental que se extiende entre la frontera de
AdS y la D5-brana. Para que esta cuerda sea dual al Wilson loop circular, impondremos que, sobre
la frontera de AdS, la hoja de mundo describa un circulo de radio R localizado en x3 = L.

Se propone el siguiente ansatz
y=uy(o), r=r(o), o=r, x3 = x3(0), 0=0(o). (4.7)

Entonces, la acciéon de Polyakov en el gauge conforme toma la forma

= @ deUi
47

s =

y/2 4 7,,/2 +7,,2 +1{9)2 +y20/2) , (48)
mientras que la condicién de Virasoro resulta
Y22 a2 20 =12 (4.9)
Las ecuaciones de movimiento para z3 y ¢ dan lugar a dos constantes de movimiento
xh = —cy?, 0 =m, (4.10)
y las ecuaciones para y(o) y r(o) son
yy" et =yt =0, g =2’y —yr=0. (4.11)
Como queremos que la cuerda termine sobre la D5-brana, a las ecuaciones (|4.11]) se las complementa
con las siguientes condiciones de contorno sobre la D5-brana
I~ 2=y _ Feay
y(6) —rey (6) =0,  r(6) =0,
T

1

y(o) — ;:C;;(&) =0, 0(c) = (4.12)

2 )
donde & denota el valor maximo que toma la variable . Por otro lado, las condiciones sobre la
frontera de AdS, localizada en 0 — 0, son
y(0) =0, r(0) =R,
x3(0) =L, 6(0) = x. (4.13)

En funcién de la ecuacién (4.10)), se encuentra que la solucién para 6
0(c) =mo + x, (4.14)

donde x € [0, %], es el valor de 6 en la frontera, y se corresponde con el pardmetro y del Wilson

’ 2
loop (E3).

Para valores generales de ¢ y m, encontrar una soluciéon exacta a estas ecuaciones es un problema
muy complicado. Empezaremos por presentar la soluciéon para ¢ = 0 y luego haremos una expansién

alrededor de la misma.
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4.1.1 Solucioén para ¢ =10

En este limite, x deja de ser un pardmetro independiente. De hecho, pasard a depender de una
manera no trivial del parametro m. Eventualmente, estaremos interesados en tomar el limite de k
grande, lo que equivale a m grande y x — 0. Incluso en este limite, estableceremos una comparacién
no trivial con resultados provenientes de teoria de gauge. Para ¢ = 0, x3 es constante y se desacopla

de las ecuaciones de movimiento para y(o) y r(o), las cuales toman la formaE|
vy’ + 2 (7“')2 +m?y? =0, yr” — 2y —yr =0. (4.15)

Debido a que sera conveniente mas adelante, definimos una nueva variable

z=V1+m?o, (4.16)
y las ecuaciones (4.15)) resultan
2
"9 (42 m 2_ " _ oyl — yr —0 417
yy" +2(r") Y ooy = - e =0, (4.17)

donde ahora ’ denota derivadas respecto a la variable x. Las soluciones a estas ecuaciones, una vez
impuestas las condiciones de contorno (4.13), pueden ser expresadas en términos de las funciones

elipticas de Jacobi, a saber

y(x) = yo(z) = 1]jm2 sn (ar Hﬁ) , (4.18)
r(z) =ro(z) = Rdn <x, ﬁ) . (4.19)

A su vez, es facil ver que y? + 2 = R? y que también satisfacen la condicién de Virasoro (£.9). La

primer condicién de contorno en (4.12)) impone
cn (Zi'(), ﬁ) dn (Zi'(], ﬁ) = 0, (420)

la cual relaciona Zg = v/ 1 + m?246¢, el valor mdximo que puede tomar la variable x, con el pardmetro

m. Tanto cn como dn son funciones bi-locales y poseen ceros en (2n+ 1)K (ﬁ) +i2n'K ( I_T;2>

y (2n + 1)K (ﬁ) +i(2n' + DK (%) respectivamente, donde K denota la integral eliptica
completa del primer tipo y n,n’ € Z. El primer cero real ocurre para n = n’ = 0, obteniendo

entonces
Fo=K (ﬁ) . (4.21)

La ultima ecuacién (4.12)) establece la relacién entre los parametros x y m

T ~ T m 1
X:g—maozi—mK<l+m2> (4.22)

*Notar que hemos usado la condicién de Virasoro en la ecuacién para y(a).
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Dado que eventualmente tomaremos el limite x grande, deberiamos antes establecer la relacién

entre £ y m. Esta relacién se obtiene de la tercera ecuacién en (4.12)), la cual implica

m— (*f)Q “1 (4.23)

Para evaluar la accién on-shell, debemos regularizar el volimen de la hoja de mundo mediante
la introducciéon de un cut-off € en el limite inferior de integracién de la variable o. El término
divergente se cancela mediante la introduccién de un término de borde. Por lo tanto, la accién

regularizada resulta

= [t O (o (k) 18 ()

2 2 2
= (1 ) KA — HEGAE), (29
donde E la integral elitpcia completa del segundo tipo. Para valores grandes de k = % se obtiene
un expansién en potencias de ;‘2—]}:2

So =

2 2 274 376 4

I \172k2R2 " 327kARE T 256 7OkORS k?R?

Notar que el pardmetro efectivo de esta expansion puede ser pequeno, incluso cuando A es grande,

k2R2
L2

perturbativo para valor esperado del Wilson loop en el régimen de acoplamiento débil también se

siempre y cuando sea mucho mas grande. Como veremos en la seccién el desarrollo

organiza naturalmente en una expansién en potencias de %. Por lo tanto, la accién clasica
es entonces una prediccién para la contribucion de los sucesivos 6rdenes en loops para el valor
esperado de un Wilson loop circular de radio R, a una distancia L del defecto, con el acoplamiento
escalar x dado por

1= e K(aEe) = (8k’2R27T2+128k‘4R47T4 +O<k2R2) . (4.26)

El primer término en la expansion (4.25) serd contrastado con un célculo perturbativo a 1-loop en

el régimen de acoplamiento débil, verificando el resultado obtenido aqui.

4.1.2 Solucién para ¢ # 0

En la subseccién anterior, hemos encontrado una expansién en potencias \/k? para el valor esperado
de un Wilson loop circular acoplado en el espacio interno con un dngulo x muy especifico (4.26]).
Logicamente, una solucién mas general que incluya correcciones en potencias del paramtro c resulta
en un arreglo mucho mas interesante. De hecho, luego mostraremos que (4.26) no se corresponde
con ninguna configuracién supersimétrica, los cual es otra motivacién para buscar soluciones con

valores mas generales de .
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Sin embargo, debido a que encontrar una soluciéon exacta para ¢ y m arbitrario es muy dificil,

propondremos una expansién en c¢ alrededor de ¢ = 0 de la formaﬂ

y() = wolz)+ cy(z) + Aya(x) + O(c?),

(4.27)
r(r) = ro(x)+ eri(x) + ra(z) + O(P),

donde yg y 7o fueron definidos en (4.19).
Por otro lado, los pardmetros Z, x que entran en las condiciones de contorno (4.12)), serdn

también funciones de ¢ y m. Entonces, consideraremos las siguientes expansiones
& =&y + ciy 4 Cag + O3, (4.28)

K= Ko+ cr1 4+ PRy + O(3), (4.29)

donde cada Z, y kq es una funcién de m. A su vez, el parametro y es también una funcién de c y

m definida a través de

m m ~ ~ 2~ 3
— — —— (Zo +cT1 +c“22) + O(c’). 4.30
3~ iy G0t enten) 0 (430)

Eventualmente, nos gustaria reescribir todo en términos de k y x, en lugar de ¢ y m, ya que son

X:

los parametros naturales de la teoria de gauge. Esto puede ser logrado mediante una inversién, orden
a orden, de las relaciones y . El orden dominante para esta expansién es justamente
la configuracién presentada en la subseccién anterior, la cual es exacta en m. Para los érdenes
subsiguientes, obtener una expresién exacta en m es mas dificil. Las expansiones obtenidas se
presentan en el Apéndice [E]

En estas expansiones, el limite de m grande corresponde a x tomando valores grandes, lo cual es
justamente el régimen en el que podemos comparar con los resultados perturbativos en acoplamiento
débil. A su vez, se puede ver que el régimen de m grande y ¢ pequeno implica también y — 0,
incluyendo por lo tanto el caso x = 0, el cual es particularmente interesante debido a que preserva

supersimetria. Encontramos entonces que

Rk L L(16L% + 47*R% + 572L?) .
_(Bs L 4.31
" < L 2Rk 128313 +O=™) (431)
m(2R? +3L%)  wL(92R? + 107L?) 5 o (Rk  6R% 4+ TL? 3
+ ( SLRrk 128 R3#3 OW™) ) =X \op * —azgs  TOW))
wL 157L3 1 L 3L(4L% + m2R? 4 275L2)
— O —6 - O —6
‘ <8R2/<52 + Tasrint T O )> X <L T oREe T 32R1x1 +0(x )>

5 (W(Rz +4L%)  3nL(19R? + 34L%)

—6 3
SLR2r? oapint T O )> +00c), (4.32)

3Resulta conveniente introducir el pardmetro rescaleado é tal que ¢ = é/1 + m2. De aqui en adelante, la expansién

se organizard en potencias de ¢, sin embargo omitiremos el simbolo ~ en la notacién.
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Usando las expansiones para calcular la accién on-shell regularizada se obtiene

L 4 2
g—_ ™Mihx A [1 - % +x? (R + 5> - (9(x3)] (4.33)

L  8Rk L2 " 2
A2L3 4y R> 7 94R% 233 A3
_ _2X [y 2 (v 1 2 99 3 k Z
RIS {5 - ( +m <L2+4>>+x ( 7+t ) O(x )]+ O<k6>

En (4.33) hemos expandido hasta A? y hasta y2. Para obtener resultados validos més alld del orden

X2 es necesario resolver para érdenes superiores en c. La primera linea en ([4.33)) serd contrastada

con los resultados perturbativos a 1-loop.

4.2 Calculo perturbativo

Ahora nos concentramos en la teoria de gauge para calcular el valor esperado del Wilson loop en
el régimen de acoplamiento débil en teoria de perturbaciones. Algunos de los resultados obtenidos
en esta seccién son similares a los obtenidos en [I59] para el caso de la linea recta en presencia de
una interfaz.

La interfaz localizada en x3 = 0 conecta dos teorias de gauge con grupos SU(N) (para x3 < 0)
y SU(N — k) (para z3 > 0). Esto se logra permitiendo que 3 de los campos escalares de N' = 4
SYM, en particular 1, ®5 y ®3, adquieran un valor esperado no trivial en k& de sus componentes
a nivel clasico. Esto légicamente resulta en un rompimiento de la simetria de gauge a uno de los
lados del defecto, a través del mecanismo de Higgs. Para lograr esto de un modo consistente con
supersimetria, los valores esperados a nivel clasico corresponden a las soluciones de “canal difuso”
(fuzzy funnel) [152] de las ecuaciones de Nahm [162].

1 .
(@i)er = _gti D O(N—k)x(N=k) » i=1,2,3 (4.34)

donde el conjunto {¢;} forma una representacién k-dimensional del dlgebra de SU(2) [152] [160]. En

particular, tenemos que, definiendo las matrices E; de k x k tales que

ESEf = 6 Ef (4.35)
podemos representarlas de la siguiente manera

(E})ab = Gialjp - (4.36)

En términos de estas matrices, podemos representar el dlgebra de SU(2) de la forma

k-1 k-1 k
ty = Z kB s = Z B t3 = Z dy B}, (4.37)
i=1 i=1 i=1
con
1
i =Vilh=1), =5k =20+1). (4.38)
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Ahora bien, como es usual, se definen los campos cudnticos expandiendo alrededor de la solucién
clasica . La principal consecuencia de esto es la aparicién de términos tipo “masa’, es decir
cuadraticos en los campos, para algunas de las componentes de los campos cudnticos. En general, la
matriz que involucra estos términos cuadraticos es no-diagonal en los indices de color de los campos.
Sin embargo, esta estructura puede diagonalizarse definiendo una base adecuada [154], 155]. En la
siguiente tabla presentamos la informacion concerniente a los términos de masa para los modos que

usaremos en esta seccion

Multiplicidad 14 ((I)4,5,67 Ao’l’g, C) m (1&1,273?4) 1% (@1,273, A3, C)
j its j+1 i3
J+l ity —J =5 (4.39)
(k—1)(N — k) k kL k12
(k+1)(N — k) 5 —Et b
(N — k)(N — k) 3 0 3

Tabla 4.1: Espectro de masas para los campos cuanticos.

1
v=y/m2+ . (4.40)

Por lo tanto, la ecuacién resultante para el propagador escalar es de la formaﬁ

donde j=1,...,k—1y

m2 2

g
<—(“)“(“)M + W) K(z,y) = %6(30 —v), (4.41)

donde I—”; es el término de masa correspondiente a los modos escalares, provenientes del valor
esperado clasico de los escalares en términos de la solucién . En este contexto, m no debe
confundirse con el pardametro m introducido en el cédlculo gravitatorio de la seccién 4.1} El valor
de la masa m para cada modo escalar se reporta en la Tabla[£.39] La ecuacién para el propagador

puede resolverse en términos del propagador en AdSy, el cual satisface

oz —y)

(=VHAV,, +m?) Kags(z,y) = 7

(4.42)
De esta manera, definimos
9y Kaas(x,y)

K(z,y) = Says : (4.43)

4Dado que os modos fermiénicos no contribuyen al célculo a 1-loop, no presentaremos el correspondiente propa-

gador para estos modos.
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la cual es solucién para

m? 9y
Mo, +—— | K = =8 6(x — 4.44
( 14 + (1133)2) (CC,y) 2 (‘T y) ) ( )
siempre y cuando m? = m? — 2. Usaremos la siguiente representacién integral para el propagador
2 37,
g Z3Y3 &’k ra—n s o7 -
Kooy = B [ LD 1, (Flaa) K, ) (4.45)

donde E, Z y ¢ son vectores en 3 dimensiones en las direcciones (xg,x1,x2), I, y K, son funciones
de Bessel y el parametro v se relaciona con la masa tal como se define en .

En particular, nos interesa calcular la correcciéon a 1-loop para el operador , el cual se
inserta sobre una curva circular de radio R a una distancia L del defecto. Debido a la presencia
de ®3, el exponente posee un valor esperado no trivial a nivel cldsico. Expandiendo alrededor del

mismo y reteniendo términos a orden 1-loop tenemos que
W) =Wy + W)+ W)

2w
=trU(0, 27) + R/ da(trU(0, ) A(@)U% (a, 27))
0

2 27
4R / da / BT (0, 0) A()U (o, B)A(B)U (B, 27)) (4.46)
0 «
donde 5 R
U(a, B) = exp <—R sinx/ dT<(I)3>Cl> = exp (Wt?)) ) (4.47)

Para la contribucién clésica (nivel arbol) (W) o) debemos realizar la traza de (4.47)) con a = 0
y 8 = 2mw. Haciendo uso de las convenciones para los generadores presentadas arriba, podemos ver

que EZE]] = 0ijE! y trE;- = d;5, por lo tanto

u 27 R sin x Slnh (T‘-Rzlnxk>

W)y =(N—-k)+> e L M =(N—k)-+ — (4.48)
. TR sin x
=1 sinh <T>
El segundo término en (4.46)), al cual nos referimos como (W) y), resulta
2 5in T—C sin

<W>(1) = R/ dO[ (e RL 7Xt3> , <A(a)>;;loop (e 2 I)‘R X,t3> 7 (449)

0 a ca

donde los indices a, b, ¢ toman valores de 1 hasta k y esta implicita la suma sobre indices repetidos.
Notar que, debido a que la interfaz rompe la invarianza frente a traslaciones en x3, esta teoria
posee funciones de 1 punto no triviales. En particular, la correccién a 1-loop para la funcién de un
punto que aparece en fue obtenida en [154], donde se encuentra que, luego de regularizar, el
resultado es nulo

(A(a))ooP = 0. (4.50)
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Por lo tanto, (W) ) se cancela trivialmente.
La tltima columna presente en (4.46) es (W) ). Haciendo uso de la estructura del espectro de

masas presentado en la Tabla podemos descomponer esta contribucién de la siguiente manera

Wy =T1+To+ T3+ Ty, (4.51)
donde
2T 21 . —a)sin x m—f) sin x
e[ [ () ) () () ) s
2m 2m i 7—B) sin
Ty = 32/0 da/a dﬁ<<e”‘£"‘t )ab Api(@) Aie(B) (ewh)m) , (4.53)
27 27 o) sin
7= 8 [ o [ a5 (o) (¢SF0) 4u(9) (454)
Ty = R? /0 7 da /a 7 B (A (@) A (8)) (4.55)

donde a,b,c,d,e=1,....kyi,j=k+1,...,N.

El término T sélo involucra elementos de matriz del bloque (k + 1) x (k — 1) de las matrices
de color. El numero total de modos corresponde a la dimensién de la representacién adjunta de
SU (k). Por lo tanto, este término es, como mucho, de orden k2, por lo que serd subdominante en
comparaciéon con los otros términos en el limite de IV grandeﬂ Por otro lado, Ty da cuenta de la
contribucién de los modos no-masivos, por lo que reproduce el resultado a 1-loop bien conocido
para N’ = 4, sélo que con N reemplazado por (N — k). Desde el punto de vista de la teorfa
de cuerdas dual, esta contribuciéon proviene de cuerdas que no terminan en la D5-brana. Como
estamos interesados en correcciones dependientes de 1%2 , N0 nos concentraremos en este tipo de
contribuciones, ya que no jugaran ningin papel cuando tomemos el limite de escaleo doble.

Los argumentos que acabamos de exponer nos dejan con 715 y T5 como las Uinicas posibles fuentes

A
k2

los resultados clasicos obtenidos en teoria de cuerdas en la seccién Notar que estos términos

de correcciones en Entonces, nos concentraremos en estos términos a la hora de comparar con
involucran los bloques no-diagonales en los indices de color. Haremos uso de los propagadores y el
espectro de masas presentados previamente en esta seccion. Usando también la forma del generador

t3 encontramos que

27 21 k Bta _

1= R [ da [ 30 EHIRI (A (0) 4u(B)) (4.56)
0 a a=1
2T 2T k f—ar )

T — R2 / do / a8y e TR (4, () Aui(5)) - (4.57)
0 « a=1

En el lenguaje de la teoria dual, este término es orden gs ~ g%,;, lo que implica que deberfa venir de correcciones
que involucran topologias no-triviales de la hoja de mundo. Por lo tanto, no esperamos encontrar esta contribucion

en el resultado cldsico para la cuerda.
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Escribiendo los campos en la base diagonal y usando el espectro de masas de la Tabla (4.39)), el

correspondiente valor esperado resulta

(Aai (@) Aip(B)) = (Aia(@) Api(8)) = dap(N — k) (1 — cos(B — @)) Kk (a, §) (4.58)
+5ab(N2kk) sin® x ((k — DK sz (0, 8) + (k+ 1)K iz (o, 5)) ,

donde K, (a, ) es el propagador definido en (4.45)). La integral angular en (4.45)) puede calcularse
haciendo uso de |Z(«) — Z(5)| = 2R sin B%O‘ y definiendo r = ||

g%ML sin (2Rr sin BfTa)
K,(a,B8) = G2l drr sinﬁfTa I,(rL)K,(rL). (4.59)
0

A su vez, no es dificil realizar las sumas en a y una de las integrales angulares debido a que los
integrandos en (4.56|) y (4.57) dependen de v y B a través de la diferencia. Recolectando ambas

contribuciones se obtiene

() T sinh (m 6%1251nxk sinh (7r+5%IL%smxk
To+T5=(N— k)gﬁﬁR/drr/dé : ( (ﬂ_é)Rsz> +— ( (7r+(5)Rsmx) (I1+sin2 XI2)
A B Ny (=7 S (T
(4.60)
donde
6 . (2Rr )
7y = 2cos 5 sin (L cos 2) I§ (’I“)K% (r), (4.61)
: 2Rr d
k—1 k+1
7, - 220 ) ( Tiga () K sy (r) 4~ Tica (1)K iea () —1k<r>m<r>> o (462)
cos § 2k 2 2k 3 P 2 2

y hemos rescaleado la dependencia en L en las funciones de Bessel.

Las integrales involucradas en son en general dificiles de resolver analiticamente. En el
limite de L/R — 0, el problema, si bien es ain no trivial, toma una forma mas simple. En este
limite tenemos

sinh (TEsmX )
sinh L%zm X

(mh(““éf““%) sinh(“”;fsmxk)) (o) (4.63)
~ e 5

s (Emy) G ()

~ 6271’7] ,

donde, convenientemente, hemos definido n = R Slfx(k —1). Por lo tanto, en este limite, (4.60]) se

reduce a - i
To+ T35~ (N — k)gZMLR ”"/drr/dée”é (Zy + sin XIQ) . (4.64)
T
0 0

En este punto es conveniente introducir las siguientes propiedades que satisfacen las funciones de
Bessel,
Iyt (2) = I,(2) F (%) v(2),

4.6
Kr/il( ) _K/ (%) Kl/ ( 5)
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por lo que la combinacién de funciones de Bessel que aparecen en el integrando de Zs pueden ser

llevadas a una derivada total,
1 1
v—5 v+5
z<L,(z)K,,(z) — 52141 (2)Kyqa(2) — =2 L,l(z)K,,l(z)> = (2I,(2)K,(2) + %L,(z)Kl,(z))/

Por lo tanto, en Zs, podemos integrar por partes para la variable r obteniendo

oo ™
To+ T3~ (N — k)g%T‘YLRem / d?”’r‘]g (T)Kg(r) /d56"5 cos % sin (2]57' Cos g) (4.66)
0 0

2
— (N - k)ggfLR sin? Xe””/dr (% — I (r) Kk (r) — 216 (r) K i ( /d56"5 cos ( 212”" cos 5)
2 2 2 2

Ahora evaluamos las integrales en el régimen n — oo. Para ello haremos uso de que, en el limite

de n grande,

™

/ dde? cos 21;” cos Z / d(5

0

2R'r)

é n d
e cos™ 3,

) Rr el nemr
3 ;J - (467
(‘) +mn

Mientras que, por su parte, derivando (4.67]) respecto de r, se obtiene

™

&nem
/d66”5 cos g sin (22~ cos g) ~ RTL2—22 , (4.68)
! ()" +n2)
Por lo tanto, en este limite tenemos que
i 2
AR 2m L\3 nr
T2+T3N2TF—L6 n (E) /dr ) T QIg(T)Kg(T)
e )
< R (4.69)
o
— sin2x % /dr (% - TI% (T‘)Kg (r) — %I% (T‘)Kg (7"))
0

donde hemos tomado el limite planar (N — oo) e 1ntr0dujimos la constante de acoplamiento de ’t
Hooft A = ¢g%,,N. Notar que la segunda linea lleva al resultado obtenido en [159], correspondiente
a un Wilson loop recto, luego de hacer el reemplazo T' — 2.

Ahora rescaleamos la variable de intergacién definiendo u = % y expandimos para k grande.
El primer término en (4.69) resulta

(k—1)wR _.
L

N [L\? - 7 an AL e sSImx /o 1 .
= (R) o2 ”/dr 5 = IRk 3 <2 R 251n2x> , (4.70)
m [ (s gpp) iz IR oty

118




donde hemos reemplazado n = w. El término restante en (4.69)), expandido para k& muy

grande, es de la forma
o0

AR du AR obmr g, sin? y

4 Lk:2n€27m/ 2L . i€ 3
T ) (u2+(%)2> (14 u2)> 4L cos> x

™ 1 .
(2 — X~ 5sin 2x> (4.71)

Finalmente, estamos en posicién de recolectar todas las contribuciones a (W). En este punto,
resulta instructivo distinguir entre las diferentes fuentes que dan lugar a estas contribuciones. A

nivel arbol, para R/L y k grandes, definimos

(k—1)7R sin
W)y =N—-Fk, (W)g=e © X (4.72)
Anélogamente, para las contribuciones a 1-loop se define
Wy =Ts, (W) =T+T;. (4.73)

Comparando con los resultados obtenidos en teorfa de cuerdas, concluimos que (W)! y (W) co-
rresponden a las contribuciones de puntos estacionarios distintos en la aproximaciéon semiclésica.
Especificamente (IW)! da cuenta de la configuracién usual asociada al Wilson loop circular en A = 4
SYM, la cual se extiende hacia el interior de AdS sin terminar en ninguna D5-brana. Ldégicamente,
esta configuracién no contiene ningtin tipo de informacién sobre la interfaz. Por otro lado (W)!1,
da cuenta de la contribucién debida a la configuracién encontrada en [£.1} la cual termina en la
Db5-brana dual a la interfazﬁ Recolectando todas las contribuciones provenientes de ,

and (4.71)) se tiene entonces que, para R/L y k grandes,

kR A1 [« 1 L\?
II . . . .. 92
log(W)™ = —— (smx R ot (2 — X~ gsin 2x> (Sln X+ <R) )) . (44

Para comparar con el resultado a acoplamiento fuerte obtenido en la seccién (4.1)), expandimos
(4.74]) para pequenos valores del dngulo x, obteniendo

S G 1)

Comparando esta ultima expresién con (4.33)), la tnica diferencia entre ambos resultados recae en el

k
log(W)IT ~ %

% presente en el término de orden x? en ([4.75]). Sin embargo, esta contribucién es subdominante en la

% Denotando con S; y Sir a las correspondientes acciones clésicas, tenemos que
WY+ (W) ~ (N = k)T + 511

De acuerdo a la realizacién hologréfica para Wilson loops, el término ¢! proviene de una cuerda que se extiende
entre una D3-brana en la frontera y un arreglo de (N — k) D3-branas, lo que explicaria el factor (N — k) frente a esta

contribucién.
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expansion a R/L grande y por lo tanto estd fuera del rango de validez del célculo perturbativo. Las
correcciones provenientes de los diagramas de Feynman subsiguientes en el desarrollo perturbativo
deberfan reproducir todos los términos de la contribucién orden x? provenientes de teoria de cuerdas.
Concluimos entonces que, en el rango de validez de las aproximaciones utilizadas, el resultado
perturbativo y el obtenido en teoria de cuerdas , en el limite de escaleo doble, estan

en completo acuerdo.
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Capitulo 5

Representaciones grandes, modelos de

matrices y geometrias bubbling

En los ejemplos mds estudiados de la correspondencia AdS/CFT, y en particular en todos los
estudiados hasta ahora en esta tesis, la descripcién gravitatoria se realiza en términos de cuerdas
y D-branas en espacios Anti de Sitter con dilatén constante, reflejando de esta manera la simetria
conforme de la teoria de campos dual. Sin embargo, la presencia de objetos “pesados” del lado
de gravedad da lugar a efectos de backreaction, es decir, que estos objetos de gran masa afectan
naturalmente a la geometria del espacio target. En estos casos, las isometrias del espacio AdS
se preservan solamente de manera asintotica y el dilatén posee en general un perfil no trivial.
Tipicamente, del lado de la teoria de campos dual, esta situacién corresponde a calcular funciones
de correlacién que involucran estados cuyos nimeros cuanticos son grandes, en comparacién con el
rango NN del grupo de gauge. Esta situacién, en general, rompe la simetria conforme de la teoria.

Al apartarnos de espacios estrictamente Anti de Sitter, no se dispone en general de muchos
resultados exactos. Como se discute en la mayor parte de esta tesis, para las realizaciones conformes,
estos resultados han permitido establecer comparaciones explicitas con los célculos realizados en
teoria de cuerdas, permitiendo realizar valiosos chequeos de precisién de la dualidad. Uno de
los pocos ejemplos de evaluacién exacta en ausencia de simetria conforme corresponde al caso de
N = 2* super Yang-Mills y su dual holografico, en donde se evalia la funcién de particion, el valor
esperado de Wilson loops y de correladores [163, 164, 165, 166, [167].

En este capitulo exploraremos otra realizacién de la dualidad AdS/CFT en situaciones no-
conformes, a saber, el cdlculo de correladores de Wilson loops, en los cuales uno de ellos se define
en una representacién cuyo rango es muy grande en comparaciéon con N. Del lado de la teoria
gravitatoria este tipo de Wilson loops definidos en representaciones “grandes” son descriptos en

términos de espacios 1/2-BPS, con grupo de isometria SO(2,1) x SO(3) x SO(5) y dilatén y flujos
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no triviales en el interior. Estos espacios se denominan usualmente geometrias bubbling, en alusién
a las geometras estudiadas en [168], duales a operadores quirales, las cuales quedan especificadas
por diagramas droplet. Para el caso de Wilson loops, la construcciéon del dual geométrico fue
producto de una serie de trabajos [169, [170], culminando en [I71]. Estas geometrias se obtienen
resolviendo las ecuaciones de supersimetria para el espinor de Killing en supergravedad tipo 1IB,
luego de imponer que la solucién preserve 1/2 de las supersimetrias y que posea la correspondiente
isometria SO(2,1)x SO(3) x SO(5). Un aspecto interesante de este tipo de soluciones es que pueden
escribirse en términos de dos funciones holomorfas definidas sobre una superficie de Riemann X3,
sobre el borde de la cual estéd codificada la informacién concerniente a la representacién del Wilson
loop dual. Estas geometrias son altamente no triviales, por lo que es en general dificil trabajar
de manera explicita con ellas. En particular, se han estudiado cuerdas y dreas minimas en estas
geometrias bubbling [172], [173], para analizar el comportamiento del potencial gravitatorio entre
cuerdas abiertas y calcular entropias de manera holografica.

El valor esperado de Wilson loops circulares 1/2 BPS definidos en representaciones arbitrarias
pueden ser calculadas en términos de un modelo de matrices Gaussiano. Esto fue conjeturado
inicialmente por Erickson, Semenoff y Zarembo en [92], y Drukker y Gross en [94], siendo final-
mente probado por Pestun a través de localizacién supersimétrica [93]. En particular, para la
representacion fundamental es posible resolver el correspondiente modelo de matrices en términos
de polinomios ortogonales, obteniendo una expresién exacta tanto en A\ como en N, [94], tal como
se mostro en . Para representaciones de mayor rango, el diccionario holografico fue estable-
cido en [I74, I75]; sin embargo, excepto para algunos casos [I76], una expresién exacta en A 'y N
parece fuera de alcance. A pesar de ello, para las representaciones totalmente simétrica y total-
mente antisimétrica, es posible obtener expresiones validas en el limite planar y para A grande [177],
las cuales permitieron chequear exitosamente las predicciones de AdS/CFT obtenidas a través de
célculos con D-branas [I78,[179]. Luego, mediante el uso de técnicas de localizacién supersimétrica,
se han obtenido expresiones validas para Wilson loops definidos sobre curvas méas generales, preser-
vando por lo tanto menos supersimetria [180, 18T [182] [183], [184]; sin embargo la mayoria de estos
resultados han sido obtenidos para la representacién fundamental.

Cuando la representacion en la que se define el Wilson loop es mas grande, como, por ejemplo,
cuando el diagrama de Young asociado posee un nimero de casilleros fundamentales de orden N2,
la descripcién dual involucra un nimero muy grande de D-branas, las cuales, como se menciona
arriba, deforman la geometria. El modelo de matrices correspondiente se puede resolver en el limite
planar por medio de una aproximacion de punto estacionario, siempre y cuando los pardmetros del
diagrama de Young {n;, k;} sean de orden N [I85]. A su vez, la densidad de autovalores se determina
en base a la informacién geométrica codificada en la curva espectral, la cual se identifica a su vez

con la superficie hipereliptica que caracteriza la geometria bubbling [186].
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En particular, en este capitulo estudiaremos correladores (WrW4;), en los cuales R es una re-
presentacién “grande”, es decir que los pardmetros {n;, k;} del diagrama de Young son de orden N.
A su vez, para la representacién “pequena” r, consideraremos la fundamental, totalmente simétrica
y totalmente antisimétrica. A su vez, definiremos ambos operadores sobre curvas circulares coin-
cidentes y acoplados de la misma manera al sector escalar, de forma tal que preserven las mismas
supersimetrias. Esto ultimo permite reducir el valor esperado del correlador a un cdlculo en un
modelo de matrices Gaussiano, por medio de localizacion. El punto crucial en el calculo del modelo
de matrices es que el Wilson loop en la representacion “pequenia” no afecta a la distribucion de
autovalores. Por lo tanto, el valor esperado del correlador se obtiene calculando valores medios
sobre la distribucion de autovalores determinada por el Wilson loop en la representacion “grande”.

Por otro lado, de acuerdo a la correspondencia AdS/CFT, en el limite en el que la constante de
acoplamiento de 't Hooft A\ es muy grande, el valor esperado del correlador (Wg Wynq) corresponde
a calcular la accion cldsica de una cuerda sobre las geometrias bubbling encontradas en [I71]. Entre
todas las posibles configuraciones de cuerdas propagandose en estas geometrias, sdlo contribuiran al
correlador las que preserven las mismas isometrias y supersimetrias que preserva el espacio target.
En particular, mostraremos que los resultados obtenidos de esta manera son consistentes con los

que resultan del calculo en el modelo de matrices.

5.1 Geometrias bubbling duales a Wilson loops %—BPS

En esta seccién realizaremos un repaso de los aspectos generales de las geometrias bubbling. Estas
geometrias corresponden a las soluciones mds generales que preservan 1/2 de las supersimetrias de
supergravedad tipo IIB y a su vez poseen una isometria SO(2,1) x SO(3) x SO(5). Un analisis
detallado de la resolucion de las ecuaciones que dan lugar a este tipo de soluciones se encuentra en
[T71]. La métrica resultante es la correspondiente a una fibracién Hsy, S2, S* sobre una superficie

de Riemann compleja 2-dimensional 3, cuya forma en el frame de Einstein es la siguiente
ds® = Gy de™ da™ = flds, + fids%e + fidss, +dZ?. (5.1)

donde f1, fo y f4 son funciones de las coordenadas complejas que parametrizan .

Un aspecto remarcable de este tipo de soluciones consiste en que tanto las funciones geométricas
como los flujos estdn completamente determinados por dos funciones holomorfas A y B definidas
en la superficie de Riemann Y. Equivalentemente, la geometria puede escribirse en términos de

cuatro funciones reales arménicas definidas de la siguiente manera

hhi=A+A, 71122'(«4—«1)7
hy=B+B, hy =i (B—B) . (5.2)
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Existen diversas formas de describir funciones sobre una superficie de Riemann [I87]. Por
ejemplo, como funciones definidas en el semiplano superior con g + 1 cortes de ramificacién sobre
el eje real. Esta formulacién suele ser conveniente a la hora de describir propiedades generales de
la geometria. Alternativamente, las funciones hy y ho se pueden representar en términos funciones
hiperelipticas sobre una superficie de Riemann de género g sin bordes. En este caso, las coordenadas
(z,Z) son 2g-periédicas. De aqui en adelante alternaremos entre ambas descripciones. Asimismo
nos referimos a una geometria genérica con métrica de la forma como solucion de género g.

Consideremos la descripcién en la que X es el semiplano descripto por coordenadas complejas
(u,u). Las propiedades generales de una solucién arbitraria de género g estan codificadas en las
condiciones de contorno que satisfacen las funciones arménicas sobre el eje real. En particular,
mientras que ho satisface condiciones tipo Dirichlet a lo largo de todo el eje real, h; alterna entre
condiciones tipo Dirichlet y Neumann. Denotaremos con €, a los puntos donde las condiciones de
contorno cambian. Estos puntos determinan la posicién de los cortes de ramificacién. Para una
solucién de género g, la superficie de Riemann 3 posee 2g 4+ 2 de estos puntos de ramificacién a
lo largo del borde. Debido a la simetria conforme del problema, siempre es posible establecer el
ordenamiento €g42 < ... < €2 < €1 junto con €442 — —00. A su vez, se impone la condicién de
que el resto de los puntos de ramificacién sume a cero, i.e. Z2g+1 €, = 0.

La solucién mas general que posee estas propiedades satisface las siguientes ecuaciones
i P(u) i
—_— Ouho(u) = ———
(u —up)? s(u) (u — up)?

donde ug es un punto singular donde la geometria es asintéticamente AdSs x S°, P(u) es un

polinomio de grado g+ 1y

i<}

s(u) (u—é H u— €g;)(u — €9i41) . (5.4)

=1
Equivalentemente, es posible rescalear el comportamiento singular de las funciones hi y he en
el punto ug. Denotaremos con (v,7) a este parche de coordenadas. En esta representacion, se
establece una relacién directa entre la geometria y el modelo de matrices dual, debido a que puede

relacionarse a la resolvente w(z) directamente con la funcién hy [I71, 186]. Explicitamente

m.n) = ) cw@) ke =

5 1 (5.5)
Para ser consistente con la notacién usual en la literatura, en particular [I86], denotaremos con e,
a los puntos de ramificaciion en las coordenadas (v, v). Claramente, el uso de las coordenadas u o
v es una cuestion de preferencia y no afecta a la fisica del problema.

Consideremos ahora la descripcién en término de las variables (z, Z), en las cuales podemos
escribir

d¥? = 40?dzdz, (5.6)
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donde el radio o es una funcién real de (z, z). Para una solucién genérica, las funciones de f1, fa,

f4, 0 y el dilaton ® se escriben de la siguiente manera en términos de hy y ho E|

N2 5 WNN2 55 Vo

174 1474
4 [N 4 —P;4 4
fl = —4e hlﬁl, f2 =4e hQE, f4 =4e W N g :—W, e :—Fl7 (57)
donde

Ny = 2hy ho|dhi|> — RIW , W = Ohy Ohy + Ohg Ohy

Ny = 2hy hy |0hs|* — h3, V = 0h10hy — OhaOhy . (5.8)

y 0 =0, 0 =0s. A suvez, los flujos de NS y RR pueden escribirse de la siguiente manera
Hy=dBy, Fo=dCy, Fs=xFs=dCy+ % (b A dby — by A dby), (5.9)
cuyos potenciales son
By = by ép, , Cy=byége, Cy=—4j1én, Nég2 +4jaég1, (5.10)

donde ép,, ég2 y ég4 denotan los elementos de volumen de Ha, S? y S* respectivamente, y

R2haV ~
b1:—2Z41N1 _2h2_b(1)7
i h3V ~
bQZ—QZTi+2h1—b8,
. . Vo 3/~ ~ . 5
jzzlhlhgw—§(hlhg—h1h2>+3l(c—6) . (5.11)

Las constantes de integracién by y b9 son arbitrarias debido a la invariancia de gauge. Esta re-
dundancia serd fijada imponiendo que los flujos de 2-formas se anulen en el punto singular donde
la geometria es asintéticamente AdS, i.e. bi(z0) = ba(20) = 0. Finalmente, la funcién j; puede
determinarse haciendo uso de la propiedad autodual de la 5-forma F3

. .f2 f2
8]1 = —1 }fz

1
Oja + 5 (b1 9by — by Ob1) . (5.12)

5.1.1 Cargas y parametros de la representacién

Para completar esta breve descripcion de estas soluciones, es conveniente volver a la formulacién del
semiplano con coordenadas (u,u). La funcién arménica hy satisface condiciones de contorno tipo
Dirichlet a los largo de los intervalos (€211, €2;) y Neumann sobre los intervalos (€g;, €2;,—1) para
i,j=1,...,9. Més atn, las esferas S? y S* alternativamente colapsan a lo largo de los intervalos
Neumann y Dirichlet respectivamente, como puede verificarse de la relaciéon entre las funciones f;
y las funciones h; dada por .

'En las convenciones de [I71}[172], ¢ = ®/2.
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Como es de esperarse, los pardmetros libres de las soluciones, es decir, las posiciones y longitudes
de de los cortes de ramificacién, se mapean a las longitudes de las filas y columnas del diagrama de
Young asociado a la representacion del Wilson loop dual. Sin embargo, esta relacion es en general
muy complicada y se establece en términos de integrales de los flujos a lo largo de los ciclos no
triviales de la geometria. Mencionaremos aqui algunos aspectos generales para soluciones de género
arbitrario, mientras que se presentarda una discusién més detallada del caso particular de género
uno en la seccién 5.2} Para un andlisis més profundo de estos aspectos se recomiendan los articulos
[I71, [172], los cuales seguiremos de cerca en lo que resta de esta seccidn.

La estructura geométrica descripta hasta ahora posee una serie de 3-ciclos y 5-ciclos no triviales,
los cuales envuelven intervalos tipo Dirichlet o Neumann respectivamente, a lo largo del borde de
Xﬂ Estos 3- y 5-ciclos poseen topologia S3 y S° respectivamente y estan cargados respecto de los
flujos de 3- y 5-formas de RR. Precisamente, definimos los 5-ciclos 7; como la fibracién de una S*
sobre un contorno que rodea el intervalo tipo Neumann (€, €2;—1). Andlogamente, el 3-ciclo 7;
corresponde a una fibracién S? sobre un contorno que rodea el intervalo tipo Dirichlet (€2j+1,€25)-

Las cargas correspondientes se obtienen a través de las siguientes integrales de los flujos
Qbs = ?{ dCy, (5.13)
Yi

b= ¢ Hs. (5.14)
Vi

Por el teorema de Cauchy y expandiendo los flujos cerca del borde, las integrales de arriba pueden

deformarse a las siguientes integrales sobre los cortes de ramificacién [172]:

) €2i—1

Qs = 12i Vol(Sh) / dC + c.c., (5.15)

€2;

. €25
i = 2iVol(S?) / " dA+ce., (5.16)

€2j+1

donde

dC = BOA — A0B. (5.17)

Las cargas de D3 y D5 dadas por estas integrales estan naturalmente asociadas a los parametros

que determinan la representacién del Wilson loop (ver Fig. |5.1)) de la siguiente manera

Qbs = (4n%a)’ni,  Qhs = —(4na)k;. (5.18)

2También pueden definirse 7-ciclos no triviales dados por los productos S? x ; y S* x 4; los cuales dan una medida

de las cargas de cuerdas fundamentales de la configuracién de branas [172]
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Figura 5.1: Cortes de ramificacién y diagrama de Young asociado a una representacién genérica
del Wilson loop dual. Los parametros de la representacién {k;,n;} se conectan con los pardmetros

geométricos mediante integrales de flujo sobre los 3- y 5- ciclos no triviales, 7; y 7; respectivamente.

5.2 Cuerdas sobre geometrias bubbling

Consideremos ahora la dindmica de una cuerda fundamental en el background geométrico descripto
en la seccion anterior, en busca de soluciones de area minima. Nuestro interés en estas configura-
ciones recae en el hecho que la correspondiente accién cldsica puede ser relacionada con el valor
esperado de un correlador de dos Wilson loops; uno en la representacién fundamental (dual a la
cuerda fundamental) y el otro en una representacién grande (dual a la geometria bubbling). Es-
pecificamente, en el limite planar y tomando la constante de 't Hooft A muy grande, tenemos

que

(Wind)R = w ~ Y eSas, (5.19)

relacionando de esta manera el correlador de dos Wilson loops con la funcién de particién de

i

cuerdas evaluada en los puntos de minima accién (indexados por i) para la hoja de mundo en el
background de la geometria bubbling. En general, existen varias configuraciones clasicas de cuerdas
en una geometria de género g, correspondientes a diferentes especificaciones para Weg, es decir,
diferentes curvas y orientaciones en el espacio interno.

Debido a que eventualmente se quieren comparar los resultados de teoria de cuerdas con los
obtenidos en en teoria de gauge, nos concentraremos en configuraciones susceptibles a ser capturadas
por el modelo de matrices. En particular, esto implica considerar configuraciones supersimétricas.
Una condicién necesaria para ello es que ambos operadores preserven el mismo grupo de isometria
SO(2,1) x SO(3) x SO(5). Esta restriccién condiciona las posibles curvas y orientaciones en el es-

pacio interno que puede tomar el Wilson loop fundamental. M&s precisamente, impone que ambas
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curvas sean circulos coincidentes (parametrizados en el mismo sentido o el opuesto) y con orienta-
ciones iguales o antipodales en el espacio interno. Por lo tanto nos restringiremos a configuraciones
bien especificas.

Para realizar comparaciones explicitas con los resultados del modelo de matrices, encontraremos
casos particulares de este tipo de configuraciones y evaluaremos la accién cldsica correspondiente.
Para generar una intuiciéon del problema en cuestién, se presentara primero una aproximacién al

caso general y luego se estudiaran en detalle ejemplos explicitos para género cero y género uno.

5.2.1 Aspectos generales del problema

El objetivo consta en resolver las ecuaciones de movimiento que derivan de la accién de Nambu-Goto

1

S =
2ma

1
/ d2g\/ det (G4 0, XM XN) + = / P[B,], (5.20)

donde GES)N es la métrica en el frame de cuerdas. Es importante recalcar que la métrica fue in-
troducida en el frame de Einstein. Por lo tanto, es necesario rescalear con el dilatén, explicitamente,
GO) = e2G®). Por otro lado, P[Bs] es el pull-back de la 2-forma de NS sobre la hoja de mund

Se consideraran hojas de mundo de cuerdas extendidas en Hly, parametrizado en coordenadas
globales (p, ¢) tales que ds]%12 = dp? + sinh? pd¢?, y ubicadas en un punto arbitrario en las esferas
S? y S%. Notar que, dada esta parametrizacién para el factor Ha, la cuerda describe un contorno
circular en la frontera de AdS ﬁ Se trabajara en la formulacién en la que X es una superficie de
Riemann de género g descripta por las coordenadas complejas (z, z), las cuales se supone que s6lo
dependen de la coordenada p. Introduciendo esta propuesta en y usando las formas explicitas
de la métrica y los flujos, dadas por las expresiones y (5.10)), se obtiene

2ra

1
//dgb dp sinh pby , (5.21)
T

402|2'|? 1 d 2e% 027
1+ ——— 409,01 = — 5.22
+ f12 + zV1 sinhpdp 1 n 4U2|§/‘2 ( )
i

Si bien encontrar una solucién general a estas ecuaciones parece un problema altamente no

trivial, existe un conjunto particularmente simple de soluciones. De hecho, dado un punto en la

3Notar que, al ser independiente de la métrica, el término de acoplamiento de la cuerda al campo B en la accién

permanece invariante al cambiar al frame de Einstein.
4Como se menciona en el Apéndice [A] en coordenadas globales, el volumen regularizado de Hy es igual a —2m. Si,

en cambio, hubiéramos descripto el factor Ha en el parche de Poincaré, tendriamos que el volumen regularizado seria

nulo. Esta dltima parametrizacién se asocia con un Wilson loop recto, el cual posee valor esperado trivial en el vacio.
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superficie de Riemann z = z* tal que
0. (¢% 2)

entonces las configuraciones con z constante, i.e. 2/ = 0, y en particular z = 2*, son soluciones

= .by,_.. =0, (5.23)

zZ=Zz

a las ecuaciones de movimiento. Afortunadamente, y como veremos més adelante, esta clase de
soluciones satisface las restricciones de simetria explicadas anteriormente. La accién clasica para
estas configuraciones formalmente resulta

ol(dSs) (05 12 )

2ma/

Son—shell = 5 (524)

<L)

z=z* z=z*
donde hemos usado el volumen regularizado de Anti de Sitter, Vol(AdSy) = —2.

En este punto, es importante hacer algunos comentarios sobre el fijado de gauge. Como se
menciond previamente, estas geometrias son invariantes frente a transformaciones de gauge de
los flujos. En particular, una transformacién de gauge del campo B modifica la accién de la
cuerda anadiendo un término de borde. De esta manera, las ecuaciones de movimiento permanecen
invariantes, por lo que tampoco se ve afectada la configuracion clasica. Sin embargo, este término
de borde puede afectar, en general, al valor de la accién una vez evaluada en la configuracion clasica,
por lo que es necesario establecer un criterio para fijar esta redundancia debido a la invariancia de
gauge. Como se menciond anteriormente, se fijara el gauge de manera tal que el campo B se anule
en el punto singular zp, es decir, se impone b;(z9) = 0. En este punto singular, la geometria se
reduce a AdSs x S°, usualmente asociada al dual del vacio en la teorfa conforme. Al contrario, si
el campo B no se anulara en este limite, entonces se estaria en presencia de una fuente no trivial
en el borde. Esta fuente generaria valores esperados no nulos para determinados operadores en la
teoria conforme y por lo tanto no corresponderia al estado de vacio.

En las siguientes subsecciones se encontraran soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange y

se evaluard la accién clasica para cuerdas sobre geometrias de género cero y género uno.

5.2.2 Cuerdas sobre geometrias de género cero

Para familiarizar al lector con los detalles de las soluciones, se repasard el cdlculo de hojas de mundo
con area minima para cuerdas en AdSs x S, geometria correspondiente al caso de género cero.
A pesar de ser un resultado bien conocido, reformular este problema en el lenguaje geométrico
introducido en la seccidon anterior permitird comprender algunos aspectos importantes que luego
seran extendidos a casos de género mayor.

En la formulacién descripta por coordenadas (v,v) (Eq. ), la métrica correspondiente a

AdSs x S® se obtiene tomando

_%0 - 72
hlz—% (\/1—212—{—\/1—772), hQZiﬂ(v_@). (5.25)
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Notar que h; satisface condiciones de contorno del tipo Neumann a lo largo del segmento real
(=1,1) y tipo Dirichlet en los segmentos restantes que conforman el eje real. Una vez fijado el
gauge, el campo B es nulo en todo es espacio. Respecto a las funciones involucradas en la métrica,
se tiene que
2 2 2 2 L P ®
fi—fi=1L" J:m, e’ =e"°, (5.26)
donde L y ® son el radio y el dilatén usuales en AdSs x S°, los cuales estén relacionados con la

ténsion y la constante de acoplamiento de las cuerdas de la siguiente maneraﬂ
L' = 47No/?, e®0 =g,. (5.27)

Notar que, de la primera relaciéon en , se deduce que f; es constante siempre y cuando fo
se anule. Esto tdltimo ocurre para cualquier punto v* € [—1, 1], por lo que cualquier configuracién
extendida sobre Hy y con v = v* € [—1, 1] es solucién de la ecuacién de movimiento df; = 0. A su
vez, todas estas soluciones poseen la misma accién clasica
AR VB s

%Y (5.28)

Son-shell = — 7 =
(0% (0%

donde se usé la definicién usual de la constante de 't Hooft A = g;L* /a2

Dada la estructura de la métrica en esta representacién, es claro que la superficie de Riemann
provee la coordenada radial que permite escribir AdSs como una foliacién de AdSs x S2, asi como
también la coordenada angular que permite escribir a la esfera S® somo una foliacién de la esfera

5%, Esto resulta evidente si uno realiza el siguiente cambio de variables
v=-cosh(n—i6), 0<n<oo, 0<6<m, (5.29)
bajo el cual la métrica toma la forma
ds* = L? (d772 + cosh?n dsIQHIQ + sinh? 7 dS%z + d6? + sin? 0 dsé4) . (5.30)

A su vez, ante este cambio de variables, el segmento de soluciones v* € [—1, 1] se mapea al segmento
n =0, 0 <6 <7, dejando manifiesto que distintas elecciones de v* corresponden a distintos dngulos
polares en la esfera S°. En particular, los puntos de ramificaciéon v* = +1 se asocian a los polos
norte y sur respectivamente. Por lo tanto las configuraciones ubicadas en v* = +1 son duales a

Wilson loops acoplados con orientaciones opuestas en el espacio interno (antipodales).

°En el frame de Einstein el radio de AdS es proporcional a N en lugar de A.
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5.2.3 Cuerdas sobre geometrias de género uno

En esta seccién se considera el caso particular de geometrias de género uno, debido a que pueden
ser realizadas explicitamente en términos de las funciones elipticas de Weierstrass [I71]. Estas
geometrias son resultado de la backreaction de un Wilson loop en una representacién asociada a un
diagrama de Young rectangular con ny = n filas y k1 = k columnas, ver Fig. [5.2] En este caso, es
conveniente trabajar en la descripcién en la que ¥ es un toro parametrizado por las coordenadas
(z,Z) con periodos 2w y 2ws. El mapeo entre el toro y el semiplano complejo se realiza en términos
de las funciones elipticas de Weierstrass. En particular, fijando zp = 1, las funciones holomorfas
toman la siguiente forma
A=1iry (C(z— 1)+¢(z+1) —2“:?&) ,

B=iky(((z—1)—C(z+1)). (5.31)
donde ¢ denota la funcién ¢ de Weierstrass, la cual es primitiva de la funcion p de Weierstrass

p(z) = —C'(2), (5.32)

con la condicién lim, ,o(¢(z) — 1/z) = 0. Las funciones ((z) y @(z) dependen implicitamente
de las cantidades g¢2,¢3 (0 equivalentemente é1,é2 ) que especifican los periodos del toro. Mais

precisamente, p(z) se define como la solucién de la siguiente ecuacién diferencial

[6'(2)]" = 4[p(2)]’ — g2 0(2) — g3 = 4[p(2) — &1 [p(2) — &) [p(2) — &3] , (5.33)

con €] +e2+e3=0y
g2 =2(E1+&+6),  g3=4616263. (5.34)
En los semiperiodos, w;, se tiene que p(w;) = & y ¢'(w;) = 0, entonces verificando la Eq. (5.33]).

Dados los puntos de ramificacién €1, €9, €3 los periodos 2wy y 2wz pueden obtenerse haciendo uso

de las integrales elipticas

w3 =i —am—t Wy = w1 + w3, (5.35)

donde K es la integral eliptica completa de primer tipo. Finalmente, kK1 y k2 se determinan re-
quiriendo que la geometria, para z — (o, sea asintéticamente AdSs x S°. En las proximidades de

este punto se encuentra que

< in ~ 5G(ws) Cws)\ (9@
Az im [t o -2 (g ) o FB ey
B~ ins ((zl_l)—((2)+p(2)(2—1)+pé2)(2—1)2+...>. (5.36)
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Figura 5.2: El ntimero de filas y columnas en el diagrama de Young se relaciona con las cargas Qll)g
1
y @ps-

Comparando con la Eq. (5.25)), vemos que este requerimiento implica

1

L2 ®q C(w?,) 2
=—¢ 2z 2 5.37
=t (o + ) (5.37)
L2 0 (24 Ss) E 5.38

=—e2 =2 . .
rp = e | p(2) + o (5.38)
Por otro lado, imponiendo b1 = 0 en z = zg = 1, la constante de fijado de gauge resulta
/(2
B0 = 2k, (% - 2g(2)> . (5.39)
p(2) + 257

El ntimero de filas y columnas en el diagrama Young rectangular estdn directamente relacionados
con las cargas de la solucién de supergravedad, expresiones y respectivamente, mientras
que el rango del grupo de gauge N se relaciona con Q0D3 = Q]133+Q2D3. De hecho, para una geometria
de género uno se tienen dos 5-ciclos no triviales 77 y 2 y un 3-ciclo no trivial 4; (ver Fig. .

Las correspondientes cargas fueron explicitamente calculadas en [172] obteniend(ﬁ

_ Qb
N-n = (4m2a/)2”’
Qbs _ Nws [, (C(l) cm)) . (@( )+ 4(533>> ¢"(1) = ¢'(1)?
n = = - —_ o 5
(Am2a)? 27 3 (p(2) + CE:};)) o'(1)
Qps _ V7i [N Clwg) \ 712
= — g —_ 2 3 . .4
K A2l w3 \ gs <p( )+oG ) (5.40)

6Se usé la expresién D.8 de [I72] junto con la identidad de duplicacién de las funciones elipticas de Weierstrass
1 2
o' (1
p(2) = 5 () - 200,

133



u=p(z)
w3 - 22 —> V2 oom
- T
2 71 —00 ¢ €4 €3 €9 é1 'uo
0 1 w1 2wy

Figura 5.3: Mapeo del toro al semiplano complejo. La frontera del dominio fundamental de las

funciones elipticas de Weierstrass delimitado por {0,w;, w2, w3} se mapea al eje real (p(w;) = &;).

En lo siguiente, buscaremos soluciones z = z* de la ecuacién de movimiento para este
caso particular de geometrias de género uno. Es importante recalcar que nuestro interés recae en
configuraciones que compartan la misma isometria SO(2,1) x SO(3) x SO(5) con la geometria de
fondo. Esto requiere, en particular, que tanto al esfera S? como la esfera S° estén colapsadas,
condicién que se satisface precisamente si z* es uno de los puntos de ramificacion en la superficie
de Riemann, en los cuales tanto fo como f; son nulas.

Ahora bien, para demostrar que estos puntos son efectivamente soluciones de , consider-
amos las expansiones de las funciones holomorfas A y B en la vecindad de los puntos de ramificacién
localizados en z = w,, a = 0,1,2,3, con wg = 0. Haciendo uso de la propiedad de periodicidad de

las funciones elipticas ((z+2w;) = ((z)+2¢(w;), las expresiones (5.31) se simplifican drésticamente

A(z2) = ) (wa) 4 c1(we)(z — wa) + e3(wa) (2 — wa)® + ...

B(z) & cf(wa)+ea(wa)(z —wa) +ea(wa)(z —wa) .. (5.41)
dondd’]
ci(we) = 2ik C(:;g) : c3(wg) = — % (1 + w,),
c2(we) = ik (1+w,), ca(wa) =i k2 p(1 4+ wa)p (1 + wa) ,
an) = —2im (L2 o+ (01— c1+n))
ws
B = —iky (14w +C(A—wa)) . (5.42)

Introduciendo las expansiones ([5.41)) en la expresiones para las funciones geométricas y los flujos

"Tener en cuenta que g’ (2) = 6 p(2)% — g2/2.
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(5.11)) se tiene que

2
o
e? fi(z) ~

QZ.Cl CQ 2
@) —
262 C3 —C1C4 + [(Z wa) ] ’

bi(z) =~ Qic—lcg—bo—QicB—i—(’)[(z—w)Q] (5.43)
! z—=we  2CyC3 — €1 C4 1 0 ¢ ’ '
demostrando entonces que z = w, es una solucién de ([5.23)). Por su parte, la accién clasica evaluada

en estas configuraciones resultaf|

1 L%\/g; /(2
Son i) = 4 L <2<(2> 2(C(1 4 w) ¢ (1 —we)] - — D
3¢/ (14 wa) (p(l +wa) + C(%;’)) 3¢ (14 wa) (p (1+wa) + 7(%))
+ .
©" (1 +wa) — 3p (1 + wy) (p(l + wq) + C%) ©" (1 +wa) — 3p (14 wa) (p (1+wa) + C%)

(5.44)

En conclusién, tanto las configuraciones de cuerdas como la accién clasica evaluada en estas
configuraciones, pueden expresarse en términos de los puntos de ramificacién {&; = p(w;),é4 =
©(0)}. Para realizar una comparacién explicita con los resultados del modelo de matrices, es
necesario obtener expresiones en las que sea manifiesta la dependencia con los pardmentro n y k
del diagrama de Young. Esto demanda invertir las relaciones para obtener asi los puntos
de ramificacién €; y los semi-periodos w; en términos de n y k. A pesar de que esto parece
muy complicado para valores genéricos de los pardmetros, existe un limite en el que esta tarea se
simplifica considerablemente. En particular, nos interesa el régimen paramétrico en el que n es
orden N y k es orden N o incluso més grande.

Acceder a este régimen de interés requiere tomar ws — 0 y w; cercano a 2. En este punto es

conveniente definir
T X

W1:2—X, wgsz, (5.45)
y considerar A muy grande y x finito. En este limite podemos invertir las férmulas para los periodos,
encontrando
A2
b= (14246204 248720 4 O )
A2
&2 = (1 — 242 A 42412720 L O(57730)) (5.46)
obteniendo finalmente la siguiente expansién para la funcion ¢ de Weierstrassﬂ
A? 3 inh (2A
C(2) ~— 72 <1 o coth(Az)) + 8 A2 zete8A <1 - W) + O(e87734 (5.47)

8La periodicidad de las funciones elipticas permite escribir ¢ (14 w;) = ¢ (1 — w;) + 2¢(w;).
9Puede mostrarse que incluir més 6érdenes subdominantes no afecta a la evaluacién de la accién cldsica en el

régimen considerado, por lo que no los incluiremos en esta expansién.
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y p(z) = —=('(z). En este limite, las cargas (5.40) adoptan la forma

e4x
2 2A
k=——"__ _N. (5.49)

VW1 + ede

Anélogamente, la accién clésica (5.44) expandida en este régimen resulta

\/X \/X62Ae4x
V1 + elz + 2(1 + 6490)3/2 ’
\/Xer \/X€2A
Vit 214 ete)32’

expresiones que a su vez pueden reescribirse en términos del nimero de filas y columnas haciendo

uso de (5-48) y (5-49)

Son—shell(o) = Son—shell(w?)) = -

Son—shell(W1) = Son—shen(w2) = — (5.50)

Son—shell(0) = Son—shen (w3) A(1— % (5.51)

Sonfshell(wl) = Son shell w? % (552)

Notar que el par de puntos estacionarios en z* = 0,ws poseen la misma accién cldsica (al
menos en el régimen paramétrico de interés), y lo mismo ocurre para el par en z* = wy,wy. Estas
soluciones difieren en la posicion de la cuerda en la superficie de Riemann, y nos gustaria identificar
qué correladores de Wilson loops se relacionan con cada una de estas soluciones, de acuerdo a la
correspondencia AdS/CFT. Debido a que cuerdas localizadas en cualquiera de los cuatro puntos
de ramificacién dan lugar a configuraciones con isometria SO(2,1) x SO(3) x SO(5), se deduce que
los correspondientes Wilson loops presentes en el correlador se extienden sobre el mismo circulo
y poseen iguales u opuestas orientaciones en el espacio interno. En lo que resta de esta seccion,
argumentaremos que la siguiente prescripcién es la correcta: Se tendran en cuenta simultanemente
las contribuciones de los puntos estacionarios localizados o bien en z* = 0,w; o bien en z* = woy, w3,
correspondiendo ambas elecciones a orientaciones opuestas (antipodales) en el espacio interno.

En primer lugar, considerando el limite en el que la geometria bubbling se reduce a AdSs x S°, se
puede mostrar que las cuerdas ubicadas en z* = 0y 2* = w3 son la descripcién dual de inserciones de
Wilson loops con orientaciones opuestas en el espacio interno. Precisamente, consideremos el limite
w1 — 00, el cual se asocia al colapso de uno de los cortes de ramificacién (en particular é; — €1).
En este limite se recupera la geometria de fondo AdSs x S° usual, y adicionalmente los puntos
z =0y 2z = w3 se mapean a puntos antipodales en la esfera S° (ver Apéndice . Por lo tanto,
cuerdas localizadas en estos puntos corresponden a Wilson loops fundamentales acoplados al sector
escalar con vectores opuestos. Extrapolando al caso del correlador de un Wilson loop backreactante
y uno fundamental, concluimos que, si ambos operadores poseen la misma orientacién en el espacio

interno, entonces se debe considerar o bien z* = 0 o bien z* = w3, pero no ambos simultdneamente.
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Por otro lado, la existencia de cuatro puntos estacionarios es una consecuencia no trivial de
estar en presencia de una geometria de género uno. En particular, argumentaremos que la con-
tribucién del punto estacionario en z* = w; debe ser tenida en cuenta junto con la de z* =0, y
alternativamente la contribucion de z* = w9 debe considerarse simultaneamente con la z* = ws. Te-
niendo en cuenta esto, podemos hacernos la siguiente pregunta: ;En qué forma dos configuraciones
localizadas en distintos puntos en la superficie de Riemann ¥, digamos z* = 0 y z* = w;, pueden
corresponder a soluciones del mismo problema variacional? Una posible respuesta a esta incognita
recae en la naturaleza de X: debido a que el dominio de definicién de las funciones geométricas
estd compuesto por dos hojas de Riemann (es decir, las funciones que definen la geometria no son
en general monovaluadas) parece natural definir el problema variacional con dos condiciones de
contorno. Por otro lado, existe cierta evidencia que apunta a que los puntos estacionarios z* =0y
z* = wy corresponden al mismo correlador en la CFT (y andlogamente para z* = wo y 2* = w3).
Esta relacion puede establecerse en términos de transformaciones de gauge grandes. En particu-
lar, consideremos el cambio de variables z — z + w;, bajo el cual las funciones holomorfas A y B

transforman como

A(z,20) = Az, 20 +wi) + OélzaQ:i%, az =0,
3
B(z, 20) — B(z, 20 + w;i) + Bi, Bi = i2k2((w;), (5.53)

donde hemos cambiado ligeramente la notacién para hacer manifiesta la dependencia con el punto
singular. En general, un corrimiento en la posicién del punto singular corresponde a una trans-
formacién conforme en la geometria de fondo. Por otro lado, dado que sélo ((w1) es real, las
configuraciones centradas en wg = 0 y w; estdn relacionadas por un corrimiento imaginario en las
funciones holomorfas. De la definiciéon de hy y hg es claro que este corrimiento no afecta las fun-
ciones involucradas en la métrica. Sin embargo, tienen un efecto no trivial sobre los flujos, asociado
a transformaciones de gauge grandes. Este tipo de transformaciones se asocia naturalmente a una
redefinicion de las cargas de la geometria, ya que éstas se definen como integrales de los flujos en
cuestién. Para mas detalles sobre este fendmeno nos referimos a la discusién presente en [I72], en
donde se lo relaciona intimamente con el efecto Hannay-Witten. Por lo tanto, el resultado final
sera invariante respecto de este tipo de transformaciones sélo si se tiene en cuenta la contribucion
de ambos puntos estacionarios, es decir, z* = 0y z* = w;. Notar que se puede establecer el mismo
tipo de relacion entre las configuraciones en z* = wy y z* = ws.

Esta transformacién de gauge de la geometria de fondo estd naturalmente asociada a una
simetria presente en la teoria de gauge dual. El valor esperado de un Wilson loop en una dada rep-
resentacién R permanece invariante si reemplazamos R por R, siendo esta tltima la representacién
que se obtiene por conjugaciéon compleja. Pictéricamente, la representacién conjugada se obtiene

invirtiendo el diagrama de Maya asociado a un dado diagrama de Young [170, [I85] (ver Fig. |5.4)
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Los segmentos negros en el diagrama de Maya son una representacién directa del dominio de la
densidad de autovalores p(x) para el correspondiente modelo de matrices, el cual serd estudiado en

la siguiente seccién.

k ni R
R . __ 1IN T I -
ng
ko
ns 3
ks R

n =mni+ng +n3

Figura 5.4: Diagramas de Young para R y R y los diagramas de Maya asociados.

En la descripcion gravitatoria, esta simetria frente a conjugacién se asocia naturalmente a la
libertad de estudiar la geometria desde una u otra hoja de Riemann en la superficie de Riemann X
(ver Fig. . Vemos que al pasar de un esquema al otro, los roles de los puntos de ramificacién
ég = —o0 (2 =0) y é1 (2 = wy) se intercambian entre si; y lo mismo ocurre con los puntos €
(z =w2) y €3 (2 = w3). A su vez, los ciclos no triviales también se intercambian entre si, dando

lugar a la transformacion n — N — n asociada usualmente a la operacién de conjugacién.

1st Sheet

V2 !
€4 €3 €2 €1

Y2 71 /

‘64 (23 ‘ég é;l y 2nd Sheet, y
. ~— e ~— 1 2
N N
S i > \
€1 € €3 €4

Figura 5.5: Izquierda: Las lineas rojas denotan los cortes de ramificacién y las lineas punteadas
azules indican que los ciclos se cierran en la segunda hoja de Riemann correspondiente a la superficie
de Riemann. Derecha: Los puntos de ramificacion y los ciclos intercambian los roles cuando se los

estudia desde una hoja de Riemann o la otra.

Tomando en cuenta ambas contribuciones y definiendo v = , el resultado final para el corre-
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lador desde el punto de vista del dual gravitatorio resulta

(Whund)R = %Wﬁ;m) ~ VA=Y= L VA K1) (5.54)
R

Como un tultimo comentario, notar que el resultado es invariante frente a n — N — n siempre
y cuando se tome también k — —k, sugiriendo que conjugar la representacion estd relacionado

también a elegir una orientacién diferente del sistema de branas con el cual interactia la cuerda.

Hasta aqui hemos considerado configuraciones de cuerdas duales a correladores de Wilson loops
definidos sobre el mismo circulo y cuyas orientaciones en el espacio interno pueden ser iguales
u opuestas. Sin embargo, esta situacién no agota todas las posibles configuraciones consistentes
con la condicién de preservar una simetria SO(2,1) x SO(3) x SO(5). De hecho, podriamos con-
siderar correladores entre dos Wilson loops definidos sobre contornos circulares coincidentes pero
parametrizados de manera contraria (es decir, recorridos en sentidos opuestos). De nuevo, la ori-
entacion en el espacio interno puede ser igual u opuesta.

La dindmica de una cuerda dual a un Wilson loop con una parametrizacion opuesta estd gob-
ernada por la misma accién de Nambu-Goto, pero con una inversion en el signo del término de
acoplamiento con el cambo B. Para este problema alternativo, las configuraciones localizadas en
los puntos z = w, también seran soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo, la

accion clasica evaluada en estas configuraciones ahora resulta

Sonfshell(o) = Pon—shell W3 % 4N2 5 (555)

~ ~ )\

Son—shell(wl) = Son shell WQ % . (556)
En la misma linea de razonamiento que se aplicé al caso anterior, se concluye que, o bien z* =0y
z* = w1 o bien z* = w9y y 2* = w3 contribuyen al valor esperado de estos correladores, dependiendo
de la orientacién relativa en el espacio interno. Por lo tanto, el resultado holografico para este tipo

de correladores es

ngmgum RVAYEE RN SRV ALY (5.57)
R

En la siguiente seccién veremos que el correspondiente modelo de matrices para este tipo de
correladores reproduce este resultado, reforzando indirectamente esta interpretacién. El estudio de

la supersimetria preservada desde el lado de la teoria de gauge se presenta en en el Apéndice

5.2.4 Cuerdas sobre geometrias de género g

Por tltimo, consideremos una cuerda fundamental sobre una geometria de género arbitrario g.

Trabajaremos en la formulacién del semiplano, descripto por las coordenadas complejas (v, ), en

139



las cuales, como se mencioné previamente, la solucién queda completamente determinada por la
funcién w(v). Esta funcién, a su vez, se identifica con la resolvente del modelo de matrices dual
[186]. Primero probaremos que, dada una geometria de género g, cuerdas situadas en cualquiera
de los 2¢g + 2 puntos de ramificacion e, dan lugar a soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Luego evaluaremos la accién clasica para estas configuraciones.

En el plano v, las funciones A y B toman la forma

/ /

2v —w(v)], B(v) =1

Aw) =i (5.58)

8 gs

En estas coordenadas, la regién en la que la geometria es asintéticamente AdSs x S° corresponde

a v — oo. El comportamiento asintético para la funcién w(v) en esta region es, genéricamente

w(v) =2+ 2% 1 0@, (5.59)

Introduciendo y en la solucion de gravedad, encontramos que el potencial b; se hace
cero para v — oo siempre y cuando b = o/w;.

Ahora bien, consideremos la accién para una cuerda en las cercanias de los puntos de ramifi-

cacién e,. Las expansiones para h; y ho sobre el eje real fueron realizadas en [I71]. Escribiendo

v =2+ iy y expandiendo estas funciones cerca de la frontera (y = 0), tenemos que

hi = A+ A=ag(z) + a1()y + az(x)y? + as(z)y® + Oy,
hQ:B—i—B:—a’%. (5.60)

Los coeficientes asf, ¥ agx+1 estan completamente determinados por ag y a1 respectivamente debido

a la ecuacién arménica (92 + 92)hy = 0. En particular

as(z) = —zag(z), as(z) =—=aj(z), (5.61)

y asi sucesivamente. A lo largo del eje real, h; satisface condiciones de contorno de tipo Neumann
o Dirichlet, por lo que o bien ap(x) o bien aj(z) deben ser nulas en estas regiones. Por lo tanto,

escribimos
ao(z) +az(z)y? +... N: x€ (e, e 1)

, (5.62)
ai(z)y+az(z)y°+... D: z € (ezjy1,€25)

hi(x +iy) = {

Por ejemplo, aproximéndose al eje real a lo largo de un intervalo en donde h; satisface condiciones
de contorno tipo Neumann, y usando (5.60))-(5.62)), obtenemos

W=a ag(f) Y1 owP), V= —a’mf’f) + 07, (5.63)
ag(x a)?
N =o' 0 [0 4 ao@) )] y+ 06, M= - w06 64

4
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dando lugar a

Ly ao(2)? ag(x) 2
SR e e ] R
/ / ao() ap(x)

by =d'r—« — 0 + O®?), (5.65)

ag(z)? + ao(x) ag(z)

Sobre los puntos de ramificacién, hy satisface ambas condiciones, Neumann y Dirichlet, por lo que
tanto ag como a; deben anularse. Ademads, sabemos que A desarrolla un corte de ramificaciéon en

estos puntos. Por lo tanto, tenemos que
1
ap(7) = (x — €4)2 [Cao + Capt (7 — €q) + Ca2 (v — €a)? + Oz — €)*] , (5.66)
donde C,,, denota ciertos coeficientes numéricos. Expandiendo ([5.65) alrededor de estos puntos,

encontramos

CU‘,(] 3 2
400,,1 — 3 Cil (CIIJ +2 Ca,O Ca,2)(~7f' - ea)

ez f12 =a +0O(x — ea)2 + O(y)2 ,

C, 3
b= o [el N 40’01 + 2oz (Caa +2Ca0 Cap)(@ - ea)] — )+ Oz —ea)’ + O(y)*, (5.67)
a, a,l

Vemos entonces que los puntos de ramificacién son soluciones de las ecuaciones de movimiento

siempre y cuando los coeficientes de la expansién satisfagan la relacion
C214+2Ca0Ca2=0. (5.68)

En breve, verificaremos que esta relacion se satisface al menos en un régimen paramétrico intere-

sante. La accién clasica resulta

bO
+ L. (5.69)

Oé/

_ea +

1 /@
Son-shell<ea) g —a <e2 f]_2 + bl) e g 4C 1
=€q a,

Ca,() _ Ca,O
4C'a,l

Los resultados generales expuestos hasta ahora, pueden cuantificarse en un limite particular de la
geometria de género g, donde la fisica resulta méas transparente y puede proponerse una expresion
concreta para w(v). Consideremos el limite en el que los cortes de ramificacién (intervalos con
condiciones tipo Neumann para hi) estdn suficientemente separados entre si. De esta manera, en
la cercania de uno de los cortes de ramificacién, podemos prescindir de la informacién sobre el
resto, y la funcién h; se comportard esencialmente como en el caso de género cero. Veremos que,
en el modelo de matrices dual, algo similar ocurre con la resolvente w(v) en el limite en el que el
diagrama de Young se compone de bloques muy grandes.

Denotaremos con L; a los g + 1 cortes de ramificacién, centrados en ¢;, y de largo 2u,;. En

otras palabras, parametrizamos los 2g 4+ 2 puntos de ramificacién de manera tal que e9; = ¢; —
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y €2i—1 = ¢; + p;. Ahora proponemos la siguiente expresion para la forma que toma w(x) sobre el
eje real, la cual es valida en el limite en el que los cortes estdan muy separados, i.e. |¢; — ¢j| > 1.

Para z € L;, o equivalentemente ¢; — u; < © < ¢; + i, tenemos que

i—1

o) =26 ) -2 125 (et i er )
k=1

g+1
+2 Z (x —cp—/(x—cx)? — ,u%) . (5.70)

k=i+1

Mientras que, para x localizado entre dos cortes, i.e. ciy1 + pip1 < < ¢ — g,

i g+1
x) = ZZ(x — ) + /(@ — cp)? — pi +2 Z (x—cp) —\/(z—cr)? — 3. (5.71)
k=1 k=i+1

Por lo tanto, en la vecindad del corte de ramificacién L;, y teniendo en cuanta que |¢; —¢;| > 1, se

obtiene
2( — )+ 24/ (z —¢)? —pu? r < ¢ — i

w(z) ~ —Ci) — QZW CGi— i < T < ¢ (5.72)
—c) =2/ - )2~ T > it

). Notar ademads que,

donde = significa que estamos descartando términos de orden O (C‘fc,
& J

tomando el limite x — oo, se obtiene

g+1

41
é Z +— Z cip? + 03, (5.73)
i=1 =1

por lo que el requerimiento de que by sea nulo en la regién en la que la geometria es asintéticamente

AdS5 x 8% se traduce en
B = Zfﬁfl“l . (5.74)

Pty

En este punto, y para realizar una comparacién con los resultados de teoria de gauge, es con-
veniente expresar los pardmetros que definen los puntos de ramificacién {¢;, p;} en términos de los
flujos de D-branas. Estos ultimos estan directamente relacionados con los enteros {n;, k;} que es-
pecifican la representacion del Wilson loop dual. Estas relaciones pueden obtenerse de —,

obteniendo

€21 4 2 (.2 €21
(4m%a/) nz,:327r2i/ dC—i—c.c.:ﬂ(a)i/ w(z)dr + c.c.,
€24 gs €924

Ta

(4% )kj = —8mi /EQj dA(z) +c.c. = — /er dw(x) —2z] + c.c. , (5.75)

€2j41 9s €2j5+1
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donde, en la primera linea, hemos hecho una integracién por partes y usado que zw(x) es real una
vez evaluado en los puntos de ramificacién. Ahora hacemos uso de (5.72)) y, dado que la integral

estd definida levemente por encima del eje real, tenemos que

Ci+ i
ni R 5 gs /C \/ 12 ) =3 ,ul , (5.76)
627

4N
b ~ / dfw(z) — 22] + cc. = (e = eia1). (5.77)
J T in G5 Jesy N TG
Definimos entonces v; = & y K; = Eg 1 kj, de manera que podemos escribir k; = K; — K11,
concluyendo que pu; = Vv y ¢; = +co A su vez, dado que Z 1 v; = 1, la constante de fijado
de gauge resulta

g+1
v =do Z Cili - (5.78)

i=1

Para evaluar explicitamente la accién ((5.24]), necesitamos los coeficientes Cj ,, de la expansién
de ag(z). Para la propuesta (5.72)), y en particular para x € L;, se tiene que

O[/

295 uz (.’L’ - Ci)Q ) (579)

ap(z) =

Expandiendo alrededor del extremo derecho del intervalo, © ~ eg;—1 = ¢; + u;, obtenemos una

expansién de la forma ([5.66)) con

io 127 021;1 0 C'21'71 0
Coic10 = — Coi1g = ——— Coi10=——"F—". 5.80
2i—1,0 s 9 ) 2i—1,1 4,Uz' ) 2i—1,2 39 ( )

Vemos entonces que estos coeficientes satisfacen justamente la relacién (5.68|), correspondiendo
entonces a una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange. A su vez, la accién clésica (5.67)

evaluada en estos puntos resulta

9+1

bO
Son—shen(€2i—1) = — egi—1 + j, —pit 5 Z it
\ g
= — )\I/i - E Kz - ZKjI/j . (581)
=1

Notar que, al pasar de la primera a la segunda linea, la dependencia en la constante arbitraria cgy se
cancela. Esto implica que la accién clésica es invariante frente a corrimientos rigidos de los cortes
de ramificacién.
Por otro lado, los coeficientes para la expansion en las proximidades del extremo izquierdo, es
decir x ~ eg; = ¢; — ;, son
o i Cai0 Caipo

Caio = V2 ; Coin = _T,u,;- , Coin = ——2. (5.82)




Vemos que en este caso también satisfacen (5.68)), y la accién clésica (5.67)) resulta

Cai0
2091

0 »Y B
A= —C; — i + j = —e€9,—1 + j . (583)

a/

Son—shell (€2i) = —¢i + p1; — ‘

El mismo anélisis puede realizarse sobre los intervalos en los que la funcién A7 cumple condiciones
tipo Dirichlet, obteniéndose el mismo resultado, como era de esperarse. En analogia con el caso
de género uno, las configuraciones localizadas en ambos extremos de un corte de ramificacion dan
lugar a la misma accién cldsica. Sin embargo, s6lo g + 1 de ellas contribuirdn a la aproximacién de

punto estacionario para el correlador de Wilson loops,

g+1 g+1
(Winnar o 3 ¢ Sonmanan(6) = 3 VA5 2 (i Xy Koy (5.84)
=1 =1

donde {e}} denota al subconjunto de puntos de ramificacién correspondientes a configuraciones de
cuerdas compatibles, en el mismo sentido que se discutié para el caso de género uno, en el cual
{ei} ={e1,ea}.

Finalmente, como se mencioné previamente, para el correlador de Wilson loops con orientaciones
opuestas, debemos cambiar el signo del término que involucra al campo b; en la accién clésica.

Repitiendo el mismo anélisis obtenemos

g+1 g+1
(Wrana)r & Y e~ Sonshan(e]) = 37 VA= gy (Ki X, Kov) (5.85)
=1 i=1

5.3 Correladores de Wilson loops %—BPS en N =4 SYM

A lo largo de esta seccidon nos concentraremos en la descripcién correspondiente a la teoria de
campos dual para los objetos que hemos considerado hasta ahora, i.e. correladores de Wilson loops
1/2 BPS en N = 4 super Yang Mills. Especificamente, consideraremos el siguiente correlador de

dos Wilson loops

(Wr Wr)
We)r =—F—> 5.86
(We)r = s (5.56)
con los operadores definidos de la siguiente forma
Wr = trr P exp [}4 ds (iAux'“ +17 - §|x|>] . (5.87)
C

Ambos Wilson loops seran evaluados sobre el mismo circulo, i.e. uno encima del otro, y com-
partirdn la misma orientacién en el espacio interno, determinada por 7(7) = 7ip con 7y un vector
unitario constante en el espacio interno. Con R y r nos referimos a la representacién grande (back-

reactante) y pequena respectivamente. Particularmente, consideraremos los casos en los que r es
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la representacién fundamental, totalmente simétrica o totalmente antisimétrica. Notar que el cor-
relador (W )r no posee dimensiones, y que a su vez no existen otras escalas en el problema més
alla del radio del contorno circular, por lo que el resultado deberia ser una funcién de la constante
de acoplamiento y del rango del grupo de gauge, pero independiente del radio.

Un hecho notable es que el valor esperado de operadores de la forma puede obtenerse a
partir de valores esperados calculados en un modelo de matrices Gaussiano, el cual se obtiene por
medio de localizacién [93]. Cuando el rango de la representacién R es muy grande, la insercién de
este Wilson loop compite con los términos cuadraticos en el modelo de matrices. Esto tiene efectos
sobre la distribucion de autovalores, los cuales son la contraparte de la backreaction que se observa
en el dual gravitatorio, en el cual la geometria dual deja de ser AdSs x S° [I71, [186]. Esto sugiere
comparar { Weng )r con el resultado para una cuerda sobre una geometria bubbling genérica.

Especificamente, nuestro interés recae en el calculo de correladores de Wilson loops, en los
cuales uno de los dos estd en una representacién lo suficientemente grande como para afectar la
densidad de autovalores del correspondiente modelo de matrices, mientras que el otro permanece
en una representacién pequena. Inicialmente, seguiremos de cerca la intuicién presentada en [186]
para el andlisis del caso en el que la representacion grande R corresponde a un diagrama de Young
rectangular, mientras que r es la fundamental. Por otro lado, generalizaremos el tratamiento de
[177] para el caso en el que r es la representacién totalmente simétrica o totalmente antisimétrica.
Finalmente, se extenderan todos estos resultados al caso en que R es una representacién grande

arbitraria del grupo de gauge.

5.3.1 Wilson loop en una representacién grande

FEn esta seccion repasaremos el calculo del valor esperado de un Wilson loop en una representacién
arbitraria R del grupo de gauge [I86]. Primero estudiaremos el caso en el que el grupo de gauge es
U(N) y luego especificaremos como, a partir de este resultado, obtener el correspondiente al caso
SU(N). Por medio de localizacién, el valor esperado para una insercién de un Wilson loop circular
en N = 4 se reduce a un valor esperado en un modelo Gaussiano de matrices hermiticas. Siempre es

posible trabajar en la base en la que estas matrices son diagonales, obteniendo la siguiente expresién
1
(Wa)= / daAa) e300 et (5.88)

con

Z = /daA(a) 67%27“&, (5.89)

. . N
donde a, son los correspondientes autovalores en la representaciéon fundamental y da = [[,_, da,,

A(a) = [1,-4(ar —as)? es el determinante de Vandermonde (Jacobiano que aparece como resultado
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de trabajar en a base diagonal). Una dada representacién R de U(N) estd completamente deter-
minada por los pardmetros de Dynking A = (A1, A2,...Any_1), 0 equivalentemente por un diagrama

de Young con filas de longitud ¢, tales que
=1+ A r=1..N. (5.90)

Dada una representacién, resulta conveniente asociar un diagrama de Young con una columna extra
de longitud N. Definimos la base ortonormal {e,} con e, € RY, en términos de las cuales es posible
escribir las raices simples de U(N) como «, = e, — e,41 parar = 1,... N — 1. El caracter de una

dada representacién se obtiene a través de la férmula de Weyl

det,. setr(tstN=s)

trp e® = Z 0 de‘; prpe (5.91)
acR ™8

donde la suma se realiza sobre el conjunto de pesos {a} que definen la representacién R. El

determinante en el numerador puede ser escrito de la siguiente manera

N
detm 6ar(£s+N7$) = Z (—]_)U H eaa(T)(ecr(r)+Nfg(T)) , (592)

geSN r=1
mientras que el que aparece en el denominador se puede escribir como
dety.s e V=) =TT (e — e*) . (5.93)
r<s

Notar que, ante una operaciéon de permutacion, la expresién de arriba transforma como

[ (e =€) = (=1)7 [ (%) — eow) . (5.94)

r<s r<s
Entonces, la Eq. (5.91)) se reescribe de la forma

trg e® Z HT

ceSN 7‘<S

1 e O‘(T‘) ZG' )+N_U(T))

elo(r) — e 0(8))

(5.95)

A su vez, como el producto se realiza sobre todos los autovalores, todos los términos presentes en
la suma sobre o conducen al mismo resultado. Absorbiendo un factor de N! en la definicién de la

medida de integracién se obtiene

7@ 2 H oo r(br+N—7)
Wr = /daA r=1
(Wr) .. (e — o)

1 2 _L{L%+‘ZT€T as—ar\ 1
= Z/daA(a)e ( = ) [[@—ew)—. (5.96)

r<s
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Figura 5.6: Diagrama de Young asociado a una representacion genérica R con escalones determi-
nados por n; y kr. En la derecha, la correspondiente descomposiciéon en g bloques rectangulares

con lados ny, K5 = Z%:[ kj, todos ellos de orden N.

En el limite en el que la constante de acoplamiento de 't Hooft A es grande, la contribucion
dominante proviene esencialmente de los autovalores a, grandes. Asumiendo el ordenamiento a, >

as para r < s, los términos exponenciales pueden ser desestimados, obteniendo entonces

1
(Wr) = 7 /daA(a) er(—Hraitarty) (5.97)
Consideremos el diagrama de Young asociado a la representaciéon R compuesto por g bloques con

ny filas y K columnas. Exponenciando el determinante de Vandermonde, tenemos que

g+1

1 2N 2 2
(WR):Z/da exp —)\Zr:ar—i—z:log(ar—as) +IZ;K1 Zar ) (5.98)

r<s relr

donde hemos dividido el dominio de los autovalores r € [1, N] en segmentos Lj, de longitud nj,
tales que L1 = [1,n1], Ly = [n1+1,n1 +ng] y asi hasta Ly1. Notar que estamos definiendo
ng+1 = N—(n1+n2+...ng) y Kgy1 = 0. En la Fig. [5.6]se exhibe un diagrama de Young genérico.

En particular, estamos interesados en el limite planar (N muy grande), el cual corresponde a
aproximar la integral en los autovalores mediante su evaluaciéon en un punto estacionario. A
su vez tomando tanto K; como ny de orden N, todas las contribuciones en el exponente de (|5.98|)
son orden N2, por lo que deben ser tenidas en cuenta al momento de calcular las ecuaciones de

movimiento

4N 1
- 2 Kr=0 L 5.99
Aar“‘ ;a”‘_as“_ I > reLlr, ( )
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o bien pasando al continud™V)

AN
—)\x+2N/dyp(y)+K1—0, relp, (5.100)
T —y

En general, estas ecuaciones son resueltas por una distribucién de autovalores p(x). Equivalente-

mente, suele definirse la resolventdﬂ w(zx) dada por

w(z) = A/OO Ply) (5.101)

—0” Y

De acuerdo a la prescripcién hologréfica, el valor esperado de correladores con una insercién
de un Wilson loops en una representaciéon grande, codificada en la distribucién p(z), y asociada
a un diagrama de Young con pardmetros {K7,ns}, se relaciona con el minimo de la accién de
supergravedad que posea las mismas cargas. En lo siguiente, presentaremos chequeos explicitos de

esta correspondencia.

Distribucion multi-corte de Wigner

Para realizar una comparacion explicita con los resultados de supergravedad, nos concentraremos
un régimen paramétrico tal que las distancias entre los cortes (segmentos Lj) son muy grandes. En
este punto es importante recordar el caso mas simple, en el que sélo tenemos un tnico corte; en
ausencia del término Ky en , la solucién p(y) corresponde a la distribucién semicircular de
Wigner p(y) = % M , centrada en este caso en el origen, y con radio i = v/A. Ahora bien,
de vuelta al caso general, podemos deshacernos de los términos proporcionales a K simplemente
completando cuadrados en . El valor esperado del Wilson loop puede entonces escribirse de

la siguiente manera

(Wr) = 2}711 /da exp —? Z Z (ar — 01)2 + Zlog(ar — as)2 , (5.102)

I relj r<s
_ Kr ) - nr K% A e .
donde se define c; = 757 y vr = exp (Y _; sn— |- En el limite planar, los autovalores se dis-

tribuyen ahora a lo largo de intervalos L; centrados a su vez en cj.

Notar que los términos en compiten: el término cuadrético se minimiza cuando los los
autovalores se acumulan en las cercanias de los distintos c¢;, sin embargo el término logaritmico
actia generando una repulsiéon entre los mismos. El resultado de esta competencia es que los
autovalores se dividen en g 4+ 1 cimulos centrados en los c;y.

Si, como se aclaré previamente, consideramos los centros ¢y suficientemente alejados (en par-

ticular ¢; — ¢y = % > 1), entonces los términos de interaccién entre autovalores pertenecientes

"La definicién de la distribucién de autovalores es p(z) = & >, 6(z — ar).
1En general, w(z) es una funcién que posee cortes de ramificacién sobre el plano complejo. La distribucién de

autovalores p(z) se identifica con las discontinuidades de w(z) al pasar a través de los cortes de ramificacién.

148



a diferentes intervalos (proveniente del determinante de Vandermonde) son subdominantes y no
seran tenidos en cuenta. Entonces la distribucién de autovalores resulta en una superposicién de
distribuciones de Wigner semicirculares centradas en ¢, a saber)

2 2 2
P —(x—c , CI — <z <cr+
plz) =4 ™ = ( 1) I — P I+ pr (5.104)

0 , de otra manera

con centros y radios definidos como

K\
cy = ﬁ , i =/ Avr for I=1,...g

g1 = 0 Hg+1 = \/AVgi1, (5.105)

donde hemos definido vy = . Finalmente, el valor esperado (5.102)) evaluado en esta distribucién

multi-corte se reduce a

g
<Wg(N)>%exp E%?\T;TUK% , (5.106)

donde el simbolo ~ implica aqui descartar contribuciones subdominantes de orden N?log \.
En el caso en el que el grupo de gauge SU(N), la integral en el modelo de matrices incorpora
. . _IR| . . .y
un factor adicional de (det(e™))™ ~, con |R| = N >9_, K ;v la dimensién de la representacién.

El resultado neto de incorporar esta insercion es simplemente un corrimiento rigido en la posicién

[R[A

ANZ2 >

de los centros, c; — ¢f — 0 equivalentemente

g
Kr— K=Y Krvr. (5.107)
I=1

Para el valor esperado del Wilson loop tenemos que

2

A g g
<W§U(N)>%exp oo (K=Y Kivr ) (5.108)
I=1 I=1

Habiendo repasado la distribucién de autovalores propuesta en [I86], se procedera al cdlculo de
correladores con otros Wilson loops, evaluando las correspondientes inserciones en esta distribucion.
Se considera primero la inserciéon de un Wilson loop en la representacién fundamental y luego en

las representaciones totalmente simétrica y totalmente antisimétrica.

12 Notar esta distribucién de autovalores estd en completo acuerdo con nuestra propuesta para la solucién de
supergravedad en términos de la funcién w descripta por (5.70) y (5.71), luego de identificar esta funcién con la
resolvente del modelo de matrices, es decir

9l peipy 2 (y—c¢)?
wie= [ 20 255 @

1
i (5.103)

i Ci—Hq
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5.3.2 Insercion de un Wilson loop en la representacion fundamental

El célculo del correlador entre un Wilson loop en una representaciéon grande R y uno en la repre-

. . . <z N
sentacién fundamental se traduce en el modelo de matrices a la insercién del operador ) " ; e*" en

la integral (5.102))

1
WRWima) = —= [ daAla e_%Zr a; trr e® treumg €%,
A
v g+1
— ;/daz > e, (5.109)
I=1 TEL[
donde se define

g+1

Z Z — cl Zlog — at - a, (5.110)

I=1s€eLly s<t

Esta insercion no backreacta, es decir que en el limite continuo no modifica la distribucién de
autovalores p(z) descripta previamente. Normalizando el correlador con (Wr ), se simplifica el
factor vr, ya que es comin al numerador y al denominador. Luego, tomando el limite de N

grande, se obtiene

g+1

crtpr
Z/ dx \/p2 — (z —cp)?e”, (5.111)
_1Jer—ur

oo

2
( Whund )R :/ dz p(r) e” ~ =

—00

donde el simbolo = denota aqui que se considera el régimen en que los centros estan suficientemente
alejados entre si, i.e. Kj—K ;> N, por lo que las interacciones entre las regiones L no contribuyen

apreciablemente. Las integrales resultan en las tipicas funciones de Bessel

g+1 g+1
{ Wiand )R ~ Z L eer Iy (p Z eCrthn (5.112)

Para comparar con los resultados obtenidos en teoria de cuerdas, segin la prescripcién hologréfica,

consideramos el caso en el que el grupo de gauge es SU(N). En ese caso

g+l
(Wend ) Z Ve KmZh K 1 ()
g+1
~ Z VA (K= Kgvy) (5.113)
=1

Por ejemplo, para el caso en el la representacién grande R corresponde a un diagrama de Young

rectangular con n filas y k columnas, las posiciones de los centros son

SU(N kA SU(N kv A
U = (-v), VN = T (5.114)
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y (9.113]) resulta

(WU o VAR | VAT (5.115)

und )

reproduciendo precisamente la prediccion obtenida mediante el calculo hologréafico . Notar
que coincide perfectamente con el resultado obtenido para una cuerda sobre una geometria
bubbling de género g .

Antes de pasar a correladores con otras representaciones, consideraremos otra variante del
correlador con un Wilson loop en la representacién fundamental. Al final de la seccién se
mencioné la posibilidad de insertar los Wilson loops sobre circulos orientados de manera opuesta.
Del anaélisis presentado en el Apéndice se infiere que siempre y cuando la orientaciéon en
el espacio interno sea también opuesta, ambas inserciones preservan el mismo subconjunto de
supersimetrias. Por lo tanto, el correlador puede localizarse a un valor esperado en el mismo modelo
de matrices Gaussiano. Debido a que el Wilson loop fundamental posee ahora una orientacién

opuesta en el espacio in‘cerndﬂ7 el calculo en el modelo de matrices ahora es de la forma

[e.e]

{ Wuna 'R ~ / dz p(x) e ™. (5.116)

—00

Para el caso SU(N), ahora se obtiene

Q

3l

U
< qund(. R

+
Z % KI ZJKJV])Il( /)\VI)7
[:

e\/)\zq o (K- ZZKJVJ). (5.117)
1

Q

~
Il

Este resultado concuerda con el correspondiente al cdlculo holografico ([5.85). En particular, si nos
restringimos al caso en que la representacion grande R estd asociada a un diagrama de Young

rectangular con n filas y k& columnas, se obtiene

(Wiand ™ Y e /AR VA5 (5.118)

nuevamente reproduciendo la prediccién que obtuvimos mediante el cdlculo holografico (5.57)).

5.3.3 Wilson loops en las representaciones simétrica y antisimétrica

En esta seccién consideramos otros ejemplos de correladores. A saber, correladores de Wilson
loops en representaciones grandes (backreactantes) cuyo diagrama de Young es rectangular, con
inserciones de Wilson loops en las representaciones totalmente simétrica y totalmente antisimétrica.
En general, definimos

Wom = Sl = [ plajon(a). (5.119)

13E] locus sobre el que se localiza sélo involucra el sector escalar.
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donde €, (x) es alguna funcién correspondiente a la insercién Wy en el limite continuo (N muy
grande), y la distribucién p(z) es la definida en (5.104). Es importante recalcar que esta distribucién
es confiable sélo en el limite en el que ambos semicirculos estdan muy separados entre si, es decir,
cuando % es suficientemente grande.
Haciendo uso de la funcién generatriz de polinomios caracteristicos [177], podemos escribir el
correlador con Wilson loops en la representacién (anti)simétrica de una manera compacta
<WSZ,A1>R—.1?{ # 1 ex P ?N/ dzp(z)log(l F te” )) (5.120)
dimg, 4, Jr 27 1
donde el signo — corresponde a la representacién totalmente simétrica, .5, y el signo + a la repre-
sentacién totalmente antisimétrica, A;. El contorno I' se define de manera tal que rodee el polo en
t = 0. Ahora bien, nos interesa evaluar la integral para N grande, y para una representacién
(anti)simétrica general de longitud [, donde [ puede ser grande pero no lo suficientemente grande

como para afectar la distribucién de autovalores.

Correlador con un Wilson loop en la representacion totalmente simétrica

Consideremos el caso totalmente simétrico. Debemos evaluar la integral (5.120f) para el caso de
la distribucién (5.104]). En este punto, es conveniente hacer el cambio de variables © — ¢; — ajx
para la integral a lo largo de cada corte L; de manera que la integral en x sea ahora en el intervalo
[_17 1]
(o)
/ dxp(z)log(l — te®) Zuf / V1 —a22log(1l — e M¥tery) (5.121)
—00

A su vez, introducimos la variable z tal que t = ¢?, obteniendo
j{ dzexp | — 2”1 /da:\/ 1 —a2log(l — e atert2)y 4 o ||| (5.122)
r

donde f = % El integrando definido arriba, como funcién de z, posee dos cortes de ramificacién

debido a los logaritmos presentes en el integrando. Estos cortes se encuentran en
—pur—cr<z<pur—cy con I=12. (5.123)

El contorno I' rodea ahora el polo en infinito, por lo tanto podemos deformarlo de manera que
pase por encima y por debajo de los cortes de ramificacién. Por el Lema de Jordan, la integral de
contorno se reduce a integrar sobre la discontinuidad a través de los cortes

9 TCitug
1 2
(Ws)r ~ Im{ > / dz exp [ 20 /dx\/l 22log(1 — e~ HrmFerts) 4 f/\z)] } (5.124)
™

']:17CJ7[L,]

™ s
J=1 7

1 ) )
_Im{ Z all /dzexp [— %(Zh/d:ﬂvl — xz2log(1 —6“””6’C‘7+“"Z)+f)\(uJZ—CJ))] },
1 I=1 1
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donde, en la segunda linea, hemos hecho el cambio de variables z — pjz — cj. Notar que las
integrales en x son formales, debido a que los integrandos también poseen cortes de ramificacion.
Una forma de definir correctamente estas integrales consiste en afladir una pequena parte imaginaria
i€ a z, de manera que el contorno pase ligeramente por encima del eje real. Las dos integrales para
J =1, 2 pueden ahora ser evaluadas por separado mediante una aproximacién de punto estacionario
vélida en el limite de NV grande. Por lo tanto, la integral en z queda determinada esencialmente por
la regién z ~ z* que extremiza el exponente del integrando. Consideremos el caso J = 1, teniendo
en cuenta que c¢; —cg > 1. En este limite, la tinica contribucién apreciable proviene del término con
I = 1. Para obtener las ecuaciones de punto estacionario, es conveniente fraccionar las integrales
en la variable x en intervalos tales que los argumentos de los logaritmos sean siempre positivos.

Por lo tanto, reescribimos

z 1
/da:\/ 1 —a2log(l — ey = /d:c\/ 1 — a2log(et® — e?®) 4+ /da?\/ 1 —z2log(et'® — et1?)

—1 —1 z

i /da:\/l — 2. (5.125)
1

Buscaremos soluciones en las que Re(z) < —1, en cuyo caso, la ecuacién de punto estacionario

resulta@

1
2 VI—a?
e /dxl ° s+ dimy/1—2 4 A f =0, (5.126)

T #l(x z)
—1

En este dominio, la integral en (5.126]) puede ser descartada si p; es suficientemente grande (A

grande), y la ecuacién se reduce a

i V1—224Af=0, (5.127)

A /
7= —\/1+ K2, con Ky = 2fm N (5.128)

Evaluando (5.125)) en el punto estacionario z*IEl, tenemos que

cuya solucion es

2*

1
/dx\/l—x210g(1—e“J(z*_x)) ~ 2w /dwvl—x2
Hy—00
“1 “1

= 7 <arccosh 7t — 2"/ (2%)? — 1) (5.129)

Obtener la contribucién de este punto estacionario demanda evaluar la exponencial en ((5.124)) para

z = z*. Estrictamente, esta cantidad no esta bien definida, debido a los cortes de ramificacién del

“Para Re(z) > 1 puede mostrarse que no existen soluciones.
15 Aqui hemos hecho uso de que Re z < 0 para descartar términos e*1* en los logaritmos en ([5.125)
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exponente. Por lo tanto, como se menciond previamente, afiadimos una pequena parte imaginaria
a z, y por lo tanto a la soluciéon z*. De hecho, la buena definicién de la integral en cuestién se
obtiene a través de la parte imaginaria de la misma . Esto implica que, esencialmente,
debemos evaluar el lado derecho de teniendo en cuenta la pequena parte imaginaria en

z*, y finalmente tomar el limite en el que la misma tiende a cero. H . Por lo tanto, tomando
Zf=—y/1+ H% + i€ se encuentra que

*

1
) /d:c\/ 1—22= 3 </<;1\/1 + k2 — arcsinh I€1> + parte imaginaria . (5.131)

Donde la parte imaginaria es proporcional a € y, a pesar de ser muy pequena, la conservaremos
hasta el final. Esto se debe esencialmente a que, una vez que se introduce este resultado en ,
esta fase es multiplicada por un factor de N, el cual es muy grande en el limite planar, y por lo
tanto, podemos considerar Ne # 0. Introduciendo la solucién en , se encuentra finalmente

la contribucién correspondiente al primer punto estacionario

2N i}
<WSz>g) R exp [)\'ul </<;1\/1 + k2 + arcsinh m) +Nf 01] , (5.132)

en donde, en la expresién final, no incluimos la fase que se discute arriba. Para J = 2, el proceso
es completamente andlogo al presentado hasta ahora, con la diferencia de que el término I # J
proporciona en este caso una contribucién extra de la forma

1

2 2
% /dx\/l — 22log(l — emmTtar—eatnez)y o 2 (0 cy 4 pi92) . (5.133)
-1

La ecuacion de punto estacionario resulta entonces
4ipaV/1—224Nf+p2=0. (5.134)

La solucién es

Moo Y VA
2= —\/1+K2, con kyg=-— + = + — i 5.135
2 2 dps  4dpe 41 —v 4 /1-— ( )

Introduciendo esta solucion en (5.124)) tenemos que

2N 12
<WSl>g) ~ exp [ )\Mz (@M—I— arcsinh /@2> + N1+ f)e

161, integral se realiza usando que

z arccosh z
1
z/ V1—x2dx = —/ sinh® ydy = i(y—sinhy cosh y)
-1 0

R

, (5.136)

arccosh z 1

=3 (arccoshz —z\/z2 — 1) (5.130)
0
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donde el término Nep proviene del término extra —N pu?(c; — co)/A. Finalmente, la contribucién

total al correlador con un Wilson loop en la representacién S; resulta

/ . L+ f kXA
(Ws,)r ~exp [2N(1 —v) </<52 1 + K3 + arcsinh kg — /3N >]
) 1—v kA
2Nv (,«;M/l + k2 + arcsinh k1 + f ” 8]\7) ] (5.137)

A modo de comentario final, es importante aclarar que, como ocurre en [I77], existen puntos

+ exp

estacionarios adicionales, los cuales son soluciones a las ecuaciones de punto estacionario resultantes
de tomar A — oo, junto con k; 0 % fijos. Sin embargo, la contribucién de estos puntos estacionarios
es subdominante frente a las contribuciones obtenidas en esta seccién. Para mas detalles sobre este

punto, nos referimos al Apéndice [G

Correlador con un Wilson loop en la representacion totalmente antisimétrica

Ahora consideremos correladores con un Wilson loop en la representacién totalmente antisimétrica,
el cual puede obtenerse a partir de (5.120]) y haciendo uso de la distribucién (5.104)). Realizando el

cambio de variables t = e#2*7° junto con la definicién f = la integral arriba puede reescribirse

= N ,
como

1
2N
<WAl>R% /fdzexp [)\771' (N%/dxMIOg (1+6—u2(:p—z)>
21

1
+u%/dx\/1 ~2?log <1 + e*ﬂl“ﬂ?zHCl*@)) - %/\(ugz - cQ)f)]. (5.138)
-1
Notar que, como en el caso simétrico considerado en la seccién anterior, el integrando, como funcién
de z, posee cortes de ramificaciéon. Sin embargo, en este caso los cortes se localizan sobre los
segmentos horizontales [—1+im, 14+ i7]y [—i(cl —co) — 41 —i(cl —co)+ % + i 7], junto
con las infinitas imagenes que se obtienen de correr la parte imaginaria en multiplos enteros de 2.
Nuevamente, el contorno I' tal que recorra el eje real y aproximamos la integral por medio de una
evaluacion en sus puntos estacionarios, valida en el limite planar. A diferencia del caso simétrico,
tanto el dominio de integracién como los puntos estacionario se encuentran en regiones donde la
integral es analitica como funcién de z, haciendo el proceso mucho mas simple. La ecuacion de

punto estacionario resulta

V1—a? 5 1 V1 —z? A
,LLQ/ d$1 ) i /_1 da:l o (e 7]“ =0. (5.139)

Ahora bien, buscamos soluciones validas en el limite de A grande (o equivalentemente, p; grande).

Se infiere que las posibles soluciones s6lo pueden encontrarse en los intervalos [—1,1] y [—712(01
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62)—% —i(cl —Cz)-i-%].

en se vuelven independientes de z, por lo que no es posible encontrar soluciones alli.

De otra manera, es facil ver que, en el limite considerado, las integrales

Consideremos primero la regién —1 < z < 1. Teniendo en cuenta que ¢; — co = % > 1, la

ecuacion ((5.139)) se reduce a

ug/ da 1—x2+”§1—”§f:o, (5.140)
-1

y por lo tanto
arccos(z) —zV/1—22=m7 (1 + = — 2f) (5.141)
Mz
La solucién consta en definir z = cosfy con Ay tal que

9 — sin 05 cos 0 (1 + P A f) (1 + ! ) (5.142)
2 — 2 2 =T S - l)=" - ) :
1 ou3 l1-v N{-v)

y por lo tanto la integral (5.138|) resulta

2N cos Oy 2 A
<WA1>(2) /R exp [)\ (,U,Q/ drxv/1 — 22+ %(Cl — Cg) + T;f62> } , (5.143)
1
2vV/A 3 kv
= exp [N (371’ (V1 —vsinby)” + (1 — f)4N) } (5.144)

Por otro lado, existe un punto estacionario adicional en el intervalo [_;le(cl —cp) -t L(e—
ca) + %] En este caso, la primera integral en la ecuacién (5.139)) se anula en el limite p; grande,

mientras que la segunda sélo recibe contribucién del dominio 0 < z < Z, con

1
Z=—(zta—c), -1<z<l, (5.145)
M1

obteniendo entonces la siguiente ecuacion
A
arccos(Z) — 21 —-22 =7 (1 - 2f> , (5.146)
M1

la cual posee como solucién Z = cos 67 tal que

A l

01 — sin 6 01 = 1——=f]= 1——. 14

1 — sin 0 cos 64 7r< M%f> 7r< Nl/> (5.147)
La integral evaluada en este punto estacionario resulta
2N costr A
<WA,>%) A exp [ﬁ <,u:f/ drzy1—2?(—px+c —c2) + 2f02> } , (5.148)
-1
2V A k(1 —v)A

—exp [N (;7( (Vvsing)® + f(4N”)> - (5.149)
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Finalmente, el resultado para un correlador con un Wilson loop en la representacién totalmente

antisimétrica es

2v/\

<WA1>R =~ exp [N <37r (ﬁsin&l)g —|—fk(14_1\7y)>\>]

+ exp

N <23§ (VI=vsiny)’ + (1 — f)Z\i‘)] . (5.150)

Es importante notar que, implementando la transformacién de conjugacion, a saber v — 1 — v
yl— N —1I, en (5.142)) y (5.147), encontramos que , 1 — 7w — 6y y 5 — m — 601, por lo que (5.150)

permanece invariante.

Wilson loops en representaciones genéricas

A esta altura, podemos ir un poco més lejos y generalizar los resultados (5.137)) y (5.150)) a corre-

ladores de Wilson loops en las representaciones simétrica y antisimétrica con Wilson loops en una
representacion grande genérica R, dual a una geometria bubbling de género g. Para lograr este
cometido, hacemos uso de la distribuciéon general con multiples cortes propuesta previa-
mente, junto con las correspondientes definiciones de los radios p; y los centros c;y.

Consideremos primero el caso simétrico. Deformando el contorno de integracion para la variable
z de manera que pase por arriba y por debajo de los g + 1 cortes de ramificacién del integrando,

obtenemos la generalizacion natural de (5.124))

gtl crtpr
(WSZ>R ~ Imz ﬂ
I

™

2N ! (e TA
exp[—)\(u%/ \/1—:1:210g(1—e pi(@ ))+7f(,u1z—cj)
™ -1

er—p1
1
+ Z Tt / X V1= 22log (1 — e_""ﬁmzﬂ‘]_cl)) )] . (5.151)

JA

Consideremos el I-ésimo término, el punto estacionario para esta integral se encuentra a la izquierda
del I-ésimo corte, pero aun a la derecha del (I + 1)-ésimo. A su vez, de la suma en la segunda
linea, s6lo contribuyen los términos tales que ¢; > c;. En nuestra notacién, esto implica J < I. La

solucién de la correspondiente ecuacién de punto estacionario es

. Af 1
2] = —m, con Ky = TM+TMZM3 (5.152)

J<I
Evaluando al integral en este punto estacionario se obtiene
2N u? I N
exp [ )\'uf (l‘il 1+ /@% + arcsinh m) +4ANprkrer — N Z ,u?JCJ + 07|, (5.153)
J<I
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donde ¢ denota una fase irrelevante (en el sentido en que se discuti6 previamente). Tomando parte

imaginaria y juntando todas las contribuciones tenemos que

0 o2 N
(Ws)r ~ Zl:exp [)\MI </{11 /14 m% + arcsinh /{1> +4Nprkrer — oY Z,u?]c‘]] . (5.154)

J<I

Finalmente, consideremos el caso antisimétrico. Realizando el cambio de variables t = e“+1 ™ Hg+17,

la expresién (5.120]) es llevada a la forma

1

(Wa)r ~ / dz exp [ﬂ (ugﬂ / dz/1 — 22 log (1 + e*ﬂg+1<ff*2>) (5.155)
r

AT
1

2

1
g
B _ A
+3 01 / da/T—a2log (1 + e e ttm ey TR0 12— ) )]
I

-1

En analogia con el caso de género uno, el contorno se deforma de manera tal que recorra el eje real,
y la integral se aproxima mediante su evaluacién en los g + 1 puntos estacionarios, localizados en

los intervalos

1 1
(cg41 —cr — pr), —(cg41 —cr + /u)} , I=1,...,9+1. (5.156)
Hg+1 Hg+1

z}e[

Definiendo z7 = ;TII('UQH Z}+cr—cg41), las soluciones a las ecuaciones de punto estacionario pueden

ser escritas como zj = cos 0 con 05 tal que

oA
0r —sinfrcosby=m |14+ 25— =f], (5.157)
g M1 H1

por lo que el resultado para el correlador es

g+1 2
- 2 . 3 Ky
(Wa))r ~ z;exp [N <3m (ursinfr)® + fer + sz es - c1)> ] (5.158)

Mais atn, puede verse que esta iltima expresion es manifiestamente invariante ante la conjugacién

de la representacién. De hecho, haciendo v; — vgyo_1 vy kr — kgy1-, junto con f — 1 — f, puede

verse de (5.157)) que
(9] — T — 99+2,[ s (5.159)

y a su vez, de la definicién de los centros, puede mostrarse que ¢; — —cg442—7. Haciendo uso de la

propiedad c¢r + 3 ;o vy(cg—cr) = = > rvi(cs —cr) es directo que ((5.158) permanece invariante

ante la operacion de conjugacion.
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Capitulo 6
Discusién y conclusiones

A lo largo de esta tesis, hemos estudiado en profundidad operadores no locales tipo Wilson loop. El
valor esperado de estos operadores se encuentra intimamente relacionado con distintos observables
relevantes en teoria de gauge. Entre ellos, podemos mencionar, por ejemplo, el potencial quark-
antiquark y la dimensién andmala de cusp. El conocimiento del potencial quark-antiquark en
el régimen de acoplamiento fuerte permite estudiar la naturaleza de las interacciones entre las
particulas fundamentales en este limite, observando, en caso de ocurrir, la posible aparicién de
fases confinantes. En teorias conformes, como es el caso de N' = 4 super Yang-Mills o teoria
ABJM, la forma de este potencial queda completamente fijada por la simetria conforme. De hecho,
sabemos que en este tipo de teorias no existe una escala tipica, por lo que el sistema nunca puede
desarrollar una fase confinante. Sin embargo, la extensién de estas técnicas a deformaciones no-
conformes de estas teorias ha sido campo de trabajos recientes [188], por o que el estudio de estos
operadores puede llevar a conclusiones interesantes en estas realizaciones. Por otro lado, el calculo
de la funcién anémala de cusp no sélo representa un modo alternativo para obtener el potencial
quark-antiquark, sino que también permite calcular la energia radiada por un quark acelerado, en
términos de la funciéon de Bremsstrahlung. Es claro entonces que el estudio de Wilson loops trae

consigo contribuciones muy valiosas al estudio de teorias de gauge.

Los estudios presentados en el capitulo [2] fueron realizados en teoria N' = 6 super Chern-Simons
con materia, o teoria ABJM, la cual es una realizacién més reciente de la dualidad gauge/gravedad.
En este contexto, se estudiaron Wilson loops circulares tipo latitude, los cuales se caracterizan por
poseer un acoplamiento variable con el sector de materia de la teorfa [126]. Estos operadores son
generalizaciones de casos bien conocidos, a saber los operadores 1/2 BPS y 1/6 BPS bosénico.

En particular, se estudiaron deformaciones tipo latitude de Wilson loops circulares 1/2 BPS,
los cuales se definen en la teoria de gauge en términos de la holonomia de una superconexién

con acoplamiento a los campos de materia bosonica y fermidénica. El analisis se realizd en el
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régimen de acoplamiento fuerte, haciendo uso de la dualidad AdS/CFT. Para ello, se resolvieron
las ecuaciones de movimiento correspondientes a la cuerda dual en AdS; x CP?, encontrando una
familia de soluciones. Estas soluciones son andlogas a las configuraciones 1/4 BPS encontradas en
AdS5x S% SYM [120]. Resolviendo la ecuacién de simetria r, se determiné que estas configuraciones
preservan 1/6 de las supersimetrias de la teorfa. Se encontré que, al igual que para N' = 4 SYM,
la contribuciéon dominante al valor esperado de estos operadores en la expansién a acoplamiento
fuerte se obtiene del correspondiente Wilson loop circular 1/2 BPS reemplazando A — X cos? 6.
Sin embargo, para teoria ABJM, y a diferencia de N = 4 SYM, esta relacién no es valida a todo
orden en \; de hecho, previamente fue mostrado que no es valida para los primeros términos del
desarrollo perturbativo [126].

Ademaas, se estudiaron las deformaciones latitude del Wilson loop circular bosénico, las cuales
corresponden a operadores 1/12 BPS. En el esquema dual, estos operadores no pueden ser descriptos
por una tinica cuerda, debido a que el acoplamiento M 5 con el sector escalar no puede reproducirse a
partir de una curva en el espacio interno. Se discutié la posibilidad de representar estos operadores
en términos de un promedio de configuraciones sobre CP' ¢ CP?. Sin embargo, se encontré que este
tipo de promedios, a diferencia del caso 1/6 BPS [117], no es adecuado para estos operadores, ya que
no corresponde a ninguna configuracion supersimétrica. Entender la naturaleza de la representacion
dual de estos operadores 1/12 BPS bosénicos, es decir, caracterizar de forma precisa las propiedades
geométricas del ensamble de cuerdas dual, representaria un interesante trabajo en este area.

A su vez, se explor6 la relacion de los operadores tipo latitude con la funcién de Bremsstrahlung,
asociada con deformaciones tipo cusp. En particular, se verificé, en el régimen de acoplamiento
fuerte, la propuesta realizada en [126], cuya validez habia sido probada en un desarrollo perturbativo
a acoplamiento débil. Este resultado representa evidencia m&as que convincente sobre la validez
de la propuesta a todo orden en A. También se derivé una relacion similar para la funcién de
Bremsstrahlung resultante de deformar el Wilson loop recto bosénico 1/6 BPS en términos de
derivadas de operadores tipo latitude 1/12 BPS. La derivacién se realiza en analogia con los
argumentos presentados en [96] para la funcién de Bremsstrahlung en N’ =4 SYM.

En este punto seria interesante contar con una derivacién similar para la propuesta realizada
en [126]. Finalmente, también serfa muy fructifero investigar la posibilidad de obtener resultados

exactos para los Wilson loop tipo latitude por medio de localizacién.

En el capitulo [} se estudié la funcién de particién de cuerdas que describen lineas rectas
con pequenos angulos de cusp en la frontera de AdSy x CP3. Estas configuraciones son duales a
deformaciones tipo cusp de lineas de Wilson en teoria ABJM. En particular, se analizé el espectro de
fluctuaciones alrededor de la configuracion clasica y se calculé la contribucién subdominante a 1-loop

en la expansién para v/ grande. El cdlculo de los determinantes fue realizado mediante el método
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on-shell, el cual consiste en computar la energia de vacio de los modos de oscilador, soluciones de la
ecuaciéon de onda en signatura Lorentziana. Finalmente se compararon los resultados obtenidos con
resultados de trabajos previos, en los cuales los determinantes se calculan haciendo uso del método
de Gelfand-Yaglom [139, [140], 138 [129]. Si bien nuestros resultados coinciden con los obtenidos
para cusps en AdSs x S°, se encuentran en discrepancia con los correspondientes a AdSy x CP3.
En este punto, se atribuye esta discrepancia a la imposiciéon de distintas condiciones de contorno
para las fluctuaciones. El valor del determinante de un operador diferencial depende fuertemente
de las condiciones de contorno que se imponen sobre las soluciones de la ecuacion de autovalores.
Esto pareciera derivar en ambigiiedades a la hora de calcular contribuciones 1-loop a la funcién de
particion. Sin embargo, estos obstaculos deberian poder ser sorteados mediante un anélisis mas
profundo de las simetrias del sistema. En nuestro analisis, se utilizan las condiciones de contorno que
garantizan que el espectro forme un supermultiplete del subgrupo de supersimetria preservado por
la configuracién clasica. Este parece ser el argumento correcto para fijar estas ambigliedades, y un
andlisis similar deberia funcionar en casos mas generales. De hecho, nuestro resultado resulta estar
en completo acuerdo con lo que se espera para la dimensién anémala de cusp a partir de estudios
de supersimetria realizados en la teoria de gauge [I30], a saber, que la misma debe cancelarse para
angulos de cusp tales que ¢ = +6.

Los resultados obtenidos para la funciéon de Bremsstrahlung a 1-loop fueron comparados con
resultados exactos a los cuales se llega mediante localizacién [15], encontrando un completo acuerdo.
Se discute brevemente la posibilidad de extender estos resultados a deformaciones tipo cusp de
Wilson loops bosénicos. Debido a que estos operadores son duales a promedios de configuraciones
de cuerdas, las condiciones de contorno para el espectro de fluctuaciones seran distintas. Para
la insercién de un cusp geométrico, el resultado obtenido es consistente con el resultado exacto.
En este punto, seria interesante encontrar una descripcién dual para las deformaciones tipo cusp
interno para operadores bosénicos; ya que en estos casos, el perfil no trivial en el espacio interno

dificulta definir el correspondiente promedio de configuraciones.

Por su parte, en el capitulo4], se calculé el valor esperado de un Wilson loop circular en presencia
de un defecto de co-dimensién 1 N = 4 SYM. Este tipo de interfaces separan regiones en los que
la teoria posee distintos rangos para el grupo de gauge, dando lugar a la presencia de escalares que
adquieren un valor esperado no trivial mediante el mecanismo de Higgs. En la descripcién dual,
la interfaz se corresponde con una D5-brana que preserva 1/2 de las supersimetrias de AdS5 x S°.
Una caracteristica interesante de este tipo de realizaciones se debe a la posibilidad de implementar
el limite de escaleo doble [160} 159], el cual permite extrapolar expansiones de acoplamiento fuerte
y débil, por lo que resulta un escenario ideal para realizar chequeos de precisién.

En este contexto, el valor esperado del Wilson loop es, en parte, capturado por una cuerda
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fundamental que se extiende entre la frontera de AdS y la D5-brana. Se resolvieron las ecuaciones
de movimiento para este tipo de cuerdas y se tomé el limite de escaleo doble. Andlogamente, se
calculé el valor esperado a acoplamiento débil por medio de un desarrollo perturbativo a 1-loop,
posteriormente tomando el mismo limite. De esta manera se verifica que, en este caso, y den-
tro del dominio de validez de las aproximaciones usadas, también es posible extrapolar resultados
obtenidos a acoplamiento débil al régimen de acoplamiento fuerte. Adicionalmente, el calculo real-
izado en teorfa de cuerdas provee una prediccién para la correccién a orden (\/k)? en el desarrollo
perturbativo.

Se estudiaron también las condiciones requeridas para que este tipo de operadores sea super-
simétrico. En este punto, seria muy ttil obtener una configuracién clasica de cuerdas valida para
cualquier valor que puedan tomar los parametros, lo cual permitiria extender nuestros resultados
a casos mas generales. Finalmente, se podria plantear la incégnita sobre la posibilidad de obtener
un resultado exacto para el caso supersimétrico por medio de localizacién. Esto seria ideal para
realizar chequeos de precisién, como se hizo para el caso de N' =4 SYM en ausencia de la inter-
faz [93]. Se discutird brevemente el procedimiento que se deberia seguir en caso de ser posible.
En primer lugar, en analogia con lo realizado en [93], se deberian mapear las supercargas (los
espinores de Killing preservados simultdneamente por el Wilson loop y el defecto), obtenidas en
espacio plano, a la esfera S*. A su vez, en el Lagrangeano se debe incluir el acoplamiento con la
curvatura escalar impuesto por invarianza conforme. Siendo 1/2 BPS, el defecto deberia insertarse
sobre una esfera S3 en el ecuador de la esfera S* y, por invarianza conforme, los escalares que vivan
en el defecto también deberan acoplarse con la curvatura escalar de la esfera S3. A su vez, se
deberd generalizar la accién obtenida en [I43] para incluir el caso k # 0. De esta manera, la accién
incorporard acoplamientos efectivos que dependeran de k a través del valor clasico adquirido por
algunos escalares. En el andlisis realizado en [93], aparecen algunas simplificaciones concernientes
a la contribuciéon del sector no-perturbativo, a saber, instantones y anti-instantones, los cuales se
concentran en los polos de la esfera S*. En particular, se esperan contribuciones no perturbativas
correspondientes a instantones de SU (V) a un lado del defecto, y a instantones de SU(N — k) del

otro, por lo que no se espera una simplificaciéon como la que ocurre en ausencia del defecto.

Por ultimo, el capitulo [5] se aboca al estudio de correladores entre dos Wilson loops en N = 4
SYM, de los cuales uno de ellos se define en una representacion “grande” del grupo de gauge SU(N).
Esto ultimos estdn asociados a diagramas de Young que se descomponen en bloques rectangulares
con un ntiimero O(N?) de casilleros fundamentales. Este tipo de operadores es dual a un arreglo
de D-branas que backreacta sobre la geometria. Por lo tanto, la representacién hologréfica de los
mismos se realiza ya no en términos de espacios Anti de Sitter, sino en términos de geometrias

bubbling, las cuales son asintéticamente AdS. Estas geometrias se obtienen como fibraciones sobre
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una superficie de Riemann, y estdn caracterizadas por el género g de la misma, estrechamente
relacionado con el nimero de cortes de ramificacién que posee.

Para calcular el correlador entre un Wilson loop en una representacién “grande” y uno en
la fundamental, se estudiaron cuerdas fundamentales sobre estas geometrias. En particular, se
encontré que, para género arbitrario g, las configuraciones de drea minima para la hoja de mundo
se encuentran localizadas sobre los puntos de ramificacién en la superficie de Riemann. En general,
habra 2g+2 de estas superficies, pero sélo g+1 seran compatibles, en el sentido de que son soluciones
al mismo problema variacional. Por lo tanto, la aproximacién de punto estacionario para la funcién
de particién tendréd en general g+ 1 contribuciones. Estas contribuciones se calcularon en un limite
particular en el que los cortes de ramificaciéon estan suficientemente separados, obteniéndose asi
un resultado en términos de los parametros de la representacién. Se presenté un célculo explicito
para el caso de género 1, correspondiente al correlador con un Wilson loop en una representacién
“grande” descripta por un diagrama de Young rectangular. Del lado de teoria de cuerdas, se
encontraron cuatro soluciones y se argumentd por qué sélo dos de ellas contribuyen a la funcién de
particién.

Por otro lado, se obtuvo el resultado exacto para este tipo de correladores desde la teoria de
gauge mediante la resolucién del modelo de matrices en la aproximacién de cortes suficientemente
separados. El punto crucial aqui es que las ecuaciones que satisface la densidad de autovalores en el
limite planar pueden resolverse de manera consistente en este limite. Haciendo uso de esta densidad
de autovalores, se calcul6 el valor esperado de una insercién de un Wilson loop en la representacién
fundamental. Notablemente, el resultado obtenido de esta manera concuerda perfectamente con el
correspondiente a teoria de cuerdas sobre geometrias bubbling.

Finalmente, se consideraron correladores que involucren un Wilson loop en una representacion
“grande” arbitraria y otro en la totalmente simétrica y totalmente antisimétrica. Este calculo
se realizo desde la teoria de gauge, ya que para estos casos, la integral funcional también puede
localizarse a un modelo de matrices. Haciendo uso de la densidad de autovalores obtenida en el
limite de cortes bien separados, se calculé el valor esperado de estos correladores en el limite de N
y A grandes, mediante una generalizacién del método descripto en [177].

En general, el trabajo presentado en este capitulo da cuenta de correladores entre Wilson loops
definidos sobre contornos circulares coincidentes. Desde el punto de vista del modelo de matrices,
esto consiste en calcular el valor esperado de un producto de caracteres de la forma trgeMtrpe™.
Sin embargo, existe un interesante punto de vista alternativo, derivado de la estructura de anillo que
cierran los caracteres de un grupo de Lie, a saber, que trreMtrpe™ = trR®reM = zirreps trirrepSeM ,
donde “irreps” denota a las componentes irreducibles de R ® r. Esto implica que el valor esper-
ado de los correladores puede ser calculado en términos de la suma de los valores esperados de

inserciones de un tnico Wilson loop, definidos en las correspondientes componentes irreducibles
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de la representacién producto. Para ser més precisos, consideremos a R como una representacién
“grande” asociada a un diagrama de Young con g bloques rectangulares, mientras que r serd la
representacion fundamental. Se puede ver que la suma sobre las componentes irreducibles posee,
en este caso, g + 1 términos, en completo acuerdo con los resultados obtenidos tanto en la teoria
de cuerdas como en los modelos de matrices considerados en este capitulo. A pesar de que esta
relacion entre los caracteres estd bien entendida desde el punto de la teoria de gauge, su contraparte
en la teoria de cuerdas pareciera ser altamente no trivial. Esto se debe a que pareciera implicar
una relacién no trivial entre las configuraciones cldsicas de determinadas cuerdas y un conjunto de
acciones on-shell para ciertas soluciones de supergravedad. Seria interesante explorar este tipo de
relaciones en el futuro.

Por otro lado, un célculo que se desprenderia directamente de este trabajo corresponderia a
considerar D3-branas y D5-branas sobre geometrias bubbling, de la misma forma que se hizo para
el caso de la cuerda fundamental. Los resultados obtenidos podrian compararse con los cédlculos
explicitos realizados en el modelo de matrices, por lo que serian un complemento perfecto para
este trabajo. A su vez, el andlisis de supersimetria de las configuraciones mediante la ecuacién de
simetria k también seria interesante y permitiria establecer una clasificacién mas precisa dentro del
soluciones clasicas que se encontraron para la cuerda fundamental.

Este trabajo, y en particular la determinacién de la densidad de autovalores, abre las puertas a
calculo de correladores mas generales. Por ejemplo, se puede considerar la inserciéon de operadores
locales, siguiendo las lineas de razonamiento desarrolladas en [I89]. Asimismo, esta puede ser una
herramienta 1til para explorar realizacidnes holograficas sin simetria conforme. En particular, seria
interesante encontrar en estas realizaciones, a partir de los cdlculos explicitos realizados en trabajo,
rastros de estructuras integrables, en el mismo sentido que fueron encontradas en el estudio de
funciones de 3 puntos [190, [191].

En un plan mas ambicioso, se podria intentar explorar la estructura de las contribuciones
subdominantes, tanto en gravedad como en teoria de gauge. Del lado de teoria de gauge, hay
técnicas bien establecidas para calcular correcciones no-planares, las cuales ya han sido aplicadas
en el contexto de modelos de matrices Gaussianos [192, [167,193]. En algunos casos, también existen
técnicas que permiten obtener correcciones subdominantes en la expansién en A grande [194] 195].
Seria interesante extender esta maquinaria al cdlculo de correladores de Wilson loops. Por otro
lado, el célculo holografico de estas contribuciones subdominantes, si bien es conceptualmente claro

[196, 197, [198], atin pareciera ser muy complicado.
En este punto, seria interesante hacer algunos comentarios sobre un problema abierto en el

estudio holografico de Wilson loops. Como se indica en la seccién el fijado de gauge de los

grados de libertad redundantes asociados a la métrica de la hoja de mundo da lugar a un determi-
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nante de Fadeev-Popov det P{r P;. La accion del operador P; sobre un campo vectorial £% define
la medida de integracion en el espacio de métricas en términos del parametro de difeomorfismos
£%. En particular, este operador posee tres modos cero, es decir, vectores £ tales que P&y = 0,
correspondientes a los tres generadores del grupo conforme en d = 2. La presencia de este tipo de
modos cero da cuenta, por lo tanto, de la invariancia conforme de la teoria definida en la hoja de
mundo. Légicamente, la posible contribucion de estos modos no afecta el valor de la funcién de
particion a nivel clasico, da lugar a una contribucién no trivial a orden subdominante.

En general, la ecuaciéon P;{ = 0 posee infinitas soluciones, pero, debido a que la integral
funcional da cuenta de al contribucién de los modos normalizables (fisicos), solo este subconjunto
de soluciones afectara a la funcion de particion. Si bien la presencia de estos modos es independiente
de las propiedades locales de la hoja de mundo, es decir la métrica inducida, depende fuertemente
de las caracteristicas globales de la misma. De hecho, para el caso de una hoja de mundo definida
en el semiplano, como seria el caso de la configuracién dual a un Wilson loop recto o con un cusp,
las soluciones de P1¢ = 0 no son normalizables, y por lo tanto no deben incluirse en la definicién de
la integral funcional. Por otro lado, para el caso de hojas de mundo definidas en el disco, como es el
caso de las configuraciones duales a Wilson loops circulares, existen tres soluciones normalizables,
correspondientes a los generadores del grupo de simetria conforme global en d = 2. Este tipo de
transformaciones generan reparametrizaciones del disco que no afectan el valor esperado del mismo
debido a la simetria conforme residual. De hecho, es ficil obtener explicitamente estos modos,
encontrando que dejan invariante a la hoja de mundo a menos de reparametrizaciones de la curva
en el borde de Anti de Sitter. Més ain, estas transformaciones mapean entre si a los elementos
de una familia infinita de soluciones clasicas, las cuales difieren entre si por reparametrizaciones
de la curva en el borde. Debido a que el valor esperado del Wilson loop es invariante frente a
reparametrizaciones del contorno, tenemos que estas configuraciones son todas equivalentes a nivel
clasico. En resumen, tenemos una serie de configuraciones clasicas equivalentes conectadas por la
accion de una simetria global. La presencia de este fenémeno requiere un tratamiento méas cuidadoso
de la expansién semiclasica de la integral funcional, en particular del procedimiento de Fadeev-
Popov, de manera tal de extraer su contribucién correcta a los observables [36]. Dependiendo de
la naturaleza de las variables que se estan integrando, esto da lugar a un factor que consiste en
una potencia de h donde, genéricamente, denotamos con /A a la constante de acoplamiento que
define la expansién semiclasica. Debido a que el operador P; actia sobre campos de ghost, es decir
Grassmann, esto da lugar una contribucién de orden A*, donde k es el nimero de modos cero. En
el caso de configuraciones de cuerdas duales a Wilson loop circulares, A ~ A2 v k = 3 por lo que
la contribucién de los modos cero del fijado de gauge es orden A3,

Por otro lado, recordemos que, al fijar el gauge conforme, debemos considerar la contribucién

de los dos modos longitudinales. Acomodando estos modos en un vector, se puede ver que el
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operador que actia sobre este vector es efectivamente P{r P;. Al integrar sobre variables bosénicas,
la contribucion de & modos cero da lugar a un factor orden h=3. En el caso que nos interesa, esta
contribucién es ~ Af.

En resumen, la correcta formulacién de la expansion semiclasica da cuenta de un factor de la

forma
det’ (P} Py
AT -/ ghont (6.1)
det’ (PP

long

donde ¢ es un factor relacionado con la normalizacion de los modos cero. De hecho, se puede ver
que el factor A~d aparece en la expansién para A\ — oo del resultado exacto para un Wilson loop
circular. Mas aun, el calculo de la constante ¢ y del cociente de determinantesﬂ presentes en (6. 1))
permitiria obtener la contribucién correcta a la funcién de particién a 1-loop, para la cual, hasta el
momento, no se ha podido lograr un acuerdo completo [95, [199]. Encontrar una manera sistematica
de calcular estas contribuciones ayudaria a resolver algunos problemas abiertos en el contexto de
chequeos de precision de la dualidad AdS/CFT.

En una linea similar, cabe aclarar que aiin no se cuenta con un esquema estandar para calcular
los determinantes de los operadores que actiian sobre los campos de fluctuaciones cuanticas a 1-
loop. En particular, no existe una manera sistemética de regularizar las divergencias (tanto IR como
UV) involucradas en el célculo de la funcién de particién a 1-loop. Por otro lado, las condiciones
de contorno que deben satisfacer los correspondientes modos (en especial los fermiénicos) no estén
formalmente definidas. Para el caso de operadores supersimétricos, un analisis cuidadoso del dlgebra
de supersimetria de la teoria en la hoja de mundo deberia, en principio, fijar un conjunto preciso
de condiciones de contorno. Este andlisis resulta crucial, como se demuestra en el el capitulo [3] de
esta tesis, para obtener la correcta regularizacién de las divergencias. Por lo tanto, esto ayudaria
a resolver algunos problemas presentes en el cdlculo de Wilson loops a 1-loop en la expansién a
acoplamiento fuerte. Ademd&s permitiria construir un enfoque sistemético para atacar este tipo de
problemas, y asi extenderlo a casos mas complicados.

El contenido presentado en esta tesis se enmarca en el campo del estudio de la dindmica no-
perturbativa en teoria cuantica de campos. Los métodos presentados aqui y otra gran variedad
de técnicas que no se describen en esta tesis han permitido lograr un entendimiento mayor de los
fendmenos concernientes a sistemas fuertemente correlacionados. En su gran mayoria, este tipo de
enfoques ha podido ser establecido para el caso de teorias que poseen una gran cantidad de simetria,
en particular supersimetria y simetria conforme. Sin embargo, seria muy interesante extender estos
métodos a fin de obtener resultados validos en contextos menos simétricos, en linea con el estudio

realizado en parte de esta tesis y reportado en el capitulo

1Respecto a esto, la literatura presenta ideas encontradas, no siendo posible atin de determinar si ambos se cancelan

o dan lugar a una contribucién no trivial debido a que poseen distintas condiciones de contorno.

167



Apéndice A

Regularizacion y condiciones de

contorno

En la seccién se describe la prescripciéon holografica para calcular Wilson loops en términos
de cuerdas que describen una curva en la frontera de AdS. Esto implica imponer condiciones
tipo Dirichlet en algunas de las coordenadas de la cuerda sobre la frontera. Sin embargo, esta

prescripcién no es del todo precisa. En particular, se plantean los siguientes interrogantes

e No estamos precisando qué tipo de condiciones deben imponerse sobre la coordenada hologréfica,

ni tampoco sobre las direcciones del espacio interno.

e En general, el volumen de la hoja de mundo es divergente, por lo que es necesario introducir

un esquema de regularizacién para poder definir cantidades fisicas.

En este apéndice revisaremos los argumentos presentados por Drukker, Gross y Ooguri en [200],
los cuales permiten resolver los interrogantes planteados arriba. En este andlisis nos restringire-
mos al caso de N' = 4 SYM, solo mencionando que muchas de las conclusiones presentadas aqui
seran también validas para ABJM. Recordemos que N =4 SYM puede obtenerse como reduccién
dimensional sobre un 7% de ' =1 SYM en 10 dimensiones. Por lo tanto, consideremos un Wilson
loop en esta tltima teorfa, definido sobre una curva C = {z#(s),y’(s)}. Por simplicidad, consid-
eremos el caso en el que el Wilson loop estd definido en la representacion fundamental. Luego de

compactificar, tenemos que

W = %tr?’ exp {j{ (i 3" A, + §'®;) ds} (A.1)

La primera observacién importante concierne a las condiciones que deben imponerse sobre los
extremos de una cuerda dual al operador (A.1)). Consideremos el espacio target descripto por las
coordenadas {X*},{Y"}, con p=0,...,3,i=1,...,6. En particular, en [200] se argumenta que
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deben imponerse condiciones tipo Dirichlet sobre la curva 4-dimensional en las direcciones X*, es
decir X*|porde = *; mientras que sobre las direcciones Y las condiciones deben ser tipo Neumann,
esquematicamente 8Yi]b0rde ~ 9'. Esto puede argumentarse de la siguiente manera. Desde el
punto de vista de la teoria de cuerdas, la reducciéon dimensional corresponde a aplicar T-dualidad
sobre 6 direcciones en el espacio target. La teoria N’ =1 SYM en d = 10 es dual a un sistema
de D9-branas que cubren todo el espacio 10-dimensional. Las cuerdas definidas sobre este sistema
satisfacen naturalmente condiciones tipo Neumann (libres) en las diez direcciones. Para describir
un Wilson loop, se imponen sin embargo condiciones tipo Dirichlet, es decir, que las condiciones
que se derivan de insertar un Wilson loop son naturalmente las complementarias a las que satisface
la cuerda sobre la D-brana. Ahora bien, ante una transformacién de T-dualidad sobre una direccién
particular, sabemos que las condiciones que satisfacen los extremos de una cuerda en esa direccion
cambian, es decir que si eran tipo Dirichlet pasan a ser tipo Neumann y viceversa. De esta manera,
T-dualizando sobre 6 de las 10 direcciones, en particular sobre las Y?, tenemos que las D9-branas
se mapean a D3-branas. En este caso, las D3-branas estran extendidas sobre las coordenadas X*.
Las condiciones que naturalmente satisfacen las cuerdas sobre una D3-brana son Neumann en las
4 direcciones X* y Dirichlet en las Y?. Por lo tanto, siendo complementarias, las condiciones
impuestas por el Wilson loop seran Dirichlet sobre las X* y Neumann sobre las Y.
Especificamente, consideremos la métrica de AdSsx.S° en coordenadas de Poincaré, parametrizado
de la siguiente manera
_ dX,dXF+ dYdY?

2
dS Y2 )

p=0,...,3 i=1,...,6 (A.2)

donde Y = Y6, con ' las coordenadas de la esfera S5 (3, 00" = 1), mientras que Y denota la
coordenada holografica en el parche de Poincaré, con la frontera localizada en Y = 0. En general,
estas coordenadas dependeran de las coordenadas {c®} de la hoja de mundo. Consideremos una

2

parametrizacion tal que la frontera se alcanza para ¢ = 0. En particular, las condiciones de

contorno que deben satisfacer las coordenadas son de la forma

. ‘ 1
XH(oh,0) =at(al) , JROY =49 | JP=-—"g.P (A.3)

V9
Si bien no lo mostraremos aqui, se puede ver que estas condiciones de contorno sobre la frontera

de Anti de Sitter imponen naturalmente
i -2 =0. (A.4)

Notar que esto es consistente con la definicion usual presentada en (1.111f). Esta ultima condicién

puede también argumentarse desde el punto de vista perturbativo, encontrando que la ausencia de

2

divergencias UV en el célculo de los diagramas de Feynman impone que 32 = 2.
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En resumen, el punto crucial aqui es que las coordenadas Y satisfacen condiciones de contorno
tipo Neumann sobre la frontera de AdS. Tipicamente, esto implica realizar una transformada de
Legendre respecto de estas coordenadas, de manera tal que el Lagrangeano dependa naturalmente

de los correspondientes momentos conjugados

oL
P, = — . A5
Ca(yry (8.5)
Esta transformada de Legendre consiste en anadir términos de borde de la siguiente forma
BT.=— 7{ PY", (A.6)
borde
por lo que, denotando con A al funcional de drea usual, el area regularizada resulta
A=A— PY?". (A7)

borde
De hecho, se puede ver que esta tltima expresiéon estd libre de divergencias. Para ello, definimos un
cut-off € — 0T tal que el dominio de la coordenada hologréfica sea Y € [¢,00). Ahora imponemos

las condiciones de contorno ([A.3) en Y = ¢, las cuales, en particular, imponen

. ‘/[:
pPi=vp =Y (A.8)

2

por lo que

A=A— R«W:A—lfdsm. (A.9)
borde 2me

Vemos entonces que el término de borde, introducido por la transformada de Legendre, también
actia como regulador del drea, sustrayendo la divergencia proporcional al perimetro que natural-
mente aparece en el cilculo de A (ver discusién en seccién [1.5)).

Un ejemplo particularmente 1til corresponde a calcular el volumen regularizado de una hoja de
mundo cuya métrica inducida es AdS;. Consideremos primero una configuracién tal que X° = o!
y la coordenada hologréfica Y se identifica con o2. Este es, por ejemplo, el caso de la cuerda dual a
un Wilson loop recto 1/2 BPS. En particular, es posible ver que, definiendo a 7' como la extensién

temporal de la linea recta,
A= T

= A=0, (A.10)
por lo que el area regularizada en este caso es nula. Notar que esto es consistente con el hecho de
que el Wilson loop recto posea valor esperado protegido por supersimetria.

Consideremos ahora el caso de un Wilson loop circular. Para ello escribimos la métrica de AdS

en la siguiente versién del parche de Poincaré

o dy? +dr® +r%dg® + ...

ds " ,

(A.11)
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donde el simbolo ... denota la dependencia en el resto de las coordenadas, la cual es irrelevante

para este andlisis. En estas coordenadas, tenemos que

14:/Emw;y@+w% (A.12)

1 2

con o' = o y donde hemos introducido el ansatz r(o), y(o) and ¢ = o°. Por otro lado, el

correspondiente término de borde toma la forma

/
BT:—/ dp——F (A.13)
y=e Y

donde hemos hecho explicito en nuestra notacién que la integral se realiza sobre el dominio definido

por y = €. Identificando o = r, la solucién a las ecuaciones de movimiento es y(r) = vV R2 — r2, por

lo que el drea (A.12)) resulta

VRZ_e2
A:/ mmgwnwﬂ:%<R—Q+0@, (A.14)
0 ) €

donde hemos integrado hasta y = e. Por otro lado, el término de borde (A.13]) toma la forma

B ry’ _2nR
BT. = — /y:E dgby\/m = — + O(e), (A.15)
por lo que el drea regularizada (A.7)) es

A= —2r. (A.16)

Notar que no depende del radio del circulo. Esto es consistente con el cardcter conforme de
la teoria, ya que los observables fisicos no pueden depender de ninguna escala que no sea la escala
tipica de cuerdas o'.

En resumen, el esquema de regularizacion consiste en evaluar la accién y los términos de borde
en Y = y = € y luego tomar el limite e — 0. Sin embargo, esta prescripcién no es, bajo ningin punto
de vista, covariante. De hecho, depende fuertemente en la definicién de la coordenada holografica
y, definida en el parche de Poincaré. Si, en cambio, quisiéramos trabajar en otro sistema de
coordenadas, como por ejemplo globales, es necesario transformar el correspondiente término de
borde (A.6)) a partir de su definicién en el parche de Poincaré. Adicionalmente, el cut-off con el
que regularizamos el volumen de la hoja de mundo debe definirse consistentemente en funcién del
dominio y = €. Para ser mas especificos, consideremos el caso de coordenadas globales, las cuales

se relacionan con y, r y ¢ de la siguiente manera

y =e€e"sech p
r =e” tanhp (A.17)
p=2¢
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por lo que la métrica toma la forma
ds? = cosh? pdr? + dp? + sinh? pd¢® + . .. . (A.18)

En estas coordenadas, la frontera de AdS corresponde a tomar p — co. A su vez, la configuracién
correspondiente al Wilson loop circular es mucho més simple, a saber, {c!,0%} = {p, 0} y 7 =
cte. Por simplicidad, tomemos 7 = 0. Por su parte, definimos el cut-off A como el valor de p

correspondiente a tomar y = € — 0. De , vemos que la relacién entre ambos reguladores es
e~e N (A.19)
De esta manera, el area toma la forma
A= /dgbdp sinh p = 2m(e® —1). (A.20)

A su vez, como se menciona arriba, el término de borde se calcula yendo al parche de Poincaré y
luego realizando la correspondiente transformacién de Legendre, obteniendo para este caso (A.13)).

Luego, para obtener el correspondiente término de borde en coordenadas globales, debemos intro-

ducir las relaciones (A.17)) en (A.13]), obteniendo entonces

BT. =— / d¢sinh ptanh? p = —2me (A.21)
pP=A
y el area regularizada resulta nuevamente
A=A+ BT =—2r (A.22)

Finalmente, consideremos la posibilidad de que el espacio target posea un flujo no trivial de campo

antisimétrico B. En particular, nos concentraremos en flujos de la forma
B = by sinh pdp A d¢, (A.23)

con el potencial b; independiente de las coordenadas (p, o). Este tipo de flujos aparecen en los casos
estudiados en el capitulo o} Nuevamente consideraremos cuerdas duales a Wilson loop circulares,
es decir, {o',0%} = {p,¢}. Ahora bien, la cuerda se acopla al flujo B a través del pull-back de
. La correspondiente contribucién a la accién es entonces de la forma

Sp=bA=1b / dpd¢sinh p = 27by (e — 1) (A.24)

Para calcular el correspondiente término de borde, debemos ir al parche de Poincaré, en donde
se puede ver que el acoplamiento con el campo B provee una contribucion a la transformada de
Legendre. Esto se debe a que depende de la derivada de la coordenada holografica, por lo que
contribuye a la definicién del momento conjugado. En particular, para este caso tenemos que

-1
B:bf(a?/) dyAdo+ ..., (A.25)
y \Op
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donde ... da cuenta de término adicionales que no seran relevantes en este andlisis. En estas

coordenadas, la accién en las coordenadas de Poincaré toma entonces la forma

1
Sp = b /do’odgbr (ay) Y4+ (A.26)
y \dp

por lo que la contribucién al término de borde resulta

-1
Yy=e

Ahora volvemos a coordenadas globales mediante las relaciones (A.17)), obteniendo

B.T.p = —b / d¢ cosh p = —2mwbye™ . (A.28)
p=A

Vemos entonces que la contribucion proveniente del acoplamiento al flujo B resulta proporcional al
area regularizada, es decir
Sp+ B.T.p=b A= —27b; (A.29)

Por 1ltimo, haremos algunos comentarios. Notar que la parte finita del drea regularizada de-
pende fuertemente del parche de coordenadas que naturalmente describe una dada hoja de mundo.
Para el Wilson loop recto, vimos que la geometria inducida en la hoja de mundo es AdSs, descripta
en coordenadas de Poincaré, y que el area, una vez regularizada, es A = 0. Por eso se suele decir
que el area de AdS en el parche de Poincaré es nula. Por otro lado, para el Wilson loop circular, la
geometria inducida sobre la hoja de mundo también es AdSs, pero ahora descripta en coordenadas
globales. En este caso, hemos visto que el drea regularizada es A = —2.

En la mayor parte de esta tesis, se asocia el valor —27 al drea de la hoja de mundo (siempre
y cuando la geometria inducida sea AdS global). El analisis presentado en este apéndice justifica,

por lo tanto, esta operacién.
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Apéndice B

Fijado de simetria kappa y

supersimetria

Consideremos la accién de GS en espacio plano. Por simplicidad, solamente estudiaremos la accién

a segundo orden en los campos fermiénicos. Esto serd suficiente para el propdsito de esta tesis,

ya que en la misma slo se estudia el espectro de fluctuaciones a orden cuadratico. Definimos I'"

las correspondientes matrices de Dirac en 10 dimensiones y 'y = 0, X™Ty,. La accién (1.26) a

segundo orden en los campos fermidénicos es entonces
S = Sbos + Sferm
con

Shos = / *oVh P9, X" X m
af

Sterm = —1i / PovVho! (5”ha5 4 s17E )raa 97
f o N (6]

Consideremos una variacién 567 tal que
SX™ = —%éfrmaef,
ante la cual
§Shos = —i / d*oVh h* 0, X0 (6T 567)
= / d*oV'h (9,0'T%60" + 6'T*0,00)

= —i / d*ovV'h (—60' 10,07 + 6'T0,60")
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donde usamos que, dados dos espinores de Mayoranaﬂ 0y x, 0™y = —xI'™f. Por otro lado, para

la accion fermidnica, tenemos qutﬂ
5 S = —i / d%o [\/E (66'T°0,0" + 6'T*0,00") + '8 (66'T 050" + éfraaﬁéeJ)]

— i / @20 [V (30'T°060" + 0'T°0,00") + 25 €8T 95007 + 5725 (00T o507
(B.6)

donde, en la idltima linea, hemos integrado por partes y usamos eo‘ﬁﬁaflg = eaﬁﬁaangFm = 0.
En lo siguiente, descartaremos el término de la derivada total.

En particular, consideremos una transformacién de supersimetria, es decir 6.6 = ¢/, con €’
dos espinores de Weyl constantes. Vemos entonces que, dado que 0,6.8’ = 0, las variaciones
y se cancelan trivialmente, siendo entonces la accién invariante ante este tipo de
transformaciones.

Sin embargo, la accién es invariante frente a otra simetria, la cual es de caracter local y
se denomina simetria kappa. Cabe aclarar que la presencia de esta simetria no es casual ya que,
como se aclara en la seccién [1.1.2] esta simetria permite eliminar los grados de libertad fermiénicos

redundantes, de manera tal de que la teoria supersimétrica sea consistente. Consideremos una

variacion local de la forma
500 =Pl | §X™ = %éf " Pr! (B.7)

con P algin proyector y ! dos espinores de Weyl que dependen de las coordenadas de la hoja de

mundo. Teniendo en cuenta el cambio de signo en la variaciéon bosoénica, tenemos que

ap
68 =2 / d?oVh &P <5”h“ﬂ + s“eﬁ> 0507 (B.8)

Como se menciona en la seccién m en teorfa de cuerdas tipo IIA, los espinores 6! poseen
quiralidades opuestas, por lo que /67 = rlle’lﬂ Es posible formular este tipo de teorias en
términos de un tnico espinor de Majorana § = ! + 62, y andlogamente para . Por otro lado, en
teorfa de cuerdas tipo IIB, ambos espinores 6! poseen la misma quiralidad, por lo que es natural
definir un espinor de Weyl de la forma 6 = ' + i6?, y andlogamente para x. Vemos entonces que

la variacién (B.8) resulta
68 = 2/d20 h&EP (1 —-T)T"0,60 (B.9)

!Siendo C' el operador de conjugacién de carga, un espinor de Majorana satisface que § = 67 C. A su vez se puede
ver que CT™ =T™C.

2En esta expresién sélamente consideramos los términos cuadriticos en los campos fermiénicos 6.

3Recordar que s'' = —s2 =1y s'? =s?' =0
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donde se define

1P
D=3 Teslu o tipo 1IA (B.10)
r— 1 K 1B (B.11)
= . tipo

2vn

con K el correspondiente operador de conjugaciéon y I'ng = % [F',T'g]. Es facil ver que I es hermitico
. [ af
y que satisface I'? = 1. Ademdés, para pasar de (B.§) a , hemos hecho uso de que I'T# = Eﬁf‘a.
En este punto cabe aclarar que este anélisis fue realizado en signatura Lorentziana. En signatura
, . ) . i o i 0B
Euclidea, el operador I" adquiere un factor de i, es decir I'jjp = %%FMFH (T = %eﬁraﬁK).

De (B.9) vemos entonces que la variacién de la accién se anula si
P=1+T. (B.12)
La variacion més general del campo 6 es entonces
0 =(1+TI)k+e. (B.13)

La generalizacién de estos argumentos para el caso de espacios target curvos es un poco més
intrincada, por lo que no sera incluida en esta tesis. Sin embargo, mencionaremos que la trans-
formacion general del campo 0 esta dada por también en este caso. La diferencia principal
reside en que ahora ¢ ya no es un espinor constante, sino que es el correspondiente espinor de
Killing del espacio target (espinor covariantemente constante). Por otro lado, la definicién de I' es
completamente analoga a , con la salvedad de que ahora las matrices de Dirac involucradas
estaran definidas en términos del correspondiente vielbein.

Consideremos ahora una configuracién cléasica bosénica { X"}. Queremos evaluar si esta config-
uracién preserva alguna supercarga € de la teorfa. Dado que, a nivel clasico, los campos fermiénicos
f son nulos, entonces trivialmente 6. X" = §,X™ = 0. Para que la configuracién sea efectivamente
supersimétrica, es necesario que sea cero. Ahora bien, antes es necesario fijar el gauge de
simetria kappa. Esto dltimo consiste en imponer alguna proyeccién sobre 6 de manera tal que se

eliminen los grados de libertad redundantes. Definiendo el operador X tal que X2 = 1, imponemos

Mib=0 |, Mp=-(1+X). (B.14)

DO | =

En particular, estamos interesados en variaciones 96 fisicas, es decir, tales que el espinor resultante
siga cumpliendo la condicién de fijado de gauge . En general, una transformacién arbitraria
de supersimetria no cumplird con esta condicién y, por lo tanto, debe ser compensada con una
transformacion de simetria kappa, de manera tal que el campo 6 transformado siga satisfaciendo

(B.14)). Esto conlleva a que x pueda escribirse en términos de ¢, siendo este ultimo el tnico
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parametro libre una vez fijado el gauge. Especificamente, la condicién de que una variacién de 66

preserve el gauge implica que
M40 =60 = IT'Myik—M_x=M-_e. (B.15)
Notar que esta tdltima ecuacién se satisface si
k=—-M-_e. (B.16)
De esta manera, la variacién de 6 resulta

0=(1+T)r+e
=—(1+T)M_e+e
=M, (1-T)e (B.17)

En conclusién, las supercargas preservadas seran las que cumplen (1 —T')e = 0. Notar que esto
es consistente con el comentario hecho arriba. De hecho, dada una transformacién generada por
un espinor € tal que 6.0 ~ (1 —T')e = 0, es ortogonal al campo de accién las transformaciones de

gauge de simetria kappa, las cuales siempre actiian en el espacio complementario (6,0 = (1 +1T') k).

B.1 Espinor de Killing para AdS; x CP?

El espacio AdSy x CP3 puede obtenerse mediante una reduccién de Kaluza-Klein a partir de AdSy x
S7, la cual es una solucién maximamente supersimétrica de supergravedad 11-dimensional. Por
lo tanto, los espinores de Killing de AdS; x CP? serdn un subconjunto de los correspondientes a
AdS,yx ST, A su vez, los espinores de Killing para supergravedad 11-dimensional seran las soluciones
a las siguientes ecuaciones, provenientes de la variaciéon supersimetria del gravitino,

1
Ve + 5 (T = 85,0777 Fypr = 0, (B.18)

donde V, es la derivada covariante que contiene a la conexién de espin y p toma valores sobre
las 11- coordenadas. A su vez, denotamos con y* = e, I'" a las matrices de Dirac en el espacio

tangente, con el siguiente elfvein

eV = Lcosh pdt, el = Ldp, e? = Lsinh pdd,

e3 = Lsinh psind di) , et = Lda, e® = L cos % db,
eﬁstin%dQQ, 67:Lcos%sin01 deo, 68:Lsin%sin02dg02,

11 L 9 a .«
e’ =-3 (d¢+ A) e’ = Lcos ESIHE(CZX + cos 61 dp1 — cos by dgpg), (B.19)
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donde A fue definido en ([2.6)).
La 4-forma en la solucién 11-dimensional es proporcional al volumen de AdS, Fj, 6 = 6€u0p0+

reduciéndose (B.18)) a la siguiente ecuacién para el espinor de Killing
1
V€= 5’3/Fue, (B.20)

con 4 = 49914243, La correspondiente solucién de (B.21]) puede escribirse de la siguiente manera
[117]

e(x) = M(x) e, (B.21)
donde
M(z) = e%(ﬁ/’m—%)%l)e%(%/5—77"111)6972(’798—1—746)6—%’97116—572757
. 6*573%96*%47686%’%1e%‘/’Yoeg’lee%’st 7 (B.22)
con
201 +x +¢ —2p1 +x+¢§ 2p2 = x +¢ —2p3 —x +¢§
§1= 4 §o = -4 §3 = 4 §4 = -1 (B.23)

En (B.21)), el espinor constante €y posee 32 componentes y todas las matrices v en (B.22)) son planas.
Notar que las matrices multiplicando las fases §; en (B.22)), i.e. i9y11, iY57, 749 ¥ 968, POseen traza
nula, conmutan entre si, y al cuadrado dan la identidad. Por lo tanto, podemos escribir a ¢y en

una base en la que autovector del siguiente conjunto de bilineales

1YY11€0 = S1€0, 7Y57€0 = S2€0, 1Y49€0 = S3€0, 1Y68€0 = S4€Q , (B.24)

donde todos los autovalores s; son +1. Notar que estas matrices no son todas independientes,
debido a que, en 11-dimensiones, no hay matriz quiral, por lo que el producto de todas las matrices

gamma da lugar al operador identidad

YV11Y57V49768 = V0123456789711 = 1. (B.25)

Eligiendo las matrices de manera que g123456789711 = +1, vemos que los autovalores satisfacen al
vinculo s1s25354 = 1, por lo que sélo tres de ellos son independientes. Esto nos deja las siguientes

posibilidades para ¢

(+7 +) +7 +)a (+7 +7 ) _)7 (+7 Ty T +)) (+7 ) +7 _)7
(_7 +7 ) +)7 (_7 +7 +7 _)7 (_7 ) +7 +)7 (_7 Ty T _)7

Cada una de estas posibilidades corresponde a 4 espinores diferentes, los cuales a su vez pueden ser
clasificados en términos de los autovalores de vp1 y iv23. Genéricamente, escribimos a €y como en
(14.27]).

178



La reduccién a diez dimensiones se realiza compactificando en la direccién £. Por lo tanto, para
encontrar los espinores de Killing de supergravedad 10-dimensional tipo IIA, imponemos invarianza
ante traslaciones £ — & 4+ 0£. Ante este tipo de traslaciones, el espinor transforma como
R

1’7711+i’757+i’749+i768)60 ) (B.26)

e(z) — € (x) = M(z)e
Por lo tanto, la invarianza ante §¢ en (B.26)) se traduce a
S1+S2+83+54=0. (B27)

Esta condicién elimina los casos (+,+,+,+) y (—, —, —, —), implicando entonces que AdSy X cp?

preserva 3/4 de las 32 supersimetrias que se tenian originalmente en once dimensiones, es decir, 24

supercargasﬂ

B.2 Matrices de Dirac y generadores de SU(2)

En el analisis de supersimetria realizado en el capitulo [2| hicimos uso de la siguiente representacién

para las matrices de Dirac

o= ic QIRIRIRI, M=o QIQIRIRI,
Y2=03®0QIQIRI, Y3=03R0IxIx1,
Y4 =03R03R03R021, V5 =03R03R02IXI, (B.28)

Y6 =03RQ03Q03Q03Q02, Y1=03Q03R01QIRI,
Y8 =03R03RQ03R03R01, Y=03R03R03¥01KI,
en la cual Y91, Y23, Y57, Y49 ¥ Y68 son diagonales.

En particular, se puede ver que los indices s; que caracterizan los espinores en la teoria de
cuerdas estan relacionados con los pares antisimetrizados de indices de SU(4). Los generadores
Rg del algebra de Lie su(4) actian de la siguiente manera sobre el espacio de representacién
fundamental

RY15) = a5 |21) — 705 1) (B.29)
En particular, los operadores R%, R% y Rg conmutan entre si, y se identifican con el subalgebra de

Cartan de su(4) ﬂ En particular, los operadores R} pueden llevarse a la siguiente forma diagonal

N
PN,
N9
=
N

=

B.30)

4Este mismo andlisis muestra que AdSy X 57/erC también preserva 24 supersimetrias, excepto para k = 1,2. El

caso de AdSs x CP? se obtiene en el limite de k — oo.
®Notar que el generador R} no es independiente, ya que Ri + R3 + R3 + R = 0.
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Estudiando la accién de los generadores R{, R3, Rj y R} sobre las coordenadas z; del espacio
proyectivo, es posible ver que esta accién induce corrimientos en las fases &1, &, &3 v &4 respectiva-

mente, motivando entonces la siguiente identificacién
{R1, B3, B3, Ri} «— {#A71, 757, 119, 1768} (B.31)

Por lo tanto, se identifican los indices (si,s2,s3,s4) con los pares (I,.J) de una representacién

antisimétrica de SU(4). En general, la identificacién consiste en asociar un elemento ¢!’ a un
espinor €(51:52:58:54) de manera tal que sj y s; sean positivos. Por ejemplo, (13 < C(J“*’*’*),

¢ o () ete.

B.3 Supersimetria de las soluciones rotadas

En esta seccién estudiaremos la existencia de soluciones a la proyeccion de simetria x (2.30]) para la
familia bi-paramétrica de soluciones presentadas en (2.51)), las cuales dependen de dos pardametros

(a0, o). En particular, insertando la solucién (2.51) en la definicién del proyector de simetria s

(2.25)), tenemos que

;o ?
~ sinh? p+sin?é
[p’ sinh py31 + @' sinh p3 <cos %75 + sin %76) + p/sinf (cos %77 + sin %’yg> Y1
+6'sin 6 (cos %77 + sin %’yg> (cos %75 + sin %%‘)] Y11 - (B.32)

A diferencia del proyector I' que habfamos obtenido anteriormente (2.26)), vemos que ahora hay
una dependencia extra en «g. Sin embargo, esta dependencia se puede factorizar en términos de

una rotacién en los planos 56 y 78 en el espacio tangente

QQ

I = 67(1/2Fe(1/27 a 5

(v56 +78) - (B.33)

Por su parte, la matriz M’ luego de la rotacién toma la forma

M = 6%0 (Fya—9711) e% (Jv5 =711 +708+746) o — %0 (Ay11+757 =749 —68)

. e 1 (=579 —68) o 5N o T2 05723
22 (ya—v9711) — 20 (311 +y57—49—68)
—e1 Me™ s , (B.34)
donde M es la misma que se presenta en ([2.40).

Para evaluar M’ TV M’ , resulta conveniente juntar las dos exponenciales dependientes de «y

en una unica rotacién R
Dzo ~
R := et (ma—omitysetars) (B.35)
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y definimos las matrices rotadas
A=RAR'. (B.36)

Por ejemplo, para las matrices gamma rotadas se obtiene

~ cos @ + si ) 5 = cos ap si @
— - m — — —A~ — Sln —
V4 2’74 2’7: v 2’)/ 2747
- o L o - o e
= COS — Sin — = COS — — Sin —
Y9 279 2711 y 11 2711 279,
- o e _ o 4 a
= — — S1n — — — in —
V5 = COS 5Y5 — S 5% V6, = COS 576 S o5
a (6% « (0%
Jr=cosgyr—singys, s =cos o8 +sin g7, (B.37)

Notar que las siguientes combinaciones de matrices gamma permanecen invariantes ante la rotacion,

lo cual serd importante en lo que sigue

A1+ Vg = 4711 + 9
Y57 + Y68 = V57 + V68 5
VA5 + Fa6 = A5 + Va6

—¥r911 + Yos = — Y7711 + 798 » (B.38)
lo que implica que
M=RMR™ ' =M. (B.39)
Concluimos entonces que
M/I—DIF/M/P _ e%o(ﬁvn-i-“/m—mg—%s)R—IMEIFMPRe—%0(%/114-757—749—768) ) (B.40)

Por lo tanto, la ecuacién de supersimetria en la base rotada es esencialmente la misma para el caso
a = 0, por lo que concluimos que todas estas configuraciones son también 1/6 BPS.

Notar, sin embargo, que la base de autovectores que genera los espinores de Killing de estas
supersimetrias preservadas estd parametrizada por «g. Es decir que, a pesar de que todas las
configuraciones preservan la misma cantidad de supercargas, cada una preserva un subconjunto
distinto, dependiendo del valor de ag. A su vez, estos subconjuntos estan conectados por una
rotacion en el espacio espinorial. En este punto podemos preguntarnos si existe algiin subconjunto
comun a estos subespacios. Para ello, debemos buscar soluciones que sean invariantes bajo la
accion de la rotacién . Esto tltimo equivale a imponer la siguiente proyeccion sobre el

espinor constante
(972 — Y9711 + Y56 + ¥78) €0 = 0. (B.41)

Haciendo uso de esta condicién, podemos reescribir (B.41)) como
(1 — s984)(—y9y11 + Y78)e0 = 0. (B.42)
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Esta tltima ecuacion es satisfecha por espinores que cumplan con la proyeccién (1 + y57v68)€0 = 0.
Sin embargo, esta proyeccién no conmuta con las condiciones (2.29)). De hecho, se puede ver que

ambas proyecciones no poseen un subespacio comtun de soluciones.

B.4 Supersimetria del Wilson loop en presencia del defecto

B.4.1 Teoria de gauge

En signatura Euclidea, la realizacién mas general de un Wilson loop supersimétrico es de la
forma[201], 200]
W = trPexp{ ]{dT[z’Aua’t“ +y'®}, (B.43)

con las curvas z*(7) e y! () tales que &2 — 92 = 0, y el pardmetro de supersimetria satisfaciendo la
siguiente condicién

(iTV2, + p'yr)e(x) = 0. (B.44)
Las convenciones utilizadas aqui son las de N' = 4 SYM obtenida como reduccién dimensional
de N = 1 SYM en 10 dimensiones, por lo que las matrices I' son matrices de Dirac para el
espacio-tiempo 4-dimensional mientras que las matrices p actiian sobre los indices de simetria R,
i.e. SO(6), del espinor €(x). A su vez, las I' y las p anticonmutan entre si. El pardmetro espinorial

de supersimetria e(z) més general se escribe de la forma
e(r) = eo + "' yer (B.45)

donde €y y €1 son espinores constantes correspondientes a supercargas tipo super-Poincaré y super-
conformes respectivamente.

El Wilson loop considerado en el capitulo [4] posee la siguiente parametrizacion
(1) = (0, Rcos T, Rsint,L) y o' =|#(0,0,—siny,0,0,—cosx), (B.46)
por lo que es
R(—il' sinT + iT% cos 7 — p3sin x — pbcos x)e(x) =0, (B.47)

Esto debe satisfacerse para todo valor de 7, es decir que buscamos supersimetrias que estén glob-

almente preservadas. Por lo tanto se obtenemos las siguientes condiciones

sin T : —iTt ey = [R(sin xp® 4 cos xp®)T? +iLT' T3¢y ,
COST : iT2%eg = [R(sin xp® + cos xp®)I't — i LT?T®ey
1 (sin xp® + cos xp®)ep = [—iRI'T? — L(sin xp> + cos xp®)3ey ,
sinTcosT (%2 — (TH2)e =0,
cos? T (T2 +T'1r?%)e; = 0. (B.48)
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Notar que las ultimas dos lineas se satisfacen trivialmente. Ademds, es facil ver que estas condiciones
no son linealmente independientes entre si. Multiplicando la primera lineaa por I'? y la segunda

por 'l se puede ver que ambas lineas conducen al mismo resultado

iT' %€y = [~ R(sin xp® + cos xp°) — i LT T°T?ey ,
(sin xp® + cos xp®)eg = [—iRI'T? — L(sin xp* + cos xp®)I3]e; . (B.49)

Estas iltimas dos ecuaciones son en realidad equivalentes, lo que puede verse ya sea multiplicando

la primera por —il'?I'! o la segunda por (sin xp> + cos xp®), teniendo entonces que
€0 = —[iR(sin xp® 4 cos xp®)I''T? 4 LT3e, . (B.50)

Esta proyeccion implica que el operador preserva la mitad de la supersimetria de la teoria. En
particular, las supercargas conservadas serdn combinaciones de cargas super-Poincaré y supercon-
formes, pero nunca ambas por separado (a diferencia, por ejemplo, del Wilson loop recto). La forma

final para el espinor que genera estas transformaciones puede escribirse de la siguiente manera

eVL(zM(T)) = e+ ' (T)T e,

= —[iR(sin xp> + cos xp®)I''T?]e; + Rcos 7T e; + Rsin 7T2%¢; . (B.51)

Ahora bien, nos interesa evaluar bajo qué condiciones algunas de estas supercargas preservadas
por el Wilson loop pueden identificarse con las preservadas por el defecto, de manera que el arreglo
Wilson loop/ interfaz sea supersimétrico. En lo siguiente, seguiremos de cerca el anédlisis realizado
en [202] donde se estudian las simetrias de N' = 4 SYM preservadas luego de la insercién de este
tipo de defectos, debido a la presencia de la D5-brana en la descripcion hologréafica. Las supercargas

preservadas por la interfaz son las que cumplen la siguiente Condiciénﬂ

Pieg=€y y Prer=er,

1
con Pp= 5(1 + T30 p2p?). (B.52)

Para encontrar las posibles supersimetrias preservadas por el sistema completo, una vez insertado
el Wilson loop, debemos buscar soluciones de que simultdneamente satisfagan . Notar
que, cuando x = 0, el término que multiplica p? se cancela, por lo que ambas condiciones conmutan
y es posible encontrar soluciones, las cuales resultaran de aplicar el proyector sobre €. De
hecho, estas son las tnicas soluciones posibles. El sistema Wilson loop/ interfaz es entonces 1/4
BPS, y las supercargas quedan determinadas por la eleccién que hagamos de €1, el cual se toma

del conjunto de cargas superconformes preservadas por el defecto. La lista de cargas preservadas

SEn la notacién de 202, T* =y @ 1y p’ =~+°> @+'.
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por el defecto es la siguiente

AL DRF U1 1L1)-Q,
L.+ WL 1LT1).Q,
L LDeFU N LNLD.Q,
L.+ LLn.Q,
LN DSF ML LS,
&bt DS+ (1L T1).S,
G LS F L LTS,
L DS =ML L TS (B.53)

La notacién (1, 1), 1), 1), TJ) representa la base que utilizamos para descomponer los espinores
€0, €1, los cuales, al provenir de la reduccién dimensional de N'= 1 en 10 dimensiones, poseen 32
componentes (entre indices de Lorentz y de simetria R). Las primera dos entradas corresponden
a indices de Lorentz, mientras las tres restantes corresponden a indices de SO(6) (direcciones en
el subdlgebra de Cartan). Notar que las supersimetrias preservadas por el defecto no mezclan
super-Poincaré con superconformes.

Como se menciona arriba, las supercargas del sistema total estan parametrizadas por las posibles
elecciones para €; entre las cargas superconformes preservadas por la interfaz, las cuales correspon-

den a las tltimas 4 lineas de la lista (B.53))

LA DS F (1M b, 1).S,
(LA )S £ (114 L 1)-S,
LA 1 b )S F (11 1, 4)-S,
LAh L DS = (1L L1 1)-S (B.54)

Para cada linea arriba (junto con la correspondiente eleccién del signo), la correspondiente super-
carga preservada también por el Wilson loop estd dada por (B.51]).

B.4.2 Teoria de cuerdas

Ahora nos concentramos en las supersimetrias preservadas por la configuraciéon de cuerdas. Como
se explicpreviamente, las transformaciones de supersimetria estdn parametrizadas por un espinor
de Killing €, el cual es solucién de imponer la nulidad de la variacién del gravitino. Para AdSs x S°,
esta ecuacién toma la forma

1
Ve — 5’)/")/4Fm6 =0, (B.55)
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donde v = #0123 ¥ 7 son las matrices de Dirac planas en 10 dimensiones. Por otro lado, siendo
E¢, el correspondiente vielbein, las matrices de Dirac curvas son I'y, = E° ~;. La solucién a esta

ecuacion puede escribirse de la siguiente manera

¢
65’712
e(r) = 7 H(0,) (6_ + yet + tyoaes + T3y34€4 + re*mm’qu) , (B.56)

donde ey posee quiralidad positiva/negativa respecto de 7 y puede parametrizarse en términos de

dos espinores reales 11 y 12

er=0+7y)m e =0-7)n, (B.57)

donde H(0,) es la solucién a la ecuacién en el espacio interno. Para la solucién particular (B.56])

tenemos que

$
e2712
e(r) = 7 h(0) (67 +yey + w3734€4 + re—m”’mu) , (B.58)

junto con

h(B) = e (B.59)

Las cargas preservadas por una dada configuracion satisface la ecuacion de simetria x
(1-T)e=0, (B.60)

con el correspondiente proyector de simetria k

af XMH XM
r=° 80‘2\[‘95 T K, (B.61)
g

donde K es el operador de conjugaciérﬂ Introduciendo (B.58)) en (D.22)) y luego multiplicando por

_9 . y
Ve 2M2 obtenemos la siguiente ecuacién

(6*¢712f — 7‘/’)/12) r1(6) (—6*, + ye + x3ymael + re*¢712'yl4ei) =
(B.62)
=rh(0) (e, + yeq + w3y34€4 + re_¢712714e+) ,

donde
= (Y/v24 + @523 + my25) = 2 =9?%_y2. (B.63)

"Notar que, en nuestras convenciones, podemos tomar una representacién real para las matrices de Dirac junto co
la accién de K sobre los espinores

Key = £l Kel = Fes .

Con estas definiciones, el proyector de (B.61)) satisface las propiedades requeridas, a saber trI' =0 y I'? = 1.
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La dependencia temporal debe cancelarse independientemente, lo que conlleva a la siguiente relacién

- =\y- (r)2 — 72 €y + | T3+ C(TI)Q 2 ) 134 + m(T/)2 2 1456
r? 2 0
o _ vy
2 =2 (v — cy’v3a — myvyas) y12¢" ey

(B.64)

Es fécil ver que la parte independiente de 7 en (B.62) da lugar a la misma relacién. Notar que el
lado izquierdo de (B.64) es independiente de o, por lo que, por consistencia, lo mismo debe ocurrir

con el lado derecho. En particular, en el limite kK — 0o encontramos la siguiente condicién
€' = Rcos xyi2e4 + Rsin xyvioases + Lysacly , (B.65)

Mientras que, por otro lado, la ecuacién de simetria x para la configuracion de la D5-brana conlleva
a la condicién adicional [202] 203]

5 (L+73156) e =e. (B.66)

Notar que ambas ecuaciones no son compatibles para valores arbitrarios de x, siendo x = 0 el tinico
caso en el que se obtiene una configuracién de hoja de mundo/ D5-brana supersimétrica. Esto estd

de acuerdo con el anélisis de supersimetria realizado en la teoria de gauge.

B.5 Correladores supersimétricos

La variacién de supersimetria para un Wilson loop de la forma ([5.87) en N = 4 estd dada por la

siguiente expresién [201]:
SWr = trr P / dsW(iT"d, + p'ni|i|)e(x(s)) Wr . (B.67)
C

donde T'* y p' forman una representacion del algebra de Clifford para SO(3,1) (espacio-tiempo) y
SO(6) (espacio interno) respectivamente. En esta seccién se utilizan las convenciones de [120] para
estas matrices. Por lo tanto, la preservacién de algiin subconjunto de supercargas, impone ciertas
condiciones sobre la curva C' sobre la que estd insertado el operador. En particular, debe existir al

menos una soluciéon para la siguiente ecuacion
(i, + p'nilil)e(e(s)) = 0, (B.68)

donde €(x) es el espinor de Killing, generador de una transformacién general de supersimetria, y es

de la forma

e(r) = eo + 2T per, (B.69)
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con €y y €1 espinores constantes. En particular, una curva circular en el espacio tiempo preserva
la mitad de las supercargas, siempre y cuando el vector n; que determina la orientacién en el
espacio interno sea constante a lo largo de la misma. Las supercargas preservadas por este tipo
de operadores son combinaciones no triviales de cargas super-Poincaré (generadas por €p) y super-
conformes (generadas por €1), pero nunca ambas por separado.

Para un correlador de dos Wilson loops definidos sobre curvas C7 y (s, la variacién de super-
simetria es de la forma

5 (Wr,Wr,) = trr, P [ dsO(iT"i, + p'nl"|2])e(2(s)) Wr,
Ch

W, trm, P / dsT(i T, + pn@|i)e(a(s)). (B.70)
C2

Entonces, para que este correlador sea supersimétrico es necesario que se satisfagan simultdaneamente

las ecuaciones
(i D20, + p'nt g Je(wa(s) =0y (iDa0, + p'ni” ] Je(wa(s)) = 0. (B.71)

Hologréficamente, el vector n; es interpretado en términos de coordenadas sobre la esfera S°

[200]. En particular, estamos interesados en el caso en el que C; y C son curvas circulares

(1) 2)

coincidentes, y tanto n; ’ como n,” son vectores constantes ubicados en alguno de los polos de

la esfera S°. Explicitamente, consideramos x4 (s) = (0,coss,s,5ins,0), s, = £1 (a = 1,2) y
nga) = (r4,0,0,0,0,0) with r, = £1. La parametrizacién relativa entre las curvas circulares Cy y

Cy queda entonces determinada por el signo s, (s, = +1 que implica ambas curvas se recorren en
1 2

;. ymn,~’ son

coincidentes (r, = +1) o antipodales (r, = —1). En este caso, la condicién de supersimetria (B.71))

el mismo sentido y viceversa). Por otro lado, el signo r, determina si los vectores n

toma la forma
(—iT'sins + is 2 coss + rap1) (€0 + cos sI'tep + sy sinsI%e)) = 0. (B.72)

Es facil ver que estas dos ecuaciones, para a = 1, 2, se satisfacen simultdneamente para cualquier

valor del parametro s si imponemos las proyecciones
— i'1€0 + Sarqp1loer = 0. (B.73)

Encontramos entonces que si s1r; = saro, entonces ambos Wilson loops preservan el mismo sub-
conjunto de supercargas, por lo que el correlador resulta supersimétrico. Ademdas de la opcién
obvia r1 =73 y s1 = s9 en la que tanto las curvas como las orientaciones en el espacio interno son
idénticas, la ecuacién implica que r; = —rg y $1 = —s2 (orientaciones opuestas tanto en las

curvas como en el espacio interno) corresponde también a un correlador supersimétrico.
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Apéndice C

Correladores de una CFT y

coordenadas proyectivas

En esta seccion, repasaremos el formalismo mediante el cual podemos reescribir las funciones de
correlacion de una CFT en términos de las coordenadas de un espacio proyectivo de dimensién més
grande [204]. El grupo de transformaciones conformes en un espacio-tiempo d-dimensional puede
realizarse en términos de rotaciones en un espacio proyectivo (d + 2)-dimensional. En particular,
para el espacio Euclideo en d = 3, el grupo conforme es SO(1,4), por lo que trabajaremos en el
cono definido

X X =npX*XxB=o0, (C.1)

donde A,B = 1,2,...5 y nap = diag(1,1,1,1,—1). Dado que las X4 son coordenadas en un
espacio proyectivo, hacemos la identificacién ¢X4 ~ X4 para cualquier constante ¢ no nula. A
su vez, podemos relacionar las coordenadas del espacio-tiempo z# (1 = 1,2,3) con las del espacio

proyectivo de la siguiente manera
XK

T X4 X5

de manera tal que las transformaciones conformes actuando sobre z* son se traducen simplemente

(C.2)

M

en rotaciones de SO(1,4) sobre las coordenadas X A De esta manera, es facil ver que
1
XX = —§(X4+X5)(X’4+X’5)(:c—x')2. (C.3)

Los campos tensoriales en el espacio proyectivo quedan de esta manera intimamente relacionados
a los campos tensoriales en el espacio-tiempo 3-dimensional. En particular, un escalar ¢ en el

espacio-tiempo con dimensién conforme A se asocia con un campo escalar ® de SO(1,4) tal que

plz) = (X' + X5)20(X). (C.4)
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Por lo tanto, para un par de campos escalares de igual dimensién conforme, tenemos que

(X4 +X4)A(X/4 +X/5)A
(—2X - XA

1

= o (C.5)

($1(x)ga(a)) = (X* + XP)A (X" + X7)2(@1(X) @2 (X)) =

Hasta aqui, hemos mencionado funciones de correlaciéon calculadas en el vacio de la teorfa. Sin
embargo, la simetria conforme también restringe la forma de los correladores de doble bracket

definidos sobre un Wilson loop (2.66)). Ya sea para el Wilson loop recto o el circular, se tiene que

M — gy A0+ X)X + X ()
(@5 (r)of (@) = 7N G X sk, (o)

donde ¢! (z) = Cy(z)CI(z) y I, J, K, L toman valores 1,2 de aqui en adelante. Notar que en (C.6),
la tnica dependencia en A proviene del coeficiente =, i.e. esta funcién de correlacién no desarrolla
dimension andémala. Esta tltima afirmacién es valida en el caso de que la insercién preserve algunas
de las supersimetrias del Wilson loop. De hecho, este es el caso cuando se inserta C;(x)C?(z) y
Co(z)Ct(x), los cuales son considerados en (2.3)),([2-69) cuando M} = diag(—1,1, -1, 1)|]
Ahora evaluamos ((C.6) para una semirrecta y un circulo. Parametrizamos la semirrecta inmersa
en R? de la forma
(z', 2%, 2%) = (¢7,0,0), T € (—00,00), (C.7)

donde T se corresponde con el tiempo Euclideo en R x S2. En términos de las coordenadas proyec-
tivas ((C.2)), la curva se escribe como

(X1, X2 X3 X4 X°) = (1,0,0, —sinh 7, cosh 7) , (C.8)
y, de , obtenemos
(03 DO (i = 5 oL, ©9)
Para la curva circular en R? proponemos la siguiente parametrizacién
(z', 2%, 2%) = (0,cos 7,sin ), (C.10)
y, en términos de las coordenadas proyectivas,
(X' X% X3, X4, X%) = (0,cos 7,sin7,0,1), (C.11)
por lo que finalmente se obtiene
(B ) () eite = 120 (€.12)

2 —2cos(t— 1)

YEs facil ver que C3(z)C*(x) y Ca(2)C?(x) también satisfacen esta condicién.
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Apéndice D

Repaso de la solucién clasica para el

cusp general

En esta seccién repasamos la solucién clésica encontrada en [129] y el correspondiente espectro de
fluctuaciones para una cuerda en AdS; x CP? que, en la frontera, describe una linea con un pequefio

cusp geométrico ¢ e interno 6.

D.1 Solucién clasica

La métrica de AdSy; x CP3 es
ds® = R? (ds%g, + 4dstps) (D.1)
donde
dsid& = —cosh? pdt? + dp? + sinh? p (d¢2 + sin? wdgoQ) . (D.2)

En esta geometria, consideramos la acciéon de GS. Una vez fijado el gauge estético, la accién para
los grados de libertad bosénicos es del tipo Nambu-Goto. Tomando ¢ y ¢ como las coordenadas de

la hoja de mundo,

S = \/5 / d*o/det G, 0;X19; X" (D.3)

donde 1, v y 7,7 son indices del espacio de fondo y de la hoja de mundo respectivamente, G, es la
métrica del espacio de fondo y X* denota las coordenadas dela cuerda sobre este espacio.

El radio global p y la direccién de Killing ¥ en CP3, se proponen como funciones de la variable

p= p(tp) ’ U= 19(90) ) (D'4)

mientras que el resto de las coordenadas de la configuracién se consideran fijas. Los angulos de

cusp ¢ y 6 estan relacionados con la extensién angular de la cuerda en AdS y CP? respectivamente.
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A su vez, las cantidades conservadas asociadas a traslaciones en ¢ y ¢ son
sinh? p cosh p g 0,v cosh p

E=- : .
\/sinh? p+ (9,p)2 + (9,0)? V/sinh? o+ (,p)2 + (9,0)?

(D.5)

Notar que la condicién BPS (es decir que la configuracién preserve cargas super-Poincaré) es equiv-

alente a nivel clasico a tomar ' = £.J. Introducimos dos pardmetros

1 J

— - -2 D.6
p=%, 4=—p (D.6)
en términos de los cuales los dngulos de cusp pueden expresarse de la siguiente manera
2 4
P b 9 9 2bq 9
p=m—2 [H( k)—Kk }, 0 = —=K(k°), D.7
b /b4 +p2 b4 +p2 ‘ ( ) /7b4+p2 ( ) ( )
donde b4 k2 b? k? — k22
1-— 1— 2k —
2 — (2 ! ) , q2 _ ( y R ) . (DS)
b* +k b* +k
El limite de dngulo pequeno (¢,0 < 1) corresponde a p — 0o
m  w(3¢® —5) 5 mq | mq(¢* = 3) 5
_ =2 . D.
) P +0(p™), 0 PR +0(™) (D.9)

La accidn clasica para esta configuracion resulta

oy VO PP (02 +Dp? 2
S =TV2\ K(k*) — E(k D.10
cl bp pi +p2 ( ) ( ) ) ( )
donde T es un cut-off para la integracién en el tiempo. A su vez, la divergencia correspondiente a

p — o0 a sido eliminada mediante la regularizacion del volumen.

D.2 Espectro de fluctuaciones

En este punto resulta conveniente definir las coordenadas de la hoja de mundo 7 y o tales que

1+ b2
oS P =2 en?(o | k2)’ ( )

cuyo rango es
~K(k?) < 0 < K(k?), —00 < T <00. (D.12)

En estas coordenadas, la métrica inducida toma la forma

1— k2

2 _
. )

(—ah'2 + d0'2) , (D.13)

obteniendo la siguiente expresiéon para la curvatura escalar

k2
2 — _ 4 2
R 2(1+1_k2cn(alk)>. (D.14)
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En lo que sigue, para simplificar la notacién, no denotaremos la dependencia en k? para las
funciones de Jacobi.

Dado que hemos fijado el gauge estatico, no hay fluctuaciones en las direcciones longitudinales.
Definiendo los campos escalares (, para las fluctuaciones en las direcciones transversas (a = 1,...,8)

(ver [129)]), la accién cuadratica para los modos bosénicos resulta

1 g
Sy = 3 / drdo/g (97 0;¢a0;C + A ((805C7 — (705Cs) + MapCaa) (D.15)
donde
b4 o b2p2 _ p4 b4 o b2p2 o p4
My =2 P 7P 5 =2 PP D.16
M b2p2 cosh? p 2 b2p2 cosh? p ( )
b4 o b2 2 4
My="2 PP =345 (D.17)
4b*p® cosh” p
Mo — bt — b2p? — pt B 2(b% +1)(b% — p?) 5 b+ 2b%p? sinh? p + b%p? — p? (D.18)
7 b2p? cosh? p b2p? cosh? p cosh? p(b* 4 2b2p2 sinh? p — p2)2”’ '
M88 _ b4 o b2p2 - p4 B 3b2 N b4p2 (D 19)
b2p2 cosh? p cosh? p(b* 4 202p2sinh? p — p2) (b4 + 2b2p2 sinh? p — p2)2’ .
2/ —bh + 292 2./b2¢inh? » — 1/b2 2 ginh?
Mg = Mgy = \/ b—l—bp—:l))—p \/b sin p 2\/b + p?sin p’ (D.20)
pcosh” p(b* + 2b%2p? sinh” p — p?)
T2 /14 1202 1+ 12
24/b% + p2\/—b* +02p2 +p (D.21)

pcosh? p(b + 2b2p2 sinh? p — p2?)
Para los modos fermidnicos, se obtiene una accién cuadritica de tipo Dirac para las fluctua-
ciones. En la siguiente subseccién, escribiremos solamente las correspondientes expresiones en el

limite de dngulo geométrico e interno pequenos. A su vez, la condicién de fijado de simetria k es

de la forma
1

5 (1+Toln)6=0. (D.22)

D.2.1 Limite de angulo pequeno

Estamos interesados en el comportamiento de la funcién de particién a 1-loop en el limite en el que
tanto el angulo de cusp geométrico como el interno son pequenos. Estudiaremos ambos casos por
separado.

Primero consideremos un pequeno angulo de cusp geométrico ¢ < 1, mientras que el dangulo
interno sera nulo, i.e. 8 = 0. De , concluimos que # = 0 implica ¢ — 0. En este limite,
podemos expresar los pardmetros p y b en términos de k. Para pequenos valores de k, el &ngulo de

cusp geométrico también es pequeno,

¢* = m?k? + O(k*Y). (D.23)
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Para los modos bosénicos, la matriz de masas resulta diagonal, obteniendo los correspondientes

operadores de Klein-Gordon definidos en la métrica (D.13)) y con las siguientes masas
My =2,  Mgg=R?»+4,  M,=0, s=2,3,4,5,6,7 (D.24)

Por otro lado, para los modos fermidénicos se obtiene un Lagrangeano de Dirac con derivadas

covariantes definidas en la métrica (D.13]) y términos de masa de la forma

i
Mp = 7401 [(F4g —I's7 + F68) - 3F23] ) (D'25)

Ahora expandimos el espinor 10-dimensionales en una base tal que las matrices {il'49, i['57, i['ss, 123}
sean diagonales con autovalores {si, s2, 3,54} (s; = £1). Haciendo esta eleccién el Lagrangeano
se factoriza en ocho Lagrangeanos para espinores 2-dimensionales, para los cuales I'g; — 74 con
% la matriz gamma quiral. El fijado de simetria s es equivalente a tomar s4 = —s15283
y, evaluando (D.25|) para las ocho posibles combinaciones de {s1, s2,s3}, se obtienen dos modos
no-masivos, tres fermiones con masa quiral mp =1 y tres con mp = —1.

La funcién de particién a 1-loop resulta entonces

det*? (i7Dy) det®? (i3 Dy — #) det®/? (i3 Dy + )
det®/2 (—V2) det/2 (—V2 + R® + 4) det!/? (—V2 + 2)

Z1—loop = (D.26)

donde 4% son las matrices de Dirac curvas en 2 dimensiones para la métrica (D.13), D, son las

correspondientes derivadas covariantes, a saber

sn(o)dn(o) ¢

D, =0; , D, =0,, D.27
* 2cn(o) T ( )
y V2 representa el Laplaciano escalar
2
V2 = ;n_(;) (92 +92) . (D.28)

Notar que, en el limite de £ — 0, se reducen a operadores de Dirac y Klein-Gordon sobre AdSs,
por lo que resulta en la funcién de particién a 1-loop para una cuerda que describe una linea
recta en la frontera.

Ahora consideramos el caso de un pequeno dngulo de cusp interno § < 1, tomando a su vez

¢ = 0. Esto corresponde al limite p — oo con ¢/p y b/p fijos, a saber

g9__ % b _ 1 (D.29)
p Vi-k p J1-k?
Notar que, en este limite, k£ sera nuevamente el parametro pequeno que define la expansién para 6
pequeno, con la salvedad de que ahora k es imaginario puro. En particular, de se puede ver
que,

k= —62 /72, (D.30)
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Para los modos bosénicos se obtienen los correspondientes operadores de Klein-Gordon definidos
sobre la métrica (D.13]) y con masas

o o k2 . k‘2
My = Mgg =2+ 7=, M22—ﬁ7 (D.31)

M77:R(2)+2+%; Msszﬁa 5=3,4,5,6

Para los modos fermidnicos, el término de masa en el Lagrangeano de Dirac 10-dimensional es

de la forma

ilo1 dn(o) ) dn(o) ]
Mp = —— T'egs — I's7 + —=TI" — 3——=T . D.32
F 1 [( 6 — Dsr + —==5Tw N ( )

Nuevamente, podemos expandir el espinor 10-dimensional en la base que utilizamos para el cusp

geométrico, obteniendo el espectro de masas que se utiliza en el cdlculo de la seccién [3.1.4]
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Apéndice E
Expansiones para c # (

Para valores genéricos de m y ¢, las ecuaciones de movimiento (4.11]) para la configuracién de
cuerdas son de la forma

2

2 m yr
yy” +2 (r') + T m2y2—|—2(xg)2 =0, y"—2yr"— Tom? = 0, 2h+cy’=0, 60 =m, (E1)
sujetas a las siguientes condiciones de contorno
y(0)=0, r(0)=R, a230)=L, 0(0)=x, (E.2)
y el valor méaximo de la coordenada ¢ definido por
I~ 2/~ s ~ 1 _ T
y(6) —wey’(5) =0, (@) =0,  y(o) - —x3(6)=0,  6(3)=3. (E.3)

Este es un sistema complicado de ecuaciones diferenciales no lineales. Sin embargo, dado que la

solucién para ¢ = 0 es conocida, podemos expandir la solucién general en potencias del pardmetro

y(z) = yo(z) +cyi(x) + Pya(z) + O(c?),
r(x) = ro(x)+ cri(x) + ra(z) + O(3), (E.4)
z3(z) = w30(2) + cr31(z) + Arsa(z) + O(3),

obteniendo entonces un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Resolviendo en imponiendo las

condiciones de contorno orden a orden, se obtiene

yo(z) = \/1]—1?77712 sn (a?, ﬁ) ,
ro(z) = R dn (CE, Hﬁ) , (E.5)

30 =L,
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yi(2) = Lyo(a) [¢ — B(am(@, 17hz), 752))]
ri(x) = Lro(zx) [:U — E(am(z, ﬁ), 1+ﬁ))} , (E.6)
w31 (z) = —R? [x — E(am(z, 1), 1+#))] .

Para los ordenes dominantes y subdominantes, estas soluciones son exactas en m. Para ordenes

subsiguientes, las ecuaciones son més complicadas y el resultado se puede obtener expandiendo

para m grande

(o) = 5 (@) + oy (@) + O 7).
(o) =~ @)+~ (@) + O(m ), (E7)
rsale) = —al)(w) + oalf)(@) + O(m ),

encontrando

() = — % (R? + L?) (9sina + sin 3z — 12z cos ),

R
y§5) (z) = 198 [(95R2 +99L%) sinz + 82%(R? + 5L%) sinz — (R? + 3L?) sin 5z

—4z(25R* + 29L%) cos z + 16z(R? + 2L?) cos 3z — 2R*sin 3z] |

PO = - T r8e2(R?2 12) C17R? 1012 4+ 162 (R? + 2L2) sin 2z
2

64
+16 (R? + L?) cos 2z + (R* 4 3L?) cos4x] ,
r(z) = 5 (i < [—760R? — 872L? — x(382R? + 498L%) + 5122%*(R? — L*) — 80z (R* + 3L%) sin4x

+ 4(193R? 4 197L?) cos 2z + 19222 (R? 4 3L?) cos 2z — 8(R? — 13L?) cos 4x
—4(R? + 5L%) cos 6z + (191R? + 249L%) sin 22 + 42 (3R* + 118L?)sin 2z] ,

2
L
a:gl%(x) =— Rl—ﬁ (24 —sin2z)% |
2 () —ﬂ ((6 — cos 2z) sin? 2z — (26 sin 2z — 3sin 4z 4 422(7 — 2 cos 2z))) (E.8)
3,2 ~ 64 . .

A su vez, de las condiciones de contorno, tenemos que

. L\, o [m(R*+3L%Y)  w(R*-9L7) 6 5
z =K (Trmg) cL — ¢ [ G2 il +O0(m™°)| +0(c”),
mk L R? + L*
I _ = 2 i 2 _1 ) _1
SRV e Viem [EW) K ()
L3 L 2 2 3
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Apéndice F

Limite de prueba de la configuraciéon

de branas

Como se mencioné en la seccién 5.2} la geomtria bubbling de género uno posee dos pardmetros libres,
a saber, w1 y ws, los cuales estdn a su vez relacionados con los parametros de la representacién
del Wilson loop, o equivalentemente, el nimero de D3 y D5-branas que conforman la configuracién
back-reactante dual. En este apéndice se considera el régimen w; — oo, correspondiente al colapso
del segmento [e1, e2], en el cual la geometria se reduce a AdSs x S°[I71, [172].

Para ver esto, expandimos las funciones elipticas de Weierstrass para w; grande

2 3
w3 sinh <%>
w2z im imz
~ ——coth | — ] . F.2
C(Z) 12w§ + 2w3 <0 <2w3> ( )

En este limite, la dependencia en w3 es completamente artificial, y puede verse mediante un calculo
explicito que ninguna funciéon geométrica depende de este pardametro. De hecho, es posible de-
shacerse de esta dependencia mediante una transformacién holomorfa de las variables z, la cual,

precisamente por ser holomorfa, no altera la geometria. Especificamente, esta transformacion es de

la forma
1+i sinh(i+n+19)
z = @ log P .|UJ3.‘ - 5 (F3)
™ cosh 7o + 1 sinh(n +10)
bajo la cual las funciones hy y ho se reducen a
LQ
h1 = cosh(n+1i6) + c.c., F.4
1 1./35 (n ) (F.4)
L2
hy = = 95 Sinh(n +10) + c.c. (F.5)
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obteniendo entonces la métrica AdSs x S° como fibracién de AdSy, S2, S*
ds® = L* (cosh? nds? 4, + sinh? ndQ3 + dn? + d6? + sin® 0dQ3) . (F.6)

Por lo tanto, en este limite, el dominio fundamental de las funciones elipticas de Weierstrass se
mapea a la cinta semi-infinita descripta por 0 < n < ooy 0 < 6 < 7 (ver Fig. ). A su
vez, es facil ver que los puntos z = 0 y 2 = w3 se mapean a puntos antipodales (n = 0,6 = 0) y

(n=0,0 = ), respectivamente.

w
w3 2 0=
w1 — 00
ﬁ
0 w1 =0

n— o0

Figura F.1: Los puntos z = {0,ws} se mapean a § = {0, 7} en el limite w; — oo.
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Apéndice G

Contribucion de otros puntos

estacionarios

Por completitud, presentamos aqui la contribucién de los puntos estacionarios adicionales a (Wg, )R,
los cuales son subdominantes con respecto a los puntos estacionarios encontrados en la seccién [5.3.3

La primera integral es

1 z 1
2N
H /dz exp [— Py (,u%/dx\/ 1 — z2log(el'® — eM'®) + ,u%/dm\/ 1 —22log(et™ — 7)) (G.1)
T T
1 -1 z

z 1
A
+i M%ﬂ'/ dzv/1 — 22 + ,u%/dx\/ 1 — 22log(l — e H2¥tea—atimz) 4 %(ulz - cl)f)] )
1 ~1

Existe una segunda solucién a las ecuaciones de punto estacionario. Para ver esto, procedemos como
n [177], es decir, tomamos el limite de A grande antes de derivar las correspondientes ecuaciones.

Por lo tanto tenemos que
A
——)\ ,ulz/dacvl—xz—l—ul/dm:\/l—1:2—|—z,u17r/d:£ 1—:U2+?(,u1z—cl)f , (G.2)

obteniendo la siguiente ecuacién

z
3

’ul/dx 1- :1:2—|—z V1 —22+ ,ulfN

Hw

h\ By
—1

/dx\/l—a:Q—i—g,ulf:O, (G.3)

donde, en el lado derecho, hemos descartado el término proporcional a 5t, por ser subdominante
en el limite de A grande. Esta ecuacién es completamente andloga a la que se encuentra en [177],

y posee soluciones complejas tales que

Z1 =cosyy € C, (G.4)
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con 1 tal que

+v .
7r(f ) = 1)1 — cos iy sinhy . (G.5)
v
Evaluando la integral en este punto estacionario obtenemos la siguiente contribucién

<ng>g) X exp ( — %\f)\Re(ﬁsinM)?’ + Nclf) ,
= exp ( - %\f)\Re(ﬁsirnbl)?’ + k(14_y))\f> .

sub

(G.6)

Anélogamente, la segunda integral en ((5.124]), en esta aproximacién, posee un punto estacionario

de la forma

2 z 2 1 2 z
/ \/1—3:24—/“—;]”:/ \/1—x2+f+1/:0, (G.7)
T Jq s T Jq 1—-v

con soluciones parametrizadas por el angulo complejo 12, el cual satisface

W(E> = 1)y — cos g sin g (G.8)

1—v

obteniendo entonces
(2) 2N PR
(Ws,)r ~ exp(fg ARe(V1 — vsiniy) 7N7(01702)+N02f> ,

sub
= exp ( — z—JZ\F/\Re(\/l —vsiny)® — %V(f + 1))\> .

(G.9)
Finalmente, la contribucién de estos puntos estacionarios resulta
(Wa)R” ~exp ( - %ﬁ Re(v/vsingy)® + k“;”)v)
+exp ( - %ﬁRe(ﬂsin@)?’ - %(f + 1))\),
(G.10)

El calculo de estos puntos estacionarios adicionales puede extenderse facilmente al caso de una

geometria de género arbitrario g, sin embargo no se presentard en esta tesis.
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