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Introduccion

En el segundo libro del Organon de Aristételes, De Interpretatione, hay una observa-
cion que dice que las leyes logicas que ahi describe no se aplican a eventos futuros. Sin
embargo no fue sino hasta la década de 1920 que el filésofo polaco Jan FLukasiewicz publi-
c6 un trabajo (|33]) en el cual propuso extender la logica clasica agregando a los valores
de verdad {0, 1} el valor % para admitir la “posibilidad". Simultaneamente el matemaético
Emil L. Post introdujo la formulacion de sistemas n-valuados ([42]). Lukasiewicz presentd
en 1930 la logica Ry-valuada y Wajsberg probo en 1935 ([45]) un teorema de completitud
para la misma.

Moisil consider¢ las algebras que estaban relacionadas con la l6gica de Lukasiewicz. En
distintos trabajos present6 el dlgebra tres-valuada, cuatro-valuada, n-valuada y finalmente
lo generaliz6 para el caso infinito.

En 1998, Hajek introdujo las BL-algebras (ver [27]) para formalizar las logicas difusas
en las cuales la conjuncién se interpreta por t-normas continuas sobre el intervalo real
[0,1]. Estas algebras forman una variedad, que llamaremos BL. El interés por las BL-
algebras ha crecido mucho en los dltimos tiempos, debido que el sistema l6gico propuesto
por Hajek no cuenta con una buena teorfa de prueba. Por esto sus seménticas algebraicas
constituyen la herramienta fundamental para obtener resultados sobre la logica. Algunos
de los trabajos méas importantes sobre BL-algebras son: [14] donde Cignoli, Esteva, Godo
y Torrens probaron que la logica basica de Héjek es la logica de las t-normas continuas,
los trabajos [16] y [17] de Cignoli y Torrens en los que se estudia la descomposicion
de las BL-cadenas entre otras cosas, el trabajo [2] donde Agliando y Montagna estudian
propiedades de variedades de BL-algebras y el Capitulo VII de [18] en el que Busaniche
y Montagna presentan un resumen de los resultados conocidos para BL-algebras, entre
otros.

Por un lado las BL-algebras forman una subvariedad de reticulos residuados, las se-
méanticas algebraicas de las logicas subestructurales (ver [24] y [|41]). Esto permite que
para su estudio se utilicen resultados que valen en contextos més generales. Ademas, las
BL-algebras contienen importantes subvariedades, como son las variedad MY de MV-
algebras (ver [13]|), P de algebras producto (ver [15]) v G de algebras de Godel (ver
Capitulo IX de [18]). Cada una de estas tres subaviedades esta generada por una t-norma
distinta. La MV-cadena estandar [0, 1Jpv, en la que la t-norma es min(1,1 — z + y)
para cualquier par z,y € [0, 1]pv, €l dlgebra de Gédel estandar [0, 1]ag en la que la t-



4 Introduccion

norma coincide con el minimo, y la cadena producto estandar [0, 1]p en la que la t-norma
coincide con el producto usual. Estas variedades son escenciales a la hora de estudiar
BL-4lgebras puesto que toda t-norma continua es combinacion de las tres t-normas antes
mencionadas. Cada una de estas tres subvariedades ha sido estudiada en profundidad y los
resultados obtenidos sobre ellas son la herramienta mas utilizada para obtener resultados
sobre BL-4lgebras.

En esta tesis estudiaremos una subvariedad MG C BL generada por una tnica BL-
cadena dada por la suma ordinal del algebra [0, 1]pv v el hoop de Gédel [0, 1]g, es decir,
generada por

2 =10, 1]mv @ [0,1]g.

Aunque [0,1]g se puede descomponer como una suma ordinal infinita de algebras de
Boole de dos elementos (ver definicion de suma ordinal en los preliminares), la idea es
tratarlo como un tnico bloque. Los elementos de este bloque son los elementos densos de
la cadena generadora y los elementos de [0, 1]py se conocen usualmente como elementos
regulares de 2.

El punto mas importante de la tesis es dar una representacion funcional del &lgebra
libre con un nimero finito de generadores en M. La descripcion del algebra libre nos
permite tener una representacion de clases de equivalencia de términos del dlgebra. Esto

resulta de interés dado que las proposiciones, bajo equivalencia logica, forman un algebra
libre.

Dada su importancia logica, las algebras libres en distintas subvariedades de BL-
algebras ya han sido estudiadas. La representacion mas famosa es quizas la descripcion del
MV-algebra libre en término de funciones de McNaughton ([34]), esto es, la representacion
del MV-algebra libre en términos de funciones lineales continuas a trozos. También es
muy conocida la cantidad de aplicaciones de esta descripcion para obtener resultados
de la variedad de MV-algebras. Las funciones del 4lgebra libre con un ntimero finito de
generadores en la variedad de algebras de Godel se describe en el Capitulo IX de [18|.

El primer trabajo que dio una descripcion del algebra libre en BL fue realizado por
Montagna (|35]) para el caso de un generador. En la tesis de Simone Bova, ([8]) se da
una representacion funcional del dlgebra libre con un nimero finito de generadores en la
variedad BL. Para cada entero n > 0 escribiremos Freeg.(n) para referirnos a la BL-
algebra libre en n generadores. Los resultados de [8| se basan fuertemente en lo siguiente:
el algebra libre con n generadores en la variedad BL coincide con el algebra libre en la
subvariedad BL-algebras generada por todas las cadenas con exactamente n-generadores.
Esta subvariedad esta también generada por una tnica cadena, (n + 1)[0, 1]av, que es,
la suma ordinal de n + 1 copias de la MV-algebra estandar. Esto le permite caracterizar
la BL-algebra libre en n generadores Freegs(n) como el algebra de funciones

[+ D001y = [0, mv

generada por las proyecciones. Con estos resultados, en [8] v [3] se da una representacion
de la BL-4lgebra en términos de elementos de hoops de Wajsberg (subreductos de algebras
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de MV-algebras sin 1), organizadas en una estructura basada en particiones ordenadas del
conjunto de generadores y satisfaciendo ciertas restricciones geométricas. La descripcion
de las funciones en el algebra libre es recursiva y fuertemente dependiente de la cantidad
de generadores del algebra.

A diferencia de lo realizado por Aguzzoli y Bova en [8] y [3], la descripcion del dlgebra
libre en la variedad MG que pretendemos investigar tiene la ventaja que cuando el nimero
n de generadores del algebra libre aumenta la cadena generadora de la subvariedad Mg
permanece fija. Esto permite tener una idea clara del rol de los dos bloques principales
de la cadena generadora en la descripcion de las funciones en el algebra libre: el rol de
los elementos regulares y el rol de los elementos densos.

Para definir las funciones en esta representacion de Freepg(n) necesitamos descom-
poner el dominio

A" = ([0, 1mv @ [0,1])"

en un namero finito de regiones. Sobre cada region una funcion .# € Freepg(n) coincide
o bien con una funcion de McNaughton o bien con funciones del algebra libre en la
variedad de hoops de Godel (que definimos usando una base diferente a la que da Gerla
en [26]) del siguiente modo:

» Para todo z € ([0, 1]mv)", #(Z) = f(z), donde f es una funcion de Freepy(n).

Para el resto del dominio, las funciones dependen de esta funcion f : ([0, 1jpv)” —
[07 1]MV:

= Sobre ([0,1]g)™: Si f(1) = 0, entonces .#(z) = 0 para todo z € ([0,1]g)", ¥
si f(i) = 1, entonces % (z) = ¢(Z), para una funcion g € Freeg(n), para todo

1,
e ([0, 1]e)"™

Sean B = {Z5(1), ... To(m)} un subconjunto propio no vacio del conjunto de variables
{z1,...,2,} vy Rp un subconjunto de ([0, 1]av & [0, 1]¢)" donde z; € B si y solamente
si z; € [0,1]g. Para todo T € Rp definimos un nuevo punto & que esta en el borde de
[0, 1]}y como:

x; si z; ¢ B

1 si z;€B

» Sobre Rp: Si f(Z) < 1 entonces F(z) = f(Z), y si f(Z) = 1, entonces existe
una triangulacion regular A de f~!(1) A Rp que determina los simplices Sy, ..., S
y | funciones de Godel hy,...,h en n —m variables T;(41), ..., Tom) tales que
F(T) = hi(To(mt1)s - - - Ton)) Para todo punto (T(1), ... Lo ) en el interior de S;.
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Del mismo modo en que las funciones de Mc Naughton pueden ser descriptas como una
suma truncada de funciones mas sencillas, que se conocen como Schauder hats, existen
funciones MG-bésicas que permiten escribir cualquier funcion de Freepg(n) como un
producto de funciones MG-basicas.

La representacion que presentaremos para Freepg(n) nos permite dar una carac-
terizacion sencilla de los filtros maximales, primos y principales en esta algebra libre.
Veremos que existe una correspondencia entre los filtros maximales de Freepg(n) y los
puntos de [0, 1]}y, algo que resulta ser analogo a lo que ocurre con los filtros maximales
en Freeyy(n). Para describir los filtros primos utilizaremos esta caracterizacion ya que
todo filtro primo P en Freepg(n) estara contenido en un filtro maximal asociado a un
punto de [0, 1]}y v veremos que existen dos proyecciones de las funciones de P que dan
filtros primos en Freeyy(n) y Freeg(m), donde m es la cantidad de variables de T que
toman valores en [0, 1]g. Si Py es la proyeccion que da un filtro en Freeay(n) v Posz
es aquella que da un filtro en Freeg(m) se cumple que si P ; es un filtro propio entonces
Py es un filtro maximal en F'ree g (n), pero por otro lado, si Py es propio, entonces
Fg z es isomorfo a F'reeg(m), es decir, que no pueden ser filtros propios simultaneamente.
Probaremos luego que los filtros finitamente generados en Freep g(n) son principales.

Los filtros finitamente generados resultan de interés para el estudio de esta variedad
porque nos permiten estudiar las algebras finitamente presentadas. Estas algebras son
isomorfas al algebra de Lindembaum de teorias finitamente axiomatizables. Para estudiar
estas algebras definimos los MG™-poliedros sobre 2", que permiten extender a F'reepg(n)
algunos resultados de algebras finitamente presentadas en F'reey,(n) utilizando poliedros
racionales en [0, 1]}y

Finalmente, veremos que los resultados antes expuestos para Freepg(n) se pueden
extender a Freeys(n), el dlgebra generada por

S =1[0,1]mv @ H,

donde H es un hoop basico totalmente ordenado. Si uno tiene una representacion fun-
cional del algebra libre generada por H, Freey(n), veremos como puede ser descripta
el algebra Freeps(n). Las funciones pueden ser descriptas descomponiendo el dominio
S" = ([0, 1}mv @ H)"™ en un numero finito de regiones. Sobre cada region una funcion
F € Freeps(n) coincide o bien con una funcion de Freepqy(n) o bien con una funcion
de Freey(m). Los resultados sobre filtros y algebras finitamente presentadas también se
pueden extender a esta algebra.

La tesis estd organizada del siguiente modo: En el primer capitulo revisaremos al-
gunos conceptos bésicos sobre t-normas continuas, hoops y distintas subvariedades de
BL-algebras. Al finalizar este capitulo presentaremos la subvariedad MG, que sera la que
estudiaremos en la Tesis y daremos una caracterizacion ecuacional de MG como subva-
riedad de la variedad BL. En el segundo capitulo daremos una descripcion del dlgebra
libre Freeyg(n), presentando una forma concreta de construir las funciones del algebra.
Para esto repasaremos previamente algunos resultados sobre el algebra Freep,(n) y da-
remos una presentacion combinatoria del algebra Freeg(n). Las funciones del algebra
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libre Freeyg(n) quedaran totalmente descriptas a partir de las funciones de F'reepy(n)
y Freeg(n), y presentaremos al terminar el capitulo un subconjunto de las funciones
de Freepg(n), las funciones MG-basicas, que permiten describir todas las funciones de
Freeyg(n) como producto de funciones MG-bésicas. En el capitulo 3 daremos una des-
cripcion de los filtros maximales, primos y principales de Freepg(n). Para esto, recorda-
remos los resultados para filtros en Freepqy(n) y describiremos los filtros en Freeg(n).
El cuarto capitulo estd dedicado a las algebras finitamente presentadas. Como en los
capitulos anteriores, lo haremos primero en el algebra Freepy(n), luego en Freeg(n)
y utilizaremos estos resultados para describir las algebras finitamente presentadas en
Freeyg(n). Dedicaremos en este capitulo una seccion a los poliedros, en la que estudia-
remos los MG*-poliedros. El dltimo capitulo estara dedicado a generalizar los resultados
de Freemg(n) a Freepms(n) v a presentar el trabajo futuro. La tesis contiene ademas
un Apéndice donde incluimos una demostracion que es extensa, para no interrumpir la
lectura del Capitulo 2.






Capitulo 1

Preliminares

Como se mencion6 en la introduccion, en [27] Hajek introdujo las BL-algebras como
la contraparte algebraica de las logicas basicas y probd que estas algebras forman una va-
riedad de reticulos residuados. Méas especificamente, en [1] v [7] Agliano, Blok, Ferreirim
y Montagna probaron que las BL-algebras pueden ser caracterizadas como hoops béasicos
acotados. Y en [2] Agliano y Montagna probaron que toda BL-cadena puede descompo-
nerse como una suma ordinal de hoops de Wajsberg totalmente ordenados. Utilizando
esta descomposicion, en [3] y en la tesis de Bova ([8]), Aguzzoli y Bova presentan una
representacion del algebra libre Freess(n) en términos de elementos de hoops de Wajs-
berg, organizadas en una estructura basada en particiones ordenadas del conjunto de
generadores.

Repasaremos en este capitulo algunos de estos conceptos con mayor detalle, ya que
los necesitaremos en el resto de la tesis. En la dltima seccion presentaremos el algebra
generadora de la variedad MG que estudiaremos en la tesis y daremos su caracterizacion
ecuacional como subvariedad de BL.

1.1. t-normas continuas

Estudiaremos algunas nociones bésicas sobre t-normas, basados en [27].
Definicién 1.1.1. Una t-norma es una operacion binaria * : [0, 1]> — [0, 1] que satisface
las siguientes condiciones:

1. * es conmutativa y asociativa.

2. * es no decreciente en ambos argumentos, es decir, para todo z,y, z € [0, 1] se tiene
que

r<yimplicarxz<yxzyzxz<zxy,
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3. 1xx=xy 0%z =0 para todo z € [0, 1].

Una t-norma continua es una t-norma que es continua como aplicacion de [0, 1]* en
[0, 1]. Para toda t-norma continua se puede definir un residuo que satisface:

xx 2z <y siysolamente si x <z — .

Ejemplo 1. Los siguientes son ejemplos de t-normas continuas y sus correspondientes
residuos:

1. t-norma de Lukasiewicz: x +y = max(0,z +y — 1)
Implicacion de Lukasiewicz: x — y = min(1,1 —x + y),

2. t-norma de Gddel : x xy = min(z,y),
Implicacion de Godel :

Jy s x>y
x—>y—{1 siox<uy.

3. t-norma producto: xxy =z -y,
Implicacion de Goguen:

oyl si x>y
x—>y—{1 siox<uy.

Dada una t-norma continua %, en [27] Hajek present6 un calculo proposicional asociado
cuyos valores de verdad estan en el segmento real [0, 1], * es la funciéon de verdad de la
conjuncion (fuerte) y el residuo — de * es la funcion de verdad de la implicacion. Héjek
formulé axiomas logicos para BL y probdé que toda férmula demostrable en BL es una
tautologia en cada calculo proposicional asociado a una t-norma continua *. Para probar
la completitud de la logica Hajek dio una algebrizacion de BL, lo que dio origen a las
BL-algebras.

1.2. Hoops y BL-Algebras

Definicién 1.2.1. Un hoop es un algebra A = (A,*,—, T) de tipo (2,2,0), donde
(A, *, T) es un monoide conmutativo tal que para todo x,y, z € A:

l.z—>2=T,

2. zx(x —y)=y=*(y = x),

3.x—=(y—2)=(rxy) — 2
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Los hoops fueron estudiados en profundidad en [1], [6], [7] v [23]. Algunas propiedades
basicas de los hoops estan probadas en esos trabajos y las enumeramos en la siguiente
proposicion:

Proposicién 1.2.2. Sea A = (A, *,—, T) un hoop. Luego:

1. (A, %, T) es un monoide conmutativo residuado naturalmente ordenado, donde el
orden estd definido por x < y si y solamente si x — y = T y la residuacion es

xxy < zsiysolamente siz <y — z.

2. El orden parcial en cualquier hoop es un orden de semireticulos, donde
rAy=xx(x—vy),
para todo z,y € A.

3. Siz,y,z € A, son validas las siguientes propiedades:

r<y—ux,
r< (v —=y) =y,

)
)
)
)
)
Hr=—=2)=y—(r—2),
)
)
)
)

Definicién 1.2.3. Una BL-algebra basica o hoop béasico es un hoop que satisface la
ecuacion
(r—=y)—=2)x((y—x)—>2)—>2=T (1.2.1)
En todo hoop bésico A se puede definir la operacién V como
eVy=(z—=y) =y Ay — ) > ),

por lo que L(A) = (A,A,V,T) es un reticulo distributivo con elemento méaximo T.
Ademaés, todo hoop bésico satisface la ecuacion

(x—=y)V(y—z)=T.

Definicién 1.2.4. Una BL-algebra es un hoop basico acotado, es decir, un algebra
A = (A x,—, 1, T) de tipo (2,2,0,0) tal que (A,*,—, T) es un hoop basico y L es el
elemento minimo de L(A).
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Luego el conjunto B C A es el universo de una subélgebra de una BL-algebra A siy
solamente si T, 1 € By B es cerrado bajo x y —. Mas atn, si C C A es un conjunto
cerrado bajo las operaciones * y — tal que T € C, entonces C = (C, x, —, T) es un hoop
béasico.

Definicién 1.2.5. Si £ € N, un BL-término en las variables z1, x5, ..., z; es una ex-
presion que se define inductivamente mediante las siguientes reglas:

|, T,2,29,...,2; son BL-términos,

» si 7y y T» son BL-términos, entonces (7 % 73) y (71 — 72) son BL-términos.

Un término de hoops es un BL-término en el que no aparece el elemento L.

Llamaremos BL —term y H —term al conjunto de BL-términos y términos de hoops
respectivamente.

Para toda t-norma continua * la estructura ([0, 1], x, —, 0, 1) es una BL-algebra, donde
— es el residuo de *. Ademads, toda estructura de BL-algebra sobre el segmento [0, 1]
estd dada por una t-norma continua, pues la continuidad de * equivale a la condicion
rx(x—=y)=yx*(y —x) (ver [21]).

Sobre cada BL-algebra se puede definir la operacion unaria = (negacion) mediante la
ecuacion
—r=x— L.

La BL-algebra con un tnico elemento 1. = T se conoce como BL-algebra trivial.
Denotaremos por BL y BH a las variedades de BL-algebras y de hoops basicos respec-
tivamente. Estas son variedades de reticulos residuados, por lo que son variedades de
BCK-algebras (en [29] y [30] hay més informacion sobre BCK-4lgebras). En [28] se puede
ver que en ambas variedades el reticulo de congruencias es distributivo y conmutativo.

Sea A un hoop basico. Como vimos en la Proposicion 1.2.2, < define un orden (parcial)
sobre el reticulo L(A), es decir, si Va,b € A, a < bsiy solamente si a = aAby esto ocurre
si y solamente si b = a V b. Este orden se conoce como el orden natural de A. Cuando
este orden natural es total, A se dice que es un hoop béasico totalmente ordenado (o
BL-cadena si A es una BL-élgebra).

El siguiente teorema muestra la importancia de las Bl.-cadenas y se puede deducir
del Lema 2.3.16 de [27].

Teorema 1.2.6. Toda BL-dlgebra es producto subdirecto de BL-cadenas.

Mas atn, como las BL-algebras son hoops basicos acotados, el resultado anterior se
deduce del Teorema 2.8 de [1].
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1.3. Algunas subvariedades de las BL-Algebras

Algunas subvariedades de BL fueron estudiadas por ser la contraparte algebraica de
logicas conocidas. L.as M'V-algebras, por ejemplo, son las dlgebras asociadas a la logica
de Lukasiewicz, y forman una subvariedad de BL caracerizada por la ecuacién

/Ly =2

(ver [27]). En [13] y [36] hay méas informacion sobre estas algebras. Denotaremos por MV
a la variedad de MV-algebras y llamaremos MV-cadenas a las MV-algebras totalmente
ordenadas. Si A es una BL-algebra, consideremos

MV(A)={r € A:~zx =z}
Luego, MV(A) = (MV(A),-,—, L, T) es una MV-élgebra (ver [16]) que es subalgebra

de A y se conoce como la subalgebra de elementos regulares de A.

Ejemplo 2. Elintervalo unitario de los nimeros reales [0, 1] equipado con las operaciones
r-y=max{0,z+y—1} yx — y = min{l,1 — z + y}, forma una MV-dlgebra. Esta
MV-dlgebra [0, 1] prv = ([0, 1],-,—,0, 1) genera la variedad de todas las MV-dlgebras.

Las algebras de G6del forman una subvariedad de BL, que llamaremos AG y estan
caracterizadas por la ecuacion

x-x =2
Observacion 1.3.1. Las 4lgebras de Godel coinciden con las algebras de Heyting lineales.

Ejemplo 3. Elintervalo unitario de los nimeros reales [0, 1] equipado con las operaciones
x-y=min{z,y} y

oy s>y
x—>y—{1 siox <.

forma un dlgebra de Gédel. Fsta dlgebra [0,1]ga = ([0,1],-,—,0,1) genera la variedad
de todas las dlgebras de Gadel (ver los Capitulos VII y IX de [18] para mayor detalle).

Observacion 1.3.2. En la tesis denotaremos por [0, 1]ag al algebra de Godel estandar,
para distinguirla del hoop de Gédel que denotaremos [0, 1]g .

Otra subvariedad conocida de BL es la de las algebras producto y esta dada por
las ecuaciones

z ANz =0

(2= ((z-z2—y-2) = (r—y)) =1
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Llamamos LG a la variedad méas pequena de BL que contiene a MV y a AG. La
misma esta definida por las ecuaciones de BL a las que se les agregan las ecuaciones:

(@—=z-y) = (=20 VyVv(z—z-2)A(y—=y-y)) =1

(——z = x)V(r— (z-2)) =1

Por ultimo, llamaremos G a la variedad de hoops de Gdodel (subreductos de las algebras
de Godel en los cuales el 0 no es una constante en el lenguaje).

1.4. Sumas ordinales

Definicién 1.4.1. Sean A = (A,-4,—4, T) y B = (B, -5,—p, T) dos hoops tales que
AN B = {T}. Luego podemos definir la suma ordinal de A y B como el hoop A& B =
(AUB,-,—,T,), donde las operaciones - y — estan dadas por:

(2 -4y si x,y € A
) xz-py si x,y € B;
S ™ si. x € A\{T}, y € B; (1.4.1)
y si ye B\{T}, z €A
(2 =4y si x,y € A;
) z—=py si x,y € B;
TTYEN T si v € A\{T}, y € B; (1.4.2)
W si ye A xe€B.

Observacion 1.4.2. En [2] se puede ver que la suma ordinal de dos hoops es un hoop.

1.5. Descomposicién en elementos regulares y densos

Dada una BL-algebra A podemos considerar al conjunto
DA)={zxeA:-x=1}

Como esté indicado en [16], D(A) = (D(A),-,—, T) es un hoop bésico. Los elementos
de D(A) se conocen como elementos densos de A. Por otro lado, hemos definido el
conjunto

MV(A)={zx e A: -~z =z},

cuyos elementos llamaremos elementos regulares de A.
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En el Teorema 2.2.1 de [10] esta4 probado el siguiente resultado, que necesitaremos
mas adelante:

Teorema 1.5.1. Para toda BL-cadena A, tenemos que A = MV(A) @ D(A).

Como consecuencia del Teorema anterior, sabemos que todo elemento x de una BL-
algebra A puede ser escrito como producto de un elemento regular y un elemento denso.
Enunciaremos este resultado a continuacion, ya que lo utilizaremos mas adelante:

Corolario 1.5.2. Si x € D(A) entonces -—x = T y por lo tanto -—x — x = x, y que
siz € MV(A) entonces ~—x =x y ~—x —x=T.

Esto es lo que permite escribir a cualquier elemento de una BL-algebra como producto
de un elemento regular y un elemento denso:

r=(——z)- (7x — x).

1.6. La subvariedad MG

Estudiaremos ahora la subvariedad objetivo de la tesis, la variedad que llamamos
MG C BL generada por la suma ordinal del algebra [0, 1]yrv y el hoop de Godel [0, 1]g,
es decir, generada por

2 =[0,1]mv @ [0,1]c.

Esta variedad resulta interesante dado que contiene al dlgebra estandar [0, 1]amy v €l hoop
de Gédel [0,1]g (donde la diferencia con el algebra de Gédel [0, 1]ag es que el 0 no es
una constante del lenguaje), por lo que también contiene a todas las algebras de Godel
(las que pensamos como suma ordinal de la MV-algebra de dos elementos y el hoop de
Godel correspondiente).

Observacién 1.6.1. En algunas demostraciones de la tesis que involucran el dlgebra 2
necesitaremos distinguir entre el 0 de [0, 1]py v el 0 de [0, 1]g. Para hacerlo, denotaremos
por L ala constante 0 de 2 (que es el 0 de [0, 1]prv) cuando no quede claro por el contexto.
En los demés casos utilizaremos simplemente el simbolo 0.

Para definir la t-norma que genera esta variedad, observemos que el producto - : A% —
2A estara dado por:

mazx(0,z+y —1) si r,y € [0, 1mv;
min(x,y) si r,y € [0,1]a;

Ty = : :
T si xe0,1mv,y € [0,1]a;

Yy s1 y e [07 1}MV71” S [07 1]G
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o, en forma equivalente,

R maz(0,z+y—1) siz,y €0, 1]mv;
y= min(x,y) en caso contrario.

Graficamente, esto se puede representar como:

T-LyY Y

Pero para definir una t-norma, debemos definir una funcién con dominio en [0, 1]2.
Entonces, para hacer esto, definiremos una funcion f : [0,1] — A = [0, 1]y & [0, 1]¢
dada por:

f(l‘):{ 2x € [O,l]j\/jv S1 ¥ &€ [O, 21),

0 s 1 f [0,1],¢

Y su funcion inversa f': A = [0, 1jpv @ [0, 1]g — [0, 1] queda definida como:

F ) = { sixe[0,1]mv )\ {1};

si z € [0,1]q.

N8N8

+

N |

Componiendo estas funciones, tenemos entonces que la t-norma que genera esta va-
riedad es t : [0,1]* — [0,1] y esta dada por t(z,y) = f~'(f(z) - f(y)), es decir,

Hay) = maz(0,z+y—1) siz,yel0,3);
9= min(x,y) en caso contrario.

Observemos que esta variedad contiene a todas las algebras de Godel y todas las
MV-algebras, ya que existen inmersiones de las algebras estandar [0, 1jmy v [0, 1]g en el
algebra 2 generadora de nuestra variedad. Sin embargo, veremos méas adelante que no es
la menor variedad que contiene a las MV-algebras y las algebras de Gddel . Esa menor
variedad se llama LG y fue estudiada en [20].

Sin embargo MG no coincide con BL pues, por ejemplo, las algebras producto no
estan en MG. Para ver esto basta con ver que las ecuaciones que definen a las algebras
producto no se verifican en 2:
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» La ecuacion x A =z = 0 no se verifica si z € [0, 1jpv \ {0, 1}.

» La ecuacion (——z — ((z-2 = y-2) = (r = y))) = 1 no se verifica en [0, 1]g, pues
six >y > z, tenemos que:

—z—=((zzoy-2)=m(z—=y))=1=(z- 2=y -2) = (xr—y)
=(x-z—>y-2)—=(x—=y)
=(z—>2)—y
=1—=y
=Y

que es distinto de 1 si y € [0,1]e \ {1}

Luego las &lgebras producto no estan en MG y por lo tanto la variedad MG estéa
propiamente contenida en BL.

Ademas es imporante notar que MG contiene a LG, pero esta contencion es propia,
va que la ecuacion

(z—=z-y)=>(z—=0)VyV((z—z-2)AN(y—y-y)) =1

que por simplicidad abreviaremos por (%) no se verifica para x € [0, 1]pmv \ {1} e y €
[07 1]G:

FK)=(x—2)—= (z—=0VyV(r—=z-2)A(y—1y)
=1=>((z—=0VyV(r—zx- )
=1—-y
:y‘

1.6.1. Caracterizacion ecuacional

El proposito de esta seccion es mostrar que la contencion de MG como subvariedad
de BL se puede dar en términos de las ecuaciones que caracterizan a BL a las que le
agregamos la ecuacion

(~z = 2)? = (7w = ).

Para hacerlo seguiremos los resultados de las paginas 109 a 113 de [2].

Si MV"' y G denotan las clases de miembros totalmente ordenados de MV y G
respectivamente, denotaremos por

MY &g

a la variedad generada por {A @B : A € MV' B € G'}. Queremos caracterizar ecuacio-
nalmente la variedad MY @&t G.
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Sea {e; : 1 € I} el conjunto de ecuaciones que define MV como subvariedad de BL y
{d; : 7 € J} el conjunto de ecuaciones que define G como subvariedad de BH, es decir,
una MV algebra A pertenece a MYV si y solamente si los elementos de A satisfacen e;
para todo ¢ € I, y un hoop basico B pertenece a G si y solamente si los elementos de
B satisfacen las ecuaciones d;, para todo j € J. Para todo i € I, sea e; la ecuacion que
resulta de sustituir =——z por cada variable = en e;, y para todo j € J, d;- la ecuaciéon que
resulta de sustituir -——2 — x por cada variable x en la ecuacion d;.

. . ., / .
Ejemplo 4. Si e; es la ecuacion ——x = x, enlonces e, es la ecuacion ——(——x) = -,

. .. /! ..
Si dy es la ecuacion x - x = x, entonces dy es la ecuacion (——zx — z) - (—-—x — x) =
(m—x — x)

Sea V la subvariedad de BL-algebras caracterizada por las ecuaciones de BL-algebras
a las que les agregamos las ecuaciones {e; : i € I}U {d; : j € J}. Por el Corolario 77, una
BL-algebra A esté en V si y solamente si sus elementos regulares satisfacen las ecuaciones
e; para todo ¢ € I y sus elementos densos satisfacen las ecuaciones d;, para todo j € J.

Lema 1.6.2. V = MV ¢! G.

Demostracion. Sea C = A ® B, con A € MV' y B € G'. Tenemos entonces que para,
todo z € C se cumple que -—x € Ay =—x — = € B. Luego, C satisface las ecuaciones
e; para todo i € Iy d;- para todo j € J, por lo que MV &' G C V. Ahora sea C una
BL-cadena en V), es decir, una BL-cadena que satisface las ecuaciones e; para todo i € I
y d; para todo j € J. Por el Teorema 1.5.1, sabemos que

C = MV(C) @ D(C).

Como para todo x € MV(C) tenemos que =—x =z y MV(C) esta en V, obtenemos
que para todo i € I, MV(C) satisface la ecuacion e;. Luego MV(C) es una cadena
en MV. Por otro lado, como para todo x € D(C) tenemos que -~z — = = x, D(C)
satisface la ecuacion d; para todo j € J. Luego D(C) es un hoop bésico totalmente
ordenado en G. Por lo tanto C € MV &' G y por el Teorema 1.2.6 (ya que por el Teorema
de Birkhoff toda subvariedad de BL-algebras esta generada por cadenas) podemos concluir
que V = MY ¢t G. O

Siguiendo los argumentos de [2] en las demostraciones del Lema 7.1 y el Teorema
7.4, queremos probar que MG = MV @' G. Para esto necesitamos algunos resultados y
definiciones previos.

Dada una clase de algebras K, denotaremos por H(K), I(K), S(K) y P,(K) a las clases
de imégenes homomorfas, imagenes isomorfas, subalgebras y ultraproductos de algebras
de IC, respectivamente.

Los siguientes tres lemas son casos particulares de los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3 de [2].
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Lema 1.6.3. Dados dos hoops A y B, las subdlgebras de A & B son de la forma C& D,
para C y D subdlgebras (posiblemente triviales) de A y B respectivamente. Es decir,

S(AeB)={Ce®D: Ce S(A),De SB)}.
Lema 1.6.4. Si A y B son hoops, el conjunto de imdgenes homomorfas de A & B es
HA)U{A® C: Cec H(B)}.

Lema 1.6.5. Los ultra productos P,(A & B) consisten en dlgebras de la forma C& D,
donde C € IP,(A) y D € IP,(B). FEs decir,

P,(As B)={IP,(A)® IP,(B)}.
Lema 1.6.6.
ISP, ([0,1]pv @ [0,1]¢) = I(SP,([0, 1] pev) & SP.([0, 1] g)).

Demostracion. Utilizando los Lemas anteriores tenemos que

ISP,([0, 1y @ [0, 1]a) € L(SP.([0, 1av) @ SP.([0, 1e)).

Sean A € SP, ([0, 1]mv) y C € SP, ([0, 1]g). Luego, existe una inmersion de A en una
potencia [0, 1]{/U, para U un ultrafiltro de [0, 1}45y ¥ por lo tanto existe una inmersion
de A® Cen ([0,1]mv ®C) /U.

Si [0,1]&/V es la ultrapotencia de [0,1]g en la cual C esta inmerso, tenemos que
[0, 1]mv @ C esta inmerso en ([0, 1]mv @ [0,1]e)”/V. Luego, obtenemos que

A G C e ISP, (SP,([0,1]mv @ [0,1]g)) C ISP, ([0, av & [0, 1]e).
0

El Lema de Jonsson (ver [9]) establece que el reticulo de congruencias de MG es
un reticulo distributivo y luego si C es subdirectamente irreducible en MG entonces

C € H(SP,([0, 1]mv @ [0, 1]g)) y H(SP.([0, 1]mv @ [0, 1]g)) € MG.
Teorema 1.6.7. MG = MV & G.

Demostracion. Sabemos que MG C MV @' G. Sea A una BL-4lgebra subdirectamente
irreducible en MV @!G. Por el Teorema 1.2.6, A es una BL-cadena y por la demostracion
del Lema 1.6.2, A = B @& C, para B una subcadena de [0, 1]prv (basta con esto ya que
vimos que toda BL-algebra puede escribirse como la suma ordinal de sus elementos regu-
lares - y por lo tanto esa parte estard generada por una subcadena de la cadena estandar
[0, 1]pv ¥ sus elementos densos) y C una cadena en G. Claramente C es subdirectamente
irreducible. Como BH es una variedad congruencia distributiva, por el Lema de Jonsson,
C € H(SP,(B)). Luego por los Lemas 1.6.4 y 1.6.6 tenemos que

A € ISP, ([0, 1mv) ® HSP, ([0, 1]¢) € HSP, ([0, mv @ [0, 1]c) € MG.
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Corolario 1.6.8. V = M.

Por lo tanto, la variedad MG esté caracterizada como subvariedad de BL por las
siguientes ecuaciones:
(2 = 2)? = (-1 — 1)

—\—\(—\ﬁx) = —\—\,(L"

donde esta ultima ecuacion se satisface en toda BL-algebra.



Capitulo 2

Algebras Libres

2.1. Términos, Algebras de términos y algebras libres

La seccion 10 del capitulo II de [44], esta dedicada el estudio de los términos, alge-
bras de términos y algebras libres. Presentamos a continuacién algunas definiciones y
resultados basados en esa seccion que utilizaremos en este capitulo.

Definicion 2.1.1. Un lenguaje o tipo de algebras es un conjunto F de simbolos
funcionales tales que a toda funcion f € F se le asigna un nimero entero no negativo n.
Este entero se llama la aridad de f, y f se dice que es un simbolo funcional n-ario. El
subconjunto de simbolos funcionales n-arios de F se denota por JF,.

Definicion 2.1.2. Sea X un conjunto de objetos (distintos) llamados variables. Sea K
el tipo de algebras. El conjunto T'(X) de términos de tipo F es el conjunto mas chico
tal que:

1. XUF CT(X).
2. Sip,...,pn € T(X)y f €F, entonces f(p1,...,pn) € T(X).

Recordemos que en el caso de BL-4lgebras y hoops basicos, en el capitulo anterior
hemos llamado BL — term y H — term a los conjuntos de términos de las algebras
respectivas.

Definicién 2.1.3. Dados un término p(zq,...,z,) de tipo F sobre el conjunto X y el
algebra A de tipo F definimos una aplicacion p® : A — A como sigue:

1. si p es una variable x; entonces

pA(ar, ... a,) = a;

para ai,...,a, € A, es decir, que p® es la proyeccion sobre la i-ésima coordenada.
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2. si p es de la forma f(pi(z1,...,2,),...,pr(x1,...,2,)), donde f € Fi, entonces

pA<a17 cee 7an) = fA(p?(ab s 7an)> s 7pj]?(a17 s 7an))-
En particular, si p = f € F entonces p* = f# y diremos que p* es la funcién de término]
sobre A correspondiente al término p.
Observacion 2.1.4. Cuando el contexto esta claro, omitimos el superindice A.

Definicién 2.1.5. Sea K una clase de édlgebras de tipo F y sea Freey un élgebra de
tipo F que esta generada por X. Si para todo A € K y para toda aplicacion

a: X =5 A

existe un homomorfismo
b Freex — A

que extiende a « (es decir que f(x) = a(z) para todo z € X), entonces decimos que Freex
tiene la propiedad universal para K sobre X, que X es el conjunto de generadores
libres de Freex y que Freey esta libremente generada por X en K.

X

AN,

Freex

Lema 2.1.6. Supongamos que Freex tiene la propiedad universal para K sobre X. Luego
si tenemos A € K ya : X — A, entonces existe una unica extension [ de « tal que [ es
un homomorfismo desde Freex en A.

Demostracion. Esto se sigue de observar que el homomorfismo estd completamente de-
terminado por la imagen de los generadores. O]

El siguiente resultado enuncia que dado un cardinal m existe, salvo isomorfismo, a lo
sumo un algebra en la clase K que tiene la propiedad universal para K sobre X sobre un
conjunto de generadores libres de tamano m.

Teorema 2.1.7. Supongamos que Free}(l Y FT’€6§(2 son dos dlgebras en la clase K con

propiedad universal para K sobre los conjuntos correspondientes. Si | X;| = |Xs|, entonces
1 ~ 2

Freey, = Freey,.

Luego, dada cualquier clase K de algebras las algebras de términos, que surgen de
tomar las variables y los simbolos n-arios aplicados a las variables de la clase (ver [?]),
tienen la propiedad universal para K. Otro tipo de dlgebras con esta propiedad son las
que definimos a continuacién:
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Definiciéon 2.1.8. Sea K una familia de algebras de tipo F. Dado un conjunto de varia-
bles X definimos la congruencia 0 (X) sobre T(X) como

01 (X) = ) @ (X).

donde

O (X) = {¢ € Con(T(X)) : T(X)/¢ € IS(K)};
donde A € [S(K) siy solamente si A es imagen homomorfa de una subalgebra de algin
algebra de K.

Definimos la K-algebra libre Fx(X) sobre X como:

Fr(X)=T(X)/ =,
donde
X=X/=
y la relaciéon esta bien determinada porque estamos en una variedad que hemos caracte-
rizado ecuacionalmente.

Teorema 2.1.9. (Birkhoff).

Dado T(X) vale que Fy(X) tiene la propiedad universal para K sobre X.

La importancia de las algebras libres en logica se debe a su conexion con las algebras
de Lindembaum, como se puede observar en el siguiente lema:

Lema 2.1.10. Sea L una logica proposicional y sea V su semdntica algebraica. Luego el
dlgebra de Lindembaum de L es isomorfa a Freey(w), la V-dlgebra libre en una cantidad
numerable de generadores. Mds aun, el dlgebra de Lindembaum de las L-formulas escritas
sobre el conjunto {vy,...,v,} de variables proposicionales es isomorfo a Freey(n), para
cualquier entero mayor o iqual que 0.

Por este motivo el conocimiento de la estructura de las 4lgebras libres en una variedad
V permite entender la estructura de la légica cuya seméntica algebraica estd dada por
V. Tener una representacion concreta de las algebras libres es entonces una herramienta
importante para el estudio de la logica asociada.

Definicién 2.1.11. Diremos que un algebra A es un algebra genérica en una variedad
V (o que genera la variedad V) si

V = HSP({A}).

Una herramienta para construir representaciones concretas de algebras libres esta
dada en el siguiente Lema, que es consecuencia del Teorema 10.3 de [9]:

Lema 2.1.12. Sea A un dlgebra genérica para una variedad V. Luego, para cada cardinal
finito n, la V-dlgebra libre en n generadores es isomorfa a la subdlgebra de A4" generada
por las proyecciones (ay,...,a,) € A" — aq, para todo a < n.
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2.2. Freepmy(n)

La variedad MV de MV-algebras es la semantica algebraica de la logica de F.uka-
siewicz. Para comprender la estructura del dlgebra libre F'reenn(n) debemos estudiar
algunas propiedades béasicas de los poliedros racionales y su subdivision en triangulacio-
nes unimodulares. Esto se debe a que los poliedros racionales se pueden identificar con las
variedades algebraicas de las formulas de la logica de Lukasiewicz, y esta caracteristica
se vera reflejada en nuestra representacion del algebra Freeyg(n). Para estudiar estos
temas en mas detalle se puede leer el Capitulo II de [36].

Definicién 2.2.1. Dado n € N fijo, un punto ¥y € R" se dice racional si todas sus
coordenadas son nimeros racionales. Un hiperplano racional H en R" es un conjunto
H={z€R"| hx+...+h,r, =k} parah € Q" — {0} y k € Q (o equivalentemente,
para h € Z" — {0} y k € Z. Cuando k = 0 decimos que H es homogéneo).

Para un punto cualquiera § = (y1, ..., y,) € Q" escrito en forma irreducible denotamos
por den(y) al minimo comtn multiplo de los denominadores de sus coordenadas, y decimos
que den(y) es el denominador de y. El vector entero

§ = (den(y).y1, ..., den(y) .yn, den(y)) = den(y)(y, 1) € Z"

se llama la correspondente homogénea de y. Luego y es primitivo, esto es, minimal
(como vector entero no nulo) en el rayo () = {\g € R"™ | A > 0} = Rxy.

Para 0 < m < n, un m-simplex en R" es la capsula convexa T' = conv(vy, ..., Uy,)
de m + 1 puntos afinmente independientes en el espacio euclideo n-dimensional R™. Los
vértices vy, ..., v, estdn univocamente determinados por 7T'. Decimos que 1" es racional
si cada vértice de T es un punto racional. El conjunto vacio es el tinico —1-simplex (en
[13] v |36] hay méas detalles sobre estas definiciones).

Por un poliedro P € R" nos referimos a la uniéon de finitos simplices T; en R". Si
todos los T; son racionales, P se dice un poliedro racional.

Un complejo poliedral en R” es una familia finita (no vacia) I de poliedros convexos
cerrados en R" tal que las caras de cualquier P € K son miembros de K, y la interseccion
de dos poliedros cualesquiera P, () € K es una cara comin de Py (). Decimos que K es
un complejo simplicial si todos sus elementos son simplices.

Para cualquier poliedro o complejo simplicial C la unién de los elementos de C se
llama soporte de C y se denota por |C|. Decimos que C es racional si lo son todos sus
miembros. C' es una subdivision de C si |C'| = |C| y todo miembro de C es unién de
miembros de C’.

Si C es un complejo simplicial, C se dice que es una triangulacién de |C|.

Sea m € N. Dados vectores vy, ..., v € R™ definimos
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<1)1, ceey Us> = Rzovl + ...+ RZOUs-

Para t = 1,2,...,m, un cono simplicial racional t-dimensional en R es un
conjunto o C R™ de la forma:

o = Rzodl + ...+ Rzodt == <d1, ...,dt>,

para vectores enteros linealmente independientes dq,...,d; € Z™. Los vectores dq, ..., d;
se llaman vectores generadores primitivos de 0. Los mismos estan univocamen-
te determinados por o. Por una cara de o nos referimos a los conjuntos de la for-
ma (d;,...,d;.), donde {iy,...;is} C {1,...,t}. Diremos que la cara de o determina-
da por el conjunto vacio es {0}. Este es el tinico cono 0-dimensional en R™. Dado
k = 0,1,... y un k-simplex racional T = conv(vy,...,vx) C R", denotamos por T a
<1~)Q, ceey 6k> = RZO{}O + ...+ Rzgfik - Rn+1.

Decimos que T es el cono (simplicial racional) de 7. Notemos que dim/(T}) = k+1.

Definicién 2.2.2. m Seann € Nyt =1,...,n. Luego un cono simplicial racional ¢-
dimensional o = (dy, ...,d;) C R™ se dice unimodular si el conjunto {ds, ...,d;} de
sus vectores generadores primitivos se puede extender a una base del grupo abeliano
libre Z™ de puntos enteros en R".

» Un simplex racional T se dice unimodular si su cono T es regular.

= Diremos que A es una triangulacién unimodular de un poliedro racional P si P
es el soporte de A y todo simplex racional T" € A es unimodular.

Veamos ahora algunos resultados que permiten tener una representacién funcional de
las MV-algebras libres.

La MV-algebra estandar
[07 1]MV = <[07 1]7 D, 7, O>7

donde x @ y = min{l,z + y} y -z = 1 — x para todo x,y € [0,1], es generadora
de la variedad MV. Por lo tanto, sabemos que la MV-algebra libre en n generadores
Freepy(n) es la subélgebra de [0,1)%U" generada por las proyecciones, y equipada con
las operaciones:

(f@®g)(tr,....tn) =min{l, f(tr, ..., ta) +g(ts,... . ta)};
()t ety =1 — Ftr, .. t):
O0(t1, ..., tn) =0,
para (t1,...,t,) € [0,1]™

Sin embargo, esto no nos permite conocer la forma de los elementos de Freepy(n).
El Teorema de representacion de McNaughton da una caracterizacion de estas funciones.
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Definicion 2.2.3. Supongamos que Var(a) C {zy,...,x,}. Definimos una funcion f, :
[0,1]" — [0, 1], asociada a «, como:

1. si @ = x;, entonces f, es la i-ésima proyecciéon canonica.

falay, ... a,) = q
cona; € [0,1]y 1 <i<mn;

2. si a = —f3, entonces f, = fzg=1— fs;

3. sia = (8 — 7), entonces f, = fz — f, =min(l,1 - fz+ f,).
Definicion 2.2.4. Una funcion f : [0,1]" — [0,1] es una funciéon de McNaughton si
f tiene las siguientes propiedades:

1. f es continua con relacion a la topologia natural de [0, 1]™;

2. existen polinomios Ay, ..., Ay en n variables y de grado 1, con coeficientes enteros,
digamos

)\i(l’o, e $n—1) = b, + mipxo + ... + Mi(n—1)Tn—1,

con b;,my € Z, 0 <1 < n —1, tales que, para cada z = (zg, ..., z,_1) € [0,1]",
existe un indice j € {1,...,k} con f(z) = \;(z).

El siguiente resultado esta demostrado en forma autocontenida en [34]:

Teorema 2.2.5. El dlgebra Freepn(n) coincide con la MV-dlgebra de funciones de
McNaughton con las operaciones definidas como en 2.2.3.

2.3. Freeg(n)

Dado un término « de n variables en el lenguaje de hoops de G&del y un hoop
de Godel H la interpretacion de a en H, es la funcion ay : H" — H que surge de
interpretar cada conectivo en el término como la correspondiente operacion en el hoop.
Por comodidad denotaremos por « a la funcién ay cuando su dominio esté claro por el
contexto. Recoredemos que estas son las funciones de términos que definimos.

Teorema 2.3.1. Sean ay, ..., a, elementos de [0,1]g\ {1}. Luego la subdlgebra generada
por estos elementos y el 1 es el dlgebra que tiene n + 1 elementos: ay,...,a, y 1.
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Llamaremos Freeg(n) al algebra libre en n variables en la variedad de hoops bésicos
generada por los hoops de Godel.

El hoop basico
[07 1]G = <[Oa 1}7 e 1>7

donde
z -y =min{z,y}

_J oy stox>y;
x—>y—{1 siox<uy.

para todo x,y € [0, 1], es generadora de la variedad G de hoops de Godel.

Por lo tanto, sabemos que el algebra libre en la variedad de hoops basicos generada por
los hoops de Godel Freeg(n) es la subalgebra de [0, 1]2’1}‘; generada por las proyecciones,

y equipada con las operaciones:

(f-9)(tr, ... tn) =min{f(t1,...,tn),g(t1,...,tn)};

(f = g)(t,- - 1) :{ gl stn) B SlE )
para (t1,...,t,) € [0,1]™

En [25] v en el Capitulo IX de [18] se presenta una representacion funcional del
algebra libre generada por algebras de Gddel en la variedad BL. Sin embargo, nuestro
interés reside en estudiar el caso de los hoops de Gédel donde la diferencia fundamental
es que el elemento 0 no funciona como una constante en el lenguaje del algebra (en 18]
se hace un comentario para el caso de hoops). Para hallar la representacion funcional en
este caso, analizaremos el caso del algebra libre en un generador Freeg(1), luego en dos
generadores Freeg(2) y estudiaremos finalmente el caso general Freeg(n).

Freeg(1)

Con el objetivo de familiarizarnos con la notaciéon y con las funciones en Freeg(n),
comenzaremos describiendo en detalle las funciones de Freeg(1l) y Freeg(2), para pasar
luego al caso general.

Lema 2.3.2. Si«a es un término en una variable en H — term entonces oo 1)4(T) = x 0

apie(®) =1, para x € [0,1]¢.

Demostracion. Basta con ver que {z,1} es una subélgebra de [0, 1]g, v esto surge del
Teorema 2.3.1. O]
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Por lo tanto el algebra libre Freeg(1) esta conformada por las funciones:

f:0,1]g — [0,1]g dada por f(z) = =,

g:10,1]g — [0,1]g dada por g(z) = 1.

Freeg(2)

Para estudiar las funciones en el algebra libre en 2 variables debemos definir algunas
subdivisiones de [0, 1]?, teniendo en cuenta los posibles 6rdenes entre las componentes de
cada punto (z,y) € [0,1]%. Quedan determinadas tres regiones:

" Rocy = {(z,9) € [0, 1|z <y}
. Rm:y = {($,y> € {07 1]2‘1’ = y}

= Rycw = {(2,y) € 0,1y <z}

x>y

Como consecuencia del Teorema 2.3.1 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Sea a(z,y) un término de dos variables en H — term que evaluaremos
en [0,1]g. Luego la restriccion de oy, o las regiones Rycy, Ry y Ry<y s igual a x,y
o 1.

Ahora debemos probar la reciproca del Teorema anterior; es decir, si tenemos una
funcion f :[0,1]4 — [0,1]g tal que la restriccion de f a las regiones R,<y, Ri—y ¥ Ry<a
esigual a z,y o 1 entonces existe un término o de hoops de Godel tal que la interpretacion
de v en [0, 1]g coincide con f.

Para hacer esto construiremos términos cuya interpretaciéon nos de z o y en una de
estas regiones y 1 en las otras dos.
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Lema 2.3.4. Ezisten términos vi., y Vi<, cuya interpretacion en [0, 1]g es:

r st (T,y) € Reey

Yoy (T, Y) = (2.3.1)
1 en otro caso.

y si(7,y) € Reey
Vawy(T,Y) = (2.3.2)
1 en otro caso.

Demostracion. Para el primer caso basta con tomar 7;_, = y — , pues esto serd 1 si
y < x y x sobre la region R,,.

Para el segundo caso consideremos la interpretacion del término (y — z) V y cuya
interpretacion sobre [0, 1)% es:

y si(r,y) € Roey
(y =)V y)[O,lPG(l‘7 y) =
1 en otro caso

por lo que podemos tomar vy, = (y = z) V y. ]

De forma analoga se puede probar el siguiente lema:

Lema 2.3.5. Existen términos v,_, y ’yg@ cuya interpretacion en [0, 1]2G es:

TSt (l’,y) S Ry<r

Vyeu (T, Y) = (2.3.3)
1 en otro caso.

y 87; (.I', y) S Ry<m
Vo< (T, y) = (2.3.4)
1 en otro caso.

Finalmente, debemos encontrar el término correspondiente a la region R,_, (serd un
solo término porque aqui coinciden z e y):

Lema 2.3.6. Existe un término v;_, cuya interpretacion en [0, 1)% es:

r si(x,y) € Ryey

Voy(T,y) = (2.3.5)
1 en otro caso.
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Demostracion. Consideremos el término v, A7y, ., donde vy, v 7/, estan dados como
en los Lemas 2.3.4 y 2.3.5. La interpretacion de este término sobre [0, 1] es:

x sixF#y
(’Y:f<y A 7§<z)[0,1]é (I, y) =
1 siz=y

Tomemos ahora vi_, como vi_, = (vi., A vi.,) — &, cuya interpretacion sobre [0, 1]
es:

1 siz#y
((’7§<y A f}/yx<:p) - I)[O,l}é(x7 y) =
r siz=y

. S I
Finalmente, definamos v,_, = 7,—, = Yy = 1.
Ahora estamos en condiciones de probar la reciproca del ultimo Teorema:

Notacién 2.3.7. Dada una funcion f : A — By C C A, denotaremos por f[C a la
funcion f]C : C — B dada por:

para todo x € C.
Proposicion 2.3.8. Sea f : [0,1]4 — [0, 1]g una funcién tal que
flRicy=2 0 [lRocy=y 0 [lRicy=1
[1Ry=2 0 flRey=y o [lRe,=1
flRozy=2 0 [lRisy=y 0 [[Ryy=1,
luego existe un término vy en H — term tal que 14 (2,y) = f(x,y), para todo z,y €

0,1].

Demostracion. Como sabemos que f|R,<y, f|Rs—y ¥y f]Ry<s coinciden con z,y o 1,
utilizando los Lemas 2.3.4, 2.3.5 y 2.3.6 sabemos que existen términos que coinciden con
x e y en estas regiones y en el complemento dan 1, basta con tomar el término

Re Y r= Ry T
7 =G AL Ay,

Luego vj0,11¢ = f- O
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Por lo tanto el dlgebra Freeg(2) esta compuesta por funciones tales que su restriccion
a las regiones Ry, R, vy R;>, coincide con la proyeccion sobre una de las variables o
con la funcion que asigna la constante 1, es decir:

f[RﬂKy:x 0 fTRaKy:y 0 erac<y:1
Freeg(2) =< f:[0,1]g = [0,1]g: flRiey=2 0 flRemy=y 0 flRoey=1

f[Rz>y:x 0 erx>y:y 0 f{Rx>y:17

Freeg(n)

Con el objetivo de definir las funciones en el caso de n variables x1, . . ., x,, dividiremos
el dominio [0, 1]™ en distintas regiones. Para esto necesitamos algunas definiciones previas.

Definicién 2.3.9. Sean X' ... X" subconjuntos de {z,...,z,} tales que

s XiNXI=0sii#j
w X0AD Vi=1,...,7.

Definimos la cadena de Godel X = (X°W ... X°M)si X' ... X" son conjuntos
como los anteriores y o es una permutacion de {1,...r}.

Ejemplo 5. En la imagen a continuacion hay tres ejemplos de cadenas. La cadena 1 se
puede representar como ({x,y}), la cadena 2 es ({x},{y}) y la cadena 3 es ({x},{y},{z}).

{7}
|
v v}
xyl {x} {J;}
cadena 1 cadena 2 cadena 3
Observemos que a una cadena de Gddel X = (X°W ... X7(M) se le puede asociar un

subconjunto Rx del cubo [0, 1]" del siguiente modo:

z;=1x; si x;,7; € X°W paraalgink € {1,...,r}
<z si ;€ X°W 2, € XU parak <1
RX - x < [07 1]n . r
x; < X si x; € XU(T),J}]' ¢ U Xa(k)
k=1
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Ejemplo 6. En los siguientes ejemplos se pueden ver las regiones asociada a dos cadenas:
una en las variables x ey, que representamos en [0,1)* y otra en las variables x,vy, z, que
representamos en [0, 1]3:

) “

v {xy}

Como consecuencia del Teorema 2.3.1 tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.3.10. Sea oo € H — term un término en n variables que evaluaremos en [0, 1]%.
Para cada a € [0,1]g, tenemos que o bien existe un i € {1,...,n} appm(a) = m(a),
donde m; es la proyeccion sobre la i-ésima coordenada o bien 04[0,1]?;(&) =1.

Lema 2.3.11. Dado o € H —term un término en n variables que evaluaremos en [0, 1.
Si X = (X', ..., X") es una cadena de Gidel en las variables {x1,...,z,} y G,b € Rx,
entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. apap(a) = m(a) siy solamente si ooz, (b) = mi(b), donde m; es la proyeccion sobre
la 1-ésima coordenada, y

2. ajpapn(a) =1 si y solamente si a1y, (b) =1 .

Demostracion. Lo veremos por induccién en la complejidad del término .

Si a es de complejidad 0, entonces @ = x; v en ese caso a = m;, para algin i €
{1,...,n} o = 1. En ambos pasos se cumplen las condiciones 1 y 2.

Supongamos que las condiciones 1 y 2 son validas para términos con complejidad

menor que k y veamos que estas condiciones se cumplen para un término de complejidad
k.

Sea a un término de complejidad k£ > 0. Luego, tenemos dos posibilidades: a = ¢ — ¢
oa = 1-¢, con Py ¢ términos de complejidad menor que k. Para estos dos casos
consideraremos las distintas posibilidades, y solamente probaremos que a1y, (@) = m;(a)

implica a[o,ug(g) = m;(b) ¥ apap, (@) = 1 implica oz[owé(l_)) = 1, pues la reciproca sale en
forma anéloga.

Sia=1v— ¢:
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1. Si ajoyp (@) = mi(a) entonces por el Teorema 2.3.1 podemos tener los siguientes
casos:

a) Yoy (@) =1y oy (a) = m(a

):
que Yoy, (b) = 1y djo (b) = m(b), por lo que
04[0,1]3((_?) = Yo,1jp, (b) — ¢[o,1}g(7)) =1 — 7m;(b) = m(b).

b) ¢[0,1]g(7) =7;(a) y o (’) = m;(a), con 7T]( a) > m;(a): En este caso tenemos
por hipotesis inductiva que 1o 1z (5) =m;(b) ¥ dpap ( ) = mi(b). Pero como
a,b € Rx, y tenemos que m;(a) > m( ), se debe cumphr también que m;(b) >

mi(b), por lo que
ajoyz, (b) = Yo, (b) = dpo.upn, (b) = 75 (b) — m;(b) = m;(b).

2. Si a1y, (a) = 1 entonces por el Teorema 2.3.1 podemos tener los siguientes casos:

En este caso tenemos por hipotesis inductiva

a) Yo (@) = m(a) y ¢pay (@) = (@) con 7j(a) < m(a): En este caso tenemos
por hipotesis inductiva que @DOWG(Z;) = (5) y ¢071]G( ) = m;(b). Pero como
a,b € Rx, y tenemos que 7;(a) > m;(a), se debe cumplir también que 7;(b) >
7;(b), por lo que

Yoy, (0) = Py (b) = mi(b) — m;(b) =

04[0,1]G( )

b) Yz (a) = mi(a) y doz (@) = 1: En este caso tenemos por hipotesis inductiva
)
(

que jo,1] &( ) =m(b)y ¢[0,1]ré(1_9) =1, por lo que
b) = 1/1[0,1]2;(5) — qb[o,l]g(l;) =m(b) - 1=1.

c) w[O,l]’é(a) =1y qb[o,l]vé(c_z) = 1: En este caso tenemos por hipdtesis inductiva
que Y11, (b) = 1y ¢paz (b) =1, por lo que

0‘[0,1]’&;(6) :¢[0,1]"( ) — P02 ( ) =1—-1=1.

Qlo,1]7,

Sia=1-e:

L. Si ajo (@) = mi(a) entonces podemos tener los siguientes casos:

a) Yoy (a) =1y ¢pap (@) = mi(a): En este caso tenemos por hipotesis inductiva
0.1 (@ [0,
que jo,1] ’(’;( b)=1y ¢[0 1]G( ) = mi(b), por lo que

ajojz, (b) = Yoz (B) - Gy (b) = 1 - m5(b) = ms(b).

b) Yo (@) = mi(a@) y djop (@) = mi(a), con mj(a) > mi(a): En este caso tenemos
por hipotesis inductiva que o 1z, (b) = 7;(0) ¥ Bon ( ) = mi(b). Pero como
a,b € Rx, y tenemos que 7;(a) > mi(a), se debe Cumphr también que m;(b) >

mi(b), por lo que

apa (0) = Yoz (0) - Pz (0) = 5(b) - mi(b) = mi(b).
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¢) Yo (@) = mi(a) y ¢pay (@) = m;(a), con mj(a) > m(a): Este caso es andlogo
al anterior.

2. Si a1, (@) = 1 entonces podemos tener un tnico caso:

a) Yo (@) =1y Gz (@) = 1: En este caso tenemos por hipétesis inductiva
que Yoy, (b) = 1y djoz (b) = 1, por lo que

0,11y (B) = 7/’[0,1}&(6) : ¢[0,1}g(6) =1-1=1
O]

Las funciones que utilizaremos entonces en la representacion de F'reeg(n) estaran
dadas por proyecciones sobre las variables o que tomen el valor 1 sobre cada una de las
regiones dadas en el Lema 2.3.11. Sin embargo, hay una restricciéon en la libertad que
tienen las funciones de tomar valores en distintas regiones (esto fue notado en la Seccion
4.1 del Capitulo IX del Volumen 2 de [18], donde esté probado de otro modo el resultado
anterior, identificando las subcadenas comunes en la foresta). Para verlo definiremos las
subcadenas de Godel.

Definicion 2.3.12. Dadas dos cadenas de Godel Xy = (X{, ..., XT), Xy = (X3, ..., XI),
diremos que X; es subcadena de Xy sir < ¢y Xi = X paral <i<r.

Ejemplo 7. En el ejemplo 5, observar que la cadena 2 es subcadena de la cadena 3:

{z}

v} v

{x} {x}
cadena 2 cadena 3

Lema 2.3.13. Sean o un término en H — term en n variables y X7 y Xy dos cadenas
de Godel que tienen como subcadena a la cadena X = (X',...,X") (es decir, X; =
(XX XXy X = (XY X XS X)) Luego vale que

s, | Bx, (T) = 7;(Z), para todo T € Rx, y v; € Xt

sty solamente si

oy | Rx, (T) = mp(Z), para todo T € Rx, y 21, € X,

para todo t < r.
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Demostracion. Se puede probar este resultado haciendo induccién sobre la complejidad
del término «. Ademas, para cada caso debemos considerar las siguientes posibilidades:
que la evaluacion del término sobre una regiéon coincida con la proyeccion sobre una de
las variables que estan en la cadena X, o con una de las variables que no estan en X, o
que tome el valor 1.

Dado que esto nos lleva a considerar muchos casos, la demostracion es extensa. Por
ese motivo la dejamos en el Apéndice. O

Ejemplo 8. El siguiente es un ejemplo en Freeg(3) de dos cadenas con sus regiones
asociadas, y suponemos que un término « es tal que su evaluacion sobre las dos regiones
coincide con la proyeccion sobre la variable x.

VA VA

v 2

| o |
{z} , 9

4 X ) v} )

I ‘J" y | b ,s" y

{x} (x}
X X
Basados en el resultado anterior, dada una cadena de Gédel X = (X, ..., X") quere-

mos hallar un término ax € H — term tal que su evaluacion sobre la region Rx coincida
con z; € X"y 1 en el complemento de esta region (relativo a [0, 1]"). Para esto hallaremos
primero algunos términos que nos permitan comparar las variables que son iguales y las
que son distintas. Una vez que tengamos esos términos, construiremos el término general.

Definicion 2.3.14. Sea X una cadena de Godel tal que X = (X*!,..., X"). Para cada
i€ {l,...,r}, diremos que X’ es un eslabén de X.

Observaciéon 2.3.15. Dado que en la proxima demostracion podrian aparecer conjuntos
que resulten ser el conjunto vacio y sobre los cuales queremos tomar el infimo, conven-
dremos, como es habitual, que \ @ = 1.

Lema 2.3.16. Dadas n variables xq,...,x,, y m < n, el término
m—1
A{ar}, {em)) = /\ (Ti1 = i) = Tip
i=1

es tal que su evaluacion sobre [0, 1] nos da por resultado:

1 1 51T € Rigar},.. {em)):
oz<{x1}7_,_,{q;m}>[o,l]g(x) = /\ (@i w5 > 2401} en caso contrario.

=1
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Demostracion. Lo veremos por inducciéon en m.

Sim = 2, entonces v({z,},{z,}) = (T1 > T2) — T2, cuya interpretacion sobre [0, 1] es:

{ 1 81 % € Rigay) o))

O‘<{z1}»{x2}>[07118(j) ~ Y 2o en caso contrario.

Supongamos que el resultado es vilido para m < k y veamos que vale para m = k.

Vale que
a1} ofmr}) = Cfaer}rforad) N (Tr & 2p21) = 21).

Luego la evaluacion de o (s}, {z,}) sobre [0, 1] resulta:

1 Six € R({ml} ..... {ar_1})s ;
a L (7) =4 57 1 co contrari,
({1 {0 Nz 2 >z} en caso contrario. T en caso contratio.
i=1
Es decir,
1 SIT € Rigar}, far))s

_ k—1

(6% n|\T) = .
<{$1}:-..7{$k}>[07ﬂg< ) /\{5132‘4-1 Cx > Iz’+1} en caso contrario.

i=1

Por lo tanto, queda probado el Lema. O
Lema 2.3.17. Dadas n variables x1,..., 0, y rm < n, si X' = {xy,... 2, }, X? =
{Trii1s ey Ty by ooy X™ ={xp 11, 2, } son tales que X = (X1 ...  X™) es una

cadena de Godel entonces existe un término ax tal que su evaluacion sobre [0,1]s nos
da por resultado:

1 st x € Rx;
o (5’/’) Tm
n = .
X011 /\{xl} en caso contrario.
=1
Demostracion. Para todo i € {1,...,m} definimos el término
Xi(Tr g1y e @) = Ty 1 N ooy ATy,

donde tomamos 1y = 0. En el resto de la demostracion escribiremos simplemente y; para
referirnos a x; (., 411, .-, %y, ).

m—1
Tomemos ahora el término ax = /\ (Xi € Xit1) = Xit1-
i=1
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Aplicando el Lema 2.3.16 y considerando el cambio de x; por x;, que los da la variable
més chica en X', tenemos que la interpretacton de ax sobre [0, 1] nos da por resultado:

1 sir € Rx;
N\ Tm
axoy (T) = /\{xl} en caso contrario.
i=1
m
Lema 2.3.18. Dadas n variables x4, ...,x,, y m < n, el término

n

1=m-+1

es tal que su evaluacion sobre [0, 1]% nos da por resultado:

1 8 Ty < Tynt1y - - -y T

n
n — .
ﬁm[o,l}g /\ {xl ;< xm} en caso contrario.
i=m-+1

Demostracion. Lo veremos por induccién sobre n.

Si n = 2, entonces tenemos dos posiblidades:

1. Si m = 1, entonces tenemos que 51 = (3 — (z7 <> x2)) — T, cuya evaluacion
sobre [0, 1] es:

1 sixy < xo;

To en caso contrario.

51[0,1]?3(55) = {

2. Si m = 2 entonces B, = AND = 1.

Supongamos que el resultado es valido para n < k y veamos que vale para n = k.
Para esto consideraremos distintas posiblidades:

1. Sim < k — 1 entonces tenemos que el término 3, es de la forma:

1=m+1

por lo tanto, si utilizamos la hipétesis inductiva y evaluamos 3,, sobre [0, 1]& obte-
nemos:
1 Siil?m<$m+1,...7l’k,1; ]
3 (7) k—1 1 Sl T,y < T
k - . .
m[0,1]& /\{:}:Z DX > T} en caso contrario T en caso contrario.
=1
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Es decir,
1 S1 Ty, < Typaty - - -y T

_ k
z) = -
5m[0,1]g( ) /\{% Xy > Tt en caso contrario.
=1

2. Si m = k entonces tenemos que [, = NG = 1.

Por lo tanto queda probado el Lema. O
Teorema 2.3.19. Dadas n variables x1,..., Ty Yy T < n, si X' = {x1,..., 2, }, X? =
{Tristy ooy Ty by ooy XM = {20 1y, } SOn tales que X = (X', ..., X™) es una

cadena de Gadel entonces el término vx dado por

7x = ax A Br,.,

donde ax estd dado como en el Lema 2.3.17 y B, estd dado como en el Lema 2.3.18 es
tal que su evaluacion sobre [0, 1] da por resultado:

1 S1T E Rx;
x(7) = /\ {x:nyEXm}/\/\{x:xeXm}/\ /\ {r:z<yeX™} en c. c.
zeUpyt X el X
Demostracion. Es consecuencia de los Lemas 2.3.17 y 2.3.18. ]

Corolario 2.3.20. Dada una cadena de Godel X = (X', ..., X"), existe un término Bx
cuya evaluacion sobre [0, 1] nos da por resultado:

r, € X" st T € Ryx;
Bx(z) =

1 en caso contrario.

Demostracion. Basta con tomar el término fx = ax — x, donde el término ax esta
dado como en el Teorema 2.3.19, y observar que el minimo

/\ {IZ%ZQEXT}/\/\{$Z$EXT}/\ /\ {r:z<ye X"}
zeUiZ) X1 agJ7_, X

es siempre menor o igual que x, € X" en el complemento de la region Rx. O

Observacion 2.3.21. Si bien en los enunciados anteriores consideramos que las variables
estaban ordenadas de modo tal que z; < o, < ... < x,, estos resultados se pueden
obtener para cualquier orden de las variables, utilizando alguna permutacion adecuada.
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Estudiaremos las funciones generales en Freeg(n) en términos de las funciones ante-
riores pero para esto definiremos a partir de las cadenas de Godel la nocién de forestas.

Proposicion 2.3.22. Si X; y X, son dos cadenas tales que X; no es subcadena de X,
vy X3 no es subcadena de X;, entonces Rx, N Rx, = &.

Demostracion. Supongamos que Rx, N Rx, # &. Luego, existe un punto
a=(a,...,a,) €[0,1]"

tal que a € Rx, N Rx,.

Veamos, razonando por el absurdo, que X| = X3. Si no fuera asi podriamos suponer,
sin pérdida de generalidad, que existe un z; € X3\ X{. Luego, para todo z; € X, tenemos
que a; = a;. Pero para cada z; € X{, tenemos que a; = a;, para z; € X3 por lo que
debemos tener que a; = q; para todo z; € X7, lo cual contradice el hecho de que z; ¢ X;.

De modo analogo podemos ver que Xi = Xi parai=1,...,min{r, q}.

Supongamos que min{r,q} = r. Luego, debemos tener que X; es subcadena de X,
lo que contradice la hipotesis del enunciado.

Si, por el contrario, min{r, g} = ¢, entonces X es subcadena de X, lo cual es absurdo.

Por lo tanto, Rx, N Rx, = <. O

Definiciéon 2.3.23. Diremos que un conjunto de cadenas de Godel determina una foresta
de GOdel si ninguna cadena del conjunto es subcadena de otra cadena.

Ejemplo 9. La siguiente es una foresta de Gddel que contiene a las cadenas 1 y 8 del
Ejemplo 5:

{z}

{x} {v}

{x,y} {z} {v} {x}

Por otro lado, a cada cadena de Godel X = (XM ... X)) donde X!,..., X" son
subconjuntos disjuntos de {z1,...,x,} y 0 es una permutacion de {1,...r} le podemos
asociar una funcion fx de Freeg(n) del siguiente modo:

Z; siT € Rx, y T; € X
Jx = (2.3.6)

1 en caso contrario.
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En este caso tenemos que la funcion fx estd en Freeg(n) por el Corolario 2.3.20.

Observacion 2.3.24. Notemos que la cadena X depende de r y de o, por lo que f
depende de r y o.

Si Xy,...,X,, forman una foresta de Godel definimos la funcién asociada a esta foresta
como
m
f=N\rx-
j=1
Teorema 2.3.25. Una funcidn f : [0,1]g — [0, 1] g pertenece a Freeg(n) si y solamente
st existe una foresta de Godel X conformada por las cadenas Xy, ..., X,, tal que
m
=N\ rx,
j=1
Demostracion. Dada funcién f asociada a una foresta de Godel X conformada por las
k
cadenas X4, ..., X,,, podemos tomar el término o = /\ fx;, para subtérminos fx; dados
j=1

como en el Corolario 2.3.20 y tenemos que la interpretacion de « sobre [0, 1] coincide
con f.

Para ver la reciproca, supongamos que f € Freeg(n). Vamos a dividir el dominio de
f en distintas regiones, y luego asociaremos a cada una de esas regiones una cadena de
Godel que conformara la foresta. Dada una permutacion o de las variables {z1,...,z,}
y para k € {1,...,n}, consideraremos las regiones R contenidas en [0, 1] dadas por:

R = {@ € [0, 1]” o) = e = Qo) < oo < Qo(ppgl) = oo = ag(n)}.

Es decir, la region dada por los puntos en los que las primeras r; variables son iguales,
las ro variables siguientes son iguales, y asi contintian hasta las rp tltimas variables que
son iguales. Es decir, que la region R depende de o y las constantes r,..., 7.

Por ejemplo, dada una permutacion o, podriamos tener las siguientes regiones:

{@ S [0, 1]" ey = ... = ag(n)},

{d € [O, 1}” Dag(1) < Ag2) < ..o < CLU(n)},

donde son todas las variables iguales, o todas distintas, y también podemos tener grupos
de variables iguales.

Notemos ademéas que la region en la que todas las variables son iguales esta asociada
a todas las permutaciones o de las variables {xy, ..., x2}.
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Por lo visto en 2.3.11 sabemos que f | R es o bien 1 o bien la proyeccion sobre una de
las variables.

Si f| R = x; entonces asociaremos a R la cadena

XR = <{1‘0(1) =...= xa(n)}, ey {Z’U(,,.erl) = ...=Ti=...= Ia(rp)}>.

Si f| R =1 entonces asociaremos a R la cadena Xy = @.

Notemos que si tenemos dos permutaciones distintas o; y o9, que determinan las
regiones Ry y Ry, pero tales que Ry = Ry, entonces f[R; = f[Rs, por lo que tener
distintas permutaciones que determinan una misma regién nos dard siempre la misma
cadena de Godel asociada.

Ademéas podemos ver que estas cadenas son independientes, pues si X, v Xg, son
dos cadenas de las que definimos antes y son tales que Xp, es subcadena de Xp,, por la
forma en que fueron construidas, sabemos que Ry C R; v esto contradice el hecho de que
tomamos regiones independientes (en las cuales RN S = & para R, S € R, con R # 5).

Si representamos por R al conjunto de todos los subconjuntos de [0, 1] dados como
R por alguna permutacion o de {1,...,n}, tomaremos el conjunto

F:{XRZRER},

tenemos que F es una foresta de Godel y si definimos

f= N\ fxa

X peF
donde fx,, estd definido como en (2.3.6) cuando Xp es una cadena de Godel y fx, =1
cuando X = &, hemos probado que existe un m € Ny m cadenas de Godel X4,...,X,,
tales que
=N\ rx,
j=1
O

2.4. Freepg(n)

En esta Seccion estudiaremos el objetivo central de la tesis que es la descripcion
geométrica y funcional del algebra libre en la subvariedad de BL-4lgebras generada por

A =1[0,1]pmv @ [0,1]e

en n generadores. Basados en el Lema 2.1.12 sabemos que esta algebra, que llamaremos
Freeapg(n), serd la subalgebra de A*" generada por las proyecciones. Daremos una des-
cripcion explicita de las funciones de F'reepg(n), para lo cual comenzaremos estudiando
los casos con uno y dos generadores para tener una intuicion de la descripcion geométrica
de las funciones.
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Freeamg(1)

Estudiaremos en esta Seccion el dlgebra libre en un generador. Veremos que la descrip-
cién geométrica de las funciones asociadas dependera fuertemente de la descomposicion de
la cadena generadora en los bloques [0, 1]}y v [0, 1]&- Por esto recordaremos la definicion
de suma ordinal dada en 1.4.1 para nuestro caso particular:

Dados [0, 1]MV = <[0, 1], "MV, MV, 1> y [O, 1]G = <[0, 1], JeNuden 1> definimos la suma
ordinal de [0, 1]pmv ¥ [0, 1]g como el hoop [0, 1jmv @ [0, 1]e = ([0, 1jmv U[0, 1], -, —, 1,),
donde las operaciones - y — estédn dadas por:

Tomvy Sl z,y € [0, 1mv;
U JER! si z,y € [0,1]g;
L ™ sizel0,1mv \ {1}, ¥y €[0,1]g;
Y s1 /S [Ovl]G\{1}7 LS [Ovl]MV
T —=pmvyY si T,y € [0, 1]MV;
) x—oey sl x,y € [0,1]g;
TTYEY sio 2 e0,1mv \ {1}, y €0, 1]a;
W si y €10, 1]mv, x € [0,1]g.

Ademaés recordemos que si o es un término en BL — term que podemos evaluar
tomando agy : A — 2, podemos también evaluar el término en [0, 1]prv v tendremos una
funcion a [}, cuya imagen estard contenida en [0, 1]prv. Del mismo modo, podemos
evaluar el término en [0, 1]¢ y tendremos que la imagen estara contenida en [0, 1]g.

Estos resultados nos seran utiles para demostrar el siguiente lema:

Lema 2.4.1. Sean g una funcion de McNaughton en una variable y h una funcion de
Freeg(1) tales que g(1) = h(1) = 1. Luego la funcion

g(x) si xze€[0,1]pmy
F(x) = (2.4.1)
h(z) si z€][0,1]g

estd en Freepyg(1).

Reciprocamente, para toda .F € Freepmg(l) tal que F(1) = 1 existen una funcion
g de McNaughton en una variable y una funcion h de Gdédel en una variable tales que
satisfacen (2.4.1).

Demostracion. Dadas g y h funciones de McNaughton y Godel respectivamente, sabemos
que existen términos o« € MV —term y B € H — term cuyas interpretaciones en MV y
en Godel coinciden con g y h, respectivamente.
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Si consideramos ahora los términos ——a y == — 3, tenemos que al evaluarlos sobre
20 obtenemos:

a(z) st x€[0,1]mv
1 si ze[0,1]g

1 si x € [0, 1]MV
(=28 = Bla(z) =
Blx) si x€l0,1]a.

Consideremos el término

7= (~ma) - (8 = B)

Este término coincide con a en [0, 1]pv ¥ con 5 en [0, 1], por lo que su interpretacion

en 2l coincide con F(z) = { z((?) :i IxGE[FO, 11]]MV
y LG

Vimos que las funciones de esta forma estan en el algebra libre. Veamos ahora que estas
son todas las funciones tales que .# (1) = 1. Para esto, supongamos que .# € Freepyg(1)
y sean g = .F y h = % — %. Por el Lema ?7 tenemos que

(+ =) (" F = F) =7,
donde g es una funcién en Freey (1) y h es una funcion de Freeg(1).

]

Veamos ahora qué ocurre para el caso de las funciones tales que .# (1) = 0. Para esto
adoptaremos la siguiente notacion:

Notaciéon 2.4.2. Denotaremos por L a la funcion L : A" — 2 tal que L(z) = 0, para
todo z € A",

Lema 2.4.3. Sea o € BL—term un término en una tinica variable. Luego si a1y, (1) =
0 entonces ay(x) = L, para todo x € [0,1] .

Demostracion. Lo veremos por inducciéon en la complejidad de «.

Si « tiene complejidad 0 entonces o 1)y, (1) = 0 si y solamente si o = L. Luego
ag(r) = L para todo x € [0, 1]qg.

Supongamos que hemos probado el resultado para términos de complejidad menor
que k y sea « € BL —term un término en una variable de complejidad k. Luego tenemos
dos posiblidades:
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1. a= -7, con 8y~ términos de una variable de complejidad menor que k: en este
caso si a1y, (1) = 0 entonces B 1)y (1) = 0 0 Yo,1)0y (1) = 0.

Luego, por hipétesis inductiva tenemos que para todo = € [0,1]g, Su(z) = L o
~ya(z) = L y por lo tanto

ag(z) = Balz) - yalr) = L.

2. « = 3 — 7, con By v términos de una variable de complejidad menor que k: en
este caso la unica posibilidad para que se cumpla que g1}, (1) = 0 es cuando

5[0,1}MV(1) =1ly 7[0,1]Mv(1) = 0.
Pero por hipotesis inductiva, esto implica que yy(z) = L, para todo x € [0, 1]g-
Ademas, como [0, 1]g es una subdlgebra cerrada de 2 tenemos que para todo = €
[0, 1]@, Bu(z) € [0,1]e-
Por lo tanto, utilizando la definicion de las operaciones en la suma ordinal, se cumple
que
ay(z) = Pa(z) = ya(z) = L.
O

Lema 2.4.4. Si g es una funcion de Freeyy(1) tal que g(1) = 0, entonces la funcion

g(x) si x€l0,1pmv
F(z) = (2.4.2)
0 si zel0,1]g

estd en Freepmg(1).

Reciprocamente, si F € Freeapmg(l) es tal que F(1) = 0, veamos que eziste una
funcion g € Freexy (1) que satisface 2.4.2.

Demostracion. Dada una funcion .Z en Freepg(l), si g € Freean(1) es la restriccion
de Z a [0, 1]mv, sabemos que existe un término « cuya interpretacion sobre [0, 1]yv
coincide con g.

Ahora, por el Lema 2.4.3, la evaluacion del término « sobre 2 es:
g(x) si x€[0,1]mv
ay(z) =
0 si ze[0,1]a

Es decir, que coincide con % sobre 2.

Para ver que estas son todas las funciones tales que #(1) = 0, se puede proceder
como en la demostracion del Lema 2.4.1. O

Por lo tanto, hemos descripto todas las funciones que estan en Freepg(1).
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Freeapg(2)

Recordemos que la generadora de la variedad con la que estamos trabajando es el
algebra
A = [0, 1]MV ©® [0, 1]G

Para comprender el comportamiento de las funciones del algebra libre en dos variables
en la variedad estudiaremos el comportamiento de cada funcion .Z : A% — A en esta
algebra separando en partes su dominio: [0, 13y, [0, 1]&, [0, mv % [0,1]g, v [0,1]g x
[07 1]MV

Luego el dominio queda dividido en cuatro regiones que graficaremos como siguen:

() 1]1\,1\{ X {U l]G [U lG X [U lG

[() 1iNIV X U 1]1\;1\; [U HG X [U 1]1\;1\}

Dado o € BL — term un BL-término en dos variables, sabemos que ag coincide con
una funcién .# € Freeapg(2). Claramente tenemos que

gy [[0,1]12\,“, =7 ho,ugw = f € Freeymy(2).
El comportamiento en las restantes regiones depende fuertemente de la funcion f.

Como veremos en la Proposicion 2.4.5, si .#(1,1) = f(1,1) = 1, entonces existe
g € Freeg(2) tal que
F oz =9 € Freeg(2),

Qg [[0,1]2G =

ysi Z(1,1) = f(1,1) = 0, entonces

Qg T[0,1]2G =7 f[o,ug = 0.

Veamos ahora c6mo resulta la evaluacion de un término o € BL — term sobre [0, 1]%:
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Proposicion 2.4.5. Sea «o(z,y) un BL-término de dos variables que evaluaremos en 2.
Vale que:

= Si age(1,1) = 1 entonces existe g € Freeg(2) tal que agyz(a,b) = g(a,b) para todo
a,be 0,1, g € Freeg(2).

» Si age(1,1) = 0 entonces agyz(a,b) = 0 para todo a,b € [0, 1]g.

Demostracion. Lo veremos por inducciéon en la complejidad del término «.

Si a es un término de complejidad 0, entonces hay cuatro casos para considerar:

1. Si a(z,y) = 0, entonces agz(a,b) = 0 para todo par (a,b) € [0, 1]%.

2. Si az,y) = x, entonces agz(1,1) = 1 y age(a,b) = a por lo que agz(a,b) = g(a)
para g(z,y) = x € Freeg(2).

3. Si a(z,y) = y, entonces agz(1,1) = 1y age(a,b) = b por lo que age(a,b) = g(b)
para g(z,y) =y € Freeg(2).

4. Si a(z,y) =1, entonces agz(a,b) = 1 para todo par (a,b) € [0,1]% y la funcion que
es constante igual a 1 es una funcion de Freeg(2).

Asumamos que probamos el enunciado para todos los términos que satisfacen la hi-
potesis cuya complejidad es menor que £ > 0. Sea a un término de complejidad k& > 2.
Debe ocurrir alguno de los siguientes casos:

1. a=¢ -1, con ¢ y ¢ términos de complejidad menor que k.

2. a= ¢ — 1, con ¢ y Y términos de complejidad menor que k.

Para cada uno de estos casos consideraremos las dos posibilidades del enunciado:
agz(1,1) =1y age(1,1) =0:

1. = Sia= ¢, conayz(l,1) =1, entonces la tnica posibilidad es que ¢g2(1,1) = 1
y ¥gz2(1,1) = 1. En este caso, por hipotesis inductiva tenemos que ¢gyz(a,b) =
g1(a,b) € Freeg(2) y ¥g2(a,b) = ga(a,b) € Freeg(2), por lo que agz(a,b) =
daz(a,b) - Yee(a,b) = g1(a,b) - g2(a,b) € Freeg(2) por ser el dlgebra Freeg(2)
cerrrada bajo la operacion -.

» Sia= ¢, conal, 1) =0 entonces tenemos que considerar tres posibilidades:

e Si ¢Pgz(1,1) = 1y wge(1,1) = 0 tenemos por hipotesis inductiva que
doz(a,b) = gla,b) € Freeg(2) vy vgz(a,b) = 0, para todo par (a,b) €
[0,1]4, vy por lo tanto agz(a,b) = dyz2(a,b) - ¥ee(a,b) = g(a,b) - 0= 0.
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o Sig2(1,1) =0y 1y2(1,1) = 1 tenemos un caso analogo al anterior.

o Si ¢gz(1, ) 0y wee(1,1) = 0 tenemos por hipotesis inductiva que
bz (a,b) = 0y Uge(a,b) = 0, para todo par (a,b) € [0, 14, y por lo tanto

agez(a, b) = dgz(a,b) - yz(a,b) =0-0=0.

2. = Sia = ¢ — 1, con age(1,1) = 0, entonces la tnica posibilidad es que
Gaz(1,1) = 1 y g2(1,1) = 0. En este caso, por hipotesis inductiva tene-
mos que ¢gz(a,b) = g(a,b) € Freeg(2) y wyz(a,b) = g(a,b) € Freeg(2), por
lo que agyz(a,b) = ¢gz(a,b) — Yyz(a,b) = g(a,b) — 0=0.

» Sia=¢ — 1, con ayz(l,1) =1 entonces tenemos que considerar tres posibi-
lidades:

e Si ¢dg2(1,1) = 1y 9e(1,1) = 1 tenemos por hipotesis inductiva que
ooz (a,b) = g1(a,b) € Freeg(2) v vyz(a,b) = ga(a,b) € Freeg(2), por lo
que age(a,b) = ¢yz2(a,b) — Pyz(a,b) = g1(a,b) = go(a,b) € Freeg(2) por
ser el algebra F'reeg(2) cerrrada bajo la operacion —.

o Si ¢g2(1,1) = 0y ¥g2(1,1) = 1 tenemos por hipotesis inductiva que
daz(a,b) = 0y ¥y2(a,b) = g(a,b) € Freeg(2), para todo par (a,b) €
[0,1]4, v por lo tanto age(a,b) = ¢ez(a, b) — gz(a,b) =0 — g(a,b) = 1.

o Si ¢g2(1,1) = 0y ¥g2(1,1) = 0 tenemos por hipotesis inductiva que
bz (a,b) = 0y Pge(a,b) = 0, para todo par (a,b) € [0, 1]4, y por lo tanto
agz(a,b) = ¢gz(a,b) — Pyz(a,b) =0 — 0= 1.

O

Para ver lo que ocurre en las dos regiones restantes, veremos algunos lemas técnicos
que nos permitirdn entender como resulta la restriccion del término « a [0, 1yy X [0, 1]g

y [0, 1]@ X [O, I]MV

Proposicion 2.4.6. Sea «o(z,y) un BL-término de dos variables que evaluaremos en 2.
Supongamos que a € [0, 1]pv \ {1} entonces vale que:

» Siage(a,1l) =ce0,1]mv \ {1} entonces agyz(a,b) = ¢ para todo b € [0, 1]g
= Si agez(a,1) = 1 entonces existe una funcion g € Freeg(1) tal que agez(a,b) = g(b)

para todo b € [0, 1]g

Es decir, que si en un punto (a, 1) la funcién toma un valor menor que 1, entonces
debe tomar ese mismo valor sobre la cilindrificacion de ese punto. Pero si toma el valor
1, entonces en la cilindrificacion la funciéon coincide con una funcién de Freeg(1). Obser-
vemos que este resultado es analogo al obtenido por Aguzzoli y Bova en [4] y [8] para las
funciones en una variable.

Demostracion. Lo veremos por inducciéon en la complejidad del término «.

Si a es un término de complejidad 0, entonces hay cuatro casos para considerar:



48 Algebras Libres

1. Si a(z,y) = L, entonces agz(a,b) = L € [0, 1]mv \ {1}, para todo b € [0, 1]g.
2. Si a(z,y) = x, entonces agz(a,b) =a € [0, 1]mv \ {1}, para todo b € [0, 1]g.

3. Si a(z,y) = y, entonces agez(a,b) = b € [0, 1], luego basta con tomar g(b) = b €
Freeg(1).

4. Si a(z,y) =1, entonces agyz2(a,b) =1 € [0,1]g v g(b) =1 € Freeg(1).

Asumamos que probamos el enunciado para todos los términos que satisfacen la hi-
potesis cuya complejidad es menor que £ > 0. Sea a un término de complejidad k& > 2.
Debe ocurrir alguno de los siguientes casos:

1. a=¢-1, con ¢ y ¢ términos de complejidad menor que k.

2. a=¢ — 1, con ¢y 1 términos de complejidad menor que k.

Para cada uno de estos casos consideraremos las dos posibilidades del enunciado:
agz(a, 1) =ce€ [0,1mv \ {1} ¥y age(a,1) =1

1. = Sia=¢- -1, con age(a,l)=ce[0,1]pmv \ {1}, pueden ocurrir tres cosas:

a) ¢gz(a,1) = 1y Pgz2(a,1) = ¢: En este caso, por hipotesis inductiva te-
nemos que ¢gz(a,b) = g(b) € Freeg(1), por lo que la imagen de ¢(a,b)
esta contenida en [0,1]g y ¥az(a,b) = ¢, para todo b € [0,1]g, por lo
que usando la definiciéon del producto en la suma ordinal tenemos que
agz(a,b) = dgz(a,b) - Yyz(a,b) = pez(a,b) - c = c.

b) paz(a,1) =cy yz(a,1) = 1: Es andlogo al anterior.

c) ouz(a, 1) = ¢, gz(a, 1) = cg, con cq,c2 € [0, 1]pmv \ {1} vy ¢1 - co = ¢: Por
hipotesis inductiva, tenemos que para todo b € [0, 1]q, duz(a,b) = ¢1 y
gz (a,b) = cg, por lo que agz(a,b) = dgz(a,b) - yz(a,b) = ¢ - ¢y = c.

» Si o = ¢, con ayz(a,1) = 1, la unica posibilidad es ¢gz(a,1) = 1y
yz(a,1) =1 (pues 1 - = x -1 = z, para todo x € A). Entonces, por hipo-
tesis inductiva, tenemos que ¢gz(a,b) = g1(b) € Freeg(1) y (a,b) = g2(b) €
Freeg(1), para todo b € [0, 1]g. Por lo tanto, como el producto de elementos
dentro de un hoop es cerrado, tenemos que agez(a,b) = ¢yz(a,b) - Yyz(a,b) =
g1(b) - g2(b) € Freeg(1).

2. = Siage(a,l) = ¢ee(a, 1) — Pee(a, 1), con age(a,1) = ¢ € [0,1]mv \ {1},
tenemos las siguientes posibilidades (observemos que en este caso debemos
tener ¢gz(a, 1) > ¥(a,1)):

a) ¢9z(a,1) =1y ge(a,1) = ¢ Por hipotesis inductiva ¢gz(a,b) = g(b) €
Freeg(1) y su imagen esta contenida en [0, 1]g v ¥92(a,b) = ¢, para todo
b € [0,1]q, por lo que ayz(a,b) = ¢yz2(a,b) — y2(a,b) = dee(a,b) = c =
¢, por definicién de la implicacién en la suma ordinal.
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b) ¢az(a,1) =c1yge(a,l) =co,concy,co € [0, 1mv\{1} vy c=c1 — ot Por
hipotesis inductiva tenemos que ¢gz(a,b) = ¢1 y g2 (a,b) = ¢z para todo
b € [0,1]g, por lo que agez(a,b) = pyz(a,b) — gz(a,b) = ¢, — c2 = c.

» Siagz(a, 1) = ¢yz(a, 1) = yz(a, 1), con age(a, 1) = 1, tenemos que considerar
dos casos:

a) poz(a,1) = ¢ < ¢ = Pyz(a,1) < 1, con ¢,¢0 € [0, 1mv \ {1}: Por
hipotesis inductiva tenemos que para todo b € [0, 1]q, ¢az(a,b) = ¢1 y
yz(a,b) = ¢z, por lo que age(a,b) = dgz(a,b) = Yee(a,b) = ¢ — ¢ =
1€[0,1]g.

b) duz(a,1) = ¢ € [0,1]mv \ {1} ¥ ¥gz(a,1) = 1: Por hipotesis inductiva
daz(a,b) = cy Yge(a,b) = g(b) € Freeg(l) y su imagen esta contenida
en|0, 1], para todo b € [0, 1]e. Luego, ayz(a,b) = ¢gz(a,b) — y2(a,b) =
c — Ygz(a,b) =1 € Freeg(1), pues ¢ < ¥yz(a,b), para todo b € [0, 1]g.

¢) ¢uz(a, 1) = ge(a,1) = 1: Por hipotesis inductiva, para todo b € [0, 1]g,
daz(a,b) = g1(b) € Freeg(l) y vgz(a,b) = g2(b) € Freeg(1). Pero enton-
ces agez(a,b) = ¢gz(a,b) — Pyz(a,b) = g1(b) — go(b) € Freeg(1), pues la
implicacién es cerrada dentro de F'reeg(1).

De manera analoga se prueba la siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.7. Sea «o(z,y) un BL-término de dos variables que evaluaremos en 2.
Supongamos que b € [0, 1]pv \ {1} entonces vale que:

» Siage(1,0) =ce[0,1]pv \ 1 entonces agz(a,b) = ¢ para todo a € [0,1]g,

» Siagz(1,b) = 1 entonces existe una funcion g € Freeg(1) tal que agz(a,b) = g(a)
para todo a € [0, 1]g.

Notacién 2.4.8. Dada una funcién f(x,y) en dos variables, llamaremos su z-soporte al
conjunto

1f,x = {Q? S [0, 1]MV . f(l}, 1) = 1}

En los resultados anteriores vemos que los puntos del dominio para los cuales alguna
de las variables toma el valor 1 y para cuales una funcién toma el valor 1 al evaluar en el
punto, resultaran puntos de interés para el estudio de las funciones del algebra libre. En
la proxima subseccién veremos algunos resultados que nos permitiran ver qué ocurre con
las funciones de Freepg(2) en esos casos.



50 Algebras Libres

Comportamiento de los términos en cilindrificaciones de intervalos

Sea a € BL — term en dos variables. Luego sabemos que X012, = f € Freeapy(2).
Supongamos que I = [a,b] C [0,1) es un intervalo tal que I x {1} = 1;,.
Claramente, esto ocurre si

1 si x € [a,b]
f(x7 1) =
ce[0,1]mv \ {1} si x€[0,1]mv \ [a,D],

donde a y b son nimeros racionales y existe una triangulacién unimodular de [0, 1]pv X {1}
que respeta a I x {1}. Ademas, sabemos por la Proposicion 2.4.6 que agez(z,y) € {y, 1},
para todo (z,y) € I x [0,1]g.

En esta subseccion fijaremos el término o € BL —term que cumple las hipdtesis antes
mencionadas.

Lema 2.4.9. Si para todo subtérmino B de « se tiene que o bien B(1,1) € [0,1]prv \ {1}
o bien B(I,1) = {1} entonces a(l,y) = y para todo y € [0,1]¢ 0 a(I,1) =1 para todo
y €10,1e.

Observacion 2.4.10. Lo que queremos decir es que bajo las hipotesis del Lema 2.4.9 si
y € [0, 1], se tiene que para todo par 1, xs € I tales que x1 # w9, se tiene que

a(z1,y) = a2, y). (2.4.3)

Demostracion. Basta con probar que si S es un subtérmino de « tal que f(x,1) = 1
para todo x € I (lo que denotaremos ($(I,1) = 1) entonces para todo par 1,z € I, con
x1 # x9 se cumple la igualdad 2.4.3.

Lo probaremos por induccion en la complejidad del término .

Si  es un subtérmino de complejidad 0 tal que §(7,1) = 1 entonces tenemos dos
posiblidades:

1. B8 =y sobre I x [0,1]g y por lo tanto B(z1,y) = y = B(x2,y), para todo z1,xs €
]7y S [07 1]G

2. = 1sobre I x [0,1]g y por lo tanto (z1,y) = 1 = [(x2,y), para todo x1,xs €
[73/ € [07 1]G

Supongamos que el resultado es vilido para términos de complejidad menor que k y
veamos que vale para un término de complejidad k.

Sea [ un término de complejidad k. Luego tenemos dos casos para considerar:
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1. B=7-9, con vy términos de complejidad menor que k.
En este caso tenemos que si 8(1,1) = 1 entonces y(/,1) =1y §(,1) = 1.
Luego, sabemos por hipotesis inductiva que para x1,xo € [ tales que x; # xo,
ﬁ(xlu y) = ’Y(xhy) ’ 6(‘%.17 y) = 7(1‘27 y) ' 5(1’2,y) = ﬁ(l’z, y)7
para todo y € [0, 1]g, por lo que queda probado el enunciado para este caso.

2. =7 — 4, con vy d términos de complejidad menor que k.

Como por hipotesis tenemos que para todo subtérmino 3 de « se tiene que o bien
B(1,1) € [0,1]mv \ {1} o bien B(1,1) = 1, entonces tenemos solamente tres casos
para considerar para v y o:

a) Siy(I,1) =1y d(I,1) = 1: por hipotesis inductiva tenemos que para xq,xs € [
tales que x; # w9,

B(z1,y) =v(z1,y) = §(z1,y) = (22, ) — (22, ) = B(72, 7).

b) Siy(L,1) C[0,1]mv \ {1} y 6(Z,1) C [0, 1]pmv \ {1}: por la Proposicion 2.4.6
tenemos que

v(z,y) = v(z,1) para todo y € [0,1]g, ¥
§(x,y) = 6(x,1) para todo y € [0, 1]g.

Como f(x1,1) = B(xe,1) = 1 entonces tenemos que

v(zq,1) < (29, 1)

(g, 1) < 6(22,1),

pero usando las igualdades anteriores, obtenemos:

B(x1,y) = v(w1,y) = 0(x1,y) = y(21,1) = 6(x1,1) =1

Blwz,y) = y(w2,y) —= 0(22,y) = 7(22,1) = 6(22,1) = 1,
por lo que queda probado el enunciado para este caso.

¢) Siy(I,1) C[0,1]mv \ {1} ¥ 0(,1) = 1: Se puede probar siguiendo las ideas
de los dos casos anteriores.

]

Lema 2.4.11. Sea zy € (a,b) tal que a(xo,y) =y, para todo y € [0,1]¢ y a(z,y) = 1,
para todo y € [0,1)g y « € [a,b] \ {zo}. Entonces xy es racional.
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Demostracion. Sea S ={f: 3 € BL —termy [ es subtérmino de a}.
Veremos que existe § € S tal que

1 si T = T,
Brxpae(®,1) = (2.4.4)
de[0,1mv \ {1} si z € [a,b]\{zo},

es decir, que sobre los puntos de (z1,25) x {1} el término toma valores en [0, 1]pv \ {1}
y en ([a,b] \ (a,b)) x {1} toma el valor 1.

Supongamos, por el contrario, que para todo § € S y todo x € [ se tiene que
Bz, 1) € [0,1]pmv \ {1} o bien f(z,1) € [0,1]e. Entonces, por el Lema 2.4.9, tenemos
que a(zg,y) = a(z,y), para todo y € [0, 1], vy todo = € [a,b] \ {0}, lo cual contradice
el enunciado.

Por lo tanto, debe existir un subtérmino 3 de a que cumple 2.4.4, y como

51x[0,1]G($07 1) =1

Brxoie (@, 1) € [0, 1]mv \ {1} para todo x € I\ {zo},

donde ﬁ[071]12\/IV conicide con una funciéon de McNaughton, debemos tener que x es racional.
O
El resultado anterior se puede generalizar para el caso de intervalos abiertos:

Lema 2.4.12. Sean x1,22 € (a,b) con x1 < x3, tales que a(x,y) = y, para todo x €
(x1,22) ey € [0,1]g y az,y) = 1, para todo x € [a,b] \ (x1,22) ey € [0,1]g. Entonces
x1, Ty son racionales.

Demostracion. Sea S = {5 : 3 € BL —term y [ es subtérmino de a}.

Veremos que existe § € S tal que
Brxpoale(®,1) € [0, 1mv \ {1} para todo z € (21, 22), (2.4.5)

Brxoe(®,1) =1, para todo x € [a,b] \ (z1,x2). (2.4.6)

Supongamos, por el contrario, que para todo § € S y todo x € [ se tiene que
B(x,1) € [0,1]pv \ {1} o bien B(x,1) € [0, 1]g. Entonces, por el Lema 2.4.9, tenemos que
a(xg,y) = alz,y), para todo y € [0,1]g, y todo zg € (x1,22) = € [a,b] \ (z1,22), lo cual
contradice el enunciado.
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Por lo tanto, debe existir un subtérmino S de a que cumple 2.4.5 y 2.4.6. Como
f € BL —term, sabemos que su evaluacion sobre I x {1} es una funcion de McNaughton.
Luego, debemos tener que los intervalos [a,x1] y [x2,b], que son el conjunto de unos
de la funcién de McNaughton, deben tener extremos racionales, por lo que x; y x5 son
racionales. O]

Observacion 2.4.13. Por lo tanto, dado @ € BL — term con las hipotesis antes men-
cionadas, tenemos que los conjuntos

Aa = {ZL’ S [07 ]-}MV : 049[2(113,y) =1, vy < {07 1]G}

BOé = {‘I S [07 1]MV : 069[2(.1},y> =Y, Vy € [07 1]G}

se pueden escribir como una union finita de puntos racionales e intervalos abiertos con
extremos racionales.

Esto motiva el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.14. Dado o« € BL—term en dos variables y a, b dos niimeros racionales

tales que [a, b] x {1} C 04[511]2 ({1}), existe una triangulacion unimodular A de [a, b] x {1}
MV

tal que para todo S € A, ag2(S,y) =y 0 ayz(S,y) = 1, para todo y € [0, 1]g.

Demostracion. Por los Lemas 2.4.11 y 2.4.12 existe una triangulacion racional A de [a, b]
tal que para todo z € S° € A ey € [0,1]g se tiene que o bien ay(z,y) = y o bien
O[Q((xa y) = 1.

Por el Teorema 2.8 de [36] sabemos que existe una subtriangulacién unimodular A
de A. Por lo tanto, tenemos que para todo z € S° € A e y € [0,1]g se tiene que o bien
ay(z,y) =y o bien ay(x,y) = 1. O

En forma andloga a la Proposicién anterior, se puede probar el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.4.15. Dado a € BL—term en dos variables y a, b dos niimeros racionales
tales que {1} x[a, b] C O‘[Blu? ({1}) , existe una triangulacion unimodular A de {1} x [a, b]
MV

tal que para todo S € A, age(z,S) = x 0 age(z, S) = 1, para todo = € [0, 1]g.

Estos resultados motivan las siguientes definiciones:
Definicién 2.4.16. Dada una funcién de McNaughton en dos variables f(x,y), diremos

que g : [0, 1]mv % [0,1]g — A es una funcién f-y-G-McNaughton si cumple que:

1. Para cada =y € [0,1]my, si f(xg,1) < 1 entonces g(zo,y) = f(zo,1), para todo
y €1[0,1].



54 Algebras Libres

2. Existe una triangulacién unimodular A de 17, que determina simplices Sy, ..., S,
y n funciones de Gédel en una variable ¢y, ..., g, tales que g(z,y) = ¢;(y), para
todo x en el interior de S;.

Observacion 2.4.17. Analogamente se pueden definir las funciones f-z-G-McNaughton
y probar proposiciones similares donde se fija la variable ;.

Caracterizacion de funciones en Freepg(2)

Definiciéon 2.4.18. Dadas las funciones f € Freeamy(2), g € Freeg(2) U {0} y hy, hy
funciones de f-z-G-McNaughton y f-y-G-McNaughton respectivamente, diremos que una
funcion .7 : A* — A esta dada por una cuadrupla (f, hy, hy, g) si es de la forma:

( flz,y) si (z,y) €10, 1mv x [0, 1]mv

hx(l’,y) si (x,y) € [O, 1]MV X [0, 1}(;
F(x,y) = (2.4.7)
hy(z,y) st (xz,y) €0,1]g x [0, lmv

L g(z,y) si (7,y) €[0,1]e x [0,1]e
cuando #(1,1) =1,

’ (fl@y) si (@) €0 v x [0, Upay

hx(l’,y) si (x,y) € [0, 1]MV X [0, 1}(;
F(r,y) = (2.4.8)
hy(l‘,y) si (x,y) c [O, 1](; X [0, 1]MV

0 si (z,9) €[0,1]e x [0,1]g
cuando .Z(1,1) = 0.
Basados en los resultados obtenidos en las secciones anteriores, tenemos el siguiente
teorema:
Teorema 2.4.19. Dado un término o € BL — term tenemos que la evaluacion de «

sobre las regiones [0, 13y, [0, 1av x [0,1]g, [0,1]g X [0, 1]arv y [0,1]% estd dado por
una cuddrupla como en 2.4.18.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 2.4.6, 2.4.7, 2.4.5, 2.4.14 y 2.4.15.
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Tenemos entonces que dado un término o € BL — term, existe una cuadrupla .% =
(f, ha, hy, g) tal que ag = .#. Dedicaremos el resto de esta Seccion a ver que para cada
funcion .# : A* — A dada por una cuadrupla (f, hy, hy, g) existe un término o € BL —
term cuya evaluacion sobre 22 coincide con .Z.

Lo que deseamos probar es que los valores de la funcién en cada regiéon de dominio
correspondiente son:

Para hallar este término demostraremos algunos lemas auxiliares, que nos permitiran
definirlo sobre cada region.

Notacién 2.4.20. Dada una funciéon f : A — B, donde 1 € B, denotaremos por 1; al
conjunto

ly={a€A: f(a) =1}

Lema 2.4.21. Dada g € Freeg(1) y un punto racional xo € [0, 1]arv, existe un término
e, en dos variables tal que la interpretacion del término en A satisface:

gly) sizx=xzy y€[0,1]g
Pz (T, Y) = (2.4.9)
1 en otro caso.

Graficamente, lo que queremos hallar es:

MV ] 1

MV G
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Demostracion. Como xy € [0, 1]pv es un punto racional existe una f € Freepay(2) tal
que (z9,1) = [0,1]3rv N 1;. Sea ¢ un término cuya interpretacion coincide con f en
[0, 134y Luego ¢(xo, 1) = 1y para todo x # xq se tiene que ¢(z,1) € [0, 1y \ {1}. Por
la Proposicion 2.4.6 y el Teorema 2.3.25 concluimos que existe t € Freeg(1) tal que en
la region [0, 1]pmv X [0, 1] se tiene que

t(y) siz=ux9 y€l0,1]a
P01y x[0.1]c (25 Y) = (2.4.10)
flz,1) sizel0,1mv \{zo}; v €]0,1]g.

Ahora consideremos el término ) en una variable tal que la interpretacion de v en
[0, 1] coincide con la funcion g € Freeg(1) dada en el enunciado del Teorema. El término
o(x,y) = ~=¢(z,y) A (y) cuando es evaluado en la region [0, 1javy X [0, 1] satisface:

9(y) siz=u1z9 y€[0,1]a
Plo. v x0.1]c (£: Y) = (2.4.11)
f(z,1) size[0,1mv \{zo}; v €][0,1]g.

Consideremos el término x(x,y) = =—¢(z,y) — p(z,y). Claramente

g(y) siz=ux9 y€[0,1]g
X010y x [0, (%, 9) = (2.4.12)
1 six € [0, 1]MV \ {ZL‘o}y S [0, 1}(;

Mas atin, si consideramos

pw(r,y) = -z Vx(z,y)

y lo evaluamos en el dlgebra 2 tenemos:

gly) six=1z9 yel0,1]g
fao, 22 (2, Y) = (2.4.13)
1 en otro caso .

Simétricamente podemos ver que:

Lema 2.4.22. Dada g € Freeg(1) y un punto racional yo € [0, 1]prv, existe un término
vy, en dos variables tal que la interpretacion del término en 2 satisface:

g(x) sizel0,1]e y=1wo
Vyo 22 (2, ) = (2.4.14)
1 en otro caso.
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Lema 2.4.23. Dada g € Freeg(1) y S un simplezx racional tal que S C [0, 1]pry, eziste
un término vs en dos variables tal que la interpretacion del término en A satisface:

g(y) si(z,y) € S°x|0,1]¢q
Vsoe (@, y) = (2.4.15)
1 en otro caso.

donde S° es el interior relativo del simplex S.

Graficamente, queremos hallar un término cuya interpretacion sobre A2 sea:

80)

MV 1 1

MV G

Demostracion. Como S° es un intervalo abierto contenido en [0, 1] con extremos racio-
nales, sabemos que el complemento de S en [0,1] es un poliedro racional, que llamare-
mos SY. Usando el Corolario 2.10 de [36], tenemos que S¢ = fs'({0}), para alguna
funcién de McNaughton en una variable fg. Consideremos la funcién de McNaughton
fs = =fs =1 — fs. Ahora tenemos que S = f5'({1}). Si ¢ es un término que corres-
ponde a fg, y vemos su interpretacion en el algebra [0, 1]pry tenemos que si x € [0, 1pv :

a € [0, 1]MV\{1} si xe€S°
¢[071]MV (.Z') =
1 si x eS¢

Ahora consideremos el término compuesto ¢(——z) evaluado en el algebra . Claramente
para = € [0, 1]pv tenemos que ¢(——z) = ¢(x) y para x € [0, 1]g tenemos que ¢(——z) =
¢(1) = 1. Luego, si tomamos S C [0, 1]pv para cada x € 2 tenemos que:

a < [07 1]MV \ {1} si res°
Pa(—~x) =

1 sl en otro caso

Como g € Freeg(1) existe un término 0 en una variable en el lenguaje de BL-algebras
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sin el L tal que g es la interpretacion de 9. Cuando consideramos el término —=—d — 9, y
lo interpretamos en 2 tenemos:

gly) si yel0,1]a
(70 = d)aly) =
1 si Yy < [O, 1]MV

Finalmente, si consideramos el término

Ys(z,y) = [(==6(y) — d(y)) V ¢(=—z)]

su interpretacion en 2A? nos da:

g(y) SiZEESO,yE [Oal]G
752{(1‘;9) =
1 en otro caso

]

Teorema 2.4.24. Sea S un simplex en [0, 1|pryv x {1}. Si SY es el interior del simplex
S y g es una funcion de Freeg(l), entonces existe una funcion %, € Freemg(2) que
satisface:

g(y) si(z,y) e S°x|0,1]¢
gxﬁ@ (Ia y) =
1 en otro caso

Demostracion. Sea hy : [0, 1jpv X [0, 1] — 2 la funcion dada por:

g(y) si(z,y) € S”x[0,1]g
he(z,y) =

1 en otro caso

Graficamente buscamos un término v cuya interpretaciéon nos de:

——h, — h, 1
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Como S es o bien un intervalo o bien un punto, usando los resultados de los Lemas
2.4.23 y 2.4.21 podemos construir un término en dos variables v cuya evaluacion en 2>
sea:

9(y) si(z,y) € 5°x[0,1e
Yz (x,y) = (2.4.16)
1 en otro caso.

Notemos que si S es un simplex de dimension uno, como S° = {xy} tenemos que
Y = iz Claramente la interpretacion del término 7 es la funcion F € Freepg(2)
deseada. O]

Anéalogamente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4.25. Sea S un simplex en {1} x [0, 1]prv-. Si S° es el interior del simplex
{(z,y) € [0,1]g x S°}) y g es una funcién de Freeg(1l), entonces existe una funcion
F, € Freemg(2) que satisface:

g(x) si(z,y) €[0,1]gx S°
Fy(x,y) =
1 en otro caso

Lema 2.4.26. Dada una funcion g € Freeg(2) existe F, € Freemg(2) que satisface:

g(z,y) si(z,y) €0,1)%
‘gzg(x>y) =
1 en otro caso

Demostracion. Graficamente mirando las regiones del dominio, tenemos que encontrar
un término 3 en dos variables tales que la interpretacion de 3 en el algebra 2A? sea:

1 | g(r.y)

Consideremos los siguientes términos:

o = [(mmw = 2) vV ()] = (7o = x)

cuya interpretacion en el algebra 2A2 nos da:
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y
By ==~y —=y) V(=) = (—y = y)

cuya interpretacion en A2 es:

~ Sea $ el término cuya interpretacion en [0,1]¢ coincide con g, esto es: g(z,y)
B,y (7, y) para todo (z,y) € [0, 1]4. Como B(1,1) = 1, entonces tomamos B(z,y)
B(Be, By) v concluimos la demostracion.

Sea ahora .# una funcién dada por la cuadrupla ordenada (f,hy, hy,g) donde f €
Freemy(2), hy es una funcion f-z-G-McNaughton, h, es una funcién f-y-G-McNaughton
v g € Freeg(2). Explicitamente, para cada (x,y) € A? la funcién esta dada por:

si (z,y) € 10,1mv % [0, 1]mv

( f(z,y)
he(xz,y) si (x,y) € [0,1]mv % [0,1]q
F(z,y) = (2.4.17)
hy(x,y) si (x,y) - [0, 1]@, X [0, 1]MV
\ g(z,y) si (z,y) € [0,1]g x [0,1]a

Sabemos que existe un término & cuya interpretacion sobre [0, 1]arv X [0, 1]py coin-
ciden con f(z,y). Sea @ = =—a. Por la Proposicion 2.4.16 tenemos que
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( a[O,l]MV (13731) Si (CL’,y) € [07 1]MV X [07 1]MV
1 si (x,y) € [0,1]g x [0,1]a
1 S (0.9) € 0, Uy % 0,16, y oz, 1) = 1
an(xay) =
1 si (z,y) €10,1]e x [0,1]mv, vy a(l,y) =1
e, 1) si (z,y) €[0,1mv x [0,1]g, vy a(z,1) <1
L apae(ly)  si (z,y) € [0,1]e x [0,1]mv, ¥y a(l,y) <1

Consideremos ahora los términos:

1. Y1 =&

2. 72 es un término cuya interpretacion en 2 es la funcion %, dada por el Teorema
2.4.24 correspondiente a la f-z-G-McNaughton h,.

3. 73 es un término cuya interpretacion en 2 es la funciéon .#, dada por el Teorema
2.4.25 correspondiente a la f-z-G-McNaughton h,,.

4. 74 es un término cuya interpretacion en 2 es la funcion .%#, dada por el Lema 2.4.26
correspondiente a la funcion g € Freeg(2).

Definimos el término 5 de dos variables dado por

4
B = /\ Vi
i=1

Luego la interpretacion de (5 en el algebra 2L coincide con la funcion 7.

En conclusién, hemos visto que las funciones que estan dadas por cuddruplas de la
forma (f,hy, hy,g) estan en Freeymg(2). Entonces tenemos el siguiente resultado, que
permite caracterizar las funciones en nuestra élgebra libre en dos generadores:

Teorema 2.4.27. .F € Freeyg(2) si y solamente si F estd dada por una cuddrupla de
la forma (f, hy, hy,g).

Sin embargo, puede ocurrir que dos cuadruplas distintas determinen la misma funcion.
Esto se puede dar en el caso en que las funciones hy 1, hy2 (0 hy1, hy2) estén dadas por
triangulaciones distintas, pero coincidan sobre cada punto, como se esquematiza en el
siguiente diagrama, donde esta indicado en rojo la region en la que las dos funciones
toman el valor 1, y se puede ver que las triangulaciones de {1} x [0, 1]prv U [0, 1]pv x {1}
son distintas:
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Para poder identificar las funciones en las que ocurre esto utilizaremos el siguiente
resultado, que puede deducirse del Teorema 2.8 de [36]:

Teorema 2.4.28. Si P C R" es un poliedro racional y 31,9 son dos triangulaciones
unimodulares de P entonces existe una triangulacion unimodular A de P tal que T € A
st y solamente st existen Ty € X1, Ty € Xy tales que T' =T, N'T5.

En el caso anterior es sencillo ver que existe una subtriangulacién comin a las dos
triangulaciones. Y vistas de esta manera las funciones resultan ser iguales:

Observacion 2.4.29. Notemos que para que dos funciones de Freeyg(2) coincidan
sobre cada punto se debe cumplir que las funciones de Freepy(2) asociadas a cada una
deben ser iguales y en el caso de que el valor de las funciones en (1,1) sea 1, también
deben coincidir las funciones correspondientes en Freeg(n). Las tinicas variaciones que
puede haber son las triangulaciones unimodulares asociadas a las funciones en el resto
del dominio.

Esta idea nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 2.4.30. Sean %, .%; dos funciones dadas por las cuddruplas (f1, hy,, hi,, g1)
¥ (f2, ha,, ha,, g2) respectivamente, donde f1 = fy € Freea(2), g1 = g2 € Freeg(2)U{0}.
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Ademas, sean hy, hy,, hy,, hy, funciones f-z-G-McNaughton y fi-y-G-Mc-Naughton, res-
pectivamente. Sean Ay, Ay, Ay y Ay, las triangulaciones asociadas a hy,, ho,, hy, y ho,,
respectivamente. Diremos que % y .%, determinan la misma funcién si existen subtrian-
gulaciones unimodulares A, de Ay, y Ay, y Ay de Ay, y Ay, tales que V(1,y) € S € A,
hi, (2, y) = ha,(z,y) y V(2,1) € S € Ag, b, (2,y) = ha, (2,).

Freepyg(n)

Al estudiar el problema en n variables debemos trabajar con puntos y subconjuntos
de A™. Para referirnos a ellos introduciremos alguna notacion conveniente:

Notacion 2.4.31. Si z = (z1,...,x,) € [0, 1]}y definimos:

l,={ie{l,...,n}:2; =1}

n
Bl
I
gy
&

» g ={zeA":z; =x;, paratodo j ¢ 1z, vy z; € [0,1]g, para todo i € 1;}.

Silyg={j1, -, Jm} Yy zZ=(21,...,2,) € T, definimos

Tm(Z) = (Zj1, - -+, 2jm) € 10, 1]&.

G(z) ={y € [0,1]& : y = mn(2), para z € T}.

Ejemplo 10. En el siguiente ejemplo se ven distintos casos de puntos T € (0,13, ¥y
T €0, 1)53sv v el conjunto & C A% o & C A* asociados:

G
G

all

[0,1]
[0,1]

\
0,1]
|

MV
#o |
e

MV

[0,1]
[0,1]
MV

[0,1]

0.0, 0.1 0.0, (0.1

01, 104,

De forma analoga a la Proposicion 2.4.6 ahora debemos ver la relacion que hay entre
los valores al evaluar un término en un punto z € [0, 13y tal que 1z # @ y los valores
que toma el término al ser evaluado en z. El siguiente resultado es analogo al que Bova

da en el Lema 67 en [§].
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Proposicion 2.4.32. Sea = € [0, 1]}y tal que 1z # @ y o un término de n variables en
BL — term. Luego tenemos que :

» Siag(Z) =ce[0,1]mv \ {1} entonces agn(Z) = ¢ para todo z € z,

» Si agn(Z) = 1 entonces existe un término § en H — term en m = ||z|| variables tal
que agn(2) = Bom (m,(2)) para todo z € 7.

Demostracion. Lo veremos por induccién en la complejidad del término «.

Si a es un término de complejidad 0, entonces hay cuatro casos para considerar:

1. Si a =0, entonces agn(a) =0 € [0, 1]pmv \ {1}, para todo a € A"
2. Si a=uz;, coni¢ l; entonces agn(a) = a; € [0, 1]pv \ {1}, para todo a € A™.

3. Sia=ux;, con i€ 1; entonces ayn(a) = a;, donde ¢g(z) = x; € Freeg(1), para todo
ac A"

4. Si o =1, entonces agn(a) =1 € [0,1]g v g(2) = 1 € Freeg(m), para todo a € A".

Asumamos que probamos el enunciado para todos los términos que satisfacen la hi-
potesis cuya complejidad es menor que £ > 0. Sea a un término de complejidad k& > 2.
Debe ocurrir alguno de los siguientes casos:

1. a=¢ -1, con ¢ y ¢ términos de complejidad menor que k.

2. = ¢ — Y, con ¢y ¢ términos de complejidad menor que k.

Para cada uno de estos casos consideraremos las dos posibilidades del enunciado:
OéQ['rL(i‘) =cc [0, ].hv_[v \ {].} y Oég[n(j) = ].:

1. a) Sia=¢-1, con ag(z) = ¢ € [0,1]mv \ {1} entonces tenemos tres posibili-
dades:

» Siggn(Z) =1y Ygn(Z) = c entonces por hipotesis inductiva tenemos que
existe un término [ en m = ||Z|| variables tal que ¢gn(Z) = Bom (7, (2)) ¥
g (Z) = ¢ para todo zZ € T, pero en ese caso gn(Z) = dgn(2) « Yon(2) =
Bam (1(2)) - ¢ = ¢ pues ¢ < Bom (7 (Z)) € [0, 1]g para todo Z € 7.

» Siggn(T) = cy Ygn(Z) = 1, se puede probar el resultado de modo anélogo
al inciso anterior.

n Si ¢ggn(ZT) = 1y Yan(T) = ¢o, con ¢; - ca = ¢ entonces por hipotesis
inductiva tenemos que ¢gn(Z) = ¢1 v Ygn(Z) = ¢ para todo z € Z, por lo
que agr(z) = ¢gn(Z) - Yan(Z) = ¢1 - co = ¢, para todo z € 7.
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b) Si @ = ¢ -1, con agn(Z) = 1, entonces debemos tener que ¢gn(z) = 1
y Yan(Z) = 1, por lo que sabemos por hipotesis inductiva que existen BL-
términos By v en m = ||z|| variables tales que ¢(2) = Bom(mn(2)) vy ¥(Z) =
~yam (Tm(Z)) para todo z € Z. Luego, tenemos que agn(Z) = ¢gn(Z) - gn(2) =

Bam (T (2)) - Yam (T (2)) = B - Yam (70 (2)), para todo z € Z, donde - es un
BL-término en m variables.

2. a) Sia=¢— 1, conagn(T) =c € [0,1]pv \ {1} entonces tenemos que pgn (Z) =
1y 1gn(Z) = ¢, entonces sabemos por hipotesis inductiva que existe un BL-
término en m variables tal que ¢gn(Z) = Bam (T (2)) ¥ Yan(Z) = ¢, para todo
zZ € . Luego, agn(Z) = ¢un(2) — Ygn(Z) = Pam(mm(Z)) — ¢ = ¢, pues
¢ < Poym(mm(Z)) € 10,1]g, para todo z € 7.

b) Si = ¢ — 1, con agyn(z) = 1 debemos considerar dos posibilidades:

» Si ¢gn(Z) = ¢y Yon(T) = 1, entonces sabemos por hipotesis inductiva
que para todo zZ € T existe un término 5 € H — term en m variables
tal que Ygn(2) = LBom(mn(2)) v ¢on(Z) = c. Por lo tanto, tenemos que
0 (2) = da-(2) = tian(2) = € = P (n(2)) = 1 pues S (mn(2)) > c.
Y la funcién que es idénticamente 1 se puede asociar con el término T €
H — term y queda demostrado el enunciado para este caso.

» Si ggn(Z) = 1y Ygn(Z) = 1 entonces tenemos por hipotesis inductiva
que existen BL-términos § y v en m = ||Z|| variables tales que ¢(z) =
Bam (T (2)) v ¥(2) = ~am(mm(Z)) para todo z € Z. Luego, tenemos
que agn(2) = ¢an(2) = Yan(2) = Par(mn(2)) = yam(mn(2)) =  —
Yam (T (Z)), para todo zZ € &, donde 8 — v es un BL-término en m varia-
bles.

O

Ademas, se puede extender a este caso general el resultado obtenido en la Proposicion
2.4.14 que enunciamos a continuacion:

Proposicion 2.4.33. Sean o € BL — term un término en n variables y C' un simplex
cerrado contenido en 9[0, 1]y tal que agn (C) = 1.

Luego existe una triangulacion unimodular A de C' tal que para todo S € A se cumple
que Oéan(S) =T 0 OéQ[n(S) — 1, para S la cilindrificacion de S, i € 1;, para Z cualquier
punto de S.

Los resultados anteriores motivan las siguiente definiciéon, que extiende las definiciones
de funciones f-z-G-McNaughton y f-y-G-McNaughton para el caso de Freeg(2).

Definicién 2.4.34. Sean n,m € N tales que m < n. Dado z = (z1,..., Zm, ..., 2,) € A"
escribiremos T y ¢ para referirnos a & = (z1,...,2m), ¥ = (Zma1,---520) ¥ 2 = (T, 7).
Sea f € Freepy(n) tal que U = {7 : z = (z,1) € A" : f(z) = 1} # T y sea A una
triangulacion unimodular de U. Si g : [0, 1§}y % [0, 1]g ™ es una funcion tal que cumple:
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» Si f(7,1) = 1, entonces g(Z,y) = gs(y) para gs € Freeg(m), ¥(z,1) € S°, con
S eA.

» Si f(z,1) =c < 1, entonces g(z,y) = c.
diremos que g es una funcion f-{x,,41, ..., 2, }-G-McNaughton.

Observemos que los resultados anteriores fueron escritos para el caso de la region
0, 1]jpy X [0,1]¢ ™ C A" Para verlo en general necesitamos algunas definiciones.

Definicién 2.4.35. Definiremos el borde relativo de [0, 1]}, como

30, 13y = {7 € [0, 1)y : 1s £ @)

Ademas, dado V' un subconjunto no vacio de {1,...,n}, diremos que R es una com-
ponente asociada a V de 90,1}y si R = {z € 0[0,1]};v : 1z = V}. En ese caso
diremos que R es de dimension m = |V/|.

En los resultados anteriores consideramos la region [0, 1|3y % [0,1]&™ C A™. Se
pueden probar resultados andlogos a 2.4.37 y 2.4.39 tomando permutaciones de las va-
riables 1, ..., x, para regiones de la forma X[ ,[0,1]a, € A"\ {[0, 1|psv, [0, 1]& ), con
A; € {MV,G}. Del mismo modo se pueden definir las funciones f-A-G-McNaughton,
para A C {zy,...,z,}, A # &, siguiendo la definicion 2.4.34.

Como consecuencia de los resultados anteriores de obtiene el siguiente Teorema:

Teorema 2.4.36. Dado un término a € BL — term en n wvariables tenemos que la
interpretacion de o sobre A™ nos da una funcion de .F : A" — A dada por una 2"-upla

(f{ha: AC{ar,... 2}, AF# B}g),

donde f € Freeapmy(n), ha es una funcion f-A-G-McNaughton y g € Freeg(n).

Explicitamente, para cada T € A™ la funcion estd dada por:

f(@) s (7) € [0, sy
F(x) =< ha(T) si (7)€ x[1]0,1]4,,con A; = G sii A; € A. (2.4.18)
g9(z) s () € [0, 1]g

Ahora queremos hallar, dada una 2"-upla .% : A" — 2, un término o« € BL —
term cuya interpretacion sobre 2" coincida con .#. Para esto construiremos algunos
subtérminos primero.
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Lema 2.4.37. Sean n,m € N tales que m < n. Dado z = (z1,...,2m,.-.,2,) € A"
escribiremos T y y para referirnos a T = (z1,---,2m)s Y= (Zmats---,2n) Yy 2 = (T,7)-

Si g € Freeg(m) y S es un simplex racional tal que S C ([0, 1]pgv)" ™ existe un
término us € BL — term en n variables tal que

9(Z) size S gel01Em

PSon (T, ) = (2.4.19)
1 en otro caso.

Demostracion. Como S C ([0, 1]pv)" ™ es un simplex racional y el complemento del
interior de S, [0, 1]y’ \ S también lo es, sabemos que existe un término ¢ € BL — term
tal que su interpretacion sobre [0, 1|3y X [0, 1] ™ resulta ser:

f(a_;ag) S [O, 1]MV\{1} SIT € gouge {07 1]Té‘:m
Proaym , xpo.ayzy ™ (L5 §) = (2.4.20)
1 en otro caso.

para una funciéon f € Freepy(m) tal que 1; = {(z,1) € [0, 1|3y : T € S}

Por otro lado, sabemos que existe un término ¢ € H — term en n — m variables tal
que 2/1[071}?3%(37) = g(y), donde g € Freeg(n —m) es la funcién dada en el enunciado.

Sea 0(Z,y) el término en n variables dado por 6(z,y) = ¢(Z,y) V ¥ (y). Si evaluamos
este término sobre [0, 1]y x [0,1]¢ ™ tenemos:

9(Z) size S, gelo1]xm™

00117 x 10,17 (T, 9) = (2.4.21)
1 en otro caso.

Si consideramos el término ug € BL — term dado por

ps(Z,y) = (Vi —=a;) V (=0(Z,5) — 6(Z, 7)),

tenemos: ~
g(z) size S gel01]g™
[syn (T,9) = (2.4.22)
1 en otro caso.
O]
Notacion 2.4.38. Sean m,n € N tales que m < n. Dado z = (21,...,2m, 1,...,1) € A"
en el resto de este Capitulo escribiremos T y 1 para referirnos a & = (z1,...,2m), 1 =

(1,...,1) tales que z = (&, 1).

Sea f € Freepy(n) talque U = {z: 2 = (z,1) € A" : f(2) = 1} # @ y sea A una
triangulacion unimodular de U. Si o« € BL — term es un término en n variables tal que
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o1z, (T,9) = f(Z,9) para todo (7,7) € [0, 131y, sabemos por la Proposicion 2.4.32 que
para todo simplex S € A, existe una funciéon gs € F reeg(n —m) tal que la interpretacion
de « sobre S resulta ser:

para todo i € S.

Esto motiva el siguiente resultado:

Lema 2.4.39. Sea f € Freepy(n) tal que U ={z:z=(z,1) e A" : f(z2) =1} # 0D y
sea A una triangulacion unimodular de U.

Luego existe un término ay € BL — term tal que:

gs(y) sizeS°,yel01]g™

Qugn (Z,7) = (2.4.23)
1 en otro caso,
para cada S € A.
Demostracion. Basta con tomar ay = /\ s donde pg estd dado como en el Lema
SeA
2.4.37. O

Lema 2.4.40. Dada una funcion g € Freeg(n) existe un término f € H — term en n
variables tal que su interpretacion sobre A" resulta ser:

g(z) sizel0,1]g
Ban (T) =

1 en otro caso.

Demostracion. Consideremos el término

Bi = (\/[(—'—'xz — x;) V (—|—|xj)]> — (mx; = xy)
i#£]
Si evaluamos ese término en 2™ obtenemos:

xr; size(0,1)g

Pan (7) =

1 en otro caso.

Por otro lado, sabemos que dada una funcién g € Freeg(n), existe un término B e
H — term en n variables tal que By, (Z) = g(Z), para todo z € [0, 1]&. Si tomamos

B(z) = B(Bi(Z), ..., Bu(2)),
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tenemos que
g(z) sizel01]g

Pan (T) =
1 en otro caso.
O
Notacion 2.4.41. Dado un punto z = (z1,...,x,) € A" escribiremos & para referirnos
a:
Z; si x; € [0, 1]MV
i’i —

1 si oz €[0,1]g

Teorema 2.4.42. Sea .7 : A" — A una funcion dada por la 2™-upla

(f;{hA P A g {xlv""xn}aA 7é ®}7g)7

donde f € Freeyy(n), ha es una funcion f-A-G-McNaughton y g € Freeg(n). Ezplici-
tamente, para cada € A" la funcion estd dada por:

f(@) s (7) € [0, 1w
F(T) =1 ha(z) si (T) € x1,[0,1]4,,con A; = G sii A; € A. (2.4.24)
g9(z) i (z) € [0,1]g,

entonces ¥ € Freepymg(n).

Demostracion. Sabemos que existe un término @ cuya interpretacion sobre [0, 1|3y, coin-
cide con f(z), para todo Z € [0, 1|}y. Sea o = =—a@ € BL — term. Por la Proposicion
2.4.32 tenemos que

( f(z) si (7) € 0, Uay

1 s (z) € [0,1]%

)
|

OdQ[n(
Loosi () e A"\ {[0,1jry [0, 1] 3,y f(2) =1

( f(@) si (7) € A"\ {[0, Ry [0, 1] ),y f(2) <1

Consideremos ahora los términos

u ”yl:a

» 7, = [ donde 3 estd dado como en el Lema 2.4.40
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» yr = ap para U = 1N R, donde R es una componente de 8[0, 1|}y ¥ au esta dado
como en el Lema 2.4.39.

Definimos el término v € BL — term en n variables como

Y= ANAYA /\ YR

R:R es componente de 9[0,1]3+
Luego tenemos que yyn(Z) = .# (&), para todo & € A". O

Hemos visto entonces que las funciones que son de esta forma estan en Freepg(n).
Sin embargo, como en el caso de 2 variables, puede ocurrir que dos n?-uplas distintas
F1 = (f1,h,91) Fo = (fa, ha, g2) determinen la misma funcion (donde tenemos f, fo €
Freepy(n), gi,g9o € Freeg(n) y hi, hy representan las funciones f;-A-G-McNaughton
para todos los subconjuntos A de {x1,...,z,} distintos de los conjuntos total y vacio).
Esto ocurre en el caso en que f; = fy y se tienen dos triangulaciones unimodulares
distintas Ay y Ay de 9]0, 1]}y N1y, tales que para cualquier z € 0[0, 1]{ry N1yp b1, (T) =
hy, (%) para h;, una funcion f;-A-G-McNaughton con A un subconjunto de {z1,...,z,}
distintos de los conjuntos total y vacio.

Nuevamente, para identificar estas funciones recurriremos al Teorema 2.4.28 que ase-
gura que existe una subtriangulacion unimodular A comin a A; y A,. Utilizando este
resultado, definimos:

Definicién 2.4.43. Sean .#,,.%, dos funciones dadas por las 2"-uplas . %, = (f1, h1, 1)
Fy = (fa,ha, g2) donde fi, fo € Freepy(n), 91,92 € Freeg(n) y hy, hi representan las
funciones f;- A-G-McNaughton para todos los subconjuntos A de {1, ..., z,} distintos de
los conjuntos total y vacio. Sean A; y A, las triangulaciones asociadas a las respectivas
funciones. Diremos que .#; y % determinan la misma funciéon si fi = fo, g1 = g2 ¥
existe una subtriangulacion unimodular A comin a A; y Ay tal que Vz € 90, 1]}y,
b, () = ha, (7), donde hi,, representa la funcion f-A-G-McNaughton donde z; € A
si y solamente si i € |z| para i = 1, 2.

Por lo tanto, y como conclusion del Capitulo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4.44. Una funcion F : A" — A estd en Freepg(n) si y solamente si F
estd dada por la 2™-upla

(f:{hA:Ag {xl,...,xn},A#@},g)-

2.5. Funciones MG-basicas

Las funciones de McNaughton pueden ser escritas en términos de otras funciones més
sencillas. Estas funciones estén presentadas en la Definicion 5.7 de [36]:



2.5 Funciones MG-basicas 71

Definicion 2.5.1. Sea A una triangulacién unimodular de un poliedro racional P C
[0,1]", n = 1,2,.... Para cada vértice v de (un simplex de) A, sea h, : P — [0,1] la
funcion dada por:

1. h, es lineal sobre todo simplex T" de A;
2. hy(v) = 1/den(v);
3. hy(w) = 0 para todo vértice w # v de A.

Cada funcion h, se dice que es un Schauder hat de A en el vértice v. Diremos también
que v es un vértice de h,. El conjunto Ha de Schauder hats de A se llama base de
Schauder de A.

Por construccion cada h, € Ha es continua.

En el Teorema 5.8 de |36] se presenta el siguiente resultado:

Teorema 2.5.2. Sean P C [0, 1]" un poliedro racional y A una triangulacion unimodular
de P, con Ha = {h1,...,hs} su base de Schauder asociada. Luego Ha es un conjunto
generador de los elementos no nulos de la MV-dlgebra

M(P)={fIP:fe€ Freepmp(n)}.

Dada una funcion f € Freepy(n), es posible escribirla como suma de Schauder hats
(con la operacion z @yy y = min{x + y, 1}) de la siguiente manera:
f= @ mih;
i€l MV
donde los h; son Schauder hats parai € I y m; € N.

Existe una dualidad entre MV-édlgebras que permite asociar a cada MV-algebra A =
(A, ®nmv, —, 0} su dual A2 = (A, - =, 1), utilizando la aplicacion -° : a +— —a. Usando
esta idea en [4] definen los Schauder co-hats como funciones de la forma h?, donde h
es un Schauder hat.

Observaciéon 2.5.3. Usamos la notacion @npy para la operacion de la suma en lugar de
la notacién usual ¢ para no confundir esta suma con la suma ordinal.

0 bﬂf bz: 7 0 50'bﬂt b 0 7
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Aplicando el Teorema 4 de [4] al caso de Freeppy(n) se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.5.4. Para toda funcion f € Freeppn(n) se tiene que hay un conjunto de
Schauder co-hats {h;}icr y nimeros naturales {m;}icr tales que

f=riethi"™.

Nuestro objetivo es hallar funciones equivalentes a los Schauder co-hats en Freepg(n),
que llamaremos funciones MG basicas. Para definirlas lo haremos siguiendo la misma
estructura que utilizamos al definir las funciones en Freepg(n): definiremos funciones
que coincidan con una funcién de McNaughton sobre [0, 1]}y ¥ las extendemos a A™.

Definicién 2.5.5. Si h : [0,1]}v — [0, 1]mv es un Schauder co-hat, diremos que la
funcion f : A" — A es la funcién M G-basica asociada a h si se tiene que:

hz) si(z) €0, Upy
f(z) =
h(z) en caso contrario,
donde recordemos que escribimos  para referirnos a:

Z; si x; € [0, 1]MV
1 st z;€[0,1]g
Ejemplo 11. En las siguientes imdgenes se puede ver la representacion de un Schauder

co-hat en Freepp(2) sobre A%. A la izquierda vemos codmo estd dividido el dominio, y a
la derecha la representacion grdfica de dicha funcion.

MV
MV

MV G MV

MV G

Si extendemos esta funcion a una funcion MG-bdsica, obtenemos:
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MV G

Para construir las funciones MG-bésicas que nos permitan definir las funciones sobre
0, 1]&, debemos considerar funciones asociadas a cadenas de Godel.

Definicién 2.5.6. Si X = (XMW . X)) es una cadena de Gddel definimos la fun-
cion M G-bésica asociada a la cadena X, f : 2" — 2, como:

fx(7) siz e [0,1]%
f(@) =

1 en caso contrario,

donde fx es la funcion en Freeg(n) asociada a la cadena X.

Ejemplo 12. Si tomamos la cadena de Godel ({y},{z}) en dos variables y graficamos
la funcion asociada fx, tenemos que la funcion MG-bdsica asociada a la cadena X en
Freeapg(2) es la que estd graficada a continuacion:

y

MV G

El resto de las funciones MG-bésicas estardn definidas en base a las funciones f-A-G-
McNaughton, para A un subconjunto de {z1,...,x,}.
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Definicion 2.5.7. Sea S un simplex racional contenido en una de las caras de 9]0, 1|yy-
Y sea X una cadena de Godel cuyas componentes son subconjuntos de las variables
{z; : i € 1z}, para T un punto cualquiera de S. Definimos la funcién MG-béasica
asociada a S y X como:

fx(7) si(z) € S°
f(z) =

1 en caso contrario.

Ejemplo 13. Si tomamos el simplex dado por el conjunto

1 1
5= {0 1) €D Bay: 1 <0< 3| SO0 By
y la cadena de Godel
X ={y}),

tenemos la siguiente funcion MG-bdsica:

MV

{y} MV

MV G MV

MV G

Podemos observar que estas funciones se corresponden con los términos construidos
en los Lemas 2.4.37 y 2.4.40, asi como en el Teorema 2.5.4. Luego, podemos utilizarlas
para constuir las funciones de Freepg(n) a partir de ellas, del siguiente modo:

Sea F € Freeyg(n) una funciéon dada por la 2"-upla (f, h,g), donde f € Freep(n),
geEMGn)y h=(hy,...,hon_o) es una (2" — 2)-upla de funciones f-A;-G-McNaughton,
para A; subconjuntos de {xy,...,z,}.

Utilizaremos las siguientes funciones MG-béasicas para construir .%:

= Sicy,...,c son los Schauder co-hats que permiten escribir
f=c"- g

en el Teorema 2.5.4, tomaremos Fj, ..., F; las funciones MG-béasicas asociadas a
los Schauder co-hats cy, ..., ¢ respectivamente, del mismo modo que hicimos en la
Definicién 2.5.5.
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» SiX!', ..., X"son las cadenas de Godel que conforman la foresta de Godel asociada a
la funcién g € Freeg(n), tomaremos Gy, . .., Gy, las funciones MG-bésicas asociadas
a X', ..., X" respectivamente, tal como en la Definicion 2.5.6.

» Supongamos que A es una triangulacion unimodular de 9[0, 1]};y,. Para cada S € A
sabemos que la restriccion de .Z a S° coincide con una funcion de Freeg(m). Luego,
para cada S € A definimos Y',...,Y™s las cadenas que conforman la foresta de
Godel asociada a dicha funcién. Luego tomaremos M, ..., H, las funciones MG-
béasicas asociadas a cada cadena y simplex tal como estan contruidas en la Definicion
2.5.7.

Luego tenemos que

F=F". .F".G-... -Gy -H-. .  H,

y vemos que cualquier funcion de Freepg(n) puede escribirse en términos de estas fun-
ciones MG-bésicas.

Ejemplo 14. Supongamos que queremos obtener en términos de funciones MG-bdsicas
la siguiente funcion F de Freeyg(2):

7/

MV MV

MV

MV G

Luego, podemos definir las funciones MG-bdsicas F', G, Hy y Hy dadas por las siguientes
grificas:
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F 8 G G
5 7
G MV G
MV
;
MV % G G
MV
MV
MV
MV G MV G
MV G MV G
H G H ;
G
1 2
G My ©
MV
MV G MV G
MV MV
MV G MV G MV G

Tenemos entonces que % = F -G - Hy - Hy.



Capitulo 3

Filtros en MG-algebras

Hemos visto que las BL-algebras surgieron como las algebras de Lindembaum a partir
de determinados axiomas, de un modo similar a las MV-4lgebras a partir de la légica de
Lukasiewicz. La teoria de filtros tiene un rol fundamental en el estudio de estas algebras
asociadas a logicas ya que ciertos filtros se corresponden con distintos conjuntos de for-
mulas demostrables. En [27] Hajek introdujo los conceptos de filtros y filtros primos de
BL-algebras y usando estos filtros probé la completitud de la logica béasica.

Nuestro objetivo en este capitulo sera estudiar distintos tipos de filtros. Comenzaremos
con los filtros maximales, para lo cual recordaremos primero los resultados de filtros
maximales para MV-algebras, luego presetntaremos los filtros maximales en Freeg(n) y
finalmente caracterizaremos los filtros maximales en Freepg(n). En la siguiente seccion
estudiaremos los filtros primos. En este caso nuevamente presentaremos primero los filtros
primos en Freepyn(n) y Freeg(n) y finalmente usaremos esos resultados para caracterizar
los filtros primos en Freepg(n). Para esto utilizaremos fuertemente el hecho de que
cualquier filtro primo estd contenido en un tnico filtro maximal, y eso nos permitira
utilizar la caracterizacion de los filtros maximales que damos previamente. Finalmente
estudiaremos los filtros principales, que serdn necesarios en el proximo capitulo para
caracterizar las algebras finitamente presentadas.

3.1. Introduccion

Definicién 3.1.1. Un filtro implicativo de una BL-algebra (o hoop bésico) A es un
subconjunto F' C A que satisface las siguientes condiciones:

1. TEF,

2. Siz e Fyx —ye€ F entonces y € F.
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Diremos que un filtro implicativo es un filtro propio si F # A, que es un filtro
primo si dados dos elementos a,b € A, si a Vb € F implica que a € F o b € F, que es
un filtro maximal si es propio y ningtn filtro propio de A lo contiene en forma estricta
y diremos que F es principal si F' = {z € A : z > a} para algin a € A.

Observacion 3.1.2. En este capitulo nos referiremos siempre a filtros implicativos, por
lo que en muchos contextos escribiremos simplemente filtro para referirnos a un filtro
implicativo.

Llamaremos M(A) al conjunto de filtros primos maximales de A y P(A) al conjunto
de filtros primos de A.

Los filtros implicativos caracterizan las congruencias en las BL-algebras. En efecto, en
el Lema 2.3.14 de |27] esta probado que si F' es un filtro implicativo de una BL-algebra
A entonces la relacién =f definida en A como

r=pysiysolamentesix »>ye Fey—>zeF

es una congruencia sobre A. Mas atn, F' = {x € A : x = 1}. Reciprocamente, si = es
una relacion de congruencia sobre A, entonces el conjunto F' = {x € A: x = 1} es un
filtro implicativo, y x = y si y solamente si x — y = 1 e y — = 1. Por lo tanto, la
correspondencia

F —=r

es una biyeccion del conjunto de filtros implicativos de A en el conjunto de congruencias
de A.

3.2. Filtros maximales

Para estudiar los filtros maximales en Freepg(n) comenzaremos estudiando los filtros
maximales en Freeyy(n), luego los del algebra Freeg(n), para finalizar con aquellos en

Freepg(n).

Filtros maximales en F'reepy(n)

Los filtros maximales en Freepqy(n) estan estudiados en [13], pero aqui lo presenta-
remos haciendo énfasis en algunos aspectos geométricos.

Para caracterizar los filtros maximales utilizaremos el siguiente resultado, conocido
como propiedad de arquimedianidad:

Lema 3.2.1. Para todo x € [0, 1]arv \ {1} y toda constante ¢ € (0,1), existe un nimero
natural n tal que x™ =z - ... -x < c.
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El siguiente Lema permite caracterizar los filtros maximales en Freepqy(n). Si bien
los resultados se deducen de la Definicion 6.3.1 y el Teorema 6.3.2 de 13| igualmente los
presentaremos con el objetivo de que la Tesis resulte mas autocontenida.

Lema 3.2.2. Sea 7 € [0, 1|}y Luego

MV; ={f € Freepp(n) : f(z) =1}
es un filtro mazimal en Freeyn(n).
Demostracion. Observemos en primer lugar que MV; es un filtro, pues se tiene que la
funcion constante 1 estd en MV;, ademés MV es un conjunto creciente, y si f,g € MV}
entonces f - g € MVz, pues f(z)-g(x) =1-1= 1. Por otro lado, MV; es propio porque

la funcion constante igual a 0 no estd en M V.

Veamos ahora que es maximal.

=

existen funciones g, f € Freepay(n) tales que g(z) < 1,con g € Gy f € Freepyp(n) \ G.

Supongamos que existe un filtro propio G C Freepy(n) tal que MVz C G. Luego,

Por el Lema 3.2.1 sabemos que existe un n € N tal que ¢(Z)" < f(Z), y como g" es
una funcion en G (por ser el filtro cerrado por la operacion -), (9" — f)(z) = 1, por lo
que ¢" — f € MV;z C G, y entonces deberfamos tener que f € G, lo que contradice la
hipotesis de que G es un filtro propio.

Por lo tanto M V% es un filtro maximal. O

A pesar de que el resultado anterior es conocido dejamos la demostracion porque
utilizaremos estas mismas ideas més adelante.
Teorema 3.2.3. Los filtros mazimales de Freepny(n) son aquellos de la forma

Mz ={f € Freemv(n) : f(z) =1}

para un T € [0, 1|3y

El resultado anterior se puede hallar en la Proposicion 3.4.7 de [13].

Filtros maximales en F'reeg(n)

Los filtros en Freeg(n) también son subconjuntos crecientes del algebra. Debido a
esto, coinciden con los filtros del reticulo (donde el producto es el infimo). Para definirlos
veremos que se corresponden con subconjuntos de funciones que son mayores o iguales a
una dada. Es decir, que son todos filtros principales.
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Esto se debe a que la variedad de algebras de Gddel es localmente finita y por lo tanto
las algebras finitamente generadas son finitas. Luego Freeg(n) es finita y todos los filtros
son principales.

Lema 3.2.4. S1 X = (X',..., X") es una cadena de Gddel definiremos el conjunto
Mx = {f € Freeg(n) : f(z) > z;, para todo T € Rx y x; € X*}.

Luego Mx es un filtro en Freeg(n).

Demostracion. Veamos que Mx es un filtro:
La funciéon que para todo Z toma el valor 1 esta en Mx, pues 1 > z;, para z; € X2

Supongamos que f y g son dos funciones de Freeg(n) tales que fy f — g estéan en
Mx. Veamos que g € Mx.

Como fy f — g estan en Mx, sabemos que para todo z € Rx se tiene que f(Z) > x;
v (f = ¢)(Z) > z;, para z; € X?. Supongamos que para algtin punto § € Rx se tiene que
g(y) = x; € X'. En ese caso tendriamos que (f — ¢)(4) = f(y) = 9(§) = x; = x; = @y,
pues z; < x;. Pero esto es absurdo, pues (f — ¢)(y) = z; > x; por hipoétesis.

Por lo tanto probamos que Mx es un filtro. O

Observacion 3.2.5. En general los conjuntos de la forma
{f € Freeg(n) : f(z) > z;, para todo T € Rx}

son todos filtros en Freeg(n), para cualquier ;. Sin embargo lo probamos para el caso de
una variable z; € X? dado que estos filtros seran maximales, como veremos més adelante.

Observacién 3.2.6. 1. Si X = (X1, X2 ... X"V eY = (YLY? ....Y*) son dos
cadenas tales que X' =Y! y X? = Y? (es decir que ambas tienen como subcadena
(X1, X?)), entonces Mx = My.

2. Si bien la cadena X = (X', X2 ... X") no es la tinica que determina el filtro Mx,
hay una cadena de 2 eslabones, que llamaremos 2-cadena (X!, X?) que determina
el mismo filtro M x1 x2y.

3. Sea X = (X' X2 ..., X") una cadena de Gidel y T € Rx, entonces
Mx = {f € Freeg(n) : f(z) > (%) = zj,7; € X*}

es decir, podemos identificar Mx con las funciones de Goédel que en un punto son
mayores o iguales al valor de las variables que estan en el punto z. Este punto no

es Unico, por ese motivo identificamos los filtros con regiones dadas por cadenas de
Godel.

Ahora que hemos definido las 2-cadenas, podemos probar que los conjuntos de la
forma Mx dados como en el Lema 3.2.4 son filtros maximales.



3.2 Filtros maximales &1

Lema 3.2.7. Si X = (X',..., X") es una cadena de Gadel el filtro
Mx = {f € Freeg(n) : f(z) > x;, para todo T € Rx y x; € X*}

es mazimal en Freeg(n).

Demostracion. En el Lema 3.2.4 vimos que Mx es un filtro. Veamos que es maximal.

Supongamos que G es otro filtro propio de Freeg(n) que contiene en forma estricta a
Mx. Luego existen funciones g € G\ Mx y f € Freeg(n) \ G.

En este caso tenemos que existe un punto Z € Rx tal que ¢(7) = z; € X!, pues
por la forma que tienen las funciones de Freeg(n) (ver el Lema 2.3.11) sabemos que la
restriccion de g a Rx coincide con la proyeccién sobre una variable z; € X!,

Por otro lado, se debe cumplir que f(7) = y; € X! y sabemos entonces que f y g deben
coincidir sobre Rx con la proyeccion sobre una variable de X* por la forma que tienen las
funciones de Freeg(n). Pero entonces (9 — f)(Z) =1y por lo tanto f — g € Mx C G
y como G es un filtro se tiene que cumplir que f € G, lo cual contradice la hipotesis.

Por lo tanto Mx es un filtro maximal. O
Teorema 3.2.8. Los filtros mazimales de Freeg(n) son aquellos de la forma Mx para
X una 2-cadena de Godel .

Demostracion. Supongamos que F' es un filtro maximal en Freeg(n) y supongamos que

F no estd dado por una cadena de Gédel como en el Lema 3.2.4.

Luego, para cualquier cadena de Gédel X = (X! ... X7") en las variables {z1,...,z,},
existe una funcion fx € F tal que fx(z) = m;(z) = 2; € X', para todo T € Rx.

Sea f = A fx.
X : X es cadena de Godel
en las variables{xy,...,z,}
Luego f € F, pero para todo T = (x1,...,2,) € [0,1]& tenemos que f(z) = m_1{1 Ty

por lo tanto F' = Freeg(n) (pues para toda funcion g € Freeg(n),g > f).
Pero esto contradice la hipotesis de que F' es maximal.
Por lo tanto, los filtros de la forma Mx, dados por una cadena de Godel como en el

Lema 3.2.4 son los filtros maximales de Freeg(n). O

Luego, podemos notar lo siguiente:
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Observaciéon 3.2.9. Dada una 2-cadena de Godel X, si definimos la funcién fx €
Freeg(n) como
x; € X? siz € Rx
fx(@) = (3.2.1)

min{zi,...,z,} en otro caso.

tenemos que Mx es el filtro principal generado por fx.

Corolario 3.2.10. Hay una correspondencia biunivoca entre los filtros mazimales en
Freeg(n) y las 2-cadenas de Gédel (cadenas de dos eslabones).

Filtros maximales en Freeyg(n)

Para estudiar los filtros maximales de Freeyg(n) veremos primero como es su res-
triccion a [0, 1)y, lo que nos permitird usar la caracterizacion de los filtros maximales
para Freeyny(n).

Dado un filtro F' C Freeag(n) y un punto z € [0, 13y, fijaremos la siguiente notacion
para el resto de esta seccion:
M; ={% € Freepmg(n) : #(z) =1}
MV ={f € Freemp(n) : f(z) =1}
Fyv ={fTpup, : f€F}
Foz={flz:feF}
Recordemos por otro lado algo de notacion que hemos usado en 2.4.41: dado un punto
T = (x1,...,2,) € A" escribimos & para referirnos a:

x; si x; € [0, 1]MV

1 si z;€[0,1]g

Ademsés, dada una funcion f € Freen(n), denotaremos por f* a la funciéon dada
por:
f@) st gel01]yy

f@) st yeA"\ [0, 1]y,

donde f* € Freepg(n). Claramente f* es la funcion més grande en Freepg(n) tal que su
restriccion a [0, 1]}y coincide con f, ya que para todo punto de [0, 1]}y ambas funciones
coinciden y sobre los puntos de la cilindrificacion de 8[0, 13 N f~1(1) la funcion f* toma
el valor 1.

fH @) =
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Por tiltimo, dado un filtro G C Freepy(n), denotaremos por G al subconjunto de
Freepg(n) dado por:

Z € G siy solamente si % [o.12,, € G-

Claramente G! es un filtro de Freepg(n).

Daremos algunos lemas a continuacién que usaremos mas adelante para caracterizar
los filtros maximales y primos en Freeg(n).
Lema 3.2.11. Si F' C Freepg(n) es un filtro entonces
FMV = {ﬂr[ovl]ﬁlv NS F}

es un filtro en Freepp(n).

Demostracion. Veamos que Fyy es filtro: Claramente la funcidon que es idénticamente 1
sobre [0, 1]prve esta en Fiypy, porque es la restriccion de la que toma el valor 1 sobre 2™,
que esta en F' por ser filtro.

Supongamos que g € Fyy v f € Freepy(n) es tal que f > gy veamos que f € Fyy.

Como g € Fyv, sabemos que existe g € F tal que gl = g. Sea f* € Freepg(n)
la funcion definida de modo tal que f* MQHKW = f. Tenemos ademas que f* > g, lo cual
implica que f* € F (dado que F es un filtro). Por lo tanto f* [0, = f € Fuv.

Supongamos que f,g € Fyyy v veamos que f - g € Fiyy.

Como f, g € Fyv, sabemos que existen f,§ € F tales que f[[071}nMV =fyalou, =

g. Como F es un filtro, f-§ € F, pero tenemos que f - gr[m]nw = f - g, por lo que
f9€ Fuy. O
Observacion 3.2.12. Notemos que (Mz)yyv = MV;.

Ahora que hemos fijado notacién y probado algunos resultados preliminares para
filtros, veamos qué ocurre en el caso de los filtros maximales.

Lema 3.2.13. Si F C Freeypg(n) es un filtro mazimal entonces
Fyv ={f Ty, : [ €F}

es un filtro mazimal en Freepn(n).

Demostracion. Sabemos que Fyyy es filtro por el Lema 3.2.11.

Veamos ahora que F);y es un filtro maximal. Supongamos, por el contrario, que existe
un filtro G C Freepay(n) tal que Fyyy € G.

Sea G el filtro de Freepg(n) dado por:
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f € G si y solamente si f oz, €G

Tenemos que F' C G y ademéas G # Freepg(n) (pues, por ejemplo, la funcion que
es idénticamente 0 no estd en G). Y esto contradice la hipotesis de que F' es un filtro
maximal.

Por lo tanto, Fyy es un filtro maximal en Freepy(n). O

Luego sabemos, por el Lema 3.2.7, que si F' C Freepg(n) es un filtro maximal, existe
T € [0, 1)}y tal que Fyyy = MVz, donde Fyy es el filtro maximal definido como en el
Lema 3.2.13. Veamos que dado un filtro maximal G C Freepy(n), existe un filtro en
Freeamg(n) tal que las restricciones de las funciones del filtro en Freepmg(n) a [0, 13y
estan en el filtro G.

Lema 3.2.14. Sea F C Freeyy(n) un filtro mazimal. Luego F' C Freeyg(n) es
mazimal.

Demostracion. Sea G un filtro contenido propiamente en Freeyg(n) tal que F<! C G.
Consideremos F' = Fﬁ}lv C Gpv. Luego tenemos que o bien Gy = F o bien Gy =
Freeyy(n), puesto Gy es un filtro y F' es maximal.

Si Gyy = F entonces G C GSl, = FU. Como ya teniamos que F! C G tenemos
que G = Fel,

Si Gy = Freepp(n) veremos que G = Freepg(n).

Basta con ver que la funcion que es idénticamente 0 (que denotaremos 0y;¢) estd en
G. Pero como Gy = Freeyy(n) entonces 0y € Gy, donde 0y denota la funcion
que toma el valor 0 sobre todos los puntos de [0, 1|3y -

Pero esto implica que 0y;,¢ € G (porque, por la Proposicion 2.4.32 la tinica funcion en
Freeg(n) cuya proyeccion sobre [0, 1% es Oarv es la funcion 06 ). O

Teorema 3.2.15. FEriste una correspondencia biyectiva entre los puntos de [0,1]" y los
filtros mazimales de Freepg(n).

Demostracion. Identificaremos [0, 1]™ con [0, 1]}y ¥ probaremos que hay una correspon-
dencia biyectiva entre puntos de [0, 1|3y v filtros maximales de Freepyg(n).

Sea T € [0, 1% El filtro M; es un filtro maximal pues M; = MV (por el Lema
3.2.14).

Por otro lado, si G C Freeyg(n) es un filtro maximal, vimos en el Lema 3.2.13
que Gy también es un filtro maximal. Luego, existe un punto Z € [0, 1]}, tal que
Guyyv = MV;. Y por la demostracion del Lema 3.2.14 tenemos que G = M;. O
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Observacion 3.2.16. Observemos que a diferencia de los filtros maximales en Freeg(n)
que son subconjuntos propios de Freeg(n), en este caso la restriccion de las funciones
de un filtro maximal en Freepg(n) dado por un punto z € 0[0, 1]3py con |1z| = m a la
cilindrificacién & de Godel es isomorfa al algebra libre Freeg(m).

3.3. Filtros primos

Recordemos que en una BL-algebra A, un filtro /' C A se dice primo si dados dos
elementos a,b € A, siaVbée F entoncesa € FobeF.

Una propiedad que utilizaremos mas adelante es la siguiente:

Proposicion 3.3.1. Si A es un hoop bésico, son equivalentes:

1. F C A es un filtro primo.

2. El cociente A/F esta totalmente ordenado.

Demostracion. Supongamos que F' C A es un filtro primo y sean a,b € A dos elementos
cuyas clases a/F,b/F no son comparables. Como A es un hoop bésico, sabemos que
verifica la ecuacion

(a—=b)V(b—a)=1.

Luego, tenemos que (a — b)V (b — a) € F'y como por hipdtesis tenemos que F' es primo,
se debe cumplir que a =+ b € F o b — a € F. Si cocientamos por F', tenemos que eso
implica que (a - b)/F =1/F o (b—a)/F =1/F .

Supongamos que (a — b)/F = 1/F. En este caso, tenemos que
(aVD)/F =((a—b) —-b)/F=1—b/F=0/F,

por lo que a/F < b/F.

Si, por el contrario, (b — a)/F = 1/F, podriamos probar de modo analogo que
b/F <a/F.

Por lo tanto A/F es totalmente ordenado y queda probada la primera implicacion.

Para probar la reciproca, supongamos que A/F es totalmente ordenado y veamos que
I es un filtro primo.

Sean a,b € A tales que a Vb € F. Entonces tenemos que (aVb)/F =a/FVb/F = 1.
Pero como A/F es totalmente ordenado, debe cumplirse entonces que a/F = 1/F o
b/F = 1/F, pero esto implica que a € F o b € F, por lo que F es un filtro primo. O
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Nuestro objetivo es estudiar los filtros primos en Freeyg(n). Para esto, como en los
casos anteriores, estudiaremos primero los filtros primos en Freeyy(n) y en Freeg(n).

Filtros primos en Freepy(n)

Esta seccion esta basada en el trabajo [12], adaptando los resultados de ideales primos
al caso de filtros primos. Por tal motivo, omitiremos muchas de las demostraciones, que
pueden ser realizadas modificando adecuadamente las demostraciones de [12].

Definicién 3.3.2. Sean n € Ny 0 < ¢t < n. Llamaremos indice a la (¢ + 1)-upla de

vectores u = (ug, ..., u;) en R™ tales que uy, ..., u; son linealmente independientes y para
algunos valores €, ...,€¢ > 0 el simplex
T = conv{ug,ug + €1uq, ..., ug + €1u1 + ... + €us}

estd contenido en [0, 1]". Diremos que un 7" de esta forma es un u-simplex. Y definimos
Fu C Freepyy(n) como:

f € Fy siy solamente si el conjunto f~'({1}) contiene algin u-simplex.

Para cada j = 0,...,t escribiremos v/ como una abreviatura de (ug, ..., u;). Como v/ es
un indice, los u’/-simplices y los conjuntos F,,; estan bien definidos.

u=(u, ) u-simplex:

Proposicion 3.3.3. Si 17 y 15 son u-simplices entonces T N 15 contiene un u-simplex.

Proposicién 3.3.4. F, es un filtro de Freepn(n).

Demostracion. La funcion que toma constantemente el valor 1, esta trivialmente en F,.

Ahora, si f € Fy, v f — g € Fy, veamos que g € F,. Por definicion, sabemos que
existen u-simplices 7" y T” tales que f(T") = 1y (f — ¢)(T") = 1. Por la Proposicion
3.3.3, existe un u-simplex 7" tal que ' C 7"'NT". Ahora, como f(T) =1y (f — ¢)(T) =1,
debemos tener que g(7') = 1 y por lo tanto g € F,. O
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Como veremos en la Proposiciéon 3.3.10, Fy, es un filtro primo. Reciprocamente, en el
Corolario 3.3.21 veremos que todo filtro primo F' de Freepy(n) es de la forma F' = Fy
para un indice u.

Notacién 3.3.5. Salvo que indiquemos lo contrario, todo hiperplano afin H sera racional.
Es decir, H sera de la forma H = {& € R™ : Y "', mz; = mo} para mg,my, ..., my
numeros enteros, donde no todos los nimeros myq,...,m, son cero. A partir de ahora
el simbolo H denotard un hiperplano racional afin en algin espacio euclideo R". Cada
hiperplano H determinard dos semiespacios cerrados que denotaremos por HT y H~
respectivamente:

Hf={zeR": > mz;>mo}y H ={x e R": Y  mz; < mo}.

Las triangulaciones 7T que consideraremos en esta secciéon seran todas unimodulares (ver
[13] 9.1.1). Ademas, la union de los simplices de 7 siempre coincidird con un n-cubo [0, 1]",
para algiin n € N, por lo que en muchos momentos omitiremos los términos unimodular o
del n-cubo. Diremos que U es un refinamiento de 7 si U es una triangulacion unimodular
tal que cada simplex de T se puede escribir como la unién de simplices de U. Diremos
que la triangulacion T respeta el hiperplano H si cada simplex de T estd contenido en
H* oen H™.

El siguiente resultado nos serd muy util mas adelante:

Lema 3.3.6. Sean T wuna triangulacion unimodular y H C R™ un hiperplano. Enton-
ces existe un refinamiento U de T tal que U respeta H. Mas ain, dos triangulaciones
cualesquiera tienen un refinamiento de ambas que respeta H.

Una herramienta estandar para la construccion de funciones de McNaughton a partir
de triangulaciones estd dada por el siguiente resultado:

Lema 3.3.7. Sea T wuna triangulacion y v una funcion definida sobre el conjunto de
vértices en T y que toma valores en [0,1]. Sea f : [0,1]" — [0,1] la dnica funcion
que es lineal sobre cada simplex de T y que también satisface f(x) = v(z). Luego [ €
Freepy(n).

Como hemos observado en 3.3.1, un filtro F' de una MV-algebra A es primo si y
solamente si la MV-dlgebra cociente A/F esta totalmente ordenada (y es distinta de
{1}). La siguiente es una caracterizacion de estos filtros:

Lema 3.3.8. Para toda MV-dlgebra A y filtro F # A de A las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. F es primo;

2. para todo x,y € A, sixVy=1 entoncesx € F oy € F;
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3. para todo x,y € A, sixVy € F entoncesx € F oy € F;

4. st Gy y Gy son filtros de A y Gy NGy C F, entonces G1 CF 0 Gy C F;

5. st G1 y Go son filtros de A y Gy NGy = F, entonces G1 = F 0 Gy = F;

6. si G1 y Go son filtros de A que contienen a F entonces Gy C Gy 0 Gy C Gy.

Definicion 3.3.9. Para toda triangulacion T e indice u definimos

T" = ﬂ{S : S es un simplex de T y S contiene algin u-simplex}.

Como resultado inmediato de la Proposicion 3.3.3 podemos ver que 7" es un simplex
de T que contiene un u-simplex. Utilizando la notacion v’/ para el indice (ug, ..., u;), se
sigue que 7% esta bien definida para cada j =0,...,t.

Proposicién 3.3.10. Para todo indice u = (uo, . .., u;), el conjunto F, es un filtro primo
de Freepy(n).

Demostracion. Hemos visto en la Proposicion 3.3.4 que F, es un filtro de F'reey(n).
Para ver que F, es primo, supongamos que f ¢ F, vy g ¢ F, y trataremos de ver que
fVg# 1. Usando el Lema 3.3.6, sea 7 una triangulacion tal que f,gy fV g son lineales
sobre cada simplex de T. Se sigue que f(x) < 1 para algin z € T" (de otro modo f
tomaria el valor 1 sobre 7" O 7T para algiin u-simplex 7', y por lo tanto f € Fy lo que
es imposible). De modo anélogo, g(y) < 1 para algin y € T". La hipoétesis sobre T nos
asegura que tanto f como g deben ser menores que 1 en relintT™, y que fV g es lineal
sobre T". Luego, sobre T" debemos tener o bien que f > g o bien g > f. En ambos casos
fVg<1, como queriamos. O

Definicion 3.3.11. Para todo indice u = (ug, . . ., u;) definimos ((u®) = N{H : ug € H}
y paratodoi=1,...,t,

C(ui):ﬂ{H:conv{uo,u0+u1,...,u0—l—u1+...—|—ut}QH}

')
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En forma equivalente,

C(u') = ﬂ{H . T C H para algtn u’-simplex T'}

Para cada 0 <4 < t, la translacion de ((u’) en —ug, tiene un espacio lineal asociado
A(u"); en simbolos,

AMu') = ((u') —ug = {z € R" : (ug + ) € ((u')}
En adelante escribiremos ((u) en lugar de ((u') y A(u) en lugar de \(u').

Sea 7 una triangulacién unimodular y u = (uo, ..., u;) un indice. Entonces por la
definicién 3.3.9 debemos tener que dim(T*) > dim({(u’)) para todo j < t; y por la
hipotesis de unimodularidad de 7T, todo simplex de T de codimensiéon 1 esta contenido
en un hiperplano racional.

Definicién 3.3.12. Diremos que 7 es una triangulacion u-buena si dim(7T%) =
dim(¢(u?)) para todo j =0,...,1.

Mas atin, para cualquier f € Freepy(n) diremos que T es una triangulacion f-
buena si f es lineal (en el sentido afin) sobre cada simplex 7" de 7. Ademés diremos
que T es u-buena si es f-buena y u-buena. Dados finitos indices v,w,... y funciones
g, f ... € Freeppp(n), obtenemos de modo analogo las definiciones de vwg-bueno, vwgh-
bueno, etcétera.

Lema 3.3.13. Sea u = (uo,...,u;) un indice.

‘ > j 1 . i wit
1. Para toda triangulacion T, T es una cara de T, en simbolos, T* <X T" .
2. Toda triangulacion T puede ser refinada a una triangulacion u-buena.

3. St W es un refinamiento de una triangulacion T u-buena, entonces YW* C TH
Especificamente, T* es el menor simplex de T que contiene a YW,

4. Todo refinamiento de una triangulacion u-buena (respectivamente uf-buena) es u-
bueno (respectivamente uf-bueno).

5. Fu=A{f € Freepmy(n) : para alguna triangulacion T u-buena,f | T* = 1}.
6. Si f € Fy, entonces f U™ =1 para toda triangulacion uf-buena U.

Definicién 3.3.14. Sean u = (uq,...,u;) y v = (vo,...,v,) indices con t < r. Si v; = u;
para todo i = 0...,t, entonces v se llama una extension de u. Si ademas ((u*) C ((v")
diremos que v es una extensién propia de u.

Lema 3.3.15. Si v es una extension de u, entonces F,, C Fy,.
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Observacion 3.3.16. Dados u = (ug, ..., u), y n > t puede ocurrir que t < dim((u) <
n. (Por ejemplo, siu = ug y up ¢ ([0,1]NQ)", entonces dim¢(u) > 0). En este caso, existe
un v € A(u) tal que los vectores uy,...,u;, v del conjunto linealmente independiente y
C(ug, ..., u;,v) = C(u). Luego (ug,...,us;v) no es una extension propia de u.

Definicién 3.3.17. Siguiendo [26] (pagina 40), para cualquier triangulacion 7 del n-
cubo y un simplex F' € T, el conjunto star(F;7T) de F en T es el menor subcomplejo de
T que contiene a todos los miembros de 7 que contienen a F. La unién punto a punto de
st(F,T) se llama closed star de ' en T y la denotaremos como clstar(F’;T). El interior
de clstar(F;T) relativo al n-cubo, se llama open star de F' en 7T, y lo denotaremos
como ostar(F;T). Se sigue que

ostar(F;T) = int{zx € [0,1]" : 3T € T, T n-dimensional con z € T' D F'}
Cuando 7T esté claro por el contexto, escribiremos simplemente clstar(F') y ostar(F).

Para todo filtro primo F el filtro germinal germ(F) es la interseccion de todos los
filtros que lo contienen. Los filtros germinales tienen la siguiente caracterizacion:

Teorema 3.3.18. Sean u = (ug,...,u;) un indice y f € Freeapmyp(n). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. flostar(T™) =1 para alguna triangulacion T wf-buena.
2. flostar(T™) =1 para toda triangulacion T uf-buena.
3. f € germ(Fy).

Proposicién 3.3.19. Sea u = (ug, ..., u;) un indice tal que dim¢(u) < n. Supongamos
que F es un filtro primo tal que F' C F,. Supongamos que no existe una extension
propia v de u tal que F' esté contenido en J;. Luego existen una funciéon f € F' y una
triangulacion uf-buena 7 tal que

L f]T =1y
2. f(z) < 1 para todo z € clstar(T*) \ T".

Teorema 3.3.20. Sea u = (uo, ..., u;) un indice y F un filtro primo con F C F,. Si no
existe una extension propia v de u tal que F' esté contenido en F, entonces F = F,.

Corolario 3.3.21. Todo filtro primo F de Freeay(n) es de la forma F = F, para un
indice u.

Demostracion. Todo filtro primo de Freepqy(n) esta contenido en exactamente un filtro
maximal (ver [13], Corolario 1.2.12). Por 3.4.7 de [13], los filtros maximales de F'reey(n)
son exactamente aquellos de la forma F, = {f € Freepmy(n) : f(x) = 1} para algin
x € [0,1]". Sea u = (uy, ..., u;) un indice tal que F,, O F, y ninguna extension propia v de
u cumple que Fy, O F. Como consecuencia del Teorema 3.3.20, tenemos que F' = F,,. [J
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Sea u = (uy,...,u;) un indice. Si el vector u;y; pertenece al espacio lineal A(u’™!),
entonces \(u'™') = A(u'), y diremos que u;;; es redundante en u. Un indice u se dice
reducido si para todo i = 0,...,t — 1, dimA(u’) < dimA(u™!). En forma equivalente, u

es reducido si y solamente si para toda triangulacion 7 u-buena, tenemos T < T <
=T T“t, donde < denota una subcara propia.

El siguiente resultado es una generalizacion del Corolario 3.3.21 y fue probado por
Panti en [40] y después en [12| usando tnicamente herramientas de MV-algebras.

Proposicién 3.3.22. Para todo filtro primo F' de Freepqy(n), existe un indice reducido
u tal que ' = F,.

Indices iguales para el mismo filtro primo
En esta seccion estudiaremos condiciones suficientes y necesarias para que dos indices
reducidos representen el mismo filtro primo.

Proposicién 3.3.23. Sean u = (ug, uq,...,u) y v = (vo, v1, .. .,v;) dos indices reducidos
con (u'™1) = ((v'!). Sea T una triangulacién uv-buena, y supongamos que 7% es una
subcara propia de TV, lo que simbolizaremos 7" < TV.

Luego existe un refinamiento W de T tal que W* ™' = Wv'™" Wu WYy WY & W,

Teorema 3.3.24. Sean w = (ug,...,u;) y v = (vo,...,v;) dos indices reducidos tales que
Fy = Fy. Entoncest =r,ug = vy y para cada 0 < j <t, F,; = F,;.

Observacion 3.3.25. Teniendo en cuenta la Proposicion 3.3.22 podemos ahora asignar

a cada filtro primo F € Freepyp(n) un entero univocamente determinado r = r; > 0,
donde

r; + 1 = ntmero de elementos de cualquier indice reducido de F'.

El resultado previo muestra que 7; es la longitud de la méxima cadena de filtros primos
RO 2...0F, =F
donde el primer filtro es F' y el tltimo es el filtro maximal sobre F.

Corolario 3.3.26. Sean u = (uo,...,ut) y v = (vo,...,vx) dos indices reducidos y sea

J <min(t k). Si¢(w/™') = Q™) y T STV para alguna triangulacion uwo-buena T,
entonces Fy # F.

Definicién 3.3.27. Dado un indice reducido u = (uo,...,u;), para cada 0 < j < ¢t
definimos el conjunto 6(u’) como

6(u) = {w € R|x = y + fu, para algin y € A(w/ ™) y 0 < § € R}.
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Teorema 3.3.28. Sean u = (ug,...,u;) y v= (v, ...,v:) dos indices reducidos. Entonces
las siquientes condiciones son equivalentes:

1. Fy=F,
2. Para toda triangulacion wv-buena T, (7'“0, T coincide con (T“O, LT

3. ug = y uj € 0(v7) para todo j =1,... ¢t

Filtros primos en Freeg(n)

De modo similar a lo que sucede con los filtros maximales en Freeg(n), los filtros
primos se pueden definir en base a una cadena de Godel junto con una variable distin-
guida, con la diferencia de que en este caso esa variable no necesariamente esta en una
componente fija de la cadena.

Lema 3.3.29. Sea X = (X', ... X"} una cadena de Gidel en las variables {x1, ..., 1,}.
Luego el conjunto

Px., ={f € Freeg(n) : f(z) > x;,VZ € Rx, donde x; € X°,1 <s <r}

es un filtro en Freeg(n).

Demostracion. La funcién que es idénticamente 1, estd en Px ,,.

Supongamos que f € Px,, v sea g € Freeg(n) una funciéon tal que g > f. Veamos
que g € Px 4,.

Como g > f, entonces para todo punto y € Rx, g(y) > f(y) > y;. Luego g(y) > v
para todo ¥ € Rx y por lo tanto g € Px ,,.

Finalmente, supongamos que f,g € Px ,, y veamos que f-g € Px ,,. Pero en ese caso

tenemos que para todo § € Rx, (f - 9)(7) = £(7) - 9(5) = min{ (@), 9(®)} > vi. Por lo
tanto f - g € Px s,

Por lo tanto Px ,, es un filtro en Freeg(n). O

Observacion 3.3.30. Si X = (X',..., X") una cadena de Godel y Px,, es un filtro
definido como en 3.3.29 entonces tenemos que este filtro estd generado por la funcion
fp € Freeg(n) dada por:

= fplRx =
» fplRy = x; € Y, para toda cadena de Godel Y = (Y, ..., V") en las variables
{z1,...,2,} que conforme una foresta con X; esto eso, en la region Rx toma la

variable x; v en cualquier otra region Ry (donde X no es subcadena de Y ni Y es
subcadena de X) toma la menor variable.
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Luego tenemos que
Pxs, = {f € Freeg(n) : f > fr}.

Lema 3.3.31. Sea X = (X', ...  X") una cadena de Gdidel en las variables {x1,... ,z,}.
Luego el conjunto

Px., ={f € Freeg(n) : f(z) > x;,VZ € Rx, dondex; € X*,1 <s <r}

es un filtro primo en Freeg(n).

Demostracion. En el Lema 3.3.29 vimos que Px ., es un filtro en Freeg(n). Veamos ahora
que el filtro es primo.

Supongamos que f,g € Freeg(n) son tales que fV g € Px,,. Luego, sabemos que
(fVg)(z) > x;, para todo T € Rx. Pero en ese caso tenemos dos posibilidades:

1. Si(fVg)|Rx =x; > x;, entonces tenemos que f|Rx V g|Rx =z} V 2, = z;. Por
la forma de las funciones de Freeg(n) sabemos que f [ Rx y g | Rx se corresponden
con proyecciones sobre las variables, debemos tener que f[Rx = x; > z; 0 [ Rx =
x; > x; por lo que f € Px,, 0 g € Px,,, porque en la region Rx las variables estan
totalmente ordenadas.

2. Si(fVg)|Rx =12> z;, entonces f|Rx V g|Rx = 1 por lo que es necesario que
fIRx =10glRx =1, pero en ese caso f € Px,, 0 g € Px_,.
Por lo tanto, Px ,, es un filtro primo. O

Teorema 3.3.32. Si P C Freeg(n) es un filtro primo entonces P es de la forma
Px., ={f € Freeg(n): f(z) > x;,VT € Rx, dondex; € X*,1 < s <r}

para alguna cadena de Gédel X en las variables x1, ..., x,.

Demostracion. Supongamos que P es un filtro primo en Freeg(n) y que P no es de la
forma Px ,,. Luego, tenemos dos posibilidades:

1. Para toda cadena de Gédel X = (X! ... X7) existe una funciéon fx tal que fx(7) =
x; € X', para todo punto T € Rx y en ese caso tendriamos que P = Freeg(n) (pues
la funcién que toma el minimo de las variables sobre todas las regiones estaria en

P).

2. Existen dos cadenas de Godel X = (X1,... . X"y eY = (Y! ... Y*) que conforman
una foresta y tales que para toda funcion f, si f € P entonces se cumplen las
siguientes condiciones:
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f(z) > x € X7, para2 < j<r,
(3.3.1)
f@) >y €Yl para2 <k <s.

Consideremos las funciones g, h € Freeg(n) dadas por:

x; € X! si T € Rx;
9(%) =

1 en caso contrario.

Yr € Yl si g € RY7
h(y) =

1 en caso contrario.

Tenemos que gV h € P, pues gV h coincide con la funcién que toma el valor 1 sobre
[0,1]&. Sin embargo, g ¢ Py h ¢ P, pues ninguna de estas funciones cumple la
condiciéon 3.3.1. Y esto contradice la hipotesis de que P sea primo.

Por lo tanto, hemos caracterizado todos los filtros primos de Freeg(n).

Ejemplo 15. Consideremos el filtro primo Fx , en Freeg(2) dado por la cadena de Gidel
X = ({y}, {x}). El filtro estard generado por la funcion f(x,y) = x € Freeg(2):

Si consideramos ahora la funcion

r st (r,y) € Ry

9(z,y) = (3.3.2)
1 en otro caso.

tenemos que g € Freeg(2) y, como se puede observar en la grifica, g > f:
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Por lo tanto, g € Fx,.

Filtros primos en Freepg(n)

En la seccion anterior vimos que existe una correspondencia biyectiva entre [0, 1]"
y el conjunto de filtros maximales en Freeyg(n). Usaremos esta correspondencia para
analizar los filtros primos en Freepyg(n).

Si P C Freeyg(n) es un filtro primo, sabemos que existe un tnico filtro maximal M;
tal que P C Mj;. Analizaremos qué ocurre en el caso en que el filtro maximal M; esté
asociado a & € [0, 1|}y \ 0[0, 1]}y v qué ocurre cuando & € 9[0, 1]}y

Dado un filtro primo P C Freepmg(n) y & € [0, 1|}y tal que M; es el tnico filtro
maximal que contiene a P recordaremos la siguiente notaciéon que ya hemos utilizado
anteriormente:

M; ={Z € Freepmg(n) : #(z) =1}
MVy ={f € Freemy(n) : f(z) =1}
PMVI{QMO’l]K/IVIyEP}

FPoz={fls:f€P}

donde recordemos que para T = (z1,...,2,) € [0, 1]}y definimos
T={zeA": z; =z, paratodo j ¢ 1z, y z € [0,1]g, para todo i € 1;}.

Dado z € 9[0, 1]ypy,y P un filtro primo en Freeyg(n) tal que M; es el dnico filtro
maximal que contiene a P, identificaremos las funciones de Pz con un subconjunto de
funciones Freeg(m), para m = |1z|.
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Ademaés, recordemos que dado un punto z = (zy,...,x,) € A" escribimos & para

referirnos a:
x; Sl x; € [O, 1]MV

1 si T; € [071]G

Por otro lado, dada una funcién f € Freepqy(n), notaremos por f* a la funciéon dada
por:
f(y) si x; € [0, 1}y
Fi@) =
f(@) siai e A"\ [0, 13y,
donde f* € Freepmg(n) es la funcion mas grande tal que su restriccion a [0, 17y coincide
con f.

Lema 3.3.33. Sean f € Freepy(n) y & € [0, 13y Vale que f € MV; si y solamente si
existe g € Mz tal que gy, = f-

Demostracion. Supongamos que f € MV;. Sea g = f* € Freeapg(n). Por construccion
tenemos que g {[071} = f y por lo tanto g € Mj.

n
MV

Reciprocamente, si g € Mz, tomemos f = g [[0,1]&V. En este caso tenemos que [ €
Freeapy(n) y como z € [0, 1]pyn, se cumple que ¢g(z) = f(z) = 1, por lo que f €
MV5. m

Lema 3.3.34. Si P C Freeyg(n) es un filtro primo entonces Pypy es un filtro primo en
Freey(n).

Demostracion. Pyy es filtro por 3.2.11.

Veamos ahora que Pyy es un filtro primo: para esto supongamos que f, g son funciones
en Freepy(n) tales que fV g € Pyy. Luego, existe h € P tal que ks, = fVg.

Por otro lado, tenemos las funciones f* g* € Freepg(n) tales que f* loan,y = f ¥
g r[OJ]Kav = ¢ que cumplen ademas que f#V ¢ > h. Como P es un filtro, esto implica
que f*V g* € Py por lo tanto f* € P o g* € P, pero entonces tenemos que f € Py 0
g € PMV- U]

Lema 3.3.35. Si P C Freeyg(n) es un filtro, P C Mz, con T € [0,1]y \ 0[0, 1|34y
entonces Pgz es un filtro en Freeg(m), donde m = |1z

Demostracion. Veamos que Fg ; es filtro:

La funcién que es idénticamente 1 sobre Z estd en Pz, porque es la restriccion de la
que toma el valor 1 sobre 2", que esta en P por ser filtro.

Supongamos que g € Pg; v f € Freeg(m) es tal que f > g. Veamos que f € Pg ;.
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Como g € Pg z, sabemos que existe g € P tal que g[; = g.

Sea fi e Freeapg(n) la funcién definida por:

f() sigex
) =

1 en caso contrario.
La funciéon f* cumple que f*|; = f y ademés tenemos que f* > g, lo que implica que
f* € P (dado que P es un filtro).
Por lo tanto f*1; = f € Pga.
Supongamos que f,g € Pgz. Veamos que f-g € Pg 5.

Como f, g € Pgz, sabemos que existen f,f] € P tales que f{x =fygls=g. Como
P es un filtro, f - g € P, pero tenemos que f-§glz = f g, por loque f-g € Pgs.

]

Lema 3.3.36. Si P C Freepmg(n) es un filtro primo, P C Mz, con T € [0,1]%v \
0[0, 1]}, entonces o bien Pgz es un filtro primo en Freeg(m), donde m = |1;| o bien
Pz es isomorfo a Freeg(m).

Demostracion. Vimos en el Lema 3.3.35 que Pg; es un filtro de Freeyg(n). Veamos
ahora que Pz es un filtro primo.

Supongamos que f,g € Freeg(m) son tales que fV g € Pgz. Luego tenemos que
existe h € P tal que hlz; = f V g. Por otro lado, sabemos que existen funciones f*y g
en Freeyg(n) tales que f*1; = fy ¢t 13 = g. Pero tenemos que h < f¥V ¢*, por lo que
f*Vv gt € P, pues P es un filtro. Pero del hecho de que P es primo sabemos que esto
implica que f* € P o ¢g* € P, por lo que, tomando las restricciones de ambas funciones a
T tenemos que f € Pgz 0 g € Pgz.

Por lo tanto Pgj; es un filtro primo en caso de estar propiamente contenido en
Freeg(m) y en caso contrario, es isomorfo a Freeg(m). O

Notaciéon 3.3.37. Dado G un filtro en Freep(n), definimos
ch = {f - FreeMg(n) : f “071]71\1/“, - G}
donde G°! es un filtro de Freeyg(n), al que llamaremos cilindrificacion de G.

Se puede ver utilizando esta definicion que G es un filtro en Freeg(n).
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En el proximo Teorema veremos que dado un filtro primo P C Freepg(n), P con-
tenido en un filtro maximal M, con Z un punto de [0, 1]}y \ 0]0, 1]}y existe un filtro
primo en Freepy(n) cuya cilindrificacion coincide con el filtro P.

Teorema 3.3.38. Sean = € [0, 1]}, \0[0, 1|4y y P C Mz un filtro primo en Freeg(n).
Luego eziste un filtro primo G C Freeppp(n) tal que

P=G"={f € Freemg(n) : f oy, €G}

Demostracion. Por el Lema 3.3.34, sabemos que Pyy es un filtro primo en F'reepn(n).
Claramente, para toda funcion f € Pyy, f(Z) = 1 porque P C M. Luego Pyy es un
filtro primo de Freepqy(n) contenido en M V3.

Llamemos G = Py y veamos que P = G,

Sabemos por 3.3.21 que existe un indice u tal que para toda funciéon f € Py,
f(S) =1, para algtin u-simplex S.

Si f € P entonces f o, € G. Luego f € Gy por lo tanto P € G,

Ahora debemos ver que G C P. Para esto debemos probar algunos resultados pre-
Vios.

Afirmacion 1: Para todo u-simplex S, contenido en [0, 1]} \ 0]0, 1)1y existe hg, €
P tal que

0 siy es tal que alguna coordenada y; € [0,1]g

hs.,(g) = 1 siy € Sy
0 siy ¢ ostar(Sy).
G
) 4

MV (

MV G

MV G
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Demostracion de la Afirmacion 1:

Recordemos que dada una triangulacion regular 7 de [0, 1]}y, v decimos que 7 es una
u-triangulacion si existe un u-simplex Sy € 7.

Dada una u-triangulacion, en 3.3.17 definimos ostar(u) como el interior del conjunto
{Ter:TNS, #2}.

Fijadas u y 7 como antes, la funcion tg, definida en los vértices de 7 por:
1 siyesun vértice de S
ts.(y) =

0 en caso contrario.

y que se extiende linealmente esta en Freepy(n). Ademés tg, (Sy,) = 1 con lo que clara-
mente tg, € G.

MV ]

MV G

MV G

Como Sy C [0, 1]}y \ 9]0, 1]}y para todo z € 0[0, 1|}y se tiene que tg, () = 0.

Por la Proposicion 2.4.32 sabemos que existe una tnica funcion hg, € Freeymg(n)
tal que hg, MOJ]K&V = tg,. Como tg, € Py para toda triangulacion 7, tenemos que
hs, € P, para toda triangulacion u-buena 7 (el hecho de que tg, € Py implica que tg,
es proyeccion de alguna funcion en P, que debe ser hg,).

Por lo tanto, hemos probado la Afirmaciéon 1.
Sea ahora f € G, Como f € G, f [[0,1}&\, € G = Pyy =P,
Si 7 es una triangulacion regular de [0, 1]}y, donde f [y, es una funcién lineal,

como f [, € G = Py, sabemos que existe un u-simplex Sy tal que f [y (Su) =1
y Su €ET.
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Sin pérdida de generalidad, como Z no esta en 0[0, 1] podemos suponer que Sy
esta contenido en [0, 1]} \ 90, 1)}y

Tomemos tg, € Freeapyp(n) la funcion correspondiente a 7 en la demostracion de la
Afirmacion 1y hg, la funcion correspondiente en Freeyg(n) que extiende a tg,.

Claramente hg, € Py hg, < f. Por lo tanto f € P. n

Teorema 3.3.39. Si P C Freepg(n) es un filtro primo contenido en un filtro mazimal
Mz, con T € 90, 1],y entonces vale que:

1. Si Pgz es un filtro propio entonces Py es mazimal.

2. 8i Pyy es un filtro propio entonces Pg iz = Freeg(m), donde m = |15].

Demostracion. Supongamos que P C Freepg(n) es un filtro primo contenido en un filtro
maximal M, con z € 0[0, 1]}y

Veamos que Pg; = Freeg(m), con m = |1;], o Pyv = MV; (o ambas).

Supongamos, por el contrario, que Pgz; C Freeg(m) y Pyy = P,, donde u es un
indice que define un filtro primo no maximal P, C M V5.

Claramente tenemos que P C Py, y P C Pg%. Veremos que Py, & P&% y P
P¢it, o cual nos llevara a un absurdo, pues contradice el hecho de que P sea primo.

Como Pgz € Freeg(m), sabemos que existe una funcion h € Freeg(m) tal que
h ¢ Pgz.

Sea ht € Freeypg(n) la funciéon definida como en el Lema 3.3.35.
Como ht [on,, = 1 entonces tenemos que ht € Py, Pero ht ¢ PgL,
h ¢ Pg . Luego tenemos que PgL ¢ Pg¥,.

,Z

pues ht|; =

Tomemos ahora una funcion f € Freey(n) tal que f € MV, pero f ¢ Pyy. Luego
tenemos que la funcion f* satisface que f* € Freepg(n), pero f* ¢ Pgi,.

Ademas f*|; = f*(z) = 1, por lo que f*|; € Pgs.
Por lo tanto f* € Pg", de lo que podemos deducir que Pf, ¢ PgL.

Como esto contradice la primalidad de P, hemos llegado a un absurdo y queda probado
el Teorema. O
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3.4. Filtros principales

Definicién 3.4.1. Sean A una BL-algebra y F' C A un filtro implicativo.
Diremos que F' es principal si F' = {x € A : z > a} para algiin a € A.

Ademas diremos que F' estd generado por B C A si F es el filtro més chico que
contiene a B.

Diremos que F' esta finitamente generado si estd generado por un subconjunto

finito de A.

El objetivo de esta seccion es caracterizar los filtros finitamente generados y principales
y ver la relacion que hay entre ellos. Para esto estudiaremos los filtros en Freepyy(n),
luego en Freeg(n) y finalmente en Freepyg(n).

Filtros principales en Freepy(n)

Lema 3.4.2. Sea F un filtro de Freepnn(n). Son equivalentes:

1. F es principal.

2. existe una funcion f € F tal que

{z €0, pv: f(7) =1} ={7 € [0, Uy : 9(7) = 1, Vg € F}.

Demostracion. Para la direccion no trivial, sea f € F tal que {z € [0, 1]}y : f(Z) =
1} ={z € [0, 1]}y : 9(Z) = 1, Vg € F}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
f < 1. Debemos verificar que para toda funcion g € Freeyy(n), g € F si 'y solamente si
g > f*, para algin k € N.

Para ver la implicacion reciproca, alcanza con ver que f € F.

Para ver que ¢ € F implica que g > f* para algin nimero natural k, sea A una
triangulacion racional de [0, 1]}y, tal que f y h son lineales sobre cada S € A. Sean
{v1,...,v5} vértices de A. Como {z € [0,1]}y : f(Z) = 1} = {Z € [0, 1]}y : 9(T) =
1, Vg € F} C {z € [0,1]}yv : h(Z) = 1}, f(v;) = 1, lo cual implica que h(v;) = 1.

Luego existe un entero m; > 0 tal que f(v;))™ < f(v;) para cada i = 1,...,s. Sea
m = maz(my, ..., ms); el resultado deseado se sigue de la linealidad de f y h sobre cada
simplex de A. O

Lema 3.4.3. Si F es un filtro finitamente generado en Freeyn(n), entonces F es prin-
cipal.
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Demostracion. Sean fi,..., f,, las funciones que generan el filtro F' y sea

P={z €01y : fi(Z) =1paraalgini=1,...,m}.

Tenemos que
{j} € [071];\L/IV : f(j;) = 1} = {‘T S [071]{\L/IV : L(j> = ]-7 parai - ]-7"'7m}‘

Luego, por el Lema 3.4.2, tenemos que F' debe ser principal. O

Filtros principales en Freeg(n)
Lema 3.4.4. Sea F' C Freeg(n). Son equivalentes:

1. F es un filtro finitamente generado.

2. F es un filtro principal.

Demostracion. Si F es un filtro principal, entonces es un filtro finitamente generado.
Veamos la reciproca.

Supongamos que F' es un filtro generado por las funciones fi,..., f,, € Freeg(n). Y
sea f=fiN...A fp. Veamos que F = {g € Freeg(n):g> f}.

Pero f € F, pues los filtros son cerrados por la operacion A. Luego, para cualquier
funcion g € F tenemos que g > f y por lo tanto F C {g € Freeg(n) : g > f}. Y, si ges
tal que g > f, como f = fi A... A fn, debemos tener que g € F' y por lo tanto queda
probada la igualdad F' = {g € Freeg(n) : g > f}. O

Filtros principales en F'reepg(n)

Tal como hicimos para otro tipo de filtros, es posible extender los filtros principales
en Freepy(n) y FG(n) a filtros principales en Freepg(n).

Lema 3.4.5. Sea F' C Freepmg(n) un filtro. Son equivalentes:

1. F estd generado por finitas funciones fi, ..., f, tales que f7*({1}) C [0, 1% \
0[0, 1)y para todo i =1,...,m.
2. F es principal.

Demostracion. Sale como consecuencia de 3.4.3 extendiendo las funciones de Freey,(n)
a Freepmg(n) como en 2.5.5. O
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Lema 3.4.6. Sea ' C Freepmg(n) un filtro. Son equivalentes:
1. F estd generado por finitas funciones fi,..., fn tales que £ '({1}) N[0, 15y = 1
para todo i =1,...,m.
2. F es principal.

Demostracion. Sale como consecuencia de 3.4.4 extendiendo las funciones de Freey(n)
a Freeypg(n) como en 2.5.6. O

El siguiente resultado generaliza los Lemas anteriores y permite caracterizar los filtros
principales de F'reepg(n).

Teorema 3.4.7. Sea ' C Freeyg(n) un filtro. Son equivalentes:

1. F esta generado por finitas funciones fi,..., fa.

2. F es principal.

Demostracion. Sea P = {z € [0, 1|}y : fi(Z) = 1 para algan i = 1,...,m}. Por el Lema
3.4.2 sabemos que existe una funcion f € Freepy(n) tal que f(7) = 1 si y solamente si

T € P. Llamemos f a la funcion en Freepg(n) que surge de extender f, tal como hicimos
en 2.5.5.

Si PN [0, 1)y = &, entonces f genera todo el filtro y por lo tanto F' es principal.

Si PNO0,1}v # 9, sea A una subtriangulacion regular de las triangulaciones
asociadas a fi1,..., f,,. Luego, tenemos que para cada simplex S € A, f; coincide con una
funcion de Freeg(k), para k < n sobre S Sea fg = fi|S°A ... A fn [ S° Y para cada
S € A, sea fg la funcion que extiende fg a una funcion de Freepg(n) tal como hicimos
en 2.5.6.

Luego tenemos que g = f A /\ fs es la funcion generadora de F'y F' es principal. [
SeA






Capitulo 4

Algebras finitamente presentadas

Para todo n € N denotamos por Form,, al conjunto de formulas ¢ = ¢ (xq,...,x,)
cuyas variables estan contenidas en el conjunto {z1,...,z,}. Una teoria en las variables
x1,...,T, €s un subconjunto propio © de Form, que contiene todas las tautologias de
Form, y que es cerrada por modus ponens. O es finitamente axiomatizable si existe
una formula €2 € Form,, tal que © es la interseccion de todas las teorias en las variables
x1,...,T, que contienen a Q.

Diremos que un algebra A esté finitamente presentada si es isomorfa al adlgebra de
Lindembaum de una teorfa finitamente axiomatizable.

En el caso de MV-algebras en [13] esta probado que esto es equivalente a que A sea
un cociente de Freepy(n) por un filtro finitamente generado.

Estas ideas motivan el desarrollo que haremos de las algebras finitamente presentadas
en este capitulo para el caso de nuestra variedad MG. Queremos hallar los cocientes de
Freepg(n) por filtros finitamente generados, ya que estos cocientes se corresponden con
las teorias finitamente axiomatizables. Una vez que hayamos caracterizado estos cocientes
veremos algunas aplicaciones geométricas.

Definicién 4.0.1. Diremos que un algebra A C MG es un &lgebra finitamente pre-
sentada si A es isomorfa a un cociente de Freepg(n) por un filtro finitamente generado.

Observacion 4.0.2. Utilizando los resultados probados en la seccién 3.4, para cualquier
subalgebra de Freeyg(n), ser finitamente presentada es equivalente a ser cociente de
Freepg(n) por un filtro principal.

Nuestro objetivo sera estudiar las dlgebras finitamente presentadas, caracterizandolas
como cocientes de Freeyg(n) por filtros principales. Como hemos hecho antes, estudia-
remos primero el caso de las algebras finitamente presentadas en Free(n), luego en
Freeg(n) y finalmente el caso general en Freepg(n).
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4.1. Algebras finitamente presentadas en Freepy(n)

En el Teorema 6.3 de [36] esta probado el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1. Para cualquier MV-dlgebra A las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. A es finitamente presentada.

2. Para un poliedro racional P C [0,1]", P # &, A es isomorfa a

{fIP:f€ Freeymy(n)}.

Observacion 4.1.2. Teniendo la caracterizacion de los filtros principales en 3.4, tenemos
que si A es el algebra que surge de cocientar por un filtro F' generado por una funcion
f € Freepnp(n), entonces P debe ser el poliedro dado por P = {Z € [0, 1]}y : f(Z) = 1}.

Esto nos permite caracterizar las clases de las funciones en Freepqy(n) al cocientar
por F. Si g € Freepy(n), entonces

g/F ={h € Freepy(n):g—>heFyh—gecF}.
Pero como F esta generado por f, tenemos entonces que

g/f ={h € Freepy(n) : g(z) = h(z),Yz € P}.

4.2. Algebras finitamente presentadas en Freeg(n)

Sea f una funcion en Freeg(n). Llamaremos F' al filtro principal en F'reeg(n) generado
por f. Queremos estudiar el algebra que surge de cocientar Freeg(n) por F. Para esto,
veamos como es la clase de una funcion en Freeg(n).

Sea g € Freeg(n). Sabemos que
g/F ={h € Freeg(n):h—g€ Fyg—h¢€F}

es decir,
g/F ={h € Freeg(n) : (h —g) = fy (g = h) = [}

o equivalentemente,
g/F ={h € Freeg(n): (h—g)-(g—h) > f}.
Notacién 4.2.1. En el resto de esta Seccion escribiremos h <> g para referirnos a

(h—g)-(g—h).
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Utilizando esta notacion en el cociente anterior, tenemos que
g/F ={h € Freeg(n):h<+ g> f}.

Lema 4.2.2. Si F' es el filtro principal en Freeg(n) generado por una funcion f, se tiene
que
g/F ={h € Freeg(n):h>g=gA f}

para toda funcion g € Freeg(n).

Demostracion. Veamos que g = g A f esta en g/F"

g—g=1pues g <g, porloque g—gekF.

(9—9)(@) =
1 si f(z) > g(x)

Por lo tanto ¢ — g > f y por lo tanto g — g € F.

Luego, tenemos que § € g/F. Veamos que ¢ cumple la condicion de que para toda
funcion h € g/F, h > g.

Supongamos que h € g/F es una funciéon tal que para un punto z € [0, 1]g, h(Z) <
§(Z). Luego, tenemos que (¢ — h)(Z) = h(Z) < g(z) < f(Z), por lo que § — h ¢ F'y por
lo tanto h ¢ g/F.

Por lo tanto, hemos caracterizado la clase de g al cocientar por F' como
g/F ={h € Freeg(n):h>g=gA f}.
m

Observacion 4.2.3. Observemos que al haber definido las clases de esta manera, pode-
mos identificar en forma sencilla un elemento en cada clase que es el mas chico en esa

clase: g/F = (g A f)/F.

Ahora que hemos caracterizado las clases de las funciones de Freeg(n) al cocientar por
un filtro principal, y vimos que se pueden definir en términos del infimo de dos funciones,
veamos cOmo se traduce la operacion de infimo para las forestas asociadas a dos funciones
en Freeg(n).

Proposicion 4.2.4. Sean f,g € Freeg(n) dos funciones asociadas a las forestas X =
{Xy4,..., X} e Y ={Yy,..., Y}, respectivamente.

Luego la funcion f A g esta asociada a la foresta Z=1{Z,,..., Zﬂ», donde las cadenas
de Z son las cadenas de X que no tienen ninguna subcadena en Y y las cadenas de Y
que no tienen ninguna subcadena en X.
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Demostracion. Sea T € [0,1]&. Veamos que h(Z) = f(Z) Ag(Z). Para esto consideraremos
distintas posibilidades:

Si T € Rz, para algtin i € {1,...,t}, con Z; € X, entonces h(Z) = f(z) y g(z) = 1,
por lo que h(z) = f(Z) A g(Z).

Si Z € Rz, para algtin i € {1,...,t}, con Z; € Y, entonces h(Z) = g(z) y f(z) = 1,
por lo que h(z) = f(Z) A g(Z).

t T s
Siz¢ U Rz,, entonces tenemos que T ¢ U Rx, v ¢ URY“ por lo que h(z) =
i=1 i=1 i=1

f(z) = g(x) =1y por lo tanto h(z) = f(Z) A g(Z).
[

Ejemplo 16. Consideremos un ejemplo en Freeg(3). Si X, Y son las forestas de Gédel
dadas por el siguiente esquema,

x} {z} {v}
x} 1 1 , {x} | ,
(2 x) {7\} ) {’|}
Lo |
{z,y} iy} v} {x} v {zyt X} {x)
Foresta X Foresta Y

entonces la foresta Z resulta ser la siguiente (las cadenas que estdn tachadas no estdn en
Z):

{x} {7}
[ | {x} , ,
) {7} {v}
| | \ \ |
{zyt v} N\ U X {x}

Foresta Z.

Definicién 4.2.5. Si X = {Xy,..., X}, Y = {Yy,...,Y,} son forestas de Godel dire-
mos que Y es subforesta de X si para toda cadena X; en X existe una cadena Y; en
Y tal que Y; es subcadena de X;.

Claramente, si f € Freeg(n) es la funcion dada por una foresta Xy g € Freeg(n)
estd dada por la foresta Y que es subforesta de X entonces g < f.
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Ejemplo 17. En el siguiente grdfico podemos ver un ejemplo de Y como subforesta de

X:

N oW W
Yoo w o {’\‘}

{z,y} {}|’} {}lf} {l} {z,y} {§|'} {§|'} {x}
Foresta X Foresta Y

Teniendo caracterizadas las clases en F'reeg(n), el siguiente resultado es consecuencia
del Lema 4.2.2:

Teorema 4.2.6. Si F' C F?”e_eg(n) es el filtro principal generado por una funcion f
asociada a la foresta de Gddel X entonces Freeg(n)/F es isomorfa a

{g € Freeg(n) : g estd dada por una subforesta Y de X}.
Notacién 4.2.7. Si X es una foresta de Godel llamaremos

1 X ={Y : Y es subforesta de X}.

4.3. Algebras finitamente presentadas en Freeyg(n)

En esta seccion trabajaremos con tres funciones fijas en Freeypg(n): Z,.% y Fo.
Estas funciones son aquellas dadas por las 2"-uplas:

F =(fha: AC{z1,..., 2.}, A# T} 9),
t9\1 :(fla{hl,A : A g {.Z'l, cee 7wn}7A 7& @} 791);
tg[? = (f27{h2,A t A _,C4_ {'T"l) B 7xn}7A 7é Q} 792);
donde las funciones f, fi, fo € Freeapy(n), ha,h; 4 son funciones f-A-G-McNaughton,
fi1-A-G-McNaughton y fo-A-G-McNaughton, respectivamente, v g, g1, g2 € Freeg(n).

Supongamos que F; es el filtro principal en Frreepyg(n) generado por %,. Veamos cuél
es la clase de .#; en Freeyg(n)/Fs.
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Sabemos que
F1|Fy ={F € Freepg(n): F — F € Fry F1 — F € Fy},
o equivalentemente,

F1|Fy ={F € Freepmg(n) : F < F1 € Fy}.

Nuestro objetivo es caracterizar las clases de funciones en estos cocientes. Para es-
to veremos que el conjunto de unos de las funciones tendra un rol importante en esta
caracterizacion.

Lema 4.3.1. Sean % € Freepmg(n) y @ € A" tal que Fo(z) = 1. Si F € F/Fy
entonces F1(z) = F ().

Demostracion. Supongamos que Fy € Freeypg(n) y © € A" tal que Fy(z) = 1. Si
F € 321/FZ sabemos que #, + F € Fy, es decir, que existen n,m € N tales que
F1— F > Fry F — F > F Sievaluamos estas dos desigualdades en T obtenemos:

F1(z) = F(T) > (F(Z))" = 1™, por lo que F1(T) — F(T) =1y por lo tanto
F(T) < F(T),

y
F(x) = F1(x) > (F2(x))™ = 1™, por lo que F(T) — F1(Z) =1 y por lo tanto
F(T) < F(T),
de lo que se deduce que Z(z) = (7). O

Por lo tanto, podemos ver que el conjunto de unos de las funciones va a ser impor-
tante en la descripcion de las clases de funciones en el cociente. En los préoximos lemas
probaremos la reciproca del Lema 4.3.1, considerando distintos casos. En todos los casos,
denotaremos por P al poliedro dado por:

P =7, ({1}) N0, iy

Lema 4.3.2. Sean %y € Freemg(n) y supongamos que el poliedro P es tal que P N
0[0, 1%,y = 9. Si F, % € Freepg(n) son funciones tales que F (z) = F1(Z) para todo
T € P, entonces F € F1/Fy.

Demostracion. Basta con ver que para todo z € P, (F < %1)(z) = 1 = %»(x), pero
esto vale pues .7 (z) = .%1(Z) para todo T € P. O
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Lema 4.3.3. Sean 5 € Freepmg(n) y el poliedro racional P es tal que PNO[0, 1)}y # 2.
Si F, F € Freepmg(n) son funciones tales que F (T) = F1(Z) para todo & € PN[0, 1|}y
y ademds se cumple que

1. si 1 € P entonces
9(2) = 91(2) A g2(2)
para todo T € [0, 1], donde g, g1 y go son las funciones de Freeg(n) correspondien-
tes a las 2"-uplas asociadas a .F, F1 y Fo, respectivamente,

2. para todo T € PN0O[0,1]%y, T# 1, con A= {x; :1 € 1;} se cumple que
hA(i') > hl,A(‘%) VAN h27A(.%),

para ha,hia y hoa las funciones de f-A-G-McNaughton, fi-A-G-McNaughton y
fa-A-G-McNaughton correspondientes a las 2"-uplas asociadas a F, % y Fs, 1€S-
pectivamente.

En el caso en que F5(T) = 1, entonces tenemos que ha(Z), hi a(Z) y hoa(T) tienen
funciones en Freeg(|A|) asociadas, y en ese caso tenemos que la desigualdad se
cumple como en el caso anterior.

Y si Za(Z) < 1, entonces ha(z) = F (&), h1,a(T) = F1(T) y hoa(T) = Fo(T) por
lo que vale la desigualdad anterior.

Por lo tanto F € F1/Fs.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 4.2.2. O]

Teorema 4.3.4. Sean .7 ,.F y F» funciones en Freeypg(n). Si P el poliedro racional
dado por P = F;'({1}). Luego vale que F € F,/F, si y solamente si se cumplen las
stguientes condiciones:

Y

(7)

() > F1(Z) N Fo(Z), para todo T € P\ [0,1]%,v-

F1(Z), para todo & € PN [0, 1]}y, ¥

S
)

Demostracion. Es consecuencia de los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3. O]

4.4. Poliedros

Poliedros racionales

Recordemos que llamamos poliedro racional P en R™ a una unién finita de simplices
P=5U...US; en R" tales que las coordenadas de los vértices de todo simplex .S; son
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numeros racionales. Para todo complejo simplicial ¥ la union puntual de los simplices de
Y se conoce como soporte de 3 y se denota por |X|; y X se llama una triangulacion de
2.

Los siguientes resultados muestran la relacion entre los poliedros racionales y los
conjuntos de unos de funciones de McNaughton y filtros de F'reey(n) (ver Proposicion
4.1,5.1 de [31] para mas detalles).

Proposicion 4.4.1. Si P C [0,1]", son equivalentes:

1. P es un poliedro racional.
2. P = |A| para alguna triangulacién unimodular de A.
3. Hay una triangulacion unimodular I" de [0, 1]™ tal que

P={Sel:SCP}

4. P={z € R": f(Z) = 1} para alguna funciéon f € Freey(n).

Nuestro objetivo es hallar un resultado equivalente en Freey g(n). Para esto debemos
estudiar nuevas construcciones geométricas.

MG-poliedros y MG*-poliedros

Definicién 4.4.2. Un subconjunto A C A" es un M G-poliedro si
A=PU{z:z € PNI0,1pv}
con P un poliedro racional contenido en [0, 1|3y

Ejemplo 18. Los siguientes son ejemplos de MG-poliedros en Freeapg(2) y Freeag(3):

G H

MV

MV

MV G MV
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Definicion 4.4.3. Dado un poliedro P C [0, 1|3y ¥ A una triangulacion de PN9|0, 1|y,
diremos que A respeta las caras si dados dos puntos z,y € S € A, se cumple que

Definiciéon 4.4.4. Dados un MG-poliedro A = PU{z : £ € PN d[0,1]}v} v una
triangulacion regular A de 9P que respete las caras de [0, 1|}y, diremos que

A" = (A, A, XA)

es un MG”*-poliedro si para cada simplex S € A existe una foresta de Godel asociada
X en las variables {z; : i € 1, para cualquier Z € S}.

Observacion 4.4.5. Dada una funcion % € Freepg(n), dada por una 2"-upla

F =(f{ha: A {z,.. 2.}, A# D)),

podemos hallar un MG*-poliedro A% asociado a .# dado por:

» P=F {1} N[0, 13y
s A es la triangulacion asociada a ..
= X es la foresta de Godel asociada a hy | S.
Definicién 4.4.6. Dado un MG"-poliedro A* = (A, A, XA), diremos que el MG*-
poliedro B* = (B, %, Ys) € | A* si y solamente si se cumplen las siguientes condiciones:
1. A=B.
2. Y es subtriangulaciéon regular de A
3. Paratodo S € X, tal que S CT € A, Yg €] Xr.
Teorema 4.4.7. Si .F € Freepmg(n) y Py es el filtro principal en Freepyg(n) generado

por F,
Frecag(n)/Pr =) A,

Demostracion. Recordemos que dadas dos funciones %, %, € Freepg(n) dadas por las
2"-uplas

T =(fi{hia AC{zs,.. @}, A# S}ag),
Ty = (faofhea: AC{rr, .. an}, A# D},00),

donde f; € Freeypy(n), h;a son funciones fi-A-G-McNaughton v g; € Freeg(n), para
i € {1,2}, vimos en la Seccion 4.3 que %, € %, /Pg si y solamente si:



114 Algebras finitamente presentadas

1. fi]P = fo|P, para P = f~1({1}) N[0, 1]}y

2. Si Ay y Ay son las triangulaciones asociadas a %, y Fy, se cumple que A; es
subtriangulacién de A;.

3.8 S e,y A= {z;:i€1; para todo Z € S} entonces h | SO < h% ] 5°.

Y estas condiciones se cumplen si y solamente si A% € | A% . O



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Generalizacion a Freeps(n)

En el Capitulo 2 estudiamos la representacion funcional del algebra libre generada
por

2l = [07 1]MV N> [07 1]G‘

Las funciones en F'reepg(n) resultaron ser funciones que pueden ser definidas en
términos de funciones de Freeyy(n) y Freeg(m), con m < n, donde las funciones de
Freeg(m) dependen del valor que toman las funciones en Freepy(n). Sin embargo, esto
no depende del hecho de que la cadena generadora esté conformada por [0, 1|pmy y [0, 1]a
y las representaciones que tienen estos generadores en Freey,(n) y Freeg(m), sino que
depende fuertemente de la estructura de la suma ordinal y de los elementos densos y
regulares.

El objetivo de este ultimo Capitulo es generalizar los resultados de Freepg(n) a
Freeps(n), donde esta tltima es el algebra libre generada por [0, 1]prv y un hoop bésico
totalmente ordenado H, donde supondremos que tenemos una representacion funcional
del algebra libre generada por H, Freey(n).

Llamaremos & al algebra generadora de nuestra variedad:

S =[0,1mv @ H.

Para ver qué estructura tiene el dlgebra Freeys(n) estudiaremos, como hemos hecho
antes, el caso Freepys(1) en primer lugar.
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Freepms(1)

Teorema 5.1.1. Sean g una funcion de Freeapy(l) y h una funcion de Freey(1) tales
que g(1) = h(1) = 1. Luego la funcion

F(x) = (5.1.1)
estd en Freepys(1).

Reciprocamente, para toda . € Freeys(1) tal que % (1) = 1 existen una funcion g
de Freepyy(l) y una funcion h de Freey(1) tales que satisfacen (5.1.1).

Demostracion. Dadas g y h funciones de Freepny(1) y Freey(1l) respectivamente, sabe-
mos que existen términos « y 3 cuyas interpretaciones en [0, lJprv ¥ en H coinciden con
g v h, respectivamente.

Si consideramos ahora los términos ——a y == — (3, tenemos que la evaluacion sobre
G resulta:

Oé(l’) si x € [0, 1}MV

(ra)e(x) =
1 si reH

1 si x € [0, 1]MV

(728 = Ble(x) =
Bx) si reH

Consideremos el término

1= () (- = )

Este término coincide con « en [0, 1]prv ¥ con S en H, por lo que su interpretacion

en & coincide con .Z (z) = { Z((i; :i x GJ;[(; ;][Mv

Vimos que las funciones de esta forma estan en el dlgebra libre. Veamos ahora que estas
son todas las funciones. Para esto, supongamos que .% € Freeys(l) y sean g = =%
y h = % — Z. Por 77 tenemos que (——%) - (-—~F — F) = .#, donde g es una
funcion de Freepy(1) v h es una funcion de Freey(1). O
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Ahora, si g es una funcién de Freeps(1) tal que .#(1) = 0, entonces la funcion

g(x) st x€[0,1]mv
F(x) = (5.1.2)
0 si re H

esta en Freeyps(1).
Teorema 5.1.2. Si .7 € Freeps(l) es tal que F (1) = 0, veamos que existe una funcion

g € Freepms(1) que satisface 5.1.2.

Demostracion. Dada una funcion % en Freepys(1l), si g € Freea(1) es la restriccion
de Z a [0, 1]mv, sabemos que existe un término « cuya interpretacion sobre [0, 1]yv
coincide con g.

Ahora, la evaluacion del término « sobre G es:
g(ZE) si x € [O, 1]MV
ag(r) =
0 si reH

Es decir, que coincide con .% sobre &. O

Observacion 5.1.3. Para el caso de H = [0, 1]pmv, la descripcion que se obtiene es la de
Freepr (1) dada por Montagna en [35].

Freepys(n)

Del mismo modo en que la representacion de Freepg(1) puede adaptarse para dar la
representacion funcional de Freeys(1), se pueden adaptar los resultados y demostracio-
nes de la Seccién 2.4 en el caso en que tenemos més variables.

Podemos dar entonces una representacion funcional del algebra libre Frees(n). Para
definir las funciones en esta representacion basta con descomponer el dominio

6" = ([0,1]mv ® H)"
en un numero finito de regiones. Sobre cada region una funcion .# € Freeps(n) coincide

o bien con una funcién de Freepqy(n) o bien con una funcion de Freey(m), del siguiente
modo:

» Para todo = € [0, 1]}y, -Z (Z) = f(Z), donde f es una funcion de Freepn(n).

Para el resto del dominio, las funciones dependen de esta funcion f : [0, 1|3 — [0, 1wy
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= Sobre H": Si f(1) = 0, entonces .Z (z) = 0 para todo = € ([0,1]g)", y si f(1) =1,
entonces .% () = g(¥), para una funcion g € Freey(n), para todo = € H".

Sean B = {Z,(1), ..., %o } un subconjunto propio no vacio del conjunto de variables
{x1,...,2,} v Rp un subconjunto de &" donde x; € B si y solamente si x; € H. Para
todo T € Rp definimos & = (Zy,...,%,) como:

r; sl i¢ B
1 si ieB

» Sobre Rp: Si f(Z) < 1 entonces .#(z) = f(z). Si f(Z) = 1, entonces hay una
triangulacion regular A de f~1(1) N Rp que determina los simplices Sy, ..., S y [

funciones en Freey(n —m), hy, ..., h en n —m variables, donde m es el cardinal
de B tal que .#(z) = hi(zj,,...,%j, ,), Ji ¢ B para cada punto en el interior de
S;.

Siguiendo las ideas de la Seccion 2.5 se pueden definir las funciones MS-bésicas y
de ese modo escribir cualquier funciéon .# € Freeams(n) como producto de funciones
MS-basicas.

Por otro lado, muchos resultados del Capitulo de Filtros se pueden extender a Fil-
tros en Freeps(n). En particular, para el caso de filtros maximales, se puede probar el
siguiente resultado:

Teorema 5.1.4. Ezxiste una correspondencia biunivoca entre los puntos de [0, 1]y y los
filtros mazximales de Freeys(n).

Basados en este Teorema, asociaremos a cada punto z € [0, 13y €l filtro maximal
Mz C Freepys(n).

Tal como vimos antes, dado un filtro primo P € Freepys(n) contenido en el filtro
maximal Mz, utilizaremos la siguiente notacion:

PMV:{fr[()?l]K/IV:fEP}J

Puz={flz:f¢€P}

donde recordemos que

l={ie{l,...;n}:2; =1}

T={2€6":z; =u,;, paratodoj ¢ 1;, y 2; € H, para todoi € 1;}.
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Utilizando esta notacion, y extendiendo los resultados probados para filtros primos,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.5. Si P C Freeys(n) es un filtro primo contenido en un filtro mazimal
Mz, con T € 90, 1]}y, entonces vale que:
1. 5% Py z es un filtro propio entonces Pyry es mazimal.

2. Si Pyy es un filtro propio entonces Py z = Freey(m), donde m = |1z|.

Y, para filtros principales, se puede probar el siguiente Teorema:

Teorema 5.1.6. Sea F' C Freeps(n) un filtro. Son equivalentes:

1. F estd generado por finitas funciones f1,..., fn.

2. F es principal.

5.2. Trabajo futuro

En la actualidad estamos estudiando los automorfismos en MG. Nuestra idea es ex-
tender la nocién de Z-homeomorfismos en MV-4lgebras a nuestra variedad. Para esto
estudiamos ademaés los automorfismos en G. La construccion de los morfismos en MG
depende fuertemente de la relacion entre los dos bloques de la cadena generadora de
nuestra variedad.

La necesidad de estudiar los automorfismos surgié de nuestro interés en estudiar los
complejos simpliciales abstractos en Freepg(n).

Un complejo simplicial abstracto H es un par (V, %) en el cual V es un conjunto
finito no vacio y ¥ es una coleccion de subconjuntos de V cuya unién es V, tal que todo
subconjunto de un elemento de > es nuevamente un elemento de ..

Un complejo simplicial abstracto pesado es una 3-upla W = (V, ¥, w) donde
(V, %) es un complejo simplicial abstracto y w es una aplicacion de V en el conjunto
N={1,23..}.

Para todo complejo regular A dado como en 2.2, el esqueleto de A es el complejo

simplicial abstracto pesado W = (V, X, w) dado por:

1. V = {v: v es vértice de A}.

2. Para todo vértice v de A, w(v) = den(v).
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3. Para todo subconjunto W = {wy,...,wi} de V,

W € 3 si y solamente si conv(wy, ..., wg) € A.

Dados dos complejos simpliciales abstractos pesados W = (V, X, w)y W' = (V' ¥/, )
escribiremos
W W,
si 7 es un isomorfismo combinatorio entre W y W’ es decir, que 7 es una aplicacion
biyectiva de V en V' tal que w'(y(v)) = w(v) para todo v € V, y {wy,...,wi} € Lsiy
solamente si {y(w),...,v(wx)} € ¥’ para todo subconjunto {ws, ..., wx} de V.

Definiciéon 5.2.1. Sea W un complejo simplicial abstracto y V un complejo regular. Una
V-realizacién de W es un isomorfismo combinatorio ¢ entre W y el esqueleto Wy de V.
Escribiremos ¢ : W — V para referirnos a « como V-realizaciéon de W.

Para un complejo regular cualquiera A, la funcién identidad sobre el conjunto de
vértices de A es una A-realizacion de W, llamada realizacién trivial del esqueleto
Wi.

Simétricamente, sea W = (V, X, w) un complejo simplicial abstracto con conjunto de
vértices V = {vy,...,v,}. Para ey, ..., e, la base canonica de vectores de R", sea Ay el
complejo cuyos vértices son

vy = e /w(vy), ..., v, = ey /w(v,),

y cuyos k-simplices estan dados por
conv(vl’.(o), o ,vg(k)) € Ay si y solamente si {v),...,vix)} € %,

(para k =0,...,n).

Observemos que Ay es un complejo regular y |Ay| C [0, 1]". La funcion
v, €V e0,1]"

es una Ay -realizacion de W, que llamaremos realizacién canénica de W. La depen-
dencia del orden en el cual los elementos {vy,...,v,} estan listados, esta implicita.

En [37] v [L1] se presentan las definiciones y los resultados previos para complejos
simpliciales abstractos pesados, y se prueba que las clases de equivalencia de estos com-
plejos se corresponden con las clases de teorias finitamente axiomatizables en la logica de
FLukasiewicz.

Nuestro objetivo es caracterizar los complejos simpliciales abstractos en nuestra va-
riedad M@. Para esto necesitamos agregar a la estructura de complejos simpliciales abs-
tractos pesados informacion que permita distinguir en cada vértice como se realizard y
forestas de Godel asociadas.
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Finalmente, querriamos extender esos resultados para la variedad MS generada por
S.






Capitulo 6
Apéndice

En este Apéndice demostraremos el Lema 2.3.13, ya que su demostracion es extensa, y
por ese motivo no la incluimos en el Capitulo de Algebras Libres. Recordemos el enunciado
del Lema:

Lema: Sean « un término en H — term en n variables y X; y X, dos cadenas
de Godel que tienen como subcadena a la cadena X = (X! ... X"} (es decir, X; =
(XXX XD y X = (XL X XS X)), Luego vale que

o1z, | RBx, (T) = 7;(Z), para todo T € Rx, y 7; € X"

si y solamente si

.11z, | Rx,(z) = (), para todo T € Rx, y 7 € X,
para todo t < r.

Demostracion. Lo probaremos por inducciéon sobre la complejidad del término «, utilizan-
do el siguiente abuso de notacion: escribiremos « [ Rx = z; para referirnos a o | Rx(Z) =
m;(Z), para todo T € Rx.

Si « es de complejidad 0 entonces o = x; 0 a« = 1 lo que nos lleva a considerar distintos
casos:

1. Si o =x; € Xt para t < r, entonces se cumple que

Qg | Rx, = 7 € X1, si y solamente si oy [ Rx, = 73 € Xt

2. Sia=uxz; € X, para t > r, entonces se cumple que

apapy [ Rx, = o3 ¢ {X7 1 j <} siy solamente si ooy, [ Rx, = 25 ¢ {X7 1 j <r}.

n
G



124 Apéndice

3. Si a =1, entonces se cumple trivialmente el enunciado.

Supongamos que el resultado es valido para todos los términos con complejidad menor
que k. Sea « un término de complejidad k. Entonces tenemos dos posibilidades: o = ¢ —
¢ oa=1-¢, para 1 y ¢ términos de complejidad menor que k.

Si o =1 — ¢ entonces tenemos dos casos para considerar: a1 = Z; 0 o 1)y, = 1:

1. Si ajo1p, = z; entonces tenemos distintas posibilidades:
a) Y|Rx, =x; € X'y ¢|Rx, = x; € X®, para s <t < r: tenemos que
Q0,1 fol = ¢[0,1]g fRXl — ¢[071}nc fRXl =T, = T; =25 € X°.
Pero por hipotesis inductiva sabemos que 9o 1), 'Rx, = 2; € X', cont <r
Y P [Rx, = z; € X®, con s < r por lo que Qo1 'Rx, = Yo, |Rx, —
¢[071]a TRXQ =T = Tj=12; € X
Por lo tanto tenemos que
0,11z, 'Rx, € X®y afo,11z, lRx, € X*, para s <.
b) Y| Rx, =x; € X'y ¢|Rx, =x; € X*, parar < s <t : tenemos que
Q0,1 fol = 77/}[071]& fRXl — Cb[o,ug fRXl =T, 2 T; =2T; € X°.
Pero por hipdtesis inductiva sabemos que o1y, IRx, = x5 € X}, con k > r
Y by | Bx, = 7 € X3, con s < 7 por lo que apqy, [ Bx, = Yp [ RBx, —

925[071]& rRx2 =y, X =2 € X;n, conm>r.
Por lo tanto tenemos que

Oé[(],l]ré rRxl §é {Xt it S 7’} y 04[071]7& rRXQ §é {Xt it S 7”}.
¢) Y|Rx, =x; € X', cont >ry ¢[Rx, =x; € X, para s < r: En este caso
tenemos que

Qpo,1]p [Rx, = w[o,l]g Rx, — ¢[o,1}g IRx, =x; > x; =x; € X°.

Pero por hipotesis inductiva sabemos que o1, Rx, =z, € X5, con k > r
Y o, lRx, = x; € X*, con s <r, por lo que Qo1 [ Rx, = Voq» Iz 'Rx, —
P01z, 'Rx, =z, = 2; =x; € X®, cons <r.

Por lo tanto tenemos que

apapy, [ RBx, € X*y app lRx, € X*, para s <.
d) Y Rx, =1y ¢ = €y | Rx, € X para s < r: En este caso tenemos que
a1z [ Bx, = Yy [Bx, = dpay [Bx, =1 — 2y =12; € X°.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que Y [Rx, = 1y dpp, [ RBx, =
z; € X°, con s < r, por lo que apop, [ Rx, = %001] [ Rx, = ¢pap [ Rx, =
1 —=x;=x;€ X% cons <r.

Por lo tanto tenemos que



123 125

Qo1 [Rx, € X°y Qo] lRx, € X* para s <r.

e) V|Rx, =1y ¢|Rx, € X* para s > r: En este caso tenemos que
Qo 17 rRXl = 1/1 1z rRXl — ¢[0,1]’é rRxl =1— Tj=1x; e X°.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que Y [Rx, = 1y dpy [ RBx, =
zp, € X' con | > 7, por lo que oo, [ Rx, = Yoy, [ Rx, — b [ Rx, =
1—>xh—xh€Xl conl > r.

Por lo tanto tenemos que
oz [ Rx, € {X":t <r}yapup [Rx, ¢ {X":t <1}
2. Si a1y, =1 entonces tenemos distintas posibilidades:
a) Y|Rx, =z, € X'y ¢|Rx, = x; € X°, parat < s <7 : tenemos que
oz [ Bx, = Yo [ Bx, = dpoay [Bx, =2 = 25 =1

Pero por hipotesis inductiva sabemos que )0 1)z, 'Rx, = z; € X', cont <r
Y Gy [ Bx, = z; € X°, con s <7 por lo que ooy [ Rx, = Yy [ Bx, —
(b[O,l]’é fo2 =T; = T; = 1.

Por lo tanto tenemos que

g [Rx, ¢ {X"t <r}yapyy [ Rx, ¢ {X":t <7}

b) Y|Rx, =x; € X'y ¢|Rx, =x; € X°, parar <t < s : tenemos que
Q0,17 Rx, = @/1[0,1]*(3 Rx, — ¢[0,1]g [Rx, = x; = z; = 1.

Pero por hipdtesis inductiva sabemos que o1, Rx, =z, € X5, con k > r
Y o, 'Rx, = z; € XI", con s < r por lo que o1, 'Rx, = Yoz, |Rx, —
Doz, FRXQ =z, — 2 =1

Por lo tanto tenemos que

oz [ Bx, ¢ {Xt:t<r}y oz [ Rx, & {Xt:t<r}.
¢) Y|Rx, =x; € X', cont <ry¢lRx, =x; € X% para s > r: En este caso
tenemos que

oz [ Bx, = Yoy [ Bx, = ¢pay [ Bx, =2 — 25 = 1.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que w[o,l]g 'Rx, = x; € X', cont <r
Y o, |Rx, = x, € X5, con k > r por lo que o1, lRx, = Yo,z lRx, —
¢[0,1]’é fo2 =x; > xp = 1.

Por lo tanto tenemos que

oz [ Bx, ¢ {Xt:t<r}y oz [ Rx, & {Xt:t<r}.
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d) Y|Rx, =x; € X", cont >ry¢|Rx, =1: En este caso tenemos que
g [ Bx, = Yo [ Rx, = dpay, [Bx, =2 = 1=1.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que o1y, [ Rx, = 2; € X', con t > 1y

b1z [ Bx, = 1, por lo que ajo e, [ Rx, = Yo [ Bx, = ¢pay [ Rx, = 7 —
1=1.

Por lo tanto tenemos que
apay, | Bx, ¢ {Xt:t<r}y apay, [ Bx, ¢ {X':t<r}

e) V|Rx, =x; € X', cont <ry¢lRx, =1: En este caso tenemos que
g [ Bx, = Yo [ Rx, = dpay, [Bx, =2 = 1=1.

Pero por hipotesis inductiva sabemos que 9o 1, 'Rx, =z; € X', cont <ry

Pz | Bx, = 1, por lo que ajo e, [ Rx, = Yo [ Bx, = ¢pay [ Rx, = 7 —
1=1.

Por lo tanto tenemos que
Qo] fol g_ﬁ {Xt < T} Y Qo] fRXQ §§ {Xt < 7’}.

f) v =1y ¢ =1: En este caso se cumple que
apay [ Bx, = Yo [ Rx, = dpay, [Bx, =1 —>1=1.

Pero por hipétesis inductiva tenemos que ¥y 1, [ Rx, = 1y ¢pa [ Rx, = 1,
por lo que 06[071]2; rRXQ = 77Z)[0,1]’é rsz — ¢[0,1]’é r.RX2 =1—>1=1.
Por lo tanto tenemos que

oo [ Rx, E{X" < rpy opue [ Rx, ¢ {X" ¢t <r}.
Si o =1 - ¢ entonces tenemos dos casos para considerar: ajo 1 = Z; 0 app 1), = 1:

1. Si app1m. = z; entonces tenemos distintas posibilidades:
[0,1]%

a) Y|Rx, =2, € X'y ¢|Rx, =x; € X*, parat,s <r:

1) Si s <t entonces tenemos que
oz [ Bx, = Yoy, [ Bx, - G, [ Bx, = i -2, = x; € X°.

Pero por hipotesis inductiva sabemos que 91y, |Rx, = z; € X', con
t<ry dpap 'Rx, = z; € X* con s < r por lo que oy, 'Rx, =
Yoz [ Rx, - P [ Bx, = 22 = 25 € X°.

Por lo tanto tenemos que

Qlo,1)3 [Rx, € X°y Qo] lRx, € X*, para s <r.
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b)

¢)

2) Si s >t entonces tenemos que

oz [ Rx, = Yoy, [ Bx, - doap [ Rx, =iz = 1.

Pero por hipotesis inductiva sabemos que 1y, 'Rx, = z; € X', con
t <rvy ¢pulRx, = z; € X°, con s < r por lo que app, [Rx, =

Yoz [ Rx, - ¢01]g [Rx, = ;- x; =x; € X"
Por lo tanto tenemos que

Q0,117 lRx, € X°y 1] |Rx, € X*, para s < r.
YIRx, =x;€ X'y ¢|Rx, =x; € X*, parat,s >r:
1) Sis <t entonces tenemos que
Q0,1 [ Rx, = @/}[0,1]@ ' Rx, - ¢[071]g [Rx, = x;-z; =x; € X°.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que o 1, Rx, = x, € X% con
k>ry ooy Rx, = i € X5 con s < r por lo que apqy, [ Rx, =
1/)[0,1]’(3 | Rx, - ¢[0,1]g 'Rx, = xp -2 =x; € XJ', con m > r.

Por lo tanto tenemos que

o [ Rx, ¢ {X"t<r}yapyy|Rx, ¢ {X":t <7}
2) Sis>t entonces tenemos que

Qlo,1)7, fol = ?/1[0,1}& [Rxl '¢[0,1}g fol =T T; = L.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que @ZJOln 'Rx, = xp € X%, con
k>ry¢puyylRx, = 1 € X3%, con s < r porlo que o [Rx, =

w[o,l]G fo2 ¢[o,1]G TRXQ = Th T} = Th-
Por lo tanto tenemos que

[Rxlgé{Xt t<r}yoz[01 'Rx, ¢ {X':t<r}.

Y|Rx, = x; € Xt7 cont <ry¢|Rx, =x; € X° para s > r: En este caso
tenemos que

oz [ Rx, = Yoy [ Bx, - doagp [ Bx, = i - 1 = ;.

Pero por hipétesis inductiva sabemos que 9o 1), 'Rx, = 2; € X', cont <r
Y Pog 'Rx, = x5, € X¥, con k > r por lo que o1 'Rx, = Yo Rx, -
Py [ Bx, = @i - 2 = 25

Por lo tanto tenemos que

o, Rx, € X*®y o, lRx, € X*, para s <.

Y|Rx, =x; € X', cont >ry ¢|Rx, =ax; € X% para s < r: Este caso es
analogo al anterior.

Y Rx, =x; € X', cont >ry ¢|Rx, =1: En este caso tenemos que
apay, [ RBx, = Yoz [ Bx, - Qo [Bx, =2 1= 1.

Pero por hipoétesis inductiva sabemos que vy 1], Rx, =x; € X¥ conk >ry
¢z [ Bx, = 1, por lo que ajo e, [ Rx, = Y1, [ Bx, - doay - Bx, =i 1=
xZGXéc,conk;>r

Por lo tanto tenemos que
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oz [ Bx, ¢ {Xt:t<r}y oy [ Rx, & {Xt:t<r}.

/) Y|Rx, =z; € X', cont <ry¢|Rx, =1: En este caso tenemos que
apag | Bx, = Yoz [ Bxy - ¢oapn [Bx, =2 1=,

Pero por hipotesis inductiva sabemos que o1, 'Rx, =z; € X', cont <ry
Gy [ Bx, = 1, por lo que a1y, [ Bx, = Yoz, [ Bx, oy [ Bx, = 01 = ;.
Por lo tanto tenemos que

Qlo,1]% [Rx, € X°y Q0,17 lRx, € X* para s <.
g) YIRx, =1y ¢ =x;|Rx, € X°, para s < r: Este caso es analogo al anterior.

h) Yv|Rx, =1y ¢|Rx, € X*®, para s > r: Este caso es analogo a los dos casos
anteriores.

2. Si @1z, = 1 entonces tenemos una tinica posibilidad:

a) ¥ =1y ¢ = 1: En este caso se cumple que
ooz [ Rxy = Yy [ Bx, - o [Rx, =1-1=1.

Pero por hipétesis inductiva tenemos que Y1, [ Rx, = 1y ¢pap, [ Rx, = 1,
por lo que apq, [ Rx, = Yoz [ Bx, - doapp [Rx, =1-1=1.
Por lo tanto tenemos que

Qo] 'Rx, ¢ {Xt t<r}y Qo] 'Rx, ¢ {Xt t<r}
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