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Prefacio

Los métodos formales permiten al ingeniero de software especificar, desarrollar y verificar un sistema,
basado en computadora mediante la aplicacién de una notacién matemadtica rigurosa. Estos métodos
proporcionan un mecanismo para detectar y corregir més ficilmente los problemas de ambigiiedad,
incompletitud e inconsistencia asociados a los métodos tradicionales de especificacién. Ademds, sirven
como base para la verificacion de programas y la derivacién de programas.

En el contexto de las aplicaciones industriales, existen distintos métodos formales propuestos
que permiten la modelizacién de los elementos de este tipo de sistemas. La l6gica P/PM L (Prod-
uct/Process Modelling Logic)[4] es un método formal desarrollado para la especificacién y construccién
de sistemas industriales de tiempo real. Esta légica es una extensién de la légica dindmica de primer
orden [11] agregando (a) acciones atémicas arbitrarias en lugar de sélo asignacién, (b) variables so-
bre procesos que permiten especificar sistemas parcialmente, (c) un combinador de paralelismo y (d)
restricciones de tiempo sobre los procesos.

En este trabajo se estudiardn los aspectos de werificacidn y derivacion formal de procesos en la
légica P/PM L. En la primer parte se definird el formalismo P/PM L, su sintaxis y semdntica, y se
daran algunos ejemplos de procesos en esta légica. En la segunda parte de este trabajo se explorara el
concepto de verificacién formal de procesos en P/PM L, tratdndose el aspecto de correccién parcial.
Como resultado, se desarrollard un sistemas formal de prueba que permitirdn verificar la correccién
parcial de procesos con respecto a especificaciones logicas. En la tercer parte de este trabajo se
explorara el segundo concepto mencionado antes, el de derivacién formal de procesos en la légica
P/PML, desarrolldandose como resultado un célculo de refinamientos que permitird derivar procesos
a partir de especificaciones 16gicas. Por ltimo, se presentaran las conclusiones acerca de este trabajo
y se citardn algunas posibles extensiones a desarrollar en el futuro.
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Parte 1

La Légica P/PM L



Capitulo 1

La Légica P/PM L

1.1 Introduccidén

La l6gica P/ PM L ( Product/Process Modelling Logic) [4] es un formalismo orientado a la especificacién
de procesos industriales con un componente de tiempo real. Este formalismo ve al mundo como un
modelo en términos de dos (y s6lo dos) tipos de entidades: productos y procesos. Un producto es
una descripcién de una entidad del mundo real en términos de atributos medibles. Un proceso es una
descripcién de una entidad del mundo real en términos de como transforma su producto de entrada
en el producto de salida y de sus restricciones de tiempo. Los procesos se construyen a partir de los
métodos (procesos atémicos) de una méquina abstracta que modela las capacidades bésicas de la or-
ganizacién cuyos procesos industriales se estdn modelizando. Estas capacidades basicas pueden ser de
maquinas (computadoras, prensas, cintas transportadoras), o de personas (programadores, ingenieros,
vendedores), o incluso (sub)organizaciones. La logica P/PM L es una extensién de la 1égica dindmica
de primer orden [11] agregando (a) acciones atémicas arbitrarias (que representan los métodos de la
méquina abstracta) en lugar de sélo asignacién, (b) variables sobre procesos para poder especificar
abstractamente los procesos que estamos interesados en construir, (¢) un combinador que nos permite
expresar paralelismo de procesos, y (d) restricciones de tiempo asociadas a los procesos que nos per-
mita razonar acerca del tiempo (tiempo de ejecucién de procesos, caminos criticos, etc.). La semdntica
de P/PML se basa en la semantica algebraica de la légica dindmica de primer orden, adaptandola
para incluir los aspectos mencionados antes. Con respecto al tiempo dentro del formalismo, cada
accién bésica es suplementada con una especificacién de cotas de tiempo superior e inferior. Estas
cotas tienen la siguiente interpretacion: La cota inferior se interpreta como el minimo tiempo que
debe pasar antes de que sucedan los efectos de la accién, y la cota superior da un tiempo méaximo
para que los efectos de la accidn se establezcan. Las especificaciones de los procesos también tendran
asociadas cotas superiores e inferiores, y se espera que las implementaciones para ellos satisfagan estas
restricciones de tiempo.

La algebraizacién de la 16gica P/PM L se obtiene usando ” omega-closure fork-algebras” [3, 4]. Con
ello es posible razonar acerca de P/PM L en un marco ecuacional. El razonamiento ecuacional basado
en sustituciones de iguales por iguales es el tipo de manipulacién que se realiza en muchos sistemas
de procesamiento de informacién.
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1.2 Sintaxis de P/PML

DEFINICION 1.2.1 Una signatura de objeto es un par ( A,X) tal que

1.

2.

¥ = (S, F, P) es una signatura de primer orden multisort con conjunto de sorts S, conjunto de
simbolos de funcién F'y conjunto de simbolos de predicado P. Entre los sorts, se distinguird un
sort llamado sort de tiempo, denotado por T'.

A es un conjunto de sémbolos de accién. A cada a € A se asocia un par (s1, s2) € (S*)? llamado
su aridad. Se denotard la aridad de entrada de a por ia(a) y la aridad de salida de a por oa(a).

Se denotard por IndVar al conjunto de las variables individuales y por RelVar al conjunto de
variables relacionales. A cada X € RelVar se asocia una aridad (s1, s2) € (S*) . Se define ia(X) = s,
y 0a(X) = s2. Con respecto al sort de tiempo 7T, se asumird que se disponen de algunas constantes
distinguidas tales como €, oo, etc., como asi también de algunos simbolos de funcién y de predicado
usuales, tales como <, +, etc.

DEFINICION 1.2.2 Dada una signatura de objeto & = (A, (S,F,P)), los conjuntos de términos
relacionales y férmulas en S son los conjuntos més pequeiios RT(S) y For(S) tales que

1.
2.

10.

11.

AU RelVar C RT(S).
Sit € S*, entonces 1’; € RT(S). Se define ia(1’;) = oa(1’y) = t.
Sir € RT(S) y ia(r) = oa(r

),
Sir,s € RT(S), ia(r) = ia(s) y oa(r) = oa(s), entonces r+s € RT(S) y r-s € RT(S). Se
define ia(r+s) = ia(r-s) = ia(r) y oa(r+s) = oa(r-s) = oa(r).

entonces r* € RT(S). Se define ia(r*) = oa(r*) = ia(r).

Sir,s € RT(S) y oa(r) = ia(s), entonces r;s € RT(S). Se define ia(r;s) = ia(r) y oa(r;s) =
0a(s).

Si a € For(S) es una férmula de primer orden sin cuantificadores y con variables libres !

Z1,...,ZTn con x; de sort s;, entonces a? € RT(S) y ia(a?) = oa(a?) = s1...8n.

El conjunto de férmulas atémicas de primer orden en la signatura ¥ estd contenido en For(S).
Si a € For(S), entonces —a € For(S).

Si a, B € For(S), entonces a V 8 € For(S).

Si a € For(S) y z es una variable individual de sort s, entonces (3z : s) a € For(S).

Siae€ For_(>8), t € RT(S) con ia(t) = s1...85 y 0a(t) = s'1...8,, T= 3q,...,%Tm cON T;

de sort s;, Y= wy1,...,y, distintas con y; de sort s'; y I, u son expresiones de sort T', entonces
— —
[5:) 1t y] a € For(S) y <:? it y>a € For(S).

1En una accién de la forma a?, las variables libres de o deben entenderse como ’pardmetros formales’ de la accién.



]
Se denotard por GRT'(S) al conjunto de todos los términos relacionales base, es decir, los términos
en RT(S) donde no ocurren variables relacionales.

DEFINICION 1.2.3 Dados R € RT(S) con ia(R) =51 ...5m y 0a(R) = 'y ...8'n, T=21,...,Zm con
—
x; de sort s;, Y=1v1,...,y, distintas con y; de sort s';, y I, u expresiones de sort T, una expresién de
= = . L . . = u .
la forma £ R y se denomina término de accion y una expresién de la forma = ;R* y se denomina
término de accidn temporal. En el caso de que R € GRT(S), se los llama término de accion base y
término de accion temporal base, respectivamente.

1.3 Semadntica de P/PML

DEFINICION 1.3.1 Dada una signatura de objeto S = (A, (S, F,P)), una estructura de objeto para
S es una estructura A = (S, A, F,P) que satisface

1. S es una familia S-indizada de conjuntos no vacios, donde el conjunto T es el T-ésimo elemento
de S. En general, el conjunto correspondiente al sort s se denotara por s.

2. A es una familia A-indizada de relaciones binarias que satisface las restricciones de tipo de los
sfmbolos de A, es decir, si ia(a) = s1...5, € S* y 0a(a) = s'1...s', € S*, entonces a* (como
se denotard al a-ésimo elemento de A) estd contenido en (51 X - -+ X §,,) X (' X -+ x §',).

3. Acada f:s;...sp — s en F se le asocia una funcién fA:s; X --- x s — s € F.
4. A cada p de aridad s; ... sy en P se le asocia una relacién pA C sy X --- x s € P.

]

Con respecto al dominio T asociado al sort de tiempo T, no se profundizard en las diferentes

posibilidades para modelar el tiempo, sino que se elegird mas bien alguna representacién adecuada

(con respecto a la aplicacién que se tenga en mente), como por ejemplo el campo de los nimeros
racionales o reales, extendido con un elemento maximo oo.

DEFINICION 1.3.2 Sea S una signatura de objeto y A una estructura de objeto para S. Se define
una valuacion de las variables individuales como una funcién v : IndVar — |J;s; que satisface las
restricciones de tipo de las variables en IndVar, es decir, si £ es una variable individual de sort s,
entonces v(z) € s.

NotAcioN 1.3.3 Dada una valuacién de las variables individuales v y un arreglo de variables Z=
Z1,...,%,, POT I/(EJ) se denotard la tupla (v(z1),...,v(x,) ).

DEFINICION 1.3.4 Sea S una signatura de objeto y A una estructura de objeto para S. Se define
una valuacion de las variables relacionales como una funcién p : RelVar — GRT que satisface las
restricciones de tipo de las variables en RelVar, es decir, si X es una variable relacional entonces X
y #(X) tienen la misma aridad.



]

Se asumird que las acciones atémicas tienen asignada una cota inferior y superior de tiempo, a

saber [, € T yu, € T con I, < u, para cada accién a € A. A partir de las cotas de las acciones
atémicas es posible definir cotas para acciones complejas de una forma bastante natural.

DEFINICION 1.3.5 Sea S una signatura de objeto, A una estructura de objeto y g una valuacién
relacional. Las funciones

I, : RT(S)UFor(S) =T
u, : RT(S)UFor(S) =T
se definen como sigue?:
1. Sia € A, entonces I(a) =, y u(a) = u,.
2. Si R = X € RelVar, entonces I(R) = I(u(X)) y u(R) = u(u(X)).

3. SiR="1y,cont € S* entonces [(R) = € y u(R) = € (€ es una constante de sort T que representa
una pequenia cantidad de tiempo).

Si R = S*, entonces I(R) =0 y u(R) = oo.

Si R = S+T, entonces I(R) = min{I(S),|(T)} y u(R) = max{u(S),u(T)}
Si R = S-T, entonces I(R) = max{I(S),(T)} y u(R) = max{u(S), u(T)}.
Si R = S;T, entonces I(R) =1(S) y u(R) = u(S) + u(T).

® N o ot e

Si R = a? con a € For(S) de primer orden sin cuantificadores, entonces I(R) = l(a) y u(R) =
u(a) +¢€3.

9. Sia=p(t,...,tn), entonces l(a) =1, € Ty u(a) =up € T con l, < up.
10. Si @ = 3, entonces I(a) = 1(8) y u(a) = u(B).
11. Si a = BV 7, entonces I(a) = min{l(8),1(7)} y u(a) = max{u(B),u(v)}.
[

DEFINICION 1.3.6 Sea S una signatura de objeto, A una estructura de objeto para S y p una valuacién

. . . e P - Y
relacional. Dadas dos valuaciones de las variables individuales v y v’ y un término de accién R vy,
por v (? R ?) V' se denotaré el hecho que

1. <I/(?), u’(§)> € Rf (la denotacién del término relacional R, formalmente definida en Def. 1.3.7),

. —
2. para cada variable z que no ocurre en Y, v/ (z) = v(z) .

2Para reducir notacién se denotard a lp ¥ up por | y u respectivamente. Sélo se considerardn férmulas de primer
orden sin cuantificadores, ya que son las unicas usadas para construir acciones de la forma a7
3Por simplicidad, en la prictica se asumird que I(a?) = u(a?) = ¢



Noétese que en el item 2 de Def. 1.3.6 se estd adoptando una, posicién de minimo cambio, en el
sentido de que los valores de las variables no mencionadas explicitamente en el término se mantienen
intactos.

La semdntica de las férmulas se define relativa a valuaciones de las variables individuales y de

las variables relacionales. En la siguiente definicién, la notacién A |=

a[v][u] ha de leerse ”La

P/PML

formula o se satisface en la estructura de objeto A con las valuaciones v y pu”.

DEFINICION 1.3.7 Sea S = ( A,(S, F, P)) una signatura de objetoy A = (S, A, F, P ) una estructura
de objeto para S. Sea v una valuacién de las variables individuales y p una valuacién de las variables
relacionales. Entonces:

1.

2.

10.
11.
12.

13.

14.

A

. es el elemento con indice a en A.

Si a € A, entonces a

Si R € RelVar, entonces Rt = (u(R));}.

"
Si R=14,cont=sq...s; €S entonces Rf}: {{a1,...,ar),{a1,...,ar)) :a; €s; }.
Si R =S5* con S € RT(S), entonces R;:‘ es la clausura reflexiva-transitiva de la relacién binaria
SA.
w

Si R=S+T, con S,T € RT(S), entonces R = S;A U T

SiR=S-T,con S,T € RT(S), entonces R;j‘ = Sl“f‘ N Tlf‘.

Si R=S5;T, con S,T € RT(S), entonces RI{:‘ es la composicién de las relaciones binarias S;“ y
A

Tu .

Si R = a? con a € For(S) sin cuantificadores y con variables libres Z=x1,...,Tn con z; de

sort s;, entonces R = { <I/I(?), I/I(;)> :v' es una valuacion y A =, ., a[v'][y] }

Sip=p(t,...,tn) con p € P, entonces A |=,, ..., eVl si (t17},... 17t ) € pA.

Si o = ~a, entonces A |y, @[] si A ¥,y 0]l

Sip=aVp,entonces A =, .., olV]lu] si A Fp o, VI 6 A =p i, BIVIIH]
Si ¢ = (3z : s)a, entonces A =, ., ¢[v][y] si existe a € s tal que A =, ., o[vellp] (vg,
como es usual, denota la valuacién que concuerda con v en todas las variables distintas a z, y
satisface v2(z) = a).
Sip= [? 1 RY ;T]] a, entonces A =, .., ¢[v][y] si

(a) I <UR), uyt > u(R), y

(b) para toda valuacién v’ tal que v (? R 3’) v' entonces A |, .., o[V ][1]-

Sip= <¥ (R ;7> a, entonces A =, ., o[V][1] si



() I <IR), ugt > u(R), y
(b) existe una valuacién v’ tal que v (37) R 5’) vV'y A FEp s el

]
Nétese que a diferencia de la légica dindmica, en P/PML deben incluirse ambos operadores
modales como primitivos, ya que por su definicién no existe dualidad entre ellos. Intuitivamente, una

férmula [? R @’] a especifica que el proceso R satisface las restricciones de tiempo l,u y que toda

—
ejecuciéon terminante de R con entradas z y salidas ¥ establece la poscondicién « al terminar. Una
férmula <? (R Z> a especifica que el proceso R satisface las restricciones de tiempo l,u y que es

posible ejecutar la accién R con entradas z y salidas ? estableciendo la poscondicién « al terminar.
Con respecto a la accién de testeo, y con el objetivo de simplificar, se asumird que el orden de las
variables libres en una accién de este tipo es el orden de ocurrencia de dichas variables en la férmula,
leida de izquierda a derecha. Asi, por ejemplo, para la accién de testeo R=(x >0Ab=tVz=1)7
se tendrd que ia(R) = oa(R) = Nat Bool Nat y

A _ . —+ A _
R} ={{((n,bym),(n,b,m)) :n,m € Nat, b€ Bool, n >0, b=t6m =1}.

1.4 Un ejemplo: La mdquina vendedora

En esta seccién se presentard un ejemplo que servird para ilustrar el tipo de problemas que pueden
especificarse utilizando la 16gica P/PML y cémo las caracteristicas de tiempo real de esta ligica
juegan un rol decisivo en la eleccién de implementaciones de procesos. Supdngase que un fabricante
de maquinas vendedoras de caramelos quiere fabricar maquinas con las siguientes caracteristicas: Si la
miquina tiene caramelos, entonces, luego de que el dinero ha sido depositado, se entrega el caramelo.
Si la maquina estd vacia, entonces, en caso de que la méquina pueda ser reabastecida a tiempo, deberia
reabastecerse. Caso contrario, el dinero deberia ser devuelto al cliente. Ademas, la transaccién debe
completarse en a lo sumo 3 minutos (pues el fabricante cree que un consumidor puede esperar dicho
tiempo sin perder la paciencia). Se modelizara el estado interno de la maquina utilizando las variables
#8$, #P, $r y Pr que representan la cantidad de dinero en la maquina, la cantidad de caramelos que
quedan en la méquina, si el dinero fue devuelto al cliente, y si el caramelo fue en efecto dado al cliente,
respectivamente. Asi, es posible especificar el comportamiento de la maquina mediante la siguiente
férmula P/PML
pre = [(#8,#P,$r, Pr)oVM>*™ (#8$,#P,$r, Pr)] post

donde pre es
H#S =g AN#P =Py A$r=fAPr=H»,

post est

H#S=a2o+1A#P=MP—-1A$r=fAPr=t
P0=0$ \
H#S =g A#P=0A%r=tAPr=HF

PB>0=>#8 =20+ 1AH#P=Py—1ASr=fAPr=t

4MP es una constante que representa la méxima cantidad de caramelos que la maquina puede almacenar.



y VM es una variable relacional que representa el proceso que implementard el comportamiento de
la maquina. Supdngase que, como restriccién, este proceso debe construirse usando algunas de las
siguientes acciones atémicas:

e Accept$ (que acepta el dinero introducido en la méquina. Su cota inferior de tiempo es 0 y la
cota superior de tiempo es 3 segundos.)

e Return$ (que devuelve el dinero al cliente, siempre que la maquina tenga dinero. Su cota inferior
de tiempo es 0 y la cota superior de tiempo es 4 segundos).

e GiveProduct (que entrega el caramelo al cliente, siempre que la maquina tenga caramelos. Su
cota inferior de tiempo es 0 y la cota superior de tiempo es 10 segundos).

e AskForReplenish (que reabastece totalmente la maquina. Su cota inferior de tiempo es 0 y la
cota superior de tiempo se discutird a continuacién).

Si la méquina ha de colocarse en el lobby de un hotel, parece plausible que en cuanto la maquina se
vacie, un empleado la reabastecerd (resultando un proceso que es mas conveniente para el fabricante),
y, por lo tanto, una cota superior de tiempo para la accién de reabastecimiento podria ser 2 minutos.
Por lo tanto, el siguiente proceso muestra una implementacién factible °:

(#P > 07;Accept$;Give Product) + (#P = 07; Accept$ ; Ask For Replenish;Give Product)

Si la maquina ha de colocarse en una estacién de subterraneo, entonces puede esperarse que la
méquina no sea reabastecida més de una vez al dia. Entonces, la cota superior de tiempo para la
accién de reabastecimiento podria ser 24 horas. En este caso, el proceso descrito anteriormente no
satisface la especificacion, pero el siguiente si:

(#P > 07; Accept$; Give Product) + (#P = 07; Accept$; Return$)

5En rigor, la accién de testeo #P > 07 ocurrente en las implementaciones es una abreviatura de la accién (#$ =
#SA#P >0A8$r=8r APr= Pr)?y andlogamente para la accién #P = 07.



Parte 11

Verificacién Formal en P/PM L
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Capitulo 2

Correccién Parcial en P/PM L

2.1 Especificaciones y correccién en P/PML

La verificacién de programas es una técnica que permite probar formalmente (de forma similar a
una prueba tradicional de un teorema matemadtico) la correctitud de un programa. Las pruebas de
correccién de programas son en general bastante tediosas pero, a diferencia de los métodos que utilizan
casos de prueba, demuestran la ausencia de errores. Esto es particularmente importante para algunas
aplicaciones donde la presencia de errores de programa puede tener consecuencias de alto impacto,
tales como sistemas de monitoreo de pacientes, controladores de reactores nucleares, etc. Dadas las
caracteristicas del formalismo P/PM L, resulta importante desarrollar un marco riguroso en el cual
sea posible el estudio del aspecto de verificacién formal de procesos en P/PM L. Como primer paso
al discutir sobre la correccién de procesos en P/PM L con respecto a especificaciones, es necesario
definir en forma intuitiva el significado de ’especificacién’ y ’correccién’. En general, se entiende
por especificacién a una descripcién del comportamiento deseado de un programa. Formalmente,
se suele representar a una especificacién como un par de predicados de la légica de primer orden,
llamados ’precondicién’ y ’poscondicién’, que caracterizan los conjuntos de estados antes y después de
la ejecucién del programa respectivamente. En general, una especificacion se suele denotar

[a; ]

donde a y 3 son férmulas de la l6gica de primer orden (precondicién y poscondicién respectivamente).
Otras veces (por ejemplo [14]) se incluye ademds una lista de las variables (llamada frame) cuyos
valores estd permitido cambiar. En este caso, se suele denotar

w : [a, f]

donde w es una lista de variables. En cualquier caso, aunque esta nocién de estados antes y después
de la ejecucién de un proceso existe en P/PM L, se tendrd un concepto de ’especificacién’ diferente.
Durante su ejecucién, un proceso toma los productos que contienen las variables de entrada, realiza
alguna clase de transformacién con los mismos y finalmente deposita los productos resultantes en las
variables de salida. Por lo tanto, se deberdn considerar las variables de entrada y de salida como
parte de la especificacién de un proceso. Por otro lado, una especificacién en P/PM L deberia incluir
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ademds cotas de tiempo para la ejecucién del proceso. Asi, una especificacién en P/PM L tendra la
forma N

- u
Z‘, y : [Oé, ﬂ] l
donde a y B son férmulas de la 16gica de primer orden (la precondicién y poscondicién, respecti-

- =

vamente), , Y son las variables de entrada y salida (respectivamente), y [, u son las cotas inferior
y superior de tiempo (respectivamente). Intuitivamente, se desea interpretar la correccién parcial
en P/PML de la siguiente manera: Un proceso es correcto parcialmente con respecto a una es-
pecificacién si toda ejecucién terminante del proceso con variables de entrada y salida especificadas
y que comienza en un estado que satisface la precondicién termina en un estado que satisface la
poscondicién, cumpliendo las restricciones de tiempo. Formalmente, dados un proceso R y una es-

pecificacién :_5,27 : [a, B] }, se denota el hecho de que R es parcialmente correcto con respecto a
?, PR [, B]} de la siguiente forma

{a} © R ¥ {8}
Asi, por ejemplo, la férmula {z = 0} (z)oInc;Dup® (y, z) {y = z = 1} establece que el proceso
Inc; Dup es parcialmente correcto con respecto a la especificacién (z ),(y,z):[z =0, y = 2 =1] 2.

2.2 La légica de Hoare

Para razonar formalmente sobre la correccién parcial de procesos en P/PM L, se presentard una légica
de Hoare y un cdlculo para esta 14gica, basados en los que se presentan en [12]. La definicién de esta
l6gica de Hoare se construye sobre la 16gica multisort de primer orden.

DEFINICION 2.2.1 (Sintaxis de la l6gica de Hoare) Sea S una signatura de objeto. Una férmula de
Hoare sobre S es una expresion de la forma

{a} 7 ,R* ¥ {8}

o
donde a, 8 € For(S) son férmulas de primer orden con Var(8) CV, y
accién temporal base.

- — P
z R* y es un término de

]

El conjunto de todas las férmulas de Hoare sobre S se denotard por H For(S). Nétese que en la

definicién anterior, las variables libres que ocurren en la férmula 8 deben aparecer en 5 La motivacién

de esta restriccion deriva de un problema de composicionalidad que se explicard mas adelante, pero

debe aclararse que esta restriccién no implica una disminucién importante en la expresividad de la

l16gica, puesto que el uso de constantes l4gicas en las férmulas estd permitido. Asi, por ejemplo, la
expresion

{true} (z)oInc' (y){y =z + 1}

no es una férmula de Hoare, y deberia reescribirse utilizando una constante 1égica como sigue
{z =X} (z)oInc' (y){y =X +1}.

La unica disminucién de expresividad consiste en que resulta imposible realizar aserciones sobre la
propiedad de minimo cambio en la ejecucién de procesos. Por ejemplo, la expresién

{y=0}(z)olnc' (z){y =0}



no es una férmula de Hoare. En consecuencia, la propiedad de minimo cambio deberd asumirse en
esta légica de Hoare.

Los tnicos objetos sintacticos en la logica de Hoare seran las férmulas de Hoare, por lo tanto la
semantica de esta logica sélo requiere describir el significado de las férmulas de Hoare

DEFINICION 2.2.2 (Seméntica de la logica de Hoare) Sean S una signatura de objeto y A una estruc-
tura de objeto para S. Dados una valuacién v de las variables individuales y {a} z | R" y {8} €

HPFor(S) se dice que la férmula de Hoare {a} T .R"Yy {8} se satisface en la estructura de objeto A
por la valuacién v, denotado por

Fa{a} @ R Y {B}Y),
siempre que A =, ,,,, @ = [? 1 R" :_y>] plvllid]".
[

Una férmula de Hoare {a} 7 ,R* 7y {B} se dice que es wvdlida en una estructura de objeto A,
denotado por

Fafa} T (R"y {8},

siempre que =4 {a} 7 Ry {B}[v] para toda valuacién v. Una férmula de Hoare se dice que es
logicamente vdlida, denotado por

E {a}  ,R" y {8},

siempre que =4 {a} Z Ry {B} para toda estructura de objeto .A. Una estructura de objeto A
se dice que es un modelo de un conjunto W C For(S) U HFor(S) de férmulas de primer orden y
férmulas Hoare, si |E4 w para toda w € W. Una férmula de Hoare se dice que es una consecuencia
légica de un conjunto W de férmulas de primer orden y férmulas Hoare, denotado por

W k= {a} 7 (R* § {8},

siempre que 4 {a} Z,R*Y {B} para todo modelo A de W. El conjunto de todas las consecuencias
légicas de W se denota por Cn(W). Un conjunto no vacio T C HFor(S) se dice que es una teoria
(sobre S) cuando existe al menos un modelo para T' y ademés Cn(T) C T.

EJEMPLO 2.2.1 Sea A una estructura de objeto y v una valuacién tal que v(z) = 1. Entonces
Fa{true} (z) c(z = 2)?" (z) {z = 1}[v]
ya que se cumple que A =, ..., true = [(z) (2 = 2)?° ()] (z = 1)[v].
]

EJEMPLO 2.2.2 Sea A una estructura de objeto donde Inc* = {(n,n+1):n € Nat,n >0}. En-
tonces

Faf{z <0} (z)olnc™ (y){y =1}
pues es cierto que 4 {x <0} (z)oInc™ (y){y = 1}{v] para toda valuacién v.

!Puesto que R € GRT(S), de ahora en m4s escribiremos A Ep pur elv] enlugar de A =p, ) o[V][id] y RA en
vez de R;‘}i.



EJEMPLO 2.2.3 Sea a € For(S). Entonces

E{a} (@) ol nt; Urne > (2) {a}

*€

ya que se tiene =4 {a} (2 ) 01 1ne; 1 1ne > () {a} para toda estructura de objeto A.

EJEMPLO 2.2.4 Sea W el conjunto {X + 1> X,{z = X} (z)oInc' (y){y = X + 1}}. Entonces se
tiene que
W {z = X}(z)oInc' (y){y > X}

puesto que, siendo A un modelo de W, se cumple que =4{z = X} (z)oInc' (y){y > X}.

2.3 El calculo de Hoare

En esta seccién se desarrollard un célculo (infinitario) para la 16gica de Hoare presentada en la seccién
anterior, denominado ’cdlculo de Hoare’. El propdsito de este cdlculo es el de derivar las férmulas
de Hoare ’'verdaderas’. Asi, el cdlculo de Hoare no dependerd de una estructura de objeto especifica,
sino que incluird solamente los axiomas y reglas que son vélidos en toda estructura de objeto. Por
supuesto, en la practica se estd interesado en las férmulas de Hoare validas en alguna estructura de
objeto A en particular. Este tema serd tratado en la siguiente seccién.

Formalmente, el célculo de Hoare sobre una signatura de objeto S = ( A,(S,F, P)) es un célculo
sobre For(S) U HFor(S) que consiste de los siguientes esquemas de axioma, y reglas de deduccién?:

(i) Azioma ACTI1: Para todoa € A

{true} Z0a®y {true}

(ii) Azioma ACT2: Paratodoa € A

{false} Z0a®y {false}

(iii) Azioma SKIP

{a} T 1, 7 {a}

(iv) Azioma TEST: Siendo 7 las variables libres de vy

(1[/Z] = a} T 42° 7 {a}

b , — = . .2 . . . . . —
2En adelante, se denotaré por af€ /] la sustitucién simultdnea de las ocurrencias libres de las variables & por las

. - .
expresiones e en la férmula a.



(v) Regla CONS

a=v, {7} 7R y{6}, =5
{a} Z (R" § {8}

(vi) Regla VAR

{a} Z R & {8}

{a[Z/Z1} @ e R Y {B1Y /0]}

(vii) Regla TIME

a=>1<w, {a} T ,R" ¥ {8}, a=>w<uy
{a} 7 \R" § {8}

(viii) Regla SEC: Si Var(w) N z=0

{a} Z.8" 7 {y}, {7} Z.T" Y {8}
{a} @ $;T ™ y {8}

(ix) Regla CHC

{a}Z,5* Y {8}, {a}Z.,T" 7% {8}
{Oé} E? min{l,v}S_FTmam{u,w} 5 {ﬂ}

(x) Regla PAR

{0} 25" Y {8},  {a}Z.T" Y {7
- mar{u,w
{a} Z maz{l,v}S'T () 3_} {5/\7}

(xi) Regla ITE

{te} Zu57 ¥ {83}
{a} 7,5y {8}

i<w

Antes de continuar, se comentard el ’significado’ de estos axiomas y reglas. Los axiomas ACT'1
y ACT?2 establecen verdades acerca de la ejecucién de acciones atémicas en general. Los axiomas
SKIP y TEST, junto con las reglas SEC, CHC, PAR e ITE, caracterizan el comportamiento de
los constructos de P/PM L. La regla CON S permite relacionar las férmulas Hoare con las férmulas
de primer orden de la teoria bajo consideracién. La regla VAR permite sustituir las variables de
entrada y salida de una férmula Hoare, sin alterar su significado. Finalmente, la regla TIM E permite
razonar acerca del tiempo de ejecucién de procesos. A esta altura, es posible explicar la razén por
la cual se impuso la restriccién sintdctica sobre las férmulas Hoare establecida en la Def. 2.2.1. Sin



esta restriccién, seria posible derivar férmulas Hoare no véalidas. Por ejemplo, a partir de las férmulas
vélidas (en alguna interpretacién estdndar de los nimeros enteros)

{true}(z) Urm (2){z =2} y {z =2} (2) V1" (y) {2 = 2}
y aplicando la regla SEC' se obtendria la férmula
{true} (z) Urne; Vit {y) {z = =}

la cual no es vélida puesto que viola la propiedad de minimo cambio. Por otro lado, la restriccion
sintactica Var(w) N 2= () en laregla SEC se introduce para evitar otras inconsistencias. Por ejemplo,
a partir de las férmulas validas en alguna interpretacién estdndar de los nimeros enteros

fu=et({u) Vr(2){z=cty {z =€} (2) V2" (u){u=¢€}

y aplicando la regla SEC sin restricciones se obtendria la férmula
{u=e€}(u) U7 V7" (u) {u=¢}

que claramente no es valida.

Es 1til extender los axiomas y reglas (que son un tanto incémodos) mediante reglas derivadas.
La aplicacién de una regla derivada reemplaza varias aplicaciones de los axiomas y reglas originales,
reduciendo asi la longitud de la deduccién. Por ejemplo, la siguiente es una regla derivada para
acciones skip:

(i) Regla SKIP’

a=1<g¢, a#ﬂ[?/g], a=>e<u

{a} 71" § {8}

N
Esta regla derivada resulta de la siguiente deduccién (a partir de @ = | < ¢, a = ,B[E) /Y],
a = € < u y de una teoria arbitraria):

1) (BYY 1 Y {B) Por Ax. SKIP

2) (BlZ/91} T T 4 {B) Por Re. VAR a (1)

(3) B=p Por 1égica

(4) a=f [;/ Z_}] Por hipétesis

(5) {a} 2 .1,y {8} Por Re. CONS a (2),(3),(4)
(6) a=>1<ce€ Por hipétesis

) a=e<u Por hipdtesis

®) {a} @, 1,% y {8} Por Re. TIME a (5),(6),(7)

Otro ejemplo de regla derivada es la siguiente regla para composiciones no deterministicas, la cual
resulta de n — 1 aplicaciones de la regla CHC' y de la asociatividad de min y max:



(i) Regla CHC’: Paran > 2

a =1 <mini{l;}, {a} z LS Y {BY, ... {a} z LSt Y {8}, a = mazi{u;} <wu
{a} Z 1Si+...+8:." ¥ {8}

Similarmente pueden establecerse otras reglas derivadas. El célculo resultante permite trabajar
’hacia atras’ durante el proceso de prueba, lo cual es mas natural y puede ser ttil para desarrollar un
sistema automdtico de verificacién basado en ’condiciones de verificacién’.

2.4 Consistencia y completitud relativa

Ahora se investigard si el cdlculo de Hoare desarrollado resulta ser consistente y completo. Recuérdese
que el propésito del cédlculo es el de derivar férmulas de Hoare vélidas en una estructura de objeto
en particular. Por lo tanto, para obtener resultados significativos se debe apelar a las férmulas de
primer orden vélidas en la estructura de objeto A (es decir, a la teoria Th(A)). Ademds, puesto
que una estructura de objeto incluye acciones atémicas que constituyen la méquina abstracta de una
aplicacién en particular, también deberd apelarse a algin conjunto de férmulas de Hoare vélidas en
A acerca de acciones atémicas de A. Méas adelante se discutird este tema en profundidad, al abordar
la investigacion de la completitud del célculo.

Primero se probard la consistencia del célculo, en una versién un tanto méas general que la que se
requiere.

TEOREMA 2.4.1 (Consistencia del Cdlculo de Hoare) Sea S = (A, (S, F,P)) una signatura de
objeto. Entonces para todo W C For(S) UHFor(S) y {a} z R" Y {B} € HFor(S)

siWF{a} 7 ,R*Y {B} entonces W = {a} 7 ,R*Y {B8}.

Prueba. Supéngase que W + h. Se probard que W |= h por induccién sobre la longitud k de la
deduccién de h.

(a) Paso base: Si k =0 entonces se tienen varios casos.

Caso 1: h € W. Luego, por definicién de consecuencia légica, se tiene que W |= h.

Caso 2: h es el axioma ACT1. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W = hsii |=aq b para todo modelo M de W

(Definicién)
sii M = true = [z 0a™ 5} truelv] (Def. 2.2.2)
(
(

P/PML
sii 1(a) > 0,u(a) < 0o y si v(Z a y)v' entonces M E b pu truelv’]  (Definicién)

sii true Légica)



Caso 3: h es el axioma ACT?2. Sean v, v’ valuaciones de las variables individuales. Luego

W = hsii Ea b para todo modelo M de W (Definicién)
sit M =, o, false = [S_L"> 0a™ g_]] false[v] (Def. 2.2.2)
sit M =, 5y, false[v] entonces M =, . [3_5) 0a® 37] false[v] (Definicién)
sii true (Légica)

Caso 4: h es el axioma SKIP. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W = hsii = h para todo modelo M de W (Definicién)
st M Ep oy @ = [ L€ ] afv] (Def. 2.2.2)
siit M |5, pa. ofv] entonces 1(1'4) > €,u(ly) <€y

v(Z 1, )¢ implica M S (Definicién)
sit M |5, 0, @[V] entonces € > e,e < ey

v =v"implica M |, ..., a[V'] (Definicién)
sii true (Légica)

Caso 5: h es el axioma TEST. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W = hsii |=am b para todo modelo M de W (Definicién)
it My 0, (118/2] 2 @) = £ 7 7] aly) (Def. 2.2.2)
sit M =y y[2/Z] = a[v] entonces I(7?) > e,u(7?) < ey

v(Z 4? Z)v' implica M oo V'] (Definicién)
sit M Ep o y[2£/Z] = a[v] entonces € > €,e < € y

v=v'"ME, ~[2 /Z][v] implican M Fppur V'] (Definicién)
sii true (Légica)

(b) Paso inductivo: Supéngase que si W  h en una deduccién de longitud & < m con m > 1 entonces
W = h. Luego, si W F h en una deduccién de longitud k& = m, se tienen varios casos:

Caso 1: h es consecuencia de aplicar la regla CON'S. Luego h tiene la forma {a} Z,R'Yy {8}y
ademids Wk a=~v, WF {v} z R* Y {6} y W+ 6 = 3, cada una en una deduccién de
menos de k pasos. Luego, {a = 7,0 = 8} CW,porlotanto W Fa=>~vy W = = 5.
Por hipétesis inductiva, W = {7} 7 Ry {6}. Sean v, V' valuaciones de las variables



individuales, y b/ la férmula {y} 7 ;R* 3 {6}. Entonces

W = k' sii Eam b para todo modelo M de W (Definicién)
it M 07 = [8 1R Y] 6] (Def. 2.2.2)
siit M =, pa,. 7[V] entonces I(R) > IMu(R) <uMy

v( R 3)v' implica M FEp)pas O[] (Definicién)

ent. M =, ., @[v] entonces I(R) > I}, u(R) <u)'y
v(z R )V implica M Eppas BIV'] (Hip. y Ldgica)
sit M ) s @ [SL' (R y] Blv] (Def. 2.2.2)
sii Emhb (Definicién)
sii Wk h (Definicién)

Caso 2: h es consecuencia de aplicar la regla VAR. Luego h tiene la forma {a[; / ?]} z
(7] Ry {ﬂ[?/@]}, y ademas W + {a} Z ;R w {8}, en una deduccién de menos

[z/z]
de k pasos. Por hip6tesis inductiva, W = {a} Z R" W {B}. Sean v,v' valuaciones de
las variables individuales, y A’ la férmula {a} Z iR W {8}. Entonces

W E W sii =am b’ para todo modelo M de W (Definicién)
Sit My oy @ > |7 R" 0] BV (Def. 2.2.2)
siit M =, 5y ofv] entonces I(R) > IMuR) <uMy

v(Z R &)V implica M e pa BIV'] (Definicién)
ent. M=o oy, a[x/z][u] entonces

I(R) > I[¢/Z]", u(R) <u[z/Z])'y

v(& R y) implica M |=,,p,,, BU/6]lV']  (Lég. y Var() Cu)
it M sy (2 /7] = [& e BUFV Y] B0 /6)[0] (Def. 2.2.2)
sii Epmh (Definicién)
si WE=h (Definicién)

Caso 3: h es consecuencia de aplicar la regla TIME. Luego h tiene la forma {a} Z,R"Yy {8},
yademész—a:lSv,Wl—{a}?va?}{B}le—a#wgu,cadaunaen
una deduccién de menos de k pasos. Luego, {a = <v,a = w < u} C W, por lo tanto
WEka=1<vyW | a= w < u. Por hiptesis inductiva, W = {a} 7 ,R” 3 {B}.



Sean v, v valuaciones de las variables individuales, y h' la férmula {a} 7 ,R” ¥ {B}.

Entonces

W = k' sii Eaqh' para todo modelo M de W (Definicién)
it My pp @ = [2 o R" Y] AlY] (Def. 2.2.2)
siit M =,y afv] entonces I(R) > v u(R) <wMy

v(Z R y)v' implica M ooz O[V'] (Definici6n)
ent. M =, ., @[v] entonces
I(R) > vy > 1%, u(R) S w)' <uly
v(Z R y)v' implica M Epons BV'] (Hip. y Ldgica)

it M [ pypa @ = |7 1R 5] A1) (Lég. y Def. 2.2.2)
sii Epmh (Definicién)
siWkEh (Definicién)

Caso 4: h es consecuencia de aplicar la regla SEC. Luego h tiene la forma {a} z ;ST v 37

{B}, vy ademas W  {a} z,S% 7 Y}y Wk {v} Z,T" Yy {B} con Var(w) N Z= 0,
cada una en una deduccién de menos de k pasos. Por hipétesis inductiva, W = {a} 7

svZ vy W E {7} Z L, Ty {B}. Sean vi,vs,vs,vy4 valuaciones de las variables
individuales, y M un modelo de W. Entonces, por definicién, se tiene que

(1) M =, 5w afv1] entonces I(S) > X u(s) <u)ly
<V1(§),y2(?)> € SM, 11 (2) = a(2) con 2 ¢7 implica M =,,,,,, 1{vs]
y
(2) M ., o V[vs] entonces I(T) > v,ﬁ\:, u(T) < w,’,\: y
<y3(?), V4(§)> € TM,v3(2) = va(2) con z ¢ implica M =, Blva]-
En particular, para v, = v3 desde 1 y 2 por légica se tiene que
M ., pry @lv1] entonces 1(S) > lM ,u(S) < uM y
(n(2),12(2)) € SM,1(2) = 1a(2) con 2 ¢2,I(T) > visl,u(T) < wi,
(12(2), (V) € TM, 10(2) = va(2) con 2 ¢ implican M (=, Blval.
Por hipétesis se tenfa que Var(w) N Z= (0, luego por légica y definicién se tiene que
M B, pa @[] entonces 1(S;T) = 1(S) > 1, Mou(S:T) =u(S) +u(T) < (u +w),j,\f y
<y1(5>),1/4(2_/>)> € (S;T)M,v1(2) = va(z) con z ¢ 2, v5(2) = v4(2) con z 9_@)
implican M =

P/PML ,B[I/4].



Caso 5:

Caso 6:

—
La condicién de minimo cambio v1(z) = v4(z) con z ¢ ¥ no puede asegurarse, pero no se

la considera debido al problema de composicionalidad explicado en la Seccién 2.3. Luego,
por definicién se tiene que M = a= [?l ST vtw ?]] B[], y por Def. 2.2.2 que
W = h.

h es consecuencia de aplicar la regla CHC. Luego h tiene la forma

P/PML

(@} @ minproy S+T ™0owwl 3 (Y

y ademas W + {a} 78"y {8}y W {a} z,T" Y {8}, cada una en una deduccién
de menos de k pasos. Por hipétesis inductiva, W |= {a} 7 ;S* § {8} y W |= {a} 7
Iy {B}. Sean v, ' valuaciones de las variables individuales, y M un modelo de W.
Entonces, por definicidn, se tiene que

(1) M k=, .y, @[v] entonces I(S) > IMou(S) <uMy

<V(Z), y'(§)> € SM,1/(2) = v(2) con 2 ¢¥ implica M =, B[]
y
(2) M ., pu, @[] entonces I(T') > vMou(T) <wMy

v

<I/(;), y’(§)> e TM V' (2) = v(z) con z ¢5 implica M =, ..., B[V']
Desde 1 y 2 por légica se tiene que

M L, par @lv] entonces I(S) > M u(S) < uM (T) > oM u(T) <wMy
<I/(;),l/l(f_’7)> esMs <V(?),V'(y)> e TM,v(z) = v'(2) con z ¢g
implican M =, .., B[V']-

Luego, por definicién se tiene que

M ., pa @[] entonces
(S+T) = min{I(S),I(T)} > min{l, 0}, u(S+T) = maa{u(S), u(T)} < maz{u, w}M y
<V(?), 1/'(217)> € (S+T)M,v(z) = V'(2) con z ¢27 implica M |=,,, ., B[V'].
Asi, por definicién se tiene que M |=P/PML a = [Z min{t,w} S+T maz{u,w} :_y’] Blv], v

por Def. 2.2.2 que W = h.

h es consecuencia de aplicar la regla PAR. Luego h tiene la forma

{0} T mmaziey S-T ™02100} 5 L8 A4},

y ademas W + {a} z,S"y {8} y WE {a} ZL,TY Y {7}, cada una en una deduccién
de menos de k pasos. Por hipétesis inductiva, W |= {a} © ;S* y {8} y W = {a} 7



Caso 7:

»T% Y {7}. Sean v, valuaciones de las variables individuales, y M un modelo de W.
Entonces, por definicién, se tiene que

(1) M =, .y, @v] entonces I(S) > IMu(S) <uMy

(v(@),v' () € SM,1/(2) = v(z) con 2 ¢ implica M |=,,,.,,, IV
y
(2) M =, o ofv] entonces I(T') > ’U,j,\A,U(T) < w,{” y

<V(E)), V'(§)> e TM, V'(2) = v(2) con z ¢Z_/> implica M |=,,, ..., 7[V']
Desde 1 y 2 por ldgica se tiene que

M B, par ofv] entonces 1(S) > 1)1, (S) <up', (T ) > vyt u(T) <w)ly
<V(;),VI(:T/>)> e SMy < > € TM (z) con z ¢Z_l>
implican M =, ... 5[’/’] y M |=p,pML7[V']-
Luego, por definicién se tiene que
M =4, par @[] entonces
I(S-T) = maz{I(S),(T)} > maz{l,v},u(S-T) = maz{u(S),u(T)} < maz{u,w}y
<u(?), u'(.?})> € (S-T)M,v(z) = V/(2) con z ¢¥ implica M k=, ... BAY[V].

Asi, por definicién se tiene que M =, ,,,, @ = [2 maz{lw} ST maz{u,w} ] BAYY], ¥y
por Def. 2.2.2 que W [= h.

h es consecuencia de aplicar la regla ITE. Luego h tiene la forma {a} T 8% I {8}y
ademds W + {a} 7,8y {8} para todo i < w en una deduccién de menos de k pasos.

Por hipétesis inductiva, W = {a} z,5"y {8} para todo i < w. Sean v,v' valuaciones
de las variables individuales, y M un modelo de W. Entonces, por definicién, se tiene
que

a[v] entonces 1(S?) > IM u(S%) <uMy

v

M Ep o
<V(§),V’(?)> € (SHM, V' (2) = v(z) con z ¢§7> implica M =, ., B[V']
para todo i < w. Luego, por 1égica y definicién se tiene que
M [E o @[] entonces 1(S7) > 1M u(S?) <uMy
<y(§),y'(§)> € (S)M,u(2) = v/ (2) con 2 ¢¥ implica M =,,,.,,, BV']
para algin j < w, y por definicién se tiene que
M E afv] entonces 1(S*) > 0,u(S*) < ooy

P/PML

(v(@),V/(¥)) € (S)M,u(z) = V/(2) con 2 ¢¥ implica M =, B[V']



Asi, por definicién se tiene que M = a= [? 09**® g_f] Blv], y por Def. 2.2.2 que

W [ h.

P/PML

]
A continuacién se estudiard la completitud del cdlculo de Hoare presentado. Se denotard por
HTh(A) al conjunto de férmulas de Hoare vélidas en A. Es féacil ver que HTh(A) es una teoria.
Ahora bien, el propésito del calculo es el de derivar férmulas de Hoare a partir de una estructura de
objeto A en particular, por lo tanto parece razonable investigar la completitud del calculo a partir del
conjunto de férmulas Th(A) U HTh(A). Por otro lado, para encontrar un resultado véalido en cuanto
a la completitud, es necesario restringir la atencién a cierto tipo de interpretaciones. Estas estucturas
de objeto se llamardn ezpresivas (Ver [11, 13]). Una estructura de objeto A se dird que es expresiva
(para P/PML) si para todo término de accién temporal base Z R" Yypce For(S) de primer
orden, existe una férmula de primer orden 91, € For(S) tal que A [, ., Y1 & [:? I RY Z] ®.
En los ejemplos practicos de las secciones posteriores, se asumird que se razona sobre estructuras de
objeto expresivas.
Ahora se probard que el cdlculo de Hoare es completo sdlo si se consideran interpretaciones expre-
sivas.

TEOREMA 2.4.2 (Completitud del Cdlculo de Hoare) Sean S = (A, (S,F,P)) una signatura

de objeto y A una estructura de objeto expresiva para S. Entonces para todo {a} z (R g {8} €
HFor(S)

si Th(A)U HTh(A) = {a} Z \R" y§ {B} entonces Th(A)UHTh(A)\ {a} 7 ,R* y {B}.

Prueba. Sea W el conjunto Th(A)UHTh(A) y h una férmula de Hoare {a} TRy {B}. Supbngase
que W |= h. Se probard que W I h por induccién estructural sobre R.
(a) Paso base: Se tienen varios casos.

Caso 1: R=a con a € A. Por definicién, h € HTh(A). Luego, es obvio que W F h.
Caso 2: R =1;. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W k= hsii = b para todo modelo M de W (Definicién)
it M a0 = 2000 3] B[] (Def. 2.2.2)
siit M =, 50 @[V] entonces I(14) > IMu@y) <uMy

v(Z 1y y)v' implica M [5,,,,,,, BIV'] (Definicién)
sii M \=P/PML a[v] entonces € > 1M e <uM y

v = I/%(;) implica M =, ..., B[] (Definicién)
ent. M |, ,,a=>1<eME, ,,a=>eluy

M ) e @ = B[Z /Y] (Logica)

siWkEa=1<e, WEa=>e<uy
Wk a = B[Z/Y] (Definicién)



Caso 3:

ent. {a=I1<e¢a=e<u,a=> 5[;/§]} C Th(A) (Def. y Lég.)

ent. Wha=I1l<e Whra=e<uy

Wka= ,8[?/?] (Definicién)

Asi, se tiene que la deduccion

(1) B}V .1,y {B} (SKIP)

2) (BIEZ/V} T 1Y {8} (VAR)

(3) a= B[?/y] (Hipétesis)

(4) {a} 7 1y {8} (CONS 2,3)
(5) a=>1<e (Hipdtesis)

(6) a=>e<u (Hipdtesis)

(7) {a} @ ,1," y {8} (TIME 4,56)

es una deduccién para h desde W. Por lo tanto W F h.

R =~7?. Sean v, V' valuaciones de las variables individuales. Luego
W = hsii |=am b para todo modelo M de W
sit M Fp)pa @ = [;_E Y7 g_]] Blv]
sit M |5, 5y, @[v] entonces 1(y7) > IMu(y?) <uMy
V(@ 7?7 Y implica M =, .., BIV']
sit M =, 50, @[v] entonces € > 1%, e <ufly
v(z - . .
V' =V g M 2Y/Z) ] implica M, y,, BV
ent. M =, ., @[v] entonces € > Me<uMy
— — —
M pymaes WU /71 9]0) implica M=, B1Z/V]14]
ent' M 'ZP/PMLa :> l S 67 M |=P/PML
— —> —
M pura = (V[Y/2] = B[ /Y]
siWka=l<e WEa=e<uy
— = —
Weka=0Yy/z]=B)[z/v]

ent. {a =1 <ea=e<ua= (y[¥/2] = B)[/Y]} C Th(A)
ent. Whra=I1l<e¢ Whkra=e<uy

Wk a= (v[¥/Z] = BE/Y].

a=>eluy

(Definicién)

(Def. 2.2.2)

(Definicién)

(Definicién)

(Légica)

(Légica)

(Definicién)

(Def. y Lég.)

(Definicién)



Asi, se tiene que la deduccién

(1) (VY/Z] = BY ¥ 2 Y {8} (TEST)

2) {([9/Z] = BIZ/Y)} T A2 Y {B) (VAR)

(3) a= (W[Y/Z] = B)Z/Y] (Hipétesis)

(4) {a} T 42¢ Y {8} (CONS 2,3)
(5) a=>1<e (Hip6tesis)

(6) a=>e<u (HipdGtesis)

(7) {a} T 7?2 y {8} (TIME 4,5.6)

es una deduccién para h desde W. Por lo tanto W F h.

(b) Paso inductivo: Supéngase que la propiedad es verdadera para S,T € GRT(S) y que W [ h.
Luego, se tienen varios casos:

Caso 1: R=S;T. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W = h sii |=am b para todo modelo M de W (Definicién)
Sit M =y g @ = [Z 1S T g‘}] Blv] (Def. 2.2.2)
sit M =, 5. @[v] entonces 1(S;T) > IMou(S;T) <uMy

v(Z S;T ¥)v' implica M E e oa BIV'] (Definicién)

sit M [,/ 5, @[v] entonces 1(S) > IMou(S) +u(T) <uMy
—
Y

(@), V' (¥)) € (S5T)M,1(z) = V/(2) con 2 ¢
implica M =, ., B[V']. (Definicién)

Asi, se tiene por un lado que

M |=P/PMLa[V] entonces 1(S) > l,j,\’t yu(S)+u(T) < u,/,"l
SiWkEa=I<I(S)yWEa=ulS)+uT)<u (Légica)
ent. {a =1<I1(S),a=u(S)+u(T) <u} CTh(A (Def. y Lég.)
ent. Wkra=I<I(S)yWka=u(S)+u(T)<u (Definicién)

y por otro lado que
*)

M |:P/PML

<u(?),s> € sM, <s,u'(§))> € TM, V' (2) = v(z) con z ¢:7 ent. M =, ... B[]

afv] implica que si existe s tal que



Por otro lado, como A es expresiva se tiene que existe una férmula de primer orden 1) tal
que A |:P/PML (R [? ,(T)T“(T) g_}] B. De aqui, por légica y definicién se tiene que

(**) M Ep pu ¥lv] siempre que
<V(?), V'(§)> e TM V'(2) = v(2) con z ¢Z_} implica M |=,,, ... B[V'].
2 -

Supéngase ahora que M =, .., a[v] y que <1/( ), V’(z)> € SM, V' (2) = v(2) con z ¢?

Luego por légica y * se tiene que
1 et M o P . "
v'(z),v"(Y)) e T, v"(2) = v'(2) con 2 ¢y implica M =, .., B[V"]
siendo v" una valuacién de las variables individuales. Luego por légica y ** se tiene que

M L o YY) Asi, por 16gicay definicién se llegaa M = o= [5') |(S)S”(S) ER

y de alli que W = {a} z i(s) S u$) 7 {¢}. Ademds, de un péarrafo anterior se deduce,
por l6gica y definicién, que W = {4} z ) T W™y {B}. Asi, por hipétesis inductiva,
se tiene que W + {a} z |(5)S”(S) z {Y}y WE {¢} z |(T)T”(T) Y {#}. Finalmente, se
tiene que la deduccién

(1) {a} @ 5" 7 {y} (
(2) W} Z vy Ty {8} (Hipdtesis)
(3) {a} 7 5 ST Y {8} (SEC 1,2)
(4) a=1<I(9) (HipGtesis)
(5) ( )
(6) (

P/PML

1 Hipdtesis)

5 a=u(S)+uT)<u
6 {a} 7 S;T § {8}

es una deduccion para h desde W. Por lo tanto W I h.

Hipétesis
TIME 34,5)

Caso 2: R=S+T. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W |= hsii |=am b para todo modelo M de W (Definicién)
it M a0 = [215+T Y| AlY] (Def. 2.2.2)
siit M =, 5 V] entonces 1(S+T') > IMu(S+T) <uly

v(Z S+T y)v' implica M oo BV'] (Definicién)

siit M =, 50, @[v] entonces
min{1(S),(T)} > 1", maz{u(S), u(T)} < up' y
<y(§),y'(§)> € (S+TYM,u(z) = V'(2) con z ¢¥
implica M |=,,,,,,, B[V']- (Definicién)



Asi, se tiene por un lado que

M |=P/PML a[v] entonces min{l(S),(T)} > l;,M y maz{u(S),u(T)} < u

si Wk a=1<min{l(S),I(T)} y W = a=maz{u(S),u(T)} <u (Lbgica)

ent. {a =1 < min{l(S),(T)},a = maz{u(S),u(T)} <u} CTh(A) (Def. y Log.)
ent. Wk a=1<min{l(S),(T)} y WFa=maz{u(S),u(T)} <u (Definicién)

y por otro lado que
M |:P/PML
(W@, @) € 546 (@), (1)) € T¥,/(2) = u() con = ¢F

implica M [=,,,,,,, B[V']-

a[v] entonces

—
X

De aqui, por légica, se tiene que
(1) M =, pu alv] entonces
<V(E),I/I(§)> € SM V' (2) = v(z) con 2z ¢z_f implica M =, .., B[V']
y
(2) M [, pa ofv] entonces
<u(¥), VI(:TJ)> € TM V' (2) = v(2) con z géz_f implica M [=,,,,,,, BIV']-

prpmr & = I::_E I(S)SU(S) g /3
y M |—p/pML a = [33 |(T)T”( ) ]ﬂ y de alli a W | {a} T I(S)SU(S) o {8} y

W = {a} z )y T" Wy {,B} Luego, por hipétesis inductiva, se tiene que W F {a} T
is)S" (8) o y{BtyWt{a} =z ,(T)T“(T) Y {B}. Finalmente, se tiene que la deduccién

Asi, desde 1 y 2 por definicién y 1dgica se llega a M |

1 {a} 7 (s)S" y {8}
2 {a} @y T y {8}

(1) (Hip6tesis
(2) (
3) {a} 7 min{i(s) iy} S +T TSy 5y (CHC 1,2)
(4) (
(5) (
(6) (

)
Hipdtesis)
4 a =1 <min{l(S),I(T)} Hipétesis)
5 a = maz{u(S),u(T)} <u )

6 {a} T (S+T* ¥ {B} TIME 3,4,5)

es una deduccién para h desde W. Por lo tanto W F h.

Hipétesis



Caso 3: R=S-T. Sean v,v' valuaciones de las variables individuales. Luego

W |= hsii | h para todo modelo M de W (Definicién)
St M [y pyp @ = [? 1S-T™ @’] Blv] (Def. 2.2.2)
siit M [F,, 5y, @[v] entonces 1(S-T) > IMu(S-T)y<uMy

v(Z S-T y)v' implica M Ep s BIV'] (Definicién)
sii M IZP/PML a[v] entonces

maz{l(S),I(T)} > I, maz{u(S), u(T)} < u y
(v(@),'(¥)) € (S TYM,(z) = v'(2) con 2 ¢
implica M =, ..., B[V']- (Definicién)
Asi, se tiene por un lado que
M [, b @[] entonces maz{1(S),|(T)} > My maz{u(S),u(T)} < uM
sii Wl a =1 <maz{l(S),(T)} y W E a = maz{u(S),u(T)}

u
I( <u
ent. {a =1 < maz{l(S),I(T)},a = maz{u(S),u(T)} <u} CTh(A
ent. Wk a=1<maz{l(S),(T)} y Wk a=maz{u(S),u(T)} <

(Légica)
) (Def. y Lég.)
u  (Definicién)

y por otro lado que
M =, o @[] entonces
<I/(;),I/I(y)> e SMy <y(?),y'(§)> e TM V' (2) = v(z) con z 5527
implica M =, ..., B[V'].

De aqui, por légica, se tiene que
(1) M =, pu. alv] entonces

(v(@),V'(¥)) € SM,V'(2) = v(2) con 2 ¢¥ implica M |=,,,,,, BlV]
6 bien
(2) M [, pa. ofv] entonces

<y(¥), V'(Z)> € TM,V/(2) = v(2) con 2 ¢¥ implica M =, B[],

Asi, desde 1 y 2 por definicién y ldgica se llega a M =, .., o = [3:) |(5)S”(S) Y| B
6 M IZP/PML a = [w ,(T)T“( ) ]ﬂ ydealliaW [ {a} T ,(S)S“(S) Z {8} 6
W E {a} z ) T u(T) 1} {B}. Supéngase que W = {a} s i(s)S" u(s) Yy y {B}. Es

cierto que W = {a} = |(T)T”(T) {true}. Luego, por hipétesis inductiva, se tiene que



Wk {a} z |(S)S”(S) y {8}y W+ {a} z ,(T)T“(T) Y {true}. Asi, se tiene que la
deduccion

(1) {a} z |(5)SU(S) ? {6} (

@ {a} T Y {true} (

(3)  {a} T maegs) ryy S TS} 5 08 A trye} (

(4) B Atrue = f (Légica)
(5) {a} @ maz{i(s)a(r)} S- TSy 51 (

(6) a =1 < maz{l(S),(T)} (

(M = maz{u(S),ul)} < u (

(8) (

8) {a}7.5-T"y {8}

es una deduccién para h desde W. Similarmente se prueba en el caso de que W = {a} z
ry Ty {B}. Por lo tanto W  h.

Caso 4: R = S*. Sean v, v’ valuaciones de las variables individuales. Luego

W |= hsii Eaqh para todo modelo M de W (Definicién)
it M Epypn 0 = 715" ] B[] (Def. 2.2.2)
sit M [F /5y, @[v] entonces 1(S*) > IMu(s*) <uMy

v(Z §* y)' implica M =, 5, B[] (Definicién)

sit M =, 5y, @[v] entonces 0 > IMoo<uMy
(@), (¥)) € (S)M,0(z) = v/(2) con 2 ¢
implica M |=,,,,,, BIV']- (Definicién)
Asi, se tiene por un lado que

M B, pa @[] entonces 0> IMy oo <uM

SiWlkEa=I<0yWEa=>o00<u (Légica)
ent. {a =1<0,aa=00<u} CTh(A) (Def. y Lég.)
ent. Whra=I1<0yWkra=c0x<u (Definicién)

y por otro lado, aplicando légica y definicién, que

M E,, s @[V] entonces

<y(§), y'(§)> € (SHYM,V/(2) = v(2) con z ¢¥ implica M |=, .., BV]

para i < w. Asi, nuevamente por definicién y légica se llega a M |= a =

P/PML

[? |(Si)SiU(SI) ?] B parai < wydealiaW E {a} z |(Si)SiU(Si) y {B}. Luego,



por lo demostrado en el caso 1, se tiene que W F {a} T |(Si)SiU(Sl) 37

se tiene que la deduccién

{#}. Finalmente,

u(s?) —

(1) {a} z i(51) S y {8}, i<w (HipGtesis)

(2) {a} 705" § {8} (ITE 1)

(3) a=>1<0 (Hip6tesis)

(4) a=>00<u (Hip6tesis)

(5) {a} 2 157" § {8} (TIME 2,34)

es una deduccion para h desde W. Por lo tanto W I h.

]
Se ha visto en esta tultima seccién que existe un célculo consistente y completo para el conjunto
de férmulas de Hoare que son consecuencia légica del conjunto Th(A) U HTh(A) donde A es una
estructura de objeto expresiva. Hasta aqui, la aplicacién del cdlculo de Hoare a una teoria dada
consiste en considerar las derivaciones en el célculo a partir de esta teoria. Sin embargo, es interesante
notar que existe una forma alternativa de aplicar el cdlculo de Hoare cuando la teoria HTh(A) es
aziomatizable. Una teoria HTh(A) se dice que es axiomatizable cuando existe un conjunto decidible
W C HFor(S) tal que HTh(A) es el conjunto de todas las férmulas de Hoare derivables desde
Th(A) UW en el célculo de Hoare. En tal caso, el calculo de Hoare se aumenta con los axiomas
de la teoria (es decir, W). Las derivaciones de interés son entonces las derivaciones en este célculo
extendido a partir de T'h(A). Esta visién alternativa no fue adoptada aqui porque sélo es aplicable a
teorfas axiomatizables (sin embargo en los ejemplos précticos se usard, ya que las teorias involucradas
seran axiomatizables).

EJjEMPLO 2.4.1 Considérese la interpretacion usual Z de la aritmética de Peano, donde ademds se
incluye una tnica accién atémica Inc tal que Inc? = {{(n,n+1):n € Nat} con Iz,c =0y urn = 1.
Luego, la teorfa HTh(T) es axiomatizable con el esquema de axioma {a[z + 1/z]} (z) o Inc' (z) {a}.
Asi, por ejemplo se tiene que la férmula de Hoare

{y=0}(y)oInc;Inc® (z){z +1 =3}

es derivable desde Th(Z) en el cdlculo extendido seguin la siguiente deduccién:

(1) {z+14+1=3}(z)oInc' (z){z +1=23} (Axioma)
(2) {z+1+1+1=3}(z)oInc* (z){z+1+1=3} (Axioma)
(3) {z+1+1+1=3}{z)oInc;Inc'™ (z) {z+1 =13} (SEC 1,2)
(4) r=0=>z+1+1+1=3 (Th(T))

(5) {z=0}(z)oInc;Inc' " (z) {z +1 =3} (CONS 3,4)
(6) z=0=>1+1<3 (Th(T))

(7 {z =0} (z)oInc;Inc® (z){z+1=3} (TIME 5,6)
(8) {y =0} {y)oInc;Inc® (z){z+1=3} (VART)



Por otro lado, y por razones de generalidad, no se ha asumido que la teoria Th(A) es axiomatizable

(por ejemplo, es conocido que la aritmética de Peano no es axiomatizable en el calculo de predicados

de primer orden).

En caso de serlo, el calculo de Hoare se aumenta con los axiomas y reglas de

deduccién del célculo de la légica multisort y con los axiomas de Th(A). Las derivaciones de interés
son entonces las derivaciones en este cdlculo extendido a partir del conjunto vacio.

2.5 Otras reglas derivadas

En esta seccién se presentaran reglas derivadas para cierta clase especial de procesos similares a los
comandos guardados de Dijkstra [7], que pueden ser ttiles en la practica. Estos procesos se definen a
partir de los procesos prmitivos de P/PM L de la siguiente forma:

iffliey; > Sifi =aef N7 +...+77:5
dofliey; » Siod =g (if [liey; = S )", 7;...
if ythen SelseT =4;if y > S|y THi

while v do S =gef doy— Sod

;7 Yn?

A partir de esta definicién, se obtienen las siguientes reglas derivadas para las dos primeros tipos
de procesos:

(iii") Regla IF: Siendo z; las variables libres de 7;

(iv

1
2

3

4

5

)
)
)
)
)
6)

(
(
(
(
(
(

(ulZ/Z A} © 1, S Y {8}, i =1.n

{a} T (f [liey; — S; icTmemluid o 151

") Regla DO: Siendo z; las variables libres de v;

(WlZ/Z AN At=t0} .S & (YAt <to}, i=1un

{¥} T .do [liey — S; od™ ™o ()

Z {~(V;%lZ/2]) Ay}

La regla derivada IF resulta de la siguiente deduccién (a partir de sus premisas y de una teoria
arbitraria):

(u[@/Z)A} T 1,8 Y {8}, i=1.m

{(vilZ/Z) = w[Z /] Ao} & 2 F {wlZ/Z] Aa}, i=1.n
a= (n[#/Z] = wul# /7] Aa)

{a} @ 7?2 7 {n[Z [z Aa}, i=1.n

{a} T %258, 3 {B), i=1.n

a = e <minfe, . ..

76}

Hipdtesis)
TEST)
Légica)

CONS 2.3)

SEC 14)
Aritmética)

(
(
(
(
(
(



) a = max;{e +u;} < e+ max;{u;} (Aritmética)
) {a} @ (if [liey; —» S; Ao md 3 (51 (CHC' 5,6,7)
Para probar que la regla DO es derivada, se usara el siguiente lema:
LEMA 2.5.1 La férmula de Hoare
{¥} Z o(if [ie v — S 8)*™ 7 {v}, k>0

es derivable o partir de las formulas de Hoare {7,[?/2] ANYAt =10} z LSiY T {YAt <to}, i=1.n
y de una teoria arbitraria.

Prueba. Ver Apéndice A. [

La regla derivada DO resulta entonces de la siguiente deduccién (a partir de sus premisas y de una
teorfa arbitraria): Siendo ¢ la férmula —(\/; v; [?/Z]) A,

(1) {Wml@/zn] = 0} T 2 T {0} (TEST)

()  {mlE/a] = (eld/z1= (o)} T em? T {mle/z] = (..9)}  (TEST)

(@) {m[d/z] = (el@/z]= (o)} T em? . mm? T g} (SEC L,...,n)
(b) ¢ = (mlz/z] = (nld/z]=(..9) (Logica)

€ {P}T T ? T () (CONS a,b)
) {nlZ/EAYAt=1t} T 1,8 T {YAt<to}, i=1.n (HipGtesis)

(@ (¥} T o(f [iewi = Si )™ Z (¢}, k>0 (Lem. 2.5.1)
(£)  {v} T o(if [iey — Si ) 7 {¥} (ITE e)

(8) {¥} 7 odofliey; — Siod™tH T 7 () (SEC ¢f)

Noétese que las cotas de tiempo en la regla DO no pueden derivarse, sino que se asumen como
validas. A partir de estas reglas pueden obtenerse inmediatamente reglas para los dos dltimos tipos
de procesos, ya que son casos especiales de las reglas IF' y DO.

(v’) Regla IFT: Siendo Z las variables libres de 7

(VZ/Z1na} 218"y {8} {Z/Z]Aa} 2, TV y {B)}
{a} 7 .if y then S else T<tme#{wwl {8}

(vi’) Regla WD: Siendo 7 las variables libres de ~y

(VZ/ZINp At =t} T 1 SU T {Y At <to}
{v} z .while ydo S™* 7 {—w[?/?] A}




2.6

Ejemplos

En esta seccién se dardn algunos ejemplos de pruebas de correccién parcial de procesos en P/PML
utilizando el cédlculo de Hoare presentado en las secciones anteriores. Para los ejemplos, se asumirg
la existencia de una estructura de objeto A (sobre una signatura S adecuada) que contiene sélo las
siguientes acciones atémicas:

Inc (que toma como entrada un nidmero entero y lo retorna incrementado en 1, con I(Inc) = 0
y u(Inc) =1).

Dec (que toma como entrada un ndmero entero positivo y lo retorna decrementado en 1, con
[(Dec) =0y u(Dec) =1).

Neg (que toma como entrada un niimero entero y lo retorna negado, con I(Neg) = € y u(Neg) =
2x€).

Decby?2 (que toma como entrada un nimero entero y lo retorna decrementado en 2, con |(Decby2) =
0y u(Decby2) =2.)

Join (que toma como entrada un par de nimeros enteros y retorna uno de ellos, con I(Join) = 0
y u(Join) = 0).

Sum (que toma como entrada un par de ndmeros enteros y retorna la suma de ellos, con
[(Sum) =0y u(Sum) = 2).

Swap (que toma como entrada un par de nimeros enteros y los intercambia, con |(Swap) =1y
u(Swap) = 4).

Zerof st (que toma como entrada un par de nimeros enteros y setea en 0 la primer componente,
con |(Zerofst) =0y u(Zerofst) = 2).

Zerosnd (que toma como entrada un par de nimeros enteros y setea en 0 la segunda componente,
con |(Zerosnd) =1y u(Zerosnd) = 3).

Decfst (que toma como entrada un par de nimeros enteros y decrementa en 1 la primer com-
ponente, con |(Decfst) =0y u(Decfst) = 2).

Decsnd (que toma como entrada un par de nimeros enteros y decrementa en 1 la segunda
componente, con |(Decsnd) = 0 y u(Decsnd) = 3).

Flip (que arroja una moneda y retorna la cadena ”hd” 6 "tI”, con |(Flip) = 2 y u(Flip) = 3).

En este caso particular, la teorfa HT h(A) es axiomatizable con los siguientes esquemas de axioma:
Siendo a € For(S), z,y, z,w variables de sort Int, ¢ una variable de sort Coin y s una variable de
sort String,

Azioma Inc:
{afz +1/y]} (x) o Inc' (y) {a}

Azioma Dec:
{afz —1/y]} (x) o Dec' (y) {a}



e Azioma Neg:

{a[-z/y]} (z) Neg®™ (y){a}

o Axioma Decby2:
{alz —2/y} (x) 0 Decby2® (y) {a}

o Axioma Join:

{alz/2] Aaly/2]} (2,y) 0 Join® (z) {a}

e Azioma Sum:

{alz +y/2]} (z,y) o Sum®(z) {a}

e Axioma Swap:
{aly, z/z,w]} (2,y)1Swap™ (z,w) {a}

o Azioma Zerof st:
{a]0,y/z,w]} (x,y) 0 Zerofst® { z,w) {a}

e Azioma Zerosnd:
{a]z,0/z,w]} (z,y)1 Zerosnd?® (z,w){a}

e Azioma Decfst:
{a[z — 1,y/z,w]}(z,y) oDecfst® (z,w) {a}

e Azioma Decsnd:
{a[z,y — 1/z,w]} (x,y)gDecsnd3 (z,w) {a}

o Azioma Flip:

{a[hd/s] A oftl/s]} (¢) o Flip® (s) {a}
EJEMPLO 2.6.1 Se quiere probar que
Th(A) F {true} (coin )1 Flip;s = hd?*** (res) {res = hd}.

La siguiente es una deduccién de la férmula desde T'h(A):

(1) {res = hd = res = hd} (res) s = hd?¢ (res) {res = hd} (TEST)

(2) true = (res = hd = res = hd) (Légica)

(3) {true} (res).s = hd?¢(res) {res = hd} (CONS 1,2)
(4) {true} (coin ) o Flip® (res) {true} (Flip)

(5) {true} {coin ) o Flip;s = hd?*T¢ (res ) {res = hd} (SEC 3/4)

(6) true =1 <2 (Aritmética)
) true=>3+e<e+4 (Aritmética)
(8) {true} {coin ), Flip;s = hd?“** (res) {res = hd} (TIME 5,6,7)



EJEMPLO 2.6.2 Se quiere probar que

Th(A) b {z =1Ay =2} (=,y) 1 Swap;Sum;(Inc+Dec)” (z) {even(z)}.

La siguiente es una deduccién de la férmula desde Th(A):

(1) {even(z+ 1)} (z)oInc' (z) {even(x)} (Inc)
(2) {even(x — 1)} (z)¢Dec' {z) {even(z)} (Dec)
(3) odd(z) = even(z + 1) (Aritmética)
(4)  {odd(z)}(z)oInc' (z) {even(z)} (CONS 1,3)
(5) odd(z) = even(z — 1) (Aritmética)
(6) {odd(zx)}(z)oDec' (z) {even(x)} (CONS 2,5)
(1) {odd(2)} {2 ) minfo,0y Inc+Dec™ 1 (z) {even(z)} (CHC 4,6)
®)  {odd(z +y)}(z,y)oSum?® (z) {odd(x)} (Sum)
9)  {odd(z +y)} (z,y) 0 Sum;(Inc+ Dec)* ™11} (2 {even(z)} (SEC 7.8)
(10) {odd(y + z)} (z,y )1 Swap* (z,y) {odd(z + y)} (Swap)
(11) {odd(y + z)} (z,y ) 1 Swap;Sum;(Inc+ Dec) A+2+maz{l,1} (z) {even(x)} (SEC 9,10)
(12) z=1Ay=2= odd(y + ) (Aritmética)
(13) {z=1Ay=2}(z,y)1Swap;Sum;(Inc+Dec)* 2™ L (1) feven(z)} (CONS 11,12)
(14) z=1Ay=2=>4+2+maz{l,1} <7 (Aritmética)
(15) {z=1Ay=2}(z,y)1Swap;Sum;(Inc+Dec)" (z) {even(z)} (TIME 13,14)
EJEMPLO 2.6.3 Se quiere probar que

Th(A) & {true} (z,y)1(Zerofst- Zerosnd);Join;Inc* > (w) {w > 0}.

Para ello, se usaré el siguiente lema:

LEMA 2.6.1 Th(A) F {w =0} (w ) oInc*™ (w) {w > 0}, con k > 0.

Prueba. Por induccién sobre k. Para k = 0, se tiene la siguiente deduccién:

1) w=0=>0<c¢
(2) w=0=>e< 0
(3) w=0=>w>0
(4) {w=0}(w)ol 1™ (w){w >0}

(Aritmética)
(Aritmética)
(Aritmética)
(SKIP'1,2,3)



Supongamos que el enunciado es verdadero para k con k > 0. Para k+1 se tiene la siguiente deduccién:

(1) {w+1>0}{(w)oInc' (w){w >0} (I'nc)
(2) w>0=>w+1>0 (Aritmética)
(3) {w >0} (w)oInc' (w) {w > 0} (CONS 1,2)
4) {fw=0}(w)oInc*™ (w) {w > 0} (Hipétesis Inductiva)
(5) {w=0}(w)oInc** ™" (w) {w > 0} (SEC 3.4)
(6) w=0=>00+1<00 (Aritmética)
(7) {fw=0}(w)oIncd*™* (w) {w >0} (TIME 5,6)

Asi, la siguiente es una deduccién de la férmula desde Th(A):
1) {w=0}{w)oInc*™ (w){w >0}, k>0 (Lem. 2.6.1)
2) {w=0} {w)oInc* > (w){w >0} (ITE 1)
(3) {x=0Ay=0}(z,y)oJoin’ (w){w =0} (Join)
(4) {x=0Ay=0}(z,y)oJoin;Inc** > (w) {w > 0} (SEC 2,3)
(5)  {0=0}(z,y)0Zerofst* (z,y){x =0} (Zerof st)
6) {0=0}(z,y)1 Zerosnd® (z,y) {y = 0} (Zerosnd)
(1) {0=0}(2,9) maz{o,1} Zerofst- Zerosnd™ 23 (g y) {z =0Ay =0} (PAR 5,6)
(8)  {0=0}(,¥) maz{o,1} (Zerof st- Zerosnd); Join;Inc*™ (w ) {w > 0} (SEC 4,7)

donde u es maz{2,3} +0+ o0

9) true=0=0 (Aritmética)
(10)  {true}{z,y) mawio,1} (Zerofst- Zerosnd); Join;Inc*" (w) {w > 0} (CONS 8,9)
(11) true =1 < maz{0,1} (Aritmética)
(12) true = maz{2,3} +0+ 00 < 0 (Aritmética)
(13)  {true}{=z,y)1(Zerofst-Zerosnd);Join;Inc* ™ (w) {w > 0} (TIME 10,11,12)

EJEMPLO 2.6.4 Se quiere probar que

Th(A) b {z =X} (z) . if >0 — Uy [ 2 < 0 — neg 8% (y) {y = | X|}.



La siguiente es una deduccién de la férmula desde T'h(A):

1) Az =|X[}(2) Vi () {2 = [X]} (SKIP)
(2) r=XAz>0=>2=|X| (Aritmética)
3) {t=XANz>0}(x) Vi (z){z=|X|} (CONS 1,2)
(4) {e=XAz>0}(z) Ve (y){y =X} (VAR 3)
(5)  {-z=[X[}(z)neg® (y){y= X[} (Neg)
6) 2z=XAz<0=-z=|X]| Aritmética
() {o=X Az <0}(x).neg™ (y){y = |X|} (CONS 5,6)
®) {z=X}(z)ifz>0- VU [z<0—neg T2 )0y = |X|}  (IF 4,7)
9) z=X = e+mazr{e,2xe} <3xe¢ (Artimética)
(10) {z=X}(z) if2>0— Uy [ 2 <0— neg i® (y){y = |X|} (TIME 8,9)
[
EJEMPLO 2.6.5 Sea DecToEq el proceso
do u > v — Decfst[] z < w — Decsnd od.
Se quiere probar que
Th(A) b {true} (z,y) . DecToEq®7V*3 (2 y) {z = y}.
La siguiente es una deduccién de la férmula desde T'h(A):
(1) {true A |z — 1 —y| < to} {z,y) o Decfst® {z,y) {true A |z — y| < to} (Decf st)
(2) x> yANtrueN |z —y| =tg =>true Az —1—y| <ty (Aritmética)
(3) {x>yAtrue Nz —y| =to} (z,y) o Decfst® (x,y) {true A |z —y| < to} (CONS 1,2)
(4) {true A |z —y — 1| < to} {z,y) o Decsnd® (x,y ) {true A |z — y| < to} (Decsnd)
(5) r<yAtrueA|z —y|=tog =>trueA|z —y—1| <ty (Aritmética)
(6) {x<yAtrue Az —y| =to} (z,y) o Decsnd® (x,y) {true A |z —y| < to} (CONS 4,5)
(7 {true} (z,y)  DecToEq® ¥*mea{23} (5 4y f~(z >y V & < y) A true} (DO 3,6)
€) true = |z — y| *maz{2,3} < |z —y| *3 (Aritmética)
9) {true} (z,y) c DecToEq* U3 (z,y) {~(z > y V < y) A true} (TIME 7,8)
(10) —~(z>yVz<y)Atrue=z=y (Aritmética)
(11)  {true} (z,y) DecToEq* ¥ (z,y) {z =y} (CONS 9,10)
[

EJEMPLO 2.6.6 En este ejemplo se probara la correccién parcial del segundo proceso que implementa
la méquina vendedora de caramelos presentado en la Seccién 1.4. Siendo A la estructura de objeto
para este problema, se tiene que HTh(A) es axiomatizable con los siguientes esquemas de axioma:®

3Para reducir notacién se escribird, por ejemplo, [#$ + 1/#8$'] en lugar de [#$ + 1, #P, $r, Pr/#$,#P',$r', Pr'],
asumiendo asi que las variables restantes no se cambian.



Siendo a € For(S), #8$,#P,#$',#P' variables de sort Nat y $r, Pr,$r', Pr' variables de sort
Bool,

o Azioma Accept$:
{a[#8$ + 1/#8]} (#8, #P,$r, Pr) o Accept$™ (#$', #P',$', Pr') {a}
e Azioma Return$:
{#8 > 0= o[#8$ — 1,t/#8, 8]} (#8, #P, $r, Pr) o Return$*® (#$', #P',$r', Pr') {a}
o Axioma GiveProduct:
{#P > 0= o[#P—1,t/#P', Pr']} (#8,#P,$r, Pr)oGiveProduct'® (#$',#P',$r', Pr') {a}
o Azioma AskForReplenish:
{a[MP/#P']} (#$,#P,$r, Pr) o AskFor Replenish®" (#$', #P' $', Pr') {a}

Se quiere probar que la férmula de Hoare

{#S =20 N#P =Py A$r=fAPr =1}
(#$,#P,$r, Pr)
o (#P > 0?; Accept$;GiveProduct) + (#P = 07; Accept$; Return$) 3™
(#$,#P,$r, Pr)

H#S=zo+1AH#P=MP—-1A$r=fAPr=t
P0:0:> \
H#S =2 A#P=0ASr=tAPr=HF
PB>0=>#8 =20+ 1AH#P=Py—1ASr=fAPr=t

es derivable desde Th(.A) en el cdlculo de Hoare extendido con los axiomas anteriores. Por Vending,
m, pre y post se denotardn el proceso, la tupla (#8$,#P, $r, Pr), la precondicién y la poscondicién
de la férmula de Hoare, respectivamente. Asi, la siguiente es una deduccién de esta férmula desde

Th(A):

(1) {#P > 0= post[#P — 1,t/#P, Pr]}mGiveProduct ** m{post} (GiveProduct)
(2) midi = (#P > 0= post[#P — 1,t/#P, Pr]) (Aritmética)
donde midi = #P>0= (Po=0=>#8$ =20+ LA#P =MPAS$r =)
ANPy>0=>#8=x0+1A#P =Py A$r=H)
(3)  {mid,}mqGiveProduct'**m{post} (CONS 1,2)
(4)  {midi[#$ + 1/#8]}mo Accept$**m{mid, } (Accept$)
(5)  #P > 0Apre= mid[#$ + 1/#9] (Aritmética)
(6) {#P > 0 A pre}mg Accept$**m{mid, } (CONS 4,5)
(7)  {#P > 0 A pre}mg Accept$; Give Product®* % m{post} (SEC 3,6)



{#8 > 0 = post[#3$ — 1,t/#8$, $r]}m0Return$4sm{post}
midy = (#$ > 0 = post[#$ — 1,t/#8, $r])

donde mide = #$>0= (#$ =20 +1A#P =0A Pr =)

{midy}mo Return$**m{post}

{mida[#$ + 1/#9]ymo Accept$ > m{midy}

#P =0 A pre = mida[#83$ + 1/#8]

{#P = 0 A pre}mg Accept$* m{mids}

{#P = 0 A pre}mo Accept$; Return$®*T** m{post}

{#P > 0= #P > 0Apre}m #P > 02°m{#P > 0 A pre}
pre = (#P > 0= #P > 0Apre)

{pre}me#P > 07°m{#P > 0 A pre}

{preym #P > 07; Accept$ ;Give Product > % m{post}
{#P=0= #P > 0Apre}m #P = 0?°m{#P = 0 A pre}
pre = (#P =0= #P =0 A pre)

{pre}m #P = 07°m{#P =0 A pre}

{pre}m#P = 07; Accept$; Return$ T % m{post}

maz{e+3s+103,e+43+105}m{post}

{pre}mpinic,cy Vending
pre = 0 < min{e, €}
pre = maz{e + 3s + 10s,e + 4s + 10s} < 3m

{pre}moVending®™m{post}

(Return$)
(Aritmética)

(CONS 8,9)
(Accept$)
(Aritmética)
(CONS 11,12)
(SEC 10,13)
(TEST)
(Légica)
(CONS 15,16)
(SEC 7,17)
(TEST)
(Légica)
(CONS 19,20)
(SEC 14,21)
(CHC 18,22)
(Aritmética)
(Aritmética)
(TIME 23,24,25)
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Capitulo 3

Calculo de Refinamientos en
P/PML

3.1 Introduccion

En la segunda parte de este trabajo se ha estudiado el aspecto de verificacién formal de procesos
en la l6gica P/PML. En esta tercer parte, se introducird la visién opuesta a la verificacién de
programas: el concepto de derivacidn de programas. La tarea de un programador puede ser vista como
la construccién de un programa S a partir de una especificacién [P, Q)] de forma tal que S satisfaga
dicha especificacién. Las teorias de derivacién de programas presentan reglas para ’calcular’ programas
a partir de sus especificaciones. Estas teorias permiten una sistematizacién del proceso de desarrollo
de programas, produciendo artefactos de software correctos. Varias teorias han sido desarrolladas en
este aspecto, como por ejemplo la teorfa de las precondiciones mas débiles de E.W. Dijkstra [7]. Otro
ejemplo importante de este tipo de formalismos es el cdlculo de refinamientos [2, 14], que formaliza
el enfoque de refinamiento paso a paso (”stepwise refinement”) para la construccién de programas
[15]. En el célculo de refinamientos, los programas se derivan en un lenguaje de amplio espectro que
incluye tanto construcciones ejecutables como no ejecutables. Una derivacién tipicamente comienza,
con una especificacién (en general, no ejecutable), y progresa via un nimero de formas intermedias
que combinan tanto construcciones ejecutables como no ejecutables, terminando con un programa
conteniendo sélo construcciones ejecutables. En cada paso de derivacién, se toman decisiones que
acercan al programa a una forma ejecutable, posiblemente dando lugar a ciertas obligaciones de
prueba. Estas obligaciones de prueba pueden descargarse a medida que aparecen, de forma que el
programa y su prueba se desarrollan simultdneamente, como recomienda Gries [9]. La notacién usual
utilizada en el cdlculo de refinamientos es:
RCS

donde R, S son programas del lenguaje de programacién. En general, una férmula de la forma R C S
(que suele leerse como ” S refina a R”) establece que S es en un sentido 'mejor’ que R (més eficiente,
més ejecutable, etc.). El enfoque acerca de refinamientos en P/PM L adoptado aqui difiere con el
enfoque presentado en [5], basdndose mds bien en el que aparece en [8]. Este enfoque sigue el estilo
de refinamiento desarrollado por Morgan, pero estd fundado en la légica de Hoare presentada en la
segunda parte de este trabajo. En rigor, se indentifica una especificacién con el conjunto de sus posibles
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implementaciones, y el refinamiento se representa como manipulaciones sobre conjuntos de procesos.
El proceso de refinamiento consistird entonces de una secuencia de pasos que realizan decisiones de
disefio sistematicas para reducir los conjuntos de posibles implementaciones hasta alcanzar una dnica

N
implementacién. Asi, un refinamiento de una especificacion ?, Y : o, B] }* a una implementacién R
se denotara por
- = u
z,Y :[a, Bl CR.
Por ejemplo, la férmula (z),(y,2):[x =0, y = 2 =1] 2 C Inc;Dup establece que la especificacién
(z){y,2):[x =0, y = 2 = 1] 3 puede refinarse a la implementacién Inc; Dup.

3.2 La légica de refinamientos

Para razonar formalmente sobre refinamientos en P/PM L, se presentard una légica de refinamientos
y un calculo para esta légica, que serdn desarrollados siguiendo el enfoque adoptado en la segunda
parte del trabajo. Este cilculo permitird derivar refinamientos preservando la correccién parcial.
Nuevamente, la definicién de esta 1égica se construye sobre la 16gica multisort de primer orden.

DEFINICION 3.2.1 Sea S una signatura de objeto. Una especificacion sobre S es una expresién de la
forma N
z,Y : [, O]}

—
donde a, 8 € For(S) son férmulas de primer orden con Var(8) C¥, Z=11...2m con z; de sort Si,
— —

Y= y1...yn distintas con y; de sort s} y I, u expresiones de sort T'. Se define ia(z, Yo, 1) =

- —
51...8myoa(x,¥ :[a, B]}) =s1...5],

]

El conjunto de todas las especificaciones sobre S se denotarad por Spec(S). Nétese que, al igual que

en el caso de las férmulas de Hoare de la segunda parte del trabajo, se debe aplicar la misma restriccién

sintactica sobre la poscondicién en una especificacién. Formalizado el concepto de especificacion, es

necesario definir el lenguaje de amplio espectro en el cual se derivan los refinamientos. Para ello,

se extenderd la definicién de término relacional para incluir especificaciones, es decir, se considerard

que Spec(S) C RT(S). Por convencién, Spec(S) € GRT(S). Finalmente, se define la sintaxis de las
férmulas de la lgica de refinamientos.

DEFINICION 3.2.2 (Sintaxis de la l6gica de refinamientos) Sea S una signatura de objeto. Una férmula
de refinamiento sobre S es una expresién de la forma

RCS
donde R, S € RT(S) tales que ia(R) = ia(S) y oa(R) = 0a(S).

]

El conjunto de todas las férmulas de refinamiento sobre S se denotard por RFor(S). Los dnicos

objetos sintacticos en la légica de refinamientos seran las férmulas de refinamiento, por lo tanto la

semantica de esta logica sélo requiere describir el significado de este tipo de férmulas. Para ello se
debe primero asociar un término relacional con el conjunto de sus posibles implementaciones.



DEFINICION 3.2.3 Sean S una signatura de objeto, A una estructura de objeto para S y R € RT(S).

La funcién
p: RT(S) » P(GRT(S))

se define como sigue:
1. pla) = {a},sia€ AU{T,:teS*}U{a?:ac For(S)}.
2. 9(2,9 : [a, f] ;‘):{REGRT(S) :Th(A)UHTh(A)I—{a}?lR“g_}{,B}}.
3. p(S7) = {515 € p(S)}
4. p(SeT)={s0t:s€p(S)Atep(T)},si®e{; +,-}.
-

EJEMPLO 3.2.1 Sea A una estructura de objeto donde las acciones atémicas Inc y Dec incrementan
y decrementan en 1 su entrada, respectivamente. Entonces

p({(z).(y):[z =0, y=0]§-Dec)
={r-Dec:r€p(§,§>:[m=0, y=0]8°)}
= {Vnt-Dec, Vrpt;V rne-Dec, U rni+1 pe- Dec, true?-Dec, x = 07-Dec, Inc;Dec-Dec, ... }.

]
Una propiedad importante que la funcién g satisface es la monotonicidad con respecto a la inclusién
de conjuntos.

PROPIEDAD 3.2.4 Sean S,S',T,T' € RT(S) tales que p(S") C p(S) y p(T") C p(T). Entonces
1. p(8™) € p(5%), y
2. p(S'OT")Cp(SeT), sioe{;+, }

Prueba. Véase Apéndice A. [

Finalmente, se define la seméntica de las férmulas de refinamiento.

DEFINICION 3.2.5 (Seméntica de la légica de refinamientos) Sea S una signatura de objeto y A una
estructura de objeto para S. Dada R C S € RFor(S) se dice que la férmula de refinamiento R C S
es vdlida en A, denotado por

IZ.AR c Sa

siempre que p(S) C p(R).
[

Los conceptos de validez l6gica, modelo, consecuencia légica y teoria para férmulas de refinamiento
se definen en forma andloga a lo expuesto en la Seccién 2.2 de la segunda parte del trabajo.



EJEMPLO 3.2.2 Sea A una estructura de objeto donde Inc* = {(n,n+1):n € Nat,n > 0}. En-

tonces
Falz)(y):[z <0, y=1]§ C Inc
pues es cierto que Inc € p({z),{y):[x <0, y=1] ).
|
EJEMPLO 3.2.3 Sea a € For(S). Entonces
F(z)(z):[a, o] § E Vit Vg
ya que se tiene =4 (z),(z):[a, a] 3*¢ C 1’ 1ny; U re para toda estructura de objeto A.
|

EJEMPLO 3.2.4 Sea W el conjunto {X +1 > X, {(z)(y):[zr =X, y =X +1] (1) C Inc}. Entonces se
tiene que =
W (2),(y):[z =X, y>X] o C Inc

puesto que, siendo A un modelo de W, se cumple que 4 (z),{(y):[r =X, y > X]} C Inc.

3.3 El calculo de refinamientos

En esta seccién se desarrollard un calculo para la légica de refinamientos presentada en la seccién
anterior, denominado ’célculo de refinamientos’. El propésito de este célculo es el de derivar férmulas
de refinamiento ’verdaderas’. Por lo tanto, el cdlculo de refinamientos no dependerd de una estructura
de objeto especifica, sino que incluird solamente axiomas y reglas que son validos en toda estructura
de objeto. Por supuesto, en la practica se estd interesado en las férmulas de refinamiento vélidas en
alguna estructura de objeto A en particular. Este tema serd tratado en la siguiente seccién.

Formalmente, el cdlculo de refinamientos sobre una signatura de objeto S = (A, (S,F,P)) es
un célculo sobre For(S) U RFor(S) que consiste de los siguientes esquemas de axioma y reglas de
deduccién:

(i) Azioma SKIP

Z,7:[0, a] LT T,

(ii) Azioma TEST: Siendo Z las variables libres de ¥

(iii) Regla CONS




(iv) Regla VAR: Si Z son variables distintas o bien 2=2

(v) Regla TIME

Z,9 : [o[Z/7]

ul 7]

Bl fE)

C7,u:a, f]

a=uv<l, a=>w>u
— o —
z,Y :[a, Bly Tz, ¥ :[a, A]]

(vi) Regla SEC: Si Var(w) N Z=10

(vii) Regla CHC

— — ) —- = - =
2,9 :a, BTV E T, 2 o, A) 152, [y, Bl Y

— — —_ — - —

2,9 o, Bl il EE, Y s fo, B P43,V o B

(viii) Regla PAR

(ix) Regla ITE

(x) Regla REF

(xi) Regla TRAN

(xii) Regla MNSEC

3,0 il AN T C R Y s, 62,9 ]
Z,7 [ a]gog(?,i'} [, o] f‘)
RCR
RES SCT
RET
RCR  SCS

R;SCR';S'




(xiii) Regla MNCHC

RCR SCS
R+SCR+S'

(xiv) Regla MNPAR

RCR SCS
R-SCR'S

(xv) Regla MNITE

RCR
R* C R

Las reglas REF, TRAN, MNSEC, MNCHC, MNPAR y MNITE se agregan para que el
enfoque de refinamientos sucesivos funcione. Las reglas REF y TRAN establecen la reflexividad y
transitividad de C respectivamente, asegurando que cada término relacional es un refinamiento de
los anteriores a lo largo de una derivacién. Las reglas MNSEC, MNCHC, MNPARy MNITE
establecen la monotonicidad de C con respecto a los constructos ;, +, - y *, permitiendo refinar
individualmente los componentes de un término.

De forma similar a lo realizado con el célculo de Hoare en la segunda parte, es posible extender
los axiomas y reglas del calculo de refinamientos mediante reglas derivadas. Por ejemplo, la siguiente
es una regla derivada para acciones skip:

(i) Regla SKIP’

a=1<ge, a:ﬂ[?/y], a=>e>u
— —
ZL',yZ[Oé, B]?El’t

3.4 Consistencia y completitud relativa

En esta seccién se investigaran la consistencia y completitud del cdlculo de refinamientos desarrollado.
Debe recordarse que el propésito del cdlculo es el de derivar refinamientos validos en una estructura de
objeto en particular. Por lo tanto, para obtener resultados significativos se debe apelar a las férmulas
de primer orden validas en la estructura de objeto A, o sea, a la teoria Th(A). Ademds, estd claro
que debe apelarse también a las férmulas de refinamiento vélidas en A, conjunto que se denotard
por RTh(A). Es ficil ver que RTh(A) es una teoria. Asi, resulta razonable entonces investigar la
consistencia y completitud del calculo a partir del conjunto de férmulas Th(A) U RTh(A).
Primero se demostrard la consistencia del calculo.

TEOREMA 3.4.1 (Consistencia del Cdlculo de Refinamientos) Sea S = (A,(S,F,P)) una
signatura de objeto y A una estructura de objeto para S. Entonces para todo RC S € RFor(S)

si Th(A)U RTh(A) F R C S entonces Th(A) U RTh(A) E RC S.



Prueba. Sean W y W' los conjuntos Th(A) U RTh(A) y Th(A) U HTh(A) respectivamente, y 7 una
férmula de refinamiento. Supdngase que W F r. Se probard que W = r por induccién sobre la
longitud k£ de la deduccién de r.

(a) Paso base: Si k =0 entonces se tienen varios casos.
Caso 1: 7 € RTh(A). Luego, por definicién de consecuencia l4gica, se tiene que W = r.
Caso 2: r es el axioma SKIP. Luego

W rsii |Emr para todo modelo M de W (Definicién)
sii (1) C (7,7 : o, o] ©) (Def. 3.2.5)
sii 'y € {R € GRT(S): W'k {a} T .R° 2 {a} } (Def. 3.2.3)

siit WH{a} 2 .1,° 7 {a} (

(

sii true

Conjuntos)
SKIP)

Caso 3: r es el axioma TEST. Luego

W [ rsii Eamr para todo modelo M de W (Definicién)
sit p(7?) C p(Z, 7 : [7[2/2] = a, a] ©) (Def. 3.2.5)
sii 7?7 € {R € GRT(S): W'F {1[2/7] = a} Z .R* Z {a} } (Def. 3.2.3)
sit W' F {[Z/Z] = a} © A?¢ T {a} (
sii true (

(b) Paso inductivo: Sup6ngase que si W F r en una deduccién de longitud £ < m con m > 1 entonces
W |=r. Luego, si W F r en una deduccién de longitud k& = m, se tienen varios casos:

Caso 1: r es consecuencia de aplicar la regla CONS. Luego r tiene la forma 3:), 37 iy, 0] F C

3:’,5’ ta, Bl y ademds W F v = ay W F § <« 8, cada una en una deduccién de
menos de k pasos. Luego, {y = «a,6 < p} C Th(A), por lo tanto W' E v = ay
W' |= 6 <« 8. Entonces

—_ —

o(2,9 :[a, B 1Y) = {R € GRT(S): W'+ {a} Z R* § {8} } (Def. 3.2.3)
C {R € GRT(S): W'+ {4} % ;R* y {5} } (Hipbtesis y CONS)
= (2,9 : [y, 6 1) (Def. 3.2.3)

Caso 2: r es consecuencia de aplicar la regla VAR. Luego r tiene la forma

- = — = = = [Tz - — u
7,4 :[a[z/7), plY/w]) L C 7,0 (o, B



Entonces

p(Z,w: [a, B}
ReGRT(S): W'k {a} Z |R" & {8} } (Def. 3.2.3)

Il
—N—

l[w/z
= (&, : [ald/7], ALY /] 5 "[””/“ ) (Def. 3.2.3)

Re GRT(S): W'k {a[Z/Z]} & ,op RUTFE) {,B[E’/B]}} (VAR)

Caso 3: r es consecuencia de aplicar la regla TIME. Luego r tiene la forma ?, 5’ ta, Bl ¥ C

;,gz[a,ﬁ]f, yademés Wk a=>v<IlyW&HFa= w > u, cada una en una
deduccién de menos de k pasos. Luego, {a = v <1,a = w > u} C Th(A), por lo tanto
W Ea=v<lyW |=oa= w>u. Entonces

o(Z,9 :[a, Bl Y) = {R € GRT(S): W'+ {a} Z ,R* § {8} } (Def. 3.2.3)
C{ReGRT(S):W'F{a} 7 ,R" Y {8} } (Hipétesis y TIME)
=0(Z,9 :[a, A]Y) (Def. 3.2.3)
Caso 4: r es consecuencia de aplicar la regla SEC. Luego r tiene la forma Ec), Z e, BT E
- — - = —
T,2 o, V)5 2,Y 1 [y, B1Y, con Var(w) N 2= (. Entonces
—
p(7, 7l 1157, 9 b, B1Y)
- =
:{r;s:rep(m,z:[a,’Y]l)/\SGQ( Y[, ]u)} (Def. 3.2.3)
_ {r;s EGRT(S): W' F{a} Z1r Z {YIAW' F {7} 7 os¥ § {ﬂ}} (Def. 3.2.3)
C {ris € GRT(S): W' {a} @ 755" J {8} (SEC)
C o,V : [, B *™) (Def. 3.2.3)

] maz{u,w}

N
Caso 5: r es consecuencia de aplicar la regla CHC'. Luego r tiene la forma 3, Y o, B] i (e E

—

a:,:Tf : e, B] ;‘4—?,? : [, B] Y. Entonces
p(2,9 o, B} +Z,Y (o, BY)
@7 o AP As € o7 2 [, B12) }

={r+s:regp (
{r+s€GRT S): W’I—{a}xlruy{ﬂ}/\W’l—{a}?vs“’gj{ﬁ}} (Def. 3.2.3)
{ (
P (

Def. 3.2.3)

N

r+

€ GRT(S): W' F{a} T pingrpr+s™ 10} § {8} } CHC)

s
o maz{u,w
(z y: [a ] mzn{{l v}})

N

Def. 3.2.3)



Caso 6: r es consecuencia de aplicar laregla PAR. Luegor tiene la forma PR [a, BAY] zgﬁ;‘ﬁ} C

—

a:,g : e, B] ;‘E),Z_} : [, v] ¥. Entonces

p(Z,4 <o 117,V < [0, 7] )
= {r s:T € p(?,z ta, Bl As € p(?,g Ha, 4] W) } (Def. 3.2.3)
={rs€GRT(S): W' F{a} 7 17" § {B} AW’ {a} Z ,s" § {1} } (Def. 32.3)
C {r s E€GRT(S): W' F {a} T mawiroyr-s™ 1 § {B A7} } (PAR)
C (2,9 : [a, BAT] et (Def. 3.2.3)
Caso 7: r es consecuencia de aplicar la regla ITE. Luego r tiene la forma ?,Z e, @] P C
(?, z: [, a] f)* Entonces
o((7.7 : [0 al))
= {r* rep(@,? o al) } (Def. 3.2.3)
{r € GRT(S) : W'+ {a} = r m{a}} (Def. 3.2.3)
C {r € GRT(S): W'k {a} Z 7" 7 {a}, i > o} (SKIP,SEC)
g{r EGRT(S):W’I—{a}zgr*"oZz{a}} (ITE)
C (2,7 :[a, a] ) (Def. 3.2.3)

Caso 8: r es consecuencia de aplicar la regla REF. Luego r tiene la forma R C R. Es obvio que
p(R) C p(R). Asi, se deduce que W = R C R.

Caso 9: r es consecuencia de aplicar la regla TRAN. Luego r tiene la forma R C T, y ademaés
WERCESyW£HESLCT, cada una en una deduccién de menos de k pasos. Luego, por
hipétesis inductiva W = RC Sy W =S C T. Por Def. 3.2.3 se tiene que p(S) C p(R)
y 9(T) C p(S). Asi, se deduce que p(T) C p(R),yde allique W e RLCT.

Caso 10: r es consecuencia de aplicar la regla M NSEC. Luego r tiene la forma R;S C R';S', y
ademds W RC R'y WESLC S, cada una en una deduccién de menos de k pasos.
Luego, por hipétesis inductiva W E RC R'y W |= S C S’. Por Def. 3.2.3 se tiene que
p(R') C p(R) y p(S") C p(S). Luego, por Prp. 3.2.4 se deduce que p(R';S") C p(R;S),
y de allique W = R;SC R';S".

Caso 11: r es consecuencia de aplicar la regla MNCHC, MNPAR 6 MNITE. La demostracién
es andloga al caso anterior.

]
A continuacién se estudiard la completitud del cédlculo de refinamientos presentado. En este mo-
mento hay un punto importante a considerar. La intencién del cédlculo de refinamientos consiste en



comenzar con una especificacién inicial y refinarla (mediante la sucesiva aplicacién de las regla de
refinamiento) hasta llegar a una implementacién concreta. Sin embargo, la relacién de refinamiento,
como fue definida en Def. 3.2.5, admite ciertos refinamientos validos que no son de interés de acuerdo
a la intencién del calculo (como por ejemplo refinamiento a s{ mismo, o bien refinamiento de acciones
atémicas). Por lo tanto, para encontrar un resultado valido en cuanto a la completitud del célculo,
es necesario considerar sélo los refinamientos de interés. Asi, resultard suficiente demostrar que todos
los refinamientos véalidos interesantes pueden probarse en el cdlculo. Por otro lado, serd necesario
también restringirse a las estructuras de objeto expresivas.

Ahora se probara que el cdlculo de refinamientos es completo en el sentido expuesto anteriormente.
Primero se probard un lema que serd utilizado en la demostracién de completitud. Este lema establece
que si se refina una especificacién a una implementacién, ésta serd correcta con respecto a dicha
especificacién, y reciprocamente.

LEMA 3.4.2 Sea S € GRT(S). Luego

Th(A)URTh(A) = 2,9 : [a, B] ¥ C S siy sélo si Th(A)U HTh(A) | {a} @ 15" 3 {B).
Prueba. Véase Apéndice A. [

TEOREMA 3.4.3 (Completitud del Cdlculo de Refinamientos) Sean S = (A,(S,F,P)) una
signatura de objeto y A una estructura de objeto expresiva para S. Entonces para todo R € Spec(S)

y S € GRT(S)
si Th(A)U RTh(A) = RC S entonces Th(A)UHTh(A)F RCS.

Prueba. Sean W y W' los conjuntos Th(A) U RTh(A) y Th(A) U HTh(.A) respectivamente, y r una

férmula de refinamiento ?,@’ o, B]} E S con S € GRT(S). Supéngase que W |= r. Se probard
que W + r por induccién estructural sobre S.

(a) Paso base: Se tienen varios casos.

Caso 1: S =a con a € A. Por definicién, r € RTh(A). Luego, es obvio que W  r.

Caso 2: S = 1’;. Si W = r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W' = {a} Ty {8}.
Luego, por la demostracion de Teo. 2.4.2 se tiene que WkFa=1<e¢,Wlra=e¢<uy

Wka= ﬂ[?/g] Asi, se tiene que la deduccién

(1) a=>1<e€ (Hipdtesis)

(2) a=e<u (Hip6tesis)

@) Z.Y:la flrCZ,Y o B¢ (TIME 1,2)

(4) a= ﬂ[?/l_/)] (Hip6tesis)

(6) @Vl BT T, Y [BE/V], )¢ (CONS 4)

6)  Z,y:[8[Z/y), BT Z,T: [B[Z/Y], BIE/Y]) (VAR)

(1) @7 :[8l#/], BE/v]) T v, (SKIP)

®) 7,9 :[e flrCry (TRAN 3,5,6,7)

es una deduccién para r desde W. Por lo tanto W I r.



Caso 3: S = 2. Si W [= r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W' |= {a} Z ;47" ¥ {B}.
Luego, por la demostracion de Teo. 2.4.2 se tiene que WkFa=1<e¢,Wlra=e<uy

Wk a= (1[Y/7Z] = B)[Z/Y]. Sea la formula 7[Z /2] = B[Z/Y]. Asi, se tiene que la

deduccién

(1) a=1<e (Hipdtesis)

(2) a=>e<u (Hip6tesis)

(3) 4, (o, 1P CZ,Y o, B (TIME 12)
(4) a = (Hip. y Légica)
(5) ERTRSCN: DR N (CONS 4)

(6) 79[, BECT,T [, BT/ (VAR)

(7) 2,73 [y, BE/Y]] < Cy? (TEST)

(8) Z,Y o, Bl ¥ C 7 (TRAN 3.,5.,6,7)

es una deduccion para r desde W. Por lo tanto W I r.

(b) Paso inductivo: Supdngase que la propiedad es verdadera para S,T € GRT(S) y que W = r.
Luego, se tienen varios casos:

Caso 1: R = S;T. Si W |= r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W' = {a} © ;S;T* y {B}.
Luego, por la demostracién de Teo. 2.4.2 se tiene que

Whra=I1<I(S), Wkra=u(S)+u(T)<u

W' {a} Z 58" 7 {v}, W' {9} Z (TP § {8}

Luego por Lem. 3.4.2 se tiene que
u - u
WEZZ o, 9]}s) TS, WEZY:[p 85 CT

y por hipdtesis inductiva que

- (S u(T
W, 2o, ¥l TS, WEZ,Y [y, 8] CT.
Asi, se tiene que la deduccién
1) a=1<IS) (Hipdtesis)
(2) a=ul@)+ul)<u (Hipdtesis)
3 Z.Y:l BFCT,Y o, AT (TIME 1,2)
- u u - u u
@) Z.¥ o BT T 7 o, 011057V [0, Bl (SEC)
() 7,7 :[a 9] ;J((SS)) CS (Hipétesis)



Caso 2:

Caso 3:

6) Z,9:[, Bl CT (Hipétesis)
(M 7,7:[a ¢l .JS), Y[, Bliip) C ST (MNSEC 56)
®) 2,9:[a, B} CS;T (TRAN 34,7)

es una deduccion para r desde W. Por lo tanto W I r.

R=S+T. Si W = r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W' = {a} 7 S+T" y {8}
Luego, por la demostracién de Teo. 2.4.2 se tiene que

WEa=1<min{l(S),(T)}, Wt a=maz{u(S),u(T)} <u

W'k {a} @ 58" § {8}, W' E {a} 2y Ty {8}

Luego por Lem. 3.4.2 se tiene que
WEZ,Y:[o Bl}o CS, WEZ,Y:[o, ] ) ET
y por hipétesis inductiva que

— u P u
WEZ,Y o Bl TS, W, [o, f] ) CT.

Sean v y w los términos min{l(S), (T)} y max{u(S),u(T)} respectivamente. Asi, se tiene
que la deduccién

(1) a=1<v (Hip6tesis)

(2) a=>w<u (Hipdtesis)

(3) &.V:lo, AFCE, Y o, BV (TIME 1,2)
4 @.¥:[0,prCce Zz[a, B +2,Y (o, BILG)  (CHO)

(5) =, PR [a, B] Iu((SS) (Hip6tesis)

6) =, PR [a, B] ;J((Tq;) (Hipdtesis)

(1) 2,9 :[e, AlLS) +7, Y : o, B CS+T (MNCHC 5.6)
®) Z,¥:la BlFCS+T (TRAN 3,4,7)

es una deduccién para r desde W. Por lo tanto W F r.

R=S-T. Si W [ r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W’ | {a} z .S Ty {8}.
Luego, por la demostracién de Teo. 2.4.2 se tiene que

Wt a=1<maz{l(S),(T)}, WF a=maz{u(S),u(T)} <u



W' = {a} © ) S"S Y {8}, W' {a} Z iy T* Y {true}.

Luego por Lem. 3.4.2 se tiene que

Wl:?,y:[a, O] :’((5)) cCS W '=£_U>,§:[Ot, true] lu((TI;) CT

y por hipétesis inductiva que

Wl—?,z_/):[a, B],"((;))ES Wk, [a true]l((T))ET

Sean v y w los términos max{I(S),(T)} y maz{u(S),u(T)} respectivamente. Asi, se
tiene que la deduccién

1) a=I<wv (Hipdtesis)

(2) a=w<u (Hipdtesis)

(3) Z,Y:la, flPCE, Y [a, B (TIME 1,2)

(4) BAtrue= g (Légica)

5) Z,9:]a, flPCZ,9: o ﬂ/\true] w (CONS 4)

6) Z,9: [a, B Atrue]” C z, Y [a, B] ;J((SS)) 2,y [a, true] :’((Tj;) (PAR)

(7 2,y [a, B] Iu((SS)) cCS (Hipdétesis)

Q) Z,9: [a, true] Iu((T)) CT (HipGtesis)

©) Z,9: [a, B] :J((SS)) 7.9 la, true] ,(T)) CS.T (MNPAR 7_8)
(10) Z,¥ :[a, ] C S-T (TRAN 3,5,6,9)

es una deduccion para r desde W. Por lo tanto W I r.

Caso 4: R=S5*. SiW [= r entonces por Lem. 3.4.2 se tiene que W' = {a} .Sty {8}. Luego,
por la demostracién de Teo. 2.4.2 se tiene que

Wl—a=>l§0,W}—a:>oo§u,a:>ﬂ[;/17]

W= {B[/V]} 7 (S* F {B[2/V)}.
Luego por Lem. 3.4.2 se tiene que W |= .7 [ﬂ[z/y], ﬂ[;?/z_f]] ; C Sy por hipétesis



inductiva que W 5_17), z

: [ﬂ[&’/ﬂ], 5[3:’/5]] ' C S. Asi se tiene que la deduccién

1) a=1<0 (Hipdtesis)

(2) a=>c0<u (Hipdtesis)

3 Z,¥:lo, BIYCTT,Y o BT (TIME 1,2)

@ ZY:lo fIFCT, T o, AE/Y] (VAR)

(5)  a=B[Z/Y] (Hipétesis)

6) 7,70, BE/YIF CZ,7: (B[F/Y), BIE/Y] & (CON'S 5)

(1) 7,7 :[8E/Y], BIE/YN & C(Z, 7 [8[/Y), BIZ/Y] ) (TE)

(8 &,7:[8[#/¥], BlE/Y} TS (Hipétesis)

9) (2,7 :[8[Z/9), /Y1) C S (MNITE 8)

(10) Z,¥:fa, LTS (TRAN 3,4.6,7.8)

es una deduccion para r desde W. Por lo tanto W I r.

]
Se ha visto en esta ultima seccidn que existe un calculo consistente y completo (en el sentido
expuesto) para el conjunto de férmulas de refinamiento que son consecuencia légica del conjunto
Th(A)URTh(A) donde A es una estructura de objeto expresiva. De forma anéloga al clculo de Hoare
de la segunda parte del trabajo, existe una forma alternativa de aplicar el célculo de refinamientos
cuando la teorfa es aziomatizable. Se dice que una teoria RT h(A) es axiomatizable cuando existe un
conjunto decidible W C RFor(S) tal que RT'h(A) es el conjunto de todas las férmulas de refinamiento
derivables desde Th(A) UW en el célculo de refinamientos. En tal caso, el cdlculo de refinamientos
se aumenta con los axiomas de la teoria (es decir, W). Las derivaciones de interés son entonces las
derivaciones en este cdlculo extendido a partir de Th(A). Esta visién alternativa no fue adoptada aqui
porque sélo es aplicable a teorfas axiomatizables, sin embargo, en los ejemplos préacticos se usara, ya
que las teorias involucradas serdn axiomatizables.

EJjeEMPLO 3.4.1 Considérese la interpretacién usual Z de la aritmética de Peano, donde ademas se in-
cluye una tnica accién atémica Inc tal que Inct = {{n,n+1):n € Nat,n > 0} conlpe = 0y usne =
1. Luego, la teorfa RTh(Z) es axiomatizable con el esquema de axioma {z ),(z):[a[z +1/z], a] § C
Inc. Asi, por ejemplo se tiene que la férmula

(y)(2):ly=0, 2 +1=3]3

es derivable desde Th(Z) en el cdlculo extendido segin la siguiente deduccién:

C Inc;Inc

1) (y)(2):ly=0, 2+ 1 =3 C(z)(z):[z=0, 2 +1=3]] (VAR)
(2) z=0=1+1<3 (Th(T))
(3) (z){z):[x=0,2+1=3]3C(z)(z):[x=0, z+1=3] ;" (TIME 2)
(4) (z){z):[r=0, z+1=3] ;"

C(z)(z):[e=0,z=1]5;(2)(z):[zr =1, 2+1=3];5 (SEC)

(5) z=0=z+1=1 (Th(1))



6) (z)(a)ile=0,o=13C(a)(a):ilo+1=1,0=1]} (CONS 5)

(1) Ax)(z):z+1=1,2=1]§C Inc (Axioma)

() (z)(z):[x =0, z=1]§ C Inc (TRAN 6,7)

9 z=1=2z+1+1=3 (Th(Z))

(10) (z)(z):[z=1,2+1=3]C{(z)(z):[t+1+1=3,2+1=3]) (CONS9)

(11) (z){(z):[r+1+1=3, 2+1=3];C Inc (Axioma)

(12) A(2)(z):[zx=1,2+1=3]§C Inc (TRAN 10,11)
(13) (z)(z):[x=0,z=1]5;(z){z):[z=1, 2+ 1=3]{ C Inc;Inc (MNSEC 8,12)
(14)  (y)(z):[y=0, 2+ 1=3]3 C Inc;Inc (TRAN 1,3,4,13)

]

Por otro lado, y por razones de generalidad, tampoco aquf se ha asumido que la teoria Th(.A) es

axiomatizable. En caso de serlo, el cdlculo de refinamientos se aumenta con los axiomas y reglas de

deduccién del cdlculo de la 16gica multisort y con los axiomas de Th(.A). Las derivaciones de interés
son entonces las derivaciones en este cdlculo extendido a partir del conjunto vacio.

3.5 Otras reglas derivadas

A continuacién se presentan reglas derivadas para la clase especial de procesos (similares a los coman-
dos guardados de Dijkstra) definida en la Seccién 2.5. Las siguientes son reglas derivadas para los dos
primeros tipos de procesos:

(ii") Regla IF: Siendo z; las variables libres de v;

2,0 o, B Cif ey — 2,9 [ulZ/Z] Aa, B 6

(iii’) Regla DO: Siendo zi las variables libres de ;

Z,7 [, (V@ /a) Ag] Em e Cdo lieny — 2,7 [u[@/Z] A At =to, Y AL < to]  od

(iv’) Regla MNIF

Ri ER;, 1=1.n




(v’) Regla

MNDO

Ri ER;@Z 1.n

do[liey; » Riod Cdo[liey; - R, od

La regla derivada IF resulta de la siguiente deduccién (a partir de sus premisas y de una teoria

arbitraria):
OENE
2 =9
3) a=
4) 7,7
() 7
6) 7,7
X
®) 7,7
Evi
© Z,¥
10) Z,¥
Cif
11) 2,9 :

— —
%z, Y

/8] :+ma:}:{ui} E

®

e,
(vilZ/z1]) = 7i[Z /2]
e, w[2/z] Ao ¢

:[ilZ /2] = vlZ/z] A a, wlE [z Aa) ¢

e, w[€/z] Aa) ¢
[ilZ [z A a, B

Ha, w[E/Z] N a] 67
[uld/z) A a, Bl

5
o, Bl EF Cysd, Y

o, BT+

7

Bl E T, T o, wilT/m] A 0] 57,

Aa)

- —
Cz,z

C 7

—
CZ,y

Vil Bl

vl /Z) A e, B

—
+5,~’, Y :[a, A ;+u"

liovi = 2,9 : [u[E/z] Aa, B] 1

[ilZ/z) A a, B
Y ylZ/Z Aa, B

, Bl rmerud Cif liey, = 7,9 : [vlZ/Z] Aa, B] 1 &

La regla derivada M NIF resulta de la siguiente deduccién:

N

=~
~— — ~— ~—

A~ o~~~

R; C R;
7? Evi?

7?3 Ri C %73 R;

42,9 :[a, f] T (CHC)
2,9 [ulE/A] Aa, Bl Y (SEC)
(Légica)
[ile /7)) = vlZ /7] Ao, ulE/Z]Aal S (CONS 3)
E 7i? (TEST)
(TRAN 4,5)
(REF)
(MNSEC 6,7)
(TRAN 2,8)
(MNCHC 9)
(TRAN 1,10)
(Hipdtesis)
(REF)
(MNSEC 1,2)
(MNCHC 3)

La regla derivada DO resulta de la siguiente deduccién (a partir de sus premisas y de una teoria

arbitraria):



@ [, =\ ulE /=) AT
~(\/ wlZ /zi]) A&

2,7 [y, Y|P C (2,7 : [y, ] )
z

[, 9] Cf Jiey — 2,8 : [u[Z/Z] A, 0] 6

AT [Z) A = wlZ[Z] A At =t
YAt<tog=
Z,y: m?c’/?,]w, VIECZ, Y lZ/ZAG At =to, Y AL <to]

f[]l'%_>$ y [’Yz[x/ZZ]/\w "p]u

e

Elf[]ZO’yz—).'L' y [fy,[a:/zz]/\w/\t—to,zp/\t<t0] fi

.7 [, @b]”Elf[]zoﬂyi—)x,y:[%[x/zi]/\gb/\t:tg,7,/}/\t<t0]}fﬁ
(Z,2 : [¢, 9] &)

C(ffieyi— 2,9 : lZ/Z]AYNt=to, WAL < to] 1 B)*

3, ¥, ¢]8°

Y [lE/Z A AL = to, AL < to] )
s - \/%[m/zz AP T, T [, BRI AY s

- .V wlEm A, 2\ ulEE A

¥ = (-[@/a] = mlZ/z] A )
Z,7 ¢, T[] AY]

C 2,7 : [-m[7/2] = n[g/al A, mlz/a] AY] P
Z,7 : [-n[@/a] = 2 /2] A, n[E/a] Al E E - ?
Z,7: [y, [T/ AY] & C-m?

- = e — = — —

2,2 : [~ \[ ulz/zI A, =\ w2z AP E —yn?
1=1 1

Z,7 [, [T/ AY] &5
n—1

2,7 [\ wlE/m A, 2\ ulEE A
=1 1

Cm? .57
z,7 57V ?

: [¢7 ﬁ(\/’71[5752]) A 'Qb] 80 C ﬁ’)/1?; ...

(MNIF 6)
(TRAN 3.7)

(MNITE 3)

(TRAN 2.,9)

(SEC)
(Légica)
(CONS 12)

(TEST)
(TRAN 13,14)

(TEST)

(MNSEC 15,16)
(TRAN 11,17)



—
I

(19) 7,7 : [0, 91837, 7 : [, ~(\ wlz/a) Av] &

Cdoflieyi = 2,4 : [uZ/Z] AYAL=to, b At <] " od (MNSEC 10,18)
(20) 7,2 : [, ~(\/ u[Z/Z]) A Y] &
Cdofliev; = 2,9 : [%[Z/Z]AbAt =to, Y AL < to] ™ od (TRAN 1,19)
l'z

La regla derivada M N DO resulta de la siguiente deduccién:

(1) R; C R; (Hipdtesis)

@) if[liey; 5 RiBCifliey; » R (MNIF 1)

3) (if [li s — Ri )" C (if [Ji o ; — R, fi)* (MNITE 2)
(4) Nl Eom o (REF)

(5) do[Jiey; > R;od Cdo[lie~y; » R, od (MNSEC 34)

Aqui también, nétese que las cotas de tiempo en la regla DO no pueden derivarse, pero se asumen
como verdaderas. En forma inmediata es posible obtener reglas derivadas para los dos ultimos tipos
de procesos.

(vi’) Regla IFT: Siendo Z las variables libres de ~

2,9 < [o, B T Cif y then 7, Y - [1[Z/Z] A, Bl else 7, Y : [[E/Z]Aa, Bl ¥

(vii’) Regla WD: Siendo Z las variables libres de

= —
T,x

[, [Z/Z] A9] v C while y do Z, 7 : [1[F/Z] A At =to, Y At <to] }

(viii’) Regla MNIFT

RC R SCS
if v then R else S C if v then R’ else S’

(ix’) Regla MNWD

RC R
while v do R C while v do R’




3.6 Ejemplos

En esta seccién se dardn algunos ejemplos de refinamiento de procesos en P/PM L usando el célculo
de refinamientos presentado en las secciones previas. Para simplificar las derivaciones, no se hard
uso explicito de las reglas REF, TRAN ni de las reglas de monotonicidad. Ademads, no se haran
explicitas las premisas para las reglas CONS y TIM E. Para los ejemplos, se asumir la existencia de
una estructura de objeto A (sobre una signatura S adecuada) que contiene sélo las acciones atémicas
descriptas en la Seccién 2.6. Esta estructura de objeto representa la miquina abstracta sobre la cual
se deberdn construir los procesos que implementen las especificaciones. En este caso en particular, la
teoria RTh(.A) es axiomatizable con los siguientes esquemas de axioma: Siendo a € For(S), z,y,z,w
variables de sort Int, ¢ una variable de sort Coin y s una variable de sort String,

o Axioma Inc:
(2)(y):[elz +1/y], a] 5 C Inc

e Axioma Dec:
(z)(y):[alz —1/y], a] (1) C Dec

e Azioma Neg:
(z),(y):[a[-2/y], a] 2*° C Neg

o Azioma Decby?2: A
(z)(y):[alz —2/y], a] 2 C Decby2

e Azioma Join:
(z,y),(2):[alz/2] Aaly/2], o] § E Join

e Azioma Sum:
(z,y),(2):[e[z +y/z], o] § E Sum

o Azioma Swap:
<$=y):<zaw>:[a[y:$/zaw]a a] Ali C Swap

e Axioma Zerofst:
(z,9).(z,w):[a]0,y/2,w], a] § C Zerof st

e Azioma Zerosnd:
(z,y){z,w):[a]z,0/z,w], o] f C Zerosnd

e Azioma Decfst:
(z,y){z,w):[a[z —1,y/z,w], a] (2) C Decfst

e Azioma Decsnd:
(z,y),(z,w):[a[z,y — 1/2z,w], a] 3 C Decsnd

e Azioma Flip:
{¢),(s):[alhd/s] A atl/s], ] 5 C Flip



EJEMPLO 3.6.1 Se quiere derivar un proceso desde la especificacion

(coin),(res):[true, res = hd] <.

La siguiente es una derivacién de una implementacién desde Th(.A):

(coin),(res):[true, res = hd] <t

C (coin ),(res):[true, true] |; (res),(res):[true, res = hd] ¢ (TIME,SEC)

1) (coin),(res):[true, true] |

C Flip (TIME, Flip)
(2) (res),(res):[true, res = hd] ¢

C s = hd? (CONS,TEST)

Asi, se tiene que el proceso Flip;s = hd? es una implementacién correcta.

EJEMPLO 3.6.2 Se quiere derivar un proceso desde la especificacion
(2,y)(2):[z = 1Ay =2, even(a)] .
La siguiente es una derivacién de una implementacién desde Th(.A):

(z,y)(z):[z=1Ay =2, even(z)] |
C(z,y)(z,y):le = 1Ay =2, odd(z +y)] 1; {2,y ),(z):[odd(z +y), even(z)]} (SEC,TIME)

(1)
(z,y)(z,y):[z=1Ay =2, odd(z +y)] 1
C (z,y),(x,y):[odd(y + z), odd(z +y)] | (CONS)
C Swap (Swap)
(2)
(z,y),(x):[odd(z +y), even(z)] ]
C (z,y).(z):[odd(z +y), odd(2)] §; (z),(z):[odd(z), even(z)] g (SEC,TIME)
3)
(z,y),(z):[odd(z +y), odd(z)] §
C Sum (Sum)
(4
(z),{z):[odd(z), even(z)] 5
C (2),(2):[odd(x), even(w)] b+ (w)(z):[odd(z), even(s)] & (CHC,TTME)
(5
(z),(z):[odd(z), even(z)] g

):
(2),(x):[even(z + 1), even(z)] § (CONS)
I

nc (Inc)



(6
(2),(z):[odd(z), even(z)] s
(z),(z):[even(z — 1), even(z)] § (CONS)

L
C Dec (Dec)

Asi, se tiene que el proceso Swap;Sum;(Inc + Dec) es una implementacién correcta.

EJEMPLO 3.6.3 Se quiere derivar un proceso desde la especificacion
(z,9)(w):[true, w > 0] 7°.
La siguiente es una derivacién de una implementacién desde Th(.A):

(z,y)(w):[true, w > 0] 7°
C(z,y)(z,y):[true, s =0Ay =0]{;(2,y)(w):[z=0Ay =0, w> 01§ (SECTIME)

(1)
(z,9).(2,y):[true, s =0Ay = 0] §
C (z,y)(,y):[true, =01 5- (,y).{w,y):[true, y = 0] ] (PAR,TIME)
(2)
(z,9).(2,y):[true, 2 =0] 3
C(z,y)(z,y):[0=0, 2=0] (CONS)
C Zerofst (Zerof st)
3)
(z,9).(2,y):[true, y = 0]
C(z,y){z,y):[0=0, y=0]3 (CONS)
C Zerosnd (Zerosnd)
(4)
(:c,y),(w) ["E:O/\yzoa w > 0] 80
C(z,y)(w):[z=0Ay=0, w=0]3;({w){w):[w=0, w>0]F (SEC,TIME)
()
(xay>a<w>:[$:0Ay =0, wZO]g
C Join (Join)
(6)
(w)(w):[w=0, w>0]g
C (w)(w):fw >0, w>0]§ (CONS)
C ({(w)(w):[w >0, w>0]5)* (ITE)



(7)
(w)(w):[w>0, w>0]g

C(w)(w):[w+1>0, w>0]g (CONS)
C Inc (Inc)

Asi, se tiene que el proceso (Zerofst- Zerosnd);Join;Inc* es una implementacién correcta.

]
EJEMPLO 3.6.4 Se quiere derivar un proceso desde la especificacion
(z),(y):[true, y = 0] &*.
La siguiente es una derivacién de una implementacién desde Th(.A):
(z)(y):[true, y = 0] &
C (z),(z):[true, x = 0] **? (VAR)
C (a),(a):[true, ~(z # 0)] 72 (CONS)
C while 2 #0do (z),(z):[z #O0Atrue Az = x0, true Az < x0] & (WD)
(1) (z){z):[z #0Atrue Az = zg, true Az < z0)] 2
C(z)(z):[true Az —2 < T, true Az < x0)] 2 (CONS)
C Decby2 (Decby?2)
Asi, se tiene que el proceso while z # 0 do Decby?2 es una implementacién correcta.
]

EJEMPLO 3.6.5 En este ejemplo se derivard una implementacién para el problema de la méaquina
vendedora de caramelos presentado en la Seccién 1.4. Siendo A la estructura de objeto para este
problema, se tiene que RTh(A) es axiomatizable con los siguientes esquemas de axioma:

Siendo a € For(S), #8$,#P,#$',#P' variables de sort Nat y $r, Pr,$', Pr' variables de sort
Bool,

o Azioma Accept$:
(#8, 4P, 87, Pr) (#8',#P'",$r', Pr'):[a[#8$ + 1/#8'], o] §° T Accept$

o Azioma Return$:

(#8, 4P, Sr, Pr) (#8', #P' 8, Pr'):[#$ > 0 = of[#$ — 1,t/#$',$r'], o] ;° C Return$

e Azioma GiveProduct:

(#8,#P,Sr, Pr) (#8',#P' 8, Pr'):[#P > 0= a[#P — 1,t/#P', Pr'], o] {** C GiveProduct



o Axioma AskForReplenish:

(#$,#P,$r, Pr)(#S' #P' $' Pr'):[a[MP/#P')], o] 2*" C AskForReplenish

Sean m y m' las tuplas (#$,#P,$r,Pr) y (#$',#P',$', Pr'), pre la térmula #$ = xqg A #P =

Py A$r=1fA Pr=f,y post la férmula

H#S =g A#P=0ASr=tAPr=f

#S=20+1ANH#P=MP—-1A$r=fAPr=t
Ph=0= \Y

PB>0=>#8 =20 +1A#P =Py —1A$r=fAPr=t

Se quiere derivar un proceso desde la especificacién
m, m:|[pre, post] ™.
La siguiente es una derivacién de una implementacién desde Th(.A):
m, m:[pre, post] 3™
Cif
#P =0— m,m:[#P = 0Apre, post] 34 ]
#P >0 — m,m:[#P > 0 Apre, post] 55110
fi
1) m,m:[#P = 0 A pre, post] gs+43
Cm,m':[#P = 0A pre, midy] 3°;m',m:[midy, post] §°
donde midi = #$' =zo + 1LAH#P =Py =0A$r' =fAPr' =f
(2) m,m':[#P = 0 A pre, mid;] 3°
C m,m':[midi [#8$ + 1/#8), midi] 3’
C Accept$
(3)  m',m:[mid,, post] §°
Cm',m:[#$' > 0A post[#$' — 1,t/#8$,$r], post] o°
C Return$
4) m,m:[#P > 0 A pre, post] 33“08
C m,m':[#P > 0 A pre, mida] 3% ;m’,m:[midz, post] ;°°
donde mids = #$' =20 + 1A#P =By >0A$r' =fAPr' =f
(5) m,m':[#P > 0 A pre, midy) 3°
C m,m': [mida[#8$ + 1/#8"], mids)] 3°
C Accept$
(6)  m',m:[midy, post] 3°°
C m/,m:[#P' > 0 A post[#P' — 1,t/#P, Pr], post] *
C GiveProduct

(IF,TIME)

(SEC)

(CONS)
(Accept$)

(CONS)
(Return$)

(SEC)

(CONS)
(Accept$)

(CONS)
(GiveProduct)



Asi, se tiene que el proceso if #P = 0 — Accept$; Return$ [| #P > 0 — Accept$;GiveProduct fi es
una implentacién correcta del problema de la maquina vendedora.

3.7 Un caso de estudio: FEl problema del control de la caldera
de vapor

En [6] se derivé una implementacién P/PM L para el problema del control de la caldera de vapor a
partir de una especificacién simplificada (basada en la especificacién informal dada en [1]). En esta
seccién, se revisitard el problema del control de la caldera de vapor y se derivard una implementacién
para este problema, utilizando el calculo de refinamientos que se ha desarrollado. En este caso, se
considerard una especificacién més compleja que la se traté en [6]. Basdndose en la especificacién de
requerimientos informal dada en [1], se considerarédn los siguientes elementos:

e Se tendrdn en cuenta las distintas clases de fallas de los dispositivos fisicos (fallas en en los
dispositivos de medicién del nivel del agua y del vapor y fallas en los controladores de las
bombas).

e Se consideraran los cinco diferentes modos de operacion del programa, a saber: inicializacion,
normal, degradado, rescate y parada de emergencia.

e Parailustrar el comportamiento del sistema entero, se modelardn como procesos tanto el entorno
fisico como el programa controlador.

e Se modelara un protocolo abstracto de pasaje de mensajes entre las unidades fisicas (el entorno)

y el programa controlador, usando variables de estado compartidas.

3.7.1 Modelo del sistema

A continuacién se modelard el sistema de acuerdo con la especificacién informal, presentando las
constantes y variables de estado del sistema que se usaran.

Constantes:
e (': Capacidad total de agua en la caldera de vapor.
e M;: Limite minimo de la cantidad de agua.

e M,: Limite maximo de la cantidad de agua.

Np: Cantidad de agua minima normal a mantenerse durante la operacién regular.

Ny: Cantidad de agua méxima normal a mantenerse durante la operacién regular.

W: Méaxima cantidad de vapor a la salida de la caldera.

U;: Gradiente maximo de aumento de la cantidad de vapor.



e Us: Gradiente méaximo de disminucién de la cantidad de vapor.
e P: Capacidad nominal de cada bomba.
e E: Capacidad nominal de la vélvula de evacuacién.

Se asumird que 0 < M1 < N; < Ny < My < C.

Sensores:
e ¢: Cantidad real corriente de agua en la caldera.
e v: Cantidad real corriente de vapor saliendo de la caldera.
e ¢: Cantidad real corriente de agua saliendo de la caldera a través de la valvula de evacuacion.

® p1,...,ps: Capacidad real corriente de cada bomba.

Actuadores:
e mode: Modo de operacién actual del programa controlador.
e pumps: Estado actual de las bombas. Sus posibles valores son on y off.
¢ valve: Estado actual de la valvula de evacuacién. Sus posible valores son open y closed.

e stop: Si el sistema ha sido detenido o no.

Indicadores:
e ¢ gauge: Indicador del nivel de agua. Sus posibles valores son ok y failed.
e v_gauge: Indicador del nivel de vapor. Sus posibles valores son ok y failed.

e p1_gauge,...,ps_gauge: Indicadores de bombas. Sus posibles valores son ok y failed.

Medidas transmitidas:
e trans_q: Medida transmitida del nivel de agua.
e trans_v: Medida transmitida del nivel de vapor.

e trans_py,...,trans_ps: Medida transmitida de la capacidad de cada bomba.



Medidas ajustadas:
® ga;: Medida ajustada minima del nivel de agua.
® gay: Medida ajustada maxima del nivel de agua.

Ademads, se usaran las siguientes funciones y predicados definidos a continuacién:

1
g-min(q,v,p,e) éq—v*5—§*U1*25+p—e
1
g-maz(q,v,p,e) éq—v*5—§*UQ*25+p—e
g-variation(g,v,p,e,q') 2 g-min(g,v,p,e) < ¢' < g-maz(g,v,p,e) NO< ¢ <C
vvariation(v,v") Lo—Upyxb<v <v+Ui x5A0<v <W
E x5 sivalve = ope
checkV alve(valve) = { Sl vatve = open
0 c.c.
choose(a, x) £Vn:n> 0= an/z]

transmit(a, gauge, t,val) £ (gauge = ok = afval /t]) A (gauge = failed = choose(a, t))

3.7.2 La maquina abstracta

A continuacién se definird la méquina abstracta sobre la cual se derivard una implementacién para
el problema del control de la caldera de vapor. Para este propdsito, se usardn las acciones atémicas
definidas mas adelante. Para simplificar, llamaremos ”estado del sistema” a la tupla formada por todas
las variables de estado mencionadas en la seccién anterior. Asi, se considerardn todas las acciones
atémicas como tranformadores de estado. También, se asumiréd que las sustituciones que aparecen en
los axiomas para las acciones atémicas sélo cambian las variables mencionadas explictamente y no
alterar el resto. Se supondrad que € = 0 seg., y que I(a) = 0 seg. y u(a) = 1 seg., para cada accién
atémica a.

Acciones atémicas del entorno fisico: Las siguientes son las acciones atémicas de la maquina
abstracta que se usardn para construir un proceso que representard el entorno fisico.

e Update_q: Actualiza la medida del nivel de agua, de acuerdo a la dindmica del sistema.
e Update_v: Actualiza la medida del nivel de vapor, de acuerdo a la dindmica del sistema.

e Update_p,...,Update_py: Actualiza la medida de capacidad de cada bomba, de acuerdo a la
dindmica del sistema.

e Update_e: Actualiza la medida de la vélvula de evacuacién, de acuerdo a la dindmica del sistema.
e Break_q_gauge: Rompe el indicador del nivel de agua, haciendo insegura su medida.
e Repair_q_gauge: Repara el indicador del nivel de agua.

e Break_v_gauge: Rompe el indicador del nivel de vapor, haciendo insegura su medida.



e Repair_v_gauge: Repara el indicador del nivel de vapor.

e Break_pi_gauge, ..., Break_ps_gauge: Rompe cada indicador de bomba, haciendo insegura su
medida.
e Repair_p;_gauge, ..., Repair ps-gauge: Repara cada indicador de bomba.

e Transmit_g: Transmite la medida actual del nivel de agua, siempre que el indicador del nivel
de agua no esté roto. En caso contrario, no puede fiarse del valor transmitido.

e Transmit_v: Transmite la medida actual del nivel de vapor, siempre que el indicador del nivel
de vapor no esté roto. En caso contrario, no puede fiarse del valor transmitido.

e Transmit_py,...,Transmit_py: Transmite la medida de la capacidad de cada bomba, siempre
que el indicador de bomba no esté roto. En caso contrario, no puede fiarse del valor transmitido.

Los axiomas asociados a estas acciones atémicas son los siguientes: Siendo s, s’ dos estados del
sistema,

e Azioma Update_q:
s,8":[Vqo : qvariation(q,v,p1 + p2 + p3 + ps,€,q0) = a[qo/q'], a] 5 C Update_q
o Axioma Update_v:
s,8":[Vvo : vvariation(v,v9) = afvg /v'], o] § C Update_v
e Azioma Update_p; (para todo i = 1..4):
s,8":[Vp) : 0 < p) < P x5 = alp}/pi], ] § C Update_p;

o Azioma Update_e:
s, 5" :[a[checkV alve(valve) /'], a] § C Update_e

o Azioma Break_q_gauge:
s, s :[a[failed/q_gauge'], a] § C Break_q_gauge
e Azioma Repair_q_gauge:
5,5 :[a[ok/q_gauge'], a] § T Repair_q_gauge
e Azioma Break_v_gauge:
s, 8" :[a[failed /v_gauge'], a] § C Break_v_gauge
o Axioma Repair_v_gauge:

s,8":[ajok/v_gauge'], a] § C Repair v_gauge



Azioma Break_p;-gauge (para todo i = 1..4):
s, s':[affailed/p;_gauge'], o] § C Break_p;_gauge
Azioma Repair_p;_gauge (para todo i = 1..4):
s, 8" :[aok/p;_gauge'], o] § T Repair_p;_gauge

Azioma Transmit_gq:

s, s :[transmit(a, g_gauge, trans_q',q), o] § C Transmit_q
Azioma Transmit_v:

s, 8" :[transmit(a, v_gauge, transv',v), o] § C Transmit_v

Azioma Transmit_p; (para todo i = 1..4):

s, 8" :[transmit(a, p;_gauge, trans_p., p;), o] § C Transmit_p;

Acciones atémicas del programa controlador: Las siguientes son las acciones atémicas de la
miquina abstracta que se usarin para construir un proceso que represente el programa controlador

Estimate_qa; ok: Estima la medida ajustada ga;, siempre que el indicador del nivel de agua no
esté roto.

Estimate_qa; _failed: Estima la medida ajustada ga;, siempre que el indicador del nivel de agua
esté roto.

Estimate_qas_ok: Estima la medida ajustada gas, siempre que el indicador del nivel de agua no
esté roto.

Estimate_qas_failed: Estima la medida ajustada ga;, siempre que el indicador del nivel de agua
esté roto.

GoToOperating M ode: Cambia el modo actual a modo operativo.
GoToEmergencyM ode: Cambia el modo actual a modo de parada de emergencia.
OpenValve: Abre la vélvula de evacuacién.

CloseValve: Cierra la valvula de evacuacion.

SwitchOnPumps: Enciende las bombas.

SwitchO f f Pumps: Apaga las bombas.

StopSystem: Detiene el sistema.

Los axiomas asociados a estas acciones atémicas son los siguientes: Siendo s, s’ dos estados del
sistema,



Azioma Estimate_qaq _ok:
5,5 :[g-gauge = ok A a[trans_q/qa], a] § € Estimate_qga; ok
Azxioma Estimate_qa,_failed:

s, 8" :[q-gauge = failed A a[g-min(qay,trans_v, Z trans_p;,0)/qa}], o] § C estimate_qa, -Failed

Azioma Estimate_qas_ok:

s,5":[g_gauge = ok A a[trans_q/qa}), o] § T Estimate_qas_ok
Axioma Estimate_qas_failed:

s, 8" :[g-gauge = failed A a[g-max(ga2, trans_v, Z trans_p;,0)/qab)], o] § C Estimate_qas_failed

Axioma GoT oOperatingM ode:

5,5 :[a[oper/mode], a] § E GoToOperatingM ode

Azxioma GoToEmergencyM ode:

5,5 :[a[emer /mode], a] § C GoToEmergencyMode

Axioma OpenV alve:
s, 8" :[ajopen/valve], a] § T OpenValve

Azioma CloseV alve:
s, 8" :[a[closed /valve], a] § T CloseV alve

Azioma SwitchOnPumps:

s,8":[afon/pumps], o] § C SwitchOnPumps
Axioma SwitchO f f Pumps:

s, 8" : [a[off /pumps], o] § T SwitchO f f Pumps

Azxioma StopSystem:
s,s':[aft/stop], o] § C StopSystem



3.7.3 Especificacién del problema y derivacién de una implementacién

Aqui se dard una especificacién formal del problema del control de la caldera de vapor desde la cual se
derivard (a través de refinamientos) una implementacién P/PM L. Debe aclararse que no se incluirdn
todos los requerimientos en la especificacién inicial, sino que eventualmente se incluirdn a través de
pasos de refinamiento subsecuentes. Sea pre la férmula

mode = Mo A q = qo Av = vo Avalve = Vo A pumps = Py A qar = qal A qas = qa)

y post la férmula

My = init A q_gauge = ok A trans_q > N2 = valve = open
My = init A g_gauge = ok A trans_q < N1 = pumps = on
My = init A ¢g_gauge = ok A Vy = closed A Py = off A Ny < trans_qg < Ny = mode = oper

My = init A g_gauge = failed = mode = emer

My = oper A (Normal V Degraded) A M; < trans_g < N1 = pumps = on
My = oper A (Normal V Degraded) A Ny < trans_-qg < My = pumps = off
Mo = oper A (Normal V Degraded) A (trans_q < My V trans_q > M) = mode = emer

My = oper A Rescue A My < gaj A qaz < Ny = pumps = on

My = oper A Rescue A N1 < qa; A qay < My = pumps = off

My = oper A Rescue A (My > qa1 V qaz > M2V (qa1 < N1 A Ny > qas)) = mode = emer
My = oper A Emergency = mode = emer

My = emer = stop =t
donde las férmulas Normal, Degraded, Rescue y Emergency se definen como

Normal £ ¢_gauge = ok A v_gauge = ok A pi_gauge = ok A - - - A ps_gauge = ok

Degraded = q_gauge = ok A (v_gauge = failed V p; _gauge = failed V - - - V py_gauge = failed)

Rescue £ ¢_gauge = failed A v_gauge = ok A p1_gauge = ok A - - - A ps_gauge = ok

Emergency £ q_gauge = failed A (v_gauge = failed V p; _gauge = failed V - - - V ps_gauge = failed)
Asi, la implementacién para el problema del control de la caldera de vapor se derivard a partir de

la especificacién
SystemCycle £ s, s:[pre, post] 3.

Refinamiento de SystemCycle: Se abreviard mode = My A valve = Vo A pumps = Py A qa1 =
qadAqas = qa$ por pre;. Como primer paso en la derivacién, se refinar4 la especificacién SystemCycle.
Se ha mencionado que, para ilustrar el sistema completo, se modelarin tanto tanto el entorno fisico
como el programa controlador. Se considerard un modelo estrictamente secuencial del ciclo entorno-
controlador. Por lo tanto, se refinard SystemCycle como

SystemCycle C Environment;Controller



donde las especificaciones Environment y Controller se definen como
Environment = s, s:[pre, mid,] 2
Controller £ s,s:[midy, post] 3

y la férmula mid; es

q-gauge = ok = trans_q = q
v-gauge = ok = transv = v
prex N\ | pr-gauge = ok = trans_p1 = p1

ps-gauge = ok = trans_ps = p4

La férmula mid; establece que siempre que las unidades fisicas funcionan correctamente, las medi-
das transmitidas al controlador son las medidas reales. Como puede verse, en este paso de refinamiento
se ha introducido el protocolo de comunicacién entre el entorno fisico y el programa controlador.

Refinamiento de Environment: Ahora, se refinard la especificaciéon Environement. El compor-
tamiento del entorno fisico comienza actualizando las medidas de las unidades fisicas de acuerdo a la
dindmica del sistema (que representa la evolucién del sistema luego de un periodo de cinco segundos),
y luego se trasmiten las medidas actuales al controlador. Por la tanto, se refinard Environment como

Environment C Update; Transmit
donde las especificaciones Update y Transmit se definen como

Update = s, s:[pre, mids) §

Transmit = s, s:[midy, mid] §
y la férmula mid, es

q-variation(qo,p1 + P2 + p3 + p1,€,q)
v_variation(vg, v)
e = checkV alve(valve)
0<p1,--.,ps <Px5

pre; A\

La férmula mids, establece que las medidas reales han sido actualizadas de acuerdo con la dindmica
del sistema. El requerimiento introducido en este paso de refinamiento trata de la evolucién del entorno
fisico luego de ciclo de tiempo de cinco segundos.

Refinamiento de Update: Ahora, se refinard la especificacién Update. En esta etapa, se considerard
también la posibilidad de dafios en las unidades fisicas. Ya que la actualizacién de las variables
del entorno puede ejecutarse simultdneamente (representando la evolucién paralela del entorno), se
refinard Update como

Update C Update M easures-UpdateGauges



donde las especificaciones Update Measures y UpdateGauges se definen como
UpdateM easures = s, s:[pre, midy)] §
UpdateGauges = s, s:[pre, mids] §

y la férmula mids es

q-gauge = ok V q_gauge = failed
v_gauge = ok V v_gauge = failed
pre1 A | pr—-gauge = ok V p1 _gauge = failed

ps-gauge = ok V py_gauge = failed

Como lo establece la férmula mids, en este paso de refinamiento se ha introducido la posibilidad
de fallas de las unidades fisicas durante la actualizacién de las medidas. Asi, es posible que varias
unidades puedan danarse antes de trasmitir informacién al controlador.

Refinamiento de UpdateMeasures: Ahora, se refinard la especificacion Update M easures. Como
se mencioné antes, la actualizacién de las medidas puede ejecutarse simultanemente, por lo tanto se
refina Update M easures como

UpdateMeasures C Upd_q-Updv-Upd_e-Upd_p; - ... -Upd_p,4

donde las especificaciones se definen como

Upd-q = s,s:[pre, prei A qvariation(qo, Zp,-, e,q)] 6
Updw £ s,s:[pre, pre; Avwariation(vy,v)] §

Upde %2 s,s:[pre, pre; A e = checkValve(valve)] §
Updp, = s,s:[pre, prey ANO<p; < Px5]}

Upd_ps = s,s:[pre, prey N0 <py < P 5]}

Como puede verse, se ha decompuesto la especificacién Update M easures en varias especificaciones en
paralelo representando la actualizacién de las medidas dentro de cada unidad fisica. Ahora se refinard
Upd_q. Sea 1) la férmula

Vn : qvariation(q, Zpi, e,n) = prei A qvariation(qo, Zpi, e,n)
Por lo tanto, la especificacién Upd_q puede refinarse a una implementacién de la siguiente forma:

Upd_q
C s,s:[¢, prei A gvariation(qo, Zpi, e, q)] (CONS)
C Update_q (Update_q)



Similarmente, se puede probar que
Updwv C Updatev

Upd_e C Update_e
Upd_p: C Update_p;

Upd_ps C Update_py

Asi, se ha llegado a una implementacién para la especificacion Update M easures.

Refinamiento de UpdateGauges: Ahora, se refinard la especificacién UpdateGauges. Como se

menciond antes, se modelard el posible dafio de las unidades fisicas en paralelo, por lo tanto se refina
UpdateGauges como

UpdateGauges C Update_q_gauge-Update_v_gauge -Update_p, _gauge- ... -Update_ps_gauge
donde las especificaciones se definen como
Update_q_gauge = s,s:[pre, pre; A (g-gauge = ok V q_gauge = failed)] §
Update_ v_gauge = s,s:[pre, pre; A (v_gauge = ok V v_gauge = failed)] §
Update_p,_gauge = s,s:[pre, pre; A (p1_gauge = ok V p;_gauge = failed)] §

Update_ps_gauge = s, s:[pre, prei A (ps_gauge = ok V ps_gauge = failed)] &
0

En este paso de refinamiento, se ha descompuesto la especificacién UpdateGauges en varios procesos
representando el posible dafio de cada unidad fisica. A continuacién, se refinarda Update_g_gauge a
una implementacion. Sea 9 la formula g_gauge = ok V g_gauge = failed. Entonces,

Update_q_gauge

C s,s:[pre, pre1 AY] §+s,5:[pre, pre; Ay (CHC)
(1) s,s:[pre, pre; A1) §

C s,s:[(prei Av)ok/q-gauge], prei A ¢ (CONS)

C Repair_q_gauge (Repair_q_gauge)
(2) s,s:[pre, pre; A1) §

C s,s:[(prex A)[failed/q-gauge], pre; A g (CONS)

C Break_g-gauge (Break_q-gauge)

Similarmente, se puede probar que

Update_q-gauge C Repair_-v_gauge+ Break_v_gauge
Update_p:_gauge C Repair_p;_gauge+ Break_p; _gauge

Update_ps_gauge C Repair_ps_gauge+ Break_ps_gauge



Asi, se ha llegado a una implementacién para la especificacién UpdateGauges.

Refinamiento de Transmit: Ahora, se refinard la especificacién Transmit. Se modelard el hecho
de que la trasmisién es simultdnea, por lo tanto se refina Transmit como

Transmit C s,s:[prei, midi] § (CONS)
CTragq-Trav-Trap;-...-Traps (PAR)
donde las especificaciones se definen como
Tra.q = s,s:[pre, pre; A (q.gauge = ok = trans_q = q)] §

s,8:[pre, pre; A (v_gauge = ok = trans_v = v)] §

(1>

Traw

(1>

Tra_p; = s,s:[pre, pre; A (p1-gauge = ok = trans_p; = py)] (1)

Tra_ps = s,s:[pre, pre; A (ps_gauge = ok = trans_ps = ps)] §

En este paso de refinamiento, se ha descompuesto la especificacion Transmit en varias especificaciones
en paralelo representando la transmisién de las medidas actuales al controlador. Ahora, se refinard
Tra-q a una implementacién. Sea v la férmula pre; A (g_gauge = ok = trans_q = ¢). Entonces,

Tra_q C s, s:[transmit(y, g_gauge, trans_q,q), V] 5 (CONS)
C Transmit_q (Transmit_q)

Similarmente, se puede probar que

Trawv CE Transmitwv

Tra-p1 C Transmit_py

Tra_ps C Transmit_py

Asi, se ha llegado a una implementacién para la especificaciéon T'ransmit.

Refinamiento de Controller: Se abreviard mode = MyAvalve = VoApumps = Py por pres. Ahora,
se refinard la especificacién Controller. El comportamiento del controlador comienza estimando el
nivel de agua minimo y méximo en la caldera (teniendo en cuenta si la informacién transmitida por
el entorno no es fiable debido a la falla del indicador del nivel de agua), y luego se toman las acciones
de control correspondientes. Asi, se refina Controller como

Controller C s, s:[pre;, post] 3 (CONS)
C Estimate;Control (SEC)

donde las especificaciones Estimate y Control se definen como
Estimate £ s, s:[pre;, midy] §

Control £ s,s:[midy, post] 2



y la férmula midy es

q-gauge = ok = qa; = trans_q A\ qas = trans_q
qar = q-min(qal,trans_v, trans_p;,0)
qas = q-mazx(gal, transv, Y trans_p;, 0)

prez A q-gauge = failed = (

La férmula mid, establece que las medidas ajustadas ga; y gas han sido calculadas correctamente.
En este paso de refinamiento, se ha introducido la estimacién del nivel de agua cuando se detecta una
falla en el indicador de nivel de agua.

Refinamiento de Estimate: Ahora, se refinard la especificacién Estimate. Aqui, se calcula una
estimacién del nivel de agua minimo y maximo. Es posible realizar estimaciones de qa; y qa- si-
multdnemante, por lo tanto se refina Estimate como

Estimate C Estimate_qaq - Estimate_qas

donde la especificaciones Estimate_ga; y Estimate_gas se definen como

. A .
Estimate_qa; = s, s:[pre;, mids] §
4 1
= 0

Estimate_qas = s, s:[pre1, midg]

la férmula mids es

q-gauge = ok = qa; = trans_q )

prez A (q_gauge = failed = ga; = g-min(qad,trans_v,_ trans_p;,0)

y la férmula midg es
s A g-gauge = ok = gas = trans_q
prez q-gauge = failed = gas = g-max(qal, transv,  trans_p;,0)

En este paso de refinamiento, se ha decompuesto Estimate en dos especificaciones en paralelo que
realizan las estimaciones. Ahora, se refinard Estimate_ga; a una implementacién. Asi

FEstimate_qa;
C if g_gauge = ok (IFT)
then s, s:[g_gauge = ok A pre;, mids] §
else s, s:[q_gauge = failed A pre;, mids] §
(1) s,5:[g-gauge = ok A prei, mids] ¢
C s, s:[g-gauge = ok A mids[trans_q/qai], mids] § (CONS)
C Estimate_qga, ok (Estimate_qay -ok)
(2) s,5:[q_gauge = failed A pre;, mids] §
C s, s:[g_gauge = failed A midso, mids) § (CONS)
donde o = [¢g-min(qay,trans_v, Z trans_p;,0)/qa1]
C Estimate_qa; _failed (Estimate_qay -f ailed)



Similarmente, puede probarse que
Estimate_qay C if q_gauge = ok then Estimate_qas_ok else Estimate_qas_failed

Asi, se ha llegado a una implementacién para la especificacién Estimate.

Refinamiento de Control: Ahora, se refinard la especificacién Control. Se debe monitorear el
sistema y tomar las acciones de control correspondientes para mantener el nivel de agua entre los
niveles apropiados. Asi, se refina Control como

Control

C (CONS)

s,5:[pres, post] 3

C (IF)

if
mode = init A g_gauge = ok A trans_q > N — Initl ]
mode = init A g_gauge = ok A trans_q < Ny — Init2 ]
mode = init A g_gauge = ok A valve = open A N1 < trans_g < Na — Init3 []
mode = init A g_gauge = ok A pumps = on A Ny < trans_q < N» — Init4 []
mode = init A g_gauge = ok A valve = closed A pumps = off A N1 < trans_g < No — Inith []
mode = init A ¢_gauge = failed — Init6 ]
mode = oper A (Normal V Degraded) A M; < trans_q < Nj — Operl]]
mode = oper A (Normal V Degraded) A N1 < trans_q < My — Oper2|]
mode = oper A (Normal V Degraded) A (trans-q < Mi V trans_g > M>) — Oper3|]
mode = oper A Rescue A My < qai A qaz < Ns — Operd]]
mode = oper A Rescue A N1 < qai A qas < My — Oper5|]
mode = oper A Rescue A (M1 > qay V qaz > Ma V (qa; < N1 A N3 > qas)) — Oper6|]
mode = oper A Emergency — OperT]
mode = emer — Emer

fi

En este paso de refinamiento, se ha descompuesto Control en varias especificaciones guardadas
representando las acciones de control que deben tomarse. Para reducir la notacién, se abrevian las
guardas en el proceso anterior etiquetdndolas con el nombre de la especificacién correspondiente en
mintusculas. Asi, las especificaciones se definen como



Initl 2 s s:[initl A prey, post] 2

Init6 = s,s:[init A pres, post] 2
Operl £ s, s:[operl A pres, post] 2
OperT £ s, 5:[operT A pres, post] 2

Emer £ s, s:[emer A pres, post] 2

mo puede ver. i i6n ion ntr realizarse cuan
Como puede verse, cada especificacién se hace cargo de las acciones de control a realizarse cuando
su guarda es verdadera. Ahora, se refinard Initl a una implementacién. Se tiene que

Initl
C s, s:[post[open /valve], post] 3 (CONS)
C s, s:[post[open/valve], post] ; (TIME)
C OpenValve (OpenV alve)

Similarmente, puede probarse que

Init2 C switchOnPumps
Init3 C closeValve

Initd C switchO f f Pumps
Inits C goToOperatingM ode
Init6 C goToEmergencyMode
Operl C switchOnPumps
Oper2 C switchO f f Pumps
Oper3 C goToEmergencyM ode
Operd C switchOnPumps
Operd C switchO f f Pumps
Oper6 C goToEmergencyM ode
Oper? C goToEmergencyM ode
Emer C StopSystem

Asi, se ha llegado a una implementacién para la especificacién Control.



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se han tratado los aspectos de verificacién formal y derivacién formal de procesos en
la 16gica P/PM L. En la primer parte, se ha estudiado el aspecto de correccién parcial de procesos en
P/PML. Como resultado de este estudio, ha sido desarrollado un sistema légico que permite probar
en forma rigurosa y sistemdtica la correccion parcial de un proceso con respecto a una especificacién.
El célculo desarrollado tiene la importante propiedad de ser consistente y (relativamente) completo.
Adema3s, a través de los ejemplos presentados puede verse que es bastante simple razonar acerca de
la correccién parcial en P/PM L usando el cdlculo.

En la segunda parte de este trabajo, se ha estudiado el aspecto de derivacién formal de procesos
en P/PML. Como resultado, se ha desarrollado un cilculo de refinamientos que permite derivar
procesos (parcialmente correctos) a partir de especificaciones. Dicho célculo resulta ser consistente y
”completo” (en un sentido). Ademds, se ha elegido el problema del control de la caldera de vapor
para testear el cdlculo con un caso de estudio complejo, mostrando su aplicabilidad y versatilidad.

Como trabajo futuro podria estudiarse el aspecto de verificacién automéatica de procesos en P/PM L,
basdndose en el calculo de Hoare presentado en este trabajo, y a partir de alli el desarrollo de una her-
ramienta automética de verificacién para P/PM L. Otros aspectos a estudiar son la correccién total
de procesos en P/PML y el desarrollo de un célculo de refinamientos que permita derivar procesos
totalmente correctos.

85



Bibliografia

[1]

[3]

[4]

[12]

[13]
[14]
[15]

Abrial J. R., Borger E. and Langmaack H., Formal Methods for Industrial Applications: Specifying
and Programming the Steam Boiler Control, Springer-Verlag, 1996.

Back R.J.R. y von Wright J., Refinement Calculus: A Systematic Introduction, Springer-Verlag,
1998.

Baum G. A., Frias M. F. y Haeberer A. M., Fork Algebras in Algebra, Logic and Computer
Science, Fundamenta Informaticae Vol. 32, 1997.

Baum G. A., Frias M. F. y Maibaum T. S. E., A Logic for Real-Time Systems Specification,
Its Algebraic Semantics and Equational Calculus, en Proceedings of AMAST’98, LNCS 1548,
Springer-Verlag, pp- 91-105, 1998.

Baum G. A., Frias M. F. y Maibaum T. S. E., Adding Refinements to P/PML.

Baum G. A., Frias M. F. y Diaz J. R., A P/PM L Solution for the Steam-Boiler Control Problem,
en Proceedings del WAIT’2000, 29 JAIIO, pp.13-29, 2000.

Dijkstra E. W., A Discipline of Programming, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1976.
Gordon M., Specification and Verification I, 1999.

Gries D., The Science of Programming, Springer-Verlag, 1981.

Hamilton A.G., Logic for Mathematicians, Cambridge University Press, 1981.

Harel D., Dynamic Logic, Handbook of Philosophical Logic. II: Extensions of Classical Logic, D.
Reidel, 1984.

Hoare C. A. R., An Axiomatic Basis for Computer Programming, Communications of the ACM,
12:576-580, 19609.

Loeckx, L. y Sieber K., The Foundations of Program Verification, John Wiley & Sons, 1984.
Morgan C., Programming from Specifications, Second Edition, Prentice Hall, 1998.

Wirth N., Program development by stepwise refinement, Communications of the ACM, 1971.

86



Apéndice A
Pruebas

LEMA A.0.1 La férmula de Hoare
{0} @ o(Gf li ey — S 8)™ Z {y}, k>0

es derivable a partir de las formulas de Hoare {71[?/2] ANYAt =10} 78" T {YAt<to}, i=1.n
y de una teoria arbitraria.

Prueba. Se denota por I'F al proceso if [|i y; — S; fi. Se probard el enunciado por induccién sobre
k. Supdngase que k = 0. Entonces, se tiene la siguiente deduccién:

(1) (W} 7 1, T (v} (SKIP)

(2) Pp=>0<e (Aritmética)
(3) P =>e< o0 (Aritmética)
(4) (¥} 7 o1 7 {9} (TIME 1,23)

Supédngase que el enunciado es verdadero para k con k > 0. Entonces se tiene la siguiente deduccién:

(1) (lZ/Z] A At =1} T 1,8:% Z {p At <to}, i=1.n (Hipétesis)

(2) {pAt=to} & JFTmzdul Tl at < o} (IF 1)

(3) (Y} 7 o IFF™ Z {4} (Hipétesis Inductiva)
(4) YALt<tg= (Légica)

(5) {YAt<to} T oIF*™ T {4} (CONS 3,4)

(6) (WAL=t} & JRrrmomsdudtoo 2y (SEC 2,5)

(7 Y=>YAt=t (Légica)
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(8) {1} z eIFk—i—l et+maz;{u;}+oo Z (v} (CONS 67)
9) P=>0<e (Aritmética)
(10) Y = e+ maz;{u;} + o0 < oo (Aritmética)
(11) (Y} @ o IF*% T {4} (TIME 89,10)

PROPIEDAD A.0.2 Sean S,S',T,T' € RT(S) tales que p(S") C p(S) y p(T") C p(T). Entonces
1. p(8™) C p(5*), y
2. p(S'OT")Cp(SoT), si®e€{;+,-}

Prueba.

1. Si s* € p(S™) entonces por Def. 3.2.3 se tiene que s € p(S’). Luego por hipétesis, s € p(S) y
nuevamente por Def. 3.2.3 se tiene s* € p(S*).

2. Sis®t € p(S"®T') entonces por Def. 3.2.3 se tiene que s € p(S') y t € p(T"). Luego por
hipétesis, s € p(S) y t € p(T). Nuevamente por Def. 3.2.3 se tiene s ©t € p(S @ T).

LEMA A.0.3 Sea S € GRT(S). Luego

—

Th(A)URTh(A) E =, R [a, B] ' E S siy sdlo si Th(A)UHTh(A) E {a} 7,8y {8}.
Prueba. Sean W y W' los conjuntos Th(A) U RTh(A) y Th(A) U HTh(A) respectivamente, y r la
férmula ?,? (e, BIFES.

W = rsii |=mr para todo modelo M de W (Definicién)
sii p(S) C p(Z, Y : [, A1 V) (Def. 3.2.5)
sii S € { ReGRT(S): W'k {a} T R § {8} } (Def. 3.2.3)
sit W'k {a} © ;5" y {8} (
sit W' = {a} 715" Y {8} (

Conjuntos)

Teo. 2.4.1,2.4.2)



