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Capitulo 1

Introduccion

En las ciencias como en la ingenieria se dan, en muchas ocasiones, problemas que
requieren encontrar el 6ptimo simultaneo de dos o mas funciones objetivo. Proble-
mas con estas caracteristicas se denominan problemas de optimizacién multiobjetivo
(MOP) o de multicriterio. El problema esta en que normalmente no existe un ele-
mento del conjunto factible que produzca un 6ptimo de forma simultanea para cada
uno de los r objetivos que componen la funciéon objetivo vectorial. Esto se debe a la
existencia de conflictos entre los objetivos, que hace que la mejora de uno de ellos
pueda dar lugar a un empeoramiento de algin otro. Pensemos por ejemplo, en el caso
de un avion con dos objetivos que fueran su velocidad y el ahorro de combustible:
un aumento de la velocidad traera consigo una disminucion del ahorro. Habra que
llegar por tanto a una situacion de compromiso en la que todos los objetivos sean
satisfechos en un grado aceptable, desde el punto de vista de diseno. Otro ejemplo
puede verse en la fabricacion de un cierto producto para el cual se requiera minimizar
el costo de su produccion, reducir la cantidad de horas extras y reducir al minimo
la merma de fabricacién de dicho producto. Este ejemplo evidencia que el problema
posee mas de un objetivo.

Problemas multiobjetivo se pueden encontrar en areas aplicadas como puede ser
Ingenieria [30], Estadistica [25], Finanzas [31], Analisis de Medio ambiente [47], entre
otros.

A diferencia de los problemas de optimizaciéon con un tunico objetivo llamados
problemas escalares, el concepto de 6ptimo es ahora relativo y sera necesario decidir
de alguna forma cuél es la mejor solucion (o cudles son las mejores soluciones) al
problema presente.

La idea es considerar que ninguna de las componentes del vector que representa
las funciones objetivo puede ser mejorada, sin deteriorar alguna otra componente. El
concepto que se utiliza es el de punto eficiente o Pareto optimal, y es un concepto
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introducido por Pareto [54] en Economia que tiene innumerables aplicaciones en
Ingenieria, Neurociencia y Ciencias Sociales, entre otros.

La buisqueda de soluciones Pareto 6ptimas es un proceso caro, que consume mucho
tiempo, porque generalmente hay un niimero muy grande (o a veces infinito) de éstas
soluciones.

En los dltimos anos se han extendido conceptos y resultados de programacion
escalar no lineal al caso de problemas multiobjetivo. Las condiciones necesarias de
optimalidad son tépicos de suma importancia en optimizacion, no sélo son utiles para
identificar soluciones, sino que también son cruciales en el diseno de métodos para
aproximar soluciones.

Sin embargo, para que las condiciones de optimalidad sean ftiles, los problemas
deben cumplir ciertas hipotesis. Estas hipotesis son llamadas condiciones de calidad
o calificadoras cuando deben ser verificadas por las restricciones del problema y son
llamadas condiciones de regularidad cuando deben ser verificadas por las funciones
objetivo y por las restricciones del problema. Estas condiciones son utilizadas para
asegurar que las soluciones del problema escalar cumplen las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker [12|. En el caso multiobjetivo, a diferencia del caso escalar, existen
multiplicadores para las diferentes funciones objetivo. La positividad de un multipli-
cador correspondiente a una funcién objetivo indica un rol activo de esa funciéon en
la identificacion de las soluciones del problema. Considerando diferentes posibilida-
des en el signo de los multiplicadores asociados a las funciones objetivo se obtienen
diferentes condiciones de regularidad [15]. Por ejemplo, cuando al menos un multipli-
cador es positivo se dice que la solucion es regular débil o débilmente Kuhn-Tucker
y esta situacion serd analizada en este trabajo.

Existe una gran variedad de métodos para resolver problemas multiobjetivo. Cada
método posee caracteristicas y aplicaciones diferentes. La eleccién de un método debe
ser realizada con cuidado ya que no existe un método mejor que todos los otros. Cada
problema posee sus caracteristicas propias, por eso, un método puede ser muy bueno
para un tipo de problema e ineficiente para otros. Ninguno de ellos puede decirse que
sea superior a todos los otros.

Desde el punto de vista practico, en los ultimos anos, procedimientos de op-
timizacion clasicos en el caso escalar han sido extendidos para resolver problemas
multiobjetivos con buenos resultados teoricos. Por ejemplo, en el trabajo [42] se ex-
tiende el método de méaximo descenso, en los trabajos |34, 35, 41| podemos encontrar
varias versiones del método del gradiente proyectado, en [22] se definen métodos del
tipo punto proximal, en [24| presentan un método basado en region de confianza,
en [33| proponen un método de Newton para el caso multiobjetivo, en [37] podemos
encontrar un algoritmo de penalidad vectorial para resolver el problema en forma
exacta y en [36] puede encontrarse una completa revision sobre métodos de descenso.
En todos los trabajos se demuestra convergencia global de la sucesion que generan
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los algoritmos utilizando hipétesis razonables.

En esta tesis estudiamos la posibilidad de extender el método Lagrangiano Au-
mentado clasico de optimizacion escalar, para resolver problemas con objetivos miil-
tiples. El método Lagrangiano Aumentado es una técnica popular para resolver pro-
blemas de optimizacion con restricciones [2, 19, 20, 21]. Consideramos dos posibles
extensiones:

» mediate el uso de escalarizaciones. Basados en el trabajo |37] consideramos el
uso de funciones débilmente crecientes para analizar la convergencia global de
un método Lagrangiano Aumentado para resolver el problema multiobjetivo
con restricciones de igualdad y de desigualdad.

= mediante el uso de una funciéon Lagrangiana Aumentada vectorial. En este caso
el subproblema en el método Lagrangiano Aumentado tiene la particularidad
de ser vectorial y planetamos su resolucién mediante el uso de un método del
tipo gradiente proyectado no mondétono.

En las extensiones que presentamos en la tesis se analizan las hipotesis més débiles
bajo las cuales es posible demostrar convergencia a un punto estacionario del proble-
ma multiobjetivo. El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo
2, definimos el problema de optimizaciéon no lineal escalar, el concepto de minimo y
de punto estacionario. Ademas definimos el problema de optimizacién multiobjetivo,
el concepto de Pareto optimalidad y de punto estacionario. Definimos algunas condi-
ciones de calidad que vamos a utilizar a lo largo de este trabajo y las relaciones entre
estas.

En el Capitulo 3, proponemos una aplicacién del método Lagrangiano Aumentado
del caso escalar para problemas multiobjetivo con restricciones. El objetivo principal
de este capitulo, es analizar la convergencia global del método utilizando la condicién
de calidad Quasinormalidad. Especificamente, se demuestra que los puntos limite que
satisfacen Quasinormalidad o la Propiedad del Cono Continuo (CCP) son puntos
regulares débiles del problema multiobjetivo.

En el Capitulo 4 consideramos una extension del método del gradiente proyectado
(PG M) a problemas de optimizacion multiobjetivo en un conjunto cerrado y convexo.
El método del gradiente proyectado para la optimizacion multiobjetivo propuesto en
[34, 35, 36, 41| se amplia para incluir una bisqueda lineal no monétona basada en el
promedio de los valores funcionales anteriores en lugar de las reglas clasicas del tipo
Armijo. Bajo hipotesis apropiadas se obtiene que los puntos de acumulacion de la
sucesion generada por el algoritmo propuesto son estacionarios. Ademaés, utilizando
hipoétesis de convexidad, demostramos convergencia total a soluciones Pareto 6ptimas
débiles de cualquier sucesion generada por el algoritmo no mondtono propuesto.
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En el Capitulo 5 se define una funciéon Lagrangiana Aumentada vectorial y se defi-
ne un método del tipo Lagrangiano Aumentado para resolver problemas multiobjetivo
con dos tipos de restricciones: restricciones del nivel inferior que no son penalizadas
y restricciones del nivel superior que son penalizadas. El algoritmo propuesto pue-
de utilizar el algoritmo PGM del Capitulo 4 en la resolucién del subproblema. La
principal diferencia de la funcion Lagrangiana Aumentada de este capitulo con la del
Capitulo 3 es que en el Capitulo 3 la funcion Lagrangiana Aumentada es escalar defi-
nida mediante una escalarizacion adecuada mientras que en este capitulo es vectorial.
Se demuestra convergencia global del algoritmo propuesto utilizando la condicién de
Quasinormalidad para el conjunto factible junto con la condicién de Abadie para el
conjunto de restricciones del nivel inferior.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Problema escalar de programacion no lineal

En este capitulo vamos a revisar algunos conceptos que usaremos a lo largo de
esta tesis.

Presentamos el problema general de programacion no lineal (PN L):

Minimizar f(zx)

sujeto a x € Q={xr eR": h(x)=0, g(z) <0} (2.1.1)

donde consideramos a las funciones f : R" — R, h : R - R y g : R® — R” con
derivadas primeras continuas en un conjunto abierto que contiene a ().

La funcion f se denomina funciéon objetivo y el conjunto 2 se llama conjunto
factible. Para z* € 1, denotaremos A(z*) = {j € {1,...,p} : g;(z*) = 0} al conjunto
de indices de las restricciones de desigualdad activas en x*.

Una solucién del problema (2.1.1), llamado minimizador global, es un punto z* €
O tal que f(z*) < f(z) para todo z € Q. Sin embargo, encontrar soluciones globales a
estos problemas es en muchos casos muy dificil y hasta a veces imposible. La mayoria
de los algoritmos populares se conforman con encontrar candidatos a minimizadores,
puntos que satisfacen las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Definicién 2.1.2. [12] Decimos que un punto z* € € cumple las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (K KT) para el problema (2.1.1) si existen vectores \* € R™ y
n* € RP tales que
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)+ AN Vh(z*) + \% =0

Z ZMJ gﬁ (2.1.3)
”jg]( )_Oa M]ZO j_177p

Los escalares A, ui coni=1,...,myj=1,...,pse denominan multiplicadores de

Lagrange.

Las condiciones necesarias de optimalidad son uno de los tépicos claves en optimi-
zacion, ya que permiten identificar soluciones. Sin embargo, para que sean 6ptimas,
los problemas deben cumplir ciertas hipoétesis, entre ellas la satisfaccion de condicio-
nes calificadoras y/o condiciones de regularidad.

Para el problema PNL (2.1.1), las condiciones calificadoras son propiedades de
los puntos factibles que, cuando se satisfacen en un minimizador, aseguran el cum-
plimiento de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker en ese punto [12].

Entre las condiciones calificadoras o de calidad méas conocidas y que considerare-
mos en este trabajo podemos mencionar Abadie [1], Quasinormalidad [46], Mangasa-
rian Fromovitz [49], la Condicion de Dependencia Lineal Positiva Constante (CPLD),
introducida por Qi y Wei [55] y posteriormente analizada por Andreani, Martinez y
Schuverdt [8] y la Propiedad del Cono Continuo (CCP) |6].

Estas condiciones permiten asegurar que si £* es un minimizador del problema,
entonces x* cumple las condiciones K KT de la Definicion 2.1.2. Es decir, * es un
punto estacionario de la funcién de Lagrange asociada al problema PN L, donde la
funcion de Lagrange para el problema (2.1.1) esta definida de la siguiente manera:

Iz, A\ p) = flz) + Z Aihi(z) + Z 395 ()

Luego, cuando se satisface una condicion calificadora, es posible pensar en términos de
los multiplicadores de Lagrange asociados y, consecuentemente, disenar algoritmos
eficientes basados en ideas de dualidad. Sin una condicién calificadora, se podrian
obtener solo condiciones de tipo Fritz-John, [12]| y no del tipo Karush-Kuhn-Tucker
para el PNL.

Definicién 2.1.4. [12] Decimos que un punto z* € 2 cumple las condiciones de
Fritz-John para el problema (2.1.1), si existe un escalar pf > 0 y multiplicadores
A" e R™, u* € RP tales que

eV f (w +Z)\Vh +Zujvg] )=0

:U'jg]( ):Oa M]ZO ]—1,---,1?
HGs AT A s fy MO todos nulos.

(2.1.5)
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En muchas situaciones practicas los problemas PN L del tipo (2.1.1) poseen ade-
mas restricciones de cotas en las variables o cajas. Debido a la particularidad que
poseen las restricciones de cajas, los problemas son tratados independientemente de
los problemas PN L con restricciones no lineales generales.

Consideremos el siguiente problema

Minimizar f(z)
sujeto a x € Q={x€R": h(z

=0, g(x) <0} (2.1.6)
reX={zxeR":I<z<u

donde f, h y g son funciones como en (2.1.1) y [,u € R", —0o < [; < u; < oo para
todoi=1,...,n.

El siguiente lema establece condiciones necesarias y suficientes para las condicio-
nes K KT de un problema de minimizar una funciéon f en el conjunto X.

Lema 2.1.7. Un punto z* € X = {x € R" : | < 2 < u} es KKT del problema
Inl)I(l f(z) siy solo si
xre

Px(z* =V f(z¥)) — 2" =0,

donde Px(v) denota la proyeccion de v sobre el conjunto X.

Demostracion.

—>) Supongamos que z* es un punto K KT de gél)r(l f(z) entonces existen v € R",

peR v>0,pu>0 con (zf —u)v; =0, (I; —xf)u; =0, para todoi =1,...,n
tales que

Vf(l’*) + Z Hz'(_@i) + Z vie; = 0. (2.1.8)

Sea y* = Px(z* — V f(z*)). Veamos que y* = x*. Por definicién de proyeccion, y*
es solucion del problema convexo

min = [y — (" — V()|

yeX 2

Pero por (2.1.8), x* satisface las condiciones K KT para el problema anterior y como
tiene solucion tnica debe ser y* = z*.
<) Ahora supongamos que

" = Px (2" — Vf(z")).
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Luego, x* es solucion del problema convexo
s ly— (@~ V)|
min — ||y — (2" — x .
yeX 2 y

Entonces existen vectores v € R", € R", v > 0, u > 0, con (xf — u;)v; = 0,
(I; — 27)p; = 0, para todo i = 1,...,n tales que

(") + Z,ui(—ei) + Z vie; = 0.
i—1 i—1

Por lo tanto z* es un punto K KT del problema Inl)I(l f(z).
zE

O
Podemos observar que Py (z* — V f(z*)) —2* = 0 si y solo si
_ag(;*) >0 si x; = l;, ( Porque x} — —%(zm,*) <)

—ag(;:‘*) =0 si l; <z <uy(Porque z} — —ag(;‘*) = x7) (2.1.9)
% <0 si xf=u,(Porque z} — % > ).

Luego, Px(z* —Vf(x*)) —2* = 0siy solosi Vf(z*) + Z —e;) + Z vie; =0

ya que, por (2.1.9): -
si l; < x] < u;, entonces aJ;(i =0y u; =0, v, =0;

si xf =1, BJ;(IZ)— ; = 0, entonces f( )—,uz>0

stz = uy, af(‘r ) 4 1, = 0, entonces 8f( D=y <.

Observacion 2.1.10. Px(x* — V f(z*)) —2* = 0 si y solo si Vf(z*) + Z“l —e;)

_9f(z")
ox;

Z vie; = 0, con p; = ( ) ,sixf =1;, y iy = 0 en caso contrario; y v; = si

x =u; y v; = 0 en caso contrario.

2.2. Problema de optimizacién multiobjetivo

El problema de optimizacién multiobjetivo, al que nos referiremos por sus siglas
en inglés, MOP, y que vamos a considerar en este trabajo, estd limitado a espacios
Euclideanos de dimension finita. Su forma general es la siguiente

Minimizar F(z) = ( Fi(z), Fa(x),..., Fr(l‘))T
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donde consideramos las funciones F; : R — R, Il =1,...,r , h : R" - R" y

g : R" — RP con derivadas primeras continuas en un conjunto abierto que contiene
a (.

El conjunto Y = F(Q) = {F(z) : x € Q} se denomina espacio objetivo.

En el caso escalar el significado de optimalidad es claro, por tratarse de la mi-
nimizacion de una funcién objetivo bajo las restricciones impuestas. En el caso del
problema multiobjetivo, el significado no se mantiene. Si existe una solucion factible
que minimiza todos los objetivos simultaneamente, obviamente sera la solucién 6pti-
ma. Sin embargo, raramente podemos esperar que ocurra esta situacion, ya que por
lo general los objetivos estdn en conflicto unos con otros. El concepto de optimalidad
que vamos a considerar es el de solucion Pareto optimal [54].

2.2.1. Pareto optimalidad

Definicion 2.2.2. Un punto z* € 2 es Pareto optimal (o eficiente) si no existe otro
punto z € Q tal que Fj(z) < Fj(z*) paratodo! = 1,...,r con al menos Fj(x) < Fj(z*)
para algin [ =1,... 7.

Debido a que es frecuente que haya infinitas soluciones Pareto optimales, se de-
nomina conjunto Pareto optimal o frontera Pareto al conjunto de tales soluciones.

Definicién 2.2.3. Un punto x* € Q2 es Pareto optimal débil si no existe otro punto
x € Q tal que Fj(z) < Fi(z*) paratodo [ =1,...,7.

Veamos un ejemplo de puntos Pareto optimal para el problema multiobjetivo sin
restricciones (2 = R™).

Ejemplo 2.2.4. Sean Fy(x) = 2? y Fy(z) = (v — 2)°.

El problema multiobjetivo sin restricciones es el siguiente
Minimizar (Fy(x), Fa(z))T

y en la Figura 2.1 se observa la grafica de ambas funciones.
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0,0) (2,0)

Figura 2.1: Grafica de las funciones F; y Fs.

Por ejemplo, el punto z = 0 es Pareto optimal, pues no existe otro = distinto de
x =0 tal que Fi(x) < F1(0) =0y Fy(x) < F5(0) = 4.

De manera andaloga, el punto x = 1 es Pareto optimal, pues no existe otro x
distinto de = = 1 tal que Fi(z) < Fi(1) = 1y Fy(z) < F5(1) = 1: si queremos que
Fi(z) < 1 entonces deberia ser x € [—1,1] y Fy(z) < 1 entonces deberia ser x € [1, 3].
Los puntos Pareto optimales son los x € R tales que estdn sobre la linea en oscuro
en la Figura 2.1, esto se corresponde con x € [0, 2].

Veamos otro ejemplo de puntos Pareto optimales y Pareto optimales débiles para
un problema lineal con restricciones.

Ejemplo 2.2.5. Sean Fy(x1,x5) = bxy — 229 y Fo(xq,22) = —x1 + 4.

El problema multiobjetivo,

Minimizar (F1($1,$2),F2(.Z’1,I2))T
sujeto a —x1+ 122 <3
T1+x9 <8
i) S 4
T S 6
x1 > 0,290 > 0.

(2.2.6)

En la Figura 2.2 se observa el grafico de la region factible.
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o
9

(6,0)
(5,0)

Figura 2.2: Region factible del ejemplo 2.2.5

Consideremos & = (6,0), su imagen es (F1(Z), F»(Z)) = (30, —6), & es un punto
Pareto optimal débil ya que no existe x factible distinto de Z tal que F(z) < Fy(%) =
30y Fo(z) < F5(Z) = —6 a la vez.

Si consideramos Z = (5,0), su imagen es (Fy(z), Fo(%)) = (25,—5), Z no es un
punto Pareto optimal débil ya que existe & = (6,0) para el cual —6 = F,(Z) <
F5(Z) = —5. Con un razonamiento similar al anterior se puede demostra que Z es el
unico punto Pareto débil para este problema.

A continuacion definimos las versiones locales de los puntos Pareto optimales.

Definicién 2.2.7. Un punto z* € () se denomina localmente Pareto optimal si
existe un entorno B(z* €) tal que no existe otro vector x € Q N B(z*,¢€) tal que
Fi(z) < F(z*) para todo [ = 1,...,r, con al menos Fj(x) < F;(z*) para algin
l=1,...,r.

Definicién 2.2.8. Un punto x* € €2 se denomina localmente Pareto optimal débil
si existe un entorno B(z*,¢) tal que no existe otro vector x € Q N B(z*, ¢€) tal que
F(z) < Fy(z*) paratodo [ =1,...,r.

A modo de ejemplo podemos ver en las Figuras 2.3 y 2.4 algunos de estos puntos.

Figura 2.3: Ejemplo de un punto localmente Pareto optimal.
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Figura 2.4: Ejemplo de un punto localmente Pareto optimal débil.

2.2.2. Condiciones necesarias de Fritz-John y clases de regu-
laridad asociadas al problema de optimizacién multiob-
jetivo

En esta seccién presentamos una generalizacion de la bien conocida regla de mul-
tiplicadores de Fritz-John publicada en 1948. Originalmente, Fritz-John formul6 su
regla para la optimizacion de una funcién a valores reales sujeta a restricciones de
igualdad.

La siguiente definicion es una extension de las condiciones (2.1.5) para el problema
multiobjetivo.

Definicién 2.2.9. [26] Consideremos el problema multiobjetivo (2.2.1) y suponga-
mos que las funciones involucradas son continuamente diferenciables en z* € 2. Un
vector no nulo (6, \, ), 0 € R", A € R™, € RP con § > 0, u > 0 que satisface

}:avm +§:AVh +§:Mv% ) =0, (2.2.10)

pigi(z*) =0, j=1,....p, (2.2.11)
(0, \, ) no todos nulos (2.2.12)

se denomina vector de multiplicadores de Fritz-John. Denotamos con M (z*) al con-
junto de tales vectores (6, \, ) asociados a x*.

Observacion 2.2.13. Si construimos la funcién de Fritz-John asociada al MOP

T m p
Dwor = Y OF () + > Nhi(x) + D pgi(@)
=1 i=1 =1

podemos interpretar que la condicion (2.2.10) equivale a decir que z* es un punto
estacionario de F(x)pop.
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Desafortunadamente, las condiciones de Fritz-John no garantizan por si mismas
que los multiplicadores 0; asociados a las funciones objetivo no sean todos nulos. Esto
sucede también en el caso escalar. Cuando el vector de multiplicadores 6 es nulo, las
condiciones de Fritz-John no hacen uso de la informacién que proveen los gradientes
de las funciones objetivo. Sin imponer condiciones adicionales, uno no puede siquiera
asegurar al menos un 6; > 0. Para obtener un resultado mas fuerte es necesario tener
alguna hipotesis de regularidad sobre el problema. Siguiendo la clasificacion realizada
por Bigi y Pappalardo [15], establecemos las nociones de regularidad que usaremos

en este trabajo. Estos conceptos estan relacionados a los puntos factibles para los
cuales M(x) # ().

Definicion 2.2.14. Dado z € Q tal que M(z) # 0, decimos que

1. x es un punto regular débil si existe (6, \, u) € M(x) con 6 # 0.

2. x es un punto totalmente regular débil si para todo (6,\, u) € M(x) existe
le{l,...,r} tal que 6, # 0.

3. x es un punto regular si existe (6,\,u) € M(z) con 6, > 0 para todo | €

{1,...,r}.

4. x es un punto totalmente regular si para todo (0, A, ) € M(z), se tiene 6; > 0
para todo l € {1,...,r}.

2.2.3. Escalarizacion

Una de las principales estrategias para encontrar soluciones de problemas multi-
objetivo es la escalarizacion |38, 39]. Utilizando esta estrategia se obtienen soluciones
6ptimas de un problema vectorial resolviendo uno o varios problemas de optimizacion
escalar parametrizados. Entre las técnicas de escalarizacion se encuentra el método de
los pesos en el cual uno minimiza una combinacién lineal no negativa de las funciones
objetivo [50]. Una de las dificultades principales de esta técnica es que los parametros
en la combinacién no son conocidos de antemano y la dependencia de pardmetros
auxiliares puede generar la aparicion de inestabilidad y dificultades numéricas si el
problema de optimizacién tiene soluciones factibles para una cantidad pequena de
parametros o bien no tiene solucién para ningun rango de parametros, [33].

Las funciones débilmente creciente y fuertemente creciente son funciones auxilia-
res que pertenecen a una clase de funciones vectoriales mondétonas y son funciones
que fueron ampliamente estudiadas en la literatura.

Definicion 2.2.15. [48] Una funcion ¢ : R” — R es llamada débilmente creciente
(en inglés, weakly-increasing) si para todo u,v € R”

u<v= O(u) < ®(v).
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® es llamada fuertemente creciente (en inglés, strongly-increasing) si para todo u, v €
R"
u<v y u <vj paraalgin jo = ®(u) < ®(v).

Un ejemplo de una funcion débilmente creciente que no es fuertemente creciente
es ®(u) = méax {u;}.
,
Un ejemplo de una funcion fuertemente creciente es ®(u) = Z(DZ(UI) donde
i=1
®;, : R — R y P, es estrictamente creciente para todoi=1,...,r.

Lema 2.2.16. 1. Si ® es una funcidn débilmente creciente y x* € argmin ®(F(z)),
e

entonces x* es un punto Pareto optimal débil del problema (2.2.1).

2. Si © es una funcion fuertemente creciente y * € argmin ®(F(z)), entonces x*
€N

es un punto Pareto optimal del problema (2.2.1).

Demostracion. 1. Si x* no es un punto Pareto optimal débil del problema (2.2.1),
entonces existe x € {2 tal que F(x) < F(z*).
Mas atn, como ¢ es una funciéon débilmente creciente, ®(F(z)) < ®(F(z*)) y con-

tradice que z* € (2 sea minimizador de argmin ®(F(z)).
x€eQ

2. Si 2* no es un punto Pareto optimal del problema, entonces existen z € €2
y jo € {1,...,r} tal que F(x) < F(z*) y Fj,(x) < Fj,(z*). Mas atin, como P es
una funcion fuertemente creciente, ®(F(z)) < ®(F(z*)) y contradice que x* € ) sea

minimizador de argmin ®(F'(x)). 0
z€eQ

Como mencionamos previamente, existe una gran cantidad de condiciones cali-
ficadoras tanto para el problema de optimizacion multiobjetivo MOP (2.2.1) como
para el problema de programacién no lineal NLP que exigen el cumplimiento de di-
ferentes propiedades del conjunto de restricciones que definen al conjunto factible (2.
Desde el punto de vista teérico, es interesante debilitar las condiciones calificadoras
y por otra parte manejar aquellas que sean mas faciles de verificar.

2.3. Condiciones calificadoras

Para presentar las distintas condiciones calificadoras o de calidad es necesario
definir diferentes aproximaciones concernientes al conjunto factible 2 definido en
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(2.2.1). Para presentar las definiciones y los resultados de esta seccion seguimos el
tratamiento realizado en el libro |10].

Definicién 2.3.1. [12] Un conjunto C incluido en R™ se dice cono si para cada x en
C, ax pertenece a C' para todo o mayor o igual a 0.

La primer aproximacion que definimos es la que se denomina cono de primer orden
de las variaciones factibles o cono tangente linealizado y se establece como sigue:

Definicién 2.3.2. El cono de primer orden de las variaciones factibles en x € () esté
dado por

Lo(z) ={deR": Vhy(z)"d=0sii=1,...,my Vg;(z)"d <0sije Alx)}.

Para encontrar las direcciones que son tangentes al conjunto factible 2 adoptamos
la siguiente definicion.

Definicién 2.3.3. El cono de tangentes de (2 en = € €2 se define como

To(x) = {dER" d= hm ay(z" — z) donde oy > 0, {2} C Qy hm x —:1:}

k—o00

Teorema 2.3.4. (Proposicion 9.2.1 [32]) To(z) C La(z).

En algunos casos es ttil considerar el cono dual o polar para lo cual damos su
definicion a continuacion.

Definicién 2.3.5. El cono dual o polar de un cono dado C' se define como
C*={ueR": (t,u) <0 paratodote C}.
Definicién 2.3.6. |13] El cono normal de 2 en = € 2 se define como

No(z) = TH(x).

Ahora, para x € ) consideremos el conjunto G(x) definido por los vectores que
son combinaciones lineales de los gradientes de las restricciones que componen el
conjunto factible 2 utilizando escalares no negativos asociados a las restricciones de
desigualdad activas en z:

Gz)=qz€eR": 2= /\Vh w;iVgi(z), p; > 0 para todo j € A(x)
J J ]

i=1 jEA(x

Enunciamos el siguiente lema que se utilizara para la demostracién del Teorema
2.3.8.
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Lema 2.3.7. (Version geométrica del lema de Farkas) Sea C C R™ un cono convezo

cerrado. Entonces
™ =C.

El siguiente teorema establece la relacién que existe entre Lo(z) v G(x) y sirve
para describir al cono polar del tangente linealizado Lqg(x) en términos de combina-
ciones lineales de los gradientes de las restricciones del problema (2.2.1).

Teorema 2.3.8. L (z) = G(x).

Demostracion. Consideremos d € Lg(x) y s € G(x). Tenemos que

d"s = XNd"Vhi(z) + Y pd V().

i=1 jEA(x)

Veamos que Lo(z) = G*(z). Como d € Lg(z), tenemos que d' Vh,;(z) = 0 para
todoi =1,...,my d"Vg;(z) <0 para todo j € A(z). Como p; > 0, se tiene que
d"s < 0 para todo s € G(z). Luego d € G*(x).

Supongamos ahora que d € G*(z), entonces d’s < 0 para todo s € G(z). Como
Vhi(z) y —Vh;(x) son elementos de G(z), tenemos que d' Vh;(z) < 0y —d"Vh;(z) <
0 para todo i € {1,...,m}. Por lo tanto d" Vh;(z) = 0 para todo i = 1,...,m.

Ademas, como Vg;(z) € G(x), para todo j € A(x), tenemos que d’ Vg;(z) < 0,
para todo j € A(z), y esto implica que d € Lg(z).

Por lo tanto se tiene Lg(x) = G*(z) y usando el Lema 2.3.7 tenemos que L§(x) =
G(z). O

En la siguiente subseccion definimos algunas de las condiciones calificadoras que
existen en la literatura y que mencionamos al inicio de este capitulo.

Dividimos la presentacion de las condiciones de calidad siguiendo dos lineas: con-
diciones de calidad que se definen mediante el abordaje de conos y aquellas que se
definen mediante el concepto de dependencia e independencia lineal.

2.3.1. Definiciones de condiciones calificadoras utilizando el
concepto de cono

En esta subseccion definimos las condiciones que seran utilizadas para el analisis
de convergencia global de los algoritmos propuestos en los capitulos siguientes.
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Definicion 2.3.9. Decimos que la condicion calificadora de Abadie (ACQ) [1] se
satisface en z € Q si Lo(x) C To(z).

Observacion 2.3.10. Si z € Q cumple Abadie se tiene que Lq(z) = To(x), ya que por
el Teorema 2.3.4 la contencion To(x) C Lo(z) vale siempre. Luego L§(z) = T (z) y
se tiene por la Definicién 2.3.6 y el Teorema 2.3.8 que

lo que nos proporciona una caracterizacion del cono normal Ng(x) en términos de
las combinaciones lineales positivas de los gradientes de las restricciones definidas en
el conjunto €.

Dado z* € Q el conjunto G(z*) es un cono convexo y cerrado.

Dada una multifuncion F : R® = R? el limite exterior de F(z) cuando z — z*
[59] es denotado por

limsup F(z) = {w* € R?: 3 (2%, w*) — (z*,w*) con w* € F(zF)}.

z—rz*

Luego, la multifuncion F' se dice que es semicontinua exterior en z* si

limsup F'(z) C F(z).

z—z*

Definiciéon 2.3.11. [6] Decimos que z* € Q satisface la Propiedad del Cono Continuo
CCP si la multifuncion x =% G(x) es semicontinua exterior en x*, es decir,

limsup G(z) C G(z¥).

r—x*

2.3.2. Condiciones calificadoras y diferenciabilidad

Por completitud presentamos la definicion de las condiciones calificadoras de
Mangasarian-Fromovitz y de Dependencia Lineal Positiva Constante.

Definicién 2.3.12. La condicion de Mangasarian-Fromovitz (M FCQ) 49| se satis-
face en x* € ) si

L. {Vhi(z*)}icq1, . my son linealmente independientes,

Definicién 2.3.13. [55] Un punto z* € Q cumple la condicién de Dependencia Lineal
Positiva Constante (CPLD) si para cualquier Iy C {1,...,m}y Jy C A(z*), siempre
que

(V9 (27)} je gy UAVR(Z) }ics,
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es positivo linealmente dependiente, hay un entorno B(z*,¢) de z* tal que para
cualquier y € B(z*,¢€),
{ng (y)}jejo U {Vhi(y)}ielo

es linealmente dependiente.
En [55] se demuestra que la condicion de calidad de Dependencia Lineal Positiva
Constante es mas débil que Mangasarian-Fromovitz.

Definicion 2.3.14. Un punto z* € Q es Quasinormal [46] si no existen escalares
Ay ooy Ay 1, - - -, [hp, tales que

m p
Z NiVh; (") + Z 1;iVgi(x*) = 0.
i=1 j=1

. :u]ZOa]:laap

= Al A, U, - - -5 [, O todos nulos.

En cada entorno B(z* ¢€) de x* existe x € B(x*¢) tal que A\;h;(z) > 0 para
todo i con \; # 0,y pjg;(z) > 0 para todo j con p; # 0.

En [8] se demuestra que la Condiciéon de Dependencia Lineal Positiva Constante
es mas fuerte que la Quasinormalidad.

En [6] se demuestra que la condicién de calidad de Abadie es mas débil que la
Propiedad del Cono Continuo. Y que esta tltima es mas fuerte que la condicién de
Dependencia Lineal Positiva Constante pero que la Propiedad del Cono Continuo no
tiene relacion con la Quasinormalidad.

En la Figura 2.5 se observa la relacion entre las condiciones mencionadas.

MFCQ

|

CPLD

/ N

QUASINORMALIDAD CcCP
ABADIE

Figura 2.5: Relacion entre las distintas condiciones de calidad.
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La condicién de calidad llamada Quasinormalidad fue introducida por Hestenes
para el conjunto factible ). La extensiéon de Quasinormalidad al caso en el que se
tiene el conjunto factible Q junto con un conjunto abstracto de restricciones (Q # R"?)
se investigo en [13].

Consideremos el siguiente problema

Minimizar f(x)

sujeto a = € QN (2.3.15)

siendo 2 un conjunto abstracto de restricciones. La Definicion 2.3.14 fue extendida
al caso en el cual el conjunto factible se define como €2 N 2 siendo ) un conjunto
abstracto de restricciones.

Definicién 2.3.16. [13] Decimos que un punto factible z* del problema (2.3.15) es
Quasinormal para 2N (2 si no existen escalares Ay,..., Am, f1,. .., f1p ¥ una sucesion
{x*} C Q tales que

() — (Z)\Vh +Zu3vgj ) ) € Ng(z%).

(i) p; >0,j=1,...,p.

(iii) A1,..., Am, f1s - - -, pp 0O todos nulos.

(iv) {zF} converge a z*, y para todo k, \;h;(x*) > 0 para todo i con \; #0, y
w;g;(z%) > 0 para todo j con p; # 0.

En el Capitulo 5 consideramos dos conjuntos de restricciones: 2 que sera denotado
el conjunto de restricciones del nivel superior y € el conjunto de restricciones del nivel
inferior. Para el andlisis de convergencia utilizamos la condicion que las restricciones
que definen el conjunto 2 deben cumplir la condicién de Abadie.

Por ejemplo, conjuntos  que satisfacen la condicion de Abadie son los siguientes:

={z €R": h(x) =0,9(x) <0} donde g es concava y h lineal;

. ngX:{xeR":lgxgu}.

En el siguiente lema demostramos que ©; cumple la condicion de Abadie.

Lema 2.3.17. Supongamos que x* € Q, donde Q; = {z € R" : h(z) = 0, g(z) < 0}
siendo h lineal y g concava. Luego x* satisface la condicion de Abadie.
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Demostracion. Veamos que z* es Quasinormal, luego como Quasinormal implica
Abadie, obtenemos que z* cumple la condicién de Abadie. Supongamos por el absurdo
que x* no es Quasinormal, entonces existen A € R™, u € RP tales que

(i) Z)‘Vh "’ZMJVQJ

(i) p=0
(iii) Ai,..., Am, 1, - .., 4 no todos nulos
(iv) En cada entorno de z* existe x tal que \;h;(z) > 0 para todo i = 1,...,m si

Ni # 0,y pigj(x) >0 para todo j =1,...,psipu; #0.

Como h lineal y g concava
hi(x) = hi(z*) + Vh! (2*)(x —2%),i=1,...,m (2.3.18)

g9i(x) < gj(a*) + Vgl (") (x —a*),j=1,....p (2.3.19)
Multiplicando por A; en (2.3.18) y por u; en (2.3.19) y sumando, por (ii) se obtiene

Z +Z,u]g] Z +Z/L]g]
(ZAVhT +vag] ) (z — 2%)

(2.3.20)

Por otro lado, como x* es factible, por (ii)
m p
D Nihi(z®) + > pigi(x*) < 0. (2.3.21)
i=1 j=1
Luego, por (i), (2.3.20) y (2.3.21) se tiene que
m p
Z Aihi(x) + Z pig;(z) <O0. (2.3.22)
i=1 j=1

Por otro lado, por (iii) existe \; # 0 o p; # 0. Si A; # 0, \;h;(z) > 0 para todo i; y
sipj # 0 pjgi(x) > 0 para todo j. Luego

m p
Z Aihi(z) + Z pigi(z) >0
i=1 j=1
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Es absurdo puesto que contradice (2.3.22).
Por lo tanto x* satisface la condicién de Abadie. O

Por el lema anterior el conjunto {2, también cumple la condicion de Abadie ya que
estd formado por restricciones lineales de desigualdad que son funciones céncavas.

Observacion 2.3.23. Para X = [l,u] se tiene:

= Utilizando el Teorema 2.3.8 y la Observacion 2.3.10, como X cumple la condi-
cion de Abadie, se obtiene para todo z* € X,

Nx(z*)=q2z€R": 2= Z §i(—ei) + Z vi(e;),& > 0,1, >0

) =l; LT =u;

» Para todo 2* € X = [[,u], por la Observacion 2.1.10 y el resultado anterior.
Px(z* =V f(x*)) —2* = 0si y solo si =V f(z*) € G(z*) = Nx(z*).






Capitulo 3

Convergencia del método
Lagrangiano Aumentado usando
Quasinormalidad y aplicacién al
problema multiobjetivo

En este capitulo consideramos el problema de optimizacién multiobjetivo con
restricciones (MOP) de la siguiente forma:

Minimizar F(z)

sujeto a x € () (3.0.1)

donde F : R* — R”, F(z) = (Fi(x),...,F.(2))", es una funcion vectorial diferencia-
ble y 2 es un conjunto factible formado por restricciones de igualdad y de desigualdad
de la forma

Q={z:h(zx)=0,9(z) <0} (3.0.2)

para h : R" — R™ y g : R® — RP. Supongamos que todas las funciones involucradas
son continuamente diferenciables en R".

Nos proponemos resolver el problema original usando una técnica popular en el
caso escalar: el método Lagrangiano Aumentado. Este método ha sido ampliamente
estudiado y utilizado en las ultimas décadas en el caso r = 1. Puede encontrarse en el
libro publicado recientemente [21] y sus referencias. El método Lagrangiano Aumen-
tado es un método iterativo que consiste en agregar cierto término de penalidad a la
funcion objetivo que tiene un costo alto para los puntos que no son factibles. En [2, 3]
se demuestra la convergencia global de un algoritmo Lagrangiano Aumentado a pun-
tos K KT suponiendo la condicién de calidad Dependencia Lineal Positiva Constante
[8, 55]. Estos resultados se ampliaron usando la condicion de calidad Generador Po-
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sitivo Constante (C'PG) definida en [5]. Recientemente, se demostré la convergencia
global a los puntos Karush-Kuhn-Tucker de un algoritmo Lagrangiano Aumentado
usando la Propiedad del Cono Continuo (CCP) [6]. En [6] los autores muestran que
la condicion de C'C'P es méas débil que C'PG [5], méas fuerte que Abadie [1| y que no
tiene relacion con Quasinormalidad [46]. La condicién de calidad Quasinormalidad
(Definicion 2.3.14) es una condicion muy general que se introdujo en [46] asociada a
problemas escalares con restricciones, extendida a problemas con un conjunto abs-
tracto de restricciones (Definicion 2.3.16) en [13, 52| y utilizada en el contexto de
condiciones de optimalidad sucesivas para desigualdades variacionales en [44].

En la Seccion 3.1 demostramos que el método clasico Lagrangiano Aumentado
[21] para problemas escalares converge utilizando la condicion de calidad Quasinor-
malidad. Este resultado no habia sido demostrado con anterioridad.

Ademas, en este capitulo extendemos el método Lagrangiano Aumentado [21]
para resolver el problema de optimizacion multiobjetivo (3.0.1) y analizamos la con-
vergencia global del mismo.

El método Lagrangiano Aumentado clasico utiliza una sucesion de subproble-
mas que son considerados mas faciles de resolver. En la seccion 3.2, consideramos la
condicion aproximada Karush-Kuhn-Tucker para el MOP (AK KT para el MOP)
definida recientemente en [40] para proporcionar el sentido en que se resuelve el sub-
problema en el caso vectorial. Mostramos que la propiedad CCP es la condicion mas
débil que garantiza que AK KT para el MOP implica regularidad débil. En la Sec-
cion 3.3 se demuestra la convergencia global a puntos regulares débiles del algoritmo
Lagrangiano Aumentado propuesto cuando el punto limite satisface la condiciéon de
Quasinormalidad o la Propiedad del Cono Continuo.

3.1. Algoritmo y convergencia global

En esta seccion consideramos el problema escalar no lineal con restricciones de la
forma:

Minimizar f(z)
sujeto a x € € (3.1.1)

donde f : R"™ — R es continuamente diferenciable en R" y  esta dado por
(3.0.2). Dado z* € Q denotamos A(z*) = {j € {1,...,p} : g;(z*) = 0} al conjunto
de restricciones de desigualdad activas en z*.

Para resolver (3.1.1), el método clasico Lagrangiano Aumentado usa una sucesion
de subproblemas mas faciles de resolver. En cada subproblema, dados el parametro
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de penalidad p > 0 fijo y estimados de los multiplicadores de Lagrange A € R™, u €
RP, ;1 > 0, una funcion Lagrangiana Aumentada es minimizada aproximadamente.
Una vez que se encuentra la solucion aproximada, se definen nuevos parametros y
se inicia una nueva iteracion. Si bien existen varias funciones de penalidad [29], la
funcion de penalidad externa utilizada en este trabajo es la funcién cuadrética. Por
su forma simple, la funcion de penalidad cuadratica es la mas utilizada en la practica,
aunque de vez en cuando el uso de otras funciones de penalidad puede tener ventajas,
véase por ejemplo [11, 29| y sus referencias.

Dados z € R",p > 0,A € R, u € RP, u > 0 la forma general de la funcion
Lagrangiana Aumentada asociada al problema escalar (3.1.1) considerando la funcion
de penalidad cuadratica es

Lz A\ 1, p) = f(z) + g {Em: (hi(x) + ﬁ)2 + é (méx {o,gj(x) + ’ﬁ}zﬂ .

i—1 P P

Presentamos a continuacion el algoritmo inexacto del método Lagrangiano Aumen-
tado propuesto para resolver (3.1.1), [21]:

Algoritmo 3.1 Los parametros utilizados por el algoritmo son los siguientes:
T E [07 1)77 > 17,00 € R-‘ra
—00 < AN < N\ <60 Wi=1,...,m,
0 <" < " <oo Vi=1,...,p,

M) g [amin \mae] =1 ... m,

1

e [0, Vi=1,...,p,,

Hacer k < 0.
Paso 1. Resolver el subproblema.

Calcular (si es posible) z* € R™ una solucién aproximada de

Minimizar L(x, \*, i*, py.)

sujeto a x € R™ (3.12)

De no ser posible calcular 2%, detener el algoritmo.
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Paso 2. Estimar los multiplicadores de Lagrange.

Para i =1,...,m calcular
A= X+ prhi(a") (3.1.3)
y _ o
A e A ) (3.1.4)
Para todo 7 =1,...,p calcular
i = max {0, if + prg; (") } (3.1.5)
Jk
of = méx {gj(.rk), ——j} (3.1.6)
Pk
st e [0, @] (3.1.7)

Paso 3. Adaptar el parametro de penalidad.
Sik=0o0
méx{[[A(2°) oo, 0¥ [loc} < 7max{[|A(z* ) [loc. [|0% 7 [loc}
definir pxi1 = px.
Sino, definir pg11 = Ypk.

Hacer £ <+ k + 1. Ir al Paso 1.

Luego vamos a definir el sentido en el que se debe considerar una minimizacion
aproximada en el Paso 1 para obtener el resultado de convergencia global.

El parametro o* mide la infactibilidad y la no complementariedad con respecto a
las restricciones de desigualdad.

Para obtener (3.1.6), se reemplaza la restriccion de desigualdad g;(z) < 0 por la
restriccion de igualdad utilizando variables de holgura g;(x) + 2]2 = 0y se calcula z;
optimizando la funcion Lagrangiano Aumentado cuadratica obteniendo

2 = \/méX{O, —% - gj(x)}.

—k
Luego, se define o = g;(2") 4 27 = méx {gj(xk’), —%}.
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Como se establecio en [21] en el caso cuadratico y en [60] en el caso no cuadratico,
se puede demostrar que las estimaciones de los multiplicadores correspondientes a
restricciones inactivas son nulos en el limite:

Teorema 3.1.8. Supongamos que la sucesion generada por el Algoritmo 3.1 es tal
k41
. =0.

Ifm 2" = 2 K CN. Ent gi(x*) <0 se ti Ifm 41}
que lim o™ = o™ para K C ntonces si gi(z*) se tiene que lim y
Demostracion. Por (3.1.5) sabemos que
k+1

= max {0, iF + prgi(a®)} .

Supongamos que g;(z*) < 0y sean ¢ > 0 y k; tales que g;(z*) < ¢ < 0 para
k>k,keK.
Luego consideremos dos casos.

1. Si la sucesion {px} tiende a infinito, como {ﬁf} es acotada, existe ko > kq, tal

que, para todo k > ko, k € K, i¥ + prgi(z¥) < 0. Esto implica que p**!' = 0 para

todo k > ko, k € K.

2. Si la sucesion {px} es acotada, entonces vamos a demostrar que

=k
lim of = lfm méx {gi(xk), —'u—l} = 0.
k—ro00 k—o00 Pk

Esto es, para k > k, p; no aumenta. Luego,
lo* ]l < méx {|[A=")]] . llo" oo} < 7 max {[G* )] (o™ ]}

Es por ello que
lo" M| o < 7méx {{[n@")] o]}

"] < 7 méx {[AN)] . 10"}

y asi sucesivamente.

—k
Como g;(z%) < ¢ < O para k > ki, k € K, se tiene que %ll}l{ Hi _ 0. Entonces, como
€48 Pk
la sucesion {px} es acotada, ]llmK [i¥ = 0. Luego para k € K grande i¥ + ppg:(z*) < 0.
S

Esto implica que lim zF**
keK

.~ = 0. Es lo que queriamos probar. O

k

Corolario 3.1.9. Si x* es un punto factible y llugx = x* entonces para todo 1 =
€

1,....p

, N S N I G
lim min {4+, —gi(2")} = 0.
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Demostracion. Como x* es factible, h;(2*) = O paratodoi =1,... . my g(z*) <0
para todoi=1,...,p.
Si g;(2*) < 0 entonces por el Teorema 3.1.8 klim pEtt =0, entonces
— 00

, N N 1S N
lim min {4+, —gi(z")} = 0.

Si g;(z*) =0, lim, gi(x*) = 0. Luego, como puf™ >0,
S

RPN S ' RPN 0
lim min {4+, —gi(z")} = 0.

Vamos a demostrar que el Algoritmo 3.1 converge a un punto K KT usando la
condicién de Quasinormalidad. Por lo que sabemos es la primera vez que la condicion
de Quasinormalidad se utiliza para analizar la convergencia del método Lagrangiano
Aumentado. Establecemos nuevamente la definicion de Quasinormalidad por com-
pletitud.

Definicion 3.1.10. [46] Se dice que x* € Q satisface la condicion de calidad Quasi-
normalidad si no existen escalares A, ..., A\, i1, ..., [t tales que

() D AVhi(z)+ D uVgi(aT) =0
=1 )

jeEA(x*
(iii) A1,..., Am, f4a, - - -5 by 00 todos nulos;

(iv) en cada entorno B(z*, €) de z* existe y € B(z*, €) tal que A\;h;(y) > 0 para todo
icon \; # 0y p;gi(y) > 0 para todo j con p; > 0.

Teorema 3.1.11. Sea {e;} una sucesidn acotada tal que ka er = 0. Sea {z*} una
—00

sucesion generada por el Algoritmo 3.1 satisfaciendo, para cada k € N :
|V L(z", N, 1", pi) || < e (3.1.12)
Supongamos que x* es un punto limite factible de {x*} tal que la condicion de cali-

dad Quasinormal se satisface. Entonces, x* es un punto K KT del problema original

(3.1.1).

Demostracion. Sea K un subconjunto infinito de N tal que %m}g zf = 2"
S
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Por (3.1.12), (3.1.3) y (3.1.5) se tiene que existe una sucesion de parametros de
tolerancia {¢"} C R™ tal que € > 0, |[€"|| < ex y

V() + Z AT R, (29 + Z PV g (k) = €. (3.1.13)
m p

Definimos d, = |1+ Z(AfH)Q + Z( k+1) Luego d; > 0. Dividiendo (3.1.13)
i=1 j=1

por J;, obtenemos que:

1 LNSar P ,uk-”H ek
5—ka($’€) + Z ( 3k )Vhi(xk) +)° ( gk ) Vg, (z*) = 5 (3.1.14)

J=1

1 )\k+1 “k+1
Sk’ 0 O O

K C K y escalares § € R, \ € R™, i € RP tales que > 0, > 0,

) 1 )\k—f—l ,uk“

100, A, )| = 1. (3.1.16)

Ahora, como la sucesion { < ) } es acotada, existen un subconjunto
keK

Tomando limite cuando k € K tiende a infinito en (3.1.14) se obtiene que

OV f(x Z)\Vh —i-z,ung] =0,conf>0yp>0.  (3.1.17)

Supongamos que 6 = 0.
Entonces, por (3.1.16) y (3.1.17) existen escalares Ay,..., A, f1,-.., i No todos
nulos tales que >0y

Z)\ Vh(x +ZuJng . (3.1.18)

Por lo tanto por el Corolario 3.1.9 se tiene que p; = 0si j ¢ A(z").

Observar que, por construccion, las sucesiones {\},cx v {/i*}1cx son acotadas

y como lim — = § = 0, existe un subconjunto K; C K tal que
k€K O
I A =0, I Zh = 0. Entonces, por (3.1.3), (3.1.5) y (3.1.15) se obtiene que
im — = im — = nton r 1. 1. iene qu
keKy 6k keKy 5k P Y q

h k k
i PP g 2O
keK1 O k€K1 O
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Entonces, para cada \; # 0 existe k; € K; tal quesi k > k;, k € K,

Aihi(z®) > 0. (3.1.19)

Ademas , para cada p; > 0 existe l;:j € Ky tal que si k > /;:j, k € Ky, ,uja;-“ > 0.

—k

) it .

Entonces, como o% = max { —-L g.(x") }. se satisface
s j PRV )

igi(z%) > 0. (3.1.20)

Por lo tanto, existe k € K1,k > méx<{ méx {k;}, max {k;} ¢ tal que (3.1.19

y (3.1.20) valen para todo k >k, k € K.

Entonces, si § = 0, por (3.1.18)-(3.1.20) se contradice la definicién de Quasinor-
malidad. Por lo tanto 6 # 0y por (3.1.17) y el Corolario 3.1.9 z* satisface la condicion
KKT. O

3.2. Condicion K KT Aproximada para el MOP

Como ya hemos mencionado en la introduccion, la condicion de calidad més débil
que habfa sido utilizada para establecer convergencia global del algoritmo Lagran-
giano Aumentado a los puntos K KT era la propiedad recientemente definida CCP,
[6] que establecemos nuevamente por completitud.

Definicién 3.2.1. [6] Se dice que z* €  satisface la Propiedad del Cono Conti-
nuo (CCP) si la multifuncion x = K(x) es semicontinua exterior en x*, es decir,
lim sup K (z) C K(z*) donde

r—ax*

K(x) = {ZANhi(x) + > V(@) NER ;> 0} (3.2.2)

JEA(z¥)

y limsup K (z) = {w* € R" : 3 (2", w*) — (2*, w*) con w* € K(2*)}.

r—x*

En [6] los autores prueban que CC'P es més débil que CPG [5] y més fuerte que
Abadie [1] y demuestran que CC'P y Quasinormalidad [46] son condiciones de calidad
independientes.
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Observacion 3.2.3. Consideremos el MOP (3.0.1) y la Definicion 2.2.14. Usando el
cono (3.2.2) dado en la definicion de CCP, la condicion de regularidad débil para
(3.0.1) ((2) de la Definicion 2.2.14) en x* € Q se puede escribir como:

existe § € R",0 > 0 con 6 # 0 tal que

- Z 0,V F)(z*) € K(z*).

En [40] los autores, inspirados en los trabajos sobre condiciones de optimalidad
secuenciales en el caso escalar, como [4, 7, 44|, introducen la condicion de Karush-
Kuhn-Tucker Aproximada para el MOP.

Definicion 3.2.4. [40] Se dice que un punto z* € Q satisface la condicion de Karush-
Kuhn-Tucker Aproximada (AKKT) para el MOP si existen sucesiones {z*} C R™,
{0*} C R", 0% > 0,{\*} c R™, {p*F} C RP, ¥ > 0 tales que kh’m o* = a*,

—00

lim (ZekvE Z)\th +Zu§vgj )) =0, (3.2.5)

> or=1, (3.2.6)
=1

gj(z*) < 0 = ,ug‘? = 0 para k suficientemente grande, j = 1,...,p. (3.2.7)

En el Teorema 3.1 del trabajo [40] los autores prueban que AK KT para el MOP
es una condicion de optimalidad para un punto Pareto optimal débil local. Por com-
pletitud enunciamos el teorema.

Teorema 3.2.8. Si z* € Q es un punto Pareto débil local del problema (3.0.1),

entonces x* satisface la condicion AKKT para el MOP con sucesiones {z*} y
{(9"“, )\k,uk)}. Ademds se tiene que

1. ¥ = by méx {O g(x } y A\ = cph(2®), donde by, c, > 0, para todo k, y para
l=1,.

2. Fy(a*) — )+ ZAth )+ Zusg] ¥y <0 para todo k.

7j=1

En el siguiente teorema demostramos que, como ocurre en el caso escalar (Teorema
3.1 en [6]) la condicion de calidad CCP es la mas débil tal que AK KT para el MOP
implica regularidad débil.
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Teorema 3.2.9. La condicion de calidad CCP es la mds débil bajo la cual AKKT
para el MOP implica reqularidad débil, independientemente de la funcion objetivo
vectorial.

Demostracion. Veamos primero que si CCP vale, la condiciéon secuencial AK KT
para el MOP implica regularidad débil, independientemente de la funcion objetivo
vectorial.

Sea F(x) = (Fy(x),..., F.(x))T una funcién objetivo vectorial tal que la condicion
secuencial AK KT para el MOP se satisface en un punto factible z*. Luego existen
sucesiones {xk} Cc R™, {Gk} Cc R", 0% >0, {)\k} C R™, {u’“} C RP, % > 0 tales que

lim z* = z* u] = 0 para j ¢ A(z*) para k suficientemente grande, ZO{“ =1,

k—o0
=1

Ze’fvz«} +Z/\’“Vh )+ D HVga*) vy Jim ¢F =0,

JEA(z*)

Definimos w* = Z MV () Z 115V g;(2*). Entonces, w* € K (a*) y

i=1 jeEA(x

— Z OFV Fy(2"). (3.2.10)

Por (3.2.6), la sucesion {Qk}k y s acotada y entonces existen un subconjunto

K C Ny un vector # € R",6 > 0 tales que hmGk =0y Z@l = 1. Por lo tanto

=1
6 # 0. Tomando limite en (3.2.10) con k& € K cuando tiende a infinito y usando la

continuidad de los gradientes de F7i, ..., F}. se tiene que

- ZHZVE($*) = lim w" € limsup K (2*) C limsup K (z) C K (a*),

k—K k—oo r—x*

donde la ltima inclusion se deriva de la definicion de C'C'P. Por lo tanto, dado que
0 # 0, por la Observacion 3.2.3 z* es débil regular como queriamos probar.

Ahora, demostraremos que, si la condicion secuencial AK KT para el MO P impli-
ca regularidad débil para cualquier funcién objetivo vectorial, entonces la condicion
C'CP se satisface.

Sea w* € limsup K (z), por definicion de limite exterior, existen sucesiones {xk},
r—x*

{w"} tales que Jim o =% lim W = W'y WP e K(2b).
k—o0 " k—oo
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Definimos F : R" — R" como F(z) = (—(w*)’ 'z, -+, —(w*)Tx)" para todo z € R".
Entonces la condicion AK KT para el MOP se satisface en z* para esta funciéon

vectorial ya que existe {6} C R", 0¥ > 0 tal que hm T ZQZ =
ZH?VFZ(xk) +wh = —w* +uF = 0.

Entonces por hipotesis la condicion de regularidad débil se satisface en x*, esto
T

es, existe 6 € R™, 0 > 0, 6 # 0 tal que — ZQ[VE(.I‘*) = —w" € K(z"). O

=1

3.3. Aplicaciéon del método Lagrangiano Aumentado
para el MOP

Una de las propiedades méas importantes del método Lagrangiano Aumentado
es que, por su filosofia simple, se puede adaptar facilmente para resolver diferentes
clases de problemas: problemas de optimizacion sin derivadas [28], problemas de
optimizacion global [18, 19| y problemas portfolio [20], para mencionar algunos de
ellos.

Dados z € R",p > 0,0 e R",0 > 0,\ € R", u € RP, i > 0 definimos la funcion
de Fritz-John Aumentada asociada al problema (3.0.1) como:

Zm: <hi(x) + Ai>2 +§; (méx {o,gj(x) + ‘;f}ﬂ .

(FJ)(x,0, X, 1,0) = > OF(x) + 5 ;
=1 i=1

Dado que el algoritmo clasico Lagrangiano Aumentado procede minimizando aproxi-
madamente la funciéon Lagrangiana Aumentada en cada iteracion, necesitamos definir
el sentido en el cual esta minimizacion se interpreta en el caso vectorial Para esto se

aplica el Algoritmo 3.1 para resolver el problema (3.1.1) para f(z Z 0,F)(x). La

siguiente suposicion establece un criterio bajo el cual z* es un mlnlmlzador aproxi-
mado del subproblema

Minimizar (FJ)(x, 0% \*, i@, pp)
sujeto a x € R".

Suposicion 1 En el Paso 1 del Algoritmo 3.1, obtenemos z¥ € R™ tal que existe
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gk € R", 0% > 0 satisfaciendo
IV (FT) (", 05 X%, 1, pi )| < ex, (3.3.1)

> of=1, (3.3.2)
=1

donde la sucesion {e;} es acotada tal que g, > 0.

En el siguiente teorema establecemos que, cuando el algoritmo admite un punto
factible, este punto satisface la condicion de optimalidad AK KT para el MOP de la
Definicién 3.2.4.

Teorema 3.3.3. Supongamos que la sucesion {x*} es generada por el Algoritmo 3.1
satisfaciendo la Suposicion 1 y K C N es tal que lilrlr% zF = 2% y a* es factible. Ademds
€
supongamos que la sucesion acotada {e} en la Suposicion 1 es tal que kh’rn e = 0.
— 00
Entonces, x* satisface la condicion AKKT para el MOP (3.0.1).

Demostracion. Como kh’m e = 0, por la Suposicion 1, (3.1.3) y (3.1.5) se tiene
— 00

que existen sucesiones {#¥} C R", 6% > 0, {\*1} Cc R™, {pFH1} C RP, pF > 0 tales
que %HII% 2% = 2* y las igualdades (3.2.5) y (3.2.6) valen. Del Teorema 3.1.8 se obtiene
S

que (3.2.7) vale y por lo tanto z* satisface la condicion AK KT para el MOP (3.0.1).
O

La solucion aproximada ¥ satisfaciendo (3.3.1) y (3.3.2) se puede obtener usando,
por ejemplo, funciones débilmente creciente definidas en la Seccién 2.2.3.

Recordemos la definicion de débilmente creciente.

Definicion 3.3.4. |48] Una funciéon ® : R” — R es llamada débilmente creciente (en
inglés, weakly-increasing) si para todo u,v € R”

u<v= ®(u) < P(v).

r

Algunos ejemplos de funciones débilmente creciente son ®(u) := Z a;u;

=1
r

y ®(u) = Zaie“i con a; > 0. Observar que, en ambos ejemplos, la funciéon ® es

i=1
diferenciable y V& (u) > 0.

Recordemos la definicion de la condicion de optimalidad K KT Aproximada para
el problema escalar por completitud.
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Definicién 3.3.5. Se dice que un punto x* € €2 satisface la condicion de optimalidad

llamada K KT Aproximada (AKKT) |6, 21| para el problema de Mz.mmzzarf(a:) ,
sujeto a x € €2

si existen sucesiones {2*} C R”, {\*} ¢ R™, {uF} C R?, ¥ > 0 tales que lim 2% = 2*

k—o0
y
lim ( ) + Z MNVhi(z*) + Z; iV g;( )) =0, (3.3.6)
j
lim min{,u?, —gj(mk)} =0 para todo j =1,...,p. (3.3.7)
k—o0

En la siguiente Proposicion mostramos que se puede obtener una solucion apro-
ximada que verifica (3.3.1) y (3.3.2) usando una clase de funciones diferenciables
débilmente creciente.

Proposicion 3.3.8. Sea ® una funcion débilmente creciente con primera deriva-
da continua para la cual VO(u) # 0. Supongamos que x* satisface la condicion de
optimalidad secuencial AK KT asociada al problema escalar

Minimizar ®(F(x))

sujeto a x € Q. (3.3.9)

Entonces x* satisface la condicion de optimalidad secuencial AKKT para el MOP
asociada al problema vectorial (3.0.1).

Demostracion. Como x* satisface la condicion AK KT asociada a (3.3.9), entonces
existen sucesiones {x*} C R™ {\*} C R™, {uF} C RP, pF > 0 tales que kh’m ot =2,
—00

ka min{,uf, —g;(z")} = 0, para todo j = 1,...,p, y por (3.3.6) existe {*} C R,
—00
€ >0talque lim * =0y

k—o00

Za—ulvm +Z)\ Vhi(z +Zu]vgj k) = é". (3.3.10)

=1 j=1

Como @ es débilmente creciente y V®(u) # 0 existe K C N tal que para todo
ke K,

o)

8ul
I=1
Dividiendo (3.3.10) por S se obtiene:

r 00(F(z k)) mo\k P k

Z 5 <x‘f)+§avm<x’w+zﬁkvgﬂ< =1

j=1
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Entonces, usando el Corolario 3.1.9, existen sucesiones {6%}, {\¥} v {7i*} definidas
como

VO(F(a")) o — AP k _ M_k

0F = , = pf=
B BT
tales que (3.2.5)-(3.2.7) se verifican. Entonces x* satisface la condicion de optimali-
dad secuencial AK KT para el MOP asociada a la funcién vectorial F. O

Usando el Teorema 3.2.9 obtenemos el siguiente resultado de convergencia global.

Teorema 3.3.11. Supongamos que bajo las hipotesis del Teorema 3.3.3 x* satisface
la propiedad CCP, luego x* es un punto reqular débil del problema vectorial (3.0.1).

Demostracion. Por el Teorema 3.3.3 se tiene que z* satisface la condicion AK KT
para el MOP. Luego, por el Teorema 3.2.9 x* es un punto regular débil como que-
rfamos probar.

En el siguiente teorema demostramos que se puede obtener el mismo resultado de
convergencia utilizando la condicion de calidad de Quasinormalidad.

Teorema 3.3.12. Supongamos que bajo las hipdtesis del Teorema 3.3.3, x* satisface
la condicion de Quasinormalidad, luego x* es un punto reqular débil del problema
vectorial (3.0.1).

Demostracion. Por (3.3.1), (3.1.3) y (3.1.5) tenemos que existe una sucesion de
parametros de tolerancia {ek} C R” tal que ||€*|| < e, y para cada k € N,

Z 0y Fi(2%) + Z AT R (2F) + Z PV g (k) = €. (3.3.13)
i=1 7j=1
Definimos d, = Z (0F)? + Z A2 4 Z *1)2 Por (3.3.2) tenemos que

dr, > 0. Dividiendo (3.3.13) por dy obtenemos.

ZT: (Z)vﬂ Z (Ak+1> )+ Z <M§+1> V(") = %. (3.3.14)

=1 i=1

k k+1 k+1 . . =
g—k, >\‘5k , “5k } es acotada y existe un subconjunto K C K

y vectores # € R", A € R™, € RP tales que 8 > 0, > 0,

ek /\k+1 k+1
(5—k,5—k, Mék ) =0, \ ),y (3.3.15)

Ahora, la sucesion { <

lim
keK
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106, A )]l = 1. (3.3.16)

Tomando limite para k € K tendiendo a infinito en (3.3.14) obtenemos que

ZH;VFZ Z)\ Vh(x +Zujvg] )=0conp>0y0>0. (3.3.17)

Supongamos que ¢ = 0. Entonces,

‘919
ilerlré 5 0. (3.3.18)

T
La sucesion {6%},.x verifica E 0F =1, 6% > 0 entonces es una sucesion acotada
=1

y existe un subconjunto KcK y 0 € R” tal que lim 6% = 6. Entonces, tenemos que
keK

—~ _ _ 1
Z@l =1y 60>0. Luego § # 0y, por (3.3.18), lim — = 0.
— kek Ok

Observar que, por (3.3.16) y (3.3.17) existen escalares Ay,..., Ay, fi1, ..., ftp 1O
todos nulos tal que pu > 0,

Z A Vhi(z*) + Z 1;Vg;(z*) = (3.3.19)
y, usando el Corolario 3.1.9, tenemos que p; =0 si j ¢ A(x*).

Por construccion las sucesiones {\*}, _z, {fi"}, = son acotadas y como lim — =

keK Ok
Nk —k
0, existe un subconjunto K; C K tal que lim — =0y lim l— Entonces, por
keK: Oy, kEK1 Oy
(3.3.15), (3.1.3) y (3.1.5), obtenemos que
, =k
k’éfﬁ (Sk R kglr(l1 (5k ke
Entonces, para cada \; # 0 existe k; € K tal quesi k > k;, k € K,
hi(xzF)N\; > 0. (3.3.20)

Ademas, para cada p; > 0 existe I;;j € K tal que si k > /;:j, ke K,

ik
max { ——=, g;(«*) $ p; > 0.
Pk
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Entonces, como ﬁ’“ > 0, tenemos que

gi(x®)u; > 0. (3.3.21)

Entonces, existe k € K;, k > méx{{xalé%}{ki}, méx}{l;:j}} tal que (3.3.20) y

{j:p; >0

(3.3.21) se satisfacen para todo k > k, k € K.

Luego, si # = 0, por (3.3.19)-(3.3.21) obtenemos una contradiccion con la defini-
cion de Quasinormalidad. Entonces 6 # 0 y por (3.3.17) y el Corolario 3.1.9 z* es un
punto débil regular del problema (3.0.1). 0

En este capitulo demostramos que el método Lagrangiano Aumentado clasico
para resolver el problema escalar converge a puntos K K'T' utilizando la condicién de
calidad de Quasinormalidad.

Esta es la primera vez que la condiciéon de calidad de Quasinormalidad es utilizada
en el contexto del Lagrangiano Aumentado.

Ademas, utilizando una clase de funciones de escalarizacion y la condicién se-
cuencial AK KT para el MOP estudiamos una aplicaciéon del método Lagrangiano
Aumentado para el problema multiobjetivo.

Demostramos que si la clase de funciones de escalarizacion es débilmente creciente
y diferenciable con gradiente no nulo hay convergencia a un punto regular débil
del MOP utilizando las condiciones de calidad C'CP o Quasinormalidad. En este
estudio, por el uso de una funcién de escalarizacion, los subproblemas en el método
Lagrangiano Aumentado son escalares.



Capitulo 4

Método del gradiente proyectado no
monotono para el problema
multiobjetivo en un conjunto cerrado
y convexo

En este capitulo estamos interesados en el siguiente problema de optimizacion
multiobjetivo:
Minimizar F(x)

sujeto a x€C (4.0.1)

donde F' : R" — R", F(z) = (Fi(x),...,F.(z)) es continuamente diferenciable y
C' C R" es cerrado y convexo.

Para la resolucion de (4.0.1) abordamos una técnica ampliamente estudiada que
es el método del gradiente proyectado PGM estudiado en [34, 35, 36, 41]. En los
trabajos mencionados, PGM comparte dos caracteristicas esenciales:

= son todos métodos de descenso: el valor objetivo de la funcion vectorial F
disminuye en cada iteracién componente a componente; y
= la convergencia de las sucesiones generadas por los métodos propuestos se es-

tablece bajo suposiciones razonables.

En este capitulo proponemos combinar PGM clasico de optimizacién vectorial
con dos ingredientes del caso escalar:

(1) sugerimos asociar un paso variable para calcular la direccion de bisqueda que
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puede ser actualizado usando las ideas del parametro espectral presentado por
Barzilai y Borwein [9], analizado por Raydan [57] y luego utilizado en [16]; y

(ii) la busqueda lineal clasica de Armijo es reemplazada por una estrategia no mo-
noétona desarrollada por Zhang y Hager en [62].

El método del gradiente proyectado para diferentes opciones del tamano del paso
ha sido muy estudiado en el caso escalar, ver por ejemplo [9, 16, 17, 43| y sus refe-
rencias. Desde el punto de vista practico, la eleccion espectral de la longitud del paso
utilizado para calcular la direccion de btsqueda requiere poco trabajo computacional
situacién que lo hace mas eficiente especialmente para problemas a gran escala. Des-
de el punto de vista teorico, se ha demostrado que el esquema acelera enormemente
la convergencia de métodos basados en ideas de gradientes. Como se menciona en
[17] es natural combinar la idea del gradiente espectral con una busqueda lineal no
mondétona.

Las técnicas de biisqueda lineal no mondtona se han estudiadas con gran exito en
varios trabajos en el caso escalar, por ejemplo |27, 43, 45, 53, 58, 62|. Proponemos usar
la técnica de busqueda lineal no monoétona definida en [62] basada en el promedio de
valores funcionales sucesivos. Probamos que, sin hipétesis de convexidad, los puntos
de acumulacién de la sucesion generada por el algoritmo propuesto son estacionarios
para el problema (4.0.1).

Definicién 4.0.2. [48] Decimos que un punto factible z € C' es estacionario para F
si y solo si

JE(z)(C —{z}))n[-R2,] =0 (4.0.3)
donde JF(Z) es la matriz Jacobiana de F' en Z,
R}, ={2€R": % <0paratodoi=1,...n},

C—{z}={zeR":z=0—-172):2€(C}.

Claramente, si & € C es estacionario para F entonces para todo v € C' — {Z} se
tiene que

JE(Z)v £ 0,

es decir, no existe una direccion factible a partir de T que sea de descenso para todas
las funciones objetivo en z simultaneamente. En el siguiente teorema se demuestra
que la condicion (4.0.3) es una condicién necesaria para la optimalidad Pareto.

Teorema 4.0.4. Un punto Pareto optimal para F' en C es estacionario.

Demostracion. Supongamos que T € C' es un punto Pareto optimal y que T no es
un punto estacionario para F' entonces existe v € C' — {z} tal que

JF(Z)v < 0.
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Luego como F es diferenciable, para cadat=1,...,r
Fi(z+tv) — Fi(z _
i 2E ) = B Gy, o)
t—0 t

Luego, existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ € (0, ]
F;(z + tv) < F;(z) para todo i =1,...,r.

Luego, para todo ¢ € [0,min{1,¢}] se contradice que T € C es un punto Pareto
optimal. O

En [23] se demuestra que el método de maximo descenso para el problema de
minimizacion convexa (escalar), con tamano del paso obtenido utilizando la regla de
Armijo, es totalmente convergente a una solucion (esencialmente, bajo la suposicion
de existencia de 6ptimo). Utilizando una técnica similar ampliamos este resultado al
caso multiobjetivo, es decir, mostramos que para el caso convexo cualquier sucesion
generada por el algoritmo propuesto converge a un punto Pareto optimal débil de
(4.0.1), independientemente de cual sea el iterado inicial. La convergencia total de
PGM para el MOP se establecio en [34, 35, 36, 41] con busqueda lineal monotona
de Armijo.

En [51] los autores introducen un método de maximo descenso con busqueda no
mondétonas para el MOP. En [56] los autores proponen dos algoritmos para optimi-
zacion vectorial con una funcién objetivo convexa basada en la busqueda lineal no
mondtona [43] en el contexto escalar.

Hasta donde sabemos, esta es la primera vez que una btisqueda lineal no monétona
basada en [62]| es utilizada para analizar la convergencia global de PGM para el
MOP.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma: en la seccion 4.1 presentamos
el método del gradiente proyectado no moné6tono para el MOP. En la seccion 4.2 se
demuestra la convergencia global del algoritmo a puntos estacionarios. FEn la seccion
4.3 se analiza el caso convexo.

4.1. Meétodo del gradiente proyectado no monétono
para el MOP

El método del gradiente proyectado que consideramos utiliza la direccion de gra-
diente proyectado definida como vg(z), para cada punto x € C, por

, 1
vg(x) = argmin S, (v) + §||v||2 (4.1.1)
veC—{z}
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donde 8 > 0 es un parametro fijo y

v (v) = Z{I}zix {VF(z)Tv}. (4.1.2)

777777

También consideramos la funcién de valor 6ptimo 05 : C' — R dada por

Os(x) = Bepu(vp(x)) + %Hvﬁ(fv)HQ- (4.1.3)

La demostracion de la siguiente proposicion se puede ver en [36].

Proposicién 4.1.4. Sean vg : C — R" y 05 : C = R, dados por

vp(x) = argmin o, (0) + |
veC—{z}
05(z) = Bipulus(a)) + 5 los @)l

donde 8 > 0 es un parametro fijo y ¢,(v) = léx {VF(x)"v}. Entonces

1=1,...

(i) 0s(z) <0 para todo x € C.
(ii) La funcion 05(.) es continua.
(iii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El punto x € C no es un punto estacionario.
2. ‘95([1)) < 0.

3. vg(z) # 0.
En particular, x es estacionario si y solo si Os(x) = 0.

Observacion 4.1.5. Si x € C no es un punto estacionario existe v € C'— {z} tal que

JF(z)v <O.

A continuaciéon enunciamos algunas propiedades de la funcién ¢, que seran utili-
zadas a lo largo de este capitulo.

Proposicion 4.1.6. [41] La funcion ¢, dada por ¢.(v) = Ex%zix {VFi(z) v} tiene

las siguientes propiedades:

(1) ¢.(v) es continua.
(ii) ¢u(u+v) < pu(u) + ¢, (v) para todo u,v € R™.
(i) [z (u) =@y ()| < |[JF(2)u = JE(y)o] -
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4.1.1. Bisqueda lineal no monétona

En la literatura estd demostrado que, en el caso escalar, la técnica de busqueda
lineal no mono6tona puede mejorar la eficiencia de los métodos de descenso, [17, 27,
53, 58, 62].

La bisqueda lineal no mondétona desarrollada por Grippo, Lampariello y Lucidi en
[43] se basa en el maximo valor funcional considerando algunas iteraciones anteriores:
dado o € (0,1), M > 1 el paso oy, debe satisfacer

f@® 4+ apd®) < My + 00y, V f ()T dF (4.1.7)
donde My, = méx f(zx—;) y m(k) = min{m(k — 1)+ 1, M}.

0<j<m(k)

En nuestra opinion, la extension de (4.1.7) a problemas multiobjetivo no es inme-
diata y teniendo en cuenta esta observacion proponemos utilizar una biisqueda lineal
no monoétona diferente.

En [62] los autores proponen el siguiente esquema: dados o € (0,1), 0 < N, <
Nmax < 1, Mk € [Nmi, Tmax) €l paso ay deben satisfacer

f@® 4+ apd®) < Cp + oo, V(2T dF

a/,kJrl
donde Cyyq = BRGHE) v 0 = 0iQp +1,C0 = f(2°) y Qo = 1.

Qrt1

Como se menciona en [62], si n, = 0 para cada k, la busqueda lineal es la busqueda
mono6tona habitual de Armijo. Si 1, = 1 para cada k, luego Cy = Ay donde A; =

k
k:+r1 E f(z*) es el promedio de los valores funcionales sucesivos. Por lo tanto, Cy se
=0

puede ver como una combinacion de los valores funcionales f(z°), ..., f(2*) utilizando
un parametro 7, que controla el grado de no monotonia.

Para utilizar una btisqueda lineal no monétona en el método de descenso para el
problema de optimizacion multiobjetivo, proponemos lo siguiente: dados o € (0, 1),
CO=F(2°),Qo=1,0 < Nmin < Nmax < 1, M € [Tmin, Nmax] ¥ 0" tal que JF (zF)oF < 0
el paso oy, debe satisfacer

F(a* + apo®) < OF + ooy JF (2F)0F (4.1.8)

donde
kaCk + F(:C’H'l)

Qk+1

C«k—‘rl —

Y Qi1 = mQr + 1.

Observar que se puede escribir

(mQe+ VC* + Pt - €t _ | Flakt) - ¢

C«k+1 —
Qk+1 Qk+1
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y entonces
Cvk _ F(xk+1)

C«k o Ck+1 —
Qr+1

(4.1.9)

4.1.2. Algoritmo del gradiente proyectado multiobjetivo

Ahora podemos definir una extensién del PGM utilizando la bisqueda lineal no
monotona (4.1.8) para el MOP con restricciones (4.0.1).

Algoritmo 4.1. Dados 0 € (0,1), Qo =1, 0 < utn < Mimsx < 1, 0 € [Mintns M)
0 < Bum < Bmix < 0 Y Bo € [Buin, Bmax)- Sea 2° € C un punto arbitrario. Sea
CY = F(z9).
Hacer k + 0.

Paso 1. Calcular la direcciéon de biasqueda.

vg, (2F) := argmin By, (v) +
veC—{zk} 2

donde
Ok (V) = Arriéx {VF;(z")Tv}.
Paso 2. Criterio de parada. Calcular

01,(4) = Brcpun (03, () + 5l ()

Si 0, (x*) = 0, detener el algoritmo.

Paso 3. Calcular el paso méximo. Elegir o, como el mayor o € {277 : j =0,1,...}
tal que
F(2* + avg, (2%)) < C* + cad F(z")vg, (z). (4.1.10)

Paso 4. Sea 2" = zF + ajvg, (2%). Definimos B4 1 tal que Bii1 € B, Bmax)-

NeQrCr+F (zht1

Elegimos 1y € [N, hmax| ¥ sean C*1 = Sty Quar = Qi + 1.

Hacer k + k + 1, e ir al Paso 1.

Observar que por (4.1.9) y (4.1.10)
v oapJF(z*)vg, (2F)

nka0k+F(xk+l) - C N
Qr+1 o Qry1

implica que {C*} es una sucesion decreciente en R”.

Ck+1 — < Ck

Las diferencias entre el Algoritmo 4.1 y una extension del PGM para el MOP
con restricciones (ver por ejemplo el Algoritmo 4.2 en [36]) son:
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1. la presencia de un paso variable §; en lugar de un parametro fijo para calcular
la direcciéon de bisqueda en el Paso 1; y

2. el uso de la biisqueda lineal no mondétona en el Paso 3.

Luego, si el Algoritmo 4.1 se detiene con el criterio de parada en el Paso 2 entonces
2% € C' es un punto estacionario para F.

4.2. Analisis de convergencia

Vamos a suponer que el Algoritmo 4.1 no tiene una terminacién finita y por lo
tanto genera sucesiones infinitas {z"}, {vs, (2*)} v {au.} .

Por completitud enunciaremos el Lema 1.1 de [62] adaptado para el Algoritmo
4.1.

Lema 4.2.1. Sea {z*} la sucesion generada por el Algoritmo 4.1. Entonces:

1. Si JF(z*)vs, (2%) <0 para cada k se tiene que F(a*) < C* < A* para cada k,

k
1 )
donde AF = —— g F(z").
k+1 =

2. Si JF(2%)vg, (2%) < 0 y F(z) estd acotada inferiormente entonces eriste oy
que satisface las condiciones de busqueda cldsica de Wolfe o de Armijo (que se
corresponde con la eleccion de i, =0 en (4.1.8)).

El siguente lema se sigue del Lema 4.2.1.

Lema 4.2.2. Si vg (2%) € C — {2*} y JF(2*)vs, (2%) < 0 para cada k entonces

1 )
F(z*) < C* < AF para cada k, donde A¥ = —— ZF(xl)

Demostracion. Por definicion F(2°) = C° = A° por lo tanto valen las desigualda-
des. Para cada k > 1 definamos D* : R — R” como

_tCM 4 F(ah)
B t+1 '

D*(t)

Tenemos que (DF)' : R — R” se calcula como

Ck1 — F(a%)
(t+1)2

(DM (t) =
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De (4.1.10) como JF (z*)vs, (z¥) < 0 se obtiene que F(z*) < C*7! lo que implica
que cada componente de (D*)'(t) es mayor o igual a 0 para todo t > 0. Luego
F(z*) = D*(0) < D*(t) para todo t > 0. En particular tomando ¢t = n,_1Qy_1,

F(2*) = D*(0) < D*(1j—1Qx—1) = C*.
Y queda asi demostrado que para todo k, F(z*) < C*.
Probamos ahora la desigualdad C* < A* por induccion.

Para k = 0, esto se cumple C° = F(2°). Ahora supongamos que C? < A’ para
todos los 0 < j < k. Como Q11 =1;Q; + 1, Qo =1y n € [0,1] tenemos que

J i
Q=1+ [[mm<i+2 (4.2.3)

i=0 m=0

Como cada componente de D* es monétona y no decreciente, (4.2.3) implica que
C* = D*(np—1Qp—1) = D*(Qr, — 1) < D*(k). Por el paso de induccion,

RO FER) AL )

DF(k
(k) k+1 k+1

Por lo tanto F(z*) < C* < A* para cada k. O

Vamos a enunciar el Lema 2.1 de [36] que sera usado para la demostracion del
Lema 4.2.5 en el cual probamos que el Algoritmo 4.1 esta bien definido.

Lema 4.2.4. (Lema 2.1 de [36]) Sea F' : R* — R" una funcion continuamente
diferenciable, v € R™ tal que JF(x)v < 0 y o € (0,1). Entonces existe € > 0 (que
puede depender de x,v y o) tal que

F(z+tv) < F(x) +otJF(x)v
para cualquier t € (0,€). En particular, v es una direccion de descenso para F en x.

Lema 4.2.5. Sea {z¥} C R"™ una sucesion generada por el Algoritmo 4.1. Entonces:

(a) {zF} C C.
(b) El Algoritmo 4.1 estd bien definido.

Demostracion.

(a) Hacemos la demostracion por induccion sobre k. Por el Algoritmo 4.1 sabemos

que 2° € C. Supongamos que z¥ € C. Observemos que, por los Pasos 1 y 3 del
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algoritmo, vg, (z¥) € C' — {2*} y o, € (0,1]. Entonces, para algtin z* € C, vg, (2*) =
¥ — 2 y por la convexidad de C' se deduce que

" = 2F o, (27) = (1 — ag)2" + a2 € C
como queriamos demostrar.
(b) Por el Lema 4.2.4 existe € > 0 tal que para cualquier a € (0,¢)
F(2* + avg, (z%)) < F(2%) + oaJ F(2*)vg, (2F).
Luego como F'(z*) < C* por el Lema 4.2.2 tenemos que
F(2* + avg, (z%) < C* + caJ F(z")vg, (z).

Por lo tanto existe a € (0, €) satisfaciendo la condicion (4.1.10). O

Lema 4.2.6. La sucesion {||vs, (z*)||} es acotada.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1.4 (i) y el Lema 4.2.5

Bt (03, (2%) + 3 0, (T = B3 (a*) < 0.

Entonces, por la desigualdad de Cauchy Schwarz, tenemos que para todoi=1,...,r
1
=Bl VE ) os ()] + 5llvs, («)]* < 05, (%) <0.

Luego
k k 1 k
o a1 (=BT EGEA + lon (1) <0
y se tiene que
o ()] < 28V E )|

Por lo tanto, como F es continuamente diferenciable y {(;} es acotada, por el Lema
4.2.5 (a) obtenemos que {||vg, (z")||} es una sucesion acotada. O

Observar que, de forma andloga, para cada x € C, la sucesion escalar {||vg, (2)]}
es acotada.

Proposicion 4.2.7. Sea ixk} C R™ una sucesion generada por el Algoritmo 4.1.
Entonces existen K CN, >0y x € C tales que

e N (=
hgé%lf 03, (2") = 05() (4.2.8)

donde lim z* = z, lim g* = B.
keK keK
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Demostracion. Como {xk} C C, C es cerrado y {5’“} es acotada existen K C N,
feRyz e C tales que %m}gxk = T, iﬁgﬁk = 3. Ademas, B > 0 ya que 3, €
S €

[ﬁmina 5méx] con 6m1’n > 0.

Primero demostremos que existe X C K tal que
lim 03, () = 05(%).
lim 65, (z) = 05(7) (4.2.9)

Como vg, (%) € C — {7}, a partir de la definicién de v5(7) tenemos que

05(2) < Bipa(vs, (2)) + v, (@) = (B — Bi) oa(v3, (7)) + 05, (7).

Luego, usando la observacion que sigue al Lema 4.2.6 (la sucesion {||vg, (Z)]|} es aco-
tgmda) y la Proposicion 4.1.6 (i), tomando limite inferior en una subsucesion apropiada
K C K cuando k € K tendiendo a infinito obtenemos que

05(z) < lfiminf 6, ().
5(7) < lim inf 65, (7) (4.2.10)

Ahora, de la definicion de vg, (7), ya que vz(z) € C — {7} tenemos que 03, (7) <
Brez(vs(2)) + 5llva ().

Luego, tomando limite superior para k € K cuando k tiende a infinito obtenemos

limsup 63, (7) < 05(7)
keK

que, junto con la desigualdad (4.2.10) demuestra (4.2.9).

En segundo lugar, como vz(z) € C' — {Z} tenemos que vz(z) + & — 2" € C' — {z*}
y de la definicion de vg, (z*)

B.(%) = Buepo (v, (24)) 4 3 03, (T < Brcp(v3(2) 47— )+ 2 s (2) 42— ¥

Por lo tanto, por la Proposicion 4.1.6 (ii) obtenemos

O, (7%) < Puspss (03(2) + By (2 = 2%) 4 S0 @I + 5 2 — 2417 + (w5(2), 7 - 2%).

Por la Proposicion 4.1.6 (i) y la propiedad de que F' es continuamente diferenciable,
tomando limite superior para k € K en la desigualdad anterior tenemos

limsup O, (+4) < Bpa(0() + S lep(@)F = 05(0).  (4:2.11)
keK

Como vg, (%) € C' — {z*} tenemos que vy, (z*) + 28—z € C — {7}y

1
Qﬁk(f) < ﬁk(zpi(vﬁk (xk) + xk - ‘f) + §||Uﬁk(wk) + xk - jHQ <
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B 1 1 _ _
Brpa(va, (%)) + Breps (* — 2) + Sllvg, (2N + S lla™ = 2[° + (vg, ("), 2" — 7).
Entonces, por el Lema 4.2.6 y la Proposicién 4.1.6 (i), tomando limite inferior para
k € K en ambos lados de la desigualdad, tenemos, de (4.2.9),

05(2) < lm inf[fyps(vg, (")) + %Hvﬁk @) + Brpa, (v3,(2")) = Brpar (vg, (%))

= 1im inf[05, (") + B (9205, (%)) = Pt (v, (+))) )

Ahora, usando la Proposicion 4.1.6 (iii), obtenemos que

63(7) < liminf[Bs, () + Bl TF(F) — TF(*) [ us, ()] < liminf 6, (%) (4.2.12)
keK keK

donde usamos el Lema 4.2.6 y que F' es continuamente diferenciable en la dltima
desigualdad. Luego, combinando (4.2.11) con (4.2.12) se obtiene que

limsup 05, (z%) < 03(z) < lim inf 05, (")
keid keK

que implica (4.2.8). O

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion: establece la estacio-
nariedad de los puntos de acumulacion de las sucesiones generadas por el Algoritmo
4.1.

Teorema 4.2.13. Supongamos que F es acotada inferiormente. Sea {z*} C R"™ una
sucesion generada por el Algoritmo 4.1. Entonces cada punto de acumulacion de {z*}
es un punto estacionario factible de (4.0.1).

Demostracion. Sea T un punto de acumulacién de la sucesion {z*}. Entonces

existe K C N tal que %HnK z¥ = z. La factibilidad de Z se obtiene combinando que C
S

es cerrado con el Lema 4.2.5.

La sucesion {8} rex es acotada, entonces existen Ky C K y B > 0 tales que
1i = 0.
o, =0

Considerando que oy € (0, 1] para todo k € K, tenemos las siguientes dos posi-

bilidades: (a) limsup ag, > 0, o (b) lim sup ay, = 0.
keKy keKo

Supongamos que vale (a). Entonces existen K7 C Koy @ > 0 tales que khr}rg ay =
SFA61

a. Como a > 0 existe Ky, Ky C K; tal que a > € > 0 para todo k € K. Ademés,
para todo k € Ko, por (4.1.10) y JF(a")vg, () < 0, tenemos que

F(a"h) < C% + o JF(a*)vg, (a*) < CF + aeJ F(a*)vg, (). (4.2.14)
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Entonces

—oeJ F(2")vg, (2F) < OF — F(zM). (4.2.15)

Ahora, usando (4.1.9) y (4.2.15) obtenemos

—TF(2*)v, (a*)

Ck’ . C«k—H >
N Qrt1

(4.2.16)

Entonces, como g Ck—C*t = 00— ™ y F es acotada inferiormente tenemos

k=0
que, por el Lema 4.2.2, R < F(2%) < C*, para todo k y podemos concluir que C* es

acotada inferiormente. Por (4.2.16)

o z*)us, ()
kZ:O Qkﬂ < 0. (4.2.17)

Si suponemos que hgnil(nf( JF(z")vg, (%)) # 0, entonces
CK2

li}gn}i{nf(—JF(a:k)vgk(xk)) > ¢ > 0, para alguna constante c.
€2

Ademaés, como Qg1 = M@k + 1 tenemos que Qri1 = 1+ Z H Me—m < k + 2y por

=0 m=0

lo tanto se obtiene que

o k L 0

Z( JE (2" )vg, (7)) = <

o Qr+1 k42
en contradiccién con (4 2.17).
Por lo tanto hgnénf( F(2%)vg, (#¥)) = 0, con lo cual, componente a componente,
podemos escribir

lim inf (—V Fy(2%) vg, (2¥)) = 0, para todoi=1,...,r. (4.2.18)

keKo

Luego, combinando (4.2.18) con (4.2.8) existe K C K, tal que

;. 1
0 =lim inf 5,V F,(2*)" vg, (%) < Mminf Bpu (vg, (%)) + Fllvg (@")* =

keK keK

lim inf g, (2*) = 05(2)
K
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y concluimos que 03(Z) = 0. Entonces, por la Proposicion 4.1.4, Z es un punto
estacionario de (4.0.1).

Supongamos que (b) se satisface. Debido al Lema 4.2.6, existen K; C Koy v € R"
P Ey = ; .
tales que kléf}f{ll vg, (%) =0y klér[?l ap = 0. Recordando que

méx {B V(") vg, (2%)} < 05,(2") <0

entonces tomando limite cuando k € K tiende a infinito tenemos

méx {FVF (1)} < 05(7) <0. (4.2.19)

Sea ¢ un entero positivo fijo arbitrario. Como a, — 0, para k € K; existe un
k1 € K tal que para todo k € K| k > ky tenemos ap < 279, lo que significa que
la condicién no mondétona en el Paso 3 del Algoritmo 4.1 no se satisface en z* para
a=271:

F(a* + 27 %, (2%) £ CF + 0271 T F(2%)vg, (2%).

Entonces para cada k € Ky, k > ky existe i = i(k) € {1,...,r} tal que

Fi(2" + 27, (%)) > CF + 0279V Fy(2") v, (2)

donde CF — Nh—1Qr_1CF 1+ F;(zF)
i Qk ’
Como {i(k)},ex, C{1,...,7}, existe Ky C K y un indice ig tal que ip = i(k) para
todo k € KQ, k Z k?l
Fio (xk + 2_qvﬁk (‘rk)) > Czko + 0-2_qu0 ($k>TU5k (Ik)
y, por el Lema 4.2.2, F(z*) < C* tenemos

Fio (xk + 27(1@51@ (xk» > Fio (xk> + UzquFio (xk>TU5k (xk>

Tomando limite cuando k € K5 en la desigualdad anterior, obtenemos
Fi (7 +27%) > F; (7) + 027V F;, (7)" .

Dado que esta desigualdad se cumple para cualquier entero positivo ¢ y para ig
(dependiendo de ¢), por el Lema 4.2.4 tenemos que JF(Z)v £ 0. Entonces

méx {VE(z)"0} >0,

que, junto con (4.2.19) implica que 6;(z) = 0.
Luego concluimos que Z es un punto estacionario de (4.0.1). O
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4.3. (Caso convexo

El objetivo de esta secciéon es demostrar, bajo hipotesis de convexidad sobre la
funciéon F', que en el caso que el Algoritmo 4.1 no tenga una terminacién finita, la
sucesion {x*} converge a un punto Pareto optimal débil.

Decimos que la funcion F': R" — R" es R/, -convexa si
FAz+(1—=XNz2) <AF(z)+ (1 = MN)F(2)

para todo x,z € R" y todo A € [0,1]. Claramente, F' : R* — R" es R’, -convexa si y
solo si cada componente F; : R™ — R es convexa.

La prueba de la convergencia total a un punto Pareto optimal débil se desprende
del analisis realizado en [36] y referencias en el mismo. De la teoria del anéalisis y
optimizacion convexa, sabemos que de (4.1.1), existe w(z) € R" con

w(x) >0, sz(ﬂﬁ) =1 (4.3.1)

tal que vg(z) = Po(z — BJF(x)Tw(x)) — z, donde Po(z) es la proyeccion ortogonal
de z en C, satisfaciendo

<B Z w;i(2)VE(x) +vg(z),v — UB(CL’)> >0 (4.3.2)

para todo v € C' — {x}. Ver [12, 36.

Usaremos el siguiente resultado técnico para probar la convergencia total de la
sucesion {z*} generada por el Algoritmo 4.1.

Lema 4.3.3. Supongamos que F es una funcion R’ -conveza y sea {x’“} una SUCcesion
generada por el Algoritmo 4.1. Sea w* := w(z*) € R” tal que (4.3.1) se verifica y

ng = Uy, (xk) = PC(ka - BkJF(Ik)ka) s
Si para x* € C y k > 0 tenemos que F(x*) < C*, entonces

||xkJrl —z*|]? < ||xk — 2%|? + 2Bmaxk |<wk, JF(xk)U§k>’ + 2/8méXOék<wk, cF — F(:z:k))
(4.3.4)

k+1

Demostracion. Como ¢t = 2% 4+ 0% . tenemos que
k B’

ot — a2 = o = kP = ¥ P o, I — 2 (2 = %),

(4.3.5)



4.3 Caso convexo 49

Usando (4.3.2) con # = 2 y 8 = B}, obtenemos
(BpJ F(z*) " w* + ng,v — v§k> > 0 para todo v € C' — {z*}.
Tomando v = 2* — 2% € C — {xk} en la desigualdad anterior, obtenemos

- <v’§k,x* — xk> < By <wk, JF (2" (2 — xk)> — B <wk, JF(xk)v§k> - Hv’ngQ
(4.3.6)

Por la convexidad de F, JF(z*)(x* — 2*) < F(2*) — F(2%). Luego, este hecho
junto con w* > 0y F(z*) < C*, implica

(w*, JF(2¥)(z* — 2¥)) < (w*, F(z*) — F(2")) < (v, C* — F(2")).

Ademas, como xk’ no es un punto estacionario, tenemos que JF(z*)vf < 0.

Entonces, <w JE(zF)vf ) < 0y de (4.3.6) se tiene que
= (Vo w" = &) < B (W', CF = F(ah) + By | (', JF(2%)0f, )| = Ilos, II”

S 6méx <wk7 Ck - F(‘rk)> + 5méx ‘<wk’ JF( Uﬁk>| - ||U5kH2
Entonces, de (4.3.5),

a4 4 oo, I+ 2 (0 TF) G —2) 4
20008, |(w*, JF (x Uﬁk>‘ — 2ay|vg, |I?
<|lz* - = ||2 + 20 Bmax (wF, C* — F(2F)) +
20 Bmax |(W, JE(@*)vk Y| + (af — 200) |05 |12

Y el resultado se obtiene porque a? — 2a; < 0 pues 0 < ay < 1. O

El siguiente teorema se establece con el fin de demostrar la convergencia total de
la sucesion.

Teorema 4.3.7. Supongamos que ' : R" — R" es una funcion R, -convexa. Supon-
gamos que {z*} es una sucesion generada por el Algoritmo 4.1 considerando nmax < 1,
vg, (%) definido como en el Lema 4.5.3 y

L:={x e C:F(z) <C* para todo k}. (4.3.8)

Supongamos que L # 0. Entonces {z*} es una sucesion Quasi-Féjer convergente a
L, lo que significa que para cada x* € L existe una sucesion {e} C R, g, > 0 tal que
para todo k

||£L'k+1 . :L,*HQ S ||$k . ZE*“Q + &5,

o0
con E g < 00.
k=0
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Demostracion. Por hipotesis existe 2* € L. Como F es una funcion R’ -convexa
por el Lema 4.3.3, para todo k&

2 = 2 <l — 2 + 2B |, TF ()0, +

2Bmaxan(w®, CF — F(x k)>. (4.3.9)

Considerando la base canonica de R”, {e!, ... e}, podemos escribir para cada k,

s
wh = E wre’.

Entonc;s, de (4.3.9) y 0 < w¥ < 1 para todo i y k y C* > F(2%), tenemos que para
todo k

ka—&-l _ x*HQ < ka _ I*HZ + Qﬁméxakz (Kei’ JF(xk)ngH + <ei, ck — F(Ik)>>
=1

Definiendo ¢, := 25méxakz ( ', JF(z vﬁ >‘ + (€', CF — F(xk))) tenemos que

e, =20y .
ka+1 - x*HZ S ka o x*H2 + &g
o
Demostremos ahora que Zsk < 00.
k=0

Definamos & := 2Bmaxik Z |<ei, JF(xk)ngH y €2 1= 2Bmaxik Z(ei, C* — F(zF)).
=1 i—1

De la bisqueda lineal en el Paso 3, obtenemos para:=1,...,r

—oy (€', JF (") ) < = Ck Fy(*).

Como z*

no es estacionario, también tenemos que para todo ¢ y k
(¢', JF(a"Wh ) = VF(=")Tvf <0,

lo que significa que

—ay (€', JF (") ) = ay, [{e", JF (a*)v} )] -

Por lo tanto obtenemos que

< Wi St )

2 -
=1

y por (4.1.9)

1 QBmeix d k k+1
< 2 — O .
<— ;_1 Qr1(CF = C)
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Como Qr+1 =1 —l—Z H Meem <1 —1—27711;;&( < anax ST p obtenemos que
i=0 m=0 méx
2Brma :
0<ep < —— N (CF — OFFY), (4.3.10)
F 0(1 - 77méx) ;

k—
Por otro lado, por (4.1.9), CF = CF ! + % para todo k > 1y tenemos

que CF — Fy(2*) = (1 — é)(C’f‘l — F;(z%)). Entonces

&% = 2Bméxak QZ)_ 1 Z(Czk_l - E<xk))

ks

y usando (4.1.9)

r

et = 2Bumaxr(Qr — 1) Y _(CF1 = CF).

=1

Como Q — 1 < "r;ax y a; < 1 obtenemos

T

2Bmzix77méx _
max) T

Sumando de k = 0 a kK = N en las desigualdades (4.3.10) y (4.3.11) donde N es
cualquier niimero entero positivo y definiendo C~! = C?, tenemos

r

N r
Zek < QBméx Z(CZO o CZNJrl) + Qﬁméxnméx Z(CZO N CZN)
k=0 (1 = Nsx) <= (1 = hmax) <

Como N es un entero positivo arbitrario, Bmax > 0,0 > 0, nmex < 1y F(z*) < C*
(o]

para todo k, concluimos que E £, < 00 como queriamos probar. O
k=0

El teorema anterior formula las condiciones bajo las cuales la sucesion generada
por el Algoritmo no mondétono 4.1 es una sucesion Quasi-Féjer. Haremos a continua-
cion algunos comentarios sobre la suposicion L # ). Cuando la busqueda lineal de
Armijo se considera la suposicion utilizada es la siguiente [35, 36]:

Suposicidn. Cada sucesion R, -decreciente {y*} C F(C) :={F(z):2 € C}es R, -
acotada inferiormente por un elemento de F'(C), es decir , para cada {yk} contenida
en F(C) con y*** < y* para todo k, existe 7 € C tal que F(Z) < y* para todo k.
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En el caso de optimizacion escalar sin restricciones (convexa), esta condicion,
conocida como R, -completo, es equivalente a la existencia de soluciones del problema
de optimizacion y sirve para asegurar la existencia de puntos eficientes o Pareto
optimales para problemas de optimizacién vectorial.

Por lo tanto, en el caso monotono [35, 36|, como la sucesion {F(z*)} es R’-
decreciente, por la suposicion, existe un punto & € {z € C : F(x) < F(2%)} y se
prueba un resultado anélogo al Lema 4.3.3 con la desigualdad

24— 2[|? < [l — ]| + 2Bmaxcu | (w*, TF(a*)of,)

Y

en lugar de (4.3.4).

En el caso no mondtono, consideramos el conjunto L definido por (4.3.8) consi-
derando C* en lugar de F(z¥) ya que {C*} es una sucesion R’ -decreciente. Es por
eso que aparece el ltimo término en (4.3.4) y €2 en la prueba del Teorema 4.3.7.

Observemos finalmente que la suposicion L # () se verifica cuando F es un mapeo
lineal o no lineal pero con F(C) conjunto convexo o incluso cuando el problema
original tiene una solucion.

Vamos a enunciar por completitud el Lema 3.5 de [36] y el Teorema 3.10 de [36],
que seran utilizados para la demostracion el proximo teorema.

Lema 4.3.12. (Lema 3.5 de [36]) Sea x* un punto Pareto optimal débil para F.
Entonces x* es un punto estacionario. Si, ademds, I' es R, -conveza, esta condicion
es suficiente para un Pareto optimal débil.

Entonces, bajo R, -convexidad, los conceptos de eficiencia débil y de punto esta-
cionario son equivalentes.

Teorema 4.3.13. (Teorema 3.10 de [36]) Si una sucesion {u*} es Quasi-Féjer con-
vergente a un conjunto no vacio U C R", entonces {uk} estd acotado. Si, ademds,

{uk} tiene un punto limite u que pertenece a U, entonces lim u* = u.
k—o0

Teorema 4.3.14. Supongamos que I : R" — R" es R -convexo y las hipdtesis
del Teorema 4.3.7 se satisfacen. Entonces, cualquier sucesion {x*} generada por el
Algoritmo 4.1 converge a un punto Pareto optimal débil.

Demostracion. Por el Teorema 4.3.7, como {z*} es una sucesién Quasi-Féjer con-
vergente a L, por el Teorema 4.3.13, {2*} es acotado. Entonces, como C es cerrado,
{2*} C C tiene al menos un punto limite factible. Por lo tanto, existen z* € C'y
K C N tales que %35% z* = z*. Por el Teorema 4.2.13, z* es un punto estacionario del

problema (4.0.1). Usando que F es R, -convexa, del Lema 4.3.12, se tiene que z* € C'
es un punto Pareto optimal débil de (4.0.1).
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Demostremos ahora que z* € L. Como C**! < C* para todo k, entonces, para
cada ko fijo tenemos que C* < C* para todo k > ko. Entonces, F'(z*) < C* para
todo k > kg. Por lo tanto, tomando limite de £ € K y usando la continuidad de F'
obtenemos F(z*) < C*. Entonces, F(z*) < C* para todo k € K. Luego z* € L.
Por el Teorema 4.3.13, como {z*} tiene un punto limite * € L concluimos que {z*}
converge a x* € C' como querfamos probar. O

En este capitulo presentamos un nuevo algoritmo para optimizacion multiobjetivo
con restricciones convexas. En cada iteraciéon la direccién de busqueda se calcula
usando un paso variable que puede definirse considerando las ideas espectrales del
caso escalar. La novedad es el uso de una técnica de busqueda lineal no moné6tona en
lugar de la clasica estrategia de Armijo.

Probamos la convergencia global a puntos limites estacionarios en el caso general
y, en el caso convexo, la convergencia de toda la sucesiéon a un punto Pareto optimal
débil bajo suposiciones razonables.

Como un desafio para el trabajo futuro, nos gustaria estudiar una implementacion
del Algoritmo 4.1 incorporando el paso espectral ;. En realidad, en el Algoritmo
4.1, el céleulo de vg, (z*) implica, en cada iteracion, la minimizacion del problema
cuadratico

[l

Minimizar [ex(v) + 5
z 4.3.15
sujeto a v e C — {z*} ( )

El problema (4.3.15) es similar al subproblema cuadratico utilizado en [16] que
calcula la direccion de bisqueda para resolver el problema escalar con restricciones

Minimizar f(z)
sujeto a x € C

donde f : R® — R es una funcién continuamente diferenciable y C' C R" es un
conjunto cerrado y convexo. En [16] los autores sugieren calcular la direccion de
bisqueda considerando la solucién del problema cuadratico

Minimizar Qy(d)

sujeto a 2*+deC (4.3.16)

donde Qx(d) = 3d"Byd + Vf(a*)'d y By, € R™™ y es definida positiva tal que
|Brl| < Ly ||By'|| < L. En realidad, ellos consideran el caso particular: By, = vl
k

donde \™ es la eleccion del coeficiente espectral definida por

\P9 { min {/\méx,méx {)\mm, Ej:g—;;,i}} si (sM)Tyk >0
P9 —

)\méx si no,
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donde s* = a2k — 2% 1 y ¥ = V f(2*) — V f(2F71).

Al comparar los problemas (4.3.15) y (4.3.16) y teniendo en cuenta que la condi-
cion de optimalidad 6(z) = 0 se satisface si consideramos

2
v(x) := argmin @, (v) + Ivll® (4.3.17)
veC—{a} 26

vy 0(x) = p.(v(z)) + %, para cualquier 5 > 0 proponemos usar (4.3.17) para

obtener la direccién de busqueda en el Algoritmo 4.1.
Notemos que, sir =1,
T AT _
(") " = (") (Vf(a") = V(@) = g (s") = @ana(s").

Por lo tanto podemos considerar, en el caso multiobjetivo, una sucesion de pardmetros

{8y} definidos como

, , Sk Tsk .
B, = min {Bméxa max {/BmeJ wzk(sé)f)sozkfl(sk) }} Sl Pk (Sk) — Pgh-1 (Sk) >0
/Bméx si no,
donde s* = xF — 2*"1 y o, estd dado por (4.1.2). Este serd un tema para futuras
investigaciones.



Capitulo 5

El método Lagrangiano Aumentado

El objetivo de este capitulo es desarrollar un método Lagrangiano Aumentado pa-
ra resolver el problema multiobjetivo utilizando una funcién Lagrangiana Aumentada
vectorial.

Para analizar la posible extension al caso multiobjetivo analizamos en primer
lugar el caso escalar. Este estudio se presenta en la Secciéon 5.1. Se considera un
problema escalar con dos conjuntos de restricciones: en el nivel superior las restric-
ciones generales que se penalizan y en el nivel inferior restricciones de caja que no
son penalizadas. Se analiza la convergencia global a puntos K KT

En la Seccién 5.2 generalizamos lo obtenido en la Seccién 5.1 para un conjunto
méas general en el nivel inferior. Para obtener el resultado clasico de convergencia se
asume que el conjunto de restricciones del nivel inferior es cerrado, convexo y que las
restricciones cumplen la condiciéon de Abadie.

La novedad en las Secciones 5.1 y 5.2 es el uso de la condicion de Quasinormalidad
para el anélisis de la convergencia global a un punto K K'T.

Finalmente en la Seccion 5.3 analizamos la extension del método Lagrangiano
Aumentado al problema multiobjetivo. El subproblema para el método Lagrangiano
Aumentado para el MOP es vectorial y se estudia la convergencia global a puntos
regulares débiles utilizando la condicion de Quasinormalidad.
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5.1. Problema escalar con restricciones de cotas en
las variables en el nivel inferior

En esta seccion consideramos el siguiente problema escalar

Minimizar f(z)
sujeto a h(z)=0, g(z) <0, (5.1.1)
reX={xeR": [ <z<u}

donde consideramos a las funciones f : R - R, h: R* - R™ y g : R” — R? con
derivadas primeras continuas en un conjunto abierto que contiene a 2.

Definimos el conjunto Q@ = {z € R™ : h(z) = 0,g(x) < 0} que contiene las
restricciones que se penalizan en el método Lagrangiano Aumentado y las llamamos
restricciones del nivel superior. El conjunto X = {x € R" : | < z < u} para
l,u € R" l; < u;, contiene las restricciones del nivel inferior que no se penalizan.
En cada iteracion del método Lagrangiano Aumentado, para resolver el problema
(5.1.1), se busca encontrar una solucién aproximada del subproblema

Minimizar L(x, \€, pk, pp.)
sujeto a r € X

donde L(z, \, i, p) = f(x) + ¢(h(x), g(x), A, i, p) es la funcion Lagrangiana Aumen-
tada siendo ¢ la funcion de penalidad cuadratica:

S(h).gla) A1) = [i (o + ) + Z (i {00+ %})]

i=1 P
(5.1.2)
para A € R™, 1 € RP, i > 0 estimados de los multiplicadores de Lagrange y p > 0 el
parametro de penalidad.

Algoritmo 5.1 Los parametros utilizados por el algoritmo son los siguientes:

T€[0,1),y>1,p0 € Ry,

—00 < A < \MEX <60 Wi=1,...,m,
0 <@ < ™ <oo Vj=1,...,p,
A € (AR AmE] =1 ... m,

Al €0, Vi=1,....p,

=0
0? = max {gj(xo), —ﬁ} Vi=1,...,p.
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Hacer £ < 0.
Paso 1. Resolver el subproblema

Calcular (si es posible) z* € R" una solucién aproximada de

Minimizar L(x, \F, i*, pp.)

sujeto a v € X (5.1.3)
Paso 2. Estimar los multiplicadores de Lagrange
Para:=1,...,m calcular
AHE = NE o+ pihi(ab),
) B B (5.1.4)
)\;C+1 c [/\;nl’n7 )\;néx].
Para todo j = 1,...,p calcular
,U?+1 = max {07 ﬂ;ﬁ =+ pkg](xk)} ’
(5.1.5)

iy e [0, ),

ks
o = méx {gj(a:k), ——]} : (5.1.6)

Pk

Paso 3. Adaptar el parametro de penalidad. Si k =0 o
max{ | 7(z") oo [|0% oo} < 7méx{|2(z"H)]|oo, [l0° oo}

definir pgy1 = pg.
Sino, definir pg11 = vpk.

Hacer £ <+ k + 1. Ir al Paso 1.

El siguiente teorema y su corolario son analogos a el Teorema 3.1.8 y el Corolario
3.1.9 en el Capitulo 3. Por completitud los enunciamos.

Teorema 5.1.7. Supongamos que la sucesion generada por el Algoritmo 5.1 es tal

;o k . . * . N N |
ue lim 2" = ™. Entonces si g;(x*) < 0 se tiene que lim y; " =0
q keK gi(x") 1 keK Hi

k

Corolario 5.1.8. Si x* es un punto factible y llugx = x* entonces para todo 1 =
€

1,....p

, N S N I G
lim min {4+, —gi(2")} = 0.
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k

Suposicién 2. En el Paso 1 del Algoritmo 5.1, decimos que x* es una solucion

aproximada de (5.1.3) si
|| Px (z% — VL(z*, N*, %, pi)) — kaoo < € (5.1.9)
para {¢} tal que ka e = 0, e > 0 siendo Px(y) la proyeccion de y sobre X.
—00

Enunciamos a continuacién una proposiciéon sobre proyecciones que sera utilizada
en la prueba de la convergencia global.

Proposicién 5.1.10. [61]
[1Px (u+tv) — ul| < |[Px(u+v) = ull

para todo u,v € X, t € [0,1].

En el proximo teorema se analiza la convergencia a puntos factibles de la sucesion
generada por el algoritmo.

Teorema 5.1.11. Supongamos que la sucesion {mk} es generada por el Algoritmo
5.1 satisfaciendo la Suposicion 2 y que x* es un punto limite de {mk} Entonces x*
es punto estacionario de

Minimizar 3 (Hh(:c)H2 + ||méx {0,9(1’)}H2)

112
sujeto a = € X. (5 )

Demostracion. Sea K; C N tal que kll/%l ¥ = 2*. Como 2* € X y X es cerrado
v

tenemos que z* € X. Supongamos que la sucesion {p,} de parametros de penalidad
generada por el Algoritmo 5.1, cumple prp.1 = pr para todo k a partir de cierto k.
Luego lim h(2*) =0y lim ¢" = 0. Entonces h(z*) = 0.

keK; keK1

Ahora, si g;(z*) > 0 para algtin j = 1,...,p entonces g;(z¥) > ¢ > 0 para todo
ke K, k> k.

ok
Como {pi} y {f"} son acotados se contradice que khI[I(l max 4 g;(2%), e
ekl Pk

Por lo tanto g;(z*) < 0 para todo j = 1,...,p. Luego z* es un punto factible y por
lo tanto es un punto estacionario de (5.1.12).

Luego, supongamos que kh’m pr = 00. Por (5.1.9)
— 00

lim HPX(xk — VL(" \*, ¥, pr)) — ka =0, (5.1.13)
keK; o0
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siendo
YLk, N, i, pi) +ZWh )+ or > ha(a¥)Vhi(ab)+
= (5.1.14)
Zmax{() u] + prgi(x }ng
7j=1
Dividiendo por p; en (5.1.14) y usando (5.1.13) y la Proposicion 5.1.10
Vf
. k_ k
Jim | Py (x Z)\ Vh,(x Zh a*)—
(5.1.15)

=0.

o)

ZmaX{O gj(x ) o }ng( )) —ak

Como {\*}, {i*} son acotados y V f, Vh;, Vg, son continuos, se obtiene que

Py (:p —Zhi(x*) ZmaX{O g; (%)} Vg, (z )) — 7

=0.

[e.o]

Por lo tanto, utilizando el Lema 2.1.7, x* es punto estacionario de

ggg% (I1h(2)]* + l[méx {0, g(2) }]I)

Observar que si {px} es acotado se demuestra que todo punto limite es factible.
Si {px} no es acotado se demuestra que todo punto limite es un punto estacionario
de (5.1.12). Luego, en este caso, la convergencia a un punto factible depende de la
solucion del problema (5.1.12) en el que se minimiza el cuadrado de la infactibilidad.

El teorema de convergencia global del Algoritmo 5.1 establece condiciones bajo
las cuales un punto limite de la sucesion {z*} es un punto KKT de (5.1.1).

Teorema 5.1.16. Un punto z* € X NQ es KKT para el problema (5.1.1) si y solo
st existen A € R™, p € RP, > 0 tales que

Py (3: —Vf(z Z)\Vh Zu]vgj )—x =0

pi=0sigj(x*)<0conj=1,....p.
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Demostracion.

=) Supong@mos que z* es un punto KKT de (5.1.1) entonces existen A\ € R™,
pERP, >0, A€R", peR", A>0, >0 tales que y;g;(z*) =0, j=1,...,p,
)\j(l]—a:)*o pi(r; —u;))=0j=1,....,n

+ZAVh +Zu]Vg] +ZA —e;) + > fije; =0.  (5.1.17)
j=1

Sea y* = Px (x* —

Yy =a.
Por definicién de proyecciéon, y* es solucion del problema convexo

y—( [ +Z)\Vh +Zﬂjvg] )]

Pero por (5.1.17) z* es un punto K KT para el problema anterior y como el problema
tiene solucion tnica debe ser y* = z*.
<) Ahora supongamos que

x*—PX<x*— +Z>\Vh +Zujvgj D

con f1 > 0, p1;g;(x*) = 0 para j =1,...,p. Luego =* es solucion del problema convexo

y—( [ +Z)\Vh +Zujvg] D

0, \j(l; — %) =0, f(r5 —uj) =0, j =1,...,n, tales que

)+ Z NiVh(z*) + Z w1 Vg,(z ] ) . Quiero ver que

. 2
min —
yeX 2

. 2
min —
yeXx 2

Z)\ —€; +Zu]ej—0

Por lo tanto z* es un punto K KT para el problema (5.1.1) . 0

Teorema 5.1.18. Supongamos que la sucesion {xk} es generada por el Algoritmo 5.1
satisfaciendo la Suposicion 2 y que x* es un punto limite de {xk} que es Quasinormal
para QN X en el sentido de la Definicion 2.5.16. Entonces x* es un punto KK'T para
el problema (5.1.1).
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Demostracion. Sea K C N tal que Illrlr% 2% = 2*. Por (5.1.9) tenemos que
€

| Px (a® — VL(z*, N, i¥, pr)) — kaOO < €. (5.1.19)
Luego por (5.1.4) y (5.1.5)
VL(zk, N, 5k, pr) = Vf(a") + Z AT B, () + Z PV g (2h). (5.1.20)

Supongamos que la sucesion { (1, \"*!, zF*1)} es acotada, luego existen K; C K,

A€ R i€ RP, >0,y por el Teorema 5.1.7 ji; = 0 si g;(z*) < 0 tales que

y khr}r{l (1, \*F1 1) = (1, A, ). Luego, tomando limite para k € K; en (5.1.19) y
SV36}

usando (5.1.20) obtenemos

J=1

Luego por el Teorema 5.1.16 tenemos que z* es un punto K KT para el problema
(5.1.1).

Si la sucesion { (1, \*1, ¥™1)} no es acotada, definimos 0, = ||(1, \¥1, pF 1) .
Se tiene que §, — 00y ademas dividiendo por d; en (5.1.20) obtenemos, por (5.1.19)
y la Proposicion 5.1.10,

)\k-‘rl p k+1

Px (:ck—é—lka(:c’“) Z 5 V") = S F 5 ng<x’“>>—x’“

=1 7j=1

(5.1.21)

Como {(i, ’\kH, ’“‘Hl)} es acotado existen K C K, A € R™, ;i € RP tales que

Ok Ok
1 )\k—i—l uk’ﬂ
I —_ — = (0, A\
klerﬁ(ék’ 5 5k> (0, A, ),

COn A1y ..oy Ay fl1, -« - 5 Hp, 10 todos nulos y > 0. Por lo tanto, por la continuidad
de Vh(x) y Vg(z), tomando limite para k € K en (5.1.21) obtenemos

P (:1: —Z)\ Vhi(x Zﬂ]vg] >

=1

=0

[e.9]

que equivale, por la Observacion 2.3.23 a

—ZWh Zw% ) € Nx(z%).
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k+1 ~ ~
Como lim 5= Ay ML= Nk peh(2F), entonces, por ser {)\k} una sucesion
keK k
Yk h Ik
acotada, lim — =0 y lim prh(a”) =\
keK O keK &

Luego si \; # 0 existe k; € K tal que para todo k € K, k > ki, h;(zF)\; > 0.
k+1

De manera analoga, 1im = py pF = max {0, z* + prg(z¥)} , entonces como

keK 5k
" pro”
{ﬁk} es acotada lim — = 0 y lim =
kek O kek Ok

Luego si p; > 0 existe ky € K tal que para todo k € K, k > ko, afpj > 0,
entonces g;(z¥)p; > 0.
Y por lo tanto se contradice la definicion de Quasinormalidad, luego debe ser la su-
cesion { (1, \¥H1, uFH1) 1 acotada. O

5.2. Problema escalar con restricciones que satisfa-
cen la condiciéon de Abadie en el nivel inferior

En esta seccion consideremos el siguiente problema escalar con restricciones ge-
nerales

Minimizar f(x
sujeto a h(zx) =0, g(z) <0, (5.2.1)
reN={zreR":h(z)=0,g(z) <0}

donde Q2 = {z € R" : h(z) = 0,¢g(x) < 0} contiene las restricciones que se penalizan,
llamadas restricciones del nivel superior y Q = {x € R" : h(z) = 0, g(x) < 0} contiene
las restricciones del nivel inferior que no se penalizan. Consideramos h : R* — RZ, ¢
R™ — R2. Como ya hemos mencionado, en cada iteracion del Lagrangiano Aumentado
para resolver el problema general se busca encontrar una solucién aproximada del
subproblema

Minimizar L(x, Nk, u®, pp)

sujeto a x € )

siendo L(x, \*, %, o) = f(x) + ¢(h(z), g(x), \, i, p) para ¢ dada por (5.1.2).

(5.2.2)

Para obtener los resultados clasicos de convergencia global vamos a suponer que
el conjunto 2 = {z € R" : h(z) = 0,g(x) < 0} es un conjunto cerrado, convexo y
que las restricciones h, g cumplen la condicion de Abadie.
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Algoritmo 5.2 Los parametros utilizados por el algoritmo son los siguientes:

T7€[0,1),y>1,p0 € Ry
—00 < AP < AP o0 Vi =1,...,m,
A g [Amin \mdx] g =1 m,
0 <@ < ™ <oo Vj=1,...,p,

i € [0, @] Vji=1,...,p,

—0
o) = max {gj(xo), —ﬁ} Vi=1,...,p.

Hacer k < 0.
Paso 1. Resolver el subproblema
Calcular (si es posible) z* € R™ una solucién aproximada de

Minimizar L(z, j\k,_ﬂk, Pk)

sujeto a x € () (5.2.3)
Paso 2. Estimar los multiplicadores de Lagrange
Para:=1,...,m calcular
AHE = NE o+ prhi(ab),
) B B (5.2.4)
)\fﬂLl c [/\;nin’ )\;néx].
Para todo j = 1,...,p calcular
Pt = max {0, 7¥ + prg; («¥) ), g5 € [0, pP] (5.2.5)

s
U;»“ = méx {gj(xk), ——j} (5.2.6)

Paso 3. Adaptar los parametros de penalidad Si k=0 o
méx{[|A(*) ]|, lo* oo} < 7 max{[|A(z" ) [loo, [l oo }

definir pg1 = pg.
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Sino, definir pg11 = Ypk.

Hacer k£ < k + 1. Ir al Paso 1.

Observacion 5.2.7. Las restricciones del conjunto Q) cumplen la condiciéon de Abadie
entonces, para cada x € €)

La(z) = Tg ().
Luego
Lo(x) = T (),

y, por la definicion de cono normal y el Teorema 2.3.8 se tiene que

Por lo tanto para cada z € Q

m p
x) = {Zgivm(w) + Zﬂngj(x) Do, 20, p=0si gj(m) < O} :
i=1 Jj=1

Las condiciones (i) y (ii) de la definicion 2.3.16 se satisfacen en z* € ) si existen
AeR™ peRP >0 tales que

(Z/\Vh +Zujvgj )eNQ(x*).

Es decir si existen A € R™, p € R, p > 0 tales que

p

(Z AiVhi(z*) + Zw% ) =3 A Vi) + > 1,Vg (x").

i—1 j=1

k

Suposicién 3. En el Paso 1 del Algoritmo 5.2, decimos que x* es una solucion

aproximada de (5.2.3) si
para {e;} tal que kh’m e = 0, € > 0 siendo Py(y) la proyeccion de y sobre Q.
—00

Observar que se puede proyectar sobre {2 porque suponemos que es un conjunto
convexo y cerrado.

Teorema 5.2.9. Un punto z* € QNQ es KKT de (5.2.1) si y solo si existen A € R™,
e RP >0 tales que

Py (m —Vf(z Z)\Vh Z,uJVgJ )—x =0

pi =0 si gj(z*) <0 para todo j =1,...,p.
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Demostracion.

=) Supongamos que z* es un punto K KT de (5.2.1) entonces existen A € R,
p € R >0 A€R™ pueRE u >0, tales que pjgi(r*) =0, 5 = 1,...,p,
ngj(x*):szl,...,Qy

+Z/\Vh +Zu3vg] +Z>\Vh +Zqu =0.

(5.2.10)

Sea y* = Py (90 - [ -I—Z)\ Vhi(x -I—Z,%ng ]) . Quiero ver que

Por definicion de proyeccion, y* es solucion del problema convexo

y—(x*—[ +Z>\Vh +Zujvg] )]

Pero por (5.2.10) z* es KKT para el problema anterior y como el problema tiene
solucion dnica debe ser y* = x*.
<=) Ahora supongamos que

= Py (m*— +Z>\Vh +ZNJVQJ ])

con p >0, pjgj(z*) = 0. Luego z* es solucion del problema convexo

y—(m*—[ —l—Z)\Vh +Zu]vgj D

entonces existen A € R™, u € R, > 0, Ejgj(x*) =07=1,...,p, tales que

m p
i—1 j=1

Por lo tanto z* es un punto K KT de (5.2.1) . 0

. 2
min —
y€eN 2

. 2
min —
yeQ 2

+Z)\ Vh(x +Zujvg]

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la demostracion del Teorema
0.1.11.
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Teorema 5.2.11. Supongamos que la sucesion {mk} es generada por el Algoritmo
5.2 satisfaciendo la Suposicion 8 y que x* es un punto limite de {mk} Entonces x*
es punto estacionario de

Minimizar (Hh(I)H2 + [Jméx {O,g(x)}||2) (5.2.12)
sujeto a x € Q. o

En el siguiente teorema se establece la convergencia global del Algoritmo 5.2.

Teorema 5.2.13. Supongamos que la sucesion {l‘k} es generada por el Algoritmo
5.2 satisfaciendo la Suposicion 3 y que x* es un punto limite de {xk} que satisface
la definicion de Quasinormalidad (2.3.16) y ademds, las restricciones del conjunto €
cumplen la condicion de Abadie. Entonces x* es un punto KKT de (5.2.1).

Demostracion. Sea K C N tal que 11“?( 2% = 2*. Por (5.2.8) tenemos que
S

| P (2% — VL(2*, N, 1%, o)) — 2| < e (5.2.14)
Luego, por (5.2.4) y (5.2.5) tenemos que

VL(z*, N, i, o) Z)\’““Vh +Zu§+1ng( M. (5.2.15)

7j=1

Supongamos que la sucesion {(1,)\’““7#’““)} es acotada, luego existen Ky C K,
Ae R™ peRP, >0y por el Teorema 5.1.7 p; = 0 si gj(z*) < 0 tales que

kh’III(l (L, A" ") = (1,A, p). Luego, tomando limite para k € K; en (5.2.14) y
53461

usando (5.2.15) obtenemos

PQ<$*_( +Z)\Vh +Zujvg] >>_

Por lo tanto, por el Teorema 5.2.9, * es un punto K KT de (5.2.1).

Si la sucesion { (1, \**1, u*1)} no es acotada, definimos 6, = ||(1, A*F1, p*+1) .
Se tiene que 0y — oo y ademés dividiendo por d; en (5.2.15) y usando la Proposicion
5.1.10, por (5.2.14) se tiene

(5.2.16)
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)\k‘+1 #k‘+1
I 516 9 6/9

1 )\k’+1 Iuk+l
— — =(0,A
(555 ) = 0am,

para Ai, ..., Am, [, ..., [p, DO todos nulos y p > 0. Por lo tanto, por la continuidad
de Vh(z) y Vg(x), tomando limite en (5.2.16) obtenemos

Como la sucesion {(é )} es acotada existe K C K, tal que

lim
keK

Ps (x —Z)\Vh Zujvgj ) =0.
=1 .
Que equivale, utilizando la Observacion 5.2.7 a — Z AiVhi(x Z,u]Vg]
=1
Ng(z"), pues
" = Py <x —Z)\Vh Zu]vgj )
=1
es equivalente a que x* es solucién del problema convexo
) 2
—ly — — ANiVh(z \Y
il (-~ B -Fomue)
Luego
m b
—z* + (:c — Z NiVh;(z ZMJVgJ ) = ZAthi(a:*) + ZEngj(a:*)
i=1 i=1 j=1

Es decir existen A € R™, p € RE, u > 0 tales que

(Z)\Vh +Zujvgj ) Z)\Vh )+ > 1, Vg, (")

Luego, las condiciones (i) y (ii) de Quasinormalidad para Q N se satisfacen ya que
ALy ooy Amy H1, - - - [y, sON 1O todos nulos tales que

<Z)\Vh +Zujvg] *>€NQ(1’*).

k+1 ~ -
Como lim = Ay AL = \F 4 pph(2), entonces, como {)\k} es acotada,
keK k
AE h(z*
h’m—:Oyh’mpk—(x):)\.

kekK O kek O
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Luego si \; # 0 existe k; € K tal que para todo k € K, k > ki, h;(z¥)\; > 0.

k41
Ademas, como 1im =K pF = max {0, i* + prg(z*)} , entonces como {i*}
keK O
= k
o
es acotada lim He y lim PrO_ _
kCK Ok kek Ok

Luego si pu; > 0 existe ky € K tal que para todo k € K, k > ko, afuj > 0,
entonces g;(z¥)p; > 0.

Y por lo tanto se contradice la condicion de Quasinormalidad, luego la sucesion
{(1, A1 pFF1) L es acotada. O

5.3. Problema multiobjetivo con restricciones que
satisfacen la condicion de Abadie en el nivel in-
ferior

En esta seccién analizamos la extension del método Lagrangiano Aumentado de
la seccion anterior al problema de optimizaciéon multiobjetivo

Minimizar F(z)
sujeto a h(z)=0, g(z) <0, (5.3.1)
reX={zxecR":h(z)=0,g(r) <0}

donde F' : R* — R", F(z) = (Fi(z),...,F.(x)), h : R* - R™ ¢ : R" — RP, son
funciones dadas. El conjunto 2 = {x € R" : h(z) = 0,g9(z) < 0} contiene las res-
tricciones que seran penalizadas y las llamamos restricciones del nivel superior. El
conjunto Q = {x € R" : h(z) = 0,g(x) < 0} siendo h : R* — R™ g : R" — R2,
contiene las restricciones del nivel inferior que no seran penalizan. Suponemos que
Q) es un conjunto cerrado, convexo y las restricciones que lo definen satisfacen la
condicion de Abadie.

En cada iteracion del método Lagrangiano Aumentado para resolver el problema
(5.3.1) se busca encontrar una solucion aproximada del problema multiobjetivo

Minimizar L(x,\, j1, p)
sujeto a x € €

donde L(z, \, i1, p) = F(x)+o(h(z), g(x), \, i1, p)(1,...,1)T esla funciéon Lagrangiana
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Aumentada vectorial siendo
m >\7, 2 p )
i=1 j=1

para A € R™, u € RP estimados de los multiplicadores de Lagrange, p > 0 el para-

metro de penalidad y el vector (1,...,1) € R". La funcién £ es una funcion vectorial
dada por £ = (Ly,...,L,) siendo

(hxx) T %) + 5 (max{0, u; + pg; <w>}>2] ,

i=1 j=1

paracadai=1,... 7.

En el Paso 1 del algoritmo se calcula (si es posible) 2% € R™ una solucién aproxi-
mada del problema multiobjetivo

Minimizar L(z, \F ,ﬂk, Pk)

sujeto a x € ) (5.3.2)

siendo A*, u* estimados de los multiplicadores de Lagrange y p; parametro de pe-
nalidad. En la siguiente definicion estableceremos el concepto que le damos a una
solucion aproximada de (5.3.2).

Suposicién 4. Decimos que z*

w(z®) € R7, Zwl(xk) =1, tal que
i=1

es una solucion aproximada de (5.3.2) si existe

ol = [Pole* — AT A e ) — ] <
para {e;} C R tal que Jim e, =0, e 2 0y B > 0 tal que fy € [Binin; Bmiix] -
—00

Observacion 5.3.3. El vector v(z¥) en este caso se puede calcular con el algoritmo
del gradiente proyectado para el MOP presentado en el capitulo anterior.

Algoritmo 5.3 Los parametros utilizados por el algoritmo son los siguientes:

7€[0,1),y>1,p0 € Ry,
—00 < A < \MEX <60 Wi=1,...,m,
A € [Amn AmEX] =1 m,
0 <™ < g™ <oo Vj=1,...,p,
iy €0,m%] Vi=1,....p,

0? = max {gj(xo), —M—J} Vi=1,...,p.
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Hacer k£ < 0.
Paso 1. Resolver el subproblema
Calcular (si es posible) x* € R™ una solucién aproximada del subproblema mul-

tiobjetivo _
Minimizar Lz, \¥, i*, py,)

sujeto a x € ) (5.3.4)
Paso 2. Estimar los multiplicadores de Lagrange
Para:=1,...,m calcular
N = N+ prha(at),
) B B (5.3.5)
)\erl c [)\lmin, )\;néx].
Para todo 5 = 1,...,p calcular
M?H = max {0, ﬂ? + prg;(2*)} aﬂ?“ € [0, ﬁjméx] (5.3.6)
ks
ol = max {gj(mk), ——]} (5.3.7)
Pk

Paso 3. Adaptar los parametros de penalidad Si £k =0 o
méx{[|A(2°) ]|, l0* oo} < 7max{[|A(2" )|, [lo° |oo }

definir pg1 = pg.
Sino, definir pgi1 = Ypk.

Hacer £ <+ k + 1. Ir al Paso 1.

Teorema 5.3.8. Supongamos que la sucesion {xk} es generada por el Algoritmo 5.3
satisfactendo la Suposicion 4 y que x* es un punto limite de {xk} Entonces x* es
punto estacionario de

Minimizar % (||h(:lc)H2 + ||H1:51X {079@)}”2)

sujeto a x € () (5.3.9)

k

Demostracion. Sea K; C N tal que lim z¥ = z*, como 2% € Q v Q es cerrado

keKy
tenemos que z* € ). La sucesion {5} es acotada, luego, sin pérdida de generalidad

existe 0 > 0 tal que lim (£, = (.
keK,



5.3 Problema multiobjetivo con restricciones que satisfacen la condicién de Abadie
en el nivel inferior 71

Supongamos que la sucesion {p,} de pardmetros de penalidad generada por el
algoritmo cumple p,1 = pi para todo k a partir de cierto ky. Entonces khrl? h(z") =0
€K

v khr}r(l o, = 0 entonces h(z*) = 0 y verifica que g(z*) < 0. Por lo tanto z* es factible
€

y entonces z* es punto estacionario de (5.3.9).

Luego, supongamos que lim pp = oo. Por la Suposicion 4,
keK,

Aim [ Po (2 = B L0, X 1, i) P (@?)) — 28| =0 (5.3.10)

siendo

m P
Bid L(x*, N, ¥, o) Tw(ab) = B FT(a*)w(a®) + B Y (A + prhi(a®)) Vhi(@*) 4+, > max {0,
i=1 j=1
(5.3.11)
donde hemos usado que Z w;(2%) = 1.

i=1

Dividiendo por p; en (5.3.11) como {Af}, {fih} son acotados para k € Ky y VF,
Vh;, Vg; son continuos, tomando limite para & € K se obtiene que

Ps <x* - [Z hi(z*)Vh Zmax{() gj(x*)} Vg;(z )]) — "

Por lo tanto, por el Teorema 5.2.9 y por ser § > 0, z* es punto estacionario de
min ||2(z)||” + ||méx {0, g(x)}||* siendo Q = {z € R : h(x) = 0, g(z) < 0} cerrado y
e -

convexo. O

=0.

o0

En el siguiente teorema establecemos una equivalencia con la definicion de regu-
laridad débil para el problema (5.3.1).

Teorema 5.3.12. Un punto x* es reqular débil para (5.3.1) si y solo si existen § € R"
040, NeR", peRP >0, pgj(x*) =0 tales que

Pb(x—E:@VE }:AVh }:mv% >_$ﬁ20

=1

Demostracion.
=) Supongamos que x* es un punto regular débil de (5.3.1) entonces existen 6 € R”
97&0)\ERm,MERP,MEO,AERQ,HER&HZO,ujgj(x*):0,ﬂjgj(ac*):0
tales que

}:@VE +§:AVh +§:Mv% Y+ S AVt + Y Vg (a7) = 0

Jj=1 i=1 j=1
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Sea y* = Py <x — [Z OVF(x —i—Z)\ Vh(x —i—Z/LJVgJ ]) quiero ver

que y* = x*. Por definicion de proyecc1on y* es solumon del problema convexo

y—(m—[ZH;VFZ ZAVh +Zujvg] )]

Pero x* es un punto K K'T' para el problema anterior y como tiene soluciéon tnica
debe ser y* = z*.

1 2
min —
ye 2

<) Ahora supongamos que

7" = Py <x —[ZQNF, ZAVh +Zujvgj D
=1
para 6 # 0, u > 0, pjg;(z*) = 0. Luego z* es solucion del problema convexo

y—(x—[ZHZVFZ +Z>\Vh +Zujvgj D

=1

2
1

min —
yeQ

entonces existen A € R™, yu € R, u >0, ngj(x*) = 0 tales que

- (m - [Z&Nﬂ +Z/\ Vhi(x +Zujvgj >+ZANM$
=1

=1

Por lo tanto z* es un punto regular débil de (5.3.1). O

Teorema 5.3.13. Supongamos que x* es un punto limite de una sucesion {xk}
generada por el Algoritmo 5.3. Supongamos que x* es Quasinormal para Q2N en el
sentido de la definicion (2.5.16). Entonces x* es un punto regular débil de (5.3.1).

Demostracion. Sea K C N tal que lim 2* = 2*. Como z*

es una solucién aproxi-
keK

mada de (5.3.2) existe w(z) € R", sz =1, tal que

Hv(xk)Hoo = HPQ(.’L'k — B L(z* NE iF ) pr) T () — kaoo < €g.
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Luego, se tiene que
lim || Pa(a* — BT, 3, 7, pu) P (a) — o = 0 (5.3.14)

donde, por (5.3.5) y (5.3.6) se tiene

B L(*, N, 5F, p)"w(ah) = BT FT (aF)w(a®) + B Y N k() +
» = (5.3.15)
B> kg (h).

j=1
.
donde hemos usado que E w;(z%) = 1.
i=1
La sucesion {3} es acotada entonces tiene una subsucesion convergente, es decir,

existe K1 C Ky 8> 0 tal que lim 8 = .
ke Ky

Supongamos que {(Bkw(xk),ﬁk)\kﬂ, /Bk,uk“)} es acotada. Luego tomando limite
para k € K, existen § € R", A € R™, u € RP tales que

lim (Brw(zF), BN, Bep ) = (6, A, )

ke K4

y p; > 0, cumple, por el Teorema 5.1.7 p; = 0 si gj(z*) < 0y por (5.3.15) y (5.3.14)

Pg<x—<ZGNFl +Z>\Vh +Zujvgj >>_g;

Como ||w(z*)|| =1 tenemos que ||Brw(z*)|| = By y como khr}ré Brw(z®) = 6 se tiene
€K
que ||0|| = B # 0. Luego, por el Teorema 5.3.12 z* es un punto regular débil para el

problema.

Si no, definimos 65 = ||(Brw(a"), BA T, Bk T1)]|. Se tiene que 6, — oo y ademas
dividiendo por J;, en (5.3.15) y usando (5.3.14) se tiene

< €.
Ok

Brw” (*) JF (") By Z’” K Z”
P- k _ _ MK A.-H hi +1 .k
Q <17 (5k — 7 \4 ( VQ] Z

o0

(5.3.16)

.. k k41 Kt
La sucesiéon (5'“7“;}&33 ), Bk:;\k ; 5’“’§k

K C K1, A € R™, i € RP tales que

,Bkw(xk) 5k>\k+1 ﬁkuk—i-l _(O \ )
5]4; ) 6k; ) 6k; - ) nua

1 .
) es acotada pues su norma es 1. Luego, existen

lim
keK
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. 5kw($k> _

siendo Ay, ..., Ap, 1, . . -, fp, DO todos igual a 0 y p > 0. Observar que lim 5 =
keK k

0 ya que {ﬁkw(azk)} es acotada. Por lo tanto, por la continuidad de Vh(z) y Vg(z),

tomando limite para k € K en (5.3.16) se obtiene

=0

Py (x —Z)\Vh Zu]vgj )

=1 00

que es equivalente a — Z AiVhi(x Z wiVagj(x Ng(x*), pues

=1

t* = Py (x —ZAwL Zujvgj )

Luego x* es solucion del problema convexo

y—(x —Z)\Vh Zujvgj )

=1

2

min
yefd

Y

es decir existen A € R™, p € RE, u > 0, 19, (z*)=0

—x + (x — Z AiVhi(x Z 1iVai(x ) ZAivhi(x*) + Z&ng,(x*)

=1

que equivale a

<ZAWL +Zung] )zi&h —i—Zqu

Luego, la condicion (1) de Quasinormalidad para Q se satisface ya que

(Z)\ Vhi(z —i—Zu]Vg] > € Ng(z*)

con Ai, ..., Ay, f1, - .., tp, N0 todos igual a 0.
k41 _ _
Como lim 5= Ay AL = XF + pph(a®), entonces como {)\k} es acotada
keK k
2k h(zF _
lim — =0y lim P (@) = A. Luego si \; # 0 existe k; € K tal que para todo
keK O keK k
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k1
Como lim 5T AV Hk = méx {0, i* + prg(z*)} , entonces como {fi*} es acotada
keK k
ok k
lm & =0y 1fm 227 —
keK O keK O

Luego si p; > 0 existe ky € K tal que para todo k > ko af,uj > 0, entonces
g;(@*)p; > 0.

Y por lo tanto se contradice la Quasinormalidad, luego {é;} es acotada. O

En este capitulo se define una funciéon del tipo Lagrangiana Aumentada vectorial
y se define el algoritmo general del tipo Lagrangiano Aumentado que puede utilizar
el método PGM del Capitulo 4 en la resoluciéon del subproblema. Se demuestra con-
vergencia global utilizando la definiciéon de Quasinormalidad para el conjunto factible
junto con la condicién de Abadie para el conjunto de restricciones del nivel inferior
o que no fueron penalizadas.






Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis abordamos el estudio de métodos para la resoluciéon de problemas
de optimizacién con restricciones.

En el Capitulo 3 estudiamos una extension del conocido método Lagrangiano
Aumentado escalar al caso vectorial. En ese capitulo demostramos que el algoritmo
clasico Lagrangiano Aumentado escalar converge a un punto K KT utilizando una
condicion que no hahia sido considerada hasta este momento: Quasinormalidad.
Para la extension del método al contexto multiobjetivo la sucesién generada satisface
la condicion AK KT para el MOP dada recientemente en [40] que es una extension de
la conocida condicion AK KT del caso escalar definida mediante una escalarizacion
adecuada. La convergencia global de la sucesiéon a puntos regulares débiles se obtie-
ne usando la Quasinormalidad o la condicion C'CP. Demostramos que la condicion
AKKT para el MOP se puede obtener usando una clase diferenciable de funciones
débilmente crecientes que tienen gradiente no nulo.

En el Capitulo 4 presentamos un nuevo algoritmo para optimizacion multiobjeti-
vo con restricciones convexas. En cada iteracién, la direccidon de bisqueda se calcula
considerando un paso variable basado en ideas espectrales del caso escalar. La nove-
dad es el uso de una técnica de btusqueda lineal no monétona en lugar de la clasica
estrategia de Armijo. Probamos que cualquier punto limite de la sucesion generada
por el algoritmo propuesto es un punto estacionario del problema original. En el caso
convexo probamos la convergencia de toda la sucesion a un punto Pareto optimal
débil bajo suposiciones razonables.

Finalmente, en el Capitulo 5 se define una funcién del tipo Lagrangiana Aumen-
tada vectorial y el algoritmo Lagrangiano Aumentado en el cual el subproblema es
vectorial. El subproblema del algoritmo propuesto puede ser resuelto utilizando el
algoritmo PG M propuesto en el capitulo 4. Se demuestra convergencia global a pun-
tos regulares débiles utilizando la definicion de Quasinormalidad para el conjunto
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factible junto con la condicion de Abadie para el conjunto de restricciones del nivel
inferior o que no fueron penalizadas.
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