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Resumen

El estudio de procesos dinamicos en sistemas con topologias complejas es un
tema de gran interés actual, debido a sus aplicaciones en diversos campos de la
ciencia. En particular, los procesos de contacto que surgen de la interaccion entre
las unidades de un sistema han sido utilizados con gran éxito para modelar diversos
fenémenos en el campo de la fisica. Nosotros nos centraremos en estos procesos
aplicados a fendmenos sociales como la formacién de opiniones y la propagacion
de enfermedades en redes bidimensionales y redes complejas miiltiples, a partir de

simulaciones computacionales y algunas descripciones teéricas.

En el primer capitulo se describen los modelos de particulas interactuantes
en la Fisica Social que constituyen las dindmicas fundamentales utilizadas en este

trabajo.

En el segundo capitulo estudiamos un modelo de dinamica de opiniones que
explora la competencia entre la persuasion y el compromiso en una poblacién de
individuos que interacttian en una red cuadrada bidimensional. Esta competencia
es modulada por una variable r para la cual el sistema tiene comportamientos bien

diferenciados: centralizacion y bipolarizacion.

En el tercer capitulo analizamos la interaccion entre dos procesos diferentes,
la formacién de opiniones y la propagacion de una enfermedad en una poblacion de
individuos utilizando una red compleja de miltiples capas, donde estas se acoplan
a través de sus enlaces. Ambas dindmicas se ven modificadas por la presencia del
acoplamiento, cambiando el tipo de transicion de fase sana-endémica y la naturaleza

del consenso.

En el cuarto capitulo describimos otro modelo sobre redes multiples: la dise-
minacion de una epidemia y la divulgacion de la informacion sobre el conocimiento
de esa enfermedad y sus métodos de prevencion. Encontramos que la velocidad de

propagaciéon de la informaciéon no siempre reduce el brote de la epidemia.

Por tltimo presentamos las conclusiones generales y las perspectivas de este

trabajo.
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Introduccion

En los ultimos anos hemos sido testigos de una gran expansion en el estudio
de la Fisica Social [1]. Esta rama de la fisica interdisciplinar utiliza métodos y
conceptos de la Fisica Estadistica y de los Sistemas Complejos para el estudio de
fendmenos sociales colectivos. Diversos tipos de interacciones sociales entre indivi-
duos han sido explorados con el objetivo de hacer un estudio tedrico de algunos
fenémenos sociales utilizando diversos mecanismos propuestos en el marco de la
dindmica de particulas interactuantes, describiendo el comportamiento colectivo

con patrones macroscopicos simples.

Al referirnos al estudio de fenémenos sociales, nos referimos al estudio de los
comportamientos que transcurren dentro de una sociedad, que pueden ser reali-
zados por algunos miembros o por su totalidad y que implica, necesariamente,
relaciones entre las personas. Estas relaciones conllevan, en términos de la Fisica So-
cial, procesos de contacto: formacién de opiniones, auto-organizacién, cooperacion,
propagacién de epidemias, transmision de informacién, intercambios econémicos,

coexistencia de lenguas, entre otros [1].

Uno de los fenémenos sociales mas estudiados por medio de los procesos de con-
tacto es la formacion de opiniones en una sociedad. Los estudios de este fenémeno
se basan en la observacién de acuerdos o discrepancias acerca de un determina-
do tema entre personas que mantienen una conversacién, y que da origen a un

comportamiento colectivo (a nivel grupal).

Varios mecanismos han sido propuestos en la literatura de las ciencias sociales
que estudian el comportamiento humano, y que intentan explicar el proceso del
consenso de opiniones en un grupo de personas [2,3]. La aparicién de consenso global
es consecuencia directa de la interaccion entre las personas que van modificando su
postura al conversar con sus pares, generando acuerdos a nivel local, y que terminan

produciendo un acuerdo a nivel grupal.



2 Introduccién

Uno de los mecanismos més explorados es el de presion social [2], mediante el
cual una persona adopta una opiniéon en base a las opiniones de las personas del
entorno que la rodea. Es decir, antes de tomar una decision, la persona consulta
a sus allegados y luego decide de acuerdo a las respuestas que recibe. El modelo
del votante [4H7] es uno de los modelos més estudiados que ponen a prueba este
mecanismo. En este modelo, cada persona puede elegir entre dos opciones posibles
sobre un asunto determinado: SI o NO. Dos personas que mantienen algin tipo de
contacto, ya sea fisico o electrénico, estan conectadas por una enlace, y todas juntas
forman una red compleja de interacciones sociales. Cuando una persona tiene que
decidir, simplemente adopta la opinién de uno de sus contactos vecinos elegido al
azar. Este proceso de imitacion local produce una competencia entre dos opiniones
a nivel global y conduce, luego de muchas interacciones, al consenso total de una
de las opiniones. Este modelo es anédlogo al modelo de Ising con spin 1/2 que se
utiliza para estudiar el ferromagnetismo, donde las opciones SI/NO corresponden
a las dos direcciones posibles de los espines (1 / ), los cuales tienden a alinearse
con sus espines vecinos en una red cuadrada, dando origen a un ordenamiento a
nivel global que depende de la temperatura. Otro modelo muy estudiado es el de
la mayorfa [8,9], donde una persona alinea su opinién con la de la mayoria de
sus vecinos, porque siente la presion de opinar como lo hace la mayor parte de su
entorno. Este simple mecanismo también genera un consenso global pero en una

escala temporal menor que la del modelo del votante.

Los procesos de contacto también han sido empleados en el campo de la epide-
miologia, para estudiar la propagaciéon de enfermedades contagiosas [10-12]. Mu-
chas de estas enfermedades se transmiten a través del contacto fisico o por cercania
entre personas. Esto se modela asumiendo que en la poblacién existen personas sa-
nas que son susceptibles a ser contagiadas por sus vecinos infectados en la red de
interacciones. Entre los modelos mas empleados figuran el Susceptible-Infectado,
en el que las personas contraen la enfermedad y mantienen este estado en forma
indefinida, como pasa con el HIV. El modelo Susceptible-Infectado-Susceptible,
en el que los infectados vuelven a ser susceptibles al sanarse luego de un tiempo y
pueden infectarse nuevamente, como ocurre con la gripe, y el Susceptible-Infectado-
Recuperado, en el que las personas no pueden volver a infectarse ni transmitir la
enfermedad una vez que se recuperan. En todas estas dindmicas aparece una tran-
sicién entre una fase sana y una fase endémica (donde gran parte de la poblacién

contrae la enfermedad).
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Los procesos de formacion de opiniones y propagacion de enfermedades que
acabamos de describir han sido, hasta el momento, estudiados de forma separada.
Es natural en las ciencias fisicas lograr un aporte al entendimiento de sistemas que
se encuentran aislados, debido a que el reduccionismo facilita la formulacion y el
analisis de estos problemas. Sin embargo, es sabido que los fenémenos sociales de
la vida real no estéan aislados, sino que dependen y se afectan entre si. En el caso
particular de los procesos de contacto antes mencionados, se espera que la propa-
gacion de enfermedades afecte la forma en la que la gente se relaciona, modificando
las interacciones y por consiguiente la toma de decisiones y formacion de opinio-
nes. Por otro lado, los patrones de contacto entre personas se ven influenciados
por la opinién personal, dado que una persona tiende a relacionarse con personas
que piensan similar, por una cuestion de seleccion social. La eleccion del circulo de
contactos frecuentes puede influir en la probabilidad que tiene una persona en con-
traer una enfermedad. Por lo tanto, existe una coevolucién entre las dos dindmicas,

debido al acoplamiento entre los procesos de opiniones y enfermedades.

Para modelar procesos que incorporen este acoplamiento de la vida real se
han propuesto recientemente las redes de multiples capas [13-17], donde en cada
red o capa se propaga un proceso diferente. El acoplamiento se da a través de los
nodos, que actian como nexo entre las diferentes redes. Es decir, se asume que los
individuos que forman el sistema son fijos y que existen varias clases de enlaces, una
por cada proceso. Existen trabajos donde se pudieron caracterizar estas estructuras
topoldgicas en sistemas reales [14], y se han determinado una serie de propiedades
interesantes debidas al acoplamiento, como la facilitaciéon en la propagacién de

informacién [16], y la aceleracién de procesos difusivos sobre las dos capas [17].

En esta propuesta de trabajo utilizaremos este enfoque de experimentacion
para contribuir a su estudio. Pretendemos dilucidar como estas dinamicas de for-
macion de opiniones y propagacion de enfermedades se ven afectadas en presencia
de un acoplamiento mutuo, con miras a explorar otras dindmicas que relacionen

diversos fenomenos sociales.
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Capitulo 1

Modelos de particulas interactuantes en
la Fisica Social

Como se mencioné en la Introduccién de este trabajo, los modelos de particu-
las interactuantes son utilizados para describir algunos de los procesos que ocurren
en la sociedad, donde los componentes basicos no son particulas, sino seres huma-
nos que interactiian con sus pares. Esta interaccion entre individuos, hace posible
que podamos formular modelos matematicos y computacionales para realizar una
descripcion mas detallada de los fenémenos que queremos estudiar. Proponer estos
modelos implica, por una parte, definir reglas microscépicas realistas y luego inferir
la fenomenologia macroscopica a partir de la dindmica microscopica propuesta. Las
caracteristicas de estos modelos estan pensadas en términos de un pequeno con-
junto de variables cuya dindmica estd determinada por las interacciones sociales.
Las preguntas relevantes que se intentan responder se relacionan con la tendencia

de los agentes que interactiian a ser mas parecidos, llevando al sistema a un orden.

Dos de los procesos mas estudiados en una sociedad por medio de la formu-
lacién de modelos de particulas interactuantes son la formacion de opiniones y la
propagacion de enfermedades contagiosas. En este capitulo describiremos los mode-
los fundamentales de ambas dinamicas asi como las diferentes topologias utilizadas

en la realizacion de esta tesis.

1.1. Redes Cuadradas Bidimensionales

Las Redes Cuadradas Bidimensionales fueron concebidas como herramientas
matematicas, especialmente en geometria y teoria de grupos para describir proble-
mas de indole diversa. Una red cuadrada bidimensional o reticulo se suele repre-

sentar en el espacio como una celda o malla.



6 1.2. Redes Complejas

En el campo de la Fisica, especificamente en ciencia de los materiales y fisica
del estado sélido, una red es sinonimo del esqueleto de una estructura cristalina,
una matriz de puntos regularmente espaciados en tres dimensiones coincidiendo con
las posiciones de los &tomos o moléculas en un cristal. Mas en general, modelos que
utilizan este tipo de redes se estudian en Fisica Estadistica, muy frecuentemente

mediante técnicas de Fisica Computacional.

TT
4T
T3
1T
TT

Figura 1.1: Red cuadrada bidimensional con espines en cada casilla cuyas orienta-

- [ =
| [ ==
= | =

ciones son: 1 color azul y | color rojo.

En la Fig. [I.1] se muestra una red cuadrada bidimensional. Cada casilla de la
red estd ocupada por un espin con cierta orientacion, una manera muy comun de

modelar sistemas magnéticos como el Modelo de Ising [18§].

1.2. Redes Complejas

Las Redes Complejas son estructuras matemadticas formadas por nodos (o

vértices) conectados por enlaces (o aristas) conocidas como grafos (ver Fig|l.2)).

El desarrollo en el estudio de las propiedades estructurales y dinamicas de las
redes complejas ha sido extenso y ha permitido la publicacion de cientos de articu-
los en revistas de investigacion cientifica de diferentes disciplinas que abarcan fisica,
biologia, sociologia, economia, por mencionar algunos ejemplos. Este interés en las
redes complejas radica en que se ha descubierto que dichas redes abundan en la
naturaleza, son parte de nuestra vida diaria y se presentan a diferentes niveles
de organizacién. Por ejemplo, algunas redes bioldgicas que encontramos en el ni-

vel microscépico son las redes de proteinas, redes neuronales, redes metabdlicas.
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Por otro lado, a un nivel de organizacion mucho mayor, encontramos las redes de
comunicacién (internet, redes telefénicas, entre otras), redes sociales (amistades,

colaboradores cientificos, propagacién de informacién, de enfermedades...).

Nodo O

O ...
O ¢ ° O
O

Figura 1.2: Red compleja la cual se compone de nodos y enlaces.

Durante mas de un siglo, el modelado de muchos procesos se ha realizado bajo
la suposicién implicita de que los patrones de interaccién entre los elementos del
sistema podian ser representados por medio de una estructura regular al estilo de
un reticulo euclideo (una red bidimensional en 2D). A finales de 1950, dos ma-
tematicos, Erdos y Rényi (ER), hicieron un gran avance en la teorfa matemaética
clasica de grafos que revolucionaria la forma en que se pueden modelar estos proble-
mas describiendo una red con topologia compleja por medio de un grafo aleatorio,

estableciendo los fundamentos de la teoria de redes aleatorias.

Con el paso del tiempo y el avance en las herramientas computacionales, surgie-
ron diferentes tipos de redes complejas. En 1998, con el fin de describir la transicion
de una red regular en una red aleatoria, Watts y Strogatz (WS) introdujeron el
concepto de Red de Mundo Pequenio [19], esta red fue utilizada para explicar el
experimento realizado hace mas de 40 anos y que dio lugar al llamado “principio de
los seis grados de separacién”, propuesto por el psicélogo social Milgram a finales
de 1960, y que establece que entre cualesquiera dos personas del mundo hay una
media de 6 conexiones de amistad, independientemente de lo lejanas que estén di-
chas personas. Una caracteristica importante y comun al modelo de redes aleatorias
(ER) y al de mundo pequenio (WS) es que la funcién de distribucion de grados tiene
un maximo en el valor medio del grado y decae exponencialmente, lo que quiere
decir que casi todos los nodos de la red tienen el mismo ntimero de conexiones. Por
ello, es comun denominar a estos tipos de redes de manera conjunta como redes

exponenciales o redes homogéneas.
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Otro descubrimiento fundamental en el ambito de las redes complejas, fue
la observacion hecha por Barabdsi y Albert (BA) de que muchas son libres de
escala [20], es decir, la funcién de distribucién de grados sigue una ley de potencias,
que es independiente de la escala de la red. A diferencia de una red exponencial,
una red libre de escala es no homogénea: la mayoria de los nodos tienen muy pocas
conexiones y hay unos pocos nodos que tienen muchas, de forma que los nodos no

se agrupan alrededor de un valor medio caracteristico.

A continuacién describiremos los tipos de redes complejas utilizadas en esta

tesis doctoral.

1.2.1. Red aleatoria ER

Como se mencion6 anteriormente, las redes aleatorias fueron estudiadas por
Erdos y Rényi (ER) a finales de la década de los 50 [21]. Si consideramos N nodos
de una red sin conectar, distribuidos de forma aleatoria, podemos imaginar que en
un instante inicial enlazamos dos cualesquiera, de esta forma en pasos sucesivos
vamos enlazando aleatoriamente de dos en dos nodos. Los nodos que se encuentren
conectados se descartan. Si repetimos el proceso M veces eligiendo un par de nodos
en cada paso, al final habremos establecido como méaximo M enlaces entre pares

de nodos.

Cuando se enlazan los nodos de esta forma aparecen propiedades especificas
en la distribucién de grado P(k) la cual es una distribucién de Poisson:

k
ot
P(kﬁ)—euy

donde k es el grado de la red con promedio y = % En la Fig se muestra una
red aleatoria ER y su distribucion de grado P(k).

1.2.2. Redes de Multiples Capas

La inmensa mayoria de los fenémenos que ocurren a nuestro alrededor, desde
los que influyen en nuestras relaciones sociales, hasta aquellos que transforman
el entorno general en el que vivimos, incluso aquellos que afectan nuestro propio
funcionamiento biolégico, son el resultado de la organizacién a diferentes niveles de

una multitud de constituyentes basicos que interactiian entre si de forma compleja.
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Erdés-Rényi

i W |
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Figura 1.3: Arriba: Red aleatoria ER. Abajo: Distribucién de grado P(k) de esta
red.

El enfoque tradicional de las Redes Complejas se basa en que cada compo-
nente del sistema (o unidad elemental) es representado por un nodo en la red, y
cada interacciéon nodo-nodo es un enlace. Sin embargo, para tomar en cuenta un
numero mas grande de interacciones, tal como ocurre en la vida real, este enfoque
nos resulta restrictivo. Para enfrentar esta limitacion, recientemente se propuso el
formalismo de las Redes Multiples Capas las cuales representan una herramienta
de gran utilidad para comprender la diversidad de interacciones presentes en redes

complejas reales [22].

Las Redes Multicapa incorporan explicitamente miltiples canales de conecti-
vidad y constituyen el entorno natural para describir sistemas interconectados a
través de diferentes categorias de conexiones. Como ejemplos de Redes Multica-
pas podemos mencionar a las Redes Interconectadas e Interdependientes donde los
nodos de cada capa son diferentes, y pueden o no tener enlaces en comun entre
las capas [22]; otro ejemplo son las Redes Multiplex, las cuales utilizamos en la

realizacién de esta tesis.

Una Red Multiplex, que en lo sucesivo llamaremos Red Muiltiple, contiene un

mismo conjunto de nodos y varias capas. Todos los nodos estan interconectados,
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esto implica que dos nodos ubicados en dos capas diferentes son en realidad el
mismo nodo. En cada capa, los enlaces representan un tipo de interaccion entre
el mismo conjunto de nodos. La Fig[l.4 muestra un ejemplo de una red multipe
con m capas, las lineas punteadas representan la interconexiéon en las capas y cada

capa esta compuesta de N = 6 nodos.

La conectividad de los nodos puede ser diferente en cada capa de la red, y

cada capa caracteriza un tipo de relacién entre los agentes.

Capa 1
- -
‘ Capa 2
<
- DO
-
Capa m

Figura 1.4: Ejemplo de una red multiple con m capas.

Las relaciones entre miembros de una comunidad que tienen lugar dentro de di-
ferentes grupos (niveles o capas), por ejemplo: una capa de contactos de Facebook,
una capa de compaieros de trabajo y una capa de amigos que se retinen frecuen-
temente representan una Red Multiple. Otro ejemplo interesante son las redes de
transporte donde cada medio existente representa una capa: Autobus, Subterraneo
y/o Tranvia. En este tipo de redes los nodos representan estaciones y los enlaces

son las rutas o trayectos entre esas estaciones.

Una vez descritas las topologias a emplear, a continuacién, detallaremos los
modelos de formacién de opiniones y propagacién de enfermedades en los cuales se

basa esta tesis.
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1.3. Modelos de Formacion de Opiniones

En los dltimos anos, los fisicos han intentado estudiar los fenémenos sociales
a partir de las interacciones entre los individuos. Con frecuencia, durante estas
interacciones las personas se enfrentan con un nimero limitado de posiciones en
un tema especifico, el cual podria tener un valor minimo de dos, por ejemplo, a
favor de una reforma (opinién +1) o en contra (opinién —1). Esto puede mapearse
en modelos de espines [1], identificando previamente la opiniéon de un individuo
con el espin de una particula. Un cambio en la opinién de un individuo después
de encontrarse con otro, puede representarse como el cambio de orientaciéon de una

particula en 180° debido a las interacciones con sus vecinos.

En los modelos de formacion de opinién es un tema comun el estudio de la
transicién de un estado inicialmente desordenado a una configuraciéon que muestra
orden (al menos parcialmente), lo que se conoce como consenso de opiniones. Este
estudio tiene implicaciones y particularidades que iremos viendo en el desarrollo

del capitulo.

A continuaciéon describiremos con mas detalle algunos modelos de formacion
de opinién, los cuales constituyen las dindmicas fundamentales de buena parte del
trabajo que llevamos a cabo. Ademas, con el fin de desarrollar una intuiciéon sobre
el comportamiento de estos modelos, simulamos las dindmicas y reprodujimos los

resultados en topologias variadas.

Empezaremos describiendo el Modelo de Ising. Este modelo no sélo es relevante
como un modelo de fisica, también se puede ver como un modelo muy simple de
una dindmica de opinién en el que los agentes estan influenciados por el estado
de la mayoria de los vecinos con los que interactiian. Modelos de este tipo fueron

propuestos por Galam [23,[24] y constituyen los trabajos pioneros del tema.

Luego describiremos el Modelo del Votante [5], uno de los pocos procesos
estocésticos del no equilibrio que se puede resolver exactamente en cualquier di-
mensién [25]. En este modelo, un agente escoge a uno de sus vecinos al azar y copia

su opinion.

Finalmente, analizaremos el Modelo M propuesto por La Rocca y colaborado-

res [26], donde se estudia la competencia entre dos mecanismos para la formacién
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de opiniones: la persuasion y el compromiso. De acuerdo a cudl de ellos domi-
ne, la opiniéon de la poblacién muestra caracteristicas definidas de polarizacion y

centralizacion.

1.3.1. Modelo de Ising

El Modelo Ising es un modelo fundamental de la Fisica Estadistica que des-
cribe la dinamica de ordenamiento y transiciones de orden-desorden en sistemas
ferromagnéticos [18]. En este modelo, cada sitio i de una red cuadrada esta dotado
de un espin o; que puede tomar uno de dos estados discretos posibles o; = +1,
por lo que un sistema con N espines tendra 2V estados disponibles. Ademas, existe
una interaccién a primeros vecinos que tiende a alinear sus espines, favoreciendo el

orden ferromagnético [25]. El hamiltoniano resultante para el sistema es:
H:—JZO'Z'O']‘, (11)
(4.9

donde la suma es sobre todos los pares de sitios vecinos i y j denotada por (i, 7).
Por lo tanto, los espines vecinos que apuntan en la misma direccién (paralelos)
aportan un factor —J a la energia total, mientras que los pares que apuntan en

direccién opuesta (antiparalelos) contribuyen con un factor +.J.

Entre los posibles tipos de dinamica existentes para este modelo, la mas comuin
es la de Metrépolis-Monte Carlo [27], en la que el giro de un espin se acepta con
probabilidad e~2/k8T donde AF es la diferencia de energia implicada en el giro,

T la temperatura y kg es la constante de Boltzmann.

Una cantidad importante que caracteriza este modelo es la magnetizacion m

que se define como:

() = 3o (12)

Es conocido que para dimensiones espaciales d > 1 el sistema experimenta
una transicion de fase continua en funcién de la temperatura [28]. Pasa de una fase
desordenada de alta temperatura donde m = 0 (fase paramagnética) a una fase de
baja temperatura donde m > 0 (fase ferromagnética). En el limite termodindmico
N — oo, el valor critico de la temperatura para la cual la magnetizacion se hace
cero (temperatura critica) es T, ~ 2.269185% y determina el punto de transicién

entre las dos fases.
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Figura 1.5: Promedio del valor absoluto de la magnetizacién |(m)| vs T en 2D (panel
(a)) y Susceptibilidad magnética x en funcién de la temperatura 7" en 2D (panel
(b)) para diferentes tamafos del sistema N = 10? (circulos), N = 20? (cuadrados),
N = 40* (tridngulos) y N = 100? (estrellas). En la transicién, la magnetizacién
disminuye rapidamente, mientras que la susceptibilidad magnética alcanza su punto
mAaximo (Xmax) €n el valor de la temperatura critica cuando el sistema se hace mas

grande.

Reproducimos la dinamica de Metropolis-Monte Carlo en redes cuadradas de
dos dimensiones con condiciones peridédicas de contorno. Para determinar la ubi-
cacion de la transicion de fase en el modelo de Ising bidimensional, corrimos si-
mulaciones de la dinamica del modelo y graficamos la evolucién temporal de la
magnetizacion. Una vez que el sistema llegd a un estado estacionario, medimos
la magnetizacién estacionaria en cada realizacién e hicimos estadistica sobre 10%
realizaciones. Calculamos el valor medio de la magnetizacion |(m)| y la desviacién

cuadratica media de esta cantidad o.

La susceptibilidad magnética es una medida de las fluctuaciones de la magneti-
zacion a diferentes temperaturas y es proporcional a la dispersion cuadratica media
de la magnetizacién (y = No?) con N = L? y L representa la longitud del lado
de la red cuadrada. En la Fig. [I.5] se muestran los resultados para redes cuadradas
de tamafio N = 102, 20%, 40> y 100%. En el panel (a) se muestra el valor medio
de la magnetizaciéon |(m)| en funcién de la temperatura, vemos que en el punto de
transicion, la magnetizacion disminuye rapidamente. En el panel (b) se graficé la
susceptibilidad magnética x vs T', la altura de los picos de la susceptibilidad (X ax)

aumenta cerca de la temperatura critica 7T, cuando el tamano del sistema aumenta.
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En el campo de las transiciones de fase, el cumulante de cuarto orden de
la magnetizacién (m) se llama Cumulante de Binder (Ugy,y) [29] y se usa para
localizar la transicion de fase en un sistema mediante la interseccién de las curvas

para diferentes valores de N. El cumulante de Binder se define como:

1 ()
Vo =1 = 3y

(1.3)

La Fig. muestra el cumulante de Binder para el modelo de Ising bidimen-
sional. El punto de interseccion de las curvas corresponde a la temperatura critica
para la que ocurre la transicion de fase en nuestras simulaciones (7, ~ 2.269%) y

coincide con el valor tedrico conocido.

T
0.6F \ ]
A |
vi 0,47 E 7
D 1
0,2+ E 9
0.0k | | / ‘ -
15 20 T 25 3.0

C

Figura 1.6: Cumulante de Binder (Up,) en funcién de la temperatura (7") para
diferentes tamarfios del sistema: N = 102 (circulos), N = 20? (cuadrados), N = 402
(tridngulos) y N = 100? (estrellas). La linea punteada muestra la temperatura

critica T, en la interseccion de las curvas.

1.3.1.1. Relaciones de escala

En Mecanica Estadistica, el modelo de Ising describe una transicién de fase
continua con un parametro de orden escalar. Los exponentes criticos de la transicién
son valores universales y caracterizan las propiedades singulares de las cantidades
fisicas. En el modelo de Ising bidimensional, cuando nos acercamos a la temperatura

critica, todos los observables se comportan como:

O(T)  |t]* - (1.4)
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Figura 1.7: Diferencia entre la temperatura critica obtenida por el maximo de y
(TN) para varios tamaifios del sistema y la temperatura critica teérica (T>° =
2.269185) en funcién de la longitud de un lado de la red L. Usando relaciones de
escaleo, la pendiente de la curva representa el exponente critico asociado con la
Longitud de Correlacion, v =1.0 (Fig. principal). Altura del pico de la susceptibi-
lidad x.4x Vs L, la pendiente de la curva representa el exponente critico asociado

X, 7 =1.75 (Fig. interna).

donde t = % es la temperatura reducida y o es un exponente critico.
c

Los exponentes criticos cumplen las llamadas relaciones de escala. Particular-
mente tenemos interés en los exponentes criticos asociados con la Susceptibilidad
Magnética v y la Longitud de Correlaciéon v que mide las fluctuaciones del pardme-

tro de orden.
El escaleo para la susceptibilidad magnética es:
X(t, L) ~ LEG(tL7): (15)

donde ¢ es la funcién de escala y debe ser una funcién analitica de su argumento.
Este escaleo presenta dos predicciones: el cambio en el valor del punto critico efec-
tivo —definido por el maximo de x— al variar L, que debe escalear como L’%; y la

altura del pico, que se comportard como Lz [30].

La Fig. muestra los resultados obtenidos en nuestras simulaciones. En la
Fig. principal trazamos la diferencia entre la temperatura critica obtenida por el

méximo de x (T) para todos los tamafios de sistema y la temperatura critica



16 1.3. Modelos de Formacion de Opiniones

tedrica (T = 2.269185), (TN — T°) en funcién del valor de la longitud del lado
de la red cuadrada (L). Con la pendiente de la curva, calculamos el exponente
critico v asociado con la longitud de correlacién, y se obtuvo v =1.0, lo cual es
consistente con los resultados conocidos para el Modelo de Iisng en 2D [30]. En la
Fig. interna, graficamos la altura del pico de la susceptibilidad magnética x,... en
funcién de L, de acuerdo con el escaleo de la Ec. , el valor del exponente critico
asociado a la Susceptibilidad Magnética (y) es la pendiente de la curva I = 1.75.
Ambos exponentes criticos obtenidos en nuestras simulaciones son consistentes con

la teorfa [2§].

1.3.1.2. Coarsening en el Modelo de Ising

La dinamica de ordenamiento del Modelo de Ising es un prototipo para pro-
cesos analogos que ocurren en muchos modelos de Dindmica Social. Para cortas
escalas de tiempo, se forman dominios ordenados de tamaifio pequeno, tanto positi-
vos como negativos. La evolucion posterior ocurre a través de un proceso en el cual
dichos dominios crecen cada vez més (coarsening), mientras que sus caracteristi-
cas estadisticas globales permanecen sin cambios a lo largo del tiempo. Este es el
fenomeno de escaleo dinamico: la morfologia permanece estadisticamente igual si

se reescala por la longitud tipica del dominio que crece con el tiempo como
0(t) ~ t/2. (1.6)
y que es la tinica longitud relevante en el sistema (ver Fig. [1.8).

Macroscopicamente, la dinamica alcanza el orden por tensiéon superficial. La
presencia de esta tension es una consecuencia de la tendencia de cada espin a

alinearse con la mayoria de sus vecinos.

Las interfases son lugares donde el sistema se separa en dos regiones diferen-
ciadas. La formacion de interfases entre dominios de magnetizaciéon opuesta tiene
un costo en términos de energia y su contribuciéon pueden minimizarse haciendo
que sean lo mas rectos posible. Este tipo de ordenamiento a menudo es impulsado
por la curvatura y ocurre en muchos modelos sociales de formaciéon de opinién. En
el modelo de Ising la densidad de interfases p se relaciona con la longitud tipica del

dominio como

p~ (1),
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Figura 1.8: Instantanea de la dindmica del Modelo de Ising donde se visualiza la

longitud tipica del dominio que crece como £(t) ~ t'/2,

lo que implica que
p~t2 (1.7)

1.3.2. Modelo del Votante

Uno de los modelos mas simples y conocidos de opinién discreta es Modelo del
Votante [1]. En este modelo, la opinién de cada agente estd representada por una
variable binaria que toma valores s = 4+1. En cada paso de tiempo, se selecciona al
azar un agente ¢ junto con uno de sus vecinos j y s; se establece en s;, es decir, el
agente ¢ toma la opinién del vecino j. Esta regla de actualizacion implica que los

agentes imitan la opinién de sus vecinos [31].

Figura 1.9: En el Modelo del Votante el agente ¢ toma la opinién de su vecino j.

Se muestra la actualizacion en una Red Compleja.

En una red regular (cuadrada), podemos considerar que cada sitio de la red

representa a un votante que puede tomar una de dos posturas disponibles ante
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un tema politico. Estas opciones se representan como un movimiento en direccion
hacia arriba 1 o hacia abajo |, en analogia a un sistema de espines. Podemos pensar
en los votantes como personas con autoconfianza nula que simplemente asumen la
opiniéon de uno de sus vecinos. A partir de una condicién inicial desordenada, la
dindmica del votante tiende a aumentar el orden del sistema, ya que grupos de
igual opinion comienzan a aparecer y es mas probable que los votantes vecinos
compartan esa opinién. El tamarnio medio de éstos grupos (dominios) aumenta con
el tiempo hasta que, para un sistema finito, solo un grupo abarca todo el sistema

y decimos que la poblacion finalmente alcanza el consenso de opinion.

Una magnitud de interés es el tiempo medio de consenso 7., el cual se define
como el tiempo en el que todos los nodos tienen el mismo estado, este tiempo
es calculado sobre un ntimero suficientemente grande de realizaciones. Para redes
regulares finitas de IV sitios, 7. depende de la dimensionalidad de la red. En una
dimensién, el tiempo medio de consenso escalea como 7, ~ N2, en dos dimensiones

como 7. ~ NIn N y en dimensién d > 2 como 7, ~ N [1].

Para Redes Complejas, Vazquez y colaboradores |32] mostraron una expresion
. “ . ” o
para este tiempo en “redes no correlacionadas”, estas son redes con distribuciones
de grado arbitrarias pero sin correlaciones de grado en los nodos, comenzando
con una condicién inicial uniforme de N/2 nodos con opinién + y N/2 nodos con
opinion —:

_ (=0 oy
o= oY (2) (1.8)

donde po es el segundo momento de la distribucién de grado. Para una red ER

po = p(p + 1) y 7 resulta:

_ (p=Dp 1(2).
T, = (M_Q)(#H)Nl (2) (1.9)

donde p es el grado medio de la red.

Otra magnitud de interés es la densidad de links (enlaces) activos p (Fig.|1.10)),

definida como
numero de links activos

Pla = numero total de links

Un link activo es aquel que conecta nodos con diferentes estados, verificando la

condicion s; + s; = 0.

Para este modelo también se reprodujeron los resultados mas relevantes utili-

zando como condicion inicial una distribucion uniforme de estados + y — sobre la
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Figura 1.10: Tipos de links utilizados en el algoritmo optimizado.

red, de forma que —en promedio— hay N/2 votantes en cada estado. El valor medio
de la densidad de links activos (p(t)) sobre muchas realizaciones independientes del

sistema, sigue la siguiente expresion analitica [32]:

(1 —2) 2\ _—2t/
pt) = ——=(1 —mi)e /- 1.10
(o) = 51 = (1.10)
donde m, = 0 es la magnetizacién inicial y 7 depende de p como 7 = EZ:;;ZE .

Los resultados de las simulaciones presentados en las subsecciones [1.3.2]
y [L.4.7] se obtuvieron mediante la utilizacién del Método de Monte Carlo. Este
método es esencialmente un algoritmo computacional basado en la repeticién de
muestreos aleatorios con el fin de estimar valores medios de cantidades dificiles de

calcular de manera exacta. Para mas detalles ver [33].

1.3.2.1. Simulacién rapida: Algoritmo optimizado

Como mencionamos al principio de esta subseccion, el modelo del votante tiene
una dinamica simple: un nodo y un vecino se eligen al azar y el nodo elegido copia

el estado de opinién del vecino. Este proceso se repite hasta alcanzar el consenso.

Al realizar cualquier simulacién, nuestro objetivo principal, ademas de obtener
resultados interesantes que nos permitan describir el sistema en estudio, es reducir
su tiempo de ejecucion. En la evolucion de dinamica del votante aparecen nodos
inertes (nodos con vecinos que tienen el mismo estado) que ralentizan la dindmica
cuando son elegidos ya que no pueden cambiar su estado. Por esta razén propusimos
un algoritmo que solo tiene en cuenta los nodos activos del sistema (aquellos que

tienen al menos uno de sus vecinos con estado diferente) y, por lo tanto, pueden
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cambiar de estado. Los nodos con estados diferentes estan conectados por links
activos. Utilizando éstas definiciones podemos acelerar la dindmica y asi optimizar
el tiempo de ejecucion. Este algoritmo optimizado guarda relacion con el Algoritmo
de Gillespie [34].

A continuacién detallaremos el algoritmo original (Algoritmo 1) y el algorit-
mo optimizado (Algoritmo 2) para comprender més claramente el razonamiento

descrito anteriormente.

Algoritmo 1 Original.

“r
1

- FEscoger un nodo al azar

- Escoger un nodo vecino “j” al azar

-8, = s; = s; (se copia el estado del nodo vecino)
- tiempo= tiempo + 1/N

- REPETIR

if el nuimero de nodos activos an=0

SALIR

end

Cuando el niumero de nodos activos an=0, el sistema habra llegado al consenso.
Cuando no hay mas links activos, el sistema queda congelado ya que no hay mas

cambios posibles: estado absorbente.

En la Fig. se muestran los tipos de links utilizados en el algoritmo opti-
mizado. En este Algoritmo, los vecinos son chequeados, ya que podrian convertirse

en nodos activos (inertes) y entrar (salir) en la lista donde estan contenidos.

Utilizando el Algoritmo 2 (Optimizado), simulamos el Modelo del Votante en
una red Erdos Rényi. La Figura muestra el tiempo medio de consenso (7.)
como una funciéon del tamano del sistema (N) para redes con diferentes grados
medios u. A medida que p aumenta, los resultados de la simulacion se acercan a la
expresion analitica Eq. [1.9

En la Figura graficamos la densidad media de links activos (p(t)) en una
red ER como funcién del tiempo normalizado para diferentes tamanos de sistema:
N = 1000 (circulos negros), N = 5000 (cuadrados verdes) y N = 10000 (diamantes
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Algoritmo 2 Optimizado.

- Recorrer toda la red chequeando si cada nodo es activo o inactivo
- Construir una lista de nodos activos y de links activos

DO

- FEscoger un nodo “i”

al azar de la lista de nodos activos
- Escoger un nodo vecino “j” al azar
- 8; — s; = s; (se copia el estado del nodo vecino)

“rn
7

- Chequear si el nodo se convierte en inactivo para removerlo de la lista

“”: nodos activos(inactivos)

- Chequear la actividad de los vecinos del nodo
— agregar(remover) a(de) la lista

- Actualizar lista de links activos

- tiempo= tiempo + 1/an

if an=0

SALIR

end

T ((U-2)(u+ 1D/ (n-1p)

Figura 1.11: Tiempo medio de consenso (7.) vs el tamano del sistema (V). Los
simbolos abiertos corresponden a 3 redes con distribuciones de grado diferentes: p
= 4 (circulos negros), u = 6 (cuadrados verdes) y u = 8 (diamantes rojos). La linea

sélida corresponde a la expresién analitica .

rojos). Se realizé un promedio sobre 1000 realizaciones independientes, comenzando

con una distribucién uniforme con magnetizacién (mg) = 0. Observamos que la
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<p(t)>

2.5
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Figura 1.12: Evolucién temporal de la densidad media de links activos (p(t)) en
una red ER con diferentes grados medios: (a) = 4,(b) u = 6 and (c) p = 8. Los
simbolos abiertos corresponden a redes con diferentes tamanos: N = 1000 (circulos
negros), N = 5000 (cuadrados verdes) and N = 10000 (diamantes rojos). La linea

solida representa la prediccién analitica para (p(t)) [1.10}

predicciéon analitica [1.10] coincide con nuestras simulaciones numéricas.

1.3.3. Modelo M: Persuasion y Compromiso

La influencia social tiene una gran relevancia en la formacién de opiniones. En
la vida cotidiana se presentan muchas situaciones en las que es necesario que un
grupo comparta sus decisiones, llegando a acuerdos, o convenciendo a otros pares

sobre un tema especifico, para estudiar estos fenémenos se formulé el Modelo M.

El Modelo M fue propuesto por La Rocca y colaboradores [26] y explora la
competencia entre dos mecanismos de formacién de opinién: la persuasion y el
acuerdo por compromiso. Este modelo fue analizado en campo medio en donde

cada agente puede interactuar con cualquier otro agente en la poblacion.

El proceso de persuasion puede ocurrir entre individuos con la misma orien-

tacion de opinién y tiende a reforzar sus opiniones previas. Para introducir este
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mecanismo es necesario mencionar la Teoria de Argumentos Persuasivos [35-39].
Como observé Myers en experimentos de discusién grupal [35], cuando dos perso-
nas hablan, no solo expresan sus opiniones, sino que también discuten sobre los
argumentos que las respaldan. Si ya tienen la misma orientaciéon de opinion, esta
podria intensificarse cuando se persuaden unos a otros con nuevos argumentos o

razones, volviéndose més extremistas en sus creencias.

Por otro lado, el acuerdo por compromiso tiende a moderar puntos de vista
opuestos y fue estudiado como parte del fenémeno de Presion Social. Al respecto
se argumenta que dos personas que interactian pueden ejercer presion social para
cambiar sus actitudes y conformarse mutuamente [2|. En los modelos relacionados
con este mecanismo [1,,40-42], las opiniones estan representadas por un niimero real
entre dos valores extremos, y un par de individuos interactiian solo si su diferencia
de opinién es mas pequeno que un umbral dado. Las personas resuelven el conflicto
al llegar a un compromiso, en el que ambas opiniones cambian en la misma cantidad

para reducir su diferencia.

En el Modelo M, la opinién de cada agente esta representada por un ntmero
entero k en el intervalo [—M, M| (k # 0) que describe su grado de acuerdo sobre
un tema politico, desde totalmente en contra (k = —M) hasta totalmente a favor
(k = M), pasando por valores intermedios. Dos agentes interactuantes con la misma
orientacion (positiva o negativa) refuerzan sus opiniones en una unidad y se vuelven
mas extremistas con una probabilidad de persuasion p, mientras que las opiniones
de dos agentes que interactiian con orientaciones opuestas se acercan en una unidad

cada uno con probabilidad de compromiso q.

El signo de k y su valor absoluto |k| indican la orientacién de opinién y su
intensidad, respectivamente. En un paso de tiempo de la dindmica, dos agentes 7 y
J con sus estados respectivos k; y k; se seleccionan al azar para interactuar. Luego,

sus estados son actualizados segin sus orientaciones de opinién (ver Fig. [1.13]):

e Persuasion: Silos agentes tienen la misma orientaciéon (k;, k; > 00 k;, k; < 0),
ocurre el mecanismo de persuasion con probabilidad p, donde cada agente

incrementa su intensidad en una unidad y mantienen su opinién cuando |k| =

M.

o Compromiso: Si los agentes tienen orientaciones opuestas (k; > 0y k; < 0

o k; <0y k; >0), ocurre el mecanismo de compromiso con probabilidad ¢,
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Figura 1.13: Modelo M [26]. Izquierda: Acuerdo por compromiso, dos agentes inter-
actuantes con orientaciones opuestas se vuelven moderados. Derecha: Persuasion,

dos agentes interactuantes con la misma orientacion se vuelven méas extremistas.

donde cada agente disminuye su intensidad en una unidad. Si ambos agentes

son moderados, uno de ellos cambia su orientacién al azar.

Podemos pensar en la persuasion y el compromiso como dos mecanismos en
competencia que dan forma a la distribucion de opiniones en la poblacién. Mientras
que las interacciones persuasivas hacen que las personas adopten opiniones extre-
mas M y —M y conduzcan a la bipolarizaciéon de opiniones, los eventos de com-
promiso tienden a moderar las opiniones, promoviendo una distribuciéon de opinion
centralizada en torno a valores moderados 1 y —1. Para estudiar estos fenémenos
analizaremos la evolucion temporal del sistema en ambos regimenes: bipolarizacion
y centralizacion. Una cantidad importante a analizar es la evolucion temporal del

nimero de agentes en cada estado, que describe al sistema a nivel macroscépico.

En la Figl[1.14] se muestra la evolucién temporal de cada cantidad zy(t), defi-
nida como la fraccién de agentes en el estado k al tiempo ¢, que son normalizadas
en todo momento (Y, xx(t) = 1V ¢t > 0). La distribucién inicial de estados es
uniforme, por lo que zx(t = 0) ~ 1/2M. El comportamiento cualitativo del sistema
depende de la frecuencia relativa entre eventos de persuasion y compromiso, la que
estd controlada por la relacién r = p/q entre las probabilidades de que ocurran
estos eventos, y que recibe el nombre de parametro de refuerzo. Por conveniencia,
establecimos p+¢ =10 [p=7r/(1 +7r) y ¢ = 1/(1 + r)]. Analizamos el compor-

tamiento del sistema al variar r para M =5y N = 10°, integrando el Sistema de
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Figura 1.14: Evolucion temporal de las densidades de agentes x; con diferentes
estados de opinién k, para un sistema de N = 10° agentes, M = 5 y dos valores
de r = p/q. (a) xx(t) para r = 1/3 y (b) xx(t) para r = 3. Las lineas sélidas
(punteadas) corresponden a las opiniones positivas (negativas). Se usé una escala

logaritmica en el eje y para ver claramente los plateau que se forman.

Ecuaciones que lo describe [26]:

dd$t1 = 2(x_1q — x1p)oy + 2q(xe — x1)0_, (1.11a)
ddI: = 2p(wg—1 — xk)o+ + 2q(xp41 — )0, para2 <k < M —1(1.11b)
C%é\/[ = 2pxp_104 + 2qrp0_, (1.11c)
donde o, = 224:1 Tpy 0— = > __1 Mz son las densidades totales de los estados

positivos y negativos respectivamente, las cuales satisfacen la relacion de conser-
vacion o, + o_ = 1. Las Ecuaciones para las densidades de estados negativos se

obtienen sustituyendo k «— —k y 0, <— o_ en las ecuaciones |1.11]

Observamos que las densidades z alcanzan un valor casi constante (plateau)
que depende de k, sin embargo, eventualmente x;, decae a cero, excepto x,; que se
va a 1, correspondiendo a un consenso en el estado extremista M. El consenso en
los estados extremistas x4, = 1 son estados absorbentes del sistema, por lo tanto,
son los tnicos estados finales posibles a largo plazo. En la Fig{l.15| se muestra la
evolucién temporal de cada cantidad x(t) para M = 2y N = 10°. Los plateaus
observados en la F ig se deben al tamano del sistema (N = 10%), el cual es

mucho mas grande que el utilizado en esta simulacion.

La distribucion estacionaria de opiniones depende de la intensidad de refuer-
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Figura 1.15: Evolucion temporal de las densidades de agentes xj con diferentes
estados de opinién k, para un sistema de N = 10° agentes, M = 2 y dos valores de
r = p/q obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo. (a) zx(t) para r = 1/3
y (b) x(t) para r = 3. Las lineas s6lidas (punteadas) corresponden a las opiniones

positivas (negativas).

zo r. Cuando r < 1, los eventos de compromiso ocurren méas a menudo que los
encuentros persuasivos, por lo que la mayoria de las opiniones de los agentes to-
man valores moderados k = £1 (centralizacién), Figll.16{a). Por otro lado, cuando
r > 1, los procesos de persuasion dominan sobre los de compromiso, la mayoria
de agentes se van a opiniones extremas k £+ M, y esto induce a la polarizacion de
opiniones (Fig[L.16(b)). Este comportamiento es capturado mediante la expresién

que describe la densidad cuasi-estacionaria de agentes en estado k, x}:

1/1-
=3 (T )H’f'—l- (1.12)

Como hemos visto, el sistema muestra diferentes comportamientos con r, lo que
repercute en el tiempo que le toma al sistema alcanzar el consenso extremista. En
la Fig. se muestra el tiempo medio de consenso 7 como funciéon del parametro

de refuerzo r.



Capitulo 1: Modelos de particulas interactuantes en la Fisica Social 27

T T T 0,4 T T T T T
(b)
03F . §
X,
/ k
Xy
0,2F -
r=1/3 r=3
0 0.1 5 0 1 2
k k

Figura 1.16: Distribucion de la densidad de agentes zj con diferentes opiniones k
en el estado cuasi-estacionario, para un sistema de N = 10° agentes, M = 2 y dos
valores de r = p/q obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo. (a) zx(t) para
r=1/3at=5y (b) zx(t) parar = 3 a t = 10. Las lineas sélidas corresponden a
la expresion tedrica en ||
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Figura 1.17: Tiempo medio de consenso 7 como funcién de r en escala doble lo-
garitmica para N = 900 y M = 2. Los circulos muestran el resultado para campo
medio y los tridngulos para una red regular. La linea punteada muestra que para
el limite de r pequetio, el sistema puede describirse mediante la funciéon 2r~—! para

cualquier valor de M (no mostrado).

El tiempo medio de consenso 7 muestra un comportamiento no mondtono con
r, con un minimo alrededor de r ~ 0.6. Esta tendencia nos indica dos comporta-
mientos diferentes alrededor del minimo, lo que hace que dividamos el anélisis en

dos limites (r pequetio y r grande). La poblacién alcanza el consenso més rapido
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cuando las interacciones entre agentes de la misma orientacion tienen una proba-
bilidad de éxito p similar a la de los agentes de orientacién opuesta q. Cuando r es
grande (Fig[l.14|(b)), la mayorfa de las interacciones son persuasivas y los agentes
refuerzan sus posturas iniciales, lo que lleva a un estado polarizado que dura mucho
tiempo. Para r chico (Fig{l.14|(a)), primero se induce un estado centralizado donde
la mayoria de los agentes tienen opiniones moderadas, y luego la poblacion se dirige

lentamente al consenso final extremista.

En forma resumida, el modelo M incorpora dos mecanismos de formacién de
opinién y estudia la competencia entre ambos. Cuando los eventos de compromiso
dominan, las opiniones se agrupan alrededor de los valores moderados, llevando al
sistema a una centralizacién de opiniones. En el caso opuesto (los eventos persua-
sivos dominan), las opiniones se vuelven extremas, induciendo a la polarizacién del
sistema. Estos estados son inestables y eventualmente se alcanza el consenso de

opiniones extremas negativas o positivas.

1.4. Modelos de Propagaciéon de Epidemias

Las enfermedades infecciosas pueden tener efectos catastréficos en la vida y el
bienestar de los seres humanos. En las ultimas décadas, la expectativa de vida de las
personas aumento con el surgimiento de nuevas vacunas, sin embargo se incremento
la aparicion de nuevas epidemias debido a que los patrones de contacto social se
fueron modificando por la evoluciéon de los medios de transporte y el cambio en
el estilo de vida de las personas lo que ha servido como nuevo escenario para la

realidad epidemioldgica mundial [12].

Con las crecientes amenazas de enfermedades emergentes, las estrategias pa-
ra controlar rapida y efectivamente los brotes son vitales para la salud publica.
Los modelos epidémicos fueron propuestos para ayudar a la comprension sobre las
enfermedades infecciosas y constituyen una herramienta fundamental para los epi-
demidlogos y las autoridades sanitarias, puesto que permiten proyectar el niimero
de infectados y evaluar la efectividad de diferentes estrategias tales como la vacu-

naciéon y la cuarentena.

Desde Bernoulli [43], matematicos y estadisticos han ofrecido muchas ideas
préacticas sobre el control de enfermedades infecciosas. Anderson y May [12], entre

otros, han ampliado estos esfuerzos en un enfoque flexible, conocido como modelado
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compartimental, para predecir la transmisién de una amplia gama de enfermedades
en escalas multiples. Uno de los primeros pasos involucrados en esta modelizacién
consiste en identificar o separar a la poblacion en clases, de acuerdo al estado en que
se encuentren los individuos respecto de la enfermedad. Las clases mas comunes
son: Susceptible (S), Infectado (I) y Recuperado (R). De esta separacién es que

surgen los llamados Modelos Compartimentales [12].

Los modelos de este tipo son ampliamente usados por los epidemiologos debido
a que son muy utiles para predecir algunas magnitudes globales, como la evolucion
del niimero de infectados durante un periodo de tiempo. Dependiendo del proceso
de propagacion, se pueden construir distintos modelos combinando diferentes clases
(o creando nuevas), los mas conocidos son: el modelo SI (susceptible-infectado), el
modelo SIS (susceptible-infectado-susceptible), el modelo SIR (susceptible-infectado-
recuperado o removido) y el modelo SEIR (susceptible-expuesto-infectado-removido)
[44].

En esta seccién nos centraremos en la descripcién del Proceso de Contacto y
del modelo Susceptible-Infectado-Susceptible, en los cuales intervienen las mismas
clases con dindmica similar pero con una actualizacién temporal diferente. Ambos

modelos fueron utilizados en el desarrollo de esta tesis.

1.4.1. Proceso de Contacto

El Proceso de Contacto (CP por sus siglas en inglés), es uno de los modelos
mas simples de propagacién de epidemias y fue propuesto por T.E. Harris en 1974
[29]. Se dice que el CP es el “Modelo Ising” para el estudio de la transiciones
de fase de sistemas fuera del equilibrio. Este modelo fue diseiado para describir
algunas infecciones, por ejemplo las del resfriado comun y la gripe, ya que no
confieren ninguna inmunidad a largo plazo. Tales infecciones no dan inmunizacién

al recuperarse de la infeccion, y los individuos vuelven a ser susceptibles.

Para describir la dindmica del CP se tienen individuos con 2 estados: Sus-
ceptible (S) e Infectado (I). Cada individuo infectado pasara a estado susceptible
con una probabilidad de recuperacién p o tratara de infectar a algin vecino con
probabilidad S. Para reducir el nimero de parametros del modelo, muchas veces
se toma p = 1 — (. Este parametro externo [ se varia con el fin de estudiar la

densidad de individuos infectados/susceptibles en el tiempo.
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Figura 1.18: Proceso de Contacto: Los individuos pueden estar en estado susceptible

(S) 6 infectado (I) y cambiar su estado segun la probabilidad de infeccién .

Como se menciono anteriormente, una de las cantidades relevantes en el estudio
de esta dindmica es la densidad de individuos infectados p(t) en el tiempo. La
variacién de esta densidad en campo medio (interaccién todos con todos) se puede

escribir como:
dp
= =Pl =p) = (1= B)p (1.13)
El primer término de la Ec{l.13|(8p(1—p) es un término de ganancia represen-
tado como un producto de probabilidades independientes: p es la probabilidad de
eligir un individuo infectado y (1 — p) es la probabilidad de elegir un vecino suscep-
tible que se contagia con probabilidad . El segundo término de la ecuacién es un
término de pérdida en el cual con probabilidad p se escoge un agente infectado que

se recupera con probabilidad (1 — ). Esta ecuacién tiene 2 estados estacionarios

encontrados al hacer % =0,
pre =0,
g = 2 ﬁ_ L
Y la solucién general de la Ec.(1.13) viene dada por:
oty =21 - (1.14)

— — 2B—1,,
T = (e = 2

Donde pg es la densidad inicial de individuos infectados.

Cuando el pardmetro § aumenta, existe un valor critico S, = 1/2 que define

una transicion entre una fase sana donde p = pi™*

= 0 y una fase endémica donde
p = py* > 0 en el cual se identifica el “punto critico” y la expresién para p(t) es
de la forma:

p(t) o<t~ (1.15)
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1.4.1.1. CP en dos tipos de red: Grafo Completo vs Red Erdos-Rényi

La Ec. describe la evolucion temporal de la fraccion de individuos in-
fectados p(t) en campo medio. Para comparar el Monte Carlo de la dindmica del
CP con la solucion de la Ec.(1.14]) es necesario realizar la simulacién en una red de
tipo Grafo Completo [45], en la que todos los nodos estén conectados entre si y la

cantidad de conexiones que tiene cada nodo es N — 1.

En la Fig{l.19[se observa que la simulacién numérica (simbolos) coincide con la
solucién analitica dada por la Ec.(1.14) para p(t) (linea sélida), para varios valores
de . En esta Figura se muestra el promedio de la densidad de individuos infectados

(p(t)) sobre 1000 realizaciones independientes de la dindmica.
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Figura 1.19: Densidad de individuos infectados p en funciéon del tiempo. La linea
solida corresponde a la solucién analitica y los simbolos son los resultados de la
simulaciéon numérica para N = 1000 nodos y varios valores de la probabilidad de

infeccion .

En el punto critico, el sistema sigue una ley de Potencias y para un Grafo
Completo se localiza en 5. = 0.5. En Redes Complejas, el valor del punto critico
depende del grado medio de la red p [46]. En una red tipo Erdos-Rényi con p = 10,
el punto critico se encuentra en . = 0.527 (Fig|1.20)).

Como se menciond en secciones anteriores y como parte del entrenamiento, se
buscé nuevamente mejorar los tiempos en nuestras simulaciones, para esto se cons-

truyo6 un coédigo optimizado, el cual s6lo toma en cuenta los nodos infectados dentro
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Figura 1.20: Densidad media de individuos infectados p en funciéon del tiempo.
Cédigo sin optimizar para N = 10° nodos, la linea color magenta representa el
punto critico de la probabilidad de infecciéon [ para una red ER cuyo valor es

Be = 0.527, con p = 10.
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Figura 1.21: Densidad media de individuos infectados p vs t. Cédigo sin optimizar

(linea solida) y optimizado (circulos abiertos) para N = 10° nodos.

de la red. En un paso de la dinamica, se escoge aleatoriamente un individuo de la

lista de nodos infectados y se aumenta el tiempo en 1/(cantidad de infectados).

En la Fig observamos la coincidencia de los cédigos optimizado (circulos
abiertos) y sin optimizar (linea sélida), graficando la densidad de individuos infec-
tados p en el tiempo para valores cercanos al punto critico . y éste, inclusive, para

una red ER de N = 10° nodos y grado medio u = 10.
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Figura 1.22: Densidad estacionaria de nodos infectados p*** vs . El punto critico
varfa segun el tipo de red utilizada: Grafo completo (circulos), Red ER (cuadrados)

con pu = 10.

En la Fig se muestra la densidad estacionaria de nodos infectados p**** en
funcién de la probabilidad de infeccién (5, podemos observar que . varia segun el
tipo de red utilizada, y que a partir de este valor se identifican las fases existentes

en el modelo: Sana y Endémica.

1.4.1.2. CP ws. Susceptible-Infectado-Susceptible: SIS

El modelo Susceptible-Infectado-Susceptible (SIS) también es un modelo de
enfermedad endémica analogo al Proceso de Contacto explicado en la seccién ante-
rior[I.4.1] La diferencia entre ambos modelos estd en la actualizacién de la dindmica,
en el CP la actualizacion se realiza a tiempo discreto mientras que en el SIS es a
tiempo continuo, lo que se conoce como actualizacion en paralelo: en cada paso de

tiempo diferencial dt todos los agentes actualizan sus estados.

El SIS pertenece a los modelos endémicos del tipo compartimental |12], los
cuales subdividen a la poblaciéon en las poblaciones por estado de enfermedad.
Estos modelos asumen que una vez infectados, los agentes son inmediatamente
infecciosos y permanecen asi hasta que se recuperan. En un paso de tiempo dt
cada agente infectado trata de contagiar a cada uno de sus vecinos susceptibles con

probabilidad fdt, luego se recupera con probabilidad udt.
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En los ultimos anos, los procesos de propagacion de informacion se modelan
utilizando analogias con modelos epidémicos. En recientes trabajos [47-50] acoplan

ambos procesos aprovechando la similitud en las reglas de estas dinamicas.



Capitulo 2

La formacion de opiniones en redes
cuadradas

El proceso de formacion de opiniones en una sociedad involucra varios mecanis-
mos complejos. Una amplia investigacion sobre este asunto muestra que la mayoria
de los patrones empiricos de opinién se asemejan a los de la bipolarizacion, en
lugar de a los de consenso [51]. El fenémeno de bipolarizacién se define como la
formacion de dos grupos con opiniones antagdénicas que intensifican sus diferencias
con el tiempo, y donde las posiciones entre los dos extremos del espectro de opinion

estan cada vez menos ocupadas [38].

En la misma linea, Bonacich y Lu [52] notaron que muchos modelos muestran
como los grupos llegan al consenso, pero no hay modelos generalmente aceptados
de céomo los grupos se polarizan o como dos grupos pueden volverse cada vez
mas diferentes y posiblemente hostiles. Algunos modelos que combinan influencia
social positiva y negativa [53-55] conducen a una distribucién de opinién bimodal
que podria explicar la bipolarizacion, sin embargo, la influencia negativa no esta

totalmente respaldada por la evidencia empirica.

Basados en trabajos anteriores [37], Més y Flache propusieron en [38,[39] un
mecanismo alternativo que combina el fendmeno de homofilia [56,/57] con la “Teoria
de Argumentos Persuasivos” (PAT, por sus siglas en inglés) [35/36,58], que da lugar
a la bipolarizaciéon sin la suposicion de influencia negativa. Estos autores también
realizaron experimentos de discusion en grupo para probar la validez del modelo
tedrico. La idea es que, debido a la homofilia, un individuo tiende a interactuar y
hablar con un companero que tiene la misma orientacion de opinién en un tema
determinado, como por ejemplo estar a favor del matrimonio entre personas del
mismo sexo. Entonces, la PAT sugiere que las dos personas que interactiian son

propensas a intercambiar diferentes argumentos que respaldan sus posiciones, y
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asi pueden proporcionar nuevos argumentos o razones que refuercen su opinién
inicial. Esto podria intensificar los puntos de vista de los individuos y hacerlos mas
extremos en sus creencias. Motivado por este trabajo, La Rocca y colaboradores [26]
introdujeron recientemente un modelo que incorpora el mecanismo de homofilia y
persuasion de una manera simple, y que es capaz de generar niveles deseados de
bipolarizacion. Este modelo fue descrito en la seccion del Capitulo 1 y nos

referiremos a éste como el “Modelo M” a partir de ahora.

En el Modelo M, la opinién de cada agente esta representada por un ntmero
entero k limitado en el intervalo [—M, M] (k # 0) que describe su grado de acuerdo
sobre un tema politico, desde totalmente en contra (k = —M) hasta totalmente a
favor (k = M). Cada agente puede interactuar con cualquier otro agente en la po-
blacion, lo que corresponde a una aproximacién de campo medio (MF) o interaccién
de “todos con todos”. Dos agentes interactuantes con la misma orientacién (positiva
o negativa) refuerzan sus opiniones en una unidad y se vuelven més extremistas
con una probabilidad de persuasion p, mientras que las opiniones de dos agentes
que interactiian con orientaciones opuestas se acercan en dos unidades con proba-
bilidad de compromiso ¢. En este trabajo [26], se muestra que el comportamiento
del modelo depende de la frecuencia relativa entre interacciones de agentes con la
misma orientacion (persuasién) y agentes con orientacién opuesta (compromiso),
determinadas por la relaciéon r = p/q. Cuando los eventos persuasivos dominan
sobre los eventos de compromiso, las opiniones se dirigen hacia valores extremos
k=—My k= M, lo que induce la coexistencia de opiniones extremas o bipolari-
zacion. En el caso opuesto, cuando los eventos de compromiso dominan sobre los
eventos de persuasion, las opiniones se agrupan alrededor de los valores moderados
k=—-1y k =1y llevan a la centralizacion. Ademas, se observo que los estados
estacionarios de bipolarizacion y centralizacion son inestables, donde una pequena
asimetria de opinion es suficiente para llevar a la poblacién a un consenso rapido
en una de las dos opiniones extremas. Si bien estos resultados corresponden a la
version de campo medio del modelo M, las consecuencias de la competencia entre
persuasion y compromiso no se habian explorado en poblaciones con interacciones

que tienen lugar en el espacio o en topologias complejas.

En este capitulo, describiremos en detalle la dindmica del modelo M en una
red cuadrada de dos dimensiones (2D), para el caso mas simple y no trivial M = 2.
Nuestra meta es investigar los efectos de los mecanismos de persuasion y compromi-

so en una poblacién de agentes con interacciones a primeros vecinos (corto alcance),
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en contraste con la interaccién de “todos con todos” del caso de campo medio. En
particular, apuntamos a explorar como la topologia espacial en 2D afecta la esta-
bilidad de los estados polarizados y centralizados. También buscamos comprender

las propiedades bésicas de la aproximacién hacia el consenso extremista.

Los mecanismos de persuasion y compromiso se han implementado en varios
trabajos para modelar la formacion de opiniones en poblaciones que interactian.
Por un lado, la persuasion se ha introducido recientemente en algunos modelos
basados en agentes [59-62]. En [59,60], la persuasion se entiende como el grado de
autoconviccién que tiene una persona, que toma en cuenta la influencia de otros y
su propia opinién al tomar una decisién. Los autores en [61] introdujeron un modelo
en el que cada individuo puede tener una de dos opiniones opuestas o estar indeciso,
y cada una de estas tres opciones estdn determinadas por su persuasion o grado
de conviccion sobre el tema en cuestién, representadas por un ntmero real en un
intervalo de persuasion. En otro trabajo se estudié un modelo donde la persuasion

tiene lugar entre agentes de orientacién opuesta [62].

Por otro lado, el proceso de compromiso fue inicialmente estudiado en mode-
los con opiniones continuas e interacciones umbrales [40,/41], y la estabilidad de la
distribuciéon de la opinién bimodal fue probada bajo la influencia del ruido [63].
Algunos modelos de votantes con multiples estados [64-67] han incorporado una
regla similar a un compromiso que utiliza un mecanismo de refuerzo por el cual los
agentes cambian de orientacién solo después de tener miiltiples interacciones con
agentes de orientacién opuesta. Por ejemplo, Castelld et al. [64] estudié un modelo
de lenguaje de tres estados donde cada agente podria hablar uno de dos idiomas
posibles (A o B) o ser un bilingiie (AB). Un agente monolingiie A podia convertirse
en bilingiie AB al interactuar con un agente que habla el idioma opuesto (agente
B o agente AB). Estos autores investigaron todo el proceso de ordenamiento en
el sistema para redes cuadradas y redes de pequenio mundo, asi como el tiempo
medio de consenso asociado a cada topologia. Un anélisis de estabilidad de este
modelo [6§] reveld que el predominio de un idioma es mejorado por la conectividad
de la red, y que este efecto es incluso mas fuerte en redes cuadradas. Més reciente-
mente, Volovik y Redner [65] estudiaron un modelo del votante con cuatro estados,
en el cual cada agente puede elegir entre dos posibles opiniones y, ademas, puede
tener dos niveles de compromiso con la opinién (confiada e insegura). Un votante
seguro que interactia con un agente de una opinion diferente se vuelve menos com-

prometido (inseguro), pero mantiene su opinién. Sin embargo, un votante inseguro
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puede cambiar su opinion al interactuar con un agente de una opinién diferente.
En otro trabajo [66] Dall’Asta y Galla realizaron un estudio numérico y analitico
de las propiedades de coarsening en los modelos de votantes con muchos estados
intermedios en reticulas (redes cuadradas) [67], que tienen reglas de interaccion si-
milares a las de los trabajos [64,65] descritos anteriormente. Ellos mostraron que la
adicién de estados intermedios al modelo del votante de 2 estados (VM) [5] restaura
una tensioén superficial efectiva. Es importante mencionar que todos estos modelos
carecen del mecanismo de refuerzo de opiniones inducido por las interacciones de

la misma orientacién que caracteriza al Modelo M.

2.1. El modelo M en una red cuadrada

Consideraremos la dinamica de formacion de opiniones del modelo propuesto
por La Rocca et al. [26] sobre una red cuadrada de N = L? sitios, donde L es el
tamano de cada lado de la red. Cada sitio esta ocupado por un agente que puede
interactuar con sus cuatro vecinos mas cercanos, y puede tomar uno de los cuatro
estados posibles de opinion £k = —2, —1,1 o 2 que representan su posicion sobre un
tema politico, desde un extremo negativo k = —2 (un extremista negativo), a un
extremo positivo £ = 2 (un extremista positivo), pasando por valores intermedios
k = —1,1 (un moderado). El signo de k£ y su valor absoluto |k| indican la orien-
tacion de opinion y su intensidad, respectivamente. En un paso de tiempo de la
dindmica de longitud At = 2/N, dos agentes primeros vecinos i y j con sus estados
respectivos k; y k; se seleccionan al azar para interactuar. Luego, sus estados son

actualizados segun sus orientaciones de opinién (ver Fig. [2.1):

o Persuasion [Figs2.1]a) y 2.1[(b)]: Si los agentes tienen la misma orientacién
(ki,kj > 00 ki, kj <0), ocurre el mecanismo de persuasion con probabilidad
p. Un agente incrementa su intensidad en una unidad si es moderado (k| = 1),

o mantiene su opinion si es extremista (|k| = 2).

o Compromiso [Figs[2.1|(c) y[2.1[d)]: Si los agentes tienen orientaciones opuestas
(ki >0y k; <06k <0yk; >0), ocurre el mecanismo de compromiso
con probabilidad ¢. Si ambos agentes son extremistas (|k;| = |k;| = 2) sus
intensidades tendran un decremento en una unidad. Si un agente es extremista

y el otro es moderado |k| = 1, el extremista disminuye su intensidad en una
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unidad mientras que el moderado cambia de orientacién. Si ambos agentes

son moderados, uno de ellos cambia su orientacion al azar.
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Figura 2.1: Actualizaciones de los dos mecanismos del Modelo M en una red cua-
drada. Panel (a) y (b) Persuasién: En (a), un agente negativo moderado ¢ con
opinién k; = —1 se vuelve extremista (k; = —1 — k; = —2) con probabilidad
p interactuando con uno de sus vecinos, el agente j, que tiene opinién extrema
k;j = —2. El panel (b) muestra todos los posibles eventos de persuasién en donde
dos agentes vecinos con la misma orientacién de opiniéon refuerzan sus opiniones
y se vuelven extremistas. Paneles (c¢) y (d) Compromiso: En (c), dos vecinos in-
teractuantes con opiniones opuestas y extremas se convierten en moderados con
probabilidad ¢ (k; =2 — k; =1y k; = =2 — k; = —1). El panel (d) muestra
todos los posibles eventos de compromiso en donde dos vecinos con orientaciones

opuestas se convierten en moderados.

Podemos pensar en la persuasion y el compromiso como dos mecanismos en compe-
tencia que dan forma a la distribucién de opiniones en la poblacion. Mientras que
las interacciones persuasivas hacen que las personas adopten opiniones extremas 2 y
—2 y conducen a la bipolarizacién de opiniones, los eventos de compromiso tienden
a moderar las opiniones, promoviendo una distribucién de opinién centralizada en
torno a valores moderados 1 y —1. Para estudiar estos fenémenos analizaremos la
evolucion temporal del sistema y exploraremos la dindmica de coarsening en ambos

regimenes: bipolarizacion y centralizacion.
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Figura 2.2: Evolucién temporal de las densidades de agentes x; con diferentes
estados de opinién k en realizaciones individuales de la dinamica, para un sistema
de N = 10" agentes y dos valores de r = p/q. (a) x(t) para r = 1073. La linea
punteada corresponde a la expresién 0.34e"(=21%0) de la Ec.(2.2)). Paneles (b) y
(c) muestran la evolucién de 4 (t) para r = 1/3 en realizaciones de tipo 1 y tipo

2, respectivamente.

2.2. Dinamica de coarsening

Comenzamos el andlisis numérico del modelo estudiando la evoluciéon tempo-
ral del nimero de agentes en cada estado, que describen el sistema a un nivel
macroscopico. Para eso, realizamos simulaciones de Monte Carlo de la dinamica
descrita en la seccién [2.1] donde se midieron las cantidades x(t) (k = —2,—1,1,2),
definidas como la fraccién de agentes en el estado k en el tiempo ¢, que son nor-
malizadas en todo momento (Y, zx(t) = 1 V t > 0). Inicialmente, cada agente
adopta uno de los cuatro estados posibles con igual probabilidad 1/4. El compor-
tamiento cualitativo del sistema depende de la frecuencia relativa entre eventos de
persuasiéon y compromiso, que esta controlada por la relacion r = p/q entre las pro-
babilidades de que ocurran estos eventos. Por conveniencia, establecimos p+¢q = 1.0
p=r/(1+7r)yq=1/(1+r)]y analizamos el sistema cuando r varia. En la Fig.
mostramos la evolucién de las densidades x;, para realizaciones individuales de

la dindmica para un sistema de tamaiio N = 10*, y dos valores diferentes de 7.

En la realizacién para un r muy pequeiio (r = 107?) [Fig. [2.2| (a)] las interac-
ciones de compromiso son mucho mas frecuentes que las interacciones persuasivas

(¢ > p), impulsando las opiniones de la mayoria de los agentes hacia valores mode-
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rados durante una etapa inicial (¢ < 500) en la que x; y _; son mucho méas grandes
que xo y _s. Esto corresponde a una centralizaciéon de opiniones. Luego, en el ins-
tante ¢y = 2150, los estados negativos —1 y —2 desaparecen y la densidad x; decae
exponencialmente a cero, mientras que x, se acerca exponencialmente a 1. Una vez
que x5 es igual a 1 el sistema no puede evolucionar méas (estado absorbente), que
en este caso corresponde a un consenso de opinién extremista positiva. En general,
el estado final del sistema siempre es consenso en algin estado extremista, es decir,
todos agentes con una opinién 2 (zs = 1) o todos con una opinién —2 (z_5 = 1).
Se puede obtener una idea de esta aproximacién exponencial hacia el consenso uti-
lizando una aproximaciéon de campo medio. Esto corresponde a la version MF del
modelo M para r pequenos estudiados en [26]. Después de un tiempo ¢y solo los
estados positivos 1 y 2 sobreviven en el sistema (z1(t) +x2(t) = 1), y por lo tanto la
dindmica solo se ve impulsada por eventos persuasivos que conducen lentamente a
todos los agentes al estado 2 con una probabilidad muy pequena p =r/(1+r) ~r
en el limite » < 1. Luego, la variacion promedio de x; en un solo paso de longitud
At = 2/N esta dada por

dvy  Am _px%% _p2x1x2%
d At 2/N 2/N

= —pxy parat > tg. (2.1)

El primer término de la ecuacién describe la interaccién entre dos agentes de
estado 1 que realizaran su transicion al estado 2 con probabilidad p, mientras que
el segundo término toma en cuenta la transiciéon al estado 2 para un Unico agente
que estaba en estado 1 e interactiia con otro agente en estado 2. La solucion de la
ecuacion (2.1) es

x1(t) = x1(to) e ") para ¢t > 4, (2.2)

donde hemos usado r como un valor aproximado para p. La expresion de la ecuacion
para z; se grafica en la figura 2.2a) (linea punteada) usando r = 1073 y la
condicién inicial xq(ty = 2150) ~ 0.34 extraida de la curva z;(t). La coincidencia
obtenida con las simulaciones muestra que la dindmica en una red cuadrada para

un valor pequenio de r puede describirse con la teoria de campo medio MF.

En las realizaciones con r = 1/3 [Figs.[2.2) (b) y[2.2 (¢)] estén representadas las
interacciones persuasivas, las cuales son mas frecuentes que en el caso anterior, pero
menos frecuentes que las interacciones de compromiso. Estas interacciones parecen
suficientes para hacer que la mayoria de los agentes adopten estados extremos 2
y —2, y por lo tanto x5 y x_5 son mayores que x; y x_; para todo tiempo. Esto

corresponde a un estado polarizado donde la poblacién de agentes se divide en dos
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grupos de tamano similar que mantienen opiniones extremas y opuestas. También
observamos que en la realizacion del panel (b) el sistema alcanza el consenso en un
estado extremista 2 al tiempo t ~ 2400, mientras que en la realizacién del panel
(c) un consenso extremista en estado —2 se logra en un tiempo mucho mas largo
t ~ 6 x 10°. Estos ejemplos corresponden a dos tipos diferentes de realizaciones
observadas en las simulaciones. En las realizaciones de tipo 1 [panel (b)] la simetria
inicial entre los estados positivos y negativos se rompe a tiempos cortos y el sistema
alcanza rapidamente el consenso, donde las densidades z; y x_; decaen a cero y
To 0 T_g se aproximan a 1. En las realizaciones de tipo 2 [panel (c)] el sistema cae
en un estado metaestable de larga duracién donde x; y x_; fluctiian alrededor de
un valor estacionario durante mucho tiempo hasta que caen a cero junto con x,.
Este estado metaestable dura un tiempo mucho mas largo que el observado en la
version MF del modelo [26]. Esto significa que la coexistencia de opiniones podria
ser muy estable cuando las interacciones son restringidas a los primeros vecinos en

una red cuadrada, aumentando la estabilidad de la bipolarizacién de opiniones.

Para investigar el origen de los diferentes comportamientos descritos ante-
riormente estudiamos las propiedades de coarsening del sistema por medio de la
densidad de interfases p, definida como la densidad de enlaces entre vecinos en di-
ferentes estados [64,/66]. En la Fig. se muestra la evolucién temporal de p para
realizaciones individuales con r = 107* [panel (a)] y » = 1/3 [panel (b)], acom-
pafiadas con instantaneas del estado del sistema para diferentes tiempos y para
cada tipo de realizacion. Se observa la formacion de dominios de igual opinién con
diferentes caracteristicas. Para r = 10~ [Fig. [2.3|(a)], la gran frecuencia de eventos
de compromiso en comparacion con los eventos persuasivos conduce a casi todos los
agentes hacia estados moderados, lo que produce la formacién temprana de grandes
dominios compuestos por agentes con estados 1 o —1, con unos pocos extremistas
dispersos (snapshot abajo a la izquierda). Durante esta etapa, la dindmica de la in-
terfase entre 1 y —1 sigue la del Modelo del Votante. Esto explica la forma ruidosa
observada en la interfase que caracteriza el coarsening sin tension superficial del
VM [69]. Los dominios crecen lentamente hasta que casi todos los agentes, excepto
algunos extremistas, adoptan el mismo estado moderado (indicado por el estado 1
en el snapshot) y p alcanza un minimo. Esto corresponde al comienzo de la eta-
pa persuasiva discutida anteriormente, durante la cual los agentes moderados se
vuelven extremistas. Luego, la relajacion al consenso sigue el decaimiento expo-
nencial de MF p ~ x1(1 — 21) ~ e de la ecuacién (lineas discontinuas).
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Figura 2.3: Evolucién temporal de la densidad de interfase p en realizaciones indi-
viduales, para un sistema de tamaiio N = 10* con r = 107* (a) y r = 1/3 (b). Los
snapshots de la red muestran los patrones espaciales de las opiniones a diferentes
tiempos y para diferentes tipos de realizaciones. Panel (a): Snapshot de abajo a la
izquierda, corresponde a una centralizaciéon de opiniones alrededor de los valores
moderados k = —1 y k = 1, mientras que el snapshot de arriba a la derecha muestra
que todas las opiniones son positivas y la persuasion se hace presente. Las lineas
punteadas tienen un valor para la pendiente de r = 10~*. Panel (b): El snapshot
de abajo a la izquierda corresponde a realizaciones que alcanzan rapidamente el
consenso (tipo 1), mientras que los snapshots de abajo y arriba a la derecha repre-
sentan realizaciones de tipo 2, donde el sistema queda atrapado en estados bandas
de larga duracién antes de alcanzar el consenso. Panel (c): densidad promedio de
interfase (p) (circulos) y densidad promedio de estados moderados (cuadrados) en
funcién del tiempo para un sistema de tamaiio N = 300%. El promedio fue realizado

sobre 10* realizaciones. Las lineas punteadas tienen una pendiente de —0.46.
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Esta dindmica es muy diferente a la observada en modelos de votantes con estados
multiples [64-66], donde los agentes con estados intermedios (moderados) se colo-
can en los bordes entre dominios de estados extremos y forman interfases bastante
suaves. Este tltimo fendmeno ocurre para r = 1/3 [Fig. [2.3|(b)], donde los estados
moderados 1 y —1 se encuentran en la interfase entre dominios de estados 2 y —2.
Esto se observa en la Fig. [2.3|(c) donde mostramos la evolucién temporal del valor
promedio de p y la densidad promedio de estados moderados (intermedios) z1+z_;.
Vemos que (p) y (z; +x_;) decaen como ¢~ lo que indica que la dindmica de la
interfase estd correlacionada con la de los estados moderados. El comportamiento
(p) ~ 7016 es consistente con el coarsening algebraico encontrado en modelos de
votantes con estados intermedios [64,66]. Como se demostré en [66], la adicion de
estados intermedios a los 2 estados del VM cambia las propiedades de ordenamiento
del sistema, desde un coarsening impulsado por el ruido de la interfase (observado
en el VM), a un coarsening con tension superficial, observado en modelos con uno
o varios estados intermedios. El exponente caracteristico 0.46 es compatible con
el exponente 0.5 asociado al crecimiento de dominios por curvatura observados en
Modelos de Ising Cinéticos [70,/71].

Otra observacion de la Fig. (b) estd relacionada con los diferentes tipos
de realizaciones, cuya dindmica de interfase explica el comportamiento temporal
de las densidades moderadas x; y x_; observadas en las figuras (b) y (c).
La evolucién inicial de p en todas las realizaciones sigue un decaimiento tipo ley
de potencia descrito anteriormente, pero luego se dividen en dos grupos principa-
les. El grupo de realizaciones que decaen rapido, llamados tambien de corta vida,
corresponde a la Fig. (b), en la cual los dominios se encogen y desaparecen
hasta que un gran dominio extremista cubre todo el espacio (snapshot abajo a la
izquierda). El grupo de realizaciones que caen en un estado metaestable de larga
duracién, donde se observan franjas horizontales o verticales (snapshot de abajo a
la derecha) o franjas diagonales (arriba a la derecha), corresponde a la Fig.
(c). En estas dinamicas de estados metaestables, la densidad de interfase p fluctia
alrededor de un valor estacionario hasta que una fluctuacién de tamano finito lleva
al sistema a uno de los estados absorbentes (p = 0). El largo plateau observado
para p muestra que el estado polarizado es mucho més estable en redes cuadradas
que en MF [26]. Como estudiaremos con més detalle en la seccién 2.4 este com-
portamiento se debe a la difusién lenta de las interfases entre estas bandas, que

finalmente se encuentran y aniquilan, llevando al sistema al consenso. Las bandas
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diagonales se caracterizan por un valor estacionario de p que es aproximadamen-
te /2 veces mas grande que el valor correspondiente para bandas horizontales o
verticales. También vale la pena mencionar que aunque estas bandas diagonales no
se mencionan en modelos relacionados [64,65,72] es probablemente porque es muy
poco probable que se formen (alrededor de 3 por ciento del tiempo en nuestras
simulaciones), esperamos ver estas franjas diagonales en todos estos modelos con

coarsening tipo Ising [73].

2.3. Tiempos de consenso

Como mostramos en la secciéon el modelo M tiene dos estados absorbentes
correspondientes a los dos consensos extremistas. Una magnitud de interés en estos
modelos es el tiempo medio para alcanzar el consenso de opinion 7. En la Fig.
(a) presentamos resultados de simulaciones numéricas de 7 como funcién de r
para tres tamanos de red diferentes N. Cada punto en la gréfica corresponde a un
promedio de 10* realizaciones independientes con condicién inicial uniforme. Vemos
que 7 es no mondtono con r, tomando valores muy elevados para r pequenos y
grandes. También observamos que 7 aumenta con N y que el aumento es mucho mas
rapido para r grandes, lo que sugiere dos escalas diferentes alrededor del minimo.
De hecho, los paneles (b) y (c¢) de la Fig. muestran el colapso de los datos
para valores pequenos y grandes de r cuando las curvas se dividen por In N y
N164 respectivamente. La escala logaritmica de 7 con N en el limite cuando r
es pequeno se puede obtener del comportamiento de la densidad x; dada por la
Ec. . Primero notamos que el decaimiento exponencial de x; con el tiempo se
mantiene para r < 1y N (no mostrado), y que el tiempo ty(r, V) en el que la etapa
persuasiva comienza, varia tanto con r como N. Para derivar una expresion para
7 hacemos dos suposiciones. Primero, esperamos que la distribucién de los estados
a to(r, N) tenga un maximo en k = 1, es decir, z;(tg) ~ 1 y x2(ty) ~ 0. De hecho,
hemos comprobado que x;(ty) se aproxima a 1.0 cuando r disminuye (z1(¢y) ~ 0.34
para r = 1073, mientras que x,(ty) ~ 0.7 para r = 107%). En segundo lugar,
suponemos que se llega a un consenso cuando hay menos de un agente en el estado
1, lo que conduce a la condicién x; = 1/N en el tiempo 7. Luego, despejando 7 de

—T[t—to(

la relacion 1/N ~ e »N)] Jlegamos a la aproximaciéon 7 ~ to(r, N) + 7' In N.

El segundo término esta asociado a la duracion de la etapa persuasiva que domina
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Figura 2.4: (a) Tiempo medio de consenso 7 como funcién de r en escala doble
logaritmica para diferentes tamafios de red: N = 100 (circulos), N = 400 (cuadra-
dos) y N = 900 (tridngulos). Paneles (b) y (c) muestran el colapso para valores
pequenos y grandes de r, respectivamente. La linea sélida en (b) corresponde a la
aproximacién analitica 7 ~ r~'In N de la Ec. , mientras que la linea punteada

en (c) tiene pendiente 2.

en el limite para r pequeno y, por lo tanto, 7 puede ser aproximado como

In N
T~ —— parar < 1. (2.3)
r

Observamos en la Fig. (b) que la expresién analitica Ec. (2.3 representada
por la linea continua, coincide con los datos numéricos, mostrando la divergencia

1/r de 7 en el limite de r — 0.

El comportamiento de ley de potencia 7 ~ N4 usado para colapsar los datos
para los valores grandes de r [ver Fig. (c)] se obtuvo ejecutando simulaciones
para r = 1/3 y varios tamanos de sistema. Los resultados se muestran en la Fig.
2.6] con circulos vacios, donde también trazamos una linea sélida con pendiente
1.64 que sirve como guia visual, y que corresponde al mejor ajuste de los datos.
Los puntos de la Fig. (c) colapsan en una sola curva que parece acercarse al

2 cuando r se vuelve grande (linea punteada), y esto

comportamiento cuadratico r
sorprendentemente concuerda con lo predicho por la expresion MF 7y ~ r?Iln N
derivado en [26]. Sin embargo, este aumento logaritmico de 7z con N en MF es
mucho més lento que el aumento no lineal 7 ~ N1* obtenido en redes cuadradas.

Como consecuencia, el consenso en MF es mucho mas rapido que en lattices.
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Figura 2.5: (a) Probabilidad de supervivencia S en funciéon del tiempo en escala
lineal-logaritmica, para r = 1/3 y tamanos del sistema N = 3600, 6400 y 10000
(de abajo hacia arriba). El rapido decaimiento inicial de S describe el coarsening
de los dominios, que tiene un tiempo de vida medio proporcional a N [panel (b)].
La larga cola exponencial de S decae con una constante de tiempo proporcional a

N1 asociada con la vida media de las realizaciones de tipo 2 [panel (c)].

Los largos tiempos de consenso en redes cuadradas para valores grandes de
r son consecuencia de los estados metaestables que caracterizan las realizaciones
de tipo 2 discutidas en la seccion y que conducen al exponente no trivial de
1.64. De hecho, el valor de 7 obtenido en simulaciones es la combinacién de los
dos tipos de realizaciones que tienen escalas de tiempo muy diferentes. Las reali-
zaciones de tipo 1, donde se alcanza el consenso rapido mediante la formacion de
dominios y las realizaciones de tipo 2 en las que se llega al consenso mediante la
difusion de las dos interfases definidas por bandas. Para distinguir entre realizacio-
nes de tipo 1 y tipo 2, seguimos el método desarrollado en [64}72] y estudiamos la
distribucién de los tiempos de consenso P(t), donde este tiempo se calcula como
T = g7t P(t)dt. Esto es equivalente a estudiar la probabilidad de supervivencia
S(t) de realizaciones individuales definida como la probabilidad de que una reali-
zacion no llegue al consenso hasta un tiempo ¢, que estéd relacionado con P(t) por
la expresién S(t) = 1 — [{ P(t)dt. La ventaja de calcular S en lugar de P es que
S tiene menos fluctuaciones asociadas al ntimero finito de realizaciones. La figura
(a) muestra S en funcién del tiempo para r = 1/3 y tres tamanos de sistema.
De acuerdo con los resultados en modelos relacionados [64,72], las curvas se carac-

terizan por dos escalas de tiempo: una escala de tiempo breve consistente con una
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Figura 2.6: Tiempos medios de consenso 7, 71 vy 7o en funcién del tamano del
sistema N en escala doble logaritmica para r = 1/3. 7 es el promedio sobre todas
las 10* realizaciones, mientras que 7, y 7> corresponden a los valores promedios
sobre las realizaciones de tipo 1 y tipo 2, respectivamente. Las lineas solidas tienen
pendientes 1.71, 1.64 y 1.0 (de arriba hacia abajo). Gréfico interno: estimacién del
tiempo medio de consenso como la combinacion lineal 0.66 71 + 0.34 75 (diamantes)

comparados con 7 (circulos) para ambos tipos de realizaciones.

decaimiento rapido al consenso, y una escala de tiempo mucho més larga asociada
con un decaimiento exponencial asintético (la cola). El decaimiento rapido inicial
de S corresponde al consenso inducido por la formaciéon de dominios observado en
las realizaciones de tipo 1, mientras que la cola exponencial describe los tiempos
de consenso de las realizaciones que quedan atrapadas en un estado metaestable
de banda (de tipo 2). El tiempo t* al que comienza la caida exponencial fue to-
mado como referencia para asignar un tipo a una realizacion dada. Realizaciones
que alcanzaron el consenso antes (después) de t* se consideraron de tipo 1 (tipo 2).
Usando este criterio, calculamos el tiempo para llegar a un consenso en cada tipo

de realizacion.

En la Fig. mostramos que el tiempo medio de consenso tiene una escala que
va como 7, ~ N en las realizaciones de tipo 1, mientras que para las realizaciones
de tipo 2 la escala es 75 ~ N El colapso de los datos en los paneles (b) y
(c) de la figura muestra que 7; puede considerarse como la escala de tiempo
caracteristica asociada al rapido decaimiento inicial de S, y que 75 es proporcional
a la constante de tiempo del decaimiento exponencial. También hemos calculado la

probabilidad de que una realizacion llegue al estado metaestable como la fraccion de
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realizaciones de tipo 2 sobre 10? realizaciones independientes, que dieron un valor
medio aproximado 0.34 en un rango de tamanos de sistema 400 < N < 10000, con
una disminucion muy lenta a medida que N aumenta. La estimacion indirecta del
tiempo medio de consenso como la combinacion de los dos tipos de realizaciones
puede escribirse

T~ 0.667 +0.347 (2.4)

y se muestra en el grafico interno de la Fig. (diamantes s6lidos), donde observa-
mos la coincidencia con el valor de 7 calculado realizando un promedio sobre todas
las realizaciones (circulos vacios). Por lo tanto, el escaleo aproximado 7 ~ N!64
observado en simulaciones puede ser explicado como el resultado de la combinacién
lineal de los comportamientos de ley de potencia 7, ~ N y 7o ~ N7, Como 7
se vuelve mucho mas grande que 7; a medida que N aumenta por un factor de 10
(100) para N = 400 (10*), esperamos que el exponente efectivo 1.64 para T pueda
aproximarse al exponente de 7, cuando N aumente. En la proxima seccion se pro-
porcionara una explicacion mas detallada para la aparicién de este exponente no

trivial 1.71 estudiando la dindamica de las interfases en forma de bandas.

2.4. Dinamica de las bandas hacia el consenso

En la seccion previa mostramos que el tiempo medio de consenso para
r = 1/3 escalea como 7 ~ N'% con el tamano del sistema N. Como se discutié
anteriormente, este escaleo se debe principalmente a la existencia de estados me-
taestables que sobreviven durante mucho tiempo, en los que el sistema muestra
una especie de patrones banda. Es importante mencionar que leyes de escala muy
similares para el tiempo de consenso con el tamano del sistema, 7 ~ N, ya se co-
nocian dentro de la literatura, especificamente en trabajos relacionados sobre redes
bidimensionales [64}65,72]. Por ejemplo, en el Modelo de la Regla de la Mayoria
(MR por sus siglas en inglés) introducido en [72], los autores encontraron un valor
de v = 1.7, mientras que en el modelo bilingiie estudiado en [64] este exponente
tiene un valor de v = 1.8, y también se observé un exponente similar en el VM con
grados de confianza investigado en [65], cuyo valor exacto no fue reportado. Lo que
todos estos modelos tienen en comin con el modelo M en una red bidimensional
es la existencia de estados banda con una probabilidad cercana a 1/3 cuando el
sistema comienza desde condiciones iniciales aleatorias, y un estado de consenso

final que es absorbente. A pesar de que estos modelos difieren en el numero de
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estados de opinién (2 estados en el modelo MR, 3 estados en el modelo bilingiie, 4
estados en el VM con grados de confianza, y 4 o més estados en el modelo M), sus
reglas microscopicas inducen una dinamica de coarsening impulsada por la tension
superficial, que puede conducir a la formacién de bandas horizontales, verticales
o diagonales en redes cuadradas, como se conoce que ocurre en sistemas simila-
res a Ising [73]. Por lo tanto, parece que la dindmica de bandas es el mecanismo
fundamental que determina los tiempos de consenso en modelos donde se emplean
estas redes cuadradas con coarsening por tension superficial y estados de consenso
absorbentes con el escaleo 7 ~ N” (con 1.64 < v < 1.8) reportado en los trabajos
mencionados anteriormente. Por lo que sabemos, todavia no hay una explicacion
satisfactoria del comportamiento de 7 con N. Algunos intentos de obtener el ex-
ponente v fueron desarrollados en [72] y [65], quienes llegaron al valor aproximado
v = 1.5 que estd lejos del exponente obtenido a partir de simulaciones numéricas

de los respectivos modelos, v = 1.7y v = 1.8.

En esta seccion, proponemos un enfoque que da una idea de la dindmica de
bandas hacia el consenso observada en el sistema y proporciona un valor de v
que concuerda con las simulaciones. La Ec. muestra que el tiempo medio de
consenso tiene una contribucion lineal (73 ~ N) que corresponde a realizaciones
de corta duracién (tipo 1) y un término no lineal (7, ~ N17) correspondiente a
las realizaciones de larga duracion (tipo 2). Dado que 71 es mucho mdas pequeno
que 7, para el rango explorado de N (ver Fig. [2.6)), podemos suponer que 7 esté
principalmente determinado por las realizaciones de larga duraciéon que caen en un
estado de banda (realizaciones de tipo 2). La evolucién de una realizacién tipica de
tipo 2 consiste en dos diferentes etapas, como podemos ver en la evolucién de p en la
Fig. [2.3(b). La etapa inicial se caracteriza por la dindmica de coarsening donde p
exhibe un decaimiento de ley de potencia hasta un tiempo ¢t ~ 10*. Luego, el sistema
cae en un estado metaestable de bandas donde p se mantiene casi constante hasta
que se llega al consenso a tiempo ¢ ~ 2 x 10°. Por lo tanto, vemos que el tiempo de
consenso es controlado en gran medida por la duraciéon de esta etapa de bandas, ya

que es mucho maés larga que la etapa inicial de formacién de dominios (coarsening).

Para estudiar la dindmica de las bandas partimos de una condicion inicial
que consistia en dos franjas verticales de ancho L/2 cada una, como vemos en la
Fig. [2.7] (a-I). La Fig. (a) muestra una evolucién tipica de las bandas en una
sola realizacion, donde combinamos ambas opiniones de una misma orientacién en

un solo color para representar mas claramente las interfases (—1 y —2 en azul,
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Figura 2.7: (a) Imdgenes espaciales del sistema de red bidimensional 100 x 100
en cuatro instantes diferentes de tiempo, mostrando la evolucion de las bandas
de misma opinién/orientacién en una realizacién (opiniones negativas —1 y —2
en azul y opiniones positivas 1 y 2 en rojo). Las lineas sélidas verticales denotan
la posicién de las interfases. (b) Comparacién del tiempo medio de consenso para
realizaciones de tipo 2 (bandas) que inician con condiciones aleatorias 7, (tridngulos
hacia la izquierda), con el tiempo medio de consenso 7y (tridngulos hacia arriba)
y el tiempo medio de ruptura de la interfase 7, (cuadrados) cuya condicién inicial
se realiza desde una configuraciéon de bandas mostradas en la Fig. I del panel (a).
Tambien se compara el tiempo medio de consenso 7 (circulos) con la estimacién

0.34 7, (diamantes). La linea sdlida corresponde a la aproximacién analitica de la

Ec. .

1 y 2 en rojo). Las interfases que separan las bandas difunden libremente en la
direccion perpendicular a las mismas [Fig. (a-IT)] hasta que se encuentran y se
aniquilan, separdndose en dos dominios [Fig. (a-I1T)]. Luego, durante la tdltima
etapa, éstos dominios se reducen rapidamente [Fig. (a-IV)] y desaparecen, para
finalmente alcanzar el consenso en el sistema. Como esta tltima etapa es mucho
mas corta que la etapa difusiva, el tiempo medio de consenso a partir de un estado
inicial de banda, llamado 75, puede ser aproximado como el tiempo medio requerido
para que las dos interfases se encuentren y se rompan, a este tiempo lo llamamos
“tiempo medio de ruptura” 7,. En la Fig. (b) verificamos que 7, (cuadrados)

es de hecho muy similar a 7, (tridngulos hacia arriba). También vemos que 7, es



52 2.4. Dinamica de las bandas hacia el consenso

similar al tiempo medio de consenso 75 de las realizaciones de tipo 2 comenzando
desde una condicién inicial aleatoria (tridngulos hacia la izquierda), como sugerimos

anteriormente.

Usando la Ec. (2.4) encontramos que 7 puede ser escrito aproximadamente
como
T~ 0.347, (2.5)

representado por diamantes en la Fig. 2.7|(b).

Basados en este resultado, en la subseccion [2.4.1] derivamos una aproximacion
analitica para la dependencia de 7, con L usando las propiedades de difusion de las
interfases, y en la subseccion [2.4.2| mejoramos esta aproximacion incorporando las

propiedades de rugosidad de las mismas.

2.4.1. Estimacién de 7, considerando dos particulas difusi-
vas

Para estudiar con méas detalle la dindmica de las interfases, empezaremos de-
finiendo la posicion x;(t) de la interfase i (i = 1,2) para un dado tiempo ¢t como

el valor medio de todas las posiciones de la misma z;,(t) a cierta altura y [ver

Fig. E5(o) L
2i(t) = i IENC) (2.6)

Entonces, podemos interpretar x; y xs como las posiciones respectivas de dos
particulas puntuales independientes que difunden en un intervalo [1, L] con con-
diciones de contorno periddicas, y que se aniquilan cuando se encuentran. Esta
equivalencia fue propuesta por Chen y Redner en el modelo MR [72], y también
fue usada més tarde por Volovik y Redner en el VM con grados de confianza [65].
Verificamos que la particula 1 (y también la particula 2) se mueve de forma difusi-
va midiendo la evolucién temporal de la varianza de xy, o2(t) = (z2)(t) — (x1)3(t),
donde los promedios se hicieron sobre 10* realizaciones independientes. Encontra-
mos que o%(t) aumenta linealmente con el tiempo para varios tamatos de L y que
el coeficiente de difusién Dy, calculado a partir de la relacién o%(t) = 2 Dy ¢ de un
proceso difusivo, decae como 1/L (no mostrado). De hecho, observamos que todas
las curvas colapsan cuando el eje y es reescalado por L, obteniendo la relacion
aproximada

DL ~ s (27)

&~
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Figura 2.8: Tlustraciéon del mapeo de la dinamica de la interfase partiendo de la

condicién de bandas para el problema de las dos particulas puntuales difusivas en
el intervalo [1, L] con condiciones periddicas de contorno. a) Las lineas verticales
indican las posiciones z; y x5 de las interfases, denotadas por circulos (particulas)
en el panel b). b) El sistema es replicado en todo el espacio 1D, donde las particulas
difunden libremente sin restricciones en los bordes. ¢) Particula puntual equivalente
con posicion x = x9 — x; que difunde en el intervalo [0, L] con limites absorbentes
en los extremos. El coeficiente de difusion 2D, es el doble que el de las particulas

en el panel a).

con d = 0.04. Una estimacién de esta relacién de escaleo se desarroll6 en [65}72)]
suponiendo que cada punto en la interfase z;, se comporta como un caminante
aleatorio independiente [74}75] que salta un sitio a la derecha o a la izquierda con
igual probabilidad, entonces, v/D;, debe ser proporcional al desplazamiento medio
de la posicion de la interfase x; en un intervalo de tiempo At = 1, que escalea con

el niimero de caminantes L como v/L/L = L~/2, por lo tanto Dy, ~ 1/L.

Ahora podemos aproximar el tiempo medio de ruptura de la interfase 7, como
el tiempo medio en que las particulas tardan en encontrarse en el intervalo [1, L],
cuando sus posiciones iniciales estdn a una distancia L/2. Dada la naturaleza pe-
riddica de los bordes en este intervalo, resulta 1til considerar un sistema equivalente
que se obtiene al replicar el intervalo y las particulas en el espacio unidimensional
(1D) [ver Fig. [2.§ (b)], donde estas puedan difundir libremente en todo el espacio
de 1D sin restricciones de borde. En este sistema replicado, la particula 1 se mueve

siempre entre la particula 2-izquierda y la particula 2 (2o — L < 21 < x9) hasta que
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se aniquile con una de estas dos particulas (x; = 9 — L 6 x7 = x2). Por lo tanto,
la diferencia x = x5 — x; se puede ver como la posicién de una particula equiva-
lente que difunde en el intervalo [0, L] con condiciones de contorno absorbentes en
x =0y xz =L [ver Fig. 2.8 (c)]. Entonces, el problema se reduce al escape de una
particula con difusién 2D, (dos veces la de las particulas 1y 2) en el intervalo [0, L]
a partir de una posicion x = L/2, cuya expresién exacta para el tiempo medio de
salida es L?/16Dy, (ver, por ejemplo [25]). Después de reemplazar la expresion de

la Ec. (2.7) por Dy obtenemos
L3
T

Uikt (2.8)
donde el superindice I en 73 es usado para indicar una aproximacion de primer
orden (vea la siguiente subseccién para aproximaciones de orden superior). En la
Fig. comparamos la expresién de la Ec. (2.8)) para 7 (linea punteada) con el
valor de 7, obtenido en simulaciones numéricas (circulos). Aunque vemos que 7,
es una aproximacion razonable para 7, se sobreestima este tiempo para todos los
valores simulados de L. Sin embargo, mostraremos que 7; se acerca asintéticamente

a 7, en el limite L — oco. Esta observacién ya fue reportada en [65]72] junto con el

escaleo aproximado 7 ~ L% = N3/2,

p—
(=)
-
T

—
=)
=)
T

Tiempo medio de ruptura
p—
e}
9]

109" 16 32 64 128
L
Figura 2.9: Tiempo medio de ruptura de la interfase vs lado de la red L mostrado
en escala log-log con una condicién inicial de bandas (Fig. 2.7(a-I)). Se compa-
ran los resultados de simulacién (73, circulos llenos) con las siguientes expresiones
aproximadas: 7, (linea punteada) Ec. (2.8), 7' (cuadrados vacios) Ec. (2.9) y "
(linea solida) Eec. (2.10). Grafico interno: Los circulos corresponden a la pendiente
de la curva 7, vs L en escala doble logaritmica, calculada con los datos de la Figura

principal, mientras que la linea sélida es la aproximacién analitica Ec. (2.14).
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2.4.2. Estimacion de 7, considerando dos barras difusivas

El tiempo medio de ruptura 7, se puede considerar como una primera aproxi-
macién para 73, donde se supone que las interfases de las bandas se rompen cuando
sus posiciones sean exactamente iguales (7 = x3). Sin embargo, esta aproximacién
no toma en cuenta la rugosidad de cada interfase, que, como veremos, juega un
papel importante en la dindmica de ruptura. En una aproximacién més refinada
que tenga en cuenta el ancho de las interfases se debe considerar que, en una rea-
lizacién dada, las interfases se rompen cuando estan ubicadas a alguna distancia
Az® = |25 — 28] > 0 [ver Fig. [2.10|(a)], donde 2% y 25 son las respectivas posiciones
de las interfases en el momento de la ruptura. La idea detras de este argumento
es que la ruptura ocurre cuando las interfases se tocan por primera vez en algin
punto y que depende de la rugosidad especifica de las mismas en ese momento,
como vemos en la Fig. [2.10 (a). Por lo tanto, cada interfase se puede describir
mejor mediante una particula difusiva con forma de barra rigida de longitud Az’
que representa el ancho de las interfases en el momento de la ruptura [ver Fig. [2.10
(b)]. Estas dos barras difunden hasta que colisionan y se aniquilan en una de las dos
formas posibles que se muestran en los paneles b) y ¢) de la figura . En el sis-
tema replicado, el centro de la barra 1 se mueve entre las posiciones z; = x5 — Az?
[panel b)] y 21 = 29 — L + Az® [panel c)], y por lo tanto, la diferencia x = zo — 2,
entre los centros de las barras describe la posicién de una particula puntual que se

mueve en el intervalo [Axz®, L — Az®] de longitud reducida L — 2Ax® [paneles (d) y

(e)].

Si tomamos el valor promedio de Az’ sobre muchas realizaciones de la dindmi-
ca, (Az®), como la distancia efectiva entre las interfases cuando se tocan por pri-
mera vez, el problema se puede reducir al escape de una particula en un intervalo
de “longitud efectiva” L = L — 2(Az"). Entonces, el tiempo medio de escape sera
I /16 Dy, o, reemplazando la expresién anterior para L y la Ec. para Dy, nos

queda

o (1-2(adhr ) L )
T, = 16d i (2.9)

La Ec. (2.9) representa una segunda aproximacion que incorpora la distancia pro-

medio entre las interfases cuando se encuentran. Para probarla (Ec. (2.9)) ejecu-
tamos simulaciones y medimos la distancia promedio de la interfase (Az’) para
varios valores de L [cuadrados en la Fig. [2.11] (a)]. El momento en el que se rompe

la interfase para una realizaciéon determinada se tomé como el tiempo para el cual
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Figura 2.10: a) Las interfases entre las bandas se rompen cuando estdn a una
distancia Az’ y se tocan en un punto y por primera vez. b) y c) Las interfases
se mapean a barras replicadas en el espacio 1D que se aniquilan cuando chocan.
d) y e) Particula puntual equivalente con posicién x = xo — 21 que difunde en el

intervalo [Ax®, L — Ax®] con limites absorbentes en los extremos.

todos los sitios de al menos una fila de la red tienen estado 2 6 —2 por primera vez.
Los cuadrados vacios en la Fig. representan la estimacién 7' de 7, obtenida al
insertar el valor numérico de (Az®) en la Ec. (2.9)), lo cual coincide bastante bien
con los resultados de la simulacién (circulos llenos) para L > 15. Esto muestra
que la rugosidad de la interfase juega un papel muy importante en la dinamica
de ruptura, produciendo grandes desviaciones de 7, en la ley de escala L? (linea
punteada en Fig. cuando L disminuye. Estas desviaciones, que se vuelven mas
visibles para valores pequenos de L, son capturadas bastante bien por el prefactor
(1 -2 (Aajb>/L)2 de 7" en la Ec. . Vemos en la Fig. [2.11] (a) que (Az’) crece

con L como L%%% (linea continua), y por lo tanto la proporcién (Az®)/L desapa-

rece a medida que L aumenta, lo que lleva a la expresion de la Ec. para T3,
confirmando la hipodtesis de que la Ec. es correcta en el limite L — co. Como
se muestra en el apéndice [A] el exponente 0.525 estd relacionado con el exponente
de rugosidad o ~ 0.5 asociado al valor de saturacién del ancho de las interfa-
ses. Una conclusion interesante de la Ec. es que una ley de potencia pura
7' ~ L* = N" nunca se obtiene para un valor finito de L. En cambio, el factor de
correccion (1 —2(Axb)/ L>2 introduce una curvatura descendente en la curva 7' vs
L en una escala doble logaritmica, que disminuye con L y se vuelve muy pequena
para L 2 40 (ver Fig. . Como resultado, los datos pueden ser bien ajustados
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por una funcién de ley de potencia de N con un exponente efectivo v > 1.5, como

los que se muestran en la Fig. 2.6 para 7 y 7.
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Figura 2.11: a) Distancia promedio entre interfases cuando éstas se rompen (Ax®)
(cuadrados) y desviacién méxima promedio de la interfase 2(d,,q.) (diamantes)
como funcién de L. La linea sélida representa el mejor ajuste de ley de potencia
L9525 para (Az®). (b) Crecimiento del ancho de la interfase promedio (W) con el
tiempo. El ancho y el tiempo son reescalados por L%° y L?, respectivamente, para
obtener el colapso de la data para los valores de L indicados en la leyenda. La linea

punteada indica el crecimiento inicial tipo ley de potencia t%2°.

Al sustituir la aproximacién de ley de potencia (Ax®) ~ L%525 en la Ec. (2.9)

obtenemos la siguiente expresion aproximada para el tiempo medio de ruptura:

—0. 2 13
11 (1 —2L 0475) L
= . 2.1
Ty 16d (2.10)

Como podemos ver en la Fig. , la Ec. (2.10)) representada por la linea sélida,
ajusta muy bien con los datos numéricos (circulos llenos) para L 2 15. Finalmente,
usando la Ec. (2.5) llegamos la expresion

0.34 (1 — 2N-02375)2 \15
T= 164 : (2.11)

para el tiempo medio de consenso. La Ec. (2.11]) esta representada por la linea solida
en la Fig. (b) Vemos que, aunque hay algunas discrepancias con los resultados
numéricos (circulos), la Ec. (2.11]) captura bastante bien el comportamiento de 7

con el tamano del sistema N para casi la totalidad del rango de valores.

Ahora podemos explorar la forma funcional aproximada de 7, dada por la
Ec. (2.10) para analizar la escala de 7, para un amplio rango de L. El factor L=047
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introduce una curvatura hacia abajo en 7, —cuando se grafica en escala log-log— que

desaparece cuando L aumenta. Por lo tanto, podemos aproximarnos a la forma de
" alrededor de un valor dado Ly como una ley de potencias de L (ver el apéndice
para detalles de célculo)

m" (L, Lo) ~ A(Lg) L*™), (2.12)
donde
1 ( 1.9 )
L 5 —0ars\? (20T
A(Ly) = 16d(1 215%™ Ly y (2.13)
1.9

Podemos verificar que en el limite termodindmico Ly — oo el exponente a(Ly)
se aproxima al valor 3.0, como se sugirié anteriormente, mientras que A(Lg) se
acerca a 1/(16 d), recuperando la aproximacién 74 ~ L3/(16d) de la Ec. (2.8). El
exponente a(Lg) de la Ec. (2.14), que mide la pendiente de la curva log[r"(L)]
vs log(L) en algun punto log(Lg), es trazado por una linea continua en la Fig.
interna de la Fig. y comparado con el valor numérico (circulos llenos) obtenido
calculando la pendiente local de los puntos de 7, en la Fig. principal. Podemos
ver que la pendiente disminuye muy lentamente con Ly, y por lo tanto para los
valores de L medidos en las simulaciones a permanece casi constante y puede ser
aproximada por una ley de potencia pura. Entonces podemos usar la Ec.
para aproximar el tiempo medio de ruptura como 7, ~ L* = N%/? en el rango de
tamanos de sistema utilizados en las simulaciones, y comparar a con los exponentes
numéricos obtenidos de la Fig. 2.6] por ajuste de los datos numéricos con una ley
de potencia. Por ejemplo, la pendiente en N = 2000 (L =~ 45) de la Ec. es
a/2 ~ 1.73, lo que coincide bastante bien con la pendiente numérica 1.71 para 75 en
el rango 4 x 102 < N < 10%. El valor tedrico a/2 también es una aproximacién del
exponente numérico 1.64 obtenido de los datos de 7 vs N (solo 5.5 % menos), aunque
esperamos que esta aproximacion mejore para valores mayores de N. Finalmente,
también notamos que se vuelve muy dificil alcanzar una pendiente cercana a 1.5
en simulaciones del modelo, debido a la disminucién muy lenta de o con L. Por
ejemplo, para lograr una pendiente menor a 1.545 (menos de 3% de diferencia con
1.5), la Ec. predice que necesitariamos ejecutar simulaciones en sistemas con
valores de L 2 750, cuyos tiempos de consenso son del orden de 7 ~ 10° (Ec. ,

que es casi imposible de lograr en tiempos de calculo razonables.
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2.5. Discusiones finales

En este capitulo, estudiamos un modelo basado en agentes que interactian en
una red bidimensional que explora la competencia entre la persuasion y el compro-
miso en la formaciéon de opiniones. Descubrimos que las interacciones a primeros
vecinos entre los agentes inducen a una dindmica de coarsening muy interesante
que desempena un papel fundamental en la evolucion del sistema y la aproxima-
cién hacia el consenso. Las propiedades de coarsening dependen fuertemente de la
frecuencia relativa entre los eventos de persuasion y compromiso, medida por la
relacién r = p/q entre las probabilidades de interaccién de persuasiéon y compro-
miso. Cuando el proceso de compromiso domina sobre el proceso de persuasion, la
dindmica es similar a la del VM durante un corto tiempo transitorio inicial, en el
que los dominios estan formados por agentes moderados y el coarsening no tiene
tension superficial. Esto estd asociado a un estado de opinion centralizado donde
la mayoria de los agentes adoptan valores de opinion moderados. El crecimien-
to del dominio finalmente conduce a un estado donde todos los agentes tienen la
misma orientacién de opinién (positiva o negativa). Luego, los agentes moderados
comienzan a convertirse en extremistas y el sistema muestra un comportamiento
exponencial lento hacia el consenso de una opinién extrema, que se logra en un
tiempo que escalea como r~!'In N con el tamafio de la poblacién N. En el esce-
nario opuesto, donde la persuasién domina sobre el compromiso, el coarsening es
impulsado por la tension superficial y los agentes moderados se ubican en la inter-
fase entre los dominios formados por los extremistas. Esto corresponde a un estado
de opinién polarizado en el que la poblacion se divide en dos grupos que adop-
tan opiniones extremas y opuestas (positiva y negativa). La aproximacién final al
consenso puede ser muy larga si el sistema cae en una configuraciéon metaestable
de bandas, donde las dos interfases que definen una banda difunden hasta que se
encuentran y aniquilan. El tiempo medio de consenso de este tipo de realizaciones
escalea como N'™. Cuando el promedio se realiza sobre todas las realizaciones,
que incluyen realizaciones de corta duraciéon con un tiempo que escalea como N, el

tiempo medio de consenso general escalea como 7 ~ N, con v = 1, 64.

Se propuso una aproximacion para describir el consenso de las configuraciones
de bandas al mapear esta dinamica a un problema de dos barras que difunden libre-
mente en 1D y se aniquilan cuando colisionan por primera vez. Este método tiene

en cuenta el ancho de las interfases-banda, que se vuelve relevante cuando éstas
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se encuentran y se rompen. Una estimaciéon analitica del tiempo medio de ruptura
usando resultados conocidos en problemas de primer pasaje permitié obtener la ex-
presién aproximada (Ec. ) para la vida media de las bandas, lo cual coincide
con los resultados de las simulaciones del modelo. Ademas, la Ec. para el
tiempo medio de consenso muestra que el escaleo 7 ~ N” es una aproximacion ob-
tenida ajustando con una ley de potencia los datos numéricos sobre un rango finito
de N, ya que el exponente efectivo v alrededor de un N dado disminuye y se acerca
al valor 1.5 en el limite termodindmico (N — o). Estos resultados muestran que
las desviaciones analiticas del exponente de escala v = 1.5, obtenidas al suponer
que las interfases se comportan como particulas puntuales, se deben a la rugosidad

de las mismas.

Ademas, las interacciones en la topologia espacial de 2D tiene un gran impacto
en el comportamiento del modelo M respecto del caso de MF. La bipolarizacion
de opinién es mucho mas estable en redes bidimensionales que en MF, debido a
la existencia de estados metaestables de larga duracién con un patréon espacial de
opiniones que consiste en dos bandas compuestas por ambos tipos de extremistas.
Esta dinamica conduce a tiempos de consenso en redes cuadradas bidimensionales
que son mucho mas largos que los obtenidos en una configuracion MF. Otra ob-
servacion es que la bipolarizacion se encuentra para p > ¢ en MF, mientras que
en redes cuadradas bidimensionales se encuentra para valores de persuasiéon mu-
cho més bajos, aproximadamente por p > ¢/3. Por lo tanto, un pequeno nivel de
homofilia es suficiente para inducir bipolarizacién en una poblacién que interactia
en éstas redes. En consecuencia, la topologia reticular parece intensificar el efecto
de la homofilia y la PAT en la apariciéon de la bipolarizacién. Este resultado se
asemeja al obtenido en el modelo de Scheling para la segregacién racial [76], donde
una pequefia preferencia por tener vecinos de la misma raza en una red cuadra-
da puede inducir una gran segregacion espacial de la poblacién en dominios de la

misma raza.



Capitulo 3

Propagacion de Opiniones y Enferme-
dades en Redes Miltiples Interactuantes

La formacion de opiniones y la propagacién de enfermedades en una poblacién
de individuos son los procesos mas estudiados en redes complejas en los tltimos anos
[1,77]. El comportamiento de cada uno de estos dos procesos ha sido explorado de
manera independiente, y sus propiedades de propagacion en diversas topologias ya
estan bien definidas (ver Reviews [1] y [78] en formacién de opiniones y propagacién
de enfermedades, respectivamente). Sin embargo, se ha prestado poca atencién a un
posible caso donde la dinamica de las opiniones interactiia con la de la propagacion

de la enfermedad.

De hecho, estas dos dinamicas no estan aisladas en sociedades reales, mas bien
se relacionan y se afectan mutuamente, ya que ambas ocurren al mismo tiempo y
en la misma poblacién: un individuo puede transmitir una enfermedad a un colega
mientras tiene una conversacion e intercambian ideas u opiniones sobre un tema
determinado. Entonces, las siguientes preguntas surgen: ;Cudl es el impacto de la
dindmica de opiniones sobre la extension y prevalencia de una epidemia?, ; Facilita
la propagacion de una enfermedad el dominio de una opinién o, por el contrario,

impide el consenso de opiniones?

En un intento por explorar estas preguntas, en este capitulo estudiamos como
los procesos de formacion de opiniones y propagacion de enfermedades se afectan
entre si, usando dos modelos simples como una aproximacion de cada proceso: el
modelo de votante (VM), descrito en la seccion y el proceso de contacto (CP)
descrito en la seccién del capitulo 1.

El VM fue presentado originalmente como el sistema mas simple de particulas

interactuantes que pueden resolverse con exactitud en cualquier dimensién [4,31),
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79], y es uno de los modelos mas estudiados para el consenso de opinién. En este
modelo, las personas pueden tomar una de las dos posiciones u opiniones posibles
en un tema dado, y se les permite actualizarlas adoptando la opiniéon de un vecino

elegido al azar.

El CP, por su parte, ha sido ampliamente estudiado para explorar la propa-
gacién de una infeccién en un sistema de agentes interactuantes [80], donde los
agentes infectados pueden transmitir la infeccién a vecinos susceptibles en una red
bidimensional [29] o en una red compleja [81], y también pueden recuperarse a un
ritmo determinado. El CP exhibe una transicién continua desde una fase sana a

una fase endémica cuando la tasa de infeccién excede un valor umbral.

Para modelar la interaccién entre estas dos dindmicas implementamos una
red compleja multicapa [22,[82}83] que consiste en un conjunto de redes complejas
interrelacionadas entre si, que permite estudiar sistemas compuestos por muchos

procesos interdependientes.

En nuestro sistema, la dindmica de opinién tiene lugar en una red de relaciones
sociales —formada por personas que se influyen entre si en un tema social—, mientras
que la enfermedad se propaga en una red de contactos fisicos -formado por personas
que tienen contactos cara a cara diariamente—. Todos los individuos se encuentran
en ambas redes, pero el patrén de conexiones entre ellos puede ser diferente en cada
capa. La superposicién de conexiones se toma como una medida del acoplamiento

entre las dos redes.

El sistema de red bicapa descrito anteriormente puede representar un escena-
rio simple donde la red social respalda un proceso que involucra presién grupal,
como la adopcion de nuevos comportamientos u opiniones, mientras que la red de
contacto apoya la propagacion de una infeccién viral contagiosa como la gripe, que
es transmitida por proximidad o contacto directo entre individuos. Las diferentes
conexiones entre individuos pueden corresponder a diferentes tipos de relaciones
entre ellos. Por ejemplo, dos amigos cercanos pueden tener un vinculo social y de
contacto, ya que se pueden ver en el trabajo todos los dias y también intercam-
biar ideas sobre un tema politico. También puede suceder que los individuos estan
conectados por un solo tipo de vinculo, por ejemplo, dos colegas que tienen una
relacion de contacto o de proximidad porque trabajan en el mismo lugar pero nun-

ca hablan de politica; o dos amigos que nunca se encuentran, pero discuten ideas
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politicas por medios electrénicos (teléfono, Facebook, Twitter, correo electrénico,

entre otros.).

Algunos trabajos relacionados en redes multicapas [48,49,[84-88|] también han
explorado la interrelacion entre dos procesos de difusién de informacién. Por ejem-
plo, en [48/49] los autores analizaron cémo la toma de conciencia sobre una enferme-
dad, a través de la informacion que se conozca sobre la misma, afecta la propagacion
de la epidemia en una red multiple, mediante el uso de los modelos UAU (Infor-
mado - Desinformado - Informado) y SIS (Susceptible - Infectado - Susceptible),
en cada capa respectivamente. La interaccion entre la formacion de opinion y los
procesos de toma de decisiones se estudi6 en [84] utilizando dos redes interconecta-
das. Otro trabajo consideré dos partidos politicos (dos redes que interactian) que
compiten por los votos en una eleccién politica [85]. En un articulo reciente [86],
los autores estudiaron la dinamica del modelo del votante en redes bicapa con co-
nexiones “coevolutivas”, mientras que en [87] los mismos autores exploraron si es
apropiado reducir la dindmica del modelo de votante de una red multiple de dos
capas a una sola capa. Un trabajo reciente [89] considera una dindmica de umbral
compleja que compite con una dindmica simple Susceptible-Infectado-Susceptible
en dos redes interconectadas. Todos los trabajos enumerados anteriormente explo-
ran la interaccion entre dos procesos sociales o dos procesos epidemioldgicos que
son similares. Sin embargo, faltan estudios especificos sobre la interaccion entre la

opinién y la dindmica de la enfermedad en este tipo de topologias.

3.1. El Modelo

Consideramos un sistema bicapa compuesto por una capa de contacto y una
capa social de grado medio (k) = p y N nodos cada una. Estas dos capas estan
interconectadas a través de sus nodos, que son los mismos en ambas redes, mientras
que los enlaces que los conectan pueden no ser necesariamente los mismos. Es
decir, ambas capas tienen el mismo nimero de nodos N y enlaces uN/2, pero la
configuracion de las conexiones puede ser diferente en cada capa. La superposicion
de enlaces se mide por la fraccién ¢ (0 < ¢ < 1) de enlaces compartidos en ambas
redes. En nuestro modelo, los valores extremos ¢ = 0 y ¢ = 1 corresponden a redes
totalmente desacopladas y totalmente acopladas, respectivamente. Para construir
esta topologia particular, comenzamos conectando los mismos pares de nodos al

azar en ambas redes hasta que el nimero de enlaces alcance el valor de superposicién
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q 1IN /2. Luego, el resto de los enlaces (1 — ¢)uN/2 se colocan aleatoriamente entre
los nodos de cada red por separado, asegurandonos de que el par de nodos elegido

en una red ya no esté conectado en la otra red.

Los enlaces sociales en este sistema conectan a las personas que se influyen mu-
tuamente en un tema determinado, mientras que la infeccién se transmite a través
de enlaces de contacto. En la Fig. ilustramos el sistema bicapa compuesto por
una red social y una red de contacto (capas superior y media), y su representacioén
como una sola capa con dos tipos de enlaces (capa inferior). Observamos en la
Fig. que los nodos 7 y j estan conectados tanto por un enlace social como por
uno de contacto, representando a individuos que tienen una conversacion diaria
cara a cara, donde intercambian opiniones y también uno de ellos puede infectar
a su companero. Los nodos j y k solo estan conectados por un enlace social: no
tienen contactos cara a cara pero aun intercambian ideas electronicamente o por
teléfono. Los nodos 7 y k solo estan conectados por un enlace de contacto: tienen
contactos personales o de proximidad, pero no discuten ni intercambian opiniones

sobre algiin problema.

Para imitar la propagacion de la opinion y la enfermedad, utilizamos el Modelo
de Votante (VM) y el Proceso de Contacto (CP) en cada capa, respectivamente.
Cada nodo esta dotado de un estado de opiniéon O que puede tomar dos valores
posibles O = +, — (vea la capa superior de la Fig.|3.1]), y un estado de enfermedad
D = 0,1 que representa los estados susceptible e infectado de un individuo, respec-
tivamente (capa media de la Fig. . Estas dos dinamicas se acoplan a través de
los estados de opinién y enfermedad de los nodos, que se afectan mutuamente al
reducir el flujo de informacion entre vecinos, como describimos a continuacién con

un ejemplo simple.

Consideremos una situacién en la que dos personas tienen un contacto fisico
y social diario porque se ven en el trabajo y hablan de politica. Por un lado,
suponemos que cada persona estd menos influenciada cuando su companero esta
enfermo, ya que normalmente éste/a se queda en casa o en el hospital, reduciendo
el contacto fisico entre ellos. Esto hace que las relaciones sociales (y el intercambio
de opiniones) sean menos probables cuando al menos uno de los dos individuos
esta enfermo. Por lo tanto, consideramos que tiene lugar una relacién social con
una probabilidad 1.0 si ambos vecinos sociales estan sanos, y con una probabilidad

reducida p, < 1.0 cuando uno o ambos estan enfermos. En caso de que tengan
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Figura 3.1: Diagrama esquematico que muestra una pequena parte de una red
multiple de dos capas. La capa superior representa una red social donde se lleva
a cabo la propagacion de opiniones, mientras que la capa intermedia describe una
red de contactos fisicos en los que se propaga una enfermedad. La capa inferior es
el colapso de ambas capas, mostrando nodos conectados por enlaces sociales (lineas
continuas) y enlaces de contacto (lineas punteadas). Los estados de los nodos son
Susceptible (0) e Infectado (1) en la red de contacto, y siguen la dindmica del
Proceso de Contacto (CP), mientras que los estados + y — en la red social se

actualizan de acuerdo con la dindmica del Modelo del Votante (VM).

un contacto social pero no un contacto fisico (no se ven sino que discuten ideas
por medios electrénicos), se supone que el estado de la enfermedad no afecta la
probabilidad de interacciones sociales entre ellos. Por lo tanto, la probabilidad de
interaccién social no se reduce por la enfermedad y, por simplicidad, se establece

en 1.0 como en el caso de los vecinos sanos.

Por otro lado, consideramos que los contactos fisicos (y por lo tanto las infec-
ciones) entre dos vecinos sociales y de contacto tienen més probabilidades de ocurrir
cuando comparten la misma opinién. Esto es una consecuencia de un mecanismo
sociologico llamado Homofilia ,,, es decir, la tendencia de los individuos a
interactuar con otros similares. Los efectos de la homofilia en la propagaciéon de los
atributos culturales en una sociedad fueron estudiados por Robert Alxerod usando
un modelo basado en agentes , en el que la probabilidad de que dos agentes
vecinos interactien es proporcional a su similitud cultural (el nimero de atribu-

tos compartidos). Siguiendo esta idea, asumimos que la probabilidad de contacto
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entre vecinos que tienen la misma opinién es mayor que cuando tienen opiniones
diferentes. Por lo tanto, establecemos en 1.0 la probabilidad de contacto de vecinos
de la misma opiniéon y denotamos por p; < 1.0 la probabilidad de contacto entre
vecinos de opiniéon opuesta. Una vez que tienen un contacto fisico, la infeccion se
transmite con probabilidad (3, lo que genera probabilidades de infeccion efectiva [

v Bpa < B en cada caso.

En una situaciéon donde hay un contacto fisico pero no una conexion social
entre dos vecinos (se ven pero no hablan de politica), no se espera que las opinio-
nes afecten (ni aumenten ni disminuyan) la probabilidad de contacto. Por lo tanto,
esto puede considerarse como una situacién intermedia respecto a los dos casos
mencionados anteriormente, donde la probabilidad de contacto deberia ser menor
de 1.0 pero mayor que pg, lo que daria lugar a una probabilidad de infeccion entre
By B pg. Sin embargo, para simplificar, suponemos que la probabilidad de contacto
en ausencia de una relacién social es la misma que en las relaciones homéfilas (1.0)
y, por lo tanto, la probabilidad de infeccion toma el valor 3. Esta aproximacion
y la mencionada anteriormente para la probabilidad de interaccién social tienen
la ventaja de reducir el numero de parametros libres, lo que permite un anélisis
mas profundo del modelo que ya exhibe un comportamiento muy rico como vere-
mos. Ahora definimos la dindmica del modelo de acuerdo con las propiedades de
interaccién discutidas anteriormente. En un paso de tiempo At = 1/N se intentan
actualizar la opinién y la enfermedad en cada red, como se describe a continuacién
(Fig. 3.2)).

Actualizacion de opinion [Fig.|3.2| (a)]: Un nodo i con estado de opinién O; y
uno de sus vecinos j con opinién O; son elegidos al azar en la red social. Si O; = O;
no pasa nada. Si O; # Oj, i copia la opinién de j (O; — O; = O;) con probabilidad
Do si hay un enlace de contacto entre ¢ y 7, y al menos uno de los dos nodos esta
infectado (D; = 1 6 D; = 1). De lo contrario, es decir, si no hay un enlace de

contacto o D; = D; = 0, entonces ¢ copia la opinién de j con probabilidad 1.0.

Actualizacion de enfermedad [Fig. 3.2 (b)]: Un nodo i con estado de enferme-
dad D; se elige al azar en la red de contacto. Si D; = 0 no pasa nada. Si D; = 1,
entonces ¢ se recupera con probabilidad 1 — /3 o, con la probabilidad complementa-
ria 3 este nodo (7) intentard infectar a un vecino elegido al azar j, siempre que este
esté en el estado susceptible (D; = 0). La infeccién ocurre (D; =0 — D; = 1) con

probabilidad pg si hay un enlace social entre ¢ y j, y O; # O, . De lo contrario, es
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Figura 3.2: Actualizacién de las reglas del modelo en el sistema acoplado opinion-
enfermedad. (a) Actualizacién de opinién: El nodo i adopta la opinién de su vecino j
con probabilidad 1.0 cuando estan conectados solo por un enlace social (linea conti-
nua). Cuando también estan conectados por un enlace de contacto (linea punteada),
la adopcién ocurre con una probabilidad 1.0 si ambos nodos son susceptibles, y con
probabilidad p, <1.0 si al menos un nodo esté infectado. (b) Actualizacién de la
enfermedad: Un nodo infectado i se recupera con probabilidad 1 — 3 o transmite la
enfermedad a un vecino susceptible 7 con probabilidad 5 cuando ambos nodos solo
estan conectados por un enlace de contacto, o cuando estan conectados por ambos
tipos de enlaces y comparten la misma opinién. En caso de que tengan opiniones

opuestas la transmision ocurre con probabilidad £ pg < 5.

decir, si no hay un enlace social 6 O; = O;, el nodo j se infectard con probabilidad
1.0.

En otras palabras, los individuos en la capa social adoptan la opinién de sus
vecinos con probabilidad 1.0 excepto cuando estan conectados por un enlace de
contacto y uno de ellos esta infectado, donde en este caso la opinién es adoptada

con una probabilidad reducida p, < 1 (Fig.|3.2| (a)). La dindmica del CP ocurre en
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la capa de enfermedad con una probabilidad de infeccién § entre dos vecinos, y se
reduce a Sp; < [ solo en el caso de que estén conectados por un enlace social y

compartan diferentes opiniones (Fig. [3.2] (b)).

3.2. Resultados Numéricos

El CP y el VM son dos de los procesos dindmicos méas estudiados [79]. Una
caracteristica relevante del CP es la existencia de una transicién de una fase sana
a una fase endémica cuando la probabilidad de infeccién supera un valor umbral
B. como se menciond en la seccién [I.4.1] La fase sana es estdtica, ya que todos
los nodos son susceptibles y los eventos de infeccién no pueden ocurrir. La fase
endémica es activa, donde cada nodo se somete a un ciclo infectado-susceptible-
infectado y la cantidad total de nodos infectados fluctia alrededor de un valor
estacionario. La transicién sana-endémica es continua, y el valor critico 3. depende
de las propiedades topoldgicas de la red [81]. Por su parte, el VM se ha utilizado
ampliamente para explorar el consenso de opinion sobre diferentes topologias de
red [6,92H96]. Se encontré que las propiedades de difusion de las opiniones dependen
de la heterogeneidad de la red. Esto se refleja en el tiempo medio de consenso, que
es proporcional a la relacion p?/us [6,96], donde p y ps son el primer y segundo

momento de la distribucién de grado de la red.

El comportamiento descrito anteriormente es particular de cada modelo en
redes aisladas. Para explorar como las propiedades de estos dos procesos se ven
afectadas cuando se acoplan a través de una red multiple, se ejecutaron simulaciones
de Monte Carlo (MC) del modelo descrito en la seccion utilizando dos redes
Erdés Rényi (ER) de grado medio (k) = p = 10 cada una. Inicialmente, cada
nodo en el sistema estd infectado con probabilidad 1/2, y adopta cualquiera de
los estados de opiniéon + o — con la misma probabilidad 1/2. Es decir, el sistema
comienza desde una condicién inicial simétrica con aproximadamente 1/4 de nodos

en cada uno de los cuatro posibles estados de opinién-infeccion: [J“}, [+], [7} y

il o

En las siguientes dos subsecciones estudiamos por separado los efectos de una

dindamica sobre la otra.
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3.2.1. Efectos de la formaciéon de opiniones sobre la preva-
lencia de la enfermedad

Comenzamos el andlisis del modelo describiendo los resultados relacionados
con los efectos de la formacion de opiniones sobre las propiedades de la propaga-
ciéon de la enfermedad. En la Fig. mostramos la fraccién estacionaria de no-

dos infectados promediada sobre 10* realizaciones independientes de la dindmica,

stat

(P
de simulaciones usamos p, = pg = 0, que corresponde al escenario extremo donde

), como funcién de la probabilidad de infeccién . Para este primer conjunto

las opiniones no pueden transmitirse a través de los vecinos de contacto (nodos
conectados por un enlace de contacto) que estan infectados, y las infecciones no
estan permitidas entre vecinos sociales (nodos conectados por un enlace social) con
diferentes opiniones. Las diferentes curvas corresponden a diferentes valores del
parametro de acoplamiento ¢ y el tamano de red N, como se indica en la leyenda.

stat

Observamos que, para ¢ = 0.4 (diamantes) y ¢ =0.7 (tridngulos), (pi***) decrece

suavemente con [ hasta un punto f; que depende de g, donde de repente decae a

un valor cercano a cero. La disminucién repentina en (p5**

) se vuelve mdas abrupta
a medida que N aumenta, lo que lleva a un cambio discontinuo de {(pi**) con S
en el limite termodinamico (N — o0). Este comportamiento es una reminiscen-
cia de una transicién discontinua. También vemos que el salto en (p5**) disminuye
con ¢q y desaparece para el caso desacoplado ¢ = 0, donde la transicion se vuelve
continua, de acuerdo con el comportamiento conocido del CP en redes aisladas. El
punto critico 55 ~ 0.53 para g = 0 coincide muy bien con el encontrado en trabajos

numéricos y analiticos anteriores [81].

Estos resultados muestran que la dindmica de opiniones tiene un profundo
efecto sobre las propiedades estadisticas de la propagacion de la enfermedad, cam-
biando el tipo de transicion de fase en el CP de una transicion continua en ausencia
de acoplamiento (cuando las dos dindmicas son independientes) a una transicién

discontinua cuando la dinamica esta acoplada.

Con el fin de lograr una comprensiéon mas profunda de la naturaleza de esta
transicion, estudiamos la evolucién temporal de la fraccién de nodos infectados p;(t)
para el caso ¢ =0.4 , donde el punto de transicién es (5, ~ 0.58 (ver Fig. [3.3).
Las lineas continuas en la Fig. corresponden a los resultados para redes de
tamanio N = 10%. Como podemos ver, para 3 > 35, ~ 0.58 el valor promedio de

p1(t) sobre 10* realizaciones, (p;(t)), varfa no-monoténicamente con el tiempo y se



70 3.2. Resultados Numéricos

0.5- 00 ¢=0.0,N=10’

1 | 0@ ¢=0.0, N=3x10’
| | @@ ¢=0.0, N=3x10"
0.4 H< g=0.4,N=10"
|| O~ q=0.4, N=3x10"
Z\ 99 ¢=0.4, N=3x10"
g~ 0.30An 4=0.7, N=10°

Q M| A g=0.7, N=3x10°
\2 AA (07, N=3x10"

Figura 3.3: Fraccion estacionaria promedio de los nodos infectados (p5**

) vs la
probabilidad de infeccién S en dos redes ER acopladas de grado medio p = 10
y N nodos cada una, para p, = pg = 0 y parametros de acoplamiento ¢ = 0
(circulos), ¢ = 0.4 (diamantes) y ¢ = 0.7 (tridngulos). Los diferentes rellenos de
los simbolos corresponden a tres tamaifios diferentes del sistema N = 10%,3 x 103 y
3 x 10*, como se indica en la leyenda. El promedio fue de mas de 5000 realizaciones
independientes a partir de configuraciones que consisten en una fraccién cercana al
50 % de nodos infectados distribuidos uniformemente en la red de contacto y 50 %

de opiniones + uniformemente distribuidas a través de la red social.

acerca asintéticamente a un valor estacionario (pj*)

que depende de (3, mientras
que (p1(t)) decae a cero para § < f§,. Es decir, esta no monotonia en (p;(t))
hace a (p;™') saltar desde un valor cercano a cero para < 35, ((pi**) ~ 0.0014
para S = 0.57) a un valor mucho mayor para 8 > (5, ((pi™) ~ 0.22 para [ =
0.59). Observamos que, como es conocido, este peculiar comportamiento temporal
no monotoénico induce transiciones discontinuas en modelos sociales con multiples

estados y restricciones, como el modelo de Axelrod ( [91,097]).

El origen del comportamiento no monétono de (pj*) estd en la naturaleza
dindmica de la probabilidad de infeccién durante cada realizacién individual, que
puede tomar dos valores posibles: el valor 3 p; = 0 a través de un enlace de contacto
que se superpone con un enlace social +—, o el valor § (las simulaciones corres-
ponden a p; = p, = 0). En otras palabras, la infectividad a través de un enlace
determinado ¢ — j puede cambiar entre 0 y 8 en el tiempo, dependiendo de los

estados de opinion de los nodos i y j. Esto proporciona una tasa de infeccién pro-
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Figura 3.4: (a) Evolucién temporal de la fraccion promedio de nodos infectados (p1)
en un sistema bicapa con acoplamiento ¢ = 0.4. Las lineas so6lidas corresponden a
redes de tamafio N = 10%, mientras que los circulos abiertos son para redes con
N = 10° nodos. Las curvas corresponden a las probabilidades de infeccién 8 = 0.60,
0.59, 0.58 y 0.57 (de arriba a abajo). Las lineas horizontales discontinuas indican los
valores estacionarios de 5 = 0.60 para los dos tamanos de red. (b) y (¢) Evolucién
de la fraccién de nodos infectados, p; y la fraccion de enlaces sociales +—, p*~, en
dos realizaciones diferentes para ¢ = 0.4y = 0.6 (b) y 8 = 0.57 (c). La evolucién

de p; también se muestra para ¢ = 0 en ambos paneles.

medio sobre todo el sistema que flucttia de acuerdo con la evolucién de la fraccion
de enlaces +—, p*t~(t), en una realizacién. Aprovecharemos esta observacion en la
seccion para desarrollar un enfoque de campo medio (MF) para la evolucién

del sistema.

En los paneles (b) y (¢) de la Fig. |3.4| graficamos p; y p*~ en una sola realiza-
cién de la dindmica, para ¢ = 0.4 y dos valores de . Para § = 0.60 > /3§, [panel
(b)] observamos que p; muestra grandes variaciones hasta un tiempo 7' ~ 4570
(linea discontinua vertical) donde p*~ decae a 0, después de lo cual p; fluctiia alre-
dedor de un valor estacionario p5*** ~ 0.255 (linea horizontal con el patréon —-—-— ),
mientras que para § = 0.57 < 5§, [panel (c)] p; decae rapidamente a cero, antes
de que p*~ llegue a cero. Cuando p™~ se va a 0 [panel (b)] solo quedan enlaces ++
o —— vy, por lo tanto, la dinamica de la enfermedad se comporta como la del CP
estandar con probabilidad de infeccion 5 = 0.60 en todos los enlaces, alcanzando
el valor estacionario pi*(q = 0, 8 = 0.60) ~ 0.255.
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Figura 3.5: Fraccion estacionaria de nodos infectados vs 3, para los acoplamientos
g =0 (a), ¢ =04 (b) and ¢ = 0.7 (c). Los simbolos abiertos corresponden a
realizaciones individuales en una red de tamafio N = 10°, mientras que los simbolos
llenos corresponden a un promedio sobre 5000 realizaciones en redes de N = 10*
nodos. En el panel (a), los simbolos abiertos se superponen con los cerrados. La
linea punteada representa la aproximacion teodrica de la Eq. .

Podemos decir que después de un tiempo 7' la dinamica de la enfermedad se
desacopla de la dindmica de opinién. De hecho, el panel (b) también muestra p; en
una sola realizacién en una red aislada (¢ = 0) con 8 = 0.60, donde observamos
un decaimiento muy rapido a un valor estacionario que se superpone con el caso
acoplado ¢ = 0.4. Por lo tanto, como podemos ver en la Fig. [3.3] el valor de p;*
en la fase endémica del sistema acoplado (5 > (5,) es el mismo que en el caso
desacoplado. Luego, en el punto de transicién S5, ~ 0.58 > S5 ~ 0.53, pi** salta
desde el valor pi*(q = 0, 55 ,) ~ 0.22 correspondiente al sistema desacoplado, a un
pequenio valor p* ~ 0.027, que muestra un cambio discontinuo. Este comporta-

stat

miento particular de pi™ es el origen de las transiciones discontinuas para ¢ > 0

que se muestran en la Fig. [3.3]

En la seccion desarrollamos un enfoque de MF que permite estimar la frac-
cién estacionaria de los nodos infectados p; (Ec. (3.11))). La aproximacion teérica
de la Ec. , que se muestra como curva discontinua en cada panel de la Fig.|3.5|
describe una transiciéon continua con 3, en contraste con la discontinuidad encon-
trada en simulaciones numéricas (simbolos llenos). Esto se debe a que el enfoque de

MF supone un sistema infinitamente grande (N = oo) donde las fluctuaciones de
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tamano finito no se toman en cuenta, mientras que las simulaciones corresponden
al limite de sistemas muy grandes (pero aun finitos) (N > 1) . Las fluctuaciones
en redes finitas conducen finalmente al sistema a un estado absorbente en el que
todos los nodos son susceptibles (p; = 0) y tienen una opinién + o — (p™~ =0) ,
es decir, un consenso de opinion sobre una poblacién completamente sana. Por lo
tanto, las fluctuaciones juegan un papel fundamental en la naturaleza discontinua
de la transiciéon porque, como se discutié anteriormente, el valor estacionario de p;

en una sola realizacién depende de si p*~ decae a cero antes de que p; lo haga.

Para obtener una mejor comprension de los resultados obtenidos de la teoria
MF, ejecutamos simulaciones en redes muy grandes. Los circulos abiertos en la
Fig. corresponden a realizaciones tinicas en una red de N = 10° nodos, para los
mismos valores de 3 utilizados para redes con N = 10* nodos (lineas continuas).

Observamos que las curvas de N = 10% decaen monétonamente con el tiempo

stat

1% (solo se muestra para 8 = 0,6), que

hasta un valor estacionario denotado por p
concuerda con el minimo de las curvas no monétonas para N = 10%. Debemos tener
en cuenta que estos estados no son realmente estacionarios, en el sentido de que
p1 exhibe un plateau muy largo (fuera de la escala mostrada) pero eventualmente
aumenta y alcanza el mismo valor estacionario (p;"*) de las curvas para N = 10%.
Hemos comprobado que la longitud del plateau diverge con N y, por lo tanto, es
infinitamente grande cuando N = oco. Por lo tanto, nosotros tomaremos pi's, como
el valor estacionario cuando N = oo. En la Fig. [3.5] observamos que los valores

stat

2 (simbolos abiertos) concuerdan bastante bien con la aproximacién

numéricos p
tedrica de la ecuacién ([3.11)) (curvas discontinuas) para los tres valores de ¢, aunque
esta coincidencia empeora a medida que ¢ se hace mas grande. También vemos que

P decae continuamente a medida que [ disminuye y se va a cero en el mismo

valor 37 de la transicion en el limite termodindmico correspondiente a pi** (simbolos

llenos). Es decir, la transicién sana-endémica es continua en un sistema infinito.

Hasta aqui estudiamos la respuesta del sistema cuando la probabilidad de
infeccién varia para un acoplamiento fijo. Ahora exploramos los efectos de tener
un acoplamiento variable en la prevalencia de la enfermedad. En la Fig. 3.6| (a)

stat

graficamos (pj stat

) en dos redes acopladas de N = 10? nodos (circulos) y pi en una
tinica realizacién en redes de tamanio N = 10° (cuadrados), ambas en funcién del
acoplamiento ¢, para 3 = 0.6. La curva superior de N = 10 muestra una transicién
abrupta de una fase endémica a una fase sana a medida que el acoplamiento supera

un valor umbral ¢f 4 ~ 0.5.
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Figura 3.6: (a) Fraccion estacionaria de nodos infectados pi** vs el acoplamien-
to q, para = 0.6. Los circulos llenos corresponden a un promedio de p5** so-
bre 5000 realizaciones en redes con N = 10* nodos. Algunos valores de pi™ en
realizaciones independientes son mostrados por puntos para ¢ = 0.2, 0.5 y 0.8.
Los cuadrados abiertos representan el resultado para pj** en una sola realizacion
de una red de tamafio N = 10°. La linea punteada es la aproximacién teérica
de la Ec. (3.11). (b) Evolucién temporal de (p1) para valores de acoplamiento
q=10,0.2,0.4,0.475,0.5,0.525,0.6 y 0.7 (de arriba hacia abajo) en redes de tamaro

N = 10%

Para explorar este comportamiento con mas detalle, mostramos con puntos de
color naranja el valor de pi* en cada realizacion individual para tres valores de
q. Para ¢ = 0.2, todos los puntos caen alrededor de su valor medio (pj**) ~ 0.26,
mientras que para ¢ = 0.8 estan en p;** = 0. En el punto de transicién ¢j4 la
distribucién de puntos es bimodal, es decir, los puntos estan alrededor de p;™* >~ 0.26
y en pi** = 0, dando un valor promedio (pj**) ~ 0.165. Esta es una evidencia de una
transicion discontinua. La razén de esta discontinuidad es la evolucion temporal
no mondtona de (p;) (Fig. [3.6 (b)), de forma similar a lo que ocurre cuando se
varia 3, como se mostré antes. La tnica diferencia entre ambos casos es que, como
B es fijo, el valor estacionario de p; en realizaciones individuales no cambia con g,
pero es pi** =0 6 pi™* ~ 0.26, de acuerdo con la distribucién binomial. La primera
situacién ocurre en realizaciones donde p; llega a cero antes que p*~, mientras
que la ltima situacién corresponde a realizaciones donde p™~ decae rédpidamente

a cero y asi las dos dinamicas se desacoplan , después de lo cual p; alcanza un valor
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Figura 3.7: Diagrama de Fase del Proceso de Contacto (CP) acoplado con el Mo-
delo del Votante (VM), mostrando las fases sana y endémica en el espacio 5 — g,
con p, = pg = 0. La linea punteada representa la aproximacion analitica para la
linea de transiciéon dada por la Ec. . El grafico interno muestra las lineas de
transicion para el conjunto de valores (p,, pq) indicados en la leyenda. Para py = 1.0
(cuadrados), la transicién estd dada por la linea vertical 5 ~ 0.53 para todos los

valores de p, (solo se muestra p, = 0.0).

estacionario similar a 0.26 correspondiente a ¢ = 0. La Fig. [3.6| (a) muestra que
la transicion con ¢ es continua en un sistema infinitamente grande (cuadrados).
También se puede verificar que el valor estacionario p5** para un ¢ dado en un
sistema infinito concuerda con el minimo de la curva (p;) vs tiempo de la Fig. [3.6

(b). Este comportamiento es similar al que se muestra en la Fig. [3.4] (a).

El diagrama de fase § — ¢ de la Fig. resume los resultados obtenidos en
esta seccion, sobre como el acoplamiento entre las redes de contacto y social afecta
la prevalencia de la enfermedad. Al aumentar el acoplamiento ¢, es posible llevar
un sistema desacoplado inicialmente de la fase endémica a la sana (flecha vertical).
Ademas, a medida que aumenta el acoplamiento, se necesita un mayor valor en la
probabilidad de infeccién  para pasar de la fase sana a la fase endémica (flecha

horizontal).

Finalmente, se reprodujo el diagrama de fase para varios valores de la proba-

bilidad pg de tener una infeccion a través de los enlaces +—, y la probabilidad p,
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de imitar la opinién entre vecinos infectados (Grafico interno de la Fig. [3.7). Vemos
que la orientacién de la linea de transiciéon que separa la fase sana de la endémica se
vuelve mas vertical a medida que aumenta p,, ampliando la fase endémica, como es
esperarse. Cuando p; = 1.0, la transicion se vuelve independiente del acoplamiento
qy de p, (la curva es la misma para todos los valores de p,). También observamos
una ligera disminucion de la fase sana cuando p, aumenta mientras se mantiene 3
fijo. Como la fraccién de enlaces +— disminuye mas rapidamente cuando las opi-
niones se copian a mayor velocidad, se espera un aumento de la tasa de infeccion

efectiva y, en consecuencia, una ampliacion de la fase endémica.

3.2.2. Efectos de la propagaciéon enfermedades sobre el con-
senso de opiniones

En esta seccion exploramos como la propagacion de la enfermedad afecta la
dindmica de las opiniones. Como la transmisiéon de opiniones entre nodos vecinos
es mas dificil cuando al menos uno de ellos esta enfermo, estamos particularmente
interesados en estudiar hasta qué punto la enfermedad ralentiza la difusién de
opiniones sobre la red social, y cémo eso depende de ¢, 3, p, y pq- Una forma
de cuantificar esto es mirando el momento en el que se alcanza el consenso de
opinion. En la Fig. mostramos como el tiempo medio de consenso 7 varia con
el acoplamiento ¢, para la probabilidad de infecciéon S = 0.6 y varios valores de p,
y pq - Para una mejor comparacion con el Modelo del Votante en una red aislada,
7 estd normalizado por el tiempo medio de consenso 7y cuando las redes estan
desacopladas (¢ = 0). Los simbolos corresponden a las simulaciones MC, mientras
que las lineas continuas son las aproximaciones analiticas de la Ec. obtenidas

en la secciéon B.3]

A continuacion presentamos los resultados para 3 sobre el punto critico de una
red aislada 3§ ~ 0.53 porque para 3 < [3§ los efectos de la enfermedad en tiempos
de consenso son insignificantes. Esto ocurre porque para § < f§ y cualquier valor
de ¢ la enfermedad desaparece rdpidamente en la red de contacto y, como todos los
nodos son susceptibles, la dinamica de las opiniones se desacopla de la dindamica
de la enfermedad, llegando a un consenso en un tiempo muy similar al del caso

desacoplado (7 ~ 7).

En la Fig. observamos que la g-dependencia de 7 es bastante diversa, mos-

trando comportamientos mondtonos y no mondétonos. Esto es consecuencia de la
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Figura 3.8: Tiempo medio 7 para llegar al consenso de opinién sobre la red social
como funcién del acoplamiento ¢ con la red de contacto, normalizado por el tiempo
medio de consenso en ausencia del acoplamiento 7y. La probabilidad de infecciéon en
la red de contacto es § = 0.6. Cada red tiene N = 10* nodos y grado medio x4 = 10.
El promedio se hizo sobre 5000 realizaciones independientes. Los diferentes simbolos
corresponden a resultados numéricos para el conjunto de valores (p,, pg) indicados
en las leyendas ((a) para p, = 0.0 y (b) para p, = 0.5), mientras que las lineas
continuas son las correspondientes aproximaciones analiticas de la Ec. . Para
comparar, también mostramos en ambos paneles los datos numéricos y la curva

analitica para el caso desacoplado (p,,ps) = (1.0,1.0). Grafico interno del panel
(a): pi*** vs ¢ de la Ec. 1' para pg = 1.0, 0.5 y 0.0 (de arriba a abajo).

competencia entre dos mecanismos diferentes que afectan directamente la transmi-
sion de la opinién. Una es la superposicion de enlaces entre las dos redes que es
proporcional a g, y la otra es la prevalencia de la enfermedad que disminuye con ¢,

como explicaremos a continuacion.

La transmisiéon de una opinién a través de un enlace social que se superpone
con un enlace de contacto se ralentiza cuando al menos uno de los dos nodos esta
infectado y p, < 1. Por lo tanto, el retraso general en la transmisién de la opinion
causada por la superposicion total tiende a aumentar con ¢, y también lo hace 7.
Este efecto explica el aumento monoténico inicial de 7 cuando ¢ aumenta desde 0, en
todas las curvas. Sin embargo, cuando g se vuelve mas grande, un segundo efecto se
vuelve importante: la fraccién de nodos infectados disminuye con ¢ (Gréfico interno
de la Fig. 3.8 (a)), debido al acoplamiento con la dindamica de opinién que reduce

la probabilidad de infeccién efectiva como se discutié en la seccion [3.2.1] Luego, la
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disminucién de la prevalencia de la enfermedad se traduce en menos enlaces sociales
afectados por la enfermedad y, por lo tanto, en un menor atraso de opinion. Este

efecto tiende a reducir 7 con q.

Con estos dos mecanismos en juego, las formas de las curvas en la Fig. para
diferentes valores de p, y pqy pueden explicarse cualitativamente en términos de los
efectos combinados de la superposicién (overlap) de enlaces y la prevalencia de la
enfermedad. Por ejemplo, en la Fig. [3.§ (a) observamos que las tres curvas para
Po = 0.0 tienen un comportamiento bastante diferente. Para p; = 1.0 el efecto de la
prevalencia no varfa con ¢, dado que pj** es independiente de ¢ (Gréafico interno de
la Fig.|3.8 (a)). Entonces, 7 aumenta mondtonamente con ¢ a medida que aumenta
la superposicién de enlaces. Para p; = 0.5 el efecto de la prevalencia aumenta con

stat

q (pi** disminuye), llegando a dominar para valores de ¢ por encima de 0.8 cuando

7 decae, y alcanzando un comportamiento no monétono de 7(q).

Finalmente, para py = 0.0 observamos una no monotonicidad similar a la de la
curva pg = 0.5, pero con la adicion de que 7 se vuelve muy similar a 7y para todos los
valores de ¢ > 0.6. Esto es porque p5*™" se va a cero por encima de g ~ 0.583 y, por lo
tanto, la enfermedad no tiene ningtin efecto en las opiniones, lo que lleva a tiempos
de consenso similares a los medidos en redes aisladas. Estos comportamientos para
el caso p, = 0.0 también se observan para otros valores de p,, como se muestra
en la Fig. 3.8 (b) (p, = 0.5). Vemos que la forma de las curvas para py = 0.0, 0.5
y 1.0 son andlogas a las de Fig. |3.8| (a) para los valores correspondientes de py.

Sin embargo, los tiempos de consenso son menores para el caso p, = 0.5 porque el

atraso en la transmision de la opinién se reduce a medida que aumenta p,.

En la Fig. m graficamos el tiempo medio de consenso normalizado 7 /79 como
funcién de la probabilidad de infeccién 3 obtenida de la Ec. . Los paneles
(a) y (b) corresponden a acoplamientos ¢ = 0.5 y ¢ = 1.0, respectivamente. Para
analizar estos graficos recordamos que, como se explicé anteriormente, los tiempos
de consenso aumentan con el nivel de prevalencia de la enfermedad en la red de
contacto, dado que una mayor prevalencia de la enfermedad se traduce en un mayor
retraso en la propagacion de la opinion y en el consenso posterior. Una primera
observacion simple es que 7 aumenta con § y también con pg, como se espera del
hecho que un valor mayor de 8 y pg implica una mayor prevalencia de la enfermedad.
Una segunda observacion es que 7 disminuye con la probabilidad de transmision

de opinién p,, como se explicd antes cuando comparamos 7 en la Fig. 3.8 (a) con la
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Figura 3.9: Tiempo medio de consenso 7/7y en la red social vs. la probabilidad
de infeccién 8 en la red de contactos para los mismos parametros de red que en
la Fig. el acoplamiento ¢ = 0.5 (a) y ¢ = 1.0 (b). Las curvas corresponden
a la Ec. para diferentes valores del conjunto (p,,pq) con el mismo cédigo
de color que en la Fig. , y se indican en la leyenda del panel (a). Las curvas
para los conjuntos (1.0,0.0) y (1.0, 0.5) se superponen con la curva de (1.0, 1.0) que
se muestra como la linea horizontal 7/7y = 1.0. El gréfico interno del panel (b)
muestra la divergencia de 7 con 3 aproximandose a 1.0, cuando ¢ = 1.0, p, = 0.0 y

pa = 1.0 (circulos) y pg = 0.0 (diamantes). Las lineas continuas son aproximaciones

de la Ec. .

Fig.|3.8/(b). Una tercera observacion es que 7 se aproxima a un valor independiente
de p; cuando § se aproxima a 1.0. Esto es porque para 5 = 1.0 (la probabilidad de
recuperacion es igual a cero) y para un valor fijo de ¢ y p, todos los nodos estan
infectados en el estado estacionario, independientemente del valor de py y, por lo
tanto, los tiempos de consenso son iguales para todos los valores de p;. Como vemos
en la Fig.|3.9(b), el caso ¢ = 1.0 y p, = 0.0 es especial porque 7 diverge cuando 3 se
acerca a 1.0. Esto sucede porque en esta situacion, la transmisién de opiniones solo
es posible entre nodos conectados que son susceptibles, y desaparecen en el limite
de f — 1.0, lo que lleva a tiempos de consenso divergentes. Se puede obtener una
estimacion aproximada de como 7 escalea con (3 suponiendo que 7 es proporcional
a la escala de tiempo asociada a la transmision de opinion a través de dos nodos
vecinos en la red social, 7 y j, con opiniones + y —, respectivamente. Como ¢ = 1,
iy 7 también son vecinos en la red de contacto. A partir de una situacién en la

que ¢ y j estan infectados por un alto valor de 3, la transmisién de opinién ocurre
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después de que ambos nodos se recuperan. Por lo tanto, 7 se determina cuando el
enlace de 1-1 se convierte en un enlace de 0-0, que escalea como (1 — 3)72. En la
préoxima seccion derivamos una expresiéon mas precisa para T que muestra esta
divergencia cuadratica en el limite de § — 1, que se muestra en el grafico interno

de la Fig.|3.9| (b) con lineas continuas.

3.3. Aproximacion analitica

Para obtener una idea del comportamiento del sistema de dos capas descrito
en la seccion desarrollamos un enfoque de campo medio (MF) que permite
estudiar la evolucién temporal del sistema en términos de las densidades globales
de nodos y enlaces en diferentes estados. Denotamos como p™ y p~ a las fracciones
de nodos con opiniones + y — en la red social, respectivamente, y como p; y po a las
fracciones de nodos infectados y susceptibles en la red de contacto, respectivamente.
Las fracciones de enlaces sociales entre nodos con opiniones + y — se denota con
pT~, mientras que pg representa la fracciéon de enlaces de contacto entre nodos
infectados y susceptibles. Se usa una notacién analoga para los enlaces sociales ++
y —— y para los enlaces de contacto 1-1 y 0-0. Las fracciones de los nodos p* y
p1 se normalizan con respecto al nimero de nodos totales NV en cada red, mientras
que las fracciones de los enlaces p™™ y pig se normalizan por el nimero total de
enlaces uN/2 en cada red, con grado medio p = (k). Dado que la cantidad de
nodos y enlaces se conserva en cada capa, las siguientes relaciones de conservacion

se mantienen en cualquier momento para la red social:

1=pt+p, (3.1a)

l=p"t+p " +p", (3.1b)
I

pr=pT gt (3.1c)
_ 1 .

prEpT AT (3.1d)

y de forma analoga para la red de contacto:

1= p1 + po, (3.2a)

1 = p11 + poo + P10, (3.2b)
1

p1 = P11+ 5 P10, (3.2¢)
1

Po = Poo + P10 (3.2d)

2
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En los apéndices [C] D] [E] y [F] desarrollamos un enfoque de campo medio que

permite obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para p*,
_l’_

P, p1Y pio, respectivamente:
do+
% =0, (3.3a)
dp™=  2wpt~ pt
= - D{l-—F]-1 3.3b
0 . (b—1) 2 (1= , (3.3b)
con
_ P10
w = 1—¢q(1—p,) (pl + 2) : (3.4)
y
d s
=18, (3.5)
dpio  VBp1o P10
— = -1({1- -1 +2(1 - — 3.5b
G = ) (1 ) 1 21 B - p). (35D)
con
v = 1-q(l—pa)p" . (3.6)

Estas ecuaciones representan una descripcién matematica aproximada de la evo-
lucién temporal del modelo en redes infinitamente grandes, donde no se toman en
cuenta las fluctuaciones por tamano finito. Observamos que las Ecs. y las
Ecs. se acoplan a través de los prefactores w y 7, que dependen del acopla-

miento ¢ y describen la dinamica de la opinion y de la enfermedad, respectivamente.

El/la lector/a interesado/a puede encontrar en los apéndices los detalles de la
derivacion de estas ecuaciones. En aras de la simplicidad, supusimos en la deriva-
cién que todos los nodos tienen el mismo nimero de vecinos k = p elegidos al azar,
lo que equivale a suponer que las redes son grafos aleatorios de grado regular. Sin
embargo, esperamos que esta aproximacion funcione bien en redes con distribucio-
nes de grado homogéneas como las redes ER que utilizamos en las simulaciones
MC. También implementamos una aproximacién de pares homogénea [6] que tiene
en cuenta las correlaciones entre el estado de nodos vecinos dentro de la misma capa
(aproximacion de pares intracapas), pero descuida las correlaciones entre estados
de opinién y de enfermedad de ambas capas (aproximacion de pares intercapas). Es
decir, consideramos que el estado de opiniéon de cada nodo no esté correlacionado

con su propio estado de enfermedad y con los estados de enfermedad de sus vecinos
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y a la inversa, que su estado de enfermedad no esté correlacionado con su propio

estado de opinion y el de sus vecinos.

Es instructivo analizar la estructura de las Ecs. (3.3]) y (3.5). Las Ecs. (3.3))
describen la evolucién de las opiniones en la capa social. De la Ec. (3.3a]) vemos

que la fraccién de nodos + se conserva en el tiempo: p*(t) = p*(t = 0) para t > 0.
Este comportamiento es una reminiscencia del VM en topologias aisladas, donde las
densidades de opinion se conservan en cada paso de tiempo. Parece que la dinamica
de la enfermedad no puede romper la simetria intrinseca de los estados de opinién
inducidos por la dindmica del votante. La Ec. para la evolucién de p*~ tiene
un prefactor extra w comparado con la ecuacién correspondiente para el VM en
redes aisladas 6], que muestra que la enfermedad afecta la dindmica de las opiniones
a través de su nivel de prevalencia, expresada por p; y pio (Ec. ) Como se
discute en el apéndice [C] w puede interpretarse como la “probabilidad efectiva”
de que un nodo ¢ adopte la opinion de un vecino social j elegido con opinion
opuesta, que depende del estado de enfermedad de i y j. Dentro del enfoque de
MF, podemos suponer que la probabilidad de que 7 copie a j dependa del estado de
enfermedad de un “par promedio” de vecinos de contacto, y que esta probabilidad
sea la misma para todos los vecinos sociales. En estos términos, w se convierte en la
probabilidad media de copiado en toda la red social. De hecho, podemos verificar
que el valor promedio de w sobre las tres configuraciones posibles de conexiéon y

estado de enfermedad de un par de contactos es

1 con prob. 1 — ¢ (sin link de contacto),
probabilidad de copiar = {1 con prob. ¢ pgo (00 link de contacto),

Po con prob. q(1 — pgo) (10, 01 6 11 link de contacto),

esto da como resultado w = 1—¢q+¢q [poo + (1 — poo)po), que se reduce a la Ec. ((3.4)
usando la relacion 1 — pgg = p1 + p10/2 que sigue de las Ecs. y . Como
vemos, el efecto general de la enfermedad en la dindmica de opinién a nivel de MF
es reducir en un factor w la velocidad a la que las opiniones cambian en cada nodo.
Este efecto ralentiza la propagacion de opiniones a través de la red social, pero no

parece alterar las propiedades de la dinamica del votante.

Las Ecs. (3.5)) describen la evolucion de la enfermedad en la capa de contacto.
Estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones correspondientes para
el CP en una red aislada dentro de la aproximacién de pares homogénea [81], pero

con una probabilidad de infeccion dada por v8 < (. En analogia al caso de w
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descrito anteriormente, 73 puede interpretarse como la “probabilidad efectiva” de
que un dado nodo infectado ¢ transmita la enfermedad a un vecino susceptible j en
la capa de contacto, que depende de las opiniones de ¢ y j. De hecho, la expresion
vB =1 —q(1—pg)pt~]5 de la Ec. es la probabilidad promedio de infeccién
en la red de contacto, calculado sobre las tres configuraciones posibles de conexion

y estado de opinién de un par social:

o] con prob. 1 — ¢ (sin link social),

con prob. ¢(1 — pt—
probabilidad de infeccién = p P g(1—p"")

(cualquier link social +4 o ——),

fpg con prob. g p*~ (4+— link social).

Por lo tanto, nuestro enfoque de MF supone que esta “probabilidad efectiva de
infeccion” de i a j depende de los estados de opinién de un “par promedio” de
vecinos en la red social, y eso es lo mismo para todos los vecinos de la red de
contacto. Podemos decir que, a nivel de MF, la dinamica de la enfermedad sigue
al CP estandar en una tnica red aislada con probabilidad de infeccién homogénea
v y probabilidad de recuperacion 1 — g en cada nodo. Por lo tanto, la dinamica
de opiniones tiene un efecto sobre la dinamica de la enfermedad equivalente a la
de un campo externo homogéneo que actia sobre cada nodo de la red de contacto,
reduciendo la probabilidad de infeccién entre vecinos por un factor v, manteniendo

la misma probabilidad de recuperacion.

En las dos subsecciones siguientes derivamos las expresiones analiticas para la

prevalencia de la enfermedad pi*** y el tiempo medio de consenso 7, del sistema de

Ecs. — .

3.3.1. Prevalencia de la enfermedad

Para estudiar como la dinamica de opinion afecta la prevalencia de la enfer-
medad, derivaremos la expresion para la fraccion de nodos infectados en el estado
estacionario pi™ de las Ecs.(3.3)) y (3.5). Comenzaremos igualando las cuatro de-
rivadas a cero, y luego, sustituiremos p1o por 2(1 — 5)p1 /75 de la Ec. en la
Ec. y resolveremos para p;. Después de hacer algo de algebra, obtenemos dos

soluciones, pero solo una es estable dependiendo de los valores de los parametros.
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La solucién no trivial

wor =Dy +plB—p
S (7R | FE R (3.1)

corresponde a la fase endémica, donde una fraccion de nodos esta infectada, y solo

es estable cuando el numerador A = [(u — 1)y + p] B — pu es mayor que cero. Para
A < 0 la solucion estable es pi*** = 0, correspondiente a la fase sana donde todos
los nodos son susceptibles, mientras que A = 0 indica el punto de transiciéon entre
la fase endémica y la saludable. La expresién para pi** de la Ec. (3.7)) atin no esta
cerrada porque depende de p*~, a través del prefactor . De la Ec. Vemos
que la fraccion de enlaces sociales +— alcanza un valor estacionario dado por la
expresion

o 2w—2) o +
P = =) (0)[L = p™(0)], (3.8)

donde usamos p™ = p*(0) dado que pT permanece constante en el tiempo, como
se mencioné anteriormente. Notamos que w no afecta el valor estacionario de p*—,
que sigue siendo el mismo que en el VM original [6]. Para una condicién inicial
simétrica en la red social (p*(0) = 1/2), como la utilizada en las simulaciones,

-

tenemos pt = (u—2)/[2(n — 1)]. Sustituyendo esta tltima expresién para p en

la Ec. (3.6) obtenemos la siguiente expresion para -:

q(1 — pa)(p — 2)
2(p—1)
Finalmente, sustituyendo la Ec. (3.9) en Ec. (3.7)) llegamos a la siguiente expre-

sion aproximada para la fraccién estacionaria de los nodos infectados en la fase

y=1- (3.9)

e 22— 1) — o(L— pa)se — 2)) 3
ctat 22 —1) —q(1 —pa)(np—2)| B —2u
ot = . (3.10)
21— q(1 = pa)(p —2)] B =2
Para una red de grado medio = 10 y pg = 0, la Ec. (3.10)) se reduce a la simple

expresion

stat — (19_4(1)/@_ ]'0
LT 10— dg) -1

que es graficada en las Figs. y (lineas punteadas). Como la teorfa de MF

estd pensada para trabajar en sistemas infinitamente grandes, también graficamos

(3.11)

para comparar los resultados numéricos obtenidos de simulaciones para redes muy
grandes (simbolos abiertos). Observamos que, en todos los casos, el valor tedrico
estimado de la fraccién de nodos infectados de la ecuacion es mayor que el
de las simulaciones. Esto se debe al hecho de que el enfoque de MF no tiene en

cuenta las correlaciones entre los estados de opiniéon y los estados de enfermedad.
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Un evento de infecciéon de 0 — 1 entre dos vecinos conectados por un enlace
social y de contacto solo es posible cuando los estados de los nodos son ”1L y JOF
(un par Hﬂ) 6 h} y [6} (un par [ISD? porque pg = 0 en las Figs. y .
Entonces, se espera que los enlaces sociales ++ se correlacionen negativamente
con enlaces 10 y se correlacionen positivamente con enlaces 11 y 00, dado que los
vecinos de la misma opinién tienden a infectarse unos a otros y, por lo tanto, en

un momento dado, es mas probable que ambos estén infectados o que ambos estén

susceptibles.

Sin embargo, esta aproximacion tedrica asume que los enlaces sociales ++ no

estan correlacionados con enlaces de contacto 10 (ver apéndice y, por lo tanto,

++
10

cuando se consideran las correlaciones negativas. La misma conclusion también se

la probabilidad estimada de encontrar un par [ } es mas grande que el obtenido

10 ] Esto lleva a una sobreestimacion tedrica de la cantidad

cumple para los pares [

++
10

aumenta la prevalencia de la enfermedad con respecto a los resultados numeéricos,

como vemos en las Figs. y 3.6

de pares { } y [IB] y, en consecuencia, a una mayor tasa de infecciones que

La Fig. muestra que la forma de la Ec. para pi*** decrece continua-
mente y desaparece a medida que § disminuye mas alla de un valor umbral, como
ocurre en el CP estandar. Esto muestra que la transicion al estado sano es continua
dentro del enfoque de MF, que supone que el sistema es infinitamente grande. En
la Fig. vemos que p5™* disminuye con ¢, reduciendo la prevalencia e induciendo
una transicion a la fase sana. Es decir, la Ec. predice una transiciéon continua
endémica-sana ya que [y ¢ varian, esto ocurre en el punto donde p5*** desaparece,

lo que lleva a la relacién

22 — 1) — q.(1 — pa) (e — 2)] B — 21 = 0. (3.12)
La linea de transicién
195, — 10
4c = 3.13

obtenida de la Ec. (3.12)) para p = 10 se grafica en la Fig. para p; = 0 (curva

punteada). Podemos ver que la coincidencia con las simulaciones es buena pa-
ra valores pequenos del acoplamiento ¢, pero surgen discrepancias a medida que
aumenta ¢, donde la prediccion tedrica de la Ec. sobreestima los valores
numéricos. Otra observacion simple que se desprende de la Ec. es que para
S > 10/[19 —4(1 — pg4)] obtenemos el valor no fisico ¢. > 1. Esto significa que, en el
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modelo de red, es posible inducir una transiciéon aumentando el acoplamiento solo

cuando [ es menor que un valor dado, como lo vemos en la Fig. para § < 0.68.

Como observacion final hacemos hincapié en que las transiciones dentro de
este enfoque de MF son continuas, de acuerdo con las simulaciones en redes muy
grandes. Esto es asi ya que las Ecs. (3.3)) v (3.5)) corresponden a un sistema infinito

en el que no se toman en cuenta las fluctuaciones por tamano finito.

3.3.2. Tiempos de consenso de opiniones

En esta seccion estudiamos los efectos cuantitativos de la enfermedad en el
tiempo para llegar al consenso de opinién. Para eso, proponemos una estimacion

analitica del tiempo medio de consenso 7 en funcién de los parametros del modelo.

Como se menciona en la seccién [3.3] en sistemas infinitamente grandes, p*
permanece constante a lo largo del tiempo [Ec. ] Sin embargo, en sistemas
finitos p* flucttia hasta que alcanza cualquier valor p™ =1 (consenso +) 6 p* =
(consenso —), con ambas configuraciones caracterizadas por la ausencia de enlaces
sociales +— (p™~ = 0). Una evolucion tipica de p™~ hacia el estado absorbente
se puede ver en la Fig. 3.4 (b) para ¢ = 0.4 en redes con N = 10* nodos. Es
decir, finalmente se logra el consenso en los sistemas finitos debido a la naturaleza
estocastica de la dinamica de opinion, que lleva a la red social a un estado donde

todos los nodos comparten la misma opinién.

En una tnica opinion, la actualizacién de p* puede aumentar o disminuir en
1/N con la misma probabilidad wp™~ /2, calculada como la probabilidad p™~/2 en
que un nodo y un vecino de opiniéon opuesta se seleccionan al azar, multiplicado por
la probabilidad w de adopcion de opinién. Por lo tanto, la dindmica estocastica del
VM se puede estudiar asignando p* a la posicién de un caminante aleatorio simétri-
co unidimensional en el intervalo [0, 1], con una probabilidad de salto proporcional
a wpl~ /2 y una longitud de paso de 1/N. A partir de una configuracién simétrica
con N/2 nodos con opinién + (p*(0) = 1/2), el caminante alcanza cualquiera de
los puntos absorbentes p™ =1 6 p* = 0 en un ntimero promedio de pasos que se
escalea como N2. Luego, dado que el caminate realiza un solo paso en un nimero

promedio de intentos que escalea como 1/wpt=, vy que el tiempo aumenta en 1/N
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en cada intento, encontramos que el tiempo medio de consenso escalea como

N

P
wpstat

(3.14)

T ~

Como vemos en la Ec. , pl~ es independiente de la prevalencia de la enfer-
medad p; y, por lo tanto, la prevalencia afecta a 7 solo a través de la probabilidad
de copiar efectiva w, que establece la escala de tiempo asociada a las actualiza-
ciones de opinién. De la Ec. vemos que w es igual a 1.0 cuando las redes
estan desacopladas (¢ = 0) o cuando p, = 1.0, y asi la dindmica de las opiniones
es exactamente igual que la del VM original. Sin embargo, w es menor que 1.0
en presencia de acoplamiento (¢ > 0) y p, < 1.0, por lo tanto la evolucién de la
dindmica es “ralentizada” —en promedio— por un factor 1/w > 1.0, dado que las
opiniones se copian a una tasa que es w veces menor que en el caso desacoplado.

Como consecuencia, 7 aumenta por un factor de 1/w con respecto al tiempo medio

de consenso en el caso desacoplado 79 = 7(q¢ = 0) ~ N/pZ-, esto es

1
T (3.15)

T0 w

Para obtener una expresién completa para el radio 7 /7y como funcién de los pardme-
tros del modelo, expresamos w en términos de pi™, sustituyendo en la Ec. el
valor estacionario de pjp que sigue la Ec. (3.5a)), pi* = 2(1 — 8)p5™ /5. Esto nos
lleva a

1-p

w=1—qﬂ—p@(k+fwg>ﬂm. (3.16)

En la fase sana pi*** = 0, por lo tanto w = 1.0 y 7 = 75. En este caso, la teoria

predice que la enfermedad no tiene ningin efecto en el momento del consenso

porque no hay nodos infectados que puedan afectar la dinamica de opinién. Sin
stat

embargo, tener un valor pi** > 0 de nodos infectados en la fase endémica tiene el

efecto de reducir w o lo que es lo mismo, aumentar 7 con respecto a 7.

Sustituyendo en la Ec. (3.16)) las expresiones para v y pi** de las Ecs. (3.9)
y (3.10)), respectivamente, y reordenando algunos términos, obtenemos la siguiente

expresion que relaciona 7y 7y en la fase endémica:

-1

e[ a0 =p) {2 -1 — a0 = pae =2 H{ RE - 1) a0 pa) 0 - 2] 5 - 20
o p{20n - 1) = a1 = pa) (= 2) H{ 2 — a1 = pa) (u - 2] 8- 2}

(3.17)

En la Fig. [3.8|trazamos con lineas continuas la relacion 7 /7 vs ¢ de la Ec. (3.17)
para p = 10.
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Observamos que los valores teéricos de 7/7y son menores que los obtenidos a
partir de las simulaciones numéricas (simbolos) para todas las combinaciones de p,
v pq que se muestran. Una posible explicacién de estas discrepancias se puede dar
analizando cémo las correlaciones afectan el niimero estimado de diferentes tipos
de nodos conectados, como lo hemos hecho en la seccion [3.3.1] para la prevalencia
de la enfermedad. Si tomamos el caso py = 0, vemos que un cambio de opinién

debido a una interaccién entre dos vecinos sociales y de contacto ocurre solo si

+
0

como la teoria supone que los enlaces sociales +— y los enlaces de contacto 00 no

ambos nodos son susceptibles, es decir, cuando tienen estados [ } y [6} Entonces,

estan correlacionados (ver apéndice , la probabilidad estimada de encontrar un
_l’_

par {08} es mayor que en las simulaciones, dado que se espera que los enlaces
sociales +— estén correlacionados negativamente con los enlaces de contacto 00.
Esta correlacion negativa se debe al hecho de que los vecinos susceptibles tienden a
igualar sus opiniones y por lo tanto, es mas probable que estén en el mismo estado

de opinién en un momento dado. Esto lleva a una sobreestimacion del ntimero de

+7
00

el efecto general de acelerar el consenso, disminuyendo el tiempo medio estimado

pares [ } y por lo tanto, a una mayor tasa de transmision de opinion. Esto tiene
tedricamente para alcanzar el consenso respecto del tiempo medio de consenso

medido en las simulaciones, como vemos en la Fig. |3.8|

Aunque las discrepancias con los resultados numéricos aumentan con el aco-
plamiento ¢, la expresién analitica puede capturar el comportamiento cuali-
tativo diferente del tiempo de consenso para varias combinaciones de p, v py. Para
valores bajos de pg, hay una transicion a la fase sana cuando ¢ supera un valor
g. < 1 dado por la Ec. y por lo tanto, 7 = 7y para todos los g > q. (ver las
curvas para pg = 0 en el diagrama principal y el grafico interno de Fig. 3.8 (a)).
Como consecuencia, 7/7y exhibe un comportamiento no mondtono con ¢, como
describimos en la seccion [3.2.2, Para valores mas grandes de pg, la transiciéon a la
fase saludable no ocurre para los valores fisicos ¢ < 1 usados en las simulaciones
del modelo, dado que ¢. > 1 de la Ec. . En este caso, 7 puede aumentar
moné6tonamente con g para valores grandes de py (ver curvas para pg; = 1.0), o

tener un maximo para valores medios de p, (curvas para pg = 0.5).

Como se explica en la seccion [3.2.2] la no monotonia es una consecuencia
de la competencia entre el nivel de superposiciéon de enlaces entre las dos redes,
que aumenta con ¢, y la prevalencia de la enfermedad, que disminuye con ¢. Esta

competencia se puede ver cuantitativamente en la Ec. (3.16]) para w, que tiene tres
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factores que dependen de ¢ y afectan a 7. Ademas del factor proporcional a ¢,
el factor 1/ también aumenta con ¢, como se ve en la Ec. (3.9)). Pero estos dos

factores se equilibran con pi***, que disminuye con gq.

Un caso interesante es el de acoplamiento maximo ¢ = 1.0 y p, = 0, porque 7
de la Ec. diverge a medida que 3 se aproxima a 1.0. Esto sucede en el modelo
porque cuando $ = 1.0 una vez que un nodo se infecta, permanece infectado para
siempre. Luego, una vez que todos los nodos se infectan, la dindmica de opinién se
detiene, ya que los nodos vecinos infectados no pueden intercambiar opiniones, y
asi la capa social se congela en un estado mixto de opiniones + y — y nunca se logra
el consenso. Al hacer una expansion de la expresion en serie de Taylor hasta
el segundo orden en un pequefio parametro ¢ = 1 — 3 < 1 obtenemos, después de
un poco de algebra, )

"= : 90?51— 5];31)] | 19
donde usamos p = 10. La Ec. muestra que 7 diverge como (1 — 3)72 en
el limite de 8 — 1.0, como se muestra en el grafico interno de la Fig. [3.9] (b).
Para 8 = 1.0 y p, = 0, podemos verificar de la Ec. que 7/10 ~ 1/(1 — q),

que muestra la divergencia de 7 a medida que el sistema se aproxima al estado

totalmente acoplado ¢ = 1.0.

3.4. Discusiones finales

En este capitulo, propusimos un modelo de red bicapa para explorar la interac-
cién entre la dindmica de formacion de opiniones y la propagacion de enfermedades
en una poblacién de individuos. Utilizamos el Modelo del Votante y el Proceso de
Contacto para simular la dindmica de opinién y la de enfermedad que se ejecuta
en una red social y de contacto, respectivamente. Estas dos redes comparten los
mismos nodos y estan unidos por una fraccién g de enlaces en comin. Mostra-
mos que, cuando las redes estan acopladas, la dinamica de opiniéon puede cambiar
drasticamente las propiedades estadisticas de la propagacién de la enfermedad, que
a su vez modifica las propiedades de la propagacién de opiniones, en comparacion

con el caso de las redes aisladas.

La dinamica del VM puede cambiar el orden de la transicion de fase endémica-
sana observada en el CP cuando la probabilidad de infeccién 3 excede un valor

umbral (., desde una transicién continua para el caso desacoplado a una transicion
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discontinua cuando el acoplamiento ¢ es mayor que cero. La magnitud del salto de
la prevalencia de la enfermedad en el punto de transiciéon . aumenta con ¢. La dis-
continuidad esta asociada con la evolucién temporal no mondtona de la fraccién de
nodos infectados. Esta no monotonicidad es consecuencia de la naturaleza variable
de la probabilidad de infeccién efectiva, que varia con el tiempo segtn la evolucion
estocastica de la fraccion de enlaces sociales +—. El sistema también muestra una
transicién discontinua de una fase endémica a una fase sana cuando el acoplamiento
supera un valor g., para un valor fijo de 3. El origen de esta discontinuidad es el
mismo que el de la transicion discontinua con 3, es decir, la no monotonicidad en
la evolucién temporal de la fraccién de nodos infectados. También obtuvimos un
diagrama de fases en el espacio  — ¢ mostrando las fases sanas y endémicas para
diferentes valores de las probabilidades p; v p,. En todos los casos, observamos que

el punto de transicion . aumenta con q.

También desarrollamos una aproximacion de campo medio que permitié esti-
mar con razonable precisién la linea de transicién sana-endémica (f,, ¢.) en funcién
de los parametros del modelo. Este enfoque revela que la dindmica de la enfermedad
es equivalente a la del CP estandar en una red aislada, pero con una probabilidad
de infeccion efectiva que es constante en el tiempo y que disminuye con el acopla-
miento y la fraccién estacionaria de enlaces sociales +— para un valor fijo de .
Esto significa que, a nivel de campo medio, el efecto general del VM sobre el CP
es disminuir la probabilidad de infeccion efectiva a medida que aumenta el acopla-
miento. Por lo tanto, cuando g aumenta, se necesita un valor mayor de 3 para llevar
el sistema a la fase endémica, lo que lleva a un aumento del punto de transiciéon f,

con q.

Por su parte, la dinamica de CP tiene el efecto general de ralentizar la propa-
gacion de opiniones, retrasando el proceso de consenso de opiniéon en comparacion
con el observado en una red aislada. La aproximacion de MF revela que la dinami-
ca de opinién corresponde a la del VM estandar en una red aislada, pero con una
probabilidad de transmision de opiniéon que disminuye con ¢ y la prevalencia de la
enfermedad. Dependiendo de los valores de los parametros, el tiempo medio de con-
senso 7 puede mostrar un aumento mondétono con ¢, asi como un comportamiento
no monotono. Este enfoque tedrico didé una idea de estos resultados, lo que permitio
obtener una expresion matematica aproximada que relaciona a 7 con los parame-
tros. Esta aproximacion muestra que el comportamiento de 7 con ¢ es el resultado

de dos mecanismos diferentes en juego: la superposicién de enlaces sociales y de
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contacto que tiende a aumentar 7 con ¢, que se compensa con la fracciéon de nodos
infectados que tiende a disminuir 7 con ¢. Por lo tanto, la dependencia no trivial

de 7 con ¢ es una consecuencia de la competencia entre estos dos mecanismos.

Es interesante observar que, a pesar de la interaccion no trivial entre el CP y el
VM, el sistema interdependiente de opiniones y enfermedad puede verse aproxima-
damente como dos sistemas que evolucionan independientemente el uno del otro,
donde cada sistema tiene un parametro efectivo que depende de la otra dindmica
y el acoplamiento. Especificamente, la dinamica de opinién corresponde a la del
VM con una probabilidad de transmisiéon de opinién efectiva que disminuye con la
prevalencia de la enfermedad y el acoplamiento, mientras que la propagacion de
la enfermedad esta bien descrita por la dindmica del CP con una probabilidad de
infeccion efectiva que disminuye con la fraccion de enlaces sociales +— y el aco-
plamiento. Sin embargo, esta es solo una aproximacién que proviene del anélisis de

MF, que desprecia las correlaciones entre los estados de opinién y enfermedad.






Capitulo 4: Propagaciéon de Enfermedades e Informacion en Redes Multiples 93

Capitulo 4

Propagacion de Enfermedades e Infor-
macioén en Redes Maultiples

Los estudios matematicos y computacionales de modelos epidémicos han de-
mostrado ser muy importantes para comprender la dinamica de las enfermedades
en el mundo real [78]. La principal motivacién detrds del modelado de epidemias es
el desarrollo de métodos para controlar la transmisiéon de enfermedades aumentan-
do nuestra comprension sobre las mismas [78,/98]. Las estrategias mas tradicionales
para contener un brote se basan en la vacunacién [98] o la cuarentena [99]. Sin em-
bargo, trabajos recientes verificaron que la concientizacion frente a enfermedades

infecciosas también puede interferir en la propagacion de las mismas [100].

Los métodos de prevenciéon individuales pueden reducir considerablemente el
alcance general de una epidemia, como se mostr6 en estudios previos [48}/49,/101].
En estos trabajos se ha analizado el impacto de la informacién sobre la propagacion
de epidemias en una poblaciéon [48-50,{101H103]. Una forma de modelar la influencia
del comportamiento humano en la propagaciéon de una epidemia es utilizar un
modelo de propagacién de rumores para simular la difusién del conocimiento sobre
la enfermedad (y sus métodos de prevencién) de boca en boca. En este marco, los
rumores —que en lo sucesivo llamaremos informacién— y las epidemias, consisten en

dos procesos de difusion que interacttian entre si.

Esta interaccién entre individuos puede representarse en una red compleja
multiple, donde la enfermedad y el conocimiento de la informaciéon para prevenir
la transmision se propagan en diferentes capas. La capa de la enfermedad puede
representar contactos fisicos o de proximidad para la propagacién de enfermedades
aerotransportadas en personas que interactian regularmente (familia, compaferos

de trabajo,...) u ocasionalmente (personas que comparten transporte ptblico). La
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capa de informacién representa contactos entre personas que intercambian informa-
cién personalmente o de manera virtual: Redes Sociales. Granell y colaboradores
verificaron que la transmisién de una enfermedad se reduce de acuerdo a la inter-
accion entre estas dos capas [48,49]. En la vida real, se espera que estas dindmicas
no evolucionan a la misma velocidad, por este motivo se debe escoger una esca-
la de tiempo ajustable que promueva una alternancia aleatoria entre los procesos
epidémicos y los procesos de informaciéon. En este capitulo exploramos la interac-
ciéon de ambos procesos agregando diferentes escalas temporales para cada uno de

ellos.

4.1. Descripcion del Modelo SIS-UAU

El modelo empleado involucra las dinamicas SIS-UAU, similar al trabajo pro-
puesto por Granell y colaboradores [48,149]. Se plantea el uso del SIS para ambos
procesos —epidémico e informativo—, donde cada uno esta representado por una ca-
pa de la red como se observa en la Fig. 4.1l En la capa epidémica, los nodos pueden
estar en estado Susceptible (S) o Infectado (I) donde cada nodo infectado de la red
trata de tranmitirle la enfermedad a cada uno de sus vecinos susceptibles con tasa

By luego con tasa j se recupera.

En la capa de informacién el modelo funciona de manera similar, cambiando los
nombres de los estados a No informado (U) e Informado (A) para evitar confusiones
con el proceso epidémico, las letras U y A provienen del inglés Unaware y Aware,
respectivamente. Un nodo no informado puede informarse con tasa 7 al contactarse
con un vecino informado, y, de manera analoga, un nodo informado puede “olvidar”
la informacién (o simplemente perder el interés en ella) y volver a ser no informado

con tasa .

Como se mencion6 anteriormente, el modelo SIS béasico se modifica para in-
troducir la interaccion entre la informacion y las epidemias. La informacién se con-
sidera como el conocimiento de los métodos de prevencion para que las personas
informadas reduzcan su probabilidad de contraer la enfermedad. Esto se modela
como una reduccién en la tasa de contagio de un nodo informado por un factor
de I" (0 < T' < 1). Entonces, un nodo informado tendra una tasa reducida I'5 de

contraer la enfermedad.
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: f Proceso
Informativo
k
: J Proceso
Epidémico
k

Figura 4.1: Esquema de un pequeno trozo de la estructura multiplex utilizada para
el modelo SIS-UAU. En la capa superior (Proceso Informativo) los nodos tienen dos
estados posibles: no informado (U) e informado (A). En la capa inferior (Proceso
Epidémico) los nodos son los mismos individuos que en la capa superior y sus

estados puede ser: susceptible (S) o infectado (I).

Por otro lado, la existencia de nodos infectados refuerza la informaciéon sobre
la enfermedad, esto se incluye en el modelo como una “autoconciencia” de las
personas infectadas donde los nodos infectados y no informados tienen una tasa
k de informarse. Representamos el estado compuesto de un nodo con dos letras
mayusculas, la primera para el estado de epidemia y la segunda para el estado de
informacion: susceptible-no informado SU, susceptible-informado SA, infectado-no

informado 1U, e infectado-informado TA.

Esquematicamente, dividiremos cada transiciéon de estado del modelo en dos
grupos: epidémico e informativo. La transmisién de la enfermedad sera: SU BN IU,
sA % 1A y la recuperacién I - S, también es considerada en este grupo de
transiciones. Mientras que la transmisién de la informacién U —= A, la pérdida
de la informacién A — U y la autoconciencia (IU — TA) se agrupan como

transiciones de informacion.

Como se mencioné anteriormente, se espera que las dindmicas descritas no
evolucionen a la misma velocidad y por este motivo se debe escoger una escala
de tiempo ajustable entre ambos procesos. Esta escala de tiempo promueve una
alternancia aleatoria entre los procesos epidémicos y los procesos de informacion
durante toda la dinamica donde el pardmetro m aumenta la velocidad de propaga-

cion de la informacion. Todas las transiciones de este modelo estan esquematizadas
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Figura 4.2: Transiciones de la dinamica para ambos grupos: epidémico e informa-

tivo.

en la Figl.2]

4.2. Aproximacion de campo medio

Ahora estudiamos el comportamiento del modelo SIS/UAU utilizando una
aproximacién de campo medio que asume que, en cada paso de la dinamica, ca-
da nodo interactia con n vecinos elegidos al azar. Esta aproximacion no toma en
cuenta las correlaciones de estado del vecino méas cercano y deberia funcionar ra-
zonablemente bien para redes aleatorias con distribuciones de grado homogéneas y

sin correlaciones de grado, como las redes Erdos Rényi.

Las densidades de los nodos en cada estado p;y, Psu, Pia V Psa €VOlucionan de

acuerdo con el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

dg;u = (1 = m)Bnpsupi + Tapia — (1 — T)ppi, — TEPiw — TYNPiupPa (4.1a)
dZZ“ = (1= m)ppiu + mapse — (1 = 1) BNpsupi = TYNPsupa (4.1b)
dcfl);a = TYNpiuPa + TEPw + (1 — T)LBNpsapi — Tapia — (1 — T ppia (4.1¢)
dgia = mpsupa+ (1 = T)pia — wapsa — (1 = T)LBNpsaps, (4.1d)

donde 7 es el grado medio de la red, 3, u, v, I', K, a son tasas de transiciéon y
Pi = Piv+t Pia Y Pa = Pia + Psa sON las densidades de nodos infectados e informados,
respectivamente. Ademas, la relaciéon de conservacion del nimero total de nodos

Piuw + Psu + Pia + psa = 1 permanece constante en todo momento. Los términos de
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ganancia y pérdida en las Ecs. corresponden a las flechas entrantes y salientes
de la Fig. . Las Ecs. describen, en el limite de tiempo continuo, la dindamica
SIS/UAU, donde las probabilidades de infeccién y recuperacién de la enfermad en
un paso de tiempo infinitesimal dt son [Fdt y udt, respectivamente, y de manera

analoga para los eventos de transmision de informacion.

4.2.1. Solucién para vy=0,I'=0y k= 1.0

Las Ecs. (4.1 se simplifican cuando establecemos v = 0,I' =0y x = 1.0, y
esto corresponde a los pardmetros utilizados en la Fig. [4.5] (arriba-derecha) de la

seccion Las ecuaciones simplificadas resultan

el (1 —m)Bnpsupi + mapia — (1 — T)pipi — Tpiu
dpsu

dt = (1 - W)/Lpiu + TQPsa — (1 - W)Bnpsupi (4'2)
d ia

575 = TPjy — TAPjq — (1 - W)sz’a

d sa

Cplt = (1 - 7T):upia — MTQPsq-

El punto fijo trivial de este sistema de ecuaciones es pg, = 1.0, y corresponde a una
poblacién totalmente sana y no informada. El punto fijo no trivial corresponde a

las densidades estacionarias

. _oalfn—p)

Piv = Byl +a) (4.3)
_— ma(Bn — p)

Pia = Bn(l+ ) [ra+ (1 — 7))yl (4:4)
= K

P = (4.5)

g = (1 —m)u(Bn — ) (4.6)

An(l+ o) [ra+ (1 —m)u]

La expresion para la prevalencia de la enfermedad resulta

c_aBn—pr(+a)+ (1 -m)y
Z B+ a) [ra + (1 = m)u]

y es graficada en la Fig. [4.3] para los valores de los pardmetros p = 0.9, o = 0.6,

(4.7)

B = 0.3y n=~6. Observamos que p; aumenta con 7 para todo x > 0.

La Ec. (4.7) predice que la prevalencia toma el valor p! = «(fn — pn)/[(1 +
a)fn] = 01875y pi = (Bn — u)/Bn = 0.5 en los limites 7 = 0 y m = 1, respectiva-

mente. Sin embargo, estos casos extremos pueden ser enganosos ya que los valores
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=0.6, f=0.3, u=0.9, n=6.0, I'=0, y=0
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Figura 4.3: Prevalencia de la enfermedad como funcion de .

cercanos a esos limites no corresponden al valor para p} en esos puntos. Esto quiere

decir que p; presenta una discontinuidad en m = 0 y m = 1. Para observar esto,
reescribiremos las Ecs. (4.2) para 7 =0

dt
dpsu
dt
dpia
dt
dpsq
dt

BNpsupPi — Piu
[Piv — BNpsupi (4.8)
—HKPia

HPia,

cuya solucién estacionaria no trivial es p;,, = Co — /B, pia = 0, psu = 1/6N'y

psa = 1 — Cy, donde Cy = p,(t = 0) es una constante. Asumiendo que todos los

individuos son no informados inicialmente, Cy = 1, lo que conduce a una prevalencia

pi=(Bn—p)/Bn=0.5en 7 =0, que es mas alto por un factor (1 + a)/a = 2.66
que el limite 7 — 0 de la Ec. (4.7), mostrando la discontinuidad en © = 0 (ver
Fig. 4.3). Para m = 1 las Ecs. (4.2)) se reducen a

dt
dpsu
dt
dpia
dt
dpsa
dt

= OpPiq — Piu
= QpPsa (4.9)
= Piu — OP4q

= —OPsq,
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cuya solucién estacionaria es p;,, = aC1/(1 + @), pia = C1/(1 + @), psu =1 —C1 y
psa = 0, donde C} = p;(t = 0). Esto significa que la fraccién de nodos infectados
se mantiene constante en el tiempo: p; = Cj. Si inicialmente hay un individuo
infectado, entonces la prevalencia es pf = 1/N < 1 para valores grandes de N.
Esto muestra el salto de p; desde 0.5 hasta un valor cercano a cero para m = 1
(Fig. [4.3).

Observamos que la densidad estacionaria de los nodos informados p, = (61 —
1)/[An(1+ «)] es independiente de 7, mientras que p; depende de 7. Esto significa
que ambas dindmicas SIS y UAU son ciclicas pero no equivalentes. La equivalencia
se rompe gracias al término k7 en la transicién espontanea IU — I A. De hecho,

para el caso k = 0, se obtiene pf = (5n — pu)/5n independiente de 7 (ver Fig. |4.3)).

4.2.2. Solucién para v =0

Para v = 0, las Ecs. (4.1)) se convierten en

deé“ = (1= m)Bnpsupi + 7pia = (1= T)ppiu = THpiu, (4.10a)
ds;u = (1 = m)ppiu + Tapsa — (1 — 7) BNpsupi, (4.10b)
dg;a = mkpw + (1 — )T BNnpsapi — mapia — (1 — T) f4Pia, (4.10¢)
dc[;;a = (1= mupia = mapsa — (1 = m)LAnpsaps. (4.10d)

Las soluciones estacionarias de las Ecs. (4.1)) pueden ser obtenidas estudiando

el caso v = 0.

: : : o . .
Las densidades estacionarias triviales del sistema de Ecs. (4.10) son pf, =1
Y Py = Pia = Pia = 0. Para encontrar las densidades estacionarias no triviales

comenzamos igualando todas las derivadas a cero, sumamos las Ecs. (4.10a)) y
(4.10c) y luego se obtiene la siguiente relacién entre pf, y pi,.:

57](qu + Fp:a> —p= 07 (411)
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para pf # 0. Luego, resolvemos para p, v pi, de las Ecs. (4.10b) y (4.10d)), respec-

tivamente,
1 _ * * *
p;ku — ( W)/Bnpsupz ﬂ—apsa ’ (412)
(1 —mp
1—m)l rpF *
p;fa — ( 7T) Bnpsapz + 7To{losa . (413)
(1 —m)pu

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (4.10c) llegamos, luego de hacer un poco

de dlgebra, a la siguiente ecuacién que relaciona p%, y pi,:

(1 =m)Bn(1 = pg, — PLa) (Fpg, — al'p3,) = [m(k + @) + (1 = m)p] apl, = 0. (4.14)

Insertando la expresion

* ILL *
=Ty 4.15
p G P (4.15)

de la Ec. (4.11)) en la Ec. (4.14) y expandiendo en potencias de p%, obtenemos la

ecuacion cuadratica

ap2+bpt, +c=0, (4.16)
con coeficientes
a = (1-m)BnT(1-T)(k+ ),
b = —fn{(x+a) [ra+ (L= mu] + (1 = w7 (5 + @) (B — ) — ] .17
c = (I=m)(Bn—p)kp.

La solucién fisica 0 < pZ, <1 de la Ec. (4.16]) viene dada por la expresion

—b—Vb? — 4dac

2a

P = (4.18)

Una expresion cerrada para pi, puede ser obtenida directamente insertando la
expresion de la Ec. (4.18) en la Ec. (4.15). Para obtener expresiones cerradas para

Ph, Y pr, podemos usar primero la equivalencia
p;k =1- p:u - p:a (419)

en la Ec. (4.12) y la Ec. (4.13)), respectivamente, y luego insertar las expresiones
para p:, v ps, dentro de las expresiones resultantes. Finalmente, podemos obtener

una expresion para la prevalencia usando la Ec. (4.19)) y la Ec. (4.15)), reescribiendo
pf in términos de pf,
c_Pn—p

Pi Bn (1 - F)psm (420)
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que se reduce a la expresion citada en la Ec. (4.22)) de la seccion después de
reemplazar la expresion de la Ec. (4.18]) para p?,.

Finalmente, las densidades estacionarias resultan:

—b —/b? — 4dac

P = 4.21
psa 2a ) ( a‘)
>k /"L >k
Pow = — I'pia, 4.21b
G (4.21Db)
p&==( mIBnp%, (1 = Pl — Pl) + TP, (4210
(1—m)p
1 _ * 1 _ * * _ *
;L::( ™)B1Psu(1 = Pia = Pru) = TOPZ, (4.21d)

(1 —m)pu
La densidad estacionaria de nodos infectados p; = pj, + p;, en la fase endémica-
informada, sustituyendo la expresion para p;, se puede escribir como

(1-1) (b + Vb2 — 4&0)

pn—
- . 4.92
p; G + o (4.22)

La expresién para la prevalencia de la enfermedad p} como funcién de 7 usando
la Ec. se grafica en la Fig donde observamos que la dependencia de la
enfermedad con 7 se reduce a medida que I" aumenta y desaparece para I' = 1.0
donde se recupera la dinamica SIS estandar y, por lo tanto, p! es independiente de

.

v=0, n=0.9, a=0.6, =03, n=6, k=1.0
‘ —
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Figura 4.4: Prevalencia de la enfermedad p} como funcién de 7 (Ec. (4.22))) variando

I'. Para I' = 1.0 se recupera la dindmica SIS estandar.
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4.3. Analisis numérico de las ecuaciones

Consideramos una red multiple con dos capas independientes que representan
la propagacion de una enfermedad y la transmision de informacion sobre el conoci-
miento de dicha enfermedad. Presentamos la solucion de las Ecs. propuestas
en la seccion anterior mediante integraciéon numérica, incluyendo el caso v > 0,

el cual no se tuvo en cuenta en los resultados analiticos.

Utilizando los mismos valores para los pardmetros de la Figld] 8 = 0.3,
p=0.9 a=0.6yn=06.0,en la Fig[l.5 graficamos la prevalencia de la enfermedad
como funcion de la velocidad de propagacion 7 para varios conjuntos de parametros.
Se muestran 3 valores para la tasa de que los agentes se informen v = 0.0,0.1 y
0.3. Los dos gréaficos superiores de esta Figura son para [' = 0 y presentan un
aumento de la densidad de infectados p; con 7 en un rango similar para 2 valores
del parametro k, el cual aumenta la tasa de que los agentes en estado infectado
se informen. Para v = 0.3 la densidad de infectados desaparece pf = 0, cuando
esto ocurre la densidad de agentes informados es pf = pf, = (ny — a)/ny = 2/3
(despejando de la Ec.(4.1p)) y la densidad restante de agentes es p%,. Para los
graficos inferiores con I' = 0.5, observamos que el aumento de la prevalencia con m

es mas lento y pf # 0 para los mismos valores de 7.

En todos los paneles de la Fig. la prevalencia de la enfermedad aumenta
con la velocidad de propagacion de la informacion 7, este es un resultado contrario
a lo esperado y es, probablemente, el mas interesante de todo el analisis de este
capitulo ya que si hay més informacion disponible para la poblacién, se esperaria
que la densidad de enfermos disminuya y esto no ocurre en los resultados mostrados.

Este hecho representa un problema abierto de este trabajo en desarrollo.

Continuando el andlisis, en la Fig. [4.6]se muestra la densidad de agentes infecta-
dos pf (panel (a)) e informados p (panel (b)) como funcién de 7 para I' = k = 0.5.
Cuando 7 aumenta disminuyen los agentes informados, lo que también resulta con-

tradictorio.

En la Fig. [4.7) se muestra la densidad de individuos infectados p} en funcién
de la tasa de infeccion  para v = 0.1 y 3 valores de 7 = 0.1,0.5 y 0.9. En los
graficos superiores tomamos I' = 0.0 y 2 valores de k = 0.5 y 1.0. Las curvas de
pi aumentan con 7, lo cual coincide con los resultados de la Figi4.4, Para I' = 0.5

(graficos inferiores), las curvas de p; también aumentan con 7 en un rango menor.
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Figura 4.5: Densidad estacionaria de nodos infectados como funcién del parametro
temporal m con v = 0.0,0.1 y 0.3, para diferentes valores de I' y . El valor de los

otros parametros utilizados es: 5 = 0.3, £ =0.9, a = 0.6 y n = 6.0.
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Figura 4.6: Densidad estacionaria de nodos infectados (panel (a)) e informados
(panel (b)) como funcién de la velocidad de propagacién de la informacién 7 para
3 valores de v = 0.0,0.1,0.3 y para I' = k = 0.5. A medida que 7 aumenta
también lo hacen los individuos infectados mientras que disminuyen los individuos

informados, esto representa un comportamiento contrario a lo esperado.
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Figura 4.7: Densidad estacionaria de nodos infectados como funcién de la tasa de
infeccién S con v = 0.1, para diferentes valores de la velocidad de propagaciéon .

El valor de los otros parametros utilizados es: p = 0.9, a = 0.6 y n = 6.0.

El pardmetro I' regula la infeccién en los agentes informados, cuya densidad (p;,)

disminuye conforme I' disminuye.

La construcciéon de este modelo involucra muchos parametros asociados a cada
proceso de transicién. Cada uno de estos procesos puede ser analizado siguiendo
el diagrama de transiciones de la Fig[4.2] Si nos centramos en la prevalencia de la
enfermedad p}, podemos describir su comportamiento esperado respecto de cada
parametro y esto lo resumimos a continuacion en el siguiente esquema en términos

de aumento 1 y disminuciéon | de cada cantidad:

pty et = gl
rtafatnt = gt (4.23)

Salvo por el comportamiento de p; con m, este esquema concuerda con los
resultados presentados en esta secciéon donde describimos el comportamiento de
las Ecs.. En la Fig. H mostramos el diagrama de fases § — v donde queda
contenido todo nuestro andlisis para 7 = 0.5. La informacién, representada por el
parametro v, reduce la cantidad de infectados, y por ende la transicion desde una

fase sana a una fase endémica, lo cual se hace mas notorio al variar el pardmetro

.
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En la Fig. incluimos el pardmetro I' para mostrar el diagrama de fases de
la Fig. en 3 dimensiones. Al incorporar I' podemos observar como se curva el

plano que separa las fases sana y endémica més claramente.
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Figura 4.8: Diagrama de fase § — v para 3 valores de I' con 7 = 0.5.
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Figura 4.9: Diagrama de fase § —~v —I.
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4.4. Discusiones preliminares

En este capitulo, presentamos la aproximacién de campo medio y el analisis
de las ecuaciones con escala de tiempo variable que describe un modelo de red
bicapa que representa la propagacion de una enfermedad y la transmision de infor-
macién sobre el conocimiento de dicha enfermedad. La construccion de este modelo
involucra un gran ntimero de pardmetros para su caracterizacion, cuya pregunta
fundamental se centra en mostrar cuan beneficiosa resulta la informacion disponible
sobre una enfermedad para reducir el brote de la misma. El pardmetro v representa
la tasa de informarse mientras que el parametro 7w es la velocidad de propagacion
de la informacion. Si bien, cuando v aumenta se reduce la cantidad de infectados, al
variar m nos encontramos con un hecho contradictorio: el aumento en la velocidad
de propagaciéon de la informacion aumenta la cantidad de individuos infectados y
disminuye la cantidad de individuos informados, algo paraddjicamente inesperado.

Este hecho representa un problema abierto en este trabajo atn en desarrollo.
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A lo largo de este trabajo de Tesis Doctoral estudiamos diversos procesos
dindmicos sociales sobre redes bidimensionales y redes complejas de capas multi-

ples. Analizamos su fenomenologia y las cantidades relevantes que los caracterizan.

En el capitulo 2 estudiamos un modelo basado en agentes en una red bidi-
mensional que explora la competencia entre la persuasion y el compromiso en la
formacion de opiniones. Debido a las interacciones dentro de esta topologia aparece
una dinamica de coarsening cuyas propiedades dependen estrechamente de la rela-

cién r = p/q entre las probabilidades de interacciéon de persuasién y compromiso.

Cuando el compromiso domina sobre la persuasion, inicialmente la dindmica
es similar a la del VM, el coarsening no tiene tension superficial y los dominios
estan formados por agentes moderados, ésto estd asociado a un estado de opinion
centralizado. El crecimiento de los dominios finalmente conduce a un estado donde
todos los agentes tienen la misma orientacién de opinién (positiva o negativa) hasta
que se alcanza el consenso en un tiempo que escalea como r~!In N con el tamaifio

de la poblacién N.

En el escenario opuesto, donde la persuasiéon domina sobre el compromiso, el
coarsening es impulsado por la tension superficial y los agentes moderados se ubican
en la interfaz entre los dominios formados por los extremistas. Esto corresponde
a un estado de opiniéon polarizado en el que la poblacién se divide en dos grupos
que adoptan opiniones extremas y opuestas (positiva y negativa). El tiempo para
alcanzar el consenso puede ser muy largo cuando el sistema cae en una configuracion
metaestable tipo bandas, donde las dos interfases difunden hasta que se encuentran
y aniquilan. El tiempo medio de consenso de este tipo de realizaciones escalea como
NV Cuando el promedio se realiza sobre todas las realizaciones, que incluyen
realizaciones de corta duracién con un tiempo que escalea como N, el tiempo medio

de consenso general escalea como 7 ~ NY, con v = 1, 64.
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Se propuso una aproximacion para describir el consenso de las configuraciones
tipo bandas al mapear esta dindmica en un problema de dos barras que difunden
libremente en 1D y se aniquilan cuando chocan por primera vez. Este método
tiene en cuenta el ancho de las bandas, que se vuelve relevante cuando éstas se
encuentran y se rompen. Ademads, se realizé una aproximacion mas fina que explica
las desviaciones del exponente tedrico v = 1.5, tomando en cuenta la rugosidad de

las interfases, explicado en detalle en la subseccion [2.4.2]

Respecto de los resultados conocidos del Modelo M en MF, las interacciones en
la topologia espacial de 2D tienen un gran impacto. La bipolarizacion de opinién es
mucho mas estable en redes bidimensionales que en MF, debido a la existencia de
estados metaestables de larga duracién (estados banda). Otra observacién es que
la bipolarizacién se encuentra para p > ¢ en MF, mientras que en redes cuadradas
bidimensionales se encuentra para valores de persuasiéon mucho mas bajos, aproxi-
madamente por p > ¢/3. Por lo tanto, un pequeno nivel de homofilia es suficiente

para inducir bipolarizacién en una poblacion que interactiia en éste tipo de redes.

En redes cuadradas bidimensionales los tiempos medios de consenso son mucho
mas largos que los obtenidos en una configuracion de MF y los estados bandas hacen
que este tiempo sea atin mayor. Teniendo en cuenta las propiedades de escala del
ancho de la interfase, se pudo derivar una expresion analitica para el tiempo medio

de consenso con el tamano del sistema de acuerdo con las simulaciones.

Valdria la pena estudiar la dindmica del modelo M en redes complejas de
diferentes tipos ya que son descripciones mas realistas de la topologia de las inter-
acciones sociales entre las personas. También seria interesante investigar el papel
de la conectividad de red en la propagacion y el dominio final de una opinién ex-
trema [68]. Finalmente, una extension natural del modelo incluirfa variaciones de
las reglas en la persuasiéon y/o compromiso que podrian mejorar la bipolarizacién

en redes o topologias generales.

En el capitulo 3, propusimos un modelo de red bicapa para explorar la in-
teraccion entre una dindmica de formacién de opiniones y una de propagaciéon de
enfermedades en una poblacién de individuos. Para simular la dindmica de opinién
utilizamos el Modelo del Votante (VM) y para la dindmica de enfermedad utiliza-
mos el Proceso de Contacto (CP) que se ejecutan en una red social y de contacto,
respectivamente. Ambas redes comparten los mismos nodos y estan unidos por una

fraccion ¢ de enlaces en comun. Mostramos que, cuando las redes estan acopladas,
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la dindmica de opinién puede cambiar drasticamente las propiedades estadisticas
de la propagacion de la enfermedad, que a su vez modifica las propiedades de la

propagacion de opiniones, en comparacion con el caso de las redes aisladas ¢ =0 .

La dindmica del VM puede cambiar el orden de la transiciéon, desde una tran-
sicion continua para el caso desacoplado a una transicién discontinua cuando el
acoplamiento es ¢ > 0. La discontinuidad esta asociada con la evoluciéon temporal
no monoétona de la fraccion de nodos infectados que depende de la probabilidad
de infeccion efectiva, que varia con el tiempo segin la evolucion estocéstica de la
fraccion de enlaces sociales +—. El sistema también muestra una transicion dis-
continua de una fase endémica a una fase sana cuando el acoplamiento supera un
valor ¢., para un valor fijo de 8 cuyo origen es el mismo. Al realizar el diagrama de

fases en el espacio  — ¢, observamos que el punto de transicién . aumenta con q.

También desarrollamos un enfoque de campo medio que permitié estimar con
razonable precision la linea de transicion sana-endémica (S, g.) en funcién de los
parametros del modelo. El efecto general del VM en el CP es disminuir la proba-
bilidad de infeccion efectiva a medida que aumenta el acoplamiento. Por lo tanto,
cuando ¢ aumenta, se necesita un valor mayor de [ para llevar el sistema a la fase

endémica, lo que lleva a un aumento del punto de transicién (. con q.

Por su parte, la dinamica de CP tiene el efecto general de ralentizar la propa-
gacion de opiniones, retrasando el proceso de consenso de opiniéon en comparacion
con el observado en una red aislada. Dependiendo de los valores de los parametros,
el tiempo medio de consenso 7 puede mostrar un comportamiento monétono o no
mondtono con ¢ que es el resultado de la competencia entre la superposicion de
enlaces sociales y de contacto que tiende a aumentar este tiempo con ¢ y la fraccion

de nodos infectados que tiende a disminuirlo con gq.

Los resultados presentados en el capitulo 3 corresponden a un estado inicial
particular que consiste en fracciones de pares de estados de opinién + y — y de
estados de enfermedad infectados I y susceptibles S, distribuidos uniformemente a
través de las redes. Como un trabajo futuro, se podria estudiar el comportamiento
del sistema bajo diferentes condiciones iniciales, y con fracciones desiguales de
opinién y estados de enfermedad. Por ejemplo, se puede simular una poblacion con
opiniones polarizadas iniciales basadas en la enfermedad, correlacionando la opinién
de cada nodo con su estado de enfermedad (por ejemplo, infectando todos los nodos

con opinién — y dejando todos los nodos con opinion + en estado saludable).
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Finalmente, seria interesante estudiar el comportamiento del modelo actual bajo
diferentes reglas de actualizacion. Por ejemplo, hemos comprobado una regla simple
en la que la condicién de conexién (conectada o desconectada) entre dos nodos en
una capa no se tiene en cuenta para la actualizaciéon en la otra capa con algunos
resultados preliminares que sugieren que el comportamiento critico de este nuevo

modelo es bastante diferente al del modelo original.

En el capitulo 4 analizamos otro modelo de red bicapa para explorar la inter-
accion entre la diseminacion de una enfermedad y la propagacion de informacion
sobre el conocimiento de dicha enfermedad y sus métodos de prevencién en una
poblacion de individuos mediante una aproximacion de campo medio y el andlisis
de sus ecuaciones. En este modelo propuesto, el rumor y la enfermedad se propa-
gan en diferentes escalas de tiempo. Verificamos que la informacién ayuda a reducir
tanto el tamano del brote como el umbral epidémico de la enfermedad, aunque un
aumento en la velocidad de propagacion de la informacién puede no ser beneficioso.
Estas investigaciones pueden extenderse al considerar otros modelos de red que to-
men en cuenta patrones de organizaciéon de comunidades, asi como la organizacion

de las mismas en otros tipos de Redes Multicapas.

Durante el desarrollo de la presente Tesis Doctoral fueron publicados los resul-
tados expuestos en el Capitulo 2 que se completa con los apéndices A y B [104], en
el capitulo 3 junto a los apéndices C, D, E y F [105], y se encuentra en preparacién

otro trabajo relativo a los estudios detallados en el Capitulo 4.



Apéndice A

Analisis de la distancia media de ruptura
de la interfase (Ax")

Podemos obtener una idea del escaleo (Ax?) ~ L% relacionando la distancia
entre las interfases en el momento de ruptura con sus propiedades de rugosidad,
como ilustramos en la Fig. (a). Mas precisamente, las interfases se tocan a una
altura y (z1, = z2, = x,) donde las respectivas desviaciones de la interfase de 4
y T3 alcanzan sus maximos valores en dj oz = |2, — 23] ¥ domar = |7, — 24| Por
lo tanto, la distancia entre las interfases se puede aproximar como Az’ ~ 1 maz +
d2 maz- Dado que la altura y del punto de contacto varia entre cada realizacién,
calculamos el valor medio de la desviacion maxima (d,,q,) en ambos lados de cada
interfase para muchas realizaciones de la dinamica. Los resultados se muestran
en la Fig. 2.11)(a) (diamantes). Vemos que 2 (dyq,) coincide muy bien con (Az)
para L 2> 20, y eso sigue una escala de ley de potencias (de) ~ L%5% (linea
sélida). Especulamos que este comportamiento esté relacionado con las propiedades
de escala del ancho de las interfases, definido como la desviacion estandar de las

posiciones z;, de la misma a lo largo del eje y [106L|107]

971/2

1 &, 1 &
Wi |pZ e\ ) | -

y=1

L 1/2
7 Z(azly — x1)2] ) (A1)

y=1

La evoluciéon temporal del ancho promedio de la interfase calculado sobre muchas
realizaciones (W) [ver Fig. 2.11|(b)] tiene una etapa inicial en la cual (W) crece
como t?, seguido por una segunda etapa donde (W) alcanza un valor de saturacién
(plateau) que se incrementa con L como (W), (L) ~ L% donde a ~ 0.5 es el
exponente de rugosidad y 5 ~ 0.25 es el exponente de crecimiento. Estos exponentes
son consistentes con los de la clase de universalidad Edwards-Wilkinson para el

crecimiento de superficies [107]. De hecho, mediante un reescaleo apropiado de
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los ejes = e y, los datos pueden colapsarse en una sola funcién [Fig. 2.11|b)] que
muestra que el crecimiento de la interfase obedece a la relacion de escala Family-
Vicsek (W)(L,t) = L*f(t/L?) con z = o/ ~ 2,y f(x) ~ 2’ parax < 1y f(x) =
constante ~ (.22 para x > 1. Observamos que el mismo comportamiento de escaleo
de la dindmica de la interfase se obtuvo en [66] para una amplia familia de modelos
de votantes con estados intermedios, como el modelo M. Ademas, verificamos que
el ancho de la interfase haya alcanzado su valor de saturacién en el tiempo medio
de ruptura 7, y que éste es mucho mas largo que el “tiempo de cruce” que separa las
etapas de crecimiento y saturacion. Por lo tanto, se espera que la desviacion maxima
de la interfase sea proporcional al valor de saturacién del ancho de la misma, lo que
lleva al escaleo aproximado (dpg.) ~ L%?. No sabemos cémo explicar la pequefia

discrepancia con la escala (d,,q.) ~ L%%* obtenida de las simulaciones.



Apéndice B

Aproximacion de 73" como una ley de
potencia

Para obtener el coeficiente A(Lg) y el exponente a(Lg) de la aproximacién de
ley de potencia
7" (L, Lo) = A(Lo) L*") (B.1)

para 7" de la Ec. (2.10]) resulta ttil trabajar en una escala doble logaritmica, donde
la Ec. (B.1) se convierte en la linea recta

y(z, o) ~ log[A(xo)] + a(x0) = (B.2)

en la variable x = log(L), con zq = log(Lo) vy y(z,z9) = log[r" (L, Ly)]. Luego,
reescribiendo la Ec. (2.10) en términos de las variables = e y(x)

y(x) = 2log (1 - 26_0'4751) + 3z — log(16 d),

y expandiendo en serie de Taylor y(x) a primer orden en x — xy obtenemos
1.9 (z — xo)
(047520 — 2)

log (1—2e704a0)®) 1.9, las 1.9 N
16d (60'475 To __ 2) (60'475 To __ 2) :

y(x) ~ 2log(1—2e ™) 4 + 3z — log(16 d) (B.3)

Igualando los coeficientes de la Ec. (B.3) con los de la Ec. (B.2)) y devolviendo la
transformacion de la variable Ly = e*, llegamos a las expresiones para A(Lg) y
a(Ly) citadas en las Ecs. (2.13)) y (2.14)), respectivamente, en el capitulo 2 de esta

tesis.
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Apéndice C

Deduccion de la ecuacion de evolucion
para p*

Denotamos por {g} el estado de un nodo dado, donde O = 4+,— y D = 1,0
representan sus estados de opinion y enfermedad, respectivamente. Por lo tanto,
hay cuatro posibles estados de nodo: [ﬂ, {H, {6] y [ﬂ En un solo paso de la
dindmica, las transiciones del estado [5} al estado [;} cuando un nodo cambia de
opinién — a + conduce a una ganancia de 1/N en p™, mientras que las transiciones
{;} — {5} cuando hay un cambio de opinion + — — conduce a una pérdida
de 1/N en p*. Teniendo en cuenta estas cuatro posibles transiciones, el cambio
promedio de p™ en un solo paso de tiempo del intervalo temporal At = 1/N es

descrita por la ecuacién de evolucion

dp™ _ dpT| o dp”
dt  dt |4 dt l4_
1 + + + +
iy S PR RS PSRV P

representa el cambio promedio de pt en

donde, por ejemplo, el término Ap*‘ .
0

un paso de tiempo debido a las transiciones {6] — {H A suvez, ApT| | tiene
0 0

cuatro contribuciones correspondientes a las diferentes interacciones sociales que

—

conducen a la transiciéon {6] — {ﬂ Por lo tanto, podemos escribir

- ﬁ+AP+i ﬁ+Ap+
00 00 700 01"

— (C.2)

01 01 "01

_l’_
_ ﬁ—l-Ap

—

0 00

y similarmente para la transicién [ﬂ — H] correspondiente al segundo término

en la Ec. (C.1))

= Ap”" _+Apt|__

—+ _ ++ +
10 —

+
_ ﬁ—i—Ap

To =

+
— +Ap = (C.3)

11 1 11

=

ot _

10 10 10 11
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El tercer y cuarto término en la Ec. se obtienen intercambiando los simbolos
+ y — en las Ecs. y (C.3), respectivamente, debido a la simetria entre los
estados de opinién 4+ y —. Observamos que los estados de enfermedad siguen siendo
los mismos después de las interacciones, ya que solo un cambio en la capa social
puede conducir a un cambio en p*. El primer término en la Ec. representa

el cambio promedio en p* debido a interacciones en las que un nodo i en estado

+
0

]. Esta interaccién esta representada esquematicamente por el

[6} copia la opinién de uno de sus vecinos sociales j en estado {

+
0

}, donde la linea horizontal sobre los simbolos de opinién describe un

} , cambiando

el estado de i a {

==

simbolo { 0o

link social entre ¢ y j. De la misma forma, el simbolo [g—ﬂ representa una interaccion

+

0} conectados por un link social y un link de

entre un nodo {5} y un nodo vecino {
contacto, esto se indica con una linea horizontal sobre los respectivos simbolos. El
segundo, tercero y cuarto término en la Ec. (C.2)) describen, respectivamente, las

transiciones debidas a una interaccion del nodo i con un vecino social/de contacto

H y un vecino social/de contacto [ﬂ

[ﬂ, un vecino social { 1

0

Ahora ilustraremos cémo construir una expresion aproximada para cada término
de la Ec. (C.2|) para Ap™|_
0 0

nodos tienen el mismo nimero de vecinos k = u elegidos al azar, lo que equivale

.- En aras de la simplicidad, suponemos que todos los

a suponer que las redes son grafos aleatorios de grado regular. Sin embargo, espe-
ramos que esta aproximacion funcione bien en redes con distribuciones de grados
homogéneas como las redes ER. El primer término en la Ec. (C.2)) puede escribirse

co1mo

Ap*t

S O DR (A N S )

T_F
00 NG}

que puede entenderse como el producto de las diferentes probabilidades asociadas

o
o+

a cada uno de los sucesos consecutivos que conducen a la transiciéon en un paso de
tiempo {gﬂ — [Jgﬂ, como describiremos a continuacién. Un nodo i con estado

es escogido al azar con probabilidad P (5) Si el nodo i tiene N[5%] vecinos

+
0

probabilidad N'[57]/u, después de lo cual i copia la opinién de j con probabilidad

0
sociales con estado [ } , entonces uno de esos vecinos sociales j se escoge al azar con

1.0 porque no existe link de contacto entre ¢ y j. Finalmente, p* se incrementa en

1/N cuando i cambia su opinién.

Para considerar todos los escenarios posibles de tener N'[57] = 0, 1, .., u vecinos
sociales, sumamos todas las configuraciones de vecindarios posibles representadas

por {-/\[07} = {N[ﬁ]v/\/’[j]vN[i]vN[jLN[ﬁLN[j]?N[E]uN[;]} pondera-

00 00 01
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N*~+ —social links W-N*" + — social links

u-N*" — = social links N*~ + - social links

- === + —social links . _ _ _ _
—— — —social links N7 "= N[ ]+N[5 ]+ N[ ]+N[57]
—— 0 0 contact links Aot = HU—IN*VUN

- ==- 10 contact links P w i

Figura C.1: (Color online) Ilustracién esquematica de una actualizacion de opinién

0
vecino escogido aleatoriamente (links verdes punteados). El cambio en la densidad

en la que un nodo ¢ en estado [ } cambia al estado {ﬂ copiando la opinién + de un

de links +— es denotado por Ap™~.

do por la probabilidad de cada configuracion M ({NO_}, ,u). Aqui denotamos por

N[52] el ntimero de vecinos sociales {g} y por N'[-2] el ntimero de vecinos socia-

les/de contacto {g} [ver Fig. (C.1)]. El nimero de cada tipo de vecino esta entre 0
y i, v asi la suma en la Ec. (C.4)) incluye ocho sumas

Para llevar a cabo la suma en la Ec. solo tendremos en cuenta las co-
rrelaciones entre los primeros vecinos, y descuidamos las correlaciones de segundo
y mayor orden (aproximacion de pares). Por lo tanto, definimos la probabilidad
P[;g] = P(_ g ‘ a) de que un vecino dado del nodo 7 es un vecino social con esta-

o))
y 1o a los otros vecinos de i. Del mismo modo, denotamos por P[-2] = P(: g| 8)

do [g}, y consideramos que P[;g] estd condicionada solamente al estado de i [_

a la probabilidad condicional de que un nodo conectado a i es un vecino social/de

contacto con estado {g}, dado que 7 tiene estado {8} Por lo tanto, M se convierte
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en la distribucién de probabilidad multinomial definida como

T Il Pz MBI pg V)
o=¥ - NG NZE 7=
M ({NO_}"M) = | cuando %%’1’ (N[E] + N2) =
0 otros casos,
donde hemos usado los simbolos [g} y [%} como notaciones cortas para {g] y

[8:2}, respectivamente. Luego, realizando la suma de la Ec. (C.4]) llegamos a

P() W) P(y) P
= s = v (C.5)

+
Ap —
00

donde usamos la identidad (N[5%]) = p P[5F] para el valor medio de N[5%]. Los

otros tres términos de la Ec. (C.2) pueden ser obtenidos siguiendo un enfoque

similar al anterior para Ap*T|__  __ | llegando a la expresion
00700
Apt|_ = (P + P + P + po PIEE)), (C.6)
0 0

donde el prefactor p, en el ultimo término explica la probabilidad de copiar la
opinién de un vecino de contacto infectado. Teniendo en cuenta que nuestro objetivo
es obtener un sistema cerrado de ecuaciones de evolucién para p*, p1, pt~ v pro,
ahora encontramos expresiones aproximadas para las diferentes probabilidades de la
Ec. en términos de las fracciones de nodos y links en cada capa. Comenzamos
por suponer que las correlaciones entre los estados de opinién y los estados de

enfermedad de un nodo dado son insignificantes, y asi podemos escribir

P (5) ~ p” po- (C.7)

Entonces, para estimar las probabilidades condicionales P[;%] y P[=%] resulta con-

veniente dividir cada uno de ellos en dos probabilidades condicionales

P = P(Tl5) =P(T10)P(5175):

PIEL = P(Zolo) = P(Z10)P(51=0),
usando la relacion P(a,b|c) = P(a|c)P(bla,c) interpretando todo el evento de co-
nectar un tipo dado de enlace a un nodo [;] como dos eventos separados. Suponien-

do que el tipo de enlace conectado al nodo 7 no esta correlacionado con el estado

de 7, tenemos
P<_‘6) ~ P<_):1—q y

P(Zly) = P(D) =4
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y como los estados de opinién y enfermedad no estan correlacionados, tenemos

P(3173) =~ P(+—-)P((D| 0) ¥
P(31Z3) =~ P(+—-)P(DI—0).

Dentro de una aproximaciéon de pares homogénea [6], la probabilidad P (+]——)
que un vecino social 7 de un nodo 7 con opinién O; = — tenga opinién O; = + se
puede estimar como la relacién entre el ntimero total de links uNp™~ /2 que van de
nodos con opinién — a + y el ntumero total de links ©/Np~ conectados a los nodos
con opinién —, esto es P (+|——) =~ p™~/2p~. Del mismo modo, estimamos que
la probabilidad de que un vecino de contacto j de un nodo susceptible tenga un
estado de enfermedad D; = 0 como P (0]—0) =~ pgo/po, y un estado de enfermedad
D; =1 como P (1|—0) =~ p19/2po. Y si j no es vecino de ¢ en la red de contacto

P (D] 0)~ pp. Reuniendo todos estos factores obtenemos

| o (1—Q)P+_Po’ p[j]gqp+‘poo

P[ﬁ 00
2p~ 2p~po
1 — +— L +—
Plf] ~ (1-q)p PL p=) e 1P (©3)
2p~ 4p~po

Finalmente, reemplazando en la Ec. (C.6) las expresiones aproximadas para las

probabilidades condicionales de las Ecs. (C.8)) y para P (6) de la Ec. (C.7) llegamos

a
+—

| = == (C9)

donde usamos las relaciones de conservacion de las Ecs. (3.2a)) y (3.2d)).

Ahora calculamos el segundo término de ganancia en la Ec. (C.1]), Ap™

1
que representa el cambio promedio en pt debido a las transiciones [I] — [H,

siguiendo los mismos pasos utilizado anteriormente para el término Ap™ e De
la Ec. (C.3]) obtenemos vl
- 1 _ _
At o= P(1) X M (N L) VT + po MR + NITE)+ o NI
1 1 —
{N )
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y usando las aproximaciones

1 — +— L +-—
Py~ LZDPTR py 9P P
2p~ 4p~p1
1 — +— L +-
P[] ~ w’ p[%]zu7 (C.10)
2p~ 2pp1
para las probabilidades condicionales llegamos a
+7
Ap* _ P Py 1-p, C.11
Pl =y B =po)l, (C.11)

donde hemos usado las relaciones de conservacion de las Ecs. (3.2al) y (3.2c)).

Agregando las Ecs. (C.9) y (C.11]) obtenemos la siguiente expresion para el

término de ganancia media de un nodo con opinién + en un solo paso de tiempo,

correspondiente a la suma de los primeros y segundos términos de la Ec. (C.1])

dp* 2 [apt] L+ apt } Lot (C.12)
— ~ —W .
dt |y~ N PG TR g T
con
w=1-¢q(1-p,) <p1 + p;) : (C.13)

El prefactor w juega un importante rol en la dindmica del consenso de opiniones,
al establecer la escala de tiempo asociada a las actualizaciones de opinién, y puede
interpretarse como una probabilidad efectiva de que un nodo adopte la opinién de
un vecino con opinion opuesta, elegido al azar. Es decir, la Ec. de ganancia
de un nodo con opinién + simplemente describe el proceso de selecciéon de un nodo
i con opinién — y un vecino j con opinién +, lo que ocurre con probabilidad p™~ /2,
y luego el nodo ¢ cambiara su opiniéon con probabilidad w que depende del tipo de
conexion y el estado de enfermedad de ambos (i y 7). Esta “probabilidad efectiva
de copiado” w resulta ser una probabilidad de copia promedio en toda la red social,

como se muestra en la seccién 3.3

Para encontrar la ecuacion para la pérdida promedio de un nodo con opinién
+ en un paso de tiempo, que corresponde a la suma del tercer y cuarto término
de la Ec. , podemos explorar la simetria entre los estados de opinion + y — y
simplemente intercambiar los signos + y — en la Ec.

dp” b Ap*‘ + Ap* ] ~ —lpr“’ (C.14)
dt I+~ 1/N 0o -l 2 ’ '
donde usamos p~t = p*~. Finalmente, sumando las Ecs. (C.12)) y (C.14]) obtenemos
dot
@y, (C.15)

dt
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este resultado fue mencionado en la Ec. del capitulo 3 de esta tesis. Por lo
tanto, las fracciones de nodos + y — se conservan en todo momento: p*(t) = p™(0)
y p (t) = p=(0) = 1 — p*(0). Aunque el célculo anterior conduce a un resultado
muy simple, sirve como introduccién a la metodologia utilizada para derivar ecua-
ciones de evolucion para las otras fracciones p™~, p1 y p1g, como mostramos en los

siguientes apéndices.
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Apéndice D

Deduccion de la ecuacion de evolucion
para p*

En analogfa al célculo de p* en el apéndice[C], el cambio promedio de la fraccién

de links sociales p™~ en un paso de tiempo viene dado por la ecuacién de evolucién

dpt=  dp* dpt=
P _ 2P ‘ + 2 , (D.1)
dt dt e dt el
con
dpt— 1
— Ay Apt ] D.2
dt ‘——H— 1/N P 0 g—i_ P 17 ( )
dp*t~ 1 i _ dpt~ =
_ Ayt Ayt ]: D.3
7 P v v e i PO { ai |, AP

donde el simbolo — <= + indica el intercambio de signos + y — en la expresion
entre llaves. La Ec. significa que la simetria entre las opiniones + y — permite
encontrar el segundo término en la Ec. intercambiando los signos en el primer
término. Para calcular el primer término en la Ec. (D.2) sumamos los cuatro tipos
de interacciones {a} de un nodo 7 con un vecino j con estado {;} que conduce a

la transicién {5} — [ﬂ

Ap*™ = ApTT|_ _H+ApTT |+ ApT 77+A “|— (D
ST S - S = G S g 6;£g,)
Como se explico en el apéndice l C| las probabilidades de interaccién [;3] y [=£] son

dadas por las fracciones respectivas N[;3]/u y N[=%]/pn de cada tipo de vecino.
El cambio en el nimero de links sociales +— después de que el nodo ¢ cambia su
estado de opinién es dado por la expresién p— 2(/\/[0 THN[Z NI +N[Z ])

que toma en cuenta la configuracién especifica de enlaces y vecinos conectados a 1,
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como se muestra en la Fig. [C.I] Obtenemos

oM NO_ ) o o
sl = () 3 ) iz )
0 0 {./\/'07} ILL
(1= 2WIE) + NF]+ N+ VD] s

uN/2

N2 ) = wPl53],

NIZZ)) = wPIZZ],

NIGZ ) = wPlE ]+ ulp—1)P53E T

INIZZP) = wPIZZ]+uln— DPIZZ],
W N D = wlp=DPLEE Pl
NNz = mle—DPIEZ] PlaZ),
N5 3 IN 2D = we—DP[53T Pl (D.7)

Aqui D; = 1.0 y D; = 1.0 son los estados de enfermedad de los nodos i y j,
respectivamente. Replazando las expresiones para los momentos de las Ecs. (D.7)
en la Ec. y reagrupando los términos, obtenemos

- ﬂwd{w—%Pmﬂ+ﬂ*H41ﬂ+mﬂ*ﬂ

Apt™ =9
Prlsos uN

0

b 1) PIEI(P] + P+ P D3)

Sustituyendo las expresiones para las probabilidades P[;3] y P[=£] de la Ec. (C.8)
en la Ec. , y después de realizar un poco de algebra, finalmente obtenemos

== 0= o ()] -

0

ot
(n—1) =

po—(1— po)quw} } (D.9)
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Ahora seguimos un enfoque similar al anterior para Ap™~ y calculamos el

segundo término de la Ec. como o
M (SNT ¢, _ _
s = () 5 TR ) e iz i)
1 1 {Nl—}
1= 2N+ N[Z] + N[TF + N E])]

uN/2

+ () (PIE]+ PIET]) (PIEE) + PIFE))] }

donde hemos usado los momentos de las Ecs. ([D.7)). Después de sustituir expresiones
(C.10) por las probabilidades P[]y P[—%] llegamos a

Af_1ﬁ{:iw%”_mBl_QM+Q%(MV+gg}
=)L - (1= pogd } (D.11)

Sumando las Ecs. y (D.11)) podemos obtener la siguiente expresién para el
cambio en p*~ debido a las transiciones — — +

dp™™ Pt
-2 — —1)—]. D.12
| = e (D.12)

Luego, intercambiando los signos + y — en la Ec. (D.12)) obtenemos el cambio en

_wp'

p debido a las transiciones + — —
dp* P
—2—(u—1)—]. D.13
A -2 D.13)
Finalmente, sumando las Ecs. (D.12)) y (D.13) llegamos a la siguiente ecuacién de
evolucién para p™~ mencionada en la Ec. (3.3b]) del capitulo 3 de esta tesis.

G o)

dt J 2ptp~

_wp'

+—— H

(D.10)
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Apéndice E

Deduccion de la ecuacion de evolucion
para p;

El cambio promedio de la fraccién de nodos infectados p; en un solo paso de

tiempo se puede escribir como

dpl B 1
ﬁnmpm

+A
-y TN

N +Ap1‘ _+Ap;
1 0

+ —
0 177

wj’ (E1)

donde cada término representa una transicion diferente que corresponde a una ac-

tualizacion de enfermedad en la capa de contacto. El primer término de la Ec. (E.1))

_l’_

corresponde a la recuperacién de un nodo [1

}, y puede ser estimado como

=P -5~ (5:2)

A
P+ N N

Esto es, con probabilidad P (J{) ~ p*p; un nodo {H es elegido al azar, y luego

se recupera con probabilidad 1 — 3, disminuyendo p; en 1/N. El segundo término

+
0

son equivalentes a los dos primeros, pero donde se recupera un nodo con opinién —,

corresponde a la infeccién de un nodo { ], mientras que los dos ultimos términos

respectivamente. Por la simetria de las opiniones + y —, los tltimos dos términos

se obtienen intercambiando los signos 4+ y — en los dos primeros.

Ahora encontramos una expresion aproximada para el segundo término de la

Ec. (E.1)). Un nodo susceptible 5 con estado {ﬂ puede ser infectado por un vecino

enfermo ¢ con opinion + o — que esté conectado a j por un link de contacto o por
ambos tipos de links. Por lo tanto, las cuatro posibles interacciones de contacto

{ﬂ — H] conducen a la transicién:

+ o+ 1
0 1 10 11
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El simbolo {?H representa una interaccion de contacto entre el nodo ¢ con estado

[ﬂ (O =+, —) y el nodo j con estado {ﬂ El estado que cambia en la interaccion
ahora se muestra en el lado derecho del simbolo, mientras que el lado izquierdo se
utiliza para el caso de las interacciones sociales descritas en las secciones anteriores.
Esto se debe a que el vecino elegido j de 7 cambia de estado en el CP, mientras que
en el VM es el nodo 7 quien cambia de estado. Teniendo en cuenta los eventos y
sus probabilidades asociadas que conducen a cada una de las cuatro interacciones

descritas anteriormente, podemos escribir la Ec. (E.3|) como

Moo= P(1) 3 M ((A)) DT+ i)
0 1 {N;}

+ P(3) X M (AT h) S (W) + paNTE) - (B)

El primer y el tercer término de la Ec. corresponden a seleccionar un nodo ¢
con estado [ﬂ y un vecino de contacto j al azar con estado [ﬂ , 1o cual ocurre con
probabilidad P ((19) N[2:]/u, y luego ¢ infecta a j con probabilidad 3, dado que no
estan conectados por un enlace social. El segundo y cuarto término son similares al
primer y segundo término, respectivamente, pero seleccionando un vecino social/de
contacto 7. Como ambos tipos de enlaces estan presentes en este caso, ¢ infecta a
j con probabilidad 8 py cuando ambos nodos tienen opiniones diferentes (cuarto

término). En todos los casos p; cambia en 1/N. Realizando las sumatorias de la

Ec. (E.4)) obtenemos

=1 uN

Ap

P (1) (WED) + WIED) + P (3) (WD +pa WIED) [E5)

Reemplazando las expresiones por los primeros momentos (N[2t]) = pP[2t] y

10

(N[2E]) = pP[2F] in Ec. (E.5)), y usando las siguientes expresiones para las proba-

bilidades condicionales

1 — + o ++

Ples] ~ L9049 P (E.6)
2p1 20" ;1
1— + L +—

Pls] = LZ0PP0 gy 4P P (E.7)
2p1 4p~m

finalmente llegamos a

Bpwo [ 4 _ g(l —pd)p+_

A
P1 tt ON Y 9

12

, (E.8)

donde hemos usado las relaciones de conservacion de las Ecs. (3.1a]) y (3.1c)).
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Ahora que estimamos los primeros dos términos de la Ec. (E.1)), los dos tltimos
términos son obtenidos intercambiando los signos + y — en las Ecs. (E.2) v (E.8):

(1-58) _
~ E9
Apl - ~ N P pPi1, ( )
Bpwol - ¢ _
A ~ — (1 - . E.10

Sumando las Ecs. (E.2)), (E.8), (E.9) y (E.10), la ecuacién de evolucién para p;
(E.1]) se convierte en

dp1 78 p1o
— — (1 — E.11
DLW (1), (B.11)
con
y=1-—¢q(1— pd)pJ“*, (E.12)

como se menciona en las Ecs. (3.5a)y(3.6) del capitulo 3 de esta tesis.
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Apéndice F

Deduccion de la ecuacion de evolucion
para pio

El cambio promedio de la fraccion de pares de nodos susceptibles infectados

P10 €n un solo paso de tiempo se puede escribir como

T
dpy 1 (F.1)

A
dt 1N s a0

[Aplo

[Aplo

+ T APlo’g J

.+
_>1

1
1 /N
donde el primer y segundo término corresponden al cambio en p;y debido a la
recuperacion de un nodo [H y a la infeccion de otro nodo [H, respectivamente,
mientras que los dos tltimos términos son los eventos de recuperacion e infeccion
correspondientes de los nodos con opinion —, y se obtienen intercambiando los
signos + y — en los primeros dos términos. El término de recuperacion se puede
calcular como

Apio s T P (T) (1-0)x

() = 2N 53] + NTE] + V5] + VE])]
) N2 )

V)

(F.2)

donde la expresion entre corchetes es el cambio en el nimero de links 10 conectados
a un nodo ¢ con estado [H cuando 7 se recupera, dada una configuracion especifica
de tipos de nodos conectados a i [ver Fig. [F.I|(a)]. La sumatoria en la Ec. (F.2)
conduce a los primeros momentos de la probabilidad multinomial M ({N1+}, u),
con probabilidades de evento tnico P[#*] y P[] dadas por las Ecs. (E.6)), y

10

(1—4q)p pio —qptT po
Pl ~ ————, PEl~———. (F.3)
2p 4p*T;m
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Nj( 1 0 contact links

1-Nj, 1 1 contact links

-=- + —social link
—— + + social link
—— 00 contact link
-==-- 10 contact link

—— 1 | contact link

u-N, , 10 contact links

N 00 contact links

N, o= NI +NEI+NEE+N]
Ap; o=2(u-2N, ¢ )/uN

a) Recovery

1+le° 1 0 contact links

u—1-NI° 00 contact links
(D\ ©
®\/__ Q
®>é)__/®
®//:'i "\@
©)

-- + —social link
—— + +social link
—— 00 contact link
= === 10 contact link
—— 1 1 contact link

prob = B ®"
ol o

p—1-N/® 10 contact links

14+N{% 11 contact links

®>% 6,
N4 0= NEH+NF NN
A, o= 2[u-2(1+N} ")J/uN

b) Infection

Figura F.1: (Color online) Iustracién esquematica de dos actualizaciones de enfer-

medad. (a) Recuperacion: un nodo i con estado [

1 — f. (b) Infeccién: un nodo i con estado [

+
1
+
1

} se recupera con probabilidad

} infecta a un vecino de contacto j en

estado [H con probabilidad . El cambio en la densidad de links de contacto 10

es denotado por Ap.

Reemplazando estas expresiones por las probabilidades y usando las relaciones de

conservacion de las Ecs. (3.1a) y (3.1c) obtenemos, después de hacer un poco de

algebra,

2(1 - p)p*
N

(p1 — p1o)- (F.4)

Ahora calcularemos el segundo término de la Ec. (F.1)) correspondiente al

cambio en pig después de la infecciéon de un nodo con opiniéon +:

Soal . = [P(1) X M (L Th) D (i + Al
071 {MT}
b P(3) 3 M (N ) 2 (i) + e L)
W 1}
p-l N 1= 2(1+ N[+ ME + N[5+ NE])]
’ {NZ MG uN /2
= PxC. (F.5)

El término llamado P en la Ec. (F.5) —las dos sumas dentro de los corchetes— es

(@]

la probabilidad de que un nodo ¢ con estado {1

.4

} infecte a un vecino j con estado

[ﬂ, y es la misma calculada en la Ec. para Ap;

ue se estima en la
5ot
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Ec. (E.8) como

L —p]. 0

2
Notamos que el prefactor extra 1/N en la Ec. (E.8|) proviene del cambio en p, que

Bpio q
-~ %+

para pig depende de los vecinos del nodo j. El subindice 7 en el término P indica
que el término de probabilidad de infeccién depende solo del nodo i y sus vecinos
[ver Fig. [F.1(b)]. El término llamado C correspondiente a la suma fuera de los
corchetes expresa el cambio en p;y cuando el nodo j se infecta [ver Fig. [F.1(b)]. El
subindice j se refiere al nodo j y sus vecinos. Este término contiene la informacion
de que la infeccién en j proviene de uno de sus vecinos infectados i, y por lo
tanto ya se sabe que al menos uno de los vecinos de j tiene estado de enfermedad
D; = 1 . Esto se tiene en cuenta realizando la suma de los otros p — 1 vecinos
desconocidos y considerando que el ntimero de enlaces 10 conectados a j es al
menos uno, que se suma al nimero total de enlaces 10 dentro de los paréntesis.

Usando las probabilidades condicionales

1 + o ++
2p0 2p% po
1—q)p~ _ -
P[%] ~ ( Q)p plO, P[E] ~ qp plO (F8)
2[)0 4p+p0

y las relaciones de conservacién de las Ecs. (3.1b)) y (3.1¢), el término de cambio se

convierte

2 Plo) ]
C~— -({1——)—-1]. F.9
Sl (F.9)
Finalmente, combinando las Ecs. (F.6) y (F.9) para P y C llegamos a

N Bpio

o=1  pN

Apio

ot =10 - pypt] [w Y (1 - ’;) - 1] (F0)

Luego, sumando los términos de recuperacion e infeccion de las Ecs. y (F.10)),
respectivamente, obtenemos los primeros dos términos de la Ec. (F.1]), mientras
que los 1ltimos dos términos son obtendios intercambiando los signos + y — en la
ultima expresiéon. Sumando estos cuatro términos llegamos a lal siguiente ecuacion
de evoluciéon para pig

dg;) - 76:10 [(u - 1) (1 — ’;100> — 1] +2(1 = B)(p1 — po), (F.11)

mencionada en la Ec. (3.5b]) del capitulo 3 de esta tesis.
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