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Resumen

El estudio de procesos dinámicos en sistemas con topoloǵıas complejas es un
tema de gran interés actual, debido a sus aplicaciones en diversos campos de la
ciencia. En particular, los procesos de contacto que surgen de la interacción entre
las unidades de un sistema han sido utilizados con gran éxito para modelar diversos
fenómenos en el campo de la f́ısica. Nosotros nos centraremos en estos procesos
aplicados a fenómenos sociales como la formación de opiniones y la propagación
de enfermedades en redes bidimensionales y redes complejas múltiples, a partir de
simulaciones computacionales y algunas descripciones teóricas.

En el primer caṕıtulo se describen los modelos de part́ıculas interactuantes
en la F́ısica Social que constituyen las dinámicas fundamentales utilizadas en este
trabajo.

En el segundo caṕıtulo estudiamos un modelo de dinámica de opiniones que
explora la competencia entre la persuasión y el compromiso en una población de
individuos que interactúan en una red cuadrada bidimensional. Esta competencia
es modulada por una variable r para la cual el sistema tiene comportamientos bien
diferenciados: centralización y bipolarización.

En el tercer caṕıtulo analizamos la interacción entre dos procesos diferentes,
la formación de opiniones y la propagación de una enfermedad en una población de
individuos utilizando una red compleja de múltiples capas, donde estas se acoplan
a través de sus enlaces. Ambas dinámicas se ven modificadas por la presencia del
acoplamiento, cambiando el tipo de transición de fase sana-endémica y la naturaleza
del consenso.

En el cuarto caṕıtulo describimos otro modelo sobre redes múltiples: la dise-
minación de una epidemia y la divulgación de la información sobre el conocimiento
de esa enfermedad y sus métodos de prevención. Encontramos que la velocidad de
propagación de la información no siempre reduce el brote de la epidemia.

Por último presentamos las conclusiones generales y las perspectivas de este
trabajo.
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me a superarlo con dedicación y paciencia.
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Introducción

En los últimos años hemos sido testigos de una gran expansión en el estudio
de la F́ısica Social [1]. Esta rama de la f́ısica interdisciplinar utiliza métodos y
conceptos de la F́ısica Estad́ıstica y de los Sistemas Complejos para el estudio de
fenómenos sociales colectivos. Diversos tipos de interacciones sociales entre indivi-
duos han sido explorados con el objetivo de hacer un estudio teórico de algunos
fenómenos sociales utilizando diversos mecanismos propuestos en el marco de la
dinámica de part́ıculas interactuantes, describiendo el comportamiento colectivo
con patrones macroscópicos simples.

Al referirnos al estudio de fenómenos sociales, nos referimos al estudio de los
comportamientos que transcurren dentro de una sociedad, que pueden ser reali-
zados por algunos miembros o por su totalidad y que implica, necesariamente,
relaciones entre las personas. Estas relaciones conllevan, en términos de la F́ısica So-
cial, procesos de contacto: formación de opiniones, auto-organización, cooperación,
propagación de epidemias, transmisión de información, intercambios económicos,
coexistencia de lenguas, entre otros [1].

Uno de los fenómenos sociales más estudiados por medio de los procesos de con-
tacto es la formación de opiniones en una sociedad. Los estudios de este fenómeno
se basan en la observación de acuerdos o discrepancias acerca de un determina-
do tema entre personas que mantienen una conversación, y que da origen a un
comportamiento colectivo (a nivel grupal).

Varios mecanismos han sido propuestos en la literatura de las ciencias sociales
que estudian el comportamiento humano, y que intentan explicar el proceso del
consenso de opiniones en un grupo de personas [2,3]. La aparición de consenso global
es consecuencia directa de la interacción entre las personas que van modificando su
postura al conversar con sus pares, generando acuerdos a nivel local, y que terminan
produciendo un acuerdo a nivel grupal.
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Uno de los mecanismos más explorados es el de presión social [2], mediante el
cual una persona adopta una opinión en base a las opiniones de las personas del
entorno que la rodea. Es decir, antes de tomar una decisión, la persona consulta
a sus allegados y luego decide de acuerdo a las respuestas que recibe. El modelo
del votante [4–7] es uno de los modelos más estudiados que ponen a prueba este
mecanismo. En este modelo, cada persona puede elegir entre dos opciones posibles
sobre un asunto determinado: SI o NO. Dos personas que mantienen algún tipo de
contacto, ya sea f́ısico o electrónico, están conectadas por una enlace, y todas juntas
forman una red compleja de interacciones sociales. Cuando una persona tiene que
decidir, simplemente adopta la opinión de uno de sus contactos vecinos elegido al
azar. Este proceso de imitación local produce una competencia entre dos opiniones
a nivel global y conduce, luego de muchas interacciones, al consenso total de una
de las opiniones. Este modelo es análogo al modelo de Ising con spin 1/2 que se
utiliza para estudiar el ferromagnetismo, donde las opciones SI/NO corresponden
a las dos direcciones posibles de los espines (↑ / ↓), los cuales tienden a alinearse
con sus espines vecinos en una red cuadrada, dando origen a un ordenamiento a
nivel global que depende de la temperatura. Otro modelo muy estudiado es el de
la mayoŕıa [8, 9], donde una persona alinea su opinión con la de la mayoŕıa de
sus vecinos, porque siente la presión de opinar como lo hace la mayor parte de su
entorno. Este simple mecanismo también genera un consenso global pero en una
escala temporal menor que la del modelo del votante.

Los procesos de contacto también han sido empleados en el campo de la epide-
mioloǵıa, para estudiar la propagación de enfermedades contagiosas [10–12]. Mu-
chas de estas enfermedades se transmiten a través del contacto f́ısico o por cercańıa
entre personas. Esto se modela asumiendo que en la población existen personas sa-
nas que son susceptibles a ser contagiadas por sus vecinos infectados en la red de
interacciones. Entre los modelos más empleados figuran el Susceptible-Infectado,
en el que las personas contraen la enfermedad y mantienen este estado en forma
indefinida, como pasa con el HIV. El modelo Susceptible-Infectado-Susceptible,
en el que los infectados vuelven a ser susceptibles al sanarse luego de un tiempo y
pueden infectarse nuevamente, como ocurre con la gripe, y el Susceptible-Infectado-
Recuperado, en el que las personas no pueden volver a infectarse ni transmitir la
enfermedad una vez que se recuperan. En todas estas dinámicas aparece una tran-
sición entre una fase sana y una fase endémica (donde gran parte de la población
contrae la enfermedad).
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Los procesos de formación de opiniones y propagación de enfermedades que
acabamos de describir han sido, hasta el momento, estudiados de forma separada.
Es natural en las ciencias f́ısicas lograr un aporte al entendimiento de sistemas que
se encuentran aislados, debido a que el reduccionismo facilita la formulación y el
análisis de estos problemas. Sin embargo, es sabido que los fenómenos sociales de
la vida real no están aislados, sino que dependen y se afectan entre śı. En el caso
particular de los procesos de contacto antes mencionados, se espera que la propa-
gación de enfermedades afecte la forma en la que la gente se relaciona, modificando
las interacciones y por consiguiente la toma de decisiones y formación de opinio-
nes. Por otro lado, los patrones de contacto entre personas se ven influenciados
por la opinión personal, dado que una persona tiende a relacionarse con personas
que piensan similar, por una cuestión de selección social. La elección del ćırculo de
contactos frecuentes puede influir en la probabilidad que tiene una persona en con-
traer una enfermedad. Por lo tanto, existe una coevolución entre las dos dinámicas,
debido al acoplamiento entre los procesos de opiniones y enfermedades.

Para modelar procesos que incorporen este acoplamiento de la vida real se
han propuesto recientemente las redes de múltiples capas [13–17], donde en cada
red o capa se propaga un proceso diferente. El acoplamiento se da a través de los
nodos, que actúan como nexo entre las diferentes redes. Es decir, se asume que los
individuos que forman el sistema son fijos y que existen varias clases de enlaces, una
por cada proceso. Existen trabajos donde se pudieron caracterizar estas estructuras
topológicas en sistemas reales [14], y se han determinado una serie de propiedades
interesantes debidas al acoplamiento, como la facilitación en la propagación de
información [16], y la aceleración de procesos difusivos sobre las dos capas [17].

En esta propuesta de trabajo utilizaremos este enfoque de experimentación
para contribuir a su estudio. Pretendemos dilucidar cómo estas dinámicas de for-
mación de opiniones y propagación de enfermedades se ven afectadas en presencia
de un acoplamiento mutuo, con miras a explorar otras dinámicas que relacionen
diversos fenómenos sociales.
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Caṕıtulo 1

Modelos de part́ıculas interactuantes en
la F́ısica Social

Como se mencionó en la Introducción de este trabajo, los modelos de part́ıcu-
las interactuantes son utilizados para describir algunos de los procesos que ocurren
en la sociedad, donde los componentes básicos no son part́ıculas, sino seres huma-
nos que interactúan con sus pares. Esta interacción entre individuos, hace posible
que podamos formular modelos matemáticos y computacionales para realizar una
descripción más detallada de los fenómenos que queremos estudiar. Proponer estos
modelos implica, por una parte, definir reglas microscópicas realistas y luego inferir
la fenomenoloǵıa macroscópica a partir de la dinámica microscópica propuesta. Las
caracteŕısticas de estos modelos están pensadas en términos de un pequeño con-
junto de variables cuya dinámica está determinada por las interacciones sociales.
Las preguntas relevantes que se intentan responder se relacionan con la tendencia
de los agentes que interactúan a ser más parecidos, llevando al sistema a un orden.

Dos de los procesos más estudiados en una sociedad por medio de la formu-
lación de modelos de part́ıculas interactuantes son la formación de opiniones y la
propagación de enfermedades contagiosas. En este caṕıtulo describiremos los mode-
los fundamentales de ambas dinámicas aśı como las diferentes topoloǵıas utilizadas
en la realización de esta tesis.

1.1. Redes Cuadradas Bidimensionales

Las Redes Cuadradas Bidimensionales fueron concebidas como herramientas
matemáticas, especialmente en geometŕıa y teoŕıa de grupos para describir proble-
mas de ı́ndole diversa. Una red cuadrada bidimensional o ret́ıculo se suele repre-
sentar en el espacio como una celda o malla.
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En el campo de la F́ısica, espećıficamente en ciencia de los materiales y f́ısica
del estado sólido, una red es sinónimo del esqueleto de una estructura cristalina,
una matriz de puntos regularmente espaciados en tres dimensiones coincidiendo con
las posiciones de los átomos o moléculas en un cristal. Más en general, modelos que
utilizan este tipo de redes se estudian en F́ısica Estad́ıstica, muy frecuentemente
mediante técnicas de F́ısica Computacional.

Figura 1.1: Red cuadrada bidimensional con espines en cada casilla cuyas orienta-
ciones son: ↑ color azul y ↓ color rojo.

En la Fig. 1.1 se muestra una red cuadrada bidimensional. Cada casilla de la
red está ocupada por un esṕın con cierta orientación, una manera muy común de
modelar sistemas magnéticos como el Modelo de Ising [18].

1.2. Redes Complejas

Las Redes Complejas son estructuras matemáticas formadas por nodos (o
vértices) conectados por enlaces (o aristas) conocidas como grafos (ver Fig.1.2).

El desarrollo en el estudio de las propiedades estructurales y dinámicas de las
redes complejas ha sido extenso y ha permitido la publicación de cientos de art́ıcu-
los en revistas de investigación cient́ıfica de diferentes disciplinas que abarcan f́ısica,
bioloǵıa, socioloǵıa, economı́a, por mencionar algunos ejemplos. Este interés en las
redes complejas radica en que se ha descubierto que dichas redes abundan en la
naturaleza, son parte de nuestra vida diaria y se presentan a diferentes niveles
de organización. Por ejemplo, algunas redes biológicas que encontramos en el ni-
vel microscópico son las redes de protéınas, redes neuronales, redes metabólicas.
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Por otro lado, a un nivel de organización mucho mayor, encontramos las redes de
comunicación (internet, redes telefónicas, entre otras), redes sociales (amistades,
colaboradores cient́ıficos, propagación de información, de enfermedades...).

Figura 1.2: Red compleja la cual se compone de nodos y enlaces.

Durante más de un siglo, el modelado de muchos procesos se ha realizado bajo
la suposición impĺıcita de que los patrones de interacción entre los elementos del
sistema pod́ıan ser representados por medio de una estructura regular al estilo de
un ret́ıculo eucĺıdeo (una red bidimensional en 2D). A finales de 1950, dos ma-
temáticos, Erdös y Rényi (ER), hicieron un gran avance en la teoŕıa matemática
clásica de grafos que revolucionaŕıa la forma en que se pueden modelar estos proble-
mas describiendo una red con topoloǵıa compleja por medio de un grafo aleatorio,
estableciendo los fundamentos de la teoŕıa de redes aleatorias.

Con el paso del tiempo y el avance en las herramientas computacionales, surgie-
ron diferentes tipos de redes complejas. En 1998, con el fin de describir la transición
de una red regular en una red aleatoria, Watts y Strogatz (WS) introdujeron el
concepto de Red de Mundo Pequeño [19], esta red fue utilizada para explicar el
experimento realizado hace más de 40 años y que dio lugar al llamado “principio de
los seis grados de separación”, propuesto por el psicólogo social Milgram a finales
de 1960, y que establece que entre cualesquiera dos personas del mundo hay una
media de 6 conexiones de amistad, independientemente de lo lejanas que estén di-
chas personas. Una caracteŕıstica importante y común al modelo de redes aleatorias
(ER) y al de mundo pequeño (WS) es que la función de distribución de grados tiene
un máximo en el valor medio del grado y decae exponencialmente, lo que quiere
decir que casi todos los nodos de la red tienen el mismo número de conexiones. Por
ello, es común denominar a estos tipos de redes de manera conjunta como redes
exponenciales o redes homogéneas.
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Otro descubrimiento fundamental en el ámbito de las redes complejas, fue
la observación hecha por Barabási y Albert (BA) de que muchas son libres de
escala [20], es decir, la función de distribución de grados sigue una ley de potencias,
que es independiente de la escala de la red. A diferencia de una red exponencial,
una red libre de escala es no homogénea: la mayoŕıa de los nodos tienen muy pocas
conexiones y hay unos pocos nodos que tienen muchas, de forma que los nodos no
se agrupan alrededor de un valor medio caracteŕıstico.

A continuación describiremos los tipos de redes complejas utilizadas en esta
tesis doctoral.

1.2.1. Red aleatoria ER

Como se mencionó anteriormente, las redes aleatorias fueron estudiadas por
Erdös y Rényi (ER) a finales de la década de los 50 [21]. Si consideramos N nodos
de una red sin conectar, distribuidos de forma aleatoria, podemos imaginar que en
un instante inicial enlazamos dos cualesquiera, de esta forma en pasos sucesivos
vamos enlazando aleatoriamente de dos en dos nodos. Los nodos que se encuentren
conectados se descartan. Si repetimos el proceso M veces eligiendo un par de nodos
en cada paso, al final habremos establecido como máximo M enlaces entre pares
de nodos.

Cuando se enlazan los nodos de esta forma aparecen propiedades espećıficas
en la distribución de grado P (k) la cual es una distribución de Poisson:

P (k) = e−µµ
k

k! ·

donde k es el grado de la red con promedio µ = 2M
N

. En la Fig.1.3 se muestra una
red aleatoria ER y su distribución de grado P (k).

1.2.2. Redes de Múltiples Capas

La inmensa mayoŕıa de los fenómenos que ocurren a nuestro alrededor, desde
los que influyen en nuestras relaciones sociales, hasta aquellos que transforman
el entorno general en el que vivimos, incluso aquellos que afectan nuestro propio
funcionamiento biológico, son el resultado de la organización a diferentes niveles de
una multitud de constituyentes básicos que interactúan entre śı de forma compleja.
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Figura 1.3: Arriba: Red aleatoria ER. Abajo: Distribución de grado P (k) de esta
red.

El enfoque tradicional de las Redes Complejas se basa en que cada compo-
nente del sistema (o unidad elemental) es representado por un nodo en la red, y
cada interacción nodo-nodo es un enlace. Sin embargo, para tomar en cuenta un
número más grande de interacciones, tal como ocurre en la vida real, este enfoque
nos resulta restrictivo. Para enfrentar esta limitación, recientemente se propuso el
formalismo de las Redes Múltiples Capas las cuales representan una herramienta
de gran utilidad para comprender la diversidad de interacciones presentes en redes
complejas reales [22].

Las Redes Multicapa incorporan expĺıcitamente múltiples canales de conecti-
vidad y constituyen el entorno natural para describir sistemas interconectados a
través de diferentes categoŕıas de conexiones. Como ejemplos de Redes Multica-
pas podemos mencionar a las Redes Interconectadas e Interdependientes donde los
nodos de cada capa son diferentes, y pueden o no tener enlaces en común entre
las capas [22]; otro ejemplo son las Redes Multiplex, las cuales utilizamos en la
realización de esta tesis.

Una Red Múltiplex, que en lo sucesivo llamaremos Red Múltiple, contiene un
mismo conjunto de nodos y varias capas. Todos los nodos están interconectados,
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esto implica que dos nodos ubicados en dos capas diferentes son en realidad el
mismo nodo. En cada capa, los enlaces representan un tipo de interacción entre
el mismo conjunto de nodos. La Fig.1.4 muestra un ejemplo de una red múltipe
con m capas, las ĺıneas punteadas representan la interconexión en las capas y cada
capa está compuesta de N = 6 nodos.

La conectividad de los nodos puede ser diferente en cada capa de la red, y
cada capa caracteriza un tipo de relación entre los agentes.

Figura 1.4: Ejemplo de una red múltiple con m capas.

Las relaciones entre miembros de una comunidad que tienen lugar dentro de di-
ferentes grupos (niveles o capas), por ejemplo: una capa de contactos de Facebook,
una capa de compañeros de trabajo y una capa de amigos que se reúnen frecuen-
temente representan una Red Múltiple. Otro ejemplo interesante son las redes de
transporte donde cada medio existente representa una capa: Autobús, Subterráneo
y/o Tranv́ıa. En este tipo de redes los nodos representan estaciones y los enlaces
son las rutas o trayectos entre esas estaciones.

Una vez descritas las topoloǵıas a emplear, a continuación, detallaremos los
modelos de formación de opiniones y propagación de enfermedades en los cuales se
basa esta tesis.
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1.3. Modelos de Formación de Opiniones

En los últimos años, los f́ısicos han intentado estudiar los fenómenos sociales
a partir de las interacciones entre los individuos. Con frecuencia, durante estas
interacciones las personas se enfrentan con un número limitado de posiciones en
un tema espećıfico, el cual podŕıa tener un valor mı́nimo de dos, por ejemplo, a
favor de una reforma (opinión +1) o en contra (opinión −1). Esto puede mapearse
en modelos de espines [1], identificando previamente la opinión de un individuo
con el esṕın de una part́ıcula. Un cambio en la opinión de un individuo después
de encontrarse con otro, puede representarse como el cambio de orientación de una
part́ıcula en 180◦ debido a las interacciones con sus vecinos.

En los modelos de formación de opinión es un tema común el estudio de la
transición de un estado inicialmente desordenado a una configuración que muestra
orden (al menos parcialmente), lo que se conoce como consenso de opiniones. Este
estudio tiene implicaciones y particularidades que iremos viendo en el desarrollo
del caṕıtulo.

A continuación describiremos con más detalle algunos modelos de formación
de opinión, los cuales constituyen las dinámicas fundamentales de buena parte del
trabajo que llevamos a cabo. Además, con el fin de desarrollar una intuición sobre
el comportamiento de estos modelos, simulamos las dinámicas y reprodujimos los
resultados en topoloǵıas variadas.

Empezaremos describiendo el Modelo de Ising. Este modelo no sólo es relevante
como un modelo de f́ısica, también se puede ver como un modelo muy simple de
una dinámica de opinión en el que los agentes están influenciados por el estado
de la mayoŕıa de los vecinos con los que interactúan. Modelos de este tipo fueron
propuestos por Galam [23,24] y constituyen los trabajos pioneros del tema.

Luego describiremos el Modelo del Votante [5], uno de los pocos procesos
estocásticos del no equilibrio que se puede resolver exactamente en cualquier di-
mensión [25]. En este modelo, un agente escoge a uno de sus vecinos al azar y copia
su opinión.

Finalmente, analizaremos el Modelo M propuesto por La Rocca y colaborado-
res [26], donde se estudia la competencia entre dos mecanismos para la formación
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de opiniones: la persuasión y el compromiso. De acuerdo a cuál de ellos domi-
ne, la opinión de la población muestra caracteŕısticas definidas de polarización y
centralización.

1.3.1. Modelo de Ising

El Modelo Ising es un modelo fundamental de la F́ısica Estad́ıstica que des-
cribe la dinámica de ordenamiento y transiciones de orden-desorden en sistemas
ferromagnéticos [18]. En este modelo, cada sitio i de una red cuadrada está dotado
de un esṕın σi que puede tomar uno de dos estados discretos posibles σi = ±1,
por lo que un sistema con N espines tendrá 2N estados disponibles. Además, existe
una interacción a primeros vecinos que tiende a alinear sus espines, favoreciendo el
orden ferromagnético [25]. El hamiltoniano resultante para el sistema es:

H = −J
Ø
éi,jê

σiσj, (1.1)

donde la suma es sobre todos los pares de sitios vecinos i y j denotada por éi, jê.
Por lo tanto, los espines vecinos que apuntan en la misma dirección (paralelos)
aportan un factor −J a la enerǵıa total, mientras que los pares que apuntan en
dirección opuesta (antiparalelos) contribuyen con un factor +J .

Entre los posibles tipos de dinámica existentes para este modelo, la más común
es la de Metrópolis-Monte Carlo [27], en la que el giro de un esṕın se acepta con
probabilidad e−∆E/kBT , donde ∆E es la diferencia de enerǵıa implicada en el giro,
T la temperatura y kB es la constante de Boltzmann.

Una cantidad importante que caracteriza este modelo es la magnetización m

que se define como:

m(T ) = 1
N

NØ
i

σi (1.2)

Es conocido que para dimensiones espaciales d > 1 el sistema experimenta
una transición de fase continua en función de la temperatura [28]. Pasa de una fase
desordenada de alta temperatura donde m = 0 (fase paramagnética) a una fase de
baja temperatura donde m > 0 (fase ferromagnética). En el ĺımite termodinámico
N → ∞, el valor cŕıtico de la temperatura para la cual la magnetización se hace
cero (temperatura cŕıtica) es Tc ≈ 2.269185 J

kB
y determina el punto de transición

entre las dos fases.
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Figura 1.5: Promedio del valor absoluto de la magnetización |émê| vs T en 2D (panel
(a)) y Susceptibilidad magnética χ en función de la temperatura T en 2D (panel
(b)) para diferentes tamaños del sistema N = 102 (ćırculos), N = 202 (cuadrados),
N = 402 (triángulos) y N = 1002 (estrellas). En la transición, la magnetización
disminuye rápidamente, mientras que la susceptibilidad magnética alcanza su punto
máximo (χmáx) en el valor de la temperatura cŕıtica cuando el sistema se hace más
grande.

Reproducimos la dinámica de Metrópolis-Monte Carlo en redes cuadradas de
dos dimensiones con condiciones periódicas de contorno. Para determinar la ubi-
cación de la transición de fase en el modelo de Ising bidimensional, corrimos si-
mulaciones de la dinámica del modelo y graficamos la evolución temporal de la
magnetización. Una vez que el sistema llegó a un estado estacionario, medimos
la magnetización estacionaria en cada realización e hicimos estad́ıstica sobre 104

realizaciones. Calculamos el valor medio de la magnetización |émê| y la desviación
cuadrática media de esta cantidad σ.

La susceptibilidad magnética es una medida de las fluctuaciones de la magneti-
zación a diferentes temperaturas y es proporcional a la dispersión cuadrática media
de la magnetización (χ = Nσ2) con N = L2 y L representa la longitud del lado
de la red cuadrada. En la Fig. 1.5 se muestran los resultados para redes cuadradas
de tamaño N = 102, 202, 402 y 1002. En el panel (a) se muestra el valor medio
de la magnetización |émê| en función de la temperatura, vemos que en el punto de
transición, la magnetización disminuye rápidamente. En el panel (b) se graficó la
susceptibilidad magnética χ vs T , la altura de los picos de la susceptibilidad (χmáx)
aumenta cerca de la temperatura cŕıtica Tc cuando el tamaño del sistema aumenta.
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En el campo de las transiciones de fase, el cumulante de cuarto orden de
la magnetización (m) se llama Cumulante de Binder (Uémê) [29] y se usa para
localizar la transición de fase en un sistema mediante la intersección de las curvas
para diferentes valores de N . El cumulante de Binder se define como:

Uémê = 1− 1
3
émê4

(émê2)2 · (1.3)

La Fig. 1.6 muestra el cumulante de Binder para el modelo de Ising bidimen-
sional. El punto de intersección de las curvas corresponde a la temperatura cŕıtica
para la que ocurre la transición de fase en nuestras simulaciones (Tc ≈ 2.269 J

kB
) y

coincide con el valor teórico conocido.

1,5 2,0 2,5 3,0

T

0,0

0,2

0,4

0,6

U
<
m
>

T
c

Figura 1.6: Cumulante de Binder (Uémê) en función de la temperatura (T ) para
diferentes tamaños del sistema: N = 102 (ćırculos), N = 202 (cuadrados), N = 402

(triángulos) y N = 1002 (estrellas). La ĺınea punteada muestra la temperatura
cŕıtica Tc en la intersección de las curvas.

1.3.1.1. Relaciones de escala

En Mecánica Estad́ıstica, el modelo de Ising describe una transición de fase
continua con un parámetro de orden escalar. Los exponentes cŕıticos de la transición
son valores universales y caracterizan las propiedades singulares de las cantidades
f́ısicas. En el modelo de Ising bidimensional, cuando nos acercamos a la temperatura
cŕıtica, todos los observables se comportan como:

O(T ) ∝ |t|α · (1.4)
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Figura 1.7: Diferencia entre la temperatura cŕıtica obtenida por el máximo de χ
(TN

c ) para varios tamaños del sistema y la temperatura cŕıtica teórica (T∞
c =

2.269185) en función de la longitud de un lado de la red L. Usando relaciones de
escaleo, la pendiente de la curva representa el exponente cŕıtico asociado con la
Longitud de Correlación, ν =1.0 (Fig. principal). Altura del pico de la susceptibi-
lidad χmáx vs L, la pendiente de la curva representa el exponente cŕıtico asociado
χ, γ =1.75 (Fig. interna).

donde t = T −Tc

Tc
es la temperatura reducida y α es un exponente cŕıtico.

Los exponentes cŕıticos cumplen las llamadas relaciones de escala. Particular-
mente tenemos interés en los exponentes cŕıticos asociados con la Susceptibilidad
Magnética γ y la Longitud de Correlación ν que mide las fluctuaciones del paráme-
tro de orden.

El escaleo para la susceptibilidad magnética es:

χ(t, L−1) ∼ L
γ
ν ψ̃(tL 1

ν )· (1.5)

donde ψ̃ es la función de escala y debe ser una función anaĺıtica de su argumento.
Este escaleo presenta dos predicciones: el cambio en el valor del punto cŕıtico efec-
tivo –definido por el máximo de χ– al variar L, que debe escalear como L− 1

ν ; y la
altura del pico, que se comportará como L γ

ν [30].

La Fig. 1.7 muestra los resultados obtenidos en nuestras simulaciones. En la
Fig. principal trazamos la diferencia entre la temperatura cŕıtica obtenida por el
máximo de χ (TN

c ) para todos los tamaños de sistema y la temperatura cŕıtica
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teórica ( T∞
c = 2.269185), (TN

c − T∞
c ) en función del valor de la longitud del lado

de la red cuadrada (L). Con la pendiente de la curva, calculamos el exponente
cŕıtico ν asociado con la longitud de correlación, y se obtuvo ν =1.0, lo cual es
consistente con los resultados conocidos para el Modelo de Iisng en 2D [30]. En la
Fig. interna, graficamos la altura del pico de la susceptibilidad magnética χmáx en
función de L, de acuerdo con el escaleo de la Ec. (1.5), el valor del exponente cŕıtico
asociado a la Susceptibilidad Magnética (γ) es la pendiente de la curva γ

ν
= 1.75.

Ambos exponentes cŕıticos obtenidos en nuestras simulaciones son consistentes con
la teoŕıa [28].

1.3.1.2. Coarsening en el Modelo de Ising

La dinámica de ordenamiento del Modelo de Ising es un prototipo para pro-
cesos análogos que ocurren en muchos modelos de Dinámica Social. Para cortas
escalas de tiempo, se forman dominios ordenados de tamaño pequeño, tanto positi-
vos como negativos. La evolución posterior ocurre a través de un proceso en el cual
dichos dominios crecen cada vez más (coarsening), mientras que sus caracteŕısti-
cas estad́ısticas globales permanecen sin cambios a lo largo del tiempo. Este es el
fenómeno de escaleo dinámico: la morfoloǵıa permanece estad́ısticamente igual si
se reescala por la longitud t́ıpica del dominio que crece con el tiempo como

ü(t) ∼ t1/2· (1.6)

y que es la única longitud relevante en el sistema (ver Fig. 1.8).

Macroscópicamente, la dinámica alcanza el orden por tensión superficial. La
presencia de esta tensión es una consecuencia de la tendencia de cada esṕın a
alinearse con la mayoŕıa de sus vecinos.

Las interfases son lugares donde el sistema se separa en dos regiones diferen-
ciadas. La formación de interfases entre dominios de magnetización opuesta tiene
un costo en términos de enerǵıa y su contribución pueden minimizarse haciendo
que sean lo más rectos posible. Este tipo de ordenamiento a menudo es impulsado
por la curvatura y ocurre en muchos modelos sociales de formación de opinión. En
el modelo de Ising la densidad de interfases ρ se relaciona con la longitud t́ıpica del
dominio como

ρ ∼ ü−1(t),
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Figura 1.8: Instantánea de la dinámica del Modelo de Ising donde se visualiza la
longitud t́ıpica del dominio que crece como ü(t) ∼ t1/2.

lo que implica que
ρ ∼ t−1/2· (1.7)

1.3.2. Modelo del Votante

Uno de los modelos más simples y conocidos de opinión discreta es Modelo del
Votante [1]. En este modelo, la opinión de cada agente está representada por una
variable binaria que toma valores s = ±1. En cada paso de tiempo, se selecciona al
azar un agente i junto con uno de sus vecinos j y si se establece en sj, es decir, el
agente i toma la opinión del vecino j. Esta regla de actualización implica que los
agentes imitan la opinión de sus vecinos [31].

i i

j j

Si = Sj

Figura 1.9: En el Modelo del Votante el agente i toma la opinión de su vecino j.
Se muestra la actualización en una Red Compleja.

En una red regular (cuadrada), podemos considerar que cada sitio de la red
representa a un votante que puede tomar una de dos posturas disponibles ante
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un tema poĺıtico. Estas opciones se representan como un movimiento en dirección
hacia arriba ↑ o hacia abajo ↓, en analoǵıa a un sistema de espines. Podemos pensar
en los votantes como personas con autoconfianza nula que simplemente asumen la
opinión de uno de sus vecinos. A partir de una condición inicial desordenada, la
dinámica del votante tiende a aumentar el orden del sistema, ya que grupos de
igual opinión comienzan a aparecer y es más probable que los votantes vecinos
compartan esa opinión. El tamaño medio de éstos grupos (dominios) aumenta con
el tiempo hasta que, para un sistema finito, solo un grupo abarca todo el sistema
y decimos que la población finalmente alcanza el consenso de opinión.

Una magnitud de interés es el tiempo medio de consenso τc, el cual se define
como el tiempo en el que todos los nodos tienen el mismo estado, este tiempo
es calculado sobre un número suficientemente grande de realizaciones. Para redes
regulares finitas de N sitios, τc depende de la dimensionalidad de la red. En una
dimensión, el tiempo medio de consenso escalea como τc ∼ N2, en dos dimensiones
como τc ∼ N lnN y en dimensión d > 2 como τc ∼ N [1].

Para Redes Complejas, Vázquez y colaboradores [32] mostraron una expresión
para este tiempo en “redes no correlacionadas”, estas son redes con distribuciones
de grado arbitrarias pero sin correlaciones de grado en los nodos, comenzando
con una condición inicial uniforme de N/2 nodos con opinión + y N/2 nodos con
opinión −:

τc = (µ− 1)µ2

(µ− 2)µ2
N ln(2)· (1.8)

donde µ2 es el segundo momento de la distribución de grado. Para una red ER
µ2 = µ(µ+ 1) y τc resulta:

τc = (µ− 1)µ
(µ− 2)(µ+ 1)N ln(2)· (1.9)

donde µ es el grado medio de la red.

Otra magnitud de interés es la densidad de links (enlaces) activos ρ (Fig. 1.10),
definida como

ρla = número de links activos
número total de links ·

Un link activo es aquel que conecta nodos con diferentes estados, verificando la
condición si + sj = 0.

Para este modelo también se reprodujeron los resultados más relevantes utili-
zando como condición inicial una distribución uniforme de estados + y − sobre la
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i i

j j

Si = Sj

Link Activo

Link Inerte

Figura 1.10: Tipos de links utilizados en el algoritmo optimizado.

red, de forma que –en promedio– hay N/2 votantes en cada estado. El valor medio
de la densidad de links activos éρ(t)ê sobre muchas realizaciones independientes del
sistema, sigue la siguiente expresión anaĺıtica [32]:

éρ(t)ê = (µ− 2)
2(µ− 1)(1−m2

0)e−2t/τ · (1.10)

donde mo = 0 es la magnetización inicial y τ depende de µ como τ = (µ−1)µ2

(µ−2)µ2
N .

Los resultados de las simulaciones presentados en las subsecciones 1.3.2, 1.3.3
y 1.4.1, se obtuvieron mediante la utilización del Método de Monte Carlo. Este
método es esencialmente un algoritmo computacional basado en la repetición de
muestreos aleatorios con el fin de estimar valores medios de cantidades dif́ıciles de
calcular de manera exacta. Para más detalles ver [33].

1.3.2.1. Simulación rápida: Algoritmo optimizado

Como mencionamos al principio de esta subsección, el modelo del votante tiene
una dinámica simple: un nodo y un vecino se eligen al azar y el nodo elegido copia
el estado de opinión del vecino. Este proceso se repite hasta alcanzar el consenso.

Al realizar cualquier simulación, nuestro objetivo principal, además de obtener
resultados interesantes que nos permitan describir el sistema en estudio, es reducir
su tiempo de ejecución. En la evolución de dinámica del votante aparecen nodos
inertes (nodos con vecinos que tienen el mismo estado) que ralentizan la dinámica
cuando son elegidos ya que no pueden cambiar su estado. Por esta razón propusimos
un algoritmo que solo tiene en cuenta los nodos activos del sistema (aquellos que
tienen al menos uno de sus vecinos con estado diferente) y, por lo tanto, pueden
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cambiar de estado. Los nodos con estados diferentes están conectados por links
activos. Utilizando éstas definiciones podemos acelerar la dinámica y aśı optimizar
el tiempo de ejecución. Este algoritmo optimizado guarda relación con el Algoritmo
de Gillespie [34].

A continuación detallaremos el algoritmo original (Algoritmo 1) y el algorit-
mo optimizado (Algoritmo 2) para comprender más claramente el razonamiento
descrito anteriormente.

Algoritmo 1 Original.

- Escoger un nodo “i” al azar
- Escoger un nodo vecino “j” al azar
- si → si = sj (se copia el estado del nodo vecino)
- tiempo= tiempo + 1/N
- REPETIR
if el número de nodos activos an=0
SALIR

end

Cuando el número de nodos activos an=0, el sistema habrá llegado al consenso.
Cuando no hay más links activos, el sistema queda congelado ya que no hay más
cambios posibles: estado absorbente.

En la Fig. 1.10 se muestran los tipos de links utilizados en el algoritmo opti-
mizado. En este Algoritmo, los vecinos son chequeados, ya que podŕıan convertirse
en nodos activos (inertes) y entrar (salir) en la lista donde están contenidos.

Utilizando el Algoritmo 2 (Optimizado), simulamos el Modelo del Votante en
una red Erdös Rényi. La Figura 1.11 muestra el tiempo medio de consenso (τc)
como una función del tamaño del sistema (N) para redes con diferentes grados
medios µ. A medida que µ aumenta, los resultados de la simulación se acercan a la
expresión anaĺıtica Eq. 1.9.

En la Figura 1.12 graficamos la densidad media de links activos éρ(t)ê en una
red ER como función del tiempo normalizado para diferentes tamaños de sistema:
N = 1000 (ćırculos negros), N = 5000 (cuadrados verdes) y N = 10000 (diamantes
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Algoritmo 2 Optimizado.

- Recorrer toda la red chequeando si cada nodo es activo o inactivo
- Construir una lista de nodos activos y de links activos
DO
- Escoger un nodo “i” al azar de la lista de nodos activos
- Escoger un nodo vecino “j” al azar
- si → si = sj (se copia el estado del nodo vecino)
- Chequear si el nodo “i” se convierte en inactivo para removerlo de la lista
- Chequear la actividad de los vecinos del nodo “i”: nodos activos(inactivos)
→ agregar(remover) a(de) la lista
- Actualizar lista de links activos
- tiempo= tiempo + 1/an
if an=0
SALIR

end

10
2

10
3

10
4

N

10
2

10
3

τ
c
*
((

µ
-2
)(

µ
+
1
)/
(µ
-1
)µ
)

µ=4

µ=6

µ=8

N*ln(2)

Figura 1.11: Tiempo medio de consenso (τc) vs el tamaño del sistema (N). Los
śımbolos abiertos corresponden a 3 redes con distribuciones de grado diferentes: µ
= 4 (ćırculos negros), µ = 6 (cuadrados verdes) y µ = 8 (diamantes rojos). La ĺınea
sólida corresponde a la expresión anaĺıtica 1.9.

rojos). Se realizó un promedio sobre 1000 realizaciones independientes, comenzando
con una distribución uniforme con magnetización ém0ê = 0. Observamos que la
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Figura 1.12: Evolución temporal de la densidad media de links activos éρ(t)ê en
una red ER con diferentes grados medios: (a) µ = 4,(b) µ = 6 and (c) µ = 8. Los
śımbolos abiertos corresponden a redes con diferentes tamaños: N = 1000 (ćırculos
negros), N = 5000 (cuadrados verdes) and N = 10000 (diamantes rojos). La ĺınea
sólida representa la predicción anaĺıtica para éρ(t)ê 1.10.

predicción anaĺıtica 1.10 coincide con nuestras simulaciones numéricas.

1.3.3. Modelo M: Persuasión y Compromiso

La influencia social tiene una gran relevancia en la formación de opiniones. En
la vida cotidiana se presentan muchas situaciones en las que es necesario que un
grupo comparta sus decisiones, llegando a acuerdos, o convenciendo a otros pares
sobre un tema espećıfico, para estudiar estos fenómenos se formuló el Modelo M.

El Modelo M fue propuesto por La Rocca y colaboradores [26] y explora la
competencia entre dos mecanismos de formación de opinión: la persuasión y el
acuerdo por compromiso. Este modelo fue analizado en campo medio en donde
cada agente puede interactuar con cualquier otro agente en la población.

El proceso de persuasión puede ocurrir entre individuos con la misma orien-
tación de opinión y tiende a reforzar sus opiniones previas. Para introducir este
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mecanismo es necesario mencionar la Teoŕıa de Argumentos Persuasivos [35–39].
Como observó Myers en experimentos de discusión grupal [35], cuando dos perso-
nas hablan, no solo expresan sus opiniones, sino que también discuten sobre los
argumentos que las respaldan. Si ya tienen la misma orientación de opinión, esta
podŕıa intensificarse cuando se persuaden unos a otros con nuevos argumentos o
razones, volviéndose más extremistas en sus creencias.

Por otro lado, el acuerdo por compromiso tiende a moderar puntos de vista
opuestos y fue estudiado como parte del fenómeno de Presión Social. Al respecto
se argumenta que dos personas que interactúan pueden ejercer presión social para
cambiar sus actitudes y conformarse mutuamente [2]. En los modelos relacionados
con este mecanismo [1,40–42], las opiniones están representadas por un número real
entre dos valores extremos, y un par de individuos interactúan solo si su diferencia
de opinión es más pequeño que un umbral dado. Las personas resuelven el conflicto
al llegar a un compromiso, en el que ambas opiniones cambian en la misma cantidad
para reducir su diferencia.

En el Modelo M, la opinión de cada agente está representada por un número
entero k en el intervalo [−M,M ] (k Ó= 0) que describe su grado de acuerdo sobre
un tema poĺıtico, desde totalmente en contra (k = −M) hasta totalmente a favor
(k = M), pasando por valores intermedios. Dos agentes interactuantes con la misma
orientación (positiva o negativa) refuerzan sus opiniones en una unidad y se vuelven
más extremistas con una probabilidad de persuasión p, mientras que las opiniones
de dos agentes que interactúan con orientaciones opuestas se acercan en una unidad
cada uno con probabilidad de compromiso q.

El signo de k y su valor absoluto |k| indican la orientación de opinión y su
intensidad, respectivamente. En un paso de tiempo de la dinámica, dos agentes i y
j con sus estados respectivos ki y kj se seleccionan al azar para interactuar. Luego,
sus estados son actualizados según sus orientaciones de opinión (ver Fig. 1.13):

• Persuasión: Si los agentes tienen la misma orientación (ki, kj > 0 o ki, kj < 0),
ocurre el mecanismo de persuasión con probabilidad p, donde cada agente
incrementa su intensidad en una unidad y mantienen su opinión cuando |k| =
M .

• Compromiso: Si los agentes tienen orientaciones opuestas (ki > 0 y kj < 0
o ki < 0 y kj > 0), ocurre el mecanismo de compromiso con probabilidad q,
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Figura 1.13: Modelo M [26]. Izquierda: Acuerdo por compromiso, dos agentes inter-
actuantes con orientaciones opuestas se vuelven moderados. Derecha: Persuasión,
dos agentes interactuantes con la misma orientación se vuelven más extremistas.

donde cada agente disminuye su intensidad en una unidad. Si ambos agentes
son moderados, uno de ellos cambia su orientación al azar.

Podemos pensar en la persuasión y el compromiso como dos mecanismos en
competencia que dan forma a la distribución de opiniones en la población. Mientras
que las interacciones persuasivas hacen que las personas adopten opiniones extre-
mas M y −M y conduzcan a la bipolarización de opiniones, los eventos de com-
promiso tienden a moderar las opiniones, promoviendo una distribución de opinión
centralizada en torno a valores moderados 1 y −1. Para estudiar estos fenómenos
analizaremos la evolución temporal del sistema en ambos reǵımenes: bipolarización
y centralización. Una cantidad importante a analizar es la evolución temporal del
número de agentes en cada estado, que describe al sistema a nivel macroscópico.

En la Fig.1.14 se muestra la evolución temporal de cada cantidad xk(t), defi-
nida como la fracción de agentes en el estado k al tiempo t, que son normalizadas
en todo momento (qk xk(t) = 1 ∀ t ≥ 0). La distribución inicial de estados es
uniforme, por lo que xk(t = 0) Ä 1/2M . El comportamiento cualitativo del sistema
depende de la frecuencia relativa entre eventos de persuasión y compromiso, la que
está controlada por la relación r ≡ p/q entre las probabilidades de que ocurran
estos eventos, y que recibe el nombre de parámetro de refuerzo. Por conveniencia,
establecimos p + q = 1.0 [p = r/(1 + r) y q = 1/(1 + r)]. Analizamos el compor-
tamiento del sistema al variar r para M = 5 y N = 109, integrando el Sistema de
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Figura 1.14: Evolución temporal de las densidades de agentes xk con diferentes
estados de opinión k, para un sistema de N = 109 agentes, M = 5 y dos valores
de r = p/q. (a) xk(t) para r = 1/3 y (b) xk(t) para r = 3. Las ĺıneas sólidas
(punteadas) corresponden a las opiniones positivas (negativas). Se usó una escala
logaŕıtmica en el eje y para ver claramente los plateau que se forman.

Ecuaciones que lo describe [26]:

dx1

dt
= 2(x−1q − x1p)σ+ + 2q(x2 − x1)σ−, (1.11a)

dxk

dt
= 2p(xk−1 − xk)σ+ + 2q(xk+1 − xk)σ−, para 2 ≤ k ≤M − 1,(1.11b)

dxM

dt
= 2pxM−1σ+ + 2qxMσ−, (1.11c)

donde σ+ = qM
k=1 xk y σ− = q−

k=−1 Mxk son las densidades totales de los estados
positivos y negativos respectivamente, las cuales satisfacen la relación de conser-
vación σ+ + σ− = 1. Las Ecuaciones para las densidades de estados negativos se
obtienen sustituyendo k ←→ −k y σ+ ←→ σ− en las ecuaciones 1.11.

Observamos que las densidades xk alcanzan un valor casi constante (plateau)
que depende de k, sin embargo, eventualmente xk decae a cero, excepto xM que se
va a 1, correspondiendo a un consenso en el estado extremista M . El consenso en
los estados extremistas x±M = 1 son estados absorbentes del sistema, por lo tanto,
son los únicos estados finales posibles a largo plazo. En la Fig.1.15 se muestra la
evolución temporal de cada cantidad xk(t) para M = 2 y N = 105. Los plateaus
observados en la Fig.1.14 se deben al tamaño del sistema (N = 109), el cual es
mucho más grande que el utilizado en esta simulación.

La distribución estacionaria de opiniones depende de la intensidad de refuer-
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Figura 1.15: Evolución temporal de las densidades de agentes xk con diferentes
estados de opinión k, para un sistema de N = 105 agentes, M = 2 y dos valores de
r = p/q obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo. (a) xk(t) para r = 1/3
y (b) xk(t) para r = 3. Las ĺıneas sólidas (punteadas) corresponden a las opiniones
positivas (negativas).

zo r. Cuando r < 1, los eventos de compromiso ocurren más a menudo que los
encuentros persuasivos, por lo que la mayoŕıa de las opiniones de los agentes to-
man valores moderados k = ±1 (centralización), Fig.1.16(a). Por otro lado, cuando
r > 1, los procesos de persuasión dominan sobre los de compromiso, la mayoŕıa
de agentes se van a opiniones extremas k ±M , y esto induce a la polarización de
opiniones (Fig.1.16(b)). Este comportamiento es capturado mediante la expresión
que describe la densidad cuasi-estacionaria de agentes en estado k, xs

k:

xs
k = 1

2

3 1− r
1− rM

4
r|k|−1· (1.12)

Como hemos visto, el sistema muestra diferentes comportamientos con r, lo que
repercute en el tiempo que le toma al sistema alcanzar el consenso extremista. En
la Fig. 1.17 se muestra el tiempo medio de consenso τ como función del parámetro
de refuerzo r.
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Figura 1.16: Distribución de la densidad de agentes xk con diferentes opiniones k
en el estado cuasi-estacionario, para un sistema de N = 105 agentes, M = 2 y dos
valores de r = p/q obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo. (a) xk(t) para
r = 1/3 a t = 5 y (b) xk(t) para r = 3 a t = 10. Las ĺıneas sólidas corresponden a
la expresión teórica 1.12 en [26].
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Figura 1.17: Tiempo medio de consenso τ como función de r en escala doble lo-
gaŕıtmica para N = 900 y M = 2. Los ćırculos muestran el resultado para campo
medio y los triángulos para una red regular. La ĺınea punteada muestra que para
el ĺımite de r pequeño, el sistema puede describirse mediante la función 2r−1 para
cualquier valor de M (no mostrado).

El tiempo medio de consenso τ muestra un comportamiento no monótono con
r, con un mı́nimo alrededor de r Ä 0.6. Esta tendencia nos indica dos comporta-
mientos diferentes alrededor del mı́nimo, lo que hace que dividamos el análisis en
dos ĺımites (r pequeño y r grande). La población alcanza el consenso más rápido
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cuando las interacciones entre agentes de la misma orientación tienen una proba-
bilidad de éxito p similar a la de los agentes de orientación opuesta q. Cuando r es
grande (Fig.1.14(b)), la mayoŕıa de las interacciones son persuasivas y los agentes
refuerzan sus posturas iniciales, lo que lleva a un estado polarizado que dura mucho
tiempo. Para r chico (Fig.1.14(a)), primero se induce un estado centralizado donde
la mayoŕıa de los agentes tienen opiniones moderadas, y luego la población se dirige
lentamente al consenso final extremista.

En forma resumida, el modelo M incorpora dos mecanismos de formación de
opinión y estudia la competencia entre ambos. Cuando los eventos de compromiso
dominan, las opiniones se agrupan alrededor de los valores moderados, llevando al
sistema a una centralización de opiniones. En el caso opuesto (los eventos persua-
sivos dominan), las opiniones se vuelven extremas, induciendo a la polarización del
sistema. Estos estados son inestables y eventualmente se alcanza el consenso de
opiniones extremas negativas o positivas.

1.4. Modelos de Propagación de Epidemias

Las enfermedades infecciosas pueden tener efectos catastróficos en la vida y el
bienestar de los seres humanos. En las últimas décadas, la expectativa de vida de las
personas aumentó con el surgimiento de nuevas vacunas, sin embargo se incrementó
la aparición de nuevas epidemias debido a que los patrones de contacto social se
fueron modificando por la evolución de los medios de transporte y el cambio en
el estilo de vida de las personas lo que ha servido como nuevo escenario para la
realidad epidemiológica mundial [12].

Con las crecientes amenazas de enfermedades emergentes, las estrategias pa-
ra controlar rápida y efectivamente los brotes son vitales para la salud pública.
Los modelos epidémicos fueron propuestos para ayudar a la comprensión sobre las
enfermedades infecciosas y constituyen una herramienta fundamental para los epi-
demiólogos y las autoridades sanitarias, puesto que permiten proyectar el número
de infectados y evaluar la efectividad de diferentes estrategias tales como la vacu-
nación y la cuarentena.

Desde Bernoulli [43], matemáticos y estad́ısticos han ofrecido muchas ideas
prácticas sobre el control de enfermedades infecciosas. Anderson y May [12], entre
otros, han ampliado estos esfuerzos en un enfoque flexible, conocido como modelado
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compartimental, para predecir la transmisión de una amplia gama de enfermedades
en escalas múltiples. Uno de los primeros pasos involucrados en esta modelización
consiste en identificar o separar a la población en clases, de acuerdo al estado en que
se encuentren los individuos respecto de la enfermedad. Las clases más comunes
son: Susceptible (S), Infectado (I) y Recuperado (R). De esta separación es que
surgen los llamados Modelos Compartimentales [12].

Los modelos de este tipo son ampliamente usados por los epidemiólogos debido
a que son muy útiles para predecir algunas magnitudes globales, como la evolución
del número de infectados durante un peŕıodo de tiempo. Dependiendo del proceso
de propagación, se pueden construir distintos modelos combinando diferentes clases
(o creando nuevas), los más conocidos son: el modelo SI (susceptible-infectado), el
modelo SIS (susceptible-infectado-susceptible), el modelo SIR (susceptible-infectado-
recuperado o removido) y el modelo SEIR (susceptible-expuesto-infectado-removido)
[44].

En esta sección nos centraremos en la descripción del Proceso de Contacto y
del modelo Susceptible-Infectado-Susceptible, en los cuales intervienen las mismas
clases con dinámica similar pero con una actualización temporal diferente. Ambos
modelos fueron utilizados en el desarrollo de esta tesis.

1.4.1. Proceso de Contacto

El Proceso de Contacto (CP por sus siglas en inglés), es uno de los modelos
más simples de propagación de epidemias y fue propuesto por T.E. Harris en 1974
[29]. Se dice que el CP es el “Modelo Ising” para el estudio de la transiciones
de fase de sistemas fuera del equilibrio. Este modelo fue diseñado para describir
algunas infecciones, por ejemplo las del resfriado común y la gripe, ya que no
confieren ninguna inmunidad a largo plazo. Tales infecciones no dan inmunización
al recuperarse de la infección, y los individuos vuelven a ser susceptibles.

Para describir la dinámica del CP se tienen individuos con 2 estados: Sus-
ceptible (S) e Infectado (I). Cada individuo infectado pasará a estado susceptible
con una probabilidad de recuperación µ o tratará de infectar a algún vecino con
probabilidad β. Para reducir el número de parámetros del modelo, muchas veces
se toma µ = 1 − β. Este parámetro externo β se vaŕıa con el fin de estudiar la
densidad de individuos infectados/susceptibles en el tiempo.
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Figura 1.18: Proceso de Contacto: Los individuos pueden estar en estado susceptible
(S) ó infectado (I) y cambiar su estado según la probabilidad de infección β.

Como se mencionó anteriormente, una de las cantidades relevantes en el estudio
de esta dinámica es la densidad de individuos infectados ρ(t) en el tiempo. La
variación de esta densidad en campo medio (interacción todos con todos) se puede
escribir como:

dρ

dt
= βρ(1− ρ)− (1− β)ρ· (1.13)

El primer término de la Ec.1.13 (βρ(1−ρ) es un término de ganancia represen-
tado como un producto de probabilidades independientes: ρ es la probabilidad de
eligir un individuo infectado y (1−ρ) es la probabilidad de elegir un vecino suscep-
tible que se contagia con probabilidad β. El segundo término de la ecuación es un
término de pérdida en el cual con probabilidad ρ se escoge un agente infectado que
se recupera con probabilidad (1 − β). Esta ecuación tiene 2 estados estacionarios
encontrados al hacer dρ

dt
= 0,

ρstat
1 = 0,

ρstat
2 = 2β − 1

β
·

Y la solución general de la Ec.(1.13) viene dada por:

ρ(t) = 2β − 1
β

ρ0

ρ0 − (ρ0 − 2β−1
β

)e−( 2β−1
1−β

)t
· (1.14)

Donde ρ0 es la densidad inicial de individuos infectados.

Cuando el parámetro β aumenta, existe un valor cŕıtico βc = 1/2 que define
una transición entre una fase sana donde ρ = ρstat

1 = 0 y una fase endémica donde
ρ = ρstat

2 > 0 en el cual se identifica el “punto cŕıtico” y la expresión para ρ(t) es
de la forma:

ρ(t) ∝ t−1· (1.15)
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1.4.1.1. CP en dos tipos de red: Grafo Completo vs Red Erdös-Rényi

La Ec.(1.14) describe la evolución temporal de la fracción de individuos in-
fectados ρ(t) en campo medio. Para comparar el Monte Carlo de la dinámica del
CP con la solución de la Ec.(1.14) es necesario realizar la simulación en una red de
tipo Grafo Completo [45], en la que todos los nodos están conectados entre si y la
cantidad de conexiones que tiene cada nodo es N − 1.

En la Fig.1.19 se observa que la simulación numérica (śımbolos) coincide con la
solución anaĺıtica dada por la Ec.(1.14) para ρ(t) (ĺınea sólida), para varios valores
de β. En esta Figura se muestra el promedio de la densidad de individuos infectados
éρ(t)ê sobre 1000 realizaciones independientes de la dinámica.
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Figura 1.19: Densidad de individuos infectados ρ en función del tiempo. La ĺınea
sólida corresponde a la solución anaĺıtica y los śımbolos son los resultados de la
simulación numérica para N = 1000 nodos y varios valores de la probabilidad de
infección β.

En el punto cŕıtico, el sistema sigue una ley de Potencias y para un Grafo
Completo se localiza en βc = 0.5. En Redes Complejas, el valor del punto cŕıtico
depende del grado medio de la red µ [46]. En una red tipo Erdös-Rényi con µ = 10,
el punto cŕıtico se encuentra en βc = 0.527 (Fig.1.20).

Como se mencionó en secciones anteriores y como parte del entrenamiento, se
buscó nuevamente mejorar los tiempos en nuestras simulaciones, para esto se cons-
truyó un código optimizado, el cual sólo toma en cuenta los nodos infectados dentro
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Figura 1.20: Densidad media de individuos infectados ρ en función del tiempo.
Código sin optimizar para N = 106 nodos, la ĺınea color magenta representa el
punto cŕıtico de la probabilidad de infección β para una red ER cuyo valor es
βc = 0.527, con µ = 10.
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Figura 1.21: Densidad media de individuos infectados ρ vs t. Código sin optimizar
(ĺınea sólida) y optimizado (ćırculos abiertos) para N = 105 nodos.

de la red. En un paso de la dinámica, se escoge aleatoriamente un individuo de la
lista de nodos infectados y se aumenta el tiempo en 1/(cantidad de infectados).

En la Fig.1.21 observamos la coincidencia de los códigos optimizado (ćırculos
abiertos) y sin optimizar (ĺınea sólida), graficando la densidad de individuos infec-
tados ρ en el tiempo para valores cercanos al punto cŕıtico βc y éste, inclusive, para
una red ER de N = 105 nodos y grado medio µ = 10.
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Figura 1.22: Densidad estacionaria de nodos infectados ρstat vs β. El punto cŕıtico
vaŕıa según el tipo de red utilizada: Grafo completo (ćırculos), Red ER (cuadrados)
con µ = 10.

En la Fig.1.22 se muestra la densidad estacionaria de nodos infectados ρstat en
función de la probabilidad de infección β, podemos observar que βc vaŕıa según el
tipo de red utilizada, y que a partir de este valor se identifican las fases existentes
en el modelo: Sana y Endémica.

1.4.1.2. CP vs. Susceptible-Infectado-Susceptible: SIS

El modelo Susceptible-Infectado-Susceptible (SIS) también es un modelo de
enfermedad endémica análogo al Proceso de Contacto explicado en la sección ante-
rior 1.4.1. La diferencia entre ambos modelos está en la actualización de la dinámica,
en el CP la actualización se realiza a tiempo discreto mientras que en el SIS es a
tiempo continuo, lo que se conoce como actualización en paralelo: en cada paso de
tiempo diferencial dt todos los agentes actualizan sus estados.

El SIS pertenece a los modelos endémicos del tipo compartimental [12], los
cuales subdividen a la población en las poblaciones por estado de enfermedad.
Estos modelos asumen que una vez infectados, los agentes son inmediatamente
infecciosos y permanecen aśı hasta que se recuperan. En un paso de tiempo dt

cada agente infectado trata de contagiar a cada uno de sus vecinos susceptibles con
probabilidad βdt, luego se recupera con probabilidad µdt.
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En los últimos años, los procesos de propagación de información se modelan
utilizando analoǵıas con modelos epidémicos. En recientes trabajos [47–50] acoplan
ambos procesos aprovechando la similitud en las reglas de estas dinámicas.



Caṕıtulo 2

La formación de opiniones en redes
cuadradas

El proceso de formación de opiniones en una sociedad involucra varios mecanis-
mos complejos. Una amplia investigación sobre este asunto muestra que la mayoŕıa
de los patrones emṕıricos de opinión se asemejan a los de la bipolarización, en
lugar de a los de consenso [51]. El fenómeno de bipolarización se define como la
formación de dos grupos con opiniones antagónicas que intensifican sus diferencias
con el tiempo, y donde las posiciones entre los dos extremos del espectro de opinión
están cada vez menos ocupadas [38].

En la misma ĺınea, Bonacich y Lu [52] notaron que muchos modelos muestran
cómo los grupos llegan al consenso, pero no hay modelos generalmente aceptados
de cómo los grupos se polarizan o cómo dos grupos pueden volverse cada vez
más diferentes y posiblemente hostiles. Algunos modelos que combinan influencia
social positiva y negativa [53–55] conducen a una distribución de opinión bimodal
que podŕıa explicar la bipolarización, sin embargo, la influencia negativa no está
totalmente respaldada por la evidencia emṕırica.

Basados en trabajos anteriores [37], Mäs y Flache propusieron en [38, 39] un
mecanismo alternativo que combina el fenómeno de homofilia [56,57] con la “Teoŕıa
de Argumentos Persuasivos” (PAT, por sus siglas en inglés) [35,36,58], que da lugar
a la bipolarización sin la suposición de influencia negativa. Estos autores también
realizaron experimentos de discusión en grupo para probar la validez del modelo
teórico. La idea es que, debido a la homofilia, un individuo tiende a interactuar y
hablar con un compañero que tiene la misma orientación de opinión en un tema
determinado, como por ejemplo estar a favor del matrimonio entre personas del
mismo sexo. Entonces, la PAT sugiere que las dos personas que interactúan son
propensas a intercambiar diferentes argumentos que respaldan sus posiciones, y
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aśı pueden proporcionar nuevos argumentos o razones que refuercen su opinión
inicial. Esto podŕıa intensificar los puntos de vista de los individuos y hacerlos más
extremos en sus creencias. Motivado por este trabajo, La Rocca y colaboradores [26]
introdujeron recientemente un modelo que incorpora el mecanismo de homofilia y
persuasión de una manera simple, y que es capaz de generar niveles deseados de
bipolarización. Este modelo fue descrito en la sección 1.3.3 del Caṕıtulo 1 y nos
referiremos a éste como el “Modelo M” a partir de ahora.

En el Modelo M, la opinión de cada agente está representada por un número
entero k limitado en el intervalo [−M,M ] (k Ó= 0) que describe su grado de acuerdo
sobre un tema poĺıtico, desde totalmente en contra (k = −M) hasta totalmente a
favor (k = M). Cada agente puede interactuar con cualquier otro agente en la po-
blación, lo que corresponde a una aproximación de campo medio (MF) o interacción
de “todos con todos”. Dos agentes interactuantes con la misma orientación (positiva
o negativa) refuerzan sus opiniones en una unidad y se vuelven más extremistas
con una probabilidad de persuasión p, mientras que las opiniones de dos agentes
que interactúan con orientaciones opuestas se acercan en dos unidades con proba-
bilidad de compromiso q. En este trabajo [26], se muestra que el comportamiento
del modelo depende de la frecuencia relativa entre interacciones de agentes con la
misma orientación (persuasión) y agentes con orientación opuesta (compromiso),
determinadas por la relación r = p/q. Cuando los eventos persuasivos dominan
sobre los eventos de compromiso, las opiniones se dirigen hacia valores extremos
k = −M y k = M , lo que induce la coexistencia de opiniones extremas o bipolari-
zación. En el caso opuesto, cuando los eventos de compromiso dominan sobre los
eventos de persuasión, las opiniones se agrupan alrededor de los valores moderados
k = −1 y k = 1 y llevan a la centralización. Además, se observó que los estados
estacionarios de bipolarización y centralización son inestables, donde una pequeña
asimetŕıa de opinión es suficiente para llevar a la población a un consenso rápido
en una de las dos opiniones extremas. Si bien estos resultados corresponden a la
versión de campo medio del modelo M, las consecuencias de la competencia entre
persuasión y compromiso no se hab́ıan explorado en poblaciones con interacciones
que tienen lugar en el espacio o en topoloǵıas complejas.

En este caṕıtulo, describiremos en detalle la dinámica del modelo M en una
red cuadrada de dos dimensiones (2D), para el caso más simple y no trivial M = 2.
Nuestra meta es investigar los efectos de los mecanismos de persuasión y compromi-
so en una población de agentes con interacciones a primeros vecinos (corto alcance),
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en contraste con la interacción de “todos con todos” del caso de campo medio. En
particular, apuntamos a explorar cómo la topoloǵıa espacial en 2D afecta la esta-
bilidad de los estados polarizados y centralizados. También buscamos comprender
las propiedades básicas de la aproximación hacia el consenso extremista.

Los mecanismos de persuasión y compromiso se han implementado en varios
trabajos para modelar la formación de opiniones en poblaciones que interactúan.
Por un lado, la persuasión se ha introducido recientemente en algunos modelos
basados en agentes [59–62]. En [59,60], la persuasión se entiende como el grado de
autoconvicción que tiene una persona, que toma en cuenta la influencia de otros y
su propia opinión al tomar una decisión. Los autores en [61] introdujeron un modelo
en el que cada individuo puede tener una de dos opiniones opuestas o estar indeciso,
y cada una de estas tres opciones están determinadas por su persuasión o grado
de convicción sobre el tema en cuestión, representadas por un número real en un
intervalo de persuasión. En otro trabajo se estudió un modelo donde la persuasión
tiene lugar entre agentes de orientación opuesta [62].

Por otro lado, el proceso de compromiso fue inicialmente estudiado en mode-
los con opiniones continuas e interacciones umbrales [40,41], y la estabilidad de la
distribución de la opinión bimodal fue probada bajo la influencia del ruido [63].
Algunos modelos de votantes con múltiples estados [64–67] han incorporado una
regla similar a un compromiso que utiliza un mecanismo de refuerzo por el cual los
agentes cambian de orientación solo después de tener múltiples interacciones con
agentes de orientación opuesta. Por ejemplo, Castelló et al. [64] estudió un modelo
de lenguaje de tres estados donde cada agente podŕıa hablar uno de dos idiomas
posibles (A o B) o ser un bilingüe (AB). Un agente monolingüe A pod́ıa convertirse
en bilingüe AB al interactuar con un agente que habla el idioma opuesto (agente
B o agente AB). Estos autores investigaron todo el proceso de ordenamiento en
el sistema para redes cuadradas y redes de pequeño mundo, aśı como el tiempo
medio de consenso asociado a cada topoloǵıa. Un análisis de estabilidad de este
modelo [68] reveló que el predominio de un idioma es mejorado por la conectividad
de la red, y que este efecto es incluso más fuerte en redes cuadradas. Más reciente-
mente, Volovik y Redner [65] estudiaron un modelo del votante con cuatro estados,
en el cual cada agente puede elegir entre dos posibles opiniones y, además, puede
tener dos niveles de compromiso con la opinión (confiada e insegura). Un votante
seguro que interactúa con un agente de una opinión diferente se vuelve menos com-
prometido (inseguro), pero mantiene su opinión. Sin embargo, un votante inseguro
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puede cambiar su opinión al interactuar con un agente de una opinión diferente.
En otro trabajo [66] Dall’Asta y Galla realizaron un estudio numérico y anaĺıtico
de las propiedades de coarsening en los modelos de votantes con muchos estados
intermedios en ret́ıculas (redes cuadradas) [67], que tienen reglas de interacción si-
milares a las de los trabajos [64,65] descritos anteriormente. Ellos mostraron que la
adición de estados intermedios al modelo del votante de 2 estados (VM) [5] restaura
una tensión superficial efectiva. Es importante mencionar que todos estos modelos
carecen del mecanismo de refuerzo de opiniones inducido por las interacciones de
la misma orientación que caracteriza al Modelo M.

2.1. El modelo M en una red cuadrada

Consideraremos la dinámica de formación de opiniones del modelo propuesto
por La Rocca et al. [26] sobre una red cuadrada de N = L2 sitios, donde L es el
tamaño de cada lado de la red. Cada sitio está ocupado por un agente que puede
interactuar con sus cuatro vecinos más cercanos, y puede tomar uno de los cuatro
estados posibles de opinión k = −2,−1, 1 o 2 que representan su posición sobre un
tema poĺıtico, desde un extremo negativo k = −2 (un extremista negativo), a un
extremo positivo k = 2 (un extremista positivo), pasando por valores intermedios
k = −1, 1 (un moderado). El signo de k y su valor absoluto |k| indican la orien-
tación de opinión y su intensidad, respectivamente. En un paso de tiempo de la
dinámica de longitud ∆t = 2/N , dos agentes primeros vecinos i y j con sus estados
respectivos ki y kj se seleccionan al azar para interactuar. Luego, sus estados son
actualizados según sus orientaciones de opinión (ver Fig. 2.1):

• Persuasión [Figs.2.1(a) y 2.1(b)]: Si los agentes tienen la misma orientación
(ki, kj > 0 o ki, kj < 0), ocurre el mecanismo de persuasión con probabilidad
p. Un agente incrementa su intensidad en una unidad si es moderado (|k| = 1),
o mantiene su opinión si es extremista (|k| = 2).

• Compromiso [Figs.2.1(c) y 2.1(d)]: Si los agentes tienen orientaciones opuestas
(ki > 0 y kj < 0 ó ki < 0 y kj > 0), ocurre el mecanismo de compromiso
con probabilidad q. Si ambos agentes son extremistas (|ki| = |kj| = 2) sus
intensidades tendrán un decremento en una unidad. Si un agente es extremista
y el otro es moderado |k| = 1, el extremista disminuye su intensidad en una
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unidad mientras que el moderado cambia de orientación. Si ambos agentes
son moderados, uno de ellos cambia su orientación al azar.

Figura 2.1: Actualizaciones de los dos mecanismos del Modelo M en una red cua-
drada. Panel (a) y (b) Persuasión: En (a), un agente negativo moderado i con
opinión ki = −1 se vuelve extremista (ki = −1 → ki = −2) con probabilidad
p interactuando con uno de sus vecinos, el agente j, que tiene opinión extrema
kj = −2. El panel (b) muestra todos los posibles eventos de persuasión en donde
dos agentes vecinos con la misma orientación de opinión refuerzan sus opiniones
y se vuelven extremistas. Paneles (c) y (d) Compromiso: En (c), dos vecinos in-
teractuantes con opiniones opuestas y extremas se convierten en moderados con
probabilidad q (ki = 2 → ki = 1 y kj = −2 → kj = −1). El panel (d) muestra
todos los posibles eventos de compromiso en donde dos vecinos con orientaciones
opuestas se convierten en moderados.

Podemos pensar en la persuasión y el compromiso como dos mecanismos en compe-
tencia que dan forma a la distribución de opiniones en la población. Mientras que
las interacciones persuasivas hacen que las personas adopten opiniones extremas 2 y
−2 y conducen a la bipolarización de opiniones, los eventos de compromiso tienden
a moderar las opiniones, promoviendo una distribución de opinión centralizada en
torno a valores moderados 1 y −1. Para estudiar estos fenómenos analizaremos la
evolución temporal del sistema y exploraremos la dinámica de coarsening en ambos
reǵımenes: bipolarización y centralización.
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Figura 2.2: Evolución temporal de las densidades de agentes xk con diferentes
estados de opinión k en realizaciones individuales de la dinámica, para un sistema
de N = 104 agentes y dos valores de r = p/q. (a) xk(t) para r = 10−3. La ĺınea
punteada corresponde a la expresión 0.34e−r(t−2150) de la Ec.(2.2). Paneles (b) y
(c) muestran la evolución de xk(t) para r = 1/3 en realizaciones de tipo 1 y tipo
2, respectivamente.

2.2. Dinámica de coarsening

Comenzamos el análisis numérico del modelo estudiando la evolución tempo-
ral del número de agentes en cada estado, que describen el sistema a un nivel
macroscópico. Para eso, realizamos simulaciones de Monte Carlo de la dinámica
descrita en la sección 2.1 donde se midieron las cantidades xk(t) (k = −2,−1, 1, 2),
definidas como la fracción de agentes en el estado k en el tiempo t, que son nor-
malizadas en todo momento (qk xk(t) = 1 ∀ t ≥ 0). Inicialmente, cada agente
adopta uno de los cuatro estados posibles con igual probabilidad 1/4. El compor-
tamiento cualitativo del sistema depende de la frecuencia relativa entre eventos de
persuasión y compromiso, que está controlada por la relación r ≡ p/q entre las pro-
babilidades de que ocurran estos eventos. Por conveniencia, establecimos p+q = 1.0
[p = r/(1 + r) y q = 1/(1 + r)] y analizamos el sistema cuando r vaŕıa. En la Fig.
2.2 mostramos la evolución de las densidades xk para realizaciones individuales de
la dinámica para un sistema de tamaño N = 104, y dos valores diferentes de r.

En la realización para un r muy pequeño (r = 10−3) [Fig. 2.2 (a)] las interac-
ciones de compromiso son mucho más frecuentes que las interacciones persuasivas
(q º p), impulsando las opiniones de la mayoŕıa de los agentes hacia valores mode-
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rados durante una etapa inicial (t . 500) en la que x1 y x−1 son mucho más grandes
que x2 y x−2. Esto corresponde a una centralización de opiniones. Luego, en el ins-
tante t0 = 2150, los estados negativos −1 y −2 desaparecen y la densidad x1 decae
exponencialmente a cero, mientras que x2 se acerca exponencialmente a 1. Una vez
que x2 es igual a 1 el sistema no puede evolucionar más (estado absorbente), que
en este caso corresponde a un consenso de opinión extremista positiva. En general,
el estado final del sistema siempre es consenso en algún estado extremista, es decir,
todos agentes con una opinión 2 (x2 = 1) o todos con una opinión −2 (x−2 = 1).
Se puede obtener una idea de esta aproximación exponencial hacia el consenso uti-
lizando una aproximación de campo medio. Esto corresponde a la versión MF del
modelo M para r pequeños estudiados en [26]. Después de un tiempo t0 solo los
estados positivos 1 y 2 sobreviven en el sistema (x1(t)+x2(t) = 1), y por lo tanto la
dinámica solo se ve impulsada por eventos persuasivos que conducen lentamente a
todos los agentes al estado 2 con una probabilidad muy pequeña p = r/(1 + r) Ä r

en el ĺımite r ¹ 1. Luego, la variación promedio de x1 en un solo paso de longitud
∆t = 2/N está dada por

dx1

dt
= ∆x1

∆t = −
p x2

1
2
N

2/N −
p 2x1 x2

1
N

2/N = −p x1 para t ≥ t0. (2.1)

El primer término de la ecuación (2.1) describe la interacción entre dos agentes de
estado 1 que realizarán su transición al estado 2 con probabilidad p, mientras que
el segundo término toma en cuenta la transición al estado 2 para un único agente
que estaba en estado 1 e interactúa con otro agente en estado 2. La solución de la
ecuación (2.1) es

x1(t) = x1(t0) e−r(t−t0) para t ≥ t0, (2.2)

donde hemos usado r como un valor aproximado para p. La expresión de la ecuación
(2.2) para x1 se grafica en la figura 2.2(a) (ĺınea punteada) usando r = 10−3 y la
condición inicial x1(t0 = 2150) Ä 0.34 extráıda de la curva x1(t). La coincidencia
obtenida con las simulaciones muestra que la dinámica en una red cuadrada para
un valor pequeño de r puede describirse con la teoŕıa de campo medio MF.

En las realizaciones con r = 1/3 [Figs. 2.2 (b) y 2.2 (c)] están representadas las
interacciones persuasivas, las cuales son más frecuentes que en el caso anterior, pero
menos frecuentes que las interacciones de compromiso. Estas interacciones parecen
suficientes para hacer que la mayoŕıa de los agentes adopten estados extremos 2
y −2, y por lo tanto x2 y x−2 son mayores que x1 y x−1 para todo tiempo. Esto
corresponde a un estado polarizado donde la población de agentes se divide en dos
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grupos de tamaño similar que mantienen opiniones extremas y opuestas. También
observamos que en la realización del panel (b) el sistema alcanza el consenso en un
estado extremista 2 al tiempo t Ä 2400, mientras que en la realización del panel
(c) un consenso extremista en estado −2 se logra en un tiempo mucho más largo
t Ä 6 × 105. Estos ejemplos corresponden a dos tipos diferentes de realizaciones
observadas en las simulaciones. En las realizaciones de tipo 1 [panel (b)] la simetŕıa
inicial entre los estados positivos y negativos se rompe a tiempos cortos y el sistema
alcanza rápidamente el consenso, donde las densidades x1 y x−1 decaen a cero y
x2 o x−2 se aproximan a 1. En las realizaciones de tipo 2 [panel (c)] el sistema cae
en un estado metaestable de larga duración donde x1 y x−1 fluctúan alrededor de
un valor estacionario durante mucho tiempo hasta que caen a cero junto con x2.
Este estado metaestable dura un tiempo mucho más largo que el observado en la
versión MF del modelo [26]. Esto significa que la coexistencia de opiniones podŕıa
ser muy estable cuando las interacciones son restringidas a los primeros vecinos en
una red cuadrada, aumentando la estabilidad de la bipolarización de opiniones.

Para investigar el origen de los diferentes comportamientos descritos ante-
riormente estudiamos las propiedades de coarsening del sistema por medio de la
densidad de interfases ρ, definida como la densidad de enlaces entre vecinos en di-
ferentes estados [64,66]. En la Fig. 2.3 se muestra la evolución temporal de ρ para
realizaciones individuales con r = 10−4 [panel (a)] y r = 1/3 [panel (b)], acom-
pañadas con instantáneas del estado del sistema para diferentes tiempos y para
cada tipo de realización. Se observa la formación de dominios de igual opinión con
diferentes caracteŕısticas. Para r = 10−4 [Fig. 2.3 (a)], la gran frecuencia de eventos
de compromiso en comparación con los eventos persuasivos conduce a casi todos los
agentes hacia estados moderados, lo que produce la formación temprana de grandes
dominios compuestos por agentes con estados 1 o −1, con unos pocos extremistas
dispersos (snapshot abajo a la izquierda). Durante esta etapa, la dinámica de la in-
terfase entre 1 y −1 sigue la del Modelo del Votante. Esto explica la forma ruidosa
observada en la interfase que caracteriza el coarsening sin tensión superficial del
VM [69]. Los dominios crecen lentamente hasta que casi todos los agentes, excepto
algunos extremistas, adoptan el mismo estado moderado (indicado por el estado 1
en el snapshot) y ρ alcanza un mı́nimo. Esto corresponde al comienzo de la eta-
pa persuasiva discutida anteriormente, durante la cual los agentes moderados se
vuelven extremistas. Luego, la relajación al consenso sigue el decaimiento expo-
nencial de MF ρ Ä x1(1 − x1) ∼ e−rt de la ecuación (2.2) (ĺıneas discontinuas).
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Figura 2.3: Evolución temporal de la densidad de interfase ρ en realizaciones indi-
viduales, para un sistema de tamaño N = 104 con r = 10−4 (a) y r = 1/3 (b). Los
snapshots de la red muestran los patrones espaciales de las opiniones a diferentes
tiempos y para diferentes tipos de realizaciones. Panel (a): Snapshot de abajo a la
izquierda, corresponde a una centralización de opiniones alrededor de los valores
moderados k = −1 y k = 1, mientras que el snapshot de arriba a la derecha muestra
que todas las opiniones son positivas y la persuasión se hace presente. Las ĺıneas
punteadas tienen un valor para la pendiente de r = 10−4. Panel (b): El snapshot
de abajo a la izquierda corresponde a realizaciones que alcanzan rápidamente el
consenso (tipo 1), mientras que los snapshots de abajo y arriba a la derecha repre-
sentan realizaciones de tipo 2, donde el sistema queda atrapado en estados bandas
de larga duración antes de alcanzar el consenso. Panel (c): densidad promedio de
interfase éρê (ćırculos) y densidad promedio de estados moderados (cuadrados) en
función del tiempo para un sistema de tamaño N = 3002. El promedio fue realizado
sobre 104 realizaciones. Las ĺıneas punteadas tienen una pendiente de −0.46.
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Esta dinámica es muy diferente a la observada en modelos de votantes con estados
múltiples [64–66], donde los agentes con estados intermedios (moderados) se colo-
can en los bordes entre dominios de estados extremos y forman interfases bastante
suaves. Este último fenómeno ocurre para r = 1/3 [Fig. 2.3 (b)], donde los estados
moderados 1 y −1 se encuentran en la interfase entre dominios de estados 2 y −2.
Esto se observa en la Fig. 2.3 (c) donde mostramos la evolución temporal del valor
promedio de ρ y la densidad promedio de estados moderados (intermedios) x1+x−1.
Vemos que éρê y éx1 +x−1ê decaen como t−0.46, lo que indica que la dinámica de la
interfase está correlacionada con la de los estados moderados. El comportamiento
éρê ∼ t−0.46 es consistente con el coarsening algebraico encontrado en modelos de
votantes con estados intermedios [64, 66]. Como se demostró en [66], la adición de
estados intermedios a los 2 estados del VM cambia las propiedades de ordenamiento
del sistema, desde un coarsening impulsado por el ruido de la interfase (observado
en el VM), a un coarsening con tensión superficial, observado en modelos con uno
o varios estados intermedios. El exponente caracteŕıstico 0.46 es compatible con
el exponente 0.5 asociado al crecimiento de dominios por curvatura observados en
Modelos de Ising Cinéticos [70,71].

Otra observación de la Fig. 2.3 (b) está relacionada con los diferentes tipos
de realizaciones, cuya dinámica de interfase explica el comportamiento temporal
de las densidades moderadas x1 y x−1 observadas en las figuras 2.2 (b) y 2.2 (c).
La evolución inicial de ρ en todas las realizaciones sigue un decaimiento tipo ley
de potencia descrito anteriormente, pero luego se dividen en dos grupos principa-
les. El grupo de realizaciones que decaen rápido, llamados tambien de corta vida,
corresponde a la Fig. 2.2 (b), en la cual los dominios se encogen y desaparecen
hasta que un gran dominio extremista cubre todo el espacio (snapshot abajo a la
izquierda). El grupo de realizaciones que caen en un estado metaestable de larga
duración, donde se observan franjas horizontales o verticales (snapshot de abajo a
la derecha) o franjas diagonales (arriba a la derecha), corresponde a la Fig. 2.2
(c). En estas dinámicas de estados metaestables, la densidad de interfase ρ fluctúa
alrededor de un valor estacionario hasta que una fluctuación de tamaño finito lleva
al sistema a uno de los estados absorbentes (ρ = 0). El largo plateau observado
para ρ muestra que el estado polarizado es mucho más estable en redes cuadradas
que en MF [26]. Como estudiaremos con más detalle en la sección 2.4, este com-
portamiento se debe a la difusión lenta de las interfases entre estas bandas, que
finalmente se encuentran y aniquilan, llevando al sistema al consenso. Las bandas
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diagonales se caracterizan por un valor estacionario de ρ que es aproximadamen-
te
√

2 veces más grande que el valor correspondiente para bandas horizontales o
verticales. También vale la pena mencionar que aunque estas bandas diagonales no
se mencionan en modelos relacionados [64,65,72] es probablemente porque es muy
poco probable que se formen (alrededor de 3 por ciento del tiempo en nuestras
simulaciones), esperamos ver estas franjas diagonales en todos estos modelos con
coarsening tipo Ising [73].

2.3. Tiempos de consenso

Como mostramos en la sección 2.2, el modelo M tiene dos estados absorbentes
correspondientes a los dos consensos extremistas. Una magnitud de interés en estos
modelos es el tiempo medio para alcanzar el consenso de opinión τ . En la Fig.
2.4 (a) presentamos resultados de simulaciones numéricas de τ como función de r
para tres tamaños de red diferentes N . Cada punto en la gráfica corresponde a un
promedio de 104 realizaciones independientes con condición inicial uniforme. Vemos
que τ es no monótono con r, tomando valores muy elevados para r pequeños y
grandes. También observamos que τ aumenta con N y que el aumento es mucho más
rápido para r grandes, lo que sugiere dos escalas diferentes alrededor del mı́nimo.
De hecho, los paneles (b) y (c) de la Fig. 2.4 muestran el colapso de los datos
para valores pequeños y grandes de r cuando las curvas se dividen por lnN y
N1.64, respectivamente. La escala logaŕıtmica de τ con N en el ĺımite cuando r

es pequeño se puede obtener del comportamiento de la densidad x1 dada por la
Ec. (2.2). Primero notamos que el decaimiento exponencial de x1 con el tiempo se
mantiene para r ¹ 1 y N (no mostrado), y que el tiempo t0(r,N) en el que la etapa
persuasiva comienza, vaŕıa tanto con r como N . Para derivar una expresión para
τ hacemos dos suposiciones. Primero, esperamos que la distribución de los estados
a t0(r,N) tenga un máximo en k = 1, es decir, x1(t0) Ä 1 y x2(t0) Ä 0. De hecho,
hemos comprobado que x1(t0) se aproxima a 1.0 cuando r disminuye (x1(t0) Ä 0.34
para r = 10−3, mientras que x1(t0) Ä 0.7 para r = 10−4). En segundo lugar,
suponemos que se llega a un consenso cuando hay menos de un agente en el estado
1, lo que conduce a la condición x1 = 1/N en el tiempo τ . Luego, despejando τ de
la relación 1/N Ä e−r[t−t0(r,N)] llegamos a la aproximación τ Ä t0(r,N) + r−1 lnN .
El segundo término está asociado a la duración de la etapa persuasiva que domina
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Figura 2.4: (a) Tiempo medio de consenso τ como función de r en escala doble
logaŕıtmica para diferentes tamaños de red: N = 100 (ćırculos), N = 400 (cuadra-
dos) y N = 900 (triángulos). Paneles (b) y (c) muestran el colapso para valores
pequeños y grandes de r, respectivamente. La ĺınea sólida en (b) corresponde a la
aproximación anaĺıtica τ Ä r−1 lnN de la Ec. (2.3), mientras que la ĺınea punteada
en (c) tiene pendiente 2.

en el ĺımite para r pequeño y, por lo tanto, τ puede ser aproximado como

τ Ä lnN
r

para r ¹ 1. (2.3)

Observamos en la Fig. 2.4 (b) que la expresión anaĺıtica Ec. (2.3) representada
por la ĺınea continua, coincide con los datos numéricos, mostrando la divergencia
1/r de τ en el ĺımite de r → 0.

El comportamiento de ley de potencia τ ∼ N1.64 usado para colapsar los datos
para los valores grandes de r [ver Fig. 2.4 (c)] se obtuvo ejecutando simulaciones
para r = 1/3 y varios tamaños de sistema. Los resultados se muestran en la Fig.
2.6 con ćırculos vaćıos, donde también trazamos una ĺınea sólida con pendiente
1.64 que sirve como gúıa visual, y que corresponde al mejor ajuste de los datos.
Los puntos de la Fig. 2.4 (c) colapsan en una sola curva que parece acercarse al
comportamiento cuadrático r2 cuando r se vuelve grande (ĺınea punteada), y esto
sorprendentemente concuerda con lo predicho por la expresión MF τMF ∼ r2 lnN
derivado en [26]. Sin embargo, este aumento logaŕıtmico de τMF con N en MF es
mucho más lento que el aumento no lineal τ ∼ N1.64 obtenido en redes cuadradas.
Como consecuencia, el consenso en MF es mucho más rápido que en lattices.
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Figura 2.5: (a) Probabilidad de supervivencia S en función del tiempo en escala
lineal-logaŕıtmica, para r = 1/3 y tamaños del sistema N = 3600, 6400 y 10000
(de abajo hacia arriba). El rápido decaimiento inicial de S describe el coarsening
de los dominios, que tiene un tiempo de vida medio proporcional a N [panel (b)].
La larga cola exponencial de S decae con una constante de tiempo proporcional a
N1.71, asociada con la vida media de las realizaciones de tipo 2 [panel (c)].

Los largos tiempos de consenso en redes cuadradas para valores grandes de
r son consecuencia de los estados metaestables que caracterizan las realizaciones
de tipo 2 discutidas en la sección 2.2, y que conducen al exponente no trivial de
1.64. De hecho, el valor de τ obtenido en simulaciones es la combinación de los
dos tipos de realizaciones que tienen escalas de tiempo muy diferentes. Las reali-
zaciones de tipo 1, donde se alcanza el consenso rápido mediante la formación de
dominios y las realizaciones de tipo 2 en las que se llega al consenso mediante la
difusión de las dos interfases definidas por bandas. Para distinguir entre realizacio-
nes de tipo 1 y tipo 2, seguimos el método desarrollado en [64,72] y estudiamos la
distribución de los tiempos de consenso P (t), donde este tiempo se calcula como
τ =

s∞
0 t P (t) dt. Esto es equivalente a estudiar la probabilidad de supervivencia

S(t) de realizaciones individuales definida como la probabilidad de que una reali-
zación no llegue al consenso hasta un tiempo t, que está relacionado con P (t) por
la expresión S(t) = 1 −

s t
0 P (t) dt. La ventaja de calcular S en lugar de P es que

S tiene menos fluctuaciones asociadas al número finito de realizaciones. La figura
2.5 (a) muestra S en función del tiempo para r = 1/3 y tres tamaños de sistema.
De acuerdo con los resultados en modelos relacionados [64,72], las curvas se carac-
terizan por dos escalas de tiempo: una escala de tiempo breve consistente con una
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Figura 2.6: Tiempos medios de consenso τ , τ1 y τ2 en función del tamaño del
sistema N en escala doble logaŕıtmica para r = 1/3. τ es el promedio sobre todas
las 104 realizaciones, mientras que τ1 y τ2 corresponden a los valores promedios
sobre las realizaciones de tipo 1 y tipo 2, respectivamente. Las ĺıneas sólidas tienen
pendientes 1.71, 1.64 y 1.0 (de arriba hacia abajo). Gráfico interno: estimación del
tiempo medio de consenso como la combinación lineal 0.66 τ1 + 0.34 τ2 (diamantes)
comparados con τ (ćırculos) para ambos tipos de realizaciones.

decaimiento rápido al consenso, y una escala de tiempo mucho más larga asociada
con un decaimiento exponencial asintótico (la cola). El decaimiento rápido inicial
de S corresponde al consenso inducido por la formación de dominios observado en
las realizaciones de tipo 1, mientras que la cola exponencial describe los tiempos
de consenso de las realizaciones que quedan atrapadas en un estado metaestable
de banda (de tipo 2). El tiempo t∗ al que comienza la cáıda exponencial fue to-
mado como referencia para asignar un tipo a una realización dada. Realizaciones
que alcanzaron el consenso antes (después) de t∗ se consideraron de tipo 1 (tipo 2).
Usando este criterio, calculamos el tiempo para llegar a un consenso en cada tipo
de realización.

En la Fig. 2.6 mostramos que el tiempo medio de consenso tiene una escala que
va como τ1 ∼ N en las realizaciones de tipo 1, mientras que para las realizaciones
de tipo 2 la escala es τ2 ∼ N1.71. El colapso de los datos en los paneles (b) y
(c) de la figura 2.5 muestra que τ1 puede considerarse como la escala de tiempo
caracteŕıstica asociada al rápido decaimiento inicial de S, y que τ2 es proporcional
a la constante de tiempo del decaimiento exponencial. También hemos calculado la
probabilidad de que una realización llegue al estado metaestable como la fracción de
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realizaciones de tipo 2 sobre 103 realizaciones independientes, que dieron un valor
medio aproximado 0.34 en un rango de tamaños de sistema 400 ≤ N ≤ 10000, con
una disminución muy lenta a medida que N aumenta. La estimación indirecta del
tiempo medio de consenso como la combinación de los dos tipos de realizaciones
puede escribirse

τ Ä 0.66 τ1 + 0.34 τ2 (2.4)

y se muestra en el gráfico interno de la Fig. 2.6 (diamantes sólidos), donde observa-
mos la coincidencia con el valor de τ calculado realizando un promedio sobre todas
las realizaciones (ćırculos vaćıos). Por lo tanto, el escaleo aproximado τ ∼ N1.64

observado en simulaciones puede ser explicado como el resultado de la combinación
lineal de los comportamientos de ley de potencia τ1 ∼ N y τ2 ∼ N1.71. Como τ2

se vuelve mucho más grande que τ1 a medida que N aumenta por un factor de 10
(100) para N = 400 (104), esperamos que el exponente efectivo 1.64 para τ pueda
aproximarse al exponente de τ2 cuando N aumente. En la próxima sección se pro-
porcionará una explicación más detallada para la aparición de este exponente no
trivial 1.71 estudiando la dinámica de las interfases en forma de bandas.

2.4. Dinámica de las bandas hacia el consenso

En la sección previa 2.3 mostramos que el tiempo medio de consenso para
r = 1/3 escalea como τ ∼ N1.64 con el tamaño del sistema N . Como se discutió
anteriormente, este escaleo se debe principalmente a la existencia de estados me-
taestables que sobreviven durante mucho tiempo, en los que el sistema muestra
una especie de patrones banda. Es importante mencionar que leyes de escala muy
similares para el tiempo de consenso con el tamaño del sistema, τ ∼ N ν , ya se co-
noćıan dentro de la literatura, espećıficamente en trabajos relacionados sobre redes
bidimensionales [64, 65, 72]. Por ejemplo, en el Modelo de la Regla de la Mayoŕıa
(MR por sus siglas en inglés) introducido en [72], los autores encontraron un valor
de ν = 1.7, mientras que en el modelo bilingüe estudiado en [64] este exponente
tiene un valor de ν = 1.8, y también se observó un exponente similar en el VM con
grados de confianza investigado en [65], cuyo valor exacto no fue reportado. Lo que
todos estos modelos tienen en común con el modelo M en una red bidimensional
es la existencia de estados banda con una probabilidad cercana a 1/3 cuando el
sistema comienza desde condiciones iniciales aleatorias, y un estado de consenso
final que es absorbente. A pesar de que estos modelos difieren en el número de
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estados de opinión (2 estados en el modelo MR, 3 estados en el modelo bilingüe, 4
estados en el VM con grados de confianza, y 4 o más estados en el modelo M), sus
reglas microscópicas inducen una dinámica de coarsening impulsada por la tensión
superficial, que puede conducir a la formación de bandas horizontales, verticales
o diagonales en redes cuadradas, como se conoce que ocurre en sistemas simila-
res a Ising [73]. Por lo tanto, parece que la dinámica de bandas es el mecanismo
fundamental que determina los tiempos de consenso en modelos donde se emplean
estas redes cuadradas con coarsening por tensión superficial y estados de consenso
absorbentes con el escaleo τ ∼ N ν (con 1.64 ≤ ν ≤ 1.8) reportado en los trabajos
mencionados anteriormente. Por lo que sabemos, todav́ıa no hay una explicación
satisfactoria del comportamiento de τ con N . Algunos intentos de obtener el ex-
ponente ν fueron desarrollados en [72] y [65], quienes llegaron al valor aproximado
ν = 1.5 que está lejos del exponente obtenido a partir de simulaciones numéricas
de los respectivos modelos, ν = 1.7 y ν = 1.8.

En esta sección, proponemos un enfoque que da una idea de la dinámica de
bandas hacia el consenso observada en el sistema y proporciona un valor de ν

que concuerda con las simulaciones. La Ec. (2.4) muestra que el tiempo medio de
consenso tiene una contribución lineal (τ1 ∼ N) que corresponde a realizaciones
de corta duración (tipo 1) y un término no lineal (τ2 ∼ N1.71) correspondiente a
las realizaciones de larga duración (tipo 2). Dado que τ1 es mucho más pequeño
que τ2 para el rango explorado de N (ver Fig. 2.6), podemos suponer que τ está
principalmente determinado por las realizaciones de larga duración que caen en un
estado de banda (realizaciones de tipo 2). La evolución de una realización t́ıpica de
tipo 2 consiste en dos diferentes etapas, como podemos ver en la evolución de ρ en la
Fig. 2.3 (b). La etapa inicial se caracteriza por la dinámica de coarsening donde ρ
exhibe un decaimiento de ley de potencia hasta un tiempo t Ä 104. Luego, el sistema
cae en un estado metaestable de bandas donde ρ se mantiene casi constante hasta
que se llega al consenso a tiempo t Ä 2× 106. Por lo tanto, vemos que el tiempo de
consenso es controlado en gran medida por la duración de esta etapa de bandas, ya
que es mucho más larga que la etapa inicial de formación de dominios (coarsening).

Para estudiar la dinámica de las bandas partimos de una condición inicial
que consist́ıa en dos franjas verticales de ancho L/2 cada una, como vemos en la
Fig. 2.7 (a-I). La Fig. 2.7 (a) muestra una evolución t́ıpica de las bandas en una
sola realización, donde combinamos ambas opiniones de una misma orientación en
un solo color para representar más claramente las interfases (−1 y −2 en azul,
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Figura 2.7: (a) Imágenes espaciales del sistema de red bidimensional 100 × 100
en cuatro instantes diferentes de tiempo, mostrando la evolución de las bandas
de misma opinión/orientación en una realización (opiniones negativas −1 y −2
en azul y opiniones positivas 1 y 2 en rojo). Las ĺıneas sólidas verticales denotan
la posición de las interfases. (b) Comparación del tiempo medio de consenso para
realizaciones de tipo 2 (bandas) que inician con condiciones aleatorias τ2 (triángulos
hacia la izquierda), con el tiempo medio de consenso τs (triángulos hacia arriba)
y el tiempo medio de ruptura de la interfase τb (cuadrados) cuya condición inicial
se realiza desde una configuración de bandas mostradas en la Fig. I del panel (a).
Tambien se compara el tiempo medio de consenso τ (ćırculos) con la estimación
0.34 τb (diamantes). La ĺınea sólida corresponde a la aproximación anaĺıtica de la
Ec. (2.11).

1 y 2 en rojo). Las interfases que separan las bandas difunden libremente en la
dirección perpendicular a las mismas [Fig. 2.7 (a-II)] hasta que se encuentran y se
aniquilan, separándose en dos dominios [Fig. 2.7 (a-III)]. Luego, durante la última
etapa, éstos dominios se reducen rápidamente [Fig. 2.7 (a-IV)] y desaparecen, para
finalmente alcanzar el consenso en el sistema. Como esta última etapa es mucho
más corta que la etapa difusiva, el tiempo medio de consenso a partir de un estado
inicial de banda, llamado τs, puede ser aproximado como el tiempo medio requerido
para que las dos interfases se encuentren y se rompan, a este tiempo lo llamamos
“tiempo medio de ruptura” τb. En la Fig. 2.7 (b) verificamos que τb (cuadrados)
es de hecho muy similar a τs (triángulos hacia arriba). También vemos que τb es
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similar al tiempo medio de consenso τ2 de las realizaciones de tipo 2 comenzando
desde una condición inicial aleatoria (triángulos hacia la izquierda), como sugerimos
anteriormente.

Usando la Ec. (2.4) encontramos que τ puede ser escrito aproximadamente
como

τ Ä 0.34 τb, (2.5)

representado por diamantes en la Fig. 2.7(b).

Basados en este resultado, en la subsección 2.4.1, derivamos una aproximación
anaĺıtica para la dependencia de τb con L usando las propiedades de difusión de las
interfases, y en la subsección 2.4.2 mejoramos esta aproximación incorporando las
propiedades de rugosidad de las mismas.

2.4.1. Estimación de τb considerando dos part́ıculas difusi-
vas

Para estudiar con más detalle la dinámica de las interfases, empezaremos de-
finiendo la posición xi(t) de la interfase i (i = 1, 2) para un dado tiempo t como
el valor medio de todas las posiciones de la misma xi,y(t) a cierta altura y [ver
Fig. 2.8(a)]

xi(t) = 1
L

LØ
y=1

xi,y(t). (2.6)

Entonces, podemos interpretar x1 y x2 como las posiciones respectivas de dos
part́ıculas puntuales independientes que difunden en un intervalo [1, L] con con-
diciones de contorno periódicas, y que se aniquilan cuando se encuentran. Esta
equivalencia fue propuesta por Chen y Redner en el modelo MR [72], y también
fue usada más tarde por Volovik y Redner en el VM con grados de confianza [65].
Verificamos que la part́ıcula 1 (y también la part́ıcula 2) se mueve de forma difusi-
va midiendo la evolución temporal de la varianza de x1, σ2(t) = éx2

1ê(t)− éx1ê2(t),
donde los promedios se hicieron sobre 104 realizaciones independientes. Encontra-
mos que σ2(t) aumenta linealmente con el tiempo para varios tamaños de L y que
el coeficiente de difusión DL, calculado a partir de la relación σ2(t) = 2DL t de un
proceso difusivo, decae como 1/L (no mostrado). De hecho, observamos que todas
las curvas colapsan cuando el eje y es reescalado por L, obteniendo la relación
aproximada

DL Ä
d

L
, (2.7)
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Figura 2.8: Ilustración del mapeo de la dinámica de la interfase partiendo de la
condición de bandas para el problema de las dos part́ıculas puntuales difusivas en
el intervalo [1, L] con condiciones periódicas de contorno. a) Las ĺıneas verticales
indican las posiciones x1 y x2 de las interfases, denotadas por ćırculos (part́ıculas)
en el panel b). b) El sistema es replicado en todo el espacio 1D, donde las part́ıculas
difunden libremente sin restricciones en los bordes. c) Part́ıcula puntual equivalente
con posición x = x2 − x1 que difunde en el intervalo [0, L] con ĺımites absorbentes
en los extremos. El coeficiente de difusión 2DL es el doble que el de las part́ıculas
en el panel a).

con d = 0.04. Una estimación de esta relación de escaleo se desarrolló en [65, 72]
suponiendo que cada punto en la interfase xi,y se comporta como un caminante
aleatorio independiente [74,75] que salta un sitio a la derecha o a la izquierda con
igual probabilidad, entonces,

√
DL debe ser proporcional al desplazamiento medio

de la posición de la interfase x1 en un intervalo de tiempo ∆t = 1, que escalea con
el número de caminantes L como

√
L/L = L−1/2, por lo tanto DL ∼ 1/L.

Ahora podemos aproximar el tiempo medio de ruptura de la interfase τb como
el tiempo medio en que las part́ıculas tardan en encontrarse en el intervalo [1, L],
cuando sus posiciones iniciales están a una distancia L/2. Dada la naturaleza pe-
riódica de los bordes en este intervalo, resulta útil considerar un sistema equivalente
que se obtiene al replicar el intervalo y las part́ıculas en el espacio unidimensional
(1D) [ver Fig. 2.8 (b)], donde estas puedan difundir libremente en todo el espacio
de 1D sin restricciones de borde. En este sistema replicado, la part́ıcula 1 se mueve
siempre entre la part́ıcula 2-izquierda y la part́ıcula 2 (x2−L ≤ x1 ≤ x2) hasta que
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se aniquile con una de estas dos part́ıculas (x1 = x2 − L ó x1 = x2). Por lo tanto,
la diferencia x ≡ x2 − x1 se puede ver como la posición de una part́ıcula equiva-
lente que difunde en el intervalo [0, L] con condiciones de contorno absorbentes en
x = 0 y x = L [ver Fig. 2.8 (c)]. Entonces, el problema se reduce al escape de una
part́ıcula con difusión 2DL (dos veces la de las part́ıculas 1 y 2) en el intervalo [0, L]
a partir de una posición x = L/2, cuya expresión exacta para el tiempo medio de
salida es L2/16DL (ver, por ejemplo [25]). Después de reemplazar la expresión de
la Ec. (2.7) por DL obtenemos

τ I
b = L3

16 d, (2.8)

donde el supeŕındice I en τ I
b es usado para indicar una aproximación de primer

orden (vea la siguiente subsección para aproximaciones de orden superior). En la
Fig. 2.9 comparamos la expresión de la Ec. (2.8) para τ I

b (ĺınea punteada) con el
valor de τb obtenido en simulaciones numéricas (ćırculos). Aunque vemos que τ I

b

es una aproximación razonable para τb, se sobreestima este tiempo para todos los
valores simulados de L. Sin embargo, mostraremos que τ I

b se acerca asintóticamente
a τb en el ĺımite L→∞. Esta observación ya fue reportada en [65,72] junto con el
escaleo aproximado τ ∼ L3 = N3/2.
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Figura 2.9: Tiempo medio de ruptura de la interfase vs lado de la red L mostrado
en escala log-log con una condición inicial de bandas (Fig. 2.7(a-I)). Se compa-
ran los resultados de simulación (τb, ćırculos llenos) con las siguientes expresiones
aproximadas: τ I

b (ĺınea punteada) Ec. (2.8), τ II
b (cuadrados vaćıos) Ec. (2.9) y τ III

b

(ĺınea sólida) Ec. (2.10). Gráfico interno: Los ćırculos corresponden a la pendiente
de la curva τb vs L en escala doble logaŕıtmica, calculada con los datos de la Figura
principal, mientras que la ĺınea sólida es la aproximación anaĺıtica Ec. (2.14).
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2.4.2. Estimación de τb considerando dos barras difusivas

El tiempo medio de ruptura τ I
b se puede considerar como una primera aproxi-

mación para τb, donde se supone que las interfases de las bandas se rompen cuando
sus posiciones sean exactamente iguales (x1 = x2). Sin embargo, esta aproximación
no toma en cuenta la rugosidad de cada interfase, que, como veremos, juega un
papel importante en la dinámica de ruptura. En una aproximación más refinada
que tenga en cuenta el ancho de las interfases se debe considerar que, en una rea-
lización dada, las interfases se rompen cuando están ubicadas a alguna distancia
∆xb = |xb

2−xb
1| > 0 [ver Fig. 2.10 (a)], donde xb

1 y xb
2 son las respectivas posiciones

de las interfases en el momento de la ruptura. La idea detrás de este argumento
es que la ruptura ocurre cuando las interfases se tocan por primera vez en algún
punto y que depende de la rugosidad espećıfica de las mismas en ese momento,
como vemos en la Fig. 2.10 (a). Por lo tanto, cada interfase se puede describir
mejor mediante una part́ıcula difusiva con forma de barra ŕıgida de longitud ∆xb

que representa el ancho de las interfases en el momento de la ruptura [ver Fig. 2.10
(b)]. Estas dos barras difunden hasta que colisionan y se aniquilan en una de las dos
formas posibles que se muestran en los paneles b) y c) de la figura 2.10. En el sis-
tema replicado, el centro de la barra 1 se mueve entre las posiciones x1 = x2−∆xb

[panel b)] y x1 = x2 − L+ ∆xb [panel c)], y por lo tanto, la diferencia x = x2 − x1

entre los centros de las barras describe la posición de una part́ıcula puntual que se
mueve en el intervalo [∆xb, L−∆xb] de longitud reducida L− 2∆xb [paneles (d) y
(e)].

Si tomamos el valor promedio de ∆xb sobre muchas realizaciones de la dinámi-
ca, é∆xbê, como la distancia efectiva entre las interfases cuando se tocan por pri-
mera vez, el problema se puede reducir al escape de una part́ıcula en un intervalo
de “longitud efectiva” L = L − 2é∆xbê. Entonces, el tiempo medio de escape será
L

2
/16DL o, reemplazando la expresión anterior para L y la Ec. (2.7) para DL nos

queda

τ II
b =

1
1− 2 é∆xbêL−1

22
L3

16 d . (2.9)

La Ec. (2.9) representa una segunda aproximación que incorpora la distancia pro-
medio entre las interfases cuando se encuentran. Para probarla (Ec. (2.9)) ejecu-
tamos simulaciones y medimos la distancia promedio de la interfase é∆xbê para
varios valores de L [cuadrados en la Fig. 2.11 (a)]. El momento en el que se rompe
la interfase para una realización determinada se tomó como el tiempo para el cual
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Figura 2.10: a) Las interfases entre las bandas se rompen cuando están a una
distancia ∆xb y se tocan en un punto y por primera vez. b) y c) Las interfases
se mapean a barras replicadas en el espacio 1D que se aniquilan cuando chocan.
d) y e) Part́ıcula puntual equivalente con posición x = x2 − x1 que difunde en el
intervalo [∆xb, L−∆xb] con ĺımites absorbentes en los extremos.

todos los sitios de al menos una fila de la red tienen estado 2 ó −2 por primera vez.
Los cuadrados vaćıos en la Fig. 2.9 representan la estimación τ II

b de τb obtenida al
insertar el valor numérico de é∆xbê en la Ec. (2.9), lo cual coincide bastante bien
con los resultados de la simulación (ćırculos llenos) para L ≥ 15. Esto muestra
que la rugosidad de la interfase juega un papel muy importante en la dinámica
de ruptura, produciendo grandes desviaciones de τb en la ley de escala L3 (ĺınea
punteada en Fig. 2.9) cuando L disminuye. Estas desviaciones, que se vuelven más
visibles para valores pequeños de L, son capturadas bastante bien por el prefactor1
1− 2 é∆xbê/L

22
de τ II

b en la Ec. (2.9). Vemos en la Fig. 2.11 (a) que é∆xbê crece
con L como L0.525 (ĺınea continua), y por lo tanto la proporción é∆xbê/L desapa-
rece a medida que L aumenta, lo que lleva a la expresión de la Ec. (2.8) para τ I

b,
confirmando la hipótesis de que la Ec. (2.8) es correcta en el ĺımite L→∞. Como
se muestra en el apéndice A, el exponente 0.525 está relacionado con el exponente
de rugosidad α Ä 0.5 asociado al valor de saturación del ancho de las interfa-
ses. Una conclusión interesante de la Ec. (2.9) es que una ley de potencia pura
τ II

b ∼ L2ν = N ν nunca se obtiene para un valor finito de L. En cambio, el factor de
corrección

1
1− 2 é∆xbê/L

22
introduce una curvatura descendente en la curva τ II

b vs
L en una escala doble logaŕıtmica, que disminuye con L y se vuelve muy pequeña
para L & 40 (ver Fig. 2.9). Como resultado, los datos pueden ser bien ajustados
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por una función de ley de potencia de N con un exponente efectivo ν > 1.5, como
los que se muestran en la Fig. 2.6 para τ y τ2.
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Figura 2.11: a) Distancia promedio entre interfases cuando éstas se rompen é∆xbê
(cuadrados) y desviación máxima promedio de la interfase 2édmaxê (diamantes)
como función de L. La ĺınea sólida representa el mejor ajuste de ley de potencia
L0.525 para é∆xbê. (b) Crecimiento del ancho de la interfase promedio éW ê con el
tiempo. El ancho y el tiempo son reescalados por L0.5 y L2, respectivamente, para
obtener el colapso de la data para los valores de L indicados en la leyenda. La ĺınea
punteada indica el crecimiento inicial tipo ley de potencia t0.25.

Al sustituir la aproximación de ley de potencia é∆xbê Ä L0.525 en la Ec. (2.9)
obtenemos la siguiente expresión aproximada para el tiempo medio de ruptura:

τ III
b = (1− 2L−0.475)2

L3

16 d . (2.10)

Como podemos ver en la Fig. 2.9, la Ec. (2.10) representada por la ĺınea sólida,
ajusta muy bien con los datos numéricos (ćırculos llenos) para L & 15. Finalmente,
usando la Ec. (2.5) llegamos la expresión

τ Ä 0.34 (1− 2N−0.2375)2
N1.5

16 d . (2.11)

para el tiempo medio de consenso. La Ec. (2.11) está representada por la ĺınea sólida
en la Fig. 2.7(b). Vemos que, aunque hay algunas discrepancias con los resultados
numéricos (ćırculos), la Ec. (2.11) captura bastante bien el comportamiento de τ
con el tamaño del sistema N para casi la totalidad del rango de valores.

Ahora podemos explorar la forma funcional aproximada de τb dada por la
Ec. (2.10) para analizar la escala de τb para un amplio rango de L. El factor L−0.475
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introduce una curvatura hacia abajo en τ III
b –cuando se grafica en escala log-log– que

desaparece cuando L aumenta. Por lo tanto, podemos aproximarnos a la forma de
τ III

b alrededor de un valor dado L0 como una ley de potencias de L (ver el apéndice
B para detalles de cálculo)

τ III
b (L,L0) Ä A(L0)Lα(L0), (2.12)

donde

A(L0) = 1
16 d

1
1− 2L−0.475

0

22
L

1.9

(2−L0.475
0 )

0 y (2.13)

α(L0) = 3 + 1.9
(L0.475

0 − 2) . (2.14)

Podemos verificar que en el ĺımite termodinámico L0 →∞ el exponente α(L0)
se aproxima al valor 3.0, como se sugirió anteriormente, mientras que A(L0) se
acerca a 1/(16 d), recuperando la aproximación τ I

b Ä L3/(16 d) de la Ec. (2.8). El
exponente α(L0) de la Ec. (2.14), que mide la pendiente de la curva log[τ III

b (L)]
vs log(L) en algún punto log(L0), es trazado por una ĺınea continua en la Fig.
interna de la Fig. (2.9) y comparado con el valor numérico (ćırculos llenos) obtenido
calculando la pendiente local de los puntos de τb en la Fig. principal. Podemos
ver que la pendiente disminuye muy lentamente con L0, y por lo tanto para los
valores de L medidos en las simulaciones α permanece casi constante y puede ser
aproximada por una ley de potencia pura. Entonces podemos usar la Ec. (2.14)
para aproximar el tiempo medio de ruptura como τb ∼ Lα = Nα/2 en el rango de
tamaños de sistema utilizados en las simulaciones, y comparar α con los exponentes
numéricos obtenidos de la Fig. 2.6 por ajuste de los datos numéricos con una ley
de potencia. Por ejemplo, la pendiente en N = 2000 (L Ä 45) de la Ec. (2.14) es
α/2 Ä 1.73, lo que coincide bastante bien con la pendiente numérica 1.71 para τ2 en
el rango 4× 102 ≤ N ≤ 104. El valor teórico α/2 también es una aproximación del
exponente numérico 1.64 obtenido de los datos de τ vsN (solo 5.5 % menos), aunque
esperamos que esta aproximación mejore para valores mayores de N . Finalmente,
también notamos que se vuelve muy dif́ıcil alcanzar una pendiente cercana a 1.5
en simulaciones del modelo, debido a la disminución muy lenta de α con L0. Por
ejemplo, para lograr una pendiente menor a 1.545 (menos de 3 % de diferencia con
1.5), la Ec. (2.14) predice que necesitaŕıamos ejecutar simulaciones en sistemas con
valores de L & 750, cuyos tiempos de consenso son del orden de τ ∼ 109 (Ec. 2.10),
que es casi imposible de lograr en tiempos de cálculo razonables.
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2.5. Discusiones finales

En este caṕıtulo, estudiamos un modelo basado en agentes que interactúan en
una red bidimensional que explora la competencia entre la persuasión y el compro-
miso en la formación de opiniones. Descubrimos que las interacciones a primeros
vecinos entre los agentes inducen a una dinámica de coarsening muy interesante
que desempeña un papel fundamental en la evolución del sistema y la aproxima-
ción hacia el consenso. Las propiedades de coarsening dependen fuertemente de la
frecuencia relativa entre los eventos de persuasión y compromiso, medida por la
relación r = p/q entre las probabilidades de interacción de persuasión y compro-
miso. Cuando el proceso de compromiso domina sobre el proceso de persuasión, la
dinámica es similar a la del VM durante un corto tiempo transitorio inicial, en el
que los dominios están formados por agentes moderados y el coarsening no tiene
tensión superficial. Esto está asociado a un estado de opinión centralizado donde
la mayoŕıa de los agentes adoptan valores de opinión moderados. El crecimien-
to del dominio finalmente conduce a un estado donde todos los agentes tienen la
misma orientación de opinión (positiva o negativa). Luego, los agentes moderados
comienzan a convertirse en extremistas y el sistema muestra un comportamiento
exponencial lento hacia el consenso de una opinión extrema, que se logra en un
tiempo que escalea como r−1 lnN con el tamaño de la población N . En el esce-
nario opuesto, donde la persuasión domina sobre el compromiso, el coarsening es
impulsado por la tensión superficial y los agentes moderados se ubican en la inter-
fase entre los dominios formados por los extremistas. Esto corresponde a un estado
de opinión polarizado en el que la población se divide en dos grupos que adop-
tan opiniones extremas y opuestas (positiva y negativa). La aproximación final al
consenso puede ser muy larga si el sistema cae en una configuración metaestable
de bandas, donde las dos interfases que definen una banda difunden hasta que se
encuentran y aniquilan. El tiempo medio de consenso de este tipo de realizaciones
escalea como N1,71. Cuando el promedio se realiza sobre todas las realizaciones,
que incluyen realizaciones de corta duración con un tiempo que escalea como N , el
tiempo medio de consenso general escalea como τ ∼ Nν , con ν = 1, 64.

Se propuso una aproximación para describir el consenso de las configuraciones
de bandas al mapear esta dinámica a un problema de dos barras que difunden libre-
mente en 1D y se aniquilan cuando colisionan por primera vez. Este método tiene
en cuenta el ancho de las interfases-banda, que se vuelve relevante cuando éstas
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se encuentran y se rompen. Una estimación anaĺıtica del tiempo medio de ruptura
usando resultados conocidos en problemas de primer pasaje permitió obtener la ex-
presión aproximada (Ec. (2.10)) para la vida media de las bandas, lo cual coincide
con los resultados de las simulaciones del modelo. Además, la Ec. (2.11) para el
tiempo medio de consenso muestra que el escaleo τ ∼ N ν es una aproximación ob-
tenida ajustando con una ley de potencia los datos numéricos sobre un rango finito
de N , ya que el exponente efectivo ν alrededor de un N dado disminuye y se acerca
al valor 1.5 en el ĺımite termodinámico (N → ∞). Estos resultados muestran que
las desviaciones anaĺıticas del exponente de escala ν = 1.5, obtenidas al suponer
que las interfases se comportan como part́ıculas puntuales, se deben a la rugosidad
de las mismas.

Además, las interacciones en la topoloǵıa espacial de 2D tiene un gran impacto
en el comportamiento del modelo M respecto del caso de MF. La bipolarización
de opinión es mucho más estable en redes bidimensionales que en MF, debido a
la existencia de estados metaestables de larga duración con un patrón espacial de
opiniones que consiste en dos bandas compuestas por ambos tipos de extremistas.
Esta dinámica conduce a tiempos de consenso en redes cuadradas bidimensionales
que son mucho más largos que los obtenidos en una configuración MF. Otra ob-
servación es que la bipolarización se encuentra para p > q en MF, mientras que
en redes cuadradas bidimensionales se encuentra para valores de persuasión mu-
cho más bajos, aproximadamente por p > q/3. Por lo tanto, un pequeño nivel de
homofilia es suficiente para inducir bipolarización en una población que interactúa
en éstas redes. En consecuencia, la topoloǵıa reticular parece intensificar el efecto
de la homofilia y la PAT en la aparición de la bipolarización. Este resultado se
asemeja al obtenido en el modelo de Scheling para la segregación racial [76], donde
una pequeña preferencia por tener vecinos de la misma raza en una red cuadra-
da puede inducir una gran segregación espacial de la población en dominios de la
misma raza.



Caṕıtulo 3

Propagación de Opiniones y Enferme-
dades en Redes Múltiples Interactuantes

La formación de opiniones y la propagación de enfermedades en una población
de individuos son los procesos más estudiados en redes complejas en los últimos años
[1,77]. El comportamiento de cada uno de estos dos procesos ha sido explorado de
manera independiente, y sus propiedades de propagación en diversas topoloǵıas ya
están bien definidas (ver Reviews [1] y [78] en formación de opiniones y propagación
de enfermedades, respectivamente). Sin embargo, se ha prestado poca atención a un
posible caso donde la dinámica de las opiniones interactúa con la de la propagación
de la enfermedad.

De hecho, estas dos dinámicas no están aisladas en sociedades reales, más bien
se relacionan y se afectan mutuamente, ya que ambas ocurren al mismo tiempo y
en la misma población: un individuo puede transmitir una enfermedad a un colega
mientras tiene una conversación e intercambian ideas u opiniones sobre un tema
determinado. Entonces, las siguientes preguntas surgen: ¿Cuál es el impacto de la
dinámica de opiniones sobre la extensión y prevalencia de una epidemia?, ¿Facilita
la propagación de una enfermedad el dominio de una opinión o, por el contrario,
impide el consenso de opiniones?

En un intento por explorar estas preguntas, en este caṕıtulo estudiamos cómo
los procesos de formación de opiniones y propagación de enfermedades se afectan
entre śı, usando dos modelos simples como una aproximación de cada proceso: el
modelo de votante (VM), descrito en la sección 1.3.2 y el proceso de contacto (CP)
descrito en la sección 1.4.1 del caṕıtulo 1.

El VM fue presentado originalmente como el sistema más simple de part́ıculas
interactuantes que pueden resolverse con exactitud en cualquier dimensión [4, 31,
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79], y es uno de los modelos más estudiados para el consenso de opinión. En este
modelo, las personas pueden tomar una de las dos posiciones u opiniones posibles
en un tema dado, y se les permite actualizarlas adoptando la opinión de un vecino
elegido al azar.

El CP, por su parte, ha sido ampliamente estudiado para explorar la propa-
gación de una infección en un sistema de agentes interactuantes [80], donde los
agentes infectados pueden transmitir la infección a vecinos susceptibles en una red
bidimensional [29] o en una red compleja [81], y también pueden recuperarse a un
ritmo determinado. El CP exhibe una transición continua desde una fase sana a
una fase endémica cuando la tasa de infección excede un valor umbral.

Para modelar la interacción entre estas dos dinámicas implementamos una
red compleja multicapa [22,82,83] que consiste en un conjunto de redes complejas
interrelacionadas entre śı, que permite estudiar sistemas compuestos por muchos
procesos interdependientes.

En nuestro sistema, la dinámica de opinión tiene lugar en una red de relaciones
sociales –formada por personas que se influyen entre śı en un tema social–, mientras
que la enfermedad se propaga en una red de contactos f́ısicos –formado por personas
que tienen contactos cara a cara diariamente–. Todos los individuos se encuentran
en ambas redes, pero el patrón de conexiones entre ellos puede ser diferente en cada
capa. La superposición de conexiones se toma como una medida del acoplamiento
entre las dos redes.

El sistema de red bicapa descrito anteriormente puede representar un escena-
rio simple donde la red social respalda un proceso que involucra presión grupal,
como la adopción de nuevos comportamientos u opiniones, mientras que la red de
contacto apoya la propagación de una infección viral contagiosa como la gripe, que
es transmitida por proximidad o contacto directo entre individuos. Las diferentes
conexiones entre individuos pueden corresponder a diferentes tipos de relaciones
entre ellos. Por ejemplo, dos amigos cercanos pueden tener un v́ınculo social y de
contacto, ya que se pueden ver en el trabajo todos los d́ıas y también intercam-
biar ideas sobre un tema poĺıtico. También puede suceder que los individuos están
conectados por un solo tipo de v́ınculo, por ejemplo, dos colegas que tienen una
relación de contacto o de proximidad porque trabajan en el mismo lugar pero nun-
ca hablan de poĺıtica; o dos amigos que nunca se encuentran, pero discuten ideas
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poĺıticas por medios electrónicos (teléfono, Facebook, Twitter, correo electrónico,
entre otros.).

Algunos trabajos relacionados en redes multicapas [48,49,84–88] también han
explorado la interrelación entre dos procesos de difusión de información. Por ejem-
plo, en [48,49] los autores analizaron cómo la toma de conciencia sobre una enferme-
dad, a través de la información que se conozca sobre la misma, afecta la propagación
de la epidemia en una red múltiple, mediante el uso de los modelos UAU (Infor-
mado - Desinformado - Informado) y SIS (Susceptible - Infectado - Susceptible),
en cada capa respectivamente. La interacción entre la formación de opinión y los
procesos de toma de decisiones se estudió en [84] utilizando dos redes interconecta-
das. Otro trabajo consideró dos partidos poĺıticos (dos redes que interactúan) que
compiten por los votos en una elección poĺıtica [85]. En un art́ıculo reciente [86],
los autores estudiaron la dinámica del modelo del votante en redes bicapa con co-
nexiones “coevolutivas”, mientras que en [87] los mismos autores exploraron si es
apropiado reducir la dinámica del modelo de votante de una red múltiple de dos
capas a una sola capa. Un trabajo reciente [89] considera una dinámica de umbral
compleja que compite con una dinámica simple Susceptible-Infectado-Susceptible
en dos redes interconectadas. Todos los trabajos enumerados anteriormente explo-
ran la interacción entre dos procesos sociales o dos procesos epidemiológicos que
son similares. Sin embargo, faltan estudios espećıficos sobre la interacción entre la
opinión y la dinámica de la enfermedad en este tipo de topoloǵıas.

3.1. El Modelo

Consideramos un sistema bicapa compuesto por una capa de contacto y una
capa social de grado medio ékê = µ y N nodos cada una. Estas dos capas están
interconectadas a través de sus nodos, que son los mismos en ambas redes, mientras
que los enlaces que los conectan pueden no ser necesariamente los mismos. Es
decir, ambas capas tienen el mismo número de nodos N y enlaces µN/2, pero la
configuración de las conexiones puede ser diferente en cada capa. La superposición
de enlaces se mide por la fracción q (0 ≤ q ≤ 1) de enlaces compartidos en ambas
redes. En nuestro modelo, los valores extremos q = 0 y q = 1 corresponden a redes
totalmente desacopladas y totalmente acopladas, respectivamente. Para construir
esta topoloǵıa particular, comenzamos conectando los mismos pares de nodos al
azar en ambas redes hasta que el número de enlaces alcance el valor de superposición



64 3.1. El Modelo

q µN/2. Luego, el resto de los enlaces (1− q)µN/2 se colocan aleatoriamente entre
los nodos de cada red por separado, asegurándonos de que el par de nodos elegido
en una red ya no esté conectado en la otra red.

Los enlaces sociales en este sistema conectan a las personas que se influyen mu-
tuamente en un tema determinado, mientras que la infección se transmite a través
de enlaces de contacto. En la Fig. 3.1 ilustramos el sistema bicapa compuesto por
una red social y una red de contacto (capas superior y media), y su representación
como una sola capa con dos tipos de enlaces (capa inferior). Observamos en la
Fig. 3.1 que los nodos i y j están conectados tanto por un enlace social como por
uno de contacto, representando a individuos que tienen una conversación diaria
cara a cara, donde intercambian opiniones y también uno de ellos puede infectar
a su compañero. Los nodos j y k solo están conectados por un enlace social: no
tienen contactos cara a cara pero aún intercambian ideas electrónicamente o por
teléfono. Los nodos i y k solo están conectados por un enlace de contacto: tienen
contactos personales o de proximidad, pero no discuten ni intercambian opiniones
sobre algún problema.

Para imitar la propagación de la opinión y la enfermedad, utilizamos el Modelo
de Votante (VM) y el Proceso de Contacto (CP) en cada capa, respectivamente.
Cada nodo está dotado de un estado de opinión O que puede tomar dos valores
posibles O = +,− (vea la capa superior de la Fig. 3.1), y un estado de enfermedad
D = 0, 1 que representa los estados susceptible e infectado de un individuo, respec-
tivamente (capa media de la Fig. 3.1). Estas dos dinámicas se acoplan a través de
los estados de opinión y enfermedad de los nodos, que se afectan mutuamente al
reducir el flujo de información entre vecinos, como describimos a continuación con
un ejemplo simple.

Consideremos una situación en la que dos personas tienen un contacto f́ısico
y social diario porque se ven en el trabajo y hablan de poĺıtica. Por un lado,
suponemos que cada persona está menos influenciada cuando su compañero está
enfermo, ya que normalmente éste/a se queda en casa o en el hospital, reduciendo
el contacto f́ısico entre ellos. Esto hace que las relaciones sociales (y el intercambio
de opiniones) sean menos probables cuando al menos uno de los dos individuos
está enfermo. Por lo tanto, consideramos que tiene lugar una relación social con
una probabilidad 1.0 si ambos vecinos sociales están sanos, y con una probabilidad
reducida po ≤ 1.0 cuando uno o ambos están enfermos. En caso de que tengan
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Figura 3.1: Diagrama esquemático que muestra una pequeña parte de una red
múltiple de dos capas. La capa superior representa una red social donde se lleva
a cabo la propagación de opiniones, mientras que la capa intermedia describe una
red de contactos f́ısicos en los que se propaga una enfermedad. La capa inferior es
el colapso de ambas capas, mostrando nodos conectados por enlaces sociales (ĺıneas
continuas) y enlaces de contacto (ĺıneas punteadas). Los estados de los nodos son
Susceptible (0) e Infectado (1) en la red de contacto, y siguen la dinámica del
Proceso de Contacto (CP), mientras que los estados + y − en la red social se
actualizan de acuerdo con la dinámica del Modelo del Votante (VM).

un contacto social pero no un contacto f́ısico (no se ven sino que discuten ideas
por medios electrónicos), se supone que el estado de la enfermedad no afecta la
probabilidad de interacciones sociales entre ellos. Por lo tanto, la probabilidad de
interacción social no se reduce por la enfermedad y, por simplicidad, se establece
en 1.0 como en el caso de los vecinos sanos.

Por otro lado, consideramos que los contactos f́ısicos (y por lo tanto las infec-
ciones) entre dos vecinos sociales y de contacto tienen más probabilidades de ocurrir
cuando comparten la misma opinión. Esto es una consecuencia de un mecanismo
sociológico llamado Homofilia [56,90,91], es decir, la tendencia de los individuos a
interactuar con otros similares. Los efectos de la homofilia en la propagación de los
atributos culturales en una sociedad fueron estudiados por Robert Alxerod usando
un modelo basado en agentes [90], en el que la probabilidad de que dos agentes
vecinos interactúen es proporcional a su similitud cultural (el número de atribu-
tos compartidos). Siguiendo esta idea, asumimos que la probabilidad de contacto



66 3.1. El Modelo

entre vecinos que tienen la misma opinión es mayor que cuando tienen opiniones
diferentes. Por lo tanto, establecemos en 1.0 la probabilidad de contacto de vecinos
de la misma opinión y denotamos por pd ≤ 1.0 la probabilidad de contacto entre
vecinos de opinión opuesta. Una vez que tienen un contacto f́ısico, la infección se
transmite con probabilidad β, lo que genera probabilidades de infección efectiva β
y β pd ≤ β en cada caso.

En una situación donde hay un contacto f́ısico pero no una conexión social
entre dos vecinos (se ven pero no hablan de poĺıtica), no se espera que las opinio-
nes afecten (ni aumenten ni disminuyan) la probabilidad de contacto. Por lo tanto,
esto puede considerarse como una situación intermedia respecto a los dos casos
mencionados anteriormente, donde la probabilidad de contacto debeŕıa ser menor
de 1.0 pero mayor que pd, lo que daŕıa lugar a una probabilidad de infección entre
β y β pd. Sin embargo, para simplificar, suponemos que la probabilidad de contacto
en ausencia de una relación social es la misma que en las relaciones homófilas (1.0)
y, por lo tanto, la probabilidad de infección toma el valor β. Esta aproximación
y la mencionada anteriormente para la probabilidad de interacción social tienen
la ventaja de reducir el número de parámetros libres, lo que permite un análisis
más profundo del modelo que ya exhibe un comportamiento muy rico como vere-
mos. Ahora definimos la dinámica del modelo de acuerdo con las propiedades de
interacción discutidas anteriormente. En un paso de tiempo ∆t = 1/N se intentan
actualizar la opinión y la enfermedad en cada red, como se describe a continuación
(Fig. 3.2).

Actualización de opinión [Fig. 3.2 (a)]: Un nodo i con estado de opinión Oi y
uno de sus vecinos j con opinión Oj son elegidos al azar en la red social. Si Oi = Oj

no pasa nada. Si Oi Ó= Oj, i copia la opinión de j (Oi → Oi = Oj) con probabilidad
po si hay un enlace de contacto entre i y j, y al menos uno de los dos nodos está
infectado (Di = 1 ó Dj = 1). De lo contrario, es decir, si no hay un enlace de
contacto o Di = Dj = 0, entonces i copia la opinión de j con probabilidad 1.0.

Actualización de enfermedad [Fig. 3.2 (b)]: Un nodo i con estado de enferme-
dad Di se elige al azar en la red de contacto. Si Di = 0 no pasa nada. Si Di = 1,
entonces i se recupera con probabilidad 1−β o, con la probabilidad complementa-
ria β este nodo (i) intentará infectar a un vecino elegido al azar j, siempre que este
esté en el estado susceptible (Dj = 0). La infección ocurre (Dj = 0→ Dj = 1) con
probabilidad pd si hay un enlace social entre i y j, y Oi Ó= Oj . De lo contrario, es
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Figura 3.2: Actualización de las reglas del modelo en el sistema acoplado opinión-
enfermedad. (a) Actualización de opinión: El nodo i adopta la opinión de su vecino j
con probabilidad 1.0 cuando están conectados solo por un enlace social (ĺınea conti-
nua). Cuando también están conectados por un enlace de contacto (ĺınea punteada),
la adopción ocurre con una probabilidad 1.0 si ambos nodos son susceptibles, y con
probabilidad po ≤1.0 si al menos un nodo está infectado. (b) Actualización de la
enfermedad: Un nodo infectado i se recupera con probabilidad 1−β o transmite la
enfermedad a un vecino susceptible j con probabilidad β cuando ambos nodos solo
están conectados por un enlace de contacto, o cuando están conectados por ambos
tipos de enlaces y comparten la misma opinión. En caso de que tengan opiniones
opuestas la transmisión ocurre con probabilidad β pd ≤ β.

decir, si no hay un enlace social ó Oi = Oj, el nodo j se infectará con probabilidad
1.0.

En otras palabras, los individuos en la capa social adoptan la opinión de sus
vecinos con probabilidad 1.0 excepto cuando están conectados por un enlace de
contacto y uno de ellos está infectado, donde en este caso la opinión es adoptada
con una probabilidad reducida po ≤ 1 (Fig. 3.2 (a)). La dinámica del CP ocurre en
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la capa de enfermedad con una probabilidad de infección β entre dos vecinos, y se
reduce a β pd ≤ β solo en el caso de que estén conectados por un enlace social y
compartan diferentes opiniones (Fig. 3.2 (b)).

3.2. Resultados Numéricos

El CP y el VM son dos de los procesos dinámicos más estudiados [79]. Una
caracteŕıstica relevante del CP es la existencia de una transición de una fase sana
a una fase endémica cuando la probabilidad de infección supera un valor umbral
βc como se mencionó en la sección 1.4.1. La fase sana es estática, ya que todos
los nodos son susceptibles y los eventos de infección no pueden ocurrir. La fase
endémica es activa, donde cada nodo se somete a un ciclo infectado-susceptible-
infectado y la cantidad total de nodos infectados fluctúa alrededor de un valor
estacionario. La transición sana-endémica es continua, y el valor cŕıtico βc depende
de las propiedades topológicas de la red [81]. Por su parte, el VM se ha utilizado
ampliamente para explorar el consenso de opinión sobre diferentes topoloǵıas de
red [6,92–96]. Se encontró que las propiedades de difusión de las opiniones dependen
de la heterogeneidad de la red. Esto se refleja en el tiempo medio de consenso, que
es proporcional a la relación µ2/µ2 [6, 96], donde µ y µ2 son el primer y segundo
momento de la distribución de grado de la red.

El comportamiento descrito anteriormente es particular de cada modelo en
redes aisladas. Para explorar cómo las propiedades de estos dos procesos se ven
afectadas cuando se acoplan a través de una red múltiple, se ejecutaron simulaciones
de Monte Carlo (MC) del modelo descrito en la sección 3.1, utilizando dos redes
Erdös Rényi (ER) de grado medio ékê = µ = 10 cada una. Inicialmente, cada
nodo en el sistema está infectado con probabilidad 1/2, y adopta cualquiera de
los estados de opinión + o − con la misma probabilidad 1/2. Es decir, el sistema
comienza desde una condición inicial simétrica con aproximadamente 1/4 de nodos
en cada uno de los cuatro posibles estados de opinión-infección:

è
+
0

é
,
è

+
1

é
,
è

−
0

é
yè

−
1

é
.

En las siguientes dos subsecciones estudiamos por separado los efectos de una
dinámica sobre la otra.
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3.2.1. Efectos de la formación de opiniones sobre la preva-
lencia de la enfermedad

Comenzamos el análisis del modelo describiendo los resultados relacionados
con los efectos de la formación de opiniones sobre las propiedades de la propaga-
ción de la enfermedad. En la Fig. 3.3 mostramos la fracción estacionaria de no-
dos infectados promediada sobre 104 realizaciones independientes de la dinámica,
éρstat

1 ê, como función de la probabilidad de infección β. Para este primer conjunto
de simulaciones usamos po = pd = 0, que corresponde al escenario extremo donde
las opiniones no pueden transmitirse a través de los vecinos de contacto (nodos
conectados por un enlace de contacto) que están infectados, y las infecciones no
están permitidas entre vecinos sociales (nodos conectados por un enlace social) con
diferentes opiniones. Las diferentes curvas corresponden a diferentes valores del
parámetro de acoplamiento q y el tamaño de red N , como se indica en la leyenda.
Observamos que, para q = 0.4 (diamantes) y q =0.7 (triángulos), éρstat

1 ê decrece
suavemente con β hasta un punto βc

q que depende de q, donde de repente decae a
un valor cercano a cero. La disminución repentina en éρstat

1 ê se vuelve más abrupta
a medida que N aumenta, lo que lleva a un cambio discontinuo de éρstat

1 ê con βc
q

en el ĺımite termodinámico (N → ∞). Este comportamiento es una reminiscen-
cia de una transición discontinua. También vemos que el salto en éρstat

1 ê disminuye
con q y desaparece para el caso desacoplado q = 0, donde la transición se vuelve
continua, de acuerdo con el comportamiento conocido del CP en redes aisladas. El
punto cŕıtico βc

0 Ä 0.53 para q = 0 coincide muy bien con el encontrado en trabajos
numéricos y anaĺıticos anteriores [81].

Estos resultados muestran que la dinámica de opiniones tiene un profundo
efecto sobre las propiedades estad́ısticas de la propagación de la enfermedad, cam-
biando el tipo de transición de fase en el CP de una transición continua en ausencia
de acoplamiento (cuando las dos dinámicas son independientes) a una transición
discontinua cuando la dinámica está acoplada.

Con el fin de lograr una comprensión más profunda de la naturaleza de esta
transición, estudiamos la evolución temporal de la fracción de nodos infectados ρ1(t)
para el caso q =0.4 , donde el punto de transición es βc

0.4 Ä 0.58 (ver Fig. 3.3).
Las ĺıneas continuas en la Fig. 3.4 corresponden a los resultados para redes de
tamaño N = 104. Como podemos ver, para β > βc

0.4 Ä 0.58 el valor promedio de
ρ1(t) sobre 104 realizaciones, éρ1(t)ê, vaŕıa no-monotónicamente con el tiempo y se
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Figura 3.3: Fracción estacionaria promedio de los nodos infectados éρstat
1 ê vs la

probabilidad de infección β en dos redes ER acopladas de grado medio µ = 10
y N nodos cada una, para po = pd = 0 y parámetros de acoplamiento q = 0
(ćırculos), q = 0.4 (diamantes) y q = 0.7 (triángulos). Los diferentes rellenos de
los śımbolos corresponden a tres tamaños diferentes del sistema N = 103, 3× 103 y
3×104, como se indica en la leyenda. El promedio fue de más de 5000 realizaciones
independientes a partir de configuraciones que consisten en una fracción cercana al
50 % de nodos infectados distribuidos uniformemente en la red de contacto y 50 %
de opiniones + uniformemente distribuidas a través de la red social.

acerca asintóticamente a un valor estacionario éρstat
1 ê que depende de β, mientras

que éρ1(t)ê decae a cero para β < βc
0.4. Es decir, esta no monotońıa en éρ1(t)ê

hace a éρstat
1 ê saltar desde un valor cercano a cero para β < βc

0.4 (éρstat
1 ê Ä 0.0014

para β = 0.57) a un valor mucho mayor para β > βc
0.4 (éρstat

1 ê Ä 0.22 para β =
0.59). Observamos que, como es conocido, este peculiar comportamiento temporal
no monotónico induce transiciones discontinuas en modelos sociales con múltiples
estados y restricciones, como el modelo de Axelrod ( [91,97]).

El origen del comportamiento no monótono de éρstat
1 ê está en la naturaleza

dinámica de la probabilidad de infección durante cada realización individual, que
puede tomar dos valores posibles: el valor β pd = 0 a través de un enlace de contacto
que se superpone con un enlace social +−, o el valor β (las simulaciones corres-
ponden a pd = po = 0). En otras palabras, la infectividad a través de un enlace
determinado i − j puede cambiar entre 0 y β en el tiempo, dependiendo de los
estados de opinión de los nodos i y j. Esto proporciona una tasa de infección pro-
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Figura 3.4: (a) Evolución temporal de la fracción promedio de nodos infectados éρ1ê
en un sistema bicapa con acoplamiento q = 0.4. Las ĺıneas sólidas corresponden a
redes de tamaño N = 104, mientras que los ćırculos abiertos son para redes con
N = 106 nodos. Las curvas corresponden a las probabilidades de infección β = 0.60,
0.59, 0.58 y 0.57 (de arriba a abajo). Las ĺıneas horizontales discontinuas indican los
valores estacionarios de β = 0.60 para los dos tamaños de red. (b) y (c) Evolución
de la fracción de nodos infectados, ρ1 y la fracción de enlaces sociales +−, ρ+−, en
dos realizaciones diferentes para q = 0.4 y β = 0.6 (b) y β = 0.57 (c). La evolución
de ρ1 también se muestra para q = 0 en ambos paneles.

medio sobre todo el sistema que fluctúa de acuerdo con la evolución de la fracción
de enlaces +−, ρ+−(t), en una realización. Aprovecharemos esta observación en la
sección 3.3 para desarrollar un enfoque de campo medio (MF) para la evolución
del sistema.

En los paneles (b) y (c) de la Fig. 3.4 graficamos ρ1 y ρ+− en una sola realiza-
ción de la dinámica, para q = 0.4 y dos valores de β. Para β = 0.60 > βc

0.4 [panel
(b)] observamos que ρ1 muestra grandes variaciones hasta un tiempo T Ä 4570
(ĺınea discontinua vertical) donde ρ+− decae a 0, después de lo cual ρ1 fluctúa alre-
dedor de un valor estacionario ρstat

1 Ä 0.255 (ĺınea horizontal con el patrón −·−·−),
mientras que para β = 0.57 < βc

0.4 [panel (c)] ρ1 decae rápidamente a cero, antes
de que ρ+− llegue a cero. Cuando ρ+− se va a 0 [panel (b)] solo quedan enlaces ++
o −− y, por lo tanto, la dinámica de la enfermedad se comporta como la del CP
estándar con probabilidad de infección β = 0.60 en todos los enlaces, alcanzando
el valor estacionario ρstat

1 (q = 0, β = 0.60) Ä 0.255.
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Figura 3.5: Fracción estacionaria de nodos infectados vs β, para los acoplamientos
q = 0 (a), q = 0.4 (b) and q = 0.7 (c). Los śımbolos abiertos corresponden a
realizaciones individuales en una red de tamaño N = 106, mientras que los śımbolos
llenos corresponden a un promedio sobre 5000 realizaciones en redes de N = 104

nodos. En el panel (a), los śımbolos abiertos se superponen con los cerrados. La
ĺınea punteada representa la aproximación teórica de la Eq. (3.11).

Podemos decir que después de un tiempo T la dinámica de la enfermedad se
desacopla de la dinámica de opinión. De hecho, el panel (b) también muestra ρ1 en
una sola realización en una red aislada (q = 0) con β = 0.60, donde observamos
un decaimiento muy rápido a un valor estacionario que se superpone con el caso
acoplado q = 0.4. Por lo tanto, como podemos ver en la Fig. 3.3, el valor de ρstat

1

en la fase endémica del sistema acoplado (β > βc
0.4) es el mismo que en el caso

desacoplado. Luego, en el punto de transición βc
0.4 Ä 0.58 > βc

0 Ä 0.53, ρstat
1 salta

desde el valor ρstat
1 (q = 0, βc

0.4) Ä 0.22 correspondiente al sistema desacoplado, a un
pequeño valor ρstat

1 Ä 0.027, que muestra un cambio discontinuo. Este comporta-
miento particular de ρstat

1 es el origen de las transiciones discontinuas para q > 0
que se muestran en la Fig. 3.3.

En la sección 3.3 desarrollamos un enfoque de MF que permite estimar la frac-
ción estacionaria de los nodos infectados ρ1 (Ec. (3.11)). La aproximación teórica
de la Ec. (3.11), que se muestra como curva discontinua en cada panel de la Fig. 3.5,
describe una transición continua con β, en contraste con la discontinuidad encon-
trada en simulaciones numéricas (śımbolos llenos). Esto se debe a que el enfoque de
MF supone un sistema infinitamente grande (N = ∞) donde las fluctuaciones de
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tamaño finito no se toman en cuenta, mientras que las simulaciones corresponden
al ĺımite de sistemas muy grandes (pero aún finitos) (N º 1) . Las fluctuaciones
en redes finitas conducen finalmente al sistema a un estado absorbente en el que
todos los nodos son susceptibles (ρ1 = 0) y tienen una opinión + o − (ρ+− = 0) ,
es decir, un consenso de opinión sobre una población completamente sana. Por lo
tanto, las fluctuaciones juegan un papel fundamental en la naturaleza discontinua
de la transición porque, como se discutió anteriormente, el valor estacionario de ρ1

en una sola realización depende de si ρ+− decae a cero antes de que ρ1 lo haga.

Para obtener una mejor comprensión de los resultados obtenidos de la teoŕıa
MF, ejecutamos simulaciones en redes muy grandes. Los ćırculos abiertos en la
Fig. 3.4 corresponden a realizaciones únicas en una red de N = 106 nodos, para los
mismos valores de β utilizados para redes con N = 104 nodos (ĺıneas continuas).
Observamos que las curvas de N = 106 decaen monótonamente con el tiempo
hasta un valor estacionario denotado por ρstat

1,∞ (solo se muestra para β = 0, 6), que
concuerda con el mı́nimo de las curvas no monótonas para N = 104. Debemos tener
en cuenta que estos estados no son realmente estacionarios, en el sentido de que
ρ1 exhibe un plateau muy largo (fuera de la escala mostrada) pero eventualmente
aumenta y alcanza el mismo valor estacionario éρ stat

1 ê de las curvas para N = 104.
Hemos comprobado que la longitud del plateau diverge con N y, por lo tanto, es
infinitamente grande cuando N =∞. Por lo tanto, nosotros tomaremos ρstat

1,∞ como
el valor estacionario cuando N = ∞. En la Fig. 3.5 observamos que los valores
numéricos ρstat

1,∞ (śımbolos abiertos) concuerdan bastante bien con la aproximación
teórica de la ecuación (3.11) (curvas discontinuas) para los tres valores de q, aunque
esta coincidencia empeora a medida que q se hace más grande. También vemos que
ρstat

1,∞ decae continuamente a medida que β disminuye y se va a cero en el mismo
valor βc

q de la transición en el ĺımite termodinámico correspondiente a ρstat
1 (śımbolos

llenos). Es decir, la transición sana-endémica es continua en un sistema infinito.

Hasta aqúı estudiamos la respuesta del sistema cuando la probabilidad de
infección vaŕıa para un acoplamiento fijo. Ahora exploramos los efectos de tener
un acoplamiento variable en la prevalencia de la enfermedad. En la Fig. 3.6 (a)
graficamos éρstat

1 ê en dos redes acopladas de N = 104 nodos (ćırculos) y ρstat
1 en una

única realización en redes de tamaño N = 106 (cuadrados), ambas en función del
acoplamiento q, para β = 0.6. La curva superior de N = 104 muestra una transición
abrupta de una fase endémica a una fase sana a medida que el acoplamiento supera
un valor umbral qc

0.6 Ä 0.5.
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Figura 3.6: (a) Fracción estacionaria de nodos infectados ρstat
1 vs el acoplamien-

to q, para β = 0.6. Los ćırculos llenos corresponden a un promedio de ρstat
1 so-

bre 5000 realizaciones en redes con N = 104 nodos. Algunos valores de ρstat
1 en

realizaciones independientes son mostrados por puntos para q = 0.2, 0.5 y 0.8.
Los cuadrados abiertos representan el resultado para ρstat

1 en una sola realización
de una red de tamaño N = 106. La ĺınea punteada es la aproximación teórica
de la Ec. (3.11). (b) Evolución temporal de éρ1ê para valores de acoplamiento
q = 0, 0.2, 0.4, 0.475, 0.5, 0.525, 0.6 y 0.7 (de arriba hacia abajo) en redes de tamaño
N = 104.

Para explorar este comportamiento con más detalle, mostramos con puntos de
color naranja el valor de ρstat

1 en cada realización individual para tres valores de
q. Para q = 0.2, todos los puntos caen alrededor de su valor medio éρstat

1 ê Ä 0.26,
mientras que para q = 0.8 están en ρstat

1 = 0. En el punto de transición qc
0.6 la

distribución de puntos es bimodal, es decir, los puntos están alrededor de ρstat
1 Ä 0.26

y en ρstat
1 = 0, dando un valor promedio éρstat

1 ê Ä 0.165. Esta es una evidencia de una
transición discontinua. La razón de esta discontinuidad es la evolución temporal
no monótona de éρ1ê (Fig. 3.6 (b)), de forma similar a lo que ocurre cuando se
vaŕıa β, como se mostró antes. La única diferencia entre ambos casos es que, como
β es fijo, el valor estacionario de ρ1 en realizaciones individuales no cambia con q,
pero es ρstat

1 = 0 ó ρstat
1 Ä 0.26, de acuerdo con la distribución binomial. La primera

situación ocurre en realizaciones donde ρ1 llega a cero antes que ρ+−, mientras
que la última situación corresponde a realizaciones donde ρ+− decae rápidamente
a cero y aśı las dos dinámicas se desacoplan , después de lo cual ρ1 alcanza un valor
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Figura 3.7: Diagrama de Fase del Proceso de Contacto (CP) acoplado con el Mo-
delo del Votante (VM), mostrando las fases sana y endémica en el espacio β − q,
con po = pd = 0. La ĺınea punteada representa la aproximación anaĺıtica para la
ĺınea de transición dada por la Ec. (3.13). El gráfico interno muestra las ĺıneas de
transición para el conjunto de valores (po, pd) indicados en la leyenda. Para pd = 1.0
(cuadrados), la transición está dada por la ĺınea vertical β Ä 0.53 para todos los
valores de po (solo se muestra po = 0.0).

estacionario similar a 0.26 correspondiente a q = 0. La Fig. 3.6 (a) muestra que
la transición con q es continua en un sistema infinitamente grande (cuadrados).
También se puede verificar que el valor estacionario ρstat

1 para un q dado en un
sistema infinito concuerda con el mı́nimo de la curva éρ1ê vs tiempo de la Fig. 3.6
(b). Este comportamiento es similar al que se muestra en la Fig. 3.4 (a).

El diagrama de fase β − q de la Fig. 3.7 resume los resultados obtenidos en
esta sección, sobre cómo el acoplamiento entre las redes de contacto y social afecta
la prevalencia de la enfermedad. Al aumentar el acoplamiento q, es posible llevar
un sistema desacoplado inicialmente de la fase endémica a la sana (flecha vertical).
Además, a medida que aumenta el acoplamiento, se necesita un mayor valor en la
probabilidad de infección β para pasar de la fase sana a la fase endémica (flecha
horizontal).

Finalmente, se reprodujo el diagrama de fase para varios valores de la proba-
bilidad pd de tener una infección a través de los enlaces +−, y la probabilidad po
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de imitar la opinión entre vecinos infectados (Gráfico interno de la Fig. 3.7). Vemos
que la orientación de la ĺınea de transición que separa la fase sana de la endémica se
vuelve más vertical a medida que aumenta pd, ampliando la fase endémica, como es
esperarse. Cuando pd = 1.0, la transición se vuelve independiente del acoplamiento
q y de po (la curva es la misma para todos los valores de po). También observamos
una ligera disminución de la fase sana cuando po aumenta mientras se mantiene β
fijo. Como la fracción de enlaces +− disminuye más rápidamente cuando las opi-
niones se copian a mayor velocidad, se espera un aumento de la tasa de infección
efectiva y, en consecuencia, una ampliación de la fase endémica.

3.2.2. Efectos de la propagación enfermedades sobre el con-
senso de opiniones

En esta sección exploramos cómo la propagación de la enfermedad afecta la
dinámica de las opiniones. Como la transmisión de opiniones entre nodos vecinos
es más dif́ıcil cuando al menos uno de ellos está enfermo, estamos particularmente
interesados en estudiar hasta qué punto la enfermedad ralentiza la difusión de
opiniones sobre la red social, y cómo eso depende de q, β, po y pd. Una forma
de cuantificar esto es mirando el momento en el que se alcanza el consenso de
opinión. En la Fig. 3.8 mostramos cómo el tiempo medio de consenso τ vaŕıa con
el acoplamiento q, para la probabilidad de infección β = 0.6 y varios valores de po

y pd . Para una mejor comparación con el Modelo del Votante en una red aislada,
τ está normalizado por el tiempo medio de consenso τ0 cuando las redes están
desacopladas (q = 0). Los śımbolos corresponden a las simulaciones MC, mientras
que las ĺıneas continuas son las aproximaciones anaĺıticas de la Ec. (3.17) obtenidas
en la sección 3.3.

A continuación presentamos los resultados para β sobre el punto cŕıtico de una
red aislada βc

0 Ä 0.53 porque para β < βc
0 los efectos de la enfermedad en tiempos

de consenso son insignificantes. Esto ocurre porque para β < βc
0 y cualquier valor

de q la enfermedad desaparece rápidamente en la red de contacto y, como todos los
nodos son susceptibles, la dinámica de las opiniones se desacopla de la dinámica
de la enfermedad, llegando a un consenso en un tiempo muy similar al del caso
desacoplado (τ Ä τ0).

En la Fig. 3.8 observamos que la q-dependencia de τ es bastante diversa, mos-
trando comportamientos monótonos y no monótonos. Esto es consecuencia de la
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Figura 3.8: Tiempo medio τ para llegar al consenso de opinión sobre la red social
como función del acoplamiento q con la red de contacto, normalizado por el tiempo
medio de consenso en ausencia del acoplamiento τ0. La probabilidad de infección en
la red de contacto es β = 0.6. Cada red tiene N = 104 nodos y grado medio µ = 10.
El promedio se hizo sobre 5000 realizaciones independientes. Los diferentes śımbolos
corresponden a resultados numéricos para el conjunto de valores (po, pd) indicados
en las leyendas ((a) para po = 0.0 y (b) para po = 0.5), mientras que las ĺıneas
continuas son las correspondientes aproximaciones anaĺıticas de la Ec. (3.17). Para
comparar, también mostramos en ambos paneles los datos numéricos y la curva
anaĺıtica para el caso desacoplado (po, pd) = (1.0, 1.0). Gráfico interno del panel
(a): ρstat

1 vs q de la Ec. (3.10) para pd = 1.0, 0.5 y 0.0 (de arriba a abajo).

competencia entre dos mecanismos diferentes que afectan directamente la transmi-
sión de la opinión. Una es la superposición de enlaces entre las dos redes que es
proporcional a q, y la otra es la prevalencia de la enfermedad que disminuye con q,
como explicaremos a continuación.

La transmisión de una opinión a través de un enlace social que se superpone
con un enlace de contacto se ralentiza cuando al menos uno de los dos nodos está
infectado y po < 1. Por lo tanto, el retraso general en la transmisión de la opinión
causada por la superposición total tiende a aumentar con q, y también lo hace τ .
Este efecto explica el aumento monotónico inicial de τ cuando q aumenta desde 0, en
todas las curvas. Sin embargo, cuando q se vuelve más grande, un segundo efecto se
vuelve importante: la fracción de nodos infectados disminuye con q (Gráfico interno
de la Fig. 3.8 (a)), debido al acoplamiento con la dinámica de opinión que reduce
la probabilidad de infección efectiva como se discutió en la sección 3.2.1. Luego, la
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disminución de la prevalencia de la enfermedad se traduce en menos enlaces sociales
afectados por la enfermedad y, por lo tanto, en un menor atraso de opinión. Este
efecto tiende a reducir τ con q.

Con estos dos mecanismos en juego, las formas de las curvas en la Fig. 3.8 para
diferentes valores de po y pd pueden explicarse cualitativamente en términos de los
efectos combinados de la superposición (overlap) de enlaces y la prevalencia de la
enfermedad. Por ejemplo, en la Fig. 3.8 (a) observamos que las tres curvas para
po = 0.0 tienen un comportamiento bastante diferente. Para pd = 1.0 el efecto de la
prevalencia no vaŕıa con q, dado que ρstat

1 es independiente de q (Gráfico interno de
la Fig. 3.8 (a)). Entonces, τ aumenta monótonamente con q a medida que aumenta
la superposición de enlaces. Para pd = 0.5 el efecto de la prevalencia aumenta con
q (ρstat

1 disminuye), llegando a dominar para valores de q por encima de 0.8 cuando
τ decae, y alcanzando un comportamiento no monótono de τ(q).

Finalmente, para p0 = 0.0 observamos una no monotonicidad similar a la de la
curva pd = 0.5, pero con la adición de que τ se vuelve muy similar a τ0 para todos los
valores de q > 0.6. Esto es porque ρstat

1 se va a cero por encima de q Ä 0.583 y, por lo
tanto, la enfermedad no tiene ningún efecto en las opiniones, lo que lleva a tiempos
de consenso similares a los medidos en redes aisladas. Estos comportamientos para
el caso po = 0.0 también se observan para otros valores de po, como se muestra
en la Fig. 3.8 (b) (po = 0.5). Vemos que la forma de las curvas para pd = 0.0, 0.5
y 1.0 son análogas a las de Fig. 3.8 (a) para los valores correspondientes de pd.
Sin embargo, los tiempos de consenso son menores para el caso po = 0.5 porque el
atraso en la transmisión de la opinión se reduce a medida que aumenta po.

En la Fig. 3.9 graficamos el tiempo medio de consenso normalizado τ/τ0 como
función de la probabilidad de infección β obtenida de la Ec. (3.17) . Los paneles
(a) y (b) corresponden a acoplamientos q = 0.5 y q = 1.0, respectivamente. Para
analizar estos gráficos recordamos que, como se explicó anteriormente, los tiempos
de consenso aumentan con el nivel de prevalencia de la enfermedad en la red de
contacto, dado que una mayor prevalencia de la enfermedad se traduce en un mayor
retraso en la propagación de la opinión y en el consenso posterior. Una primera
observación simple es que τ aumenta con β y también con pd, como se espera del
hecho que un valor mayor de β y pd implica una mayor prevalencia de la enfermedad.
Una segunda observación es que τ disminuye con la probabilidad de transmisión
de opinión po, como se explicó antes cuando comparamos τ en la Fig. 3.8 (a) con la
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0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
β

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

τ/τ
0

(0.0 , 1.0)
(0.0 , 0.5)
(0.0 , 0.0)
(0.5 , 1.0)
(0.5 , 0.5)
(0.5 , 0.0)
(1.0 , 1.0)

p
o
= 0.0

p
o
= 0.5

(a)
p

o
= 1.0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
β

10
0

10
1

10
2

10
3

τ/τ
0

10
-2

10
-1

1-β

10
0

10
2

10
4

10
6

τ/τ
0

p
o
= 0.0

p
o
= 0.5(b)

p
o
= 1.0

Figura 3.9: Tiempo medio de consenso τ/τ0 en la red social vs. la probabilidad
de infección β en la red de contactos para los mismos parámetros de red que en
la Fig. 3.8, el acoplamiento q = 0.5 (a) y q = 1.0 (b). Las curvas corresponden
a la Ec. (3.17) para diferentes valores del conjunto (po, pd) con el mismo código
de color que en la Fig. 3.8, y se indican en la leyenda del panel (a). Las curvas
para los conjuntos (1.0, 0.0) y (1.0, 0.5) se superponen con la curva de (1.0, 1.0) que
se muestra como la ĺınea horizontal τ/τ0 = 1.0. El gráfico interno del panel (b)
muestra la divergencia de τ con β aproximándose a 1.0, cuando q = 1.0, po = 0.0 y
pd = 1.0 (ćırculos) y pd = 0.0 (diamantes). Las ĺıneas continuas son aproximaciones
de la Ec. (3.17).

Fig. 3.8 (b). Una tercera observación es que τ se aproxima a un valor independiente
de pd cuando β se aproxima a 1.0. Esto es porque para β = 1.0 (la probabilidad de
recuperación es igual a cero) y para un valor fijo de q y po todos los nodos están
infectados en el estado estacionario, independientemente del valor de pd y, por lo
tanto, los tiempos de consenso son iguales para todos los valores de pd. Como vemos
en la Fig. 3.9 (b), el caso q = 1.0 y po = 0.0 es especial porque τ diverge cuando β se
acerca a 1.0. Esto sucede porque en esta situación, la transmisión de opiniones solo
es posible entre nodos conectados que son susceptibles, y desaparecen en el ĺımite
de β → 1.0, lo que lleva a tiempos de consenso divergentes. Se puede obtener una
estimación aproximada de cómo τ escalea con β suponiendo que τ es proporcional
a la escala de tiempo asociada a la transmisión de opinión a través de dos nodos
vecinos en la red social, i y j, con opiniones + y −, respectivamente. Como q = 1,
i y j también son vecinos en la red de contacto. A partir de una situación en la
que i y j están infectados por un alto valor de β, la transmisión de opinión ocurre
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después de que ambos nodos se recuperan. Por lo tanto, τ se determina cuando el
enlace de 1–1 se convierte en un enlace de 0–0, que escalea como (1− β)−2. En la
próxima sección 3.3 derivamos una expresión más precisa para τ que muestra esta
divergencia cuadrática en el ĺımite de β → 1, que se muestra en el gráfico interno
de la Fig. 3.9 (b) con ĺıneas continuas.

3.3. Aproximación anaĺıtica

Para obtener una idea del comportamiento del sistema de dos capas descrito
en la sección 3.2, desarrollamos un enfoque de campo medio (MF) que permite
estudiar la evolución temporal del sistema en términos de las densidades globales
de nodos y enlaces en diferentes estados. Denotamos como ρ+ y ρ− a las fracciones
de nodos con opiniones + y − en la red social, respectivamente, y como ρ1 y ρ0 a las
fracciones de nodos infectados y susceptibles en la red de contacto, respectivamente.
Las fracciones de enlaces sociales entre nodos con opiniones + y − se denota con
ρ+−, mientras que ρ10 representa la fracción de enlaces de contacto entre nodos
infectados y susceptibles. Se usa una notación análoga para los enlaces sociales ++
y −− y para los enlaces de contacto 1-1 y 0-0. Las fracciones de los nodos ρ+ y
ρ1 se normalizan con respecto al número de nodos totales N en cada red, mientras
que las fracciones de los enlaces ρ+− y ρ10 se normalizan por el número total de
enlaces µN/2 en cada red, con grado medio µ = ékê. Dado que la cantidad de
nodos y enlaces se conserva en cada capa, las siguientes relaciones de conservación
se mantienen en cualquier momento para la red social:

1 = ρ+ + ρ−, (3.1a)

1 = ρ++ + ρ−− + ρ+−, (3.1b)

ρ+ = ρ++ + 1
2ρ

+−, (3.1c)

ρ− = ρ−− + 1
2ρ

+−, (3.1d)

y de forma análoga para la red de contacto:

1 = ρ1 + ρ0, (3.2a)

1 = ρ11 + ρ00 + ρ10, (3.2b)

ρ1 = ρ11 + 1
2ρ10, (3.2c)

ρ0 = ρ00 + 1
2ρ10. (3.2d)
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En los apéndices C, D, E y F desarrollamos un enfoque de campo medio que
permite obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para ρ+,
ρ+−, ρ1 y ρ10, respectivamente:

dρ+

dt
= 0, (3.3a)

dρ+−

dt
= 2ωρ+−

µ

C
(µ− 1)

A
1− ρ+−

2ρ+(1− ρ+)

B
− 1

D
, (3.3b)

con

ω ≡ 1− q(1− po)
3
ρ1 + ρ10

2

4
, (3.4)

y

dρ1

dt
= γβρ10

2 − (1− β)ρ1, (3.5a)

dρ10

dt
= γβρ10

µ

C
(µ− 1)

A
1− ρ10

1− ρ1

B
− 1

D
+ 2(1− β)(ρ1 − ρ10), (3.5b)

con

γ ≡ 1− q(1− pd)ρ+−. (3.6)

Estas ecuaciones representan una descripción matemática aproximada de la evo-
lución temporal del modelo en redes infinitamente grandes, donde no se toman en
cuenta las fluctuaciones por tamaño finito. Observamos que las Ecs. (3.3) y las
Ecs. (3.5) se acoplan a través de los prefactores ω y γ, que dependen del acopla-
miento q y describen la dinámica de la opinión y de la enfermedad, respectivamente.

El/la lector/a interesado/a puede encontrar en los apéndices los detalles de la
derivación de estas ecuaciones. En aras de la simplicidad, supusimos en la deriva-
ción que todos los nodos tienen el mismo número de vecinos k = µ elegidos al azar,
lo que equivale a suponer que las redes son grafos aleatorios de grado regular. Sin
embargo, esperamos que esta aproximación funcione bien en redes con distribucio-
nes de grado homogéneas como las redes ER que utilizamos en las simulaciones
MC. También implementamos una aproximación de pares homogénea [6] que tiene
en cuenta las correlaciones entre el estado de nodos vecinos dentro de la misma capa
(aproximación de pares intracapas), pero descuida las correlaciones entre estados
de opinión y de enfermedad de ambas capas (aproximación de pares intercapas). Es
decir, consideramos que el estado de opinión de cada nodo no está correlacionado
con su propio estado de enfermedad y con los estados de enfermedad de sus vecinos
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y a la inversa, que su estado de enfermedad no está correlacionado con su propio
estado de opinión y el de sus vecinos.

Es instructivo analizar la estructura de las Ecs. (3.3) y (3.5). Las Ecs. (3.3)
describen la evolución de las opiniones en la capa social. De la Ec. (3.3a) vemos
que la fracción de nodos + se conserva en el tiempo: ρ+(t) = ρ+(t = 0) para t ≥ 0.
Este comportamiento es una reminiscencia del VM en topoloǵıas aisladas, donde las
densidades de opinión se conservan en cada paso de tiempo. Parece que la dinámica
de la enfermedad no puede romper la simetŕıa intŕınseca de los estados de opinión
inducidos por la dinámica del votante. La Ec. (3.3b) para la evolución de ρ+− tiene
un prefactor extra ω comparado con la ecuación correspondiente para el VM en
redes aisladas [6], que muestra que la enfermedad afecta la dinámica de las opiniones
a través de su nivel de prevalencia, expresada por ρ1 y ρ10 (Ec. (3.4)). Como se
discute en el apéndice C, ω puede interpretarse como la “probabilidad efectiva”
de que un nodo i adopte la opinión de un vecino social j elegido con opinión
opuesta, que depende del estado de enfermedad de i y j. Dentro del enfoque de
MF, podemos suponer que la probabilidad de que i copie a j dependa del estado de
enfermedad de un “par promedio” de vecinos de contacto, y que esta probabilidad
sea la misma para todos los vecinos sociales. En estos términos, ω se convierte en la
probabilidad media de copiado en toda la red social. De hecho, podemos verificar
que el valor promedio de ω sobre las tres configuraciones posibles de conexión y
estado de enfermedad de un par de contactos es

probabilidad de copiar =


1 con prob. 1− q (sin link de contacto),

1 con prob. q ρ00 (00 link de contacto),

po con prob. q(1− ρ00) (10, 01 ó 11 link de contacto),

esto da como resultado ω = 1−q+q [ρ00 + (1− ρ00)po], que se reduce a la Ec. (3.4)
usando la relación 1− ρ00 = ρ1 + ρ10/2 que sigue de las Ecs. (3.2b) y (3.2c). Como
vemos, el efecto general de la enfermedad en la dinámica de opinión a nivel de MF
es reducir en un factor ω la velocidad a la que las opiniones cambian en cada nodo.
Este efecto ralentiza la propagación de opiniones a través de la red social, pero no
parece alterar las propiedades de la dinámica del votante.

Las Ecs. (3.5) describen la evolución de la enfermedad en la capa de contacto.
Estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones correspondientes para
el CP en una red aislada dentro de la aproximación de pares homogénea [81], pero
con una probabilidad de infección dada por γβ ≤ β. En analoǵıa al caso de ω
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descrito anteriormente, γβ puede interpretarse como la “probabilidad efectiva” de
que un dado nodo infectado i transmita la enfermedad a un vecino susceptible j en
la capa de contacto, que depende de las opiniones de i y j. De hecho, la expresión
γβ = [1− q(1− pd)ρ+−]β de la Ec. (3.6) es la probabilidad promedio de infección
en la red de contacto, calculado sobre las tres configuraciones posibles de conexión
y estado de opinión de un par social:

probabilidad de infección =



β con prob. 1− q (sin link social),

β con prob. q(1− ρ+−)

(cualquier link social ++ o −−),

β pd con prob. q ρ+− (+− link social).

Por lo tanto, nuestro enfoque de MF supone que esta “probabilidad efectiva de
infección” de i a j depende de los estados de opinión de un “par promedio” de
vecinos en la red social, y eso es lo mismo para todos los vecinos de la red de
contacto. Podemos decir que, a nivel de MF, la dinámica de la enfermedad sigue
al CP estándar en una única red aislada con probabilidad de infección homogénea
γβ y probabilidad de recuperación 1 − β en cada nodo. Por lo tanto, la dinámica
de opiniones tiene un efecto sobre la dinámica de la enfermedad equivalente a la
de un campo externo homogéneo que actúa sobre cada nodo de la red de contacto,
reduciendo la probabilidad de infección entre vecinos por un factor γ, manteniendo
la misma probabilidad de recuperación.

En las dos subsecciones siguientes derivamos las expresiones anaĺıticas para la
prevalencia de la enfermedad ρstat

1 y el tiempo medio de consenso τ , del sistema de
Ecs. (3.3 - 3.6).

3.3.1. Prevalencia de la enfermedad

Para estudiar cómo la dinámica de opinión afecta la prevalencia de la enfer-
medad, derivaremos la expresión para la fracción de nodos infectados en el estado
estacionario ρstat

1 de las Ecs.(3.3 ) y (3.5). Comenzaremos igualando las cuatro de-
rivadas a cero, y luego, sustituiremos ρ10 por 2(1− β)ρ1/γβ de la Ec. (3.5a) en la
Ec. (3.5b) y resolveremos para ρ1. Después de hacer algo de álgebra, obtenemos dos
soluciones, pero solo una es estable dependiendo de los valores de los parámetros.
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La solución no trivial

ρstat
1 = [(µ− 1)γ + µ] β − µ

[(µ− 1)γ + 1] β − 1 (3.7)

corresponde a la fase endémica, donde una fracción de nodos está infectada, y solo
es estable cuando el numerador λ ≡ [(µ− 1)γ + µ] β − µ es mayor que cero. Para
λ < 0 la solución estable es ρstat

1 = 0, correspondiente a la fase sana donde todos
los nodos son susceptibles, mientras que λ = 0 indica el punto de transición entre
la fase endémica y la saludable. La expresión para ρstat

1 de la Ec. (3.7) aún no está
cerrada porque depende de ρ+−, a través del prefactor γ. De la Ec. (3.3b) vemos
que la fracción de enlaces sociales +− alcanza un valor estacionario dado por la
expresión

ρ+−
stat = 2(µ− 2)

(µ− 1) ρ
+(0)[1− ρ+(0)], (3.8)

donde usamos ρ+ = ρ+(0) dado que ρ+ permanece constante en el tiempo, como
se mencionó anteriormente. Notamos que ω no afecta el valor estacionario de ρ+−,
que sigue siendo el mismo que en el VM original [6]. Para una condición inicial
simétrica en la red social (ρ+(0) = 1/2), como la utilizada en las simulaciones,
tenemos ρ+−

stat = (µ− 2)/[2(µ− 1)]. Sustituyendo esta última expresión para ρ+−
stat en

la Ec. (3.6) obtenemos la siguiente expresión para γ:

γ = 1− q(1− pd)(µ− 2)
2(µ− 1) . (3.9)

Finalmente, sustituyendo la Ec. (3.9) en Ec. (3.7) llegamos a la siguiente expre-
sión aproximada para la fracción estacionaria de los nodos infectados en la fase
endémica:

ρstat
1 = [2(2µ− 1)− q(1− pd)(µ− 2)] β − 2µ

[2µ− q(1− pd)(µ− 2)] β − 2 . (3.10)

Para una red de grado medio µ = 10 y pd = 0, la Ec. (3.10) se reduce a la simple
expresión

ρstat
1 = (19− 4q) β − 10

(10− 4q) β − 1 , (3.11)

que es graficada en las Figs. 3.5 y 3.6 (ĺıneas punteadas). Como la teoŕıa de MF
está pensada para trabajar en sistemas infinitamente grandes, también graficamos
para comparar los resultados numéricos obtenidos de simulaciones para redes muy
grandes (śımbolos abiertos). Observamos que, en todos los casos, el valor teórico
estimado de la fracción de nodos infectados de la ecuación (3.11) es mayor que el
de las simulaciones. Esto se debe al hecho de que el enfoque de MF no tiene en
cuenta las correlaciones entre los estados de opinión y los estados de enfermedad.
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Un evento de infección de 0 → 1 entre dos vecinos conectados por un enlace
social y de contacto solo es posible cuando los estados de los nodos son

è
+
1

é
y
è

+
0

é
(un par

è
++
1 0

é
) ó
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), porque pd = 0 en las Figs. 3.5 y 3.6.

Entonces, se espera que los enlaces sociales ++ se correlacionen negativamente
con enlaces 10 y se correlacionen positivamente con enlaces 11 y 00, dado que los
vecinos de la misma opinión tienden a infectarse unos a otros y, por lo tanto, en
un momento dado, es más probable que ambos estén infectados o que ambos estén
susceptibles.

Sin embargo, esta aproximación teórica asume que los enlaces sociales ++ no
están correlacionados con enlaces de contacto 10 (ver apéndice C) y, por lo tanto,
la probabilidad estimada de encontrar un par
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é
es más grande que el obtenido

cuando se consideran las correlaciones negativas. La misma conclusión también se
cumple para los pares
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y, en consecuencia, a una mayor tasa de infecciones que

aumenta la prevalencia de la enfermedad con respecto a los resultados numéricos,
como vemos en las Figs. 3.5 y 3.6.

La Fig. 3.5 muestra que la forma de la Ec. (3.11) para ρstat
1 decrece continua-

mente y desaparece a medida que β disminuye más allá de un valor umbral, como
ocurre en el CP estándar. Esto muestra que la transición al estado sano es continua
dentro del enfoque de MF, que supone que el sistema es infinitamente grande. En
la Fig. 3.6 vemos que ρstat

1 disminuye con q, reduciendo la prevalencia e induciendo
una transición a la fase sana. Es decir, la Ec. (3.10) predice una transición continua
endémica-sana ya que β y q vaŕıan, esto ocurre en el punto donde ρstat

1 desaparece,
lo que lleva a la relación

[2(2µ− 1)− qc(1− pd)(µ− 2)] βc − 2µ = 0. (3.12)

La ĺınea de transición
qc = 19βc − 10

4(1− pd)βc

(3.13)

obtenida de la Ec. (3.12) para µ = 10 se grafica en la Fig. 3.7 para pd = 0 (curva
punteada). Podemos ver que la coincidencia con las simulaciones es buena pa-
ra valores pequeños del acoplamiento q, pero surgen discrepancias a medida que
aumenta q, donde la predicción teórica de la Ec. (3.13) sobreestima los valores
numéricos. Otra observación simple que se desprende de la Ec. (3.13) es que para
β > 10/[19− 4(1− pd)] obtenemos el valor no f́ısico qc > 1. Esto significa que, en el
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modelo de red, es posible inducir una transición aumentando el acoplamiento solo
cuando β es menor que un valor dado, como lo vemos en la Fig. 3.7 para β < 0.68.

Como observación final hacemos hincapié en que las transiciones dentro de
este enfoque de MF son continuas, de acuerdo con las simulaciones en redes muy
grandes. Esto es aśı ya que las Ecs. (3.3) y (3.5) corresponden a un sistema infinito
en el que no se toman en cuenta las fluctuaciones por tamaño finito.

3.3.2. Tiempos de consenso de opiniones

En esta sección estudiamos los efectos cuantitativos de la enfermedad en el
tiempo para llegar al consenso de opinión. Para eso, proponemos una estimación
anaĺıtica del tiempo medio de consenso τ en función de los parámetros del modelo.

Como se menciona en la sección 3.3, en sistemas infinitamente grandes, ρ+

permanece constante a lo largo del tiempo [Ec. (3.3a)]. Sin embargo, en sistemas
finitos ρ+ fluctúa hasta que alcanza cualquier valor ρ+ = 1 (consenso +) ó ρ+ = 0
(consenso −), con ambas configuraciones caracterizadas por la ausencia de enlaces
sociales +− (ρ+− = 0). Una evolución t́ıpica de ρ+− hacia el estado absorbente
se puede ver en la Fig. 3.4 (b) para q = 0.4 en redes con N = 104 nodos. Es
decir, finalmente se logra el consenso en los sistemas finitos debido a la naturaleza
estocástica de la dinámica de opinión, que lleva a la red social a un estado donde
todos los nodos comparten la misma opinión.

En una única opinión, la actualización de ρ+ puede aumentar o disminuir en
1/N con la misma probabilidad ωρ+−/2, calculada como la probabilidad ρ+−/2 en
que un nodo y un vecino de opinión opuesta se seleccionan al azar, multiplicado por
la probabilidad ω de adopción de opinión. Por lo tanto, la dinámica estocástica del
VM se puede estudiar asignando ρ+ a la posición de un caminante aleatorio simétri-
co unidimensional en el intervalo [0, 1], con una probabilidad de salto proporcional
a ωρ+−

stat/2 y una longitud de paso de 1/N . A partir de una configuración simétrica
con N/2 nodos con opinión + (ρ+(0) = 1/2), el caminante alcanza cualquiera de
los puntos absorbentes ρ+ = 1 ó ρ+ = 0 en un número promedio de pasos que se
escalea como N2. Luego, dado que el caminate realiza un solo paso en un número
promedio de intentos que escalea como 1/ωρ+−

stat , y que el tiempo aumenta en 1/N
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en cada intento, encontramos que el tiempo medio de consenso escalea como

τ ∼ N

ωρ+−
stat

. (3.14)

Como vemos en la Ec. (3.8), ρ+−
stat es independiente de la prevalencia de la enfer-

medad ρ1 y, por lo tanto, la prevalencia afecta a τ solo a través de la probabilidad
de copiar efectiva ω, que establece la escala de tiempo asociada a las actualiza-
ciones de opinión. De la Ec. (3.4) vemos que ω es igual a 1.0 cuando las redes
están desacopladas (q = 0) o cuando po = 1.0, y aśı la dinámica de las opiniones
es exactamente igual que la del VM original. Sin embargo, ω es menor que 1.0
en presencia de acoplamiento (q > 0) y po < 1.0, por lo tanto la evolución de la
dinámica es “ralentizada” –en promedio– por un factor 1/ω > 1.0, dado que las
opiniones se copian a una tasa que es ω veces menor que en el caso desacoplado.
Como consecuencia, τ aumenta por un factor de 1/ω con respecto al tiempo medio
de consenso en el caso desacoplado τ0 = τ(q = 0) ∼ N/ρ+−

stat , esto es

τ

τ0
Ä 1
ω
. (3.15)

Para obtener una expresión completa para el radio τ/τ0 como función de los paráme-
tros del modelo, expresamos ω en términos de ρstat

1 , sustituyendo en la Ec. (3.4) el
valor estacionario de ρ10 que sigue la Ec. (3.5a), ρstat

10 = 2(1− β)ρstat
1 /γβ. Esto nos

lleva a
ω = 1− q(1− po)

A
1 + 1− β

γβ

B
ρstat

1 . (3.16)

En la fase sana ρstat
1 = 0, por lo tanto ω = 1.0 y τ = τ0. En este caso, la teoŕıa

predice que la enfermedad no tiene ningún efecto en el momento del consenso
porque no hay nodos infectados que puedan afectar la dinámica de opinión. Sin
embargo, tener un valor ρstat

1 > 0 de nodos infectados en la fase endémica tiene el
efecto de reducir ω o lo que es lo mismo, aumentar τ con respecto a τ0.

Sustituyendo en la Ec. (3.16) las expresiones para γ y ρstat
1 de las Ecs. (3.9)

y (3.10), respectivamente, y reordenando algunos términos, obtenemos la siguiente
expresión que relaciona τ y τ0 en la fase endémica:

τ

τ0
Ä

1−
q(1− po)

î
2(µ− 1)− q(1− pd)(µ− 2)β

ïî
[2(2µ− 1)− q(1− pd)(µ− 2)] β − 2µ

ï
β
î

2(µ− 1)− q(1− pd)(µ− 2)
ïî

[2µ− q(1− pd)(µ− 2)] β − 2
ï

−1

.

(3.17)

En la Fig. 3.8 trazamos con ĺıneas continuas la relación τ/τ0 vs q de la Ec. (3.17)
para µ = 10.
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Observamos que los valores teóricos de τ/τ0 son menores que los obtenidos a
partir de las simulaciones numéricas (śımbolos) para todas las combinaciones de po

y pd que se muestran. Una posible explicación de estas discrepancias se puede dar
analizando cómo las correlaciones afectan el número estimado de diferentes tipos
de nodos conectados, como lo hemos hecho en la sección 3.3.1 para la prevalencia
de la enfermedad. Si tomamos el caso p0 = 0, vemos que un cambio de opinión
debido a una interacción entre dos vecinos sociales y de contacto ocurre solo si
ambos nodos son susceptibles, es decir, cuando tienen estados
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é
. Entonces,

como la teoŕıa supone que los enlaces sociales +− y los enlaces de contacto 00 no
están correlacionados (ver apéndice C), la probabilidad estimada de encontrar un
par
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é
es mayor que en las simulaciones, dado que se espera que los enlaces

sociales +− estén correlacionados negativamente con los enlaces de contacto 00.
Esta correlación negativa se debe al hecho de que los vecinos susceptibles tienden a
igualar sus opiniones y por lo tanto, es más probable que estén en el mismo estado
de opinión en un momento dado. Esto lleva a una sobreestimación del número de
pares

è
+−
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é
y por lo tanto, a una mayor tasa de transmisión de opinión. Esto tiene

el efecto general de acelerar el consenso, disminuyendo el tiempo medio estimado
teóricamente para alcanzar el consenso respecto del tiempo medio de consenso
medido en las simulaciones, como vemos en la Fig. 3.8.

Aunque las discrepancias con los resultados numéricos aumentan con el aco-
plamiento q, la expresión anaĺıtica (3.17) puede capturar el comportamiento cuali-
tativo diferente del tiempo de consenso para varias combinaciones de po y pd. Para
valores bajos de pd, hay una transición a la fase sana cuando q supera un valor
qc < 1 dado por la Ec. (3.12) y por lo tanto, τ = τ0 para todos los q > qc (ver las
curvas para pd = 0 en el diagrama principal y el gráfico interno de Fig. 3.8 (a)).
Como consecuencia, τ/τ0 exhibe un comportamiento no monótono con q, como
describimos en la sección 3.2.2. Para valores más grandes de pd, la transición a la
fase saludable no ocurre para los valores f́ısicos q ≤ 1 usados en las simulaciones
del modelo, dado que qc > 1 de la Ec. (3.12). En este caso, τ puede aumentar
monótonamente con q para valores grandes de pd (ver curvas para pd = 1.0), o
tener un máximo para valores medios de pd (curvas para pd = 0.5).

Como se explica en la sección 3.2.2, la no monotońıa es una consecuencia
de la competencia entre el nivel de superposición de enlaces entre las dos redes,
que aumenta con q, y la prevalencia de la enfermedad, que disminuye con q. Esta
competencia se puede ver cuantitativamente en la Ec. (3.16) para ω, que tiene tres
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factores que dependen de q y afectan a τ . Además del factor proporcional a q,
el factor 1/γ también aumenta con q, como se ve en la Ec. (3.9). Pero estos dos
factores se equilibran con ρstat

1 , que disminuye con q.

Un caso interesante es el de acoplamiento máximo q = 1.0 y po = 0, porque τ
de la Ec. (3.17) diverge a medida que β se aproxima a 1.0. Esto sucede en el modelo
porque cuando β = 1.0 una vez que un nodo se infecta, permanece infectado para
siempre. Luego, una vez que todos los nodos se infectan, la dinámica de opinión se
detiene, ya que los nodos vecinos infectados no pueden intercambiar opiniones, y
aśı la capa social se congela en un estado mixto de opiniones + y − y nunca se logra
el consenso. Al hacer una expansión de la expresión en serie de Taylor (3.17) hasta
el segundo orden en un pequeño parámetro Ô = 1− β ¹ 1 obtenemos, después de
un poco de álgebra,

τ

τ0
Ä [9− 4(1− pd)]2

90(1− β)2 , (3.18)

donde usamos µ = 10. La Ec. (3.18) muestra que τ diverge como (1 − β)−2 en
el ĺımite de β → 1.0, como se muestra en el gráfico interno de la Fig. 3.9 (b).
Para β = 1.0 y po = 0, podemos verificar de la Ec. (3.17) que τ/τ0 Ä 1/(1 − q),
que muestra la divergencia de τ a medida que el sistema se aproxima al estado
totalmente acoplado q = 1.0.

3.4. Discusiones finales

En este caṕıtulo, propusimos un modelo de red bicapa para explorar la interac-
ción entre la dinámica de formación de opiniones y la propagación de enfermedades
en una población de individuos. Utilizamos el Modelo del Votante y el Proceso de
Contacto para simular la dinámica de opinión y la de enfermedad que se ejecuta
en una red social y de contacto, respectivamente. Estas dos redes comparten los
mismos nodos y están unidos por una fracción q de enlaces en común. Mostra-
mos que, cuando las redes están acopladas, la dinámica de opinión puede cambiar
drásticamente las propiedades estad́ısticas de la propagación de la enfermedad, que
a su vez modifica las propiedades de la propagación de opiniones, en comparación
con el caso de las redes aisladas.

La dinámica del VM puede cambiar el orden de la transición de fase endémica-
sana observada en el CP cuando la probabilidad de infección β excede un valor
umbral βc, desde una transición continua para el caso desacoplado a una transición
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discontinua cuando el acoplamiento q es mayor que cero. La magnitud del salto de
la prevalencia de la enfermedad en el punto de transición βc aumenta con q. La dis-
continuidad está asociada con la evolución temporal no monótona de la fracción de
nodos infectados. Esta no monotonicidad es consecuencia de la naturaleza variable
de la probabilidad de infección efectiva, que vaŕıa con el tiempo según la evolución
estocástica de la fracción de enlaces sociales +−. El sistema también muestra una
transición discontinua de una fase endémica a una fase sana cuando el acoplamiento
supera un valor qc, para un valor fijo de β. El origen de esta discontinuidad es el
mismo que el de la transición discontinua con β, es decir, la no monotonicidad en
la evolución temporal de la fracción de nodos infectados. También obtuvimos un
diagrama de fases en el espacio β − q mostrando las fases sanas y endémicas para
diferentes valores de las probabilidades pd y po. En todos los casos, observamos que
el punto de transición βc aumenta con q.

También desarrollamos una aproximación de campo medio que permitió esti-
mar con razonable precisión la ĺınea de transición sana-endémica (βc, qc) en función
de los parámetros del modelo. Este enfoque revela que la dinámica de la enfermedad
es equivalente a la del CP estándar en una red aislada, pero con una probabilidad
de infección efectiva que es constante en el tiempo y que disminuye con el acopla-
miento y la fracción estacionaria de enlaces sociales +− para un valor fijo de β.
Esto significa que, a nivel de campo medio, el efecto general del VM sobre el CP
es disminuir la probabilidad de infección efectiva a medida que aumenta el acopla-
miento. Por lo tanto, cuando q aumenta, se necesita un valor mayor de β para llevar
el sistema a la fase endémica, lo que lleva a un aumento del punto de transición βc

con q.

Por su parte, la dinámica de CP tiene el efecto general de ralentizar la propa-
gación de opiniones, retrasando el proceso de consenso de opinión en comparación
con el observado en una red aislada. La aproximación de MF revela que la dinámi-
ca de opinión corresponde a la del VM estándar en una red aislada, pero con una
probabilidad de transmisión de opinión que disminuye con q y la prevalencia de la
enfermedad. Dependiendo de los valores de los parámetros, el tiempo medio de con-
senso τ puede mostrar un aumento monótono con q, aśı como un comportamiento
no monótono. Este enfoque teórico dió una idea de estos resultados, lo que permitió
obtener una expresión matemática aproximada que relaciona a τ con los paráme-
tros. Esta aproximación muestra que el comportamiento de τ con q es el resultado
de dos mecanismos diferentes en juego: la superposición de enlaces sociales y de
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contacto que tiende a aumentar τ con q, que se compensa con la fracción de nodos
infectados que tiende a disminuir τ con q. Por lo tanto, la dependencia no trivial
de τ con q es una consecuencia de la competencia entre estos dos mecanismos.

Es interesante observar que, a pesar de la interacción no trivial entre el CP y el
VM, el sistema interdependiente de opiniones y enfermedad puede verse aproxima-
damente como dos sistemas que evolucionan independientemente el uno del otro,
donde cada sistema tiene un parámetro efectivo que depende de la otra dinámica
y el acoplamiento. Espećıficamente, la dinámica de opinión corresponde a la del
VM con una probabilidad de transmisión de opinión efectiva que disminuye con la
prevalencia de la enfermedad y el acoplamiento, mientras que la propagación de
la enfermedad está bien descrita por la dinámica del CP con una probabilidad de
infección efectiva que disminuye con la fracción de enlaces sociales +− y el aco-
plamiento. Sin embargo, esta es solo una aproximación que proviene del análisis de
MF, que desprecia las correlaciones entre los estados de opinión y enfermedad.
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Caṕıtulo 4

Propagación de Enfermedades e Infor-
mación en Redes Múltiples

Los estudios matemáticos y computacionales de modelos epidémicos han de-
mostrado ser muy importantes para comprender la dinámica de las enfermedades
en el mundo real [78]. La principal motivación detrás del modelado de epidemias es
el desarrollo de métodos para controlar la transmisión de enfermedades aumentan-
do nuestra comprensión sobre las mismas [78,98]. Las estrategias más tradicionales
para contener un brote se basan en la vacunación [98] o la cuarentena [99]. Sin em-
bargo, trabajos recientes verificaron que la concientización frente a enfermedades
infecciosas también puede interferir en la propagación de las mismas [100].

Los métodos de prevención individuales pueden reducir considerablemente el
alcance general de una epidemia, como se mostró en estudios previos [48,49,101].
En estos trabajos se ha analizado el impacto de la información sobre la propagación
de epidemias en una población [48–50,101–103]. Una forma de modelar la influencia
del comportamiento humano en la propagación de una epidemia es utilizar un
modelo de propagación de rumores para simular la difusión del conocimiento sobre
la enfermedad (y sus métodos de prevención) de boca en boca. En este marco, los
rumores –que en lo sucesivo llamaremos información– y las epidemias, consisten en
dos procesos de difusión que interactúan entre śı.

Esta interacción entre individuos puede representarse en una red compleja
múltiple, donde la enfermedad y el conocimiento de la información para prevenir
la transmisión se propagan en diferentes capas. La capa de la enfermedad puede
representar contactos f́ısicos o de proximidad para la propagación de enfermedades
aerotransportadas en personas que interactúan regularmente (familia, compañeros
de trabajo,...) u ocasionalmente (personas que comparten transporte público). La
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capa de información representa contactos entre personas que intercambian informa-
ción personalmente o de manera virtual: Redes Sociales. Granell y colaboradores
verificaron que la transmisión de una enfermedad se reduce de acuerdo a la inter-
acción entre estas dos capas [48,49]. En la vida real, se espera que estas dinámicas
no evolucionan a la misma velocidad, por este motivo se debe escoger una esca-
la de tiempo ajustable que promueva una alternancia aleatoria entre los procesos
epidémicos y los procesos de información. En este caṕıtulo exploramos la interac-
ción de ambos procesos agregando diferentes escalas temporales para cada uno de
ellos.

4.1. Descripción del Modelo SIS-UAU

El modelo empleado involucra las dinámicas SIS-UAU, similar al trabajo pro-
puesto por Granell y colaboradores [48, 49]. Se plantea el uso del SIS para ambos
procesos –epidémico e informativo–, donde cada uno está representado por una ca-
pa de la red como se observa en la Fig. 4.1. En la capa epidémica, los nodos pueden
estar en estado Susceptible (S) o Infectado (I) donde cada nodo infectado de la red
trata de tranmitirle la enfermedad a cada uno de sus vecinos susceptibles con tasa
β y luego con tasa µ se recupera.

En la capa de información el modelo funciona de manera similar, cambiando los
nombres de los estados a No informado (U) e Informado (A) para evitar confusiones
con el proceso epidémico, las letras U y A provienen del inglés Unaware y Aware,
respectivamente. Un nodo no informado puede informarse con tasa γ al contactarse
con un vecino informado, y, de manera análoga, un nodo informado puede “olvidar”
la información (o simplemente perder el interés en ella) y volver a ser no informado
con tasa α.

Como se mencionó anteriormente, el modelo SIS básico se modifica para in-
troducir la interacción entre la información y las epidemias. La información se con-
sidera como el conocimiento de los métodos de prevención para que las personas
informadas reduzcan su probabilidad de contraer la enfermedad. Esto se modela
como una reducción en la tasa de contagio de un nodo informado por un factor
de Γ (0 ≤ Γ ≤ 1). Entonces, un nodo informado tendrá una tasa reducida Γβ de
contraer la enfermedad.
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Figura 4.1: Esquema de un pequeño trozo de la estructura multiplex utilizada para
el modelo SIS-UAU. En la capa superior (Proceso Informativo) los nodos tienen dos
estados posibles: no informado (U) e informado (A). En la capa inferior (Proceso
Epidémico) los nodos son los mismos individuos que en la capa superior y sus
estados puede ser: susceptible (S) o infectado (I).

Por otro lado, la existencia de nodos infectados refuerza la información sobre
la enfermedad, esto se incluye en el modelo como una “autoconciencia” de las
personas infectadas donde los nodos infectados y no informados tienen una tasa
κ de informarse. Representamos el estado compuesto de un nodo con dos letras
mayúsculas, la primera para el estado de epidemia y la segunda para el estado de
información: susceptible-no informado SU, susceptible-informado SA, infectado-no
informado IU, e infectado-informado IA.

Esquemáticamente, dividiremos cada transición de estado del modelo en dos
grupos: epidémico e informativo. La transmisión de la enfermedad será: SU β−→ IU,
SA Γβ−→ IA y la recuperación I µ−→ S, también es considerada en este grupo de
transiciones. Mientras que la transmisión de la información U γ−→ A, la pérdida
de la información A α−→ U y la autoconciencia (IU κ−→ IA) se agrupan como
transiciones de información.

Como se mencionó anteriormente, se espera que las dinámicas descritas no
evolucionen a la misma velocidad y por este motivo se debe escoger una escala
de tiempo ajustable entre ambos procesos. Esta escala de tiempo promueve una
alternancia aleatoria entre los procesos epidémicos y los procesos de información
durante toda la dinámica donde el parámetro π aumenta la velocidad de propaga-
ción de la información. Todas las transiciones de este modelo están esquematizadas
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SU

(1−π) β

(1−π) µ

(1−π) µ

(1−π) Γ β

π α π α π γ + π κπ γ

SA

IU

IA

Figura 4.2: Transiciones de la dinámica para ambos grupos: epidémico e informa-
tivo.

en la Fig.4.2.

4.2. Aproximación de campo medio

Ahora estudiamos el comportamiento del modelo SIS/UAU utilizando una
aproximación de campo medio que asume que, en cada paso de la dinámica, ca-
da nodo interactúa con η vecinos elegidos al azar. Esta aproximación no toma en
cuenta las correlaciones de estado del vecino más cercano y debeŕıa funcionar ra-
zonablemente bien para redes aleatorias con distribuciones de grado homogéneas y
sin correlaciones de grado, como las redes Erdös Rényi.

Las densidades de los nodos en cada estado ρiu, ρsu, ρia y ρsa evolucionan de
acuerdo con el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

dρiu

dt
= (1− π)βηρsuρi + παρia − (1− π)µρiu − πκρiu − πγηρiuρa (4.1a)

dρsu

dt
= (1− π)µρiu + παρsa − (1− π)βηρsuρi − πγηρsuρa (4.1b)

dρia

dt
= πγηρiuρa + πκρiu + (1− π)Γβηρsaρi − παρia − (1− π)µρia (4.1c)

dρsa

dt
= πγηρsuρa + (1− π)µρia − παρsa − (1− π)Γβηρsaρi, (4.1d)

donde η es el grado medio de la red, β, µ, γ, Γ, κ, α son tasas de transición y
ρi = ρiu + ρia y ρa = ρia + ρsa son las densidades de nodos infectados e informados,
respectivamente. Además, la relación de conservación del número total de nodos
ρiu + ρsu + ρia + ρsa = 1 permanece constante en todo momento. Los términos de
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ganancia y pérdida en las Ecs. (4.1)corresponden a las flechas entrantes y salientes
de la Fig. 4.2. Las Ecs. (4.1) describen, en el ĺımite de tiempo continuo, la dinámica
SIS/UAU, donde las probabilidades de infección y recuperación de la enfermad en
un paso de tiempo infinitesimal dt son βdt y µdt, respectivamente, y de manera
análoga para los eventos de transmisión de información.

4.2.1. Solución para γ = 0, Γ = 0 y κ = 1.0

Las Ecs. (4.1) se simplifican cuando establecemos γ = 0,Γ = 0 y κ = 1.0, y
esto corresponde a los parámetros utilizados en la Fig. 4.5 (arriba-derecha) de la
sección 4.3. Las ecuaciones simplificadas resultan

dρiu

dt
= (1− π)βηρsuρi + παρia − (1− π)µρiu − πρiu

dρsu

dt
= (1− π)µρiu + παρsa − (1− π)βηρsuρi (4.2)

dρia

dt
= πρiu − παρia − (1− π)µρia

dρsa

dt
= (1− π)µρia − παρsa.

El punto fijo trivial de este sistema de ecuaciones es ρsu = 1.0, y corresponde a una
población totalmente sana y no informada. El punto fijo no trivial corresponde a
las densidades estacionarias

ρ∗
iu = α(βη − µ)

βη(1 + α) (4.3)

ρ∗
ia = πα(βη − µ)

βη(1 + α) [πα+ (1− π)µ] (4.4)

ρ∗
su = µ

βη
(4.5)

ρ∗
sa = (1− π)µ(βη − µ)

βη(1 + α) [πα+ (1− π)µ] . (4.6)

La expresión para la prevalencia de la enfermedad resulta

ρ∗
i = α(βη − µ) [π(1 + α) + (1− π)µ]

βη(1 + α) [πα + (1− π)µ] (4.7)

y es graficada en la Fig. 4.3 para los valores de los parámetros µ = 0.9, α = 0.6,
β = 0.3 y η = 6. Observamos que ρ∗

i aumenta con π para todo κ > 0.

La Ec. (4.7) predice que la prevalencia toma el valor ρ∗
i = α(βη − µ)/[(1 +

α)βη] = 0.1875 y ρ∗
i = (βη − µ)/βη = 0.5 en los ĺımites π = 0 y π = 1, respectiva-

mente. Sin embargo, estos casos extremos pueden ser engañosos ya que los valores
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Figura 4.3: Prevalencia de la enfermedad como función de π.

cercanos a esos ĺımites no corresponden al valor para ρ∗
i en esos puntos. Esto quiere

decir que ρ∗
i presenta una discontinuidad en π = 0 y π = 1. Para observar esto,

reescribiremos las Ecs. (4.2) para π = 0
dρiu

dt
= βηρsuρi − µρiu

dρsu

dt
= µρiu − βηρsuρi (4.8)

dρia

dt
= −µρia

dρsa

dt
= µρia,

cuya solución estacionaria no trivial es ρiu = C0 − µ/βη, ρia = 0, ρsu = µ/βη y
ρsa = 1 − C0, donde C0 = ρu(t = 0) es una constante. Asumiendo que todos los
individuos son no informados inicialmente, C0 = 1, lo que conduce a una prevalencia
ρ∗

i = (βη − µ)/βη = 0.5 en π = 0, que es más alto por un factor (1 + α)/α = 2.66
que el ĺımite π → 0 de la Ec. (4.7), mostrando la discontinuidad en π = 0 (ver
Fig. 4.3). Para π = 1 las Ecs. (4.2) se reducen a

dρiu

dt
= αρia − ρiu

dρsu

dt
= αρsa (4.9)

dρia

dt
= ρiu − αρia

dρsa

dt
= −αρsa,
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cuya solución estacionaria es ρiu = αC1/(1 + α), ρia = C1/(1 + α), ρsu = 1− C1 y
ρsa = 0, donde C1 = ρi(t = 0). Esto significa que la fracción de nodos infectados
se mantiene constante en el tiempo: ρi = C1. Si inicialmente hay un individuo
infectado, entonces la prevalencia es ρ∗

i = 1/N ¹ 1 para valores grandes de N .
Esto muestra el salto de ρ∗

i desde 0.5 hasta un valor cercano a cero para π = 1
(Fig. 4.3).

Observamos que la densidad estacionaria de los nodos informados ρa = (βη −
µ)/[βη(1 +α)] es independiente de π, mientras que ρ∗

i depende de π. Esto significa
que ambas dinámicas SIS y UAU son ćıclicas pero no equivalentes. La equivalencia
se rompe gracias al término κπ en la transición espontánea IU → IA. De hecho,
para el caso κ = 0, se obtiene ρ∗

i = (βη − µ)/βη independiente de π (ver Fig. 4.3).

4.2.2. Solución para γ = 0

Para γ = 0, las Ecs. (4.1) se convierten en

dρiu

dt
= (1− π)βηρsuρi + παρia − (1− π)µρiu − πκρiu, (4.10a)

dρsu

dt
= (1− π)µρiu + παρsa − (1− π)βηρsuρi, (4.10b)

dρia

dt
= πκρiu + (1− π)Γβηρsaρi − παρia − (1− π)µρia, (4.10c)

dρsa

dt
= (1− π)µρia − παρsa − (1− π)Γβηρsaρi. (4.10d)

Las soluciones estacionarias de las Ecs. (4.1) pueden ser obtenidas estudiando
el caso γ = 0.

Las densidades estacionarias triviales del sistema de Ecs. (4.10) son ρ∗
su = 1

y ρ∗
iu = ρ∗

ia = ρ∗
sa = 0. Para encontrar las densidades estacionarias no triviales

comenzamos igualando todas las derivadas a cero, sumamos las Ecs. (4.10a) y
(4.10c) y luego se obtiene la siguiente relación entre ρ∗

su y ρ∗
sa:

βη(ρ∗
su + Γρ∗

sa)− µ = 0, (4.11)
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para ρ∗
i Ó= 0. Luego, resolvemos para ρ∗

iu y ρ∗
ia de las Ecs. (4.10b) y (4.10d), respec-

tivamente,

ρ∗
iu = (1− π)βηρ∗

suρ
∗
i − παρ∗

sa

(1− π)µ , (4.12)

ρ∗
ia = (1− π)Γβηρ∗

saρ
∗
i + παρ∗

sa

(1− π)µ . (4.13)

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (4.10c) llegamos, luego de hacer un poco
de álgebra, a la siguiente ecuación que relaciona ρ∗

su y ρ∗
sa:

(1− π)βη(1− ρ∗
su − ρ∗

sa) (κρ∗
su − αΓρ∗

sa)− [π(κ+ α) + (1− π)µ]αρ∗
sa = 0. (4.14)

Insertando la expresión
ρ∗

su = µ

βη
− Γρ∗

sa (4.15)

de la Ec. (4.11) en la Ec. (4.14) y expandiendo en potencias de ρ∗
sa obtenemos la

ecuación cuadrática
a ρ∗2

sa + b ρ∗
sa + c = 0, (4.16)

con coeficientes

a = (1− π)β2η2Γ(1− Γ)(κ+ α),

b = −βη
;

(κ+ α) [πα + (1− π)µ] + (1− π)Γ [(κ+ α)(βη − µ)− µκ]
<
,(4.17)

c = (1− π) (βη − µ)κµ.

La solución f́ısica 0 ≤ ρ∗
sa ≤ 1 de la Ec. (4.16) viene dada por la expresión

ρ∗
sa = −b−

√
b2 − 4ac

2a (4.18)

Una expresión cerrada para ρ∗
su puede ser obtenida directamente insertando la

expresión de la Ec. (4.18) en la Ec. (4.15). Para obtener expresiones cerradas para
ρ∗

iu y ρ∗
ia podemos usar primero la equivalencia

ρ∗
i = 1− ρ∗

su − ρ∗
sa (4.19)

en la Ec. (4.12) y la Ec. (4.13), respectivamente, y luego insertar las expresiones
para ρ∗

sa y ρ∗
su dentro de las expresiones resultantes. Finalmente, podemos obtener

una expresión para la prevalencia usando la Ec. (4.19) y la Ec. (4.15), reescribiendo
ρ∗

i in términos de ρ∗
sa

ρ∗
i = βη − µ

βη
− (1− Γ)ρ∗

sa, (4.20)
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que se reduce a la expresión citada en la Ec. (4.22) de la sección 4.2.2 después de
reemplazar la expresión de la Ec. (4.18) para ρ∗

sa.

Finalmente, las densidades estacionarias resultan:

ρ∗
sa = −b−

√
b2 − 4ac

2a , (4.21a)

ρ∗
su = µ

βη
− Γρ∗

sa, (4.21b)

ρ∗
ia = (1− π)Γβηρ∗

sa(1− ρ∗
sa − ρ∗

su) + παρ∗
sa

(1− π)µ (4.21c)

ρ∗
iu = (1− π)βηρ∗

su(1− ρ∗
sa − ρ∗

su)− παρ∗
sa

(1− π)µ . (4.21d)

La densidad estacionaria de nodos infectados ρ∗
i = ρ∗

iu + ρ∗
ia en la fase endémica-

informada, sustituyendo la expresión para ρ∗
sa se puede escribir como

ρ∗
i = βη − µ

βη
+

(1− Γ)
1
b+
√
b2 − 4ac

2
2a . (4.22)

La expresión para la prevalencia de la enfermedad ρ∗
i como función de π usando

la Ec. (4.22) se grafica en la Fig.4.4 donde observamos que la dependencia de la
enfermedad con π se reduce a medida que Γ aumenta y desaparece para Γ = 1.0
donde se recupera la dinámica SIS estándar y, por lo tanto, ρ∗

i es independiente de
π.
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Figura 4.4: Prevalencia de la enfermedad ρ∗
i como función de π (Ec. (4.22)) variando

Γ. Para Γ = 1.0 se recupera la dinámica SIS estándar.
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4.3. Análisis numérico de las ecuaciones

Consideramos una red múltiple con dos capas independientes que representan
la propagación de una enfermedad y la transmisión de información sobre el conoci-
miento de dicha enfermedad. Presentamos la solución de las Ecs. (4.1) propuestas
en la sección anterior 4.2 mediante integración numérica, incluyendo el caso γ > 0,
el cual no se tuvo en cuenta en los resultados anaĺıticos.

Utilizando los mismos valores para los parámetros de la Fig.4.4, β = 0.3,
µ = 0.9, α = 0.6 y η = 6.0, en la Fig.4.5 graficamos la prevalencia de la enfermedad
como función de la velocidad de propagación π para varios conjuntos de parámetros.
Se muestran 3 valores para la tasa de que los agentes se informen γ = 0.0, 0.1 y
0.3. Los dos gráficos superiores de esta Figura son para Γ = 0 y presentan un
aumento de la densidad de infectados ρ∗

i con π en un rango similar para 2 valores
del parámetro κ, el cual aumenta la tasa de que los agentes en estado infectado
se informen. Para γ = 0.3 la densidad de infectados desaparece ρ∗

i = 0, cuando
esto ocurre la densidad de agentes informados es ρ∗

a = ρ∗
sa = (ηγ − α)/ηγ = 2/3

(despejando de la Ec.(4.1b)) y la densidad restante de agentes es ρ∗
su. Para los

gráficos inferiores con Γ = 0.5, observamos que el aumento de la prevalencia con π
es más lento y ρ∗

i Ó= 0 para los mismos valores de γ.

En todos los paneles de la Fig. 4.5 la prevalencia de la enfermedad aumenta
con la velocidad de propagación de la información π, este es un resultado contrario
a lo esperado y es, probablemente, el más interesante de todo el análisis de este
caṕıtulo ya que si hay más información disponible para la población, se esperaŕıa
que la densidad de enfermos disminuya y esto no ocurre en los resultados mostrados.
Este hecho representa un problema abierto de este trabajo en desarrollo.

Continuando el análisis, en la Fig. 4.6 se muestra la densidad de agentes infecta-
dos ρ∗

i (panel (a)) e informados ρ∗
a (panel (b)) como función de π para Γ = κ = 0.5.

Cuando π aumenta disminuyen los agentes informados, lo que también resulta con-
tradictorio.

En la Fig. 4.7 se muestra la densidad de individuos infectados ρ∗
i en función

de la tasa de infección β para γ = 0.1 y 3 valores de π = 0.1, 0.5 y 0.9. En los
gráficos superiores tomamos Γ = 0.0 y 2 valores de κ = 0.5 y 1.0. Las curvas de
ρ∗

i aumentan con π, lo cual coincide con los resultados de la Fig.4.4. Para Γ = 0.5
(gráficos inferiores), las curvas de ρi también aumentan con π en un rango menor.
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Figura 4.5: Densidad estacionaria de nodos infectados como función del parámetro
temporal π con γ = 0.0, 0.1 y 0.3, para diferentes valores de Γ y κ. El valor de los
otros parámetros utilizados es: β = 0.3, µ = 0.9, α = 0.6 y η = 6.0.
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Figura 4.6: Densidad estacionaria de nodos infectados (panel (a)) e informados
(panel (b)) como función de la velocidad de propagación de la información π para
3 valores de γ = 0.0, 0.1, 0.3 y para Γ = κ = 0.5. A medida que π aumenta
también lo hacen los individuos infectados mientras que disminuyen los individuos
informados, esto representa un comportamiento contrario a lo esperado.
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Figura 4.7: Densidad estacionaria de nodos infectados como función de la tasa de
infección β con γ = 0.1, para diferentes valores de la velocidad de propagación π.
El valor de los otros parámetros utilizados es: µ = 0.9, α = 0.6 y η = 6.0.

El parámetro Γ regula la infección en los agentes informados, cuya densidad (ρia)
disminuye conforme Γ disminuye.

La construcción de este modelo involucra muchos parámetros asociados a cada
proceso de transición. Cada uno de estos procesos puede ser analizado siguiendo
el diagrama de transiciones de la Fig.4.2. Si nos centramos en la prevalencia de la
enfermedad ρ∗

i , podemos describir su comportamiento esperado respecto de cada
parámetro y esto lo resumimos a continuación en el siguiente esquema en términos
de aumento ↑ y disminución ↓ de cada cantidad:

µ ↑, γ ↑, κ ↑ =⇒ ρ∗
i ↓

Γ ↑ β ↑, α ↑, π ↑ =⇒ ρ∗
i ↑ (4.23)

Salvo por el comportamiento de ρ∗
i con π, este esquema concuerda con los

resultados presentados en esta sección donde describimos el comportamiento de
las Ecs.(4.1). En la Fig. 4.8 mostramos el diagrama de fases β − γ donde queda
contenido todo nuestro análisis para π = 0.5. La información, representada por el
parámetro γ, reduce la cantidad de infectados, y por ende la transición desde una
fase sana a una fase endémica, lo cual se hace más notorio al variar el parámetro
Γ.
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En la Fig. 4.9 inclúımos el parámetro Γ para mostrar el diagrama de fases de
la Fig. 4.8 en 3 dimensiones. Al incorporar Γ podemos observar como se curva el
plano que separa las fases sana y endémica más claramente.
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Figura 4.8: Diagrama de fase β − γ para 3 valores de Γ con π = 0.5.

Figura 4.9: Diagrama de fase β − γ − Γ.
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4.4. Discusiones preliminares

En este caṕıtulo, presentamos la aproximación de campo medio y el análisis
de las ecuaciones con escala de tiempo variable que describe un modelo de red
bicapa que representa la propagación de una enfermedad y la transmisión de infor-
mación sobre el conocimiento de dicha enfermedad. La construcción de este modelo
involucra un gran número de parámetros para su caracterización, cuya pregunta
fundamental se centra en mostrar cuan beneficiosa resulta la información disponible
sobre una enfermedad para reducir el brote de la misma. El parámetro γ representa
la tasa de informarse mientras que el parámetro π es la velocidad de propagación
de la información. Si bien, cuando γ aumenta se reduce la cantidad de infectados, al
variar π nos encontramos con un hecho contradictorio: el aumento en la velocidad
de propagación de la información aumenta la cantidad de individuos infectados y
disminuye la cantidad de individuos informados, algo paradójicamente inesperado.
Este hecho representa un problema abierto en este trabajo aún en desarrollo.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo de Tesis Doctoral estudiamos diversos procesos
dinámicos sociales sobre redes bidimensionales y redes complejas de capas múlti-
ples. Analizamos su fenomenoloǵıa y las cantidades relevantes que los caracterizan.

En el caṕıtulo 2 estudiamos un modelo basado en agentes en una red bidi-
mensional que explora la competencia entre la persuasión y el compromiso en la
formación de opiniones. Debido a las interacciones dentro de esta topoloǵıa aparece
una dinámica de coarsening cuyas propiedades dependen estrechamente de la rela-
ción r = p/q entre las probabilidades de interacción de persuasión y compromiso.

Cuando el compromiso domina sobre la persuasión, inicialmente la dinámica
es similar a la del VM, el coarsening no tiene tensión superficial y los dominios
están formados por agentes moderados, ésto está asociado a un estado de opinión
centralizado. El crecimiento de los dominios finalmente conduce a un estado donde
todos los agentes tienen la misma orientación de opinión (positiva o negativa) hasta
que se alcanza el consenso en un tiempo que escalea como r−1 lnN con el tamaño
de la población N .

En el escenario opuesto, donde la persuasión domina sobre el compromiso, el
coarsening es impulsado por la tensión superficial y los agentes moderados se ubican
en la interfaz entre los dominios formados por los extremistas. Esto corresponde
a un estado de opinión polarizado en el que la población se divide en dos grupos
que adoptan opiniones extremas y opuestas (positiva y negativa). El tiempo para
alcanzar el consenso puede ser muy largo cuando el sistema cae en una configuración
metaestable tipo bandas, donde las dos interfases difunden hasta que se encuentran
y aniquilan. El tiempo medio de consenso de este tipo de realizaciones escalea como
N1,71. Cuando el promedio se realiza sobre todas las realizaciones, que incluyen
realizaciones de corta duración con un tiempo que escalea como N , el tiempo medio
de consenso general escalea como τ ∼ Nν , con ν = 1, 64.



108 Conclusiones

Se propuso una aproximación para describir el consenso de las configuraciones
tipo bandas al mapear esta dinámica en un problema de dos barras que difunden
libremente en 1D y se aniquilan cuando chocan por primera vez. Este método
tiene en cuenta el ancho de las bandas, que se vuelve relevante cuando éstas se
encuentran y se rompen. Además, se realizó una aproximación más fina que explica
las desviaciones del exponente teórico ν = 1.5, tomando en cuenta la rugosidad de
las interfases, explicado en detalle en la subsección 2.4.2.

Respecto de los resultados conocidos del Modelo M en MF, las interacciones en
la topoloǵıa espacial de 2D tienen un gran impacto. La bipolarización de opinión es
mucho más estable en redes bidimensionales que en MF, debido a la existencia de
estados metaestables de larga duración (estados banda). Otra observación es que
la bipolarización se encuentra para p > q en MF, mientras que en redes cuadradas
bidimensionales se encuentra para valores de persuasión mucho más bajos, aproxi-
madamente por p > q/3. Por lo tanto, un pequeño nivel de homofilia es suficiente
para inducir bipolarización en una población que interactúa en éste tipo de redes.

En redes cuadradas bidimensionales los tiempos medios de consenso son mucho
más largos que los obtenidos en una configuración de MF y los estados bandas hacen
que este tiempo sea aún mayor. Teniendo en cuenta las propiedades de escala del
ancho de la interfase, se pudo derivar una expresión anaĺıtica para el tiempo medio
de consenso con el tamaño del sistema de acuerdo con las simulaciones.

Valdŕıa la pena estudiar la dinámica del modelo M en redes complejas de
diferentes tipos ya que son descripciones más realistas de la topoloǵıa de las inter-
acciones sociales entre las personas. También seŕıa interesante investigar el papel
de la conectividad de red en la propagación y el dominio final de una opinión ex-
trema [68]. Finalmente, una extensión natural del modelo incluiŕıa variaciones de
las reglas en la persuasión y/o compromiso que podŕıan mejorar la bipolarización
en redes o topoloǵıas generales.

En el caṕıtulo 3, propusimos un modelo de red bicapa para explorar la in-
teracción entre una dinámica de formación de opiniones y una de propagación de
enfermedades en una población de individuos. Para simular la dinámica de opinión
utilizamos el Modelo del Votante (VM) y para la dinámica de enfermedad utiliza-
mos el Proceso de Contacto (CP) que se ejecutan en una red social y de contacto,
respectivamente. Ambas redes comparten los mismos nodos y están unidos por una
fracción q de enlaces en común. Mostramos que, cuando las redes están acopladas,
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la dinámica de opinión puede cambiar drásticamente las propiedades estad́ısticas
de la propagación de la enfermedad, que a su vez modifica las propiedades de la
propagación de opiniones, en comparación con el caso de las redes aisladas q = 0 .

La dinámica del VM puede cambiar el orden de la transición, desde una tran-
sición continua para el caso desacoplado a una transición discontinua cuando el
acoplamiento es q > 0. La discontinuidad está asociada con la evolución temporal
no monótona de la fracción de nodos infectados que depende de la probabilidad
de infección efectiva, que vaŕıa con el tiempo según la evolución estocástica de la
fracción de enlaces sociales +−. El sistema también muestra una transición dis-
continua de una fase endémica a una fase sana cuando el acoplamiento supera un
valor qc, para un valor fijo de β cuyo origen es el mismo. Al realizar el diagrama de
fases en el espacio β − q, observamos que el punto de transición βc aumenta con q.

También desarrollamos un enfoque de campo medio que permitió estimar con
razonable precisión la ĺınea de transición sana-endémica (βc, qc) en función de los
parámetros del modelo. El efecto general del VM en el CP es disminuir la proba-
bilidad de infección efectiva a medida que aumenta el acoplamiento. Por lo tanto,
cuando q aumenta, se necesita un valor mayor de β para llevar el sistema a la fase
endémica, lo que lleva a un aumento del punto de transición βc con q.

Por su parte, la dinámica de CP tiene el efecto general de ralentizar la propa-
gación de opiniones, retrasando el proceso de consenso de opinión en comparación
con el observado en una red aislada. Dependiendo de los valores de los parámetros,
el tiempo medio de consenso τ puede mostrar un comportamiento monótono o no
monótono con q que es el resultado de la competencia entre la superposición de
enlaces sociales y de contacto que tiende a aumentar este tiempo con q y la fracción
de nodos infectados que tiende a disminuirlo con q.

Los resultados presentados en el caṕıtulo 3 corresponden a un estado inicial
particular que consiste en fracciones de pares de estados de opinión + y − y de
estados de enfermedad infectados I y susceptibles S, distribuidos uniformemente a
través de las redes. Como un trabajo futuro, se podŕıa estudiar el comportamiento
del sistema bajo diferentes condiciones iniciales, y con fracciones desiguales de
opinión y estados de enfermedad. Por ejemplo, se puede simular una población con
opiniones polarizadas iniciales basadas en la enfermedad, correlacionando la opinión
de cada nodo con su estado de enfermedad (por ejemplo, infectando todos los nodos
con opinión − y dejando todos los nodos con opinion + en estado saludable).
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Finalmente, seŕıa interesante estudiar el comportamiento del modelo actual bajo
diferentes reglas de actualización. Por ejemplo, hemos comprobado una regla simple
en la que la condición de conexión (conectada o desconectada) entre dos nodos en
una capa no se tiene en cuenta para la actualización en la otra capa con algunos
resultados preliminares que sugieren que el comportamiento cŕıtico de este nuevo
modelo es bastante diferente al del modelo original.

En el caṕıtulo 4 analizamos otro modelo de red bicapa para explorar la inter-
acción entre la diseminación de una enfermedad y la propagación de información
sobre el conocimiento de dicha enfermedad y sus métodos de prevención en una
población de individuos mediante una aproximación de campo medio y el análisis
de sus ecuaciones. En este modelo propuesto, el rumor y la enfermedad se propa-
gan en diferentes escalas de tiempo. Verificamos que la información ayuda a reducir
tanto el tamaño del brote como el umbral epidémico de la enfermedad, aunque un
aumento en la velocidad de propagación de la información puede no ser beneficioso.
Estas investigaciones pueden extenderse al considerar otros modelos de red que to-
men en cuenta patrones de organización de comunidades, aśı como la organización
de las mismas en otros tipos de Redes Multicapas.

Durante el desarrollo de la presente Tesis Doctoral fueron publicados los resul-
tados expuestos en el Caṕıtulo 2 que se completa con los apéndices A y B [104], en
el caṕıtulo 3 junto a los apéndices C, D, E y F [105], y se encuentra en preparación
otro trabajo relativo a los estudios detallados en el Caṕıtulo 4.



Apéndice A

Análisis de la distancia media de ruptura
de la interfase é∆xbê

Podemos obtener una idea del escaleo é∆xbê Ä L0.525 relacionando la distancia
entre las interfases en el momento de ruptura con sus propiedades de rugosidad,
como ilustramos en la Fig. 2.10(a). Más precisamente, las interfases se tocan a una
altura y (x1,y = x2,y = xy) donde las respectivas desviaciones de la interfase de x1

y x2 alcanzan sus máximos valores en d1,max = |xy − xb
1| y d2,max = |xy − xb

2|. Por
lo tanto, la distancia entre las interfases se puede aproximar como ∆xb Ä d1,max +
d2,max. Dado que la altura y del punto de contacto vaŕıa entre cada realización,
calculamos el valor medio de la desviación máxima édmaxê en ambos lados de cada
interfase para muchas realizaciones de la dinámica. Los resultados se muestran
en la Fig. 2.11(a) (diamantes). Vemos que 2 édmaxê coincide muy bien con é∆xbê
para L & 20, y eso sigue una escala de ley de potencias édmaxê ∼ L0.525 (ĺınea
sólida). Especulamos que este comportamiento está relacionado con las propiedades
de escala del ancho de las interfases, definido como la desviación estándar de las
posiciones xi,y de la misma a lo largo del eje y [106,107]

Wi =

 1
L

LØ
y=1

x2
i,y −

 1
L

LØ
y=1

xi,y

2


1/2

=
 1
L

LØ
y=1

(xi,y − xi)2

1/2

. (A.1)

La evolución temporal del ancho promedio de la interfase calculado sobre muchas
realizaciones éW ê [ver Fig. 2.11(b)] tiene una etapa inicial en la cual éW ê crece
como tβ, seguido por una segunda etapa donde éW ê alcanza un valor de saturación
(plateau) que se incrementa con L como éW êsat(L) ∼ Lα, donde α Ä 0.5 es el
exponente de rugosidad y β Ä 0.25 es el exponente de crecimiento. Estos exponentes
son consistentes con los de la clase de universalidad Edwards-Wilkinson para el
crecimiento de superficies [107]. De hecho, mediante un reescaleo apropiado de
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los ejes x e y, los datos pueden colapsarse en una sola función [Fig. 2.11(b)] que
muestra que el crecimiento de la interfase obedece a la relación de escala Family-
Vicsek éW ê(L, t) = Lαf(t/Lz) con z = α/β Ä 2, y f(x) ∼ xβ para x¹ 1 y f(x) =
constante Ä 0.22 para xº 1. Observamos que el mismo comportamiento de escaleo
de la dinámica de la interfase se obtuvo en [66] para una amplia familia de modelos
de votantes con estados intermedios, como el modelo M. Además, verificamos que
el ancho de la interfase haya alcanzado su valor de saturación en el tiempo medio
de ruptura τb y que éste es mucho más largo que el “tiempo de cruce” que separa las
etapas de crecimiento y saturación. Por lo tanto, se espera que la desviación máxima
de la interfase sea proporcional al valor de saturación del ancho de la misma, lo que
lleva al escaleo aproximado édmaxê ∼ L0.5. No sabemos cómo explicar la pequeña
discrepancia con la escala édmaxê ∼ L0.525 obtenida de las simulaciones.



Apéndice B

Aproximación de τ III

b como una ley de
potencia

Para obtener el coeficiente A(L0) y el exponente α(L0) de la aproximación de
ley de potencia

τ III
b (L,L0) Ä A(L0)Lα(L0) (B.1)

para τ III
b de la Ec. (2.10) resulta útil trabajar en una escala doble logaŕıtmica, donde

la Ec. (B.1) se convierte en la ĺınea recta

y(x, x0) Ä log[A(x0)] + α(x0)x (B.2)

en la variable x ≡ log(L), con x0 ≡ log(L0) y y(x, x0) ≡ log[τ III
b (L,L0)]. Luego,

reescribiendo la Ec. (2.10) en términos de las variables x e y(x)

y(x) = 2 log
1
1− 2e−0.475 x

2
+ 3x− log(16 d),

y expandiendo en serie de Taylor y(x) a primer orden en x− x0 obtenemos

y(x) Ä 2 log
1
1− 2e−0.475 x0

2
+ 1.9 (x− x0)

(e0.475 x0 − 2) + 3x− log(16 d) (B.3)

= log
C

(1− 2e−0.475 x0)2

16 d

D
− 1.9x0

(e0.475 x0 − 2) +
C
3 + 1.9

(e0.475 x0 − 2)

D
x.

Igualando los coeficientes de la Ec. (B.3) con los de la Ec. (B.2) y devolviendo la
transformación de la variable L0 = ex0 , llegamos a las expresiones para A(L0) y
α(L0) citadas en las Ecs. (2.13) y (2.14), respectivamente, en el caṕıtulo 2 de esta
tesis.
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Apéndice C

Deducción de la ecuación de evolución
para ρ+

Denotamos por
è

O
D

é
el estado de un nodo dado, donde O = +,− y D = 1, 0

representan sus estados de opinión y enfermedad, respectivamente. Por lo tanto,
hay cuatro posibles estados de nodo:

è
+
0

é
,
è

+
1

é
,
è

−
0

é
y
è

−
1

é
. En un solo paso de la

dinámica, las transiciones del estado
è

−
D

é
al estado

è
+
D

é
cuando un nodo cambia de

opinión − a + conduce a una ganancia de 1/N en ρ+, mientras que las transicionesè
+
D

é
→

è
−
D

é
cuando hay un cambio de opinión + → − conduce a una pérdida

de 1/N en ρ+. Teniendo en cuenta estas cuatro posibles transiciones, el cambio
promedio de ρ+ en un solo paso de tiempo del intervalo temporal ∆t = 1/N es
descrita por la ecuación de evolución

dρ+

dt
= dρ+

dt

----
−→+

+ dρ+

dt

----
+→−

= 1
1/N

5
∆ρ+

---−
0 → +

0
+ ∆ρ+

---−
1 → +

1
+ ∆ρ+

---+
0 → −

0
+ ∆ρ+

---+
1 → −

1

6
, (C.1)

donde, por ejemplo, el término ∆ρ+
---−

0 → +
0

representa el cambio promedio de ρ+ en

un paso de tiempo debido a las transiciones
è

−
0

é
→
è

+
0

é
. A su vez, ∆ρ+

---−
0 → +

0
tiene

cuatro contribuciones correspondientes a las diferentes interacciones sociales que
conducen a la transición

è
−
0

é
→
è

+
0

é
. Por lo tanto, podemos escribir

∆ρ+
---−

0 → +
0

= ∆ρ+
----−+

0 0 → ++
0 0

+ ∆ρ+
----−+

0 0 → ++
0 0

+ ∆ρ+
----−+

0 1 → ++
0 1

+ ∆ρ+
----−+

0 1 → ++
0 1

, (C.2)

y similarmente para la transición
è

−
1

é
→

è
+
1

é
correspondiente al segundo término

en la Ec. (C.1)

∆ρ+
---−

1 → +
1

= ∆ρ+
----−+

1 0 → ++
1 0

+ ∆ρ+
----−+

1 0 → ++
1 0

+ ∆ρ+
----−+

1 1 → ++
1 1

+ ∆ρ+
----−+

1 1 → ++
1 1

. (C.3)
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El tercer y cuarto término en la Ec. (C.1) se obtienen intercambiando los śımbolos
+ y − en las Ecs. (C.2) y (C.3), respectivamente, debido a la simetŕıa entre los
estados de opinión + y −. Observamos que los estados de enfermedad siguen siendo
los mismos después de las interacciones, ya que solo un cambio en la capa social
puede conducir a un cambio en ρ+. El primer término en la Ec. (C.2) representa
el cambio promedio en ρ+ debido a interacciones en las que un nodo i en estadoè

−
0

é
copia la opinión de uno de sus vecinos sociales j en estado

è
+
0

é
, cambiando

el estado de i a
è

+
0

é
. Esta interacción está representada esquemáticamente por el

śımbolo
è

−+
0 0

é
, donde la ĺınea horizontal sobre los śımbolos de opinión describe un

link social entre i y j. De la misma forma, el śımbolo
è

−+
0 0

é
representa una interacción

entre un nodo
è

−
0

é
y un nodo vecino

è
+
0

é
conectados por un link social y un link de

contacto, esto se indica con una ĺınea horizontal sobre los respectivos śımbolos. El
segundo, tercero y cuarto término en la Ec. (C.2) describen, respectivamente, las
transiciones debidas a una interacción del nodo i con un vecino social/de contactoè

+
0

é
, un vecino social

è
+
1

é
y un vecino social/de contacto

è
+
1

é
.

Ahora ilustraremos cómo construir una expresión aproximada para cada término
de la Ec. (C.2) para ∆ρ+

---−
0 → +

0
. En aras de la simplicidad, suponemos que todos los

nodos tienen el mismo número de vecinos k = µ elegidos al azar, lo que equivale
a suponer que las redes son gráfos aleatorios de grado regular. Sin embargo, espe-
ramos que esta aproximación funcione bien en redes con distribuciones de grados
homogéneas como las redes ER. El primer término en la Ec. (C.2) puede escribirse
como

∆ρ+
----− +

0 0 → + +
0 0

= P
1

−
0

2 µØ
{N −

0 }

M
1î
N−

0

ï
, µ
2 N [ −+

0 0 ]
µ

1
N
, (C.4)

que puede entenderse como el producto de las diferentes probabilidades asociadas
a cada uno de los sucesos consecutivos que conducen a la transición en un paso de
tiempo

è
−+
0 0

é
→

è
++
0 0

é
, como describiremos a continuación. Un nodo i con estadoè

−
0

é
es escogido al azar con probabilidad P

1
−
0

2
. Si el nodo i tiene N [ −+

0 0 ] vecinos
sociales con estado

è
+
0

é
, entonces uno de esos vecinos sociales j se escoge al azar con

probabilidad N [ −+
0 0 ]/µ, después de lo cual i copia la opinión de j con probabilidad

1.0 porque no existe link de contacto entre i y j. Finalmente, ρ+ se incrementa en
1/N cuando i cambia su opinión.

Para considerar todos los escenarios posibles de tenerN [ −+
0 0 ] = 0, 1, .., µ vecinos

sociales, sumamos todas las configuraciones de vecindarios posibles representadas
por

î
N−

0

ï
≡
î
N [ −+

0 0 ],N [ −+
0 0 ],N [ −−

0 0 ],N [ −−
0 0 ],N [ −+

0 1 ],N [ −+
0 1 ],N [ −−

0 1 ],N [ −−
0 1 ]
ï
, pondera-
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+ −
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+ −

0
+

+
1

0
+

0
−

0
−

1
−

+
1

0
−

0
−

0
−

1
−

0
+

0
+

− − social links

+ − social links

+ −
µ−N     − − social links

+ −
N     + − social links

0 1
− +N[   ]+

+ −
N    =

1
+

1
−

0
+

1
+

1
−

− +
0 0N[   ]+ 0 0

− +N[   ]+ 0 1
− +N[   ]

i i

+ −+ −∆ρ    = 2(µ−2Ν    )/µΝ
0 0 contact links

1 0 contact links

Figura C.1: (Color online) Ilustración esquemática de una actualización de opinión
en la que un nodo i en estado

è
−
0

é
cambia al estado

è
+
0

é
copiando la opinión + de un

vecino escogido aleatoriamente (links verdes punteados). El cambio en la densidad
de links +− es denotado por ∆ρ+−.

do por la probabilidad de cada configuración M
1î
N−

0

ï
, µ
2
. Aqúı denotamos por

N [ − O
0 D ] el número de vecinos sociales

è
O
D

é
y por N [ − O

0 D
] el número de vecinos socia-

les/de contacto
è

O
D

é
[ver Fig. (C.1)]. El número de cada tipo de vecino está entre 0

y µ, y aśı la suma en la Ec. (C.4) incluye ocho sumas

µØ
{N −

0 }

≡
Ø

O=+,−
D=0,1


µØ

N [ −O
0 D ]=0

+
µØ

N
è

− O
0 D

é
=0


sobre todas las combinaciones sujetas a la restricción

Ø
O=+,−
D=0,1

(N [ −O
0 D ] +N [ −O

0 D
]) = µ.

Para llevar a cabo la suma en la Ec. (C.4) solo tendremos en cuenta las co-
rrelaciones entre los primeros vecinos, y descuidamos las correlaciones de segundo
y mayor orden (aproximación de pares). Por lo tanto, definimos la probabilidad
P [ −O

0 D ] ≡ P
1

O
D |−0

2
de que un vecino dado del nodo i es un vecino social con esta-

do
è

O
D

é
, y consideramos que P [ −O

0 D ] está condicionada solamente al estado de i
è

−
0

é
,

y no a los otros vecinos de i. Del mismo modo, denotamos por P [ −O
0 D

] = P
1

O
D |−0

2
a la probabilidad condicional de que un nodo conectado a i es un vecino social/de
contacto con estado

è
O
D

é
, dado que i tiene estado

è
−
0

é
. Por lo tanto, M se convierte
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en la distribución de probabilidad multinomial definida como

M
1î
N−

0

ï
, µ
2
≡



µ!r
O=+,−
D=0,1

N [ O
D ]! N [ O

D ]!

r
O=+,−
D=0,1

P [ O
D ] N [ O

D ] P [ O
D ] N [ O

D ]

cuando
q

O=+,−
D=0,1

(N [ O
D ] +N [ O

D ]) = µ;

0 otros casos,

donde hemos usado los śımbolos
è

O
D

é
y
è

O
D

é
como notaciones cortas para

è
− O
0 D

é
yè

− O
0 D

é
, respectivamente. Luego, realizando la suma de la Ec. (C.4) llegamos a

∆ρ+
----− +

0 0 → + +
0 0

=
P
1

−
0

2
éN [ −+

0 0 ]ê
µN

=
P
1

−
0

2
P [ −+

0 0 ]
N

, (C.5)

donde usamos la identidad éN [ −+
0 0 ]ê = µP [ −+

0 0 ] para el valor medio de N [ −+
0 0 ]. Los

otros tres términos de la Ec. (C.2) pueden ser obtenidos siguiendo un enfoque
similar al anterior para ∆ρ+

----− +
0 0 → + +

0 0

, llegando a la expresión

∆ρ+
---−

0 → +
0

=
P
1

−
0

2
N

(P [ −+
0 0 ] + P [ −+

0 0 ] + P [ −+
0 1 ] + po P [ −+

0 1 ]) , (C.6)

donde el prefactor po en el último término explica la probabilidad de copiar la
opinión de un vecino de contacto infectado. Teniendo en cuenta que nuestro objetivo
es obtener un sistema cerrado de ecuaciones de evolución para ρ+, ρ1, ρ+− y ρ10,
ahora encontramos expresiones aproximadas para las diferentes probabilidades de la
Ec. (C.6) en términos de las fracciones de nodos y links en cada capa. Comenzamos
por suponer que las correlaciones entre los estados de opinión y los estados de
enfermedad de un nodo dado son insignificantes, y aśı podemos escribir

P
1

−
0

2
Ä ρ−ρ0. (C.7)

Entonces, para estimar las probabilidades condicionales P [ −+
0 D ] y P [ −+

0 D
] resulta con-

veniente dividir cada uno de ellos en dos probabilidades condicionales

P [ −+
0 D ] = P

1
+
D |−0

2
= P

1
|−0
2
P
1

+
D | −

0

2
,

P [ −+
0 D

] = P
1

+
D |−0

2
= P

1
|−0
2
P
1

+
D | −

0

2
,

usando la relación P (a, b|c) = P (a|c)P (b|a, c) interpretando todo el evento de co-
nectar un tipo dado de enlace a un nodo [+

D ] como dos eventos separados. Suponien-
do que el tipo de enlace conectado al nodo i no está correlacionado con el estado
de i, tenemos

P
1
|−0
2
Ä P

1 2
= 1− q y

P
1
|−0
2
Ä P

1 2
= q,
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y como los estados de opinión y enfermedad no están correlacionados, tenemos

P
1

+
D | −

0

2
Ä P (+| −)P (D| 0) y

P
1

+
D | −

0

2
Ä P (+| −)P (D| 0) .

Dentro de una aproximación de pares homogénea [6], la probabilidad P (+| −)
que un vecino social j de un nodo i con opinión Oi = − tenga opinión Oj = + se
puede estimar como la relación entre el número total de links µNρ+−/2 que van de
nodos con opinión − a + y el número total de links µNρ− conectados a los nodos
con opinión −, esto es P (+| −) Ä ρ+−/2ρ−. Del mismo modo, estimamos que
la probabilidad de que un vecino de contacto j de un nodo susceptible tenga un
estado de enfermedad Dj = 0 como P (0| 0) Ä ρ00/ρ0, y un estado de enfermedad
Dj = 1 como P (1| 0) Ä ρ10/2ρ0. Y si j no es vecino de i en la red de contacto
P (D| 0) Ä ρD. Reuniendo todos estos factores obtenemos

P [ −+
0 0 ] Ä (1− q) ρ+− ρ0

2ρ− , P [ −+
0 0 ] Ä q ρ+− ρ00

2ρ−ρ0
,

P [ −+
0 1 ] Ä (1− q) ρ+− ρ1

2ρ− , P [ −+
0 1 ] Ä q ρ+− ρ10

4ρ−ρ0
. (C.8)

Finalmente, reemplazando en la Ec. (C.6) las expresiones aproximadas para las
probabilidades condicionales de las Ecs. (C.8) y para P

1
−
0

2
de la Ec. (C.7) llegamos

a

∆ρ+
---−

0 → +
0

= ρ+−

2N

5
ρ0 − q(1− po)

ρ10

2

6
, (C.9)

donde usamos las relaciones de conservación de las Ecs. (3.2a) y (3.2d).

Ahora calculamos el segundo término de ganancia en la Ec. (C.1), ∆ρ+
---−

1 → +
1
,

que representa el cambio promedio en ρ+ debido a las transiciones
è

−
1

é
→

è
+
1

é
,

siguiendo los mismos pasos utilizado anteriormente para el término ∆ρ+
---−

0 → +
0
. De

la Ec. (C.3) obtenemos

∆ρ+
---−

1 → +
1

= P
1

−
1

2 µØ
{N −

1 }

M
1î
N−

1

ï
, µ
2 1
µ

;
N [ −+

1 0 ] + poN [ −+
1 0 ] +N [ −+

1 1 ] + poN [ −+
1 1 ]
< 1
N

=
P
1

−
1

2
µN

;
éN [ −+

1 0 ]ê+ éN [ −+
1 1 ]ê+ po

1
éN [ −+

1 0 ]ê+ éN [ −+
1 1 ]ê

2<

=
P
1

−
1

2
N

;
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ] + po

1
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
2<
,
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y usando las aproximaciones

P [ −+
1 0 ] Ä (1− q) ρ+− ρ0

2ρ− , P [ −+
1 0 ] Ä q ρ+− ρ10

4ρ−ρ1
,

P [ −+
1 1 ] Ä (1− q) ρ+− ρ1

2ρ− , P [ −+
1 1 ] Ä q ρ+− ρ11

2ρ−ρ1
, (C.10)

para las probabilidades condicionales llegamos a

∆ρ+
---−

1 → +
1

= ρ+−ρ1

2N [1− q(1− po)] , (C.11)

donde hemos usado las relaciones de conservación de las Ecs. (3.2a) y (3.2c).

Agregando las Ecs. (C.9) y (C.11) obtenemos la siguiente expresión para el
término de ganancia media de un nodo con opinión + en un solo paso de tiempo,
correspondiente a la suma de los primeros y segundos términos de la Ec. (C.1)

dρ+

dt

----
−→+

= 1
1/N

5
∆ρ+

---−
0 → +

0
+ ∆ρ+

---−
1 → +

1

6
Ä 1

2ωρ
+−, (C.12)

con
ω ≡ 1− q(1− po)

3
ρ1 + ρ10

2

4
. (C.13)

El prefactor ω juega un importante rol en la dinámica del consenso de opiniones,
al establecer la escala de tiempo asociada a las actualizaciones de opinión, y puede
interpretarse como una probabilidad efectiva de que un nodo adopte la opinión de
un vecino con opinión opuesta, elegido al azar. Es decir, la Ec. (C.12) de ganancia
de un nodo con opinión + simplemente describe el proceso de selección de un nodo
i con opinión − y un vecino j con opinión +, lo que ocurre con probabilidad ρ+−/2,
y luego el nodo i cambiará su opinión con probabilidad ω que depende del tipo de
conexión y el estado de enfermedad de ambos (i y j). Esta “probabilidad efectiva
de copiado” ω resulta ser una probabilidad de copia promedio en toda la red social,
como se muestra en la sección 3.3.

Para encontrar la ecuación para la pérdida promedio de un nodo con opinión
+ en un paso de tiempo, que corresponde a la suma del tercer y cuarto término
de la Ec. (C.1), podemos explorar la simetŕıa entre los estados de opinión + y − y
simplemente intercambiar los signos + y − en la Ec. (C.12)

dρ+

dt

----
+→−

= 1
1/N

5
∆ρ+

---+
0 → −

0
+ ∆ρ+

---+
1 → −

1

6
Ä −1

2ωρ
+−, (C.14)

donde usamos ρ−+ = ρ+−. Finalmente, sumando las Ecs. (C.12) y (C.14) obtenemos

dρ+

dt
= 0, (C.15)
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este resultado fue mencionado en la Ec. (3.3a) del caṕıtulo 3 de esta tesis. Por lo
tanto, las fracciones de nodos + y − se conservan en todo momento: ρ+(t) = ρ+(0)
y ρ−(t) = ρ−(0) = 1 − ρ+(0). Aunque el cálculo anterior conduce a un resultado
muy simple, sirve como introducción a la metodoloǵıa utilizada para derivar ecua-
ciones de evolución para las otras fracciones ρ+−, ρ1 y ρ10, como mostramos en los
siguientes apéndices.
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Apéndice D

Deducción de la ecuación de evolución
para ρ+−

En analoǵıa al cálculo de ρ+ en el apéndice C, el cambio promedio de la fracción
de links sociales ρ+− en un paso de tiempo viene dado por la ecuación de evolución

dρ+−

dt
= dρ+−

dt

----
−→+

+ dρ+−

dt

----
+→−

, (D.1)

con

dρ+−

dt

----
−→+

= 1
1/N

5
∆ρ+−

---−
0 → +

0
+ ∆ρ+−

---−
1 → +

1

6
(D.2)

dρ+−

dt

----
+→−

= 1
1/N

5
∆ρ+−

---+
0 → −

0
+ ∆ρ+−

---+
1 → −

1

6
=
I
dρ+−

dt

----
−→+

J−⇐⇒+

,(D.3)

donde el śımbolo − ⇐⇒ + indica el intercambio de signos + y − en la expresión
entre llaves. La Ec. (D.3) significa que la simetŕıa entre las opiniones + y − permite
encontrar el segundo término en la Ec. (D.1) intercambiando los signos en el primer
término. Para calcular el primer término en la Ec. (D.2) sumamos los cuatro tipos
de interacciones

è
−
0

é
de un nodo i con un vecino j con estado

è
+
D

é
que conduce a

la transición
è

−
0

é
→
è

+
0

é

∆ρ+−
---−

0 → +
0

= ∆ρ+−
----−+

0 0 → ++
0 0

+ ∆ρ+−
----−+

0 0 → ++
0 0

+ ∆ρ+−
----−+

0 1 → ++
0 1

+ ∆ρ+−
----−+

0 1 → ++
0 1

.(D.4)

Como se explicó en el apéndice C, las probabilidades de interacción [ −+
0 D ] y [ −+

0 D ] son
dadas por las fracciones respectivas N [ −+

0 D ]/µ y N [ −+
0 D

]/µ de cada tipo de vecino.
El cambio en el número de links sociales +− después de que el nodo i cambia su
estado de opinión es dado por la expresión µ−2

1
N [ −+

0 0 ]+N [ −+
0 0 ]+N [ −+

0 1 ]+N [ −+
0 1 ]
2
,

que toma en cuenta la configuración espećıfica de enlaces y vecinos conectados a i,
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como se muestra en la Fig. C.1. Obtenemos

∆ρ+−
---−

0 → +
0

= P
1

−
0

2 µØ
{N −

0 }

M
1î
N−

0

ï
, µ
2

µ

1
N [ −+

0 0 ] +N [ −+
0 0 ] +N [ −+

0 1 ] + poN [ −+
0 1 ]
2

×

è
µ− 2

1
N [ −+

0 0 ] +N [ −+
0 0 ] +N [ −+

0 1 ] +N [ −+
0 1 ]
2é

µN/2 (D.5)

=
2P

1
−
0

2
µ2N

I
µ
5
éN [ −+

0 0 ]ê+ éN [ −+
0 0 ]ê+ éN [ −+

0 1 ]ê+ po éN [ −+
0 1 ]ê

6
− 2

5e
N [ −+

0 0 ]2
f

+
e
N [ −+

0 0 ]2
f

+
e
N [ −+

0 1 ]2ê+ po éN [ −+
0 1 ]2

f
+ 2

1
éN [ −+

0 0 ]N [ −+
0 0 ]ê+ éN [ −+

0 0 ]N [ −+
0 1 ]ê+ éN [ −+

0 0 ]N [ −+
0 1 ]ê

2
+ (1 + po)

1
éN [ −+

0 0 ]N [ −+
0 1 ]ê+ éN [ −+

0 0 ]N [ −+
0 1 ]ê+ éN [ −+

0 1 ]N [ −+
0 1 ]ê

26J
,(D.6)

donde el primer y segundo momento de M
1î
N−

0

ï
, µ
2

son

éN [ − +
Di Dj

]ê = µP [ − +
Di Dj

],

éN [ − +
Di Dj

]ê = µP [ − +
Di Dj

],

éN [ − +
Di Dj

]2ê = µP [ − +
Di Dj

] + µ(µ− 1)P [ − +
Di Dj

]2,

éN [ − +
Di Dj

]2ê = µP [ − +
Di Dj

] + µ(µ− 1)P [ − +
Di Dj

]2,

éN [ − +
Di Dj

]N [ − +
Di DÍ

j

]ê = µ(µ− 1)P [ − +
Di Dj

]P [ − +
Di DÍ

j

],

éN [ − +
Di Dj

]N [ − +
Di DÍ

j

]ê = µ(µ− 1)P [ − +
Di Dj

]P [ − +
Di DÍ

j

],

éN [ − +
Di Dj

]N [ − +
Di DÍ

j

]ê = µ(µ− 1)P [ − +
Di Dj

]P [ − +
Di DÍ

j

]. (D.7)

Aqúı Di = 1.0 y Dj = 1.0 son los estados de enfermedad de los nodos i y j,
respectivamente. Replazando las expresiones para los momentos de las Ecs. (D.7)
en la Ec. (D.6) y reagrupando los términos, obtenemos

∆ρ+−
---−

0 → +
0

= =
2P

1
−
0

2
µN

I
(µ− 2)

5
P [ −+

0 0 ] + P [ −+
0 0 ] + P [ −+

0 1 ] + po P [ −+
0 1 ]
6

− 2(µ− 1)
51
P [ −+

0 0 ] + P [ −+
0 0 ] + P [ −+

0 1 ]
22

+ po P [ −+
0 1 ]2

+ (1 + po)P [ −+
0 1 ]
1
P [ −+

0 0 ] + P [ −+
0 0 ] + P [ −+

0 1 ]
26J

. (D.8)

Sustituyendo las expresiones para las probabilidades P [ −+
0 D ] y P [ −+

0 D
] de la Ec. (C.8)

en la Ec. (D.8), y después de realizar un poco de álgebra, finalmente obtenemos

∆ρ+−
---−

0 → +
0

= ρ+−

µN

I
(µ− 2)

5
(1− q)ρ0 + q

3
ρ00 + po

ρ10

2

46
−

(µ− 1)ρ
+−

ρ−

5
ρ0 − (1− po)q

ρ10

2

6 J
. (D.9)



Apéndice D: Deducción de la ecuación de evolución para ρ+− 125

Ahora seguimos un enfoque similar al anterior para ∆ρ+−
---−

0 → +
0

y calculamos el
segundo término de la Ec. (D.2) como

∆ρ+−
---−

1 → +
1

= P
1

−
1

2 µØ
{N −

1 }

M
1î
N−

1

ï
, µ
2

µ

è
N [ −+

1 0 ] +N [ −+
1 1 ] + po

1
N [ −+

1 0 ] +N [ −+
1 1 ]
2é

×

è
µ− 2

1
N [ −+

1 0 ] +N [ −+
1 0 ] +N [ −+

1 1 ] +N [ −+
1 1 ]
2é

µN/2

=
2P

1
−
1

2
µ2N

I
µ
5
éN [ −+

1 0 ]ê+ éN [ −+
1 1 ]ê+ po

1
éN [ −+

1 0 ]ê+ éN [ −+
1 1 ]ê

26
− 2

5e
N [ −+

1 0 ]2
f

+
e
N [ −+

1 1 ]2ê+ po

1e
N [ −+

1 0 ]2
f

+ éN [ −+
1 1 ]2

f2
+ 2éN [ −+

1 0 ]N [ −+
1 1 ]ê

+ (1 + po)
1
éN [ −+

1 0 ]N [ −+
1 0 ]ê+ éN [ −+

1 0 ]N [ −+
1 1 ]ê+ éN [ −+

1 0 ]N [ −+
1 1 ]ê+ éN [ −+

1 1 ]N [ −+
1 1 ]ê

2
+ 2poéN [ −+

1 0 ]N [ −+
1 1 ]ê

26J

=
2P

1
−
1

2
µN

I
(µ− 2)

5
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ] + po

1
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
26

− 2(µ− 1)
51
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
22

+ po

1
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
22

+

+ (1 + po)
1
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
21
P [ −+

1 0 ] + P [ −+
1 1 ]
26J

, (D.10)

donde hemos usado los momentos de las Ecs. (D.7). Después de sustituir expresiones
(C.10) por las probabilidades P [ −+

1 D ]y P [ −+
1 D

] llegamos a

∆ρ+−
---−

1 → +
1

= ρ+−

µN

I
(µ− 2)

5
(1− q)ρ1 + q po

3
ρ11 + ρ10

2

46

−(µ− 1)ρ
+−ρ1

ρ− [1− (1− po)q]
J
. (D.11)

Sumando las Ecs. (D.9) y (D.11) podemos obtener la siguiente expresión para el
cambio en ρ+− debido a las transiciones − → +

dρ+−

dt

----
−→+

= ωρ+−

µ

C
µ− 2− (µ− 1)ρ

+−

ρ−

D
. (D.12)

Luego, intercambiando los signos + y − en la Ec. (D.12) obtenemos el cambio en
ρ+ debido a las transiciones +→ −

dρ+−

dt

----
+→−

= ωρ+−

µ

C
µ− 2− (µ− 1)ρ

+−

ρ+

D
. (D.13)

Finalmente, sumando las Ecs. (D.12) y (D.13) llegamos a la siguiente ecuación de
evolución para ρ+− mencionada en la Ec. (3.3b) del caṕıtulo 3 de esta tesis.

dρ+−

dt
= 2ωρ+−

µ

C
(µ− 1)

A
1− ρ+−

2ρ+ρ−

B
− 1

D
.
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Apéndice E

Deducción de la ecuación de evolución
para ρ1

El cambio promedio de la fracción de nodos infectados ρ1 en un solo paso de
tiempo se puede escribir como

dρ1

dt
= 1

1/N

5
∆ρ1

---+
1 → +

0
+ ∆ρ1

---+
0 → +

1
+ ∆ρ1

---−
1 → −

0
+ ∆ρ1

---−
0 → −

1

6
, (E.1)

donde cada término representa una transición diferente que corresponde a una ac-
tualización de enfermedad en la capa de contacto. El primer término de la Ec. (E.1)
corresponde a la recuperación de un nodo

è
+
1

é
, y puede ser estimado como

∆ρ1

---+
1 → +

0
= −P

1
+
1

2
(1− β) 1

N
Ä −(1− β)

N
ρ+ρ1. (E.2)

Esto es, con probabilidad P
1

+
1

2
Ä ρ+ρ1 un nodo

è
+
1

é
es elegido al azar, y luego

se recupera con probabilidad 1− β, disminuyendo ρ1 en 1/N . El segundo término
corresponde a la infección de un nodo

è
+
0

é
, mientras que los dos últimos términos

son equivalentes a los dos primeros, pero donde se recupera un nodo con opinión −,
respectivamente. Por la simetŕıa de las opiniones + y −, los últimos dos términos
se obtienen intercambiando los signos + y − en los dos primeros.

Ahora encontramos una expresión aproximada para el segundo término de la
Ec. (E.1). Un nodo susceptible j con estado

è
+
0

é
puede ser infectado por un vecino

enfermo i con opinión + o − que esté conectado a j por un link de contacto o por
ambos tipos de links. Por lo tanto, las cuatro posibles interacciones de contactoè

+
0

é
→
è

+
1

é
conducen a la transición:

∆ρ1

---+
0 → +

1
= ∆ρ1

----++
1 0 → ++

1 1

+ ∆ρ1

----++
1 0 → ++

1 1

+ ∆ρ1

----−+
1 0 → −+

1 1

+ ∆ρ1

----−+
1 0 → −+

1 1

. (E.3)
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El śımbolo
è

O +
1 0

é
representa una interacción de contacto entre el nodo i con estadoè

O
1

é
(O = +,−) y el nodo j con estado

è
+
0

é
. El estado que cambia en la interacción

ahora se muestra en el lado derecho del śımbolo, mientras que el lado izquierdo se
utiliza para el caso de las interacciones sociales descritas en las secciones anteriores.
Esto se debe a que el vecino elegido j de i cambia de estado en el CP, mientras que
en el VM es el nodo i quien cambia de estado. Teniendo en cuenta los eventos y
sus probabilidades asociadas que conducen a cada una de las cuatro interacciones
descritas anteriormente, podemos escribir la Ec. (E.3) como

∆ρ1

---+
0 → +

1
= P

1
+
1

2 µØ
{N +

1 }

M
1î
N+

1

ï
, µ
2 β
µ

1
N [ ++

1 0 ] +N [ ++
1 0 ]
2 1
N

+ P
1

−
1

2 µØ
{N −

1 }

M
1î
N−

1

ï
, µ
2 β
µ

1
N [ −+

1 0 ] + pdN [ −+
1 0 ]
2 1
N
. (E.4)

El primer y el tercer término de la Ec. (E.4) corresponden a seleccionar un nodo i
con estado

è
O
1

é
y un vecino de contacto j al azar con estado

è
+
0

é
, lo cual ocurre con

probabilidad P
1

O
1

2
N [ O+

1 0 ]/µ, y luego i infecta a j con probabilidad β, dado que no
están conectados por un enlace social. El segundo y cuarto término son similares al
primer y segundo término, respectivamente, pero seleccionando un vecino social/de
contacto j. Como ambos tipos de enlaces están presentes en este caso, i infecta a
j con probabilidad β pd cuando ambos nodos tienen opiniones diferentes (cuarto
término). En todos los casos ρ1 cambia en 1/N . Realizando las sumatorias de la
Ec. (E.4) obtenemos

∆ρ1

---+
0 → +

1
= β

µN

5
P
1

+
1

2 1
éN [ ++

1 0 ]ê+ éN [ ++
1 0 ]ê

2
+ P

1
−
1

2 1
éN [ −+

1 0 ]ê+ pd éN [ −+
1 0 ]ê

26
.(E.5)

Reemplazando las expresiones por los primeros momentos éN [ O+
1 0 ]ê = µP [ O+

1 0 ] y
éN [ O+

1 0 ]ê = µP [ O+
1 0 ] in Ec. (E.5), y usando las siguientes expresiones para las proba-

bilidades condicionales

P [ ++
1 0 ] Ä (1− q) ρ+ ρ10

2ρ1
, P [ ++

1 0 ] Ä q ρ++ ρ10

2ρ+ρ1
, (E.6)

P [ −+
1 0 ] Ä (1− q) ρ+ ρ10

2ρ1
, P [ −+

1 0 ] Ä q ρ+− ρ10

4ρ−ρ1
, (E.7)

finalmente llegamos a

∆ρ1

---+
0 → +

1
Ä β ρ10

2N

5
ρ+ − q

2(1− pd)ρ+−
6
, (E.8)

donde hemos usado las relaciones de conservación de las Ecs. (3.1a) y (3.1c).
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Ahora que estimamos los primeros dos términos de la Ec. (E.1), los dos últimos
términos son obtenidos intercambiando los signos + y − en las Ecs. (E.2) y (E.8):

∆ρ1

---−
1 → −

0
Ä −(1− β)

N
ρ−ρ1, (E.9)

∆ρ1

---−
0 → −

1
Ä β ρ10

2N

5
ρ− − q

2(1− pd)ρ+−
6
. (E.10)

Sumando las Ecs. (E.2), (E.8), (E.9) y (E.10), la ecuación de evolución para ρ1

(E.1) se convierte en
dρ1

dt
Ä γβ ρ10

2 − (1− β)ρ1, (E.11)

con
γ ≡ 1− q(1− pd)ρ+−, (E.12)

como se menciona en las Ecs. (3.5a)y(3.6) del caṕıtulo 3 de esta tesis.
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Apéndice F

Deducción de la ecuación de evolución
para ρ10

El cambio promedio de la fracción de pares de nodos susceptibles infectados
ρ10 en un solo paso de tiempo se puede escribir como

dρ10

dt
= 1

1/N

5
∆ρ10

---+
1 → +

0
+ ∆ρ10

---+
0 → +

1

6
+ 1

1/N

5
∆ρ10

---+
1 → +

0
+ ∆ρ10

---+
0 → +

1

6+⇔−
,(F.1)

donde el primer y segundo término corresponden al cambio en ρ10 debido a la
recuperación de un nodo

è
+
1

é
y a la infección de otro nodo

è
+
0

é
, respectivamente,

mientras que los dos últimos términos son los eventos de recuperación e infección
correspondientes de los nodos con opinión −, y se obtienen intercambiando los
signos + y − en los primeros dos términos. El término de recuperación se puede
calcular como

∆ρ10

---+
1 → +

0
= P

1
+
1

2
(1− β)×

×
µØ

{N +
1 }

M
1î
N+

1

ï
, µ
2 èµ− 2

1
N [ ++

1 0 ] +N [ ++
1 0 ] +N [ +−

1 0 ] +N [ +−
1 0 ]
2é

µN/2 ,

(F.2)

donde la expresión entre corchetes es el cambio en el número de links 10 conectados
a un nodo i con estado

è
+
1

é
cuando i se recupera, dada una configuración espećıfica

de tipos de nodos conectados a i [ver Fig. F.1(a)]. La sumatoria en la Ec. (F.2)
conduce a los primeros momentos de la probabilidad multinomial M

1î
N+

1

ï
, µ
2
,

con probabilidades de evento único P [ ++
1 0 ] y P [ ++

1 0 ] dadas por las Ecs. (E.6), y

P [ +−
1 0 ] Ä (1− q) ρ− ρ10

2ρ1
, P [ +−

1 0 ] Ä q ρ+− ρ10

4ρ+ρ1
. (F.3)
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Figura F.1: (Color online) Ilustración esquemática de dos actualizaciones de enfer-
medad. (a) Recuperación: un nodo i con estado

è
+
1

é
se recupera con probabilidad

1− β. (b) Infección: un nodo i con estado
è

+
1

é
infecta a un vecino de contacto j en

estado
è

+
0

é
con probabilidad β. El cambio en la densidad de links de contacto 10

es denotado por ∆ρ10.

Reemplazando estas expresiones por las probabilidades y usando las relaciones de
conservación de las Ecs. (3.1a) y (3.1c) obtenemos, después de hacer un poco de
álgebra,

∆ρ10

---+
1 → +

0
Ä 2(1− β)ρ+

N
(ρ1 − ρ10). (F.4)

Ahora calcularemos el segundo término de la Ec. (F.1) correspondiente al
cambio en ρ10 después de la infección de un nodo con opinión +:

∆ρ10

---+
0 → +

1
=

5
P
1

+
1

2 µØ
{N +

i, 1 }

M
1î
N +

i, 1

ï
, µ
2 β
µ

1
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1 0 ]
2

+ P
1
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1

2 µØ
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M
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ï
, µ
2 β
µ

1
Ni[ −+

1 0 ] + pdNi[ −+
1 0 ]
26

×
µ−1Ø

{N +
j, 0}

M
1î
N +

j, 0

ï
, µ− 1

2 èµ− 2
1
1 +Nj[ ++

0 1 ] +Nj[ ++
0 1 ] +Nj[ +−

0 1 ] +Nj[ +−
0 1 ]
2é

µN/2

= P × C. (F.5)

El término llamado P en la Ec. (F.5) –las dos sumas dentro de los corchetes– es
la probabilidad de que un nodo i con estado

è
O
1

é
infecte a un vecino j con estadoè

+
0

é
, y es la misma calculada en la Ec. (E.4) para ∆ρ1

---+
0 → +

1
, que se estima en la
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Ec. (E.8) como
P Ä βρ10

2

5
ρ+ − q

2(1− pd)ρ+−
6
. (F.6)

Notamos que el prefactor extra 1/N en la Ec. (E.8) proviene del cambio en ρ1, que
para ρ10 depende de los vecinos del nodo j. El sub́ındice i en el término P indica
que el término de probabilidad de infección depende solo del nodo i y sus vecinos
[ver Fig. F.1(b)]. El término llamado C correspondiente a la suma fuera de los
corchetes expresa el cambio en ρ10 cuando el nodo j se infecta [ver Fig. F.1(b)]. El
sub́ındice j se refiere al nodo j y sus vecinos. Este término contiene la información
de que la infección en j proviene de uno de sus vecinos infectados i, y por lo
tanto ya se sabe que al menos uno de los vecinos de j tiene estado de enfermedad
Di = 1 . Esto se tiene en cuenta realizando la suma de los otros µ − 1 vecinos
desconocidos y considerando que el número de enlaces 10 conectados a j es al
menos uno, que se suma al número total de enlaces 10 dentro de los paréntesis.
Usando las probabilidades condicionales

P [ ++
0 1 ] Ä (1− q) ρ+ ρ10

2ρ0
, P [ ++

0 1 ] Ä q ρ++ ρ10

2ρ+ρ0
, (F.7)

P [ +−
0 1 ] Ä (1− q) ρ− ρ10

2ρ0
, P [ +−

0 1 ] Ä q ρ+− ρ10

4ρ+ρ0
, (F.8)

y las relaciones de conservación de las Ecs. (3.1b) y (3.1c), el término de cambio se
convierte

C Ä 2
µN

C
(µ− 1)

A
1− ρ10

ρ0

B
− 1

D
. (F.9)

Finalmente, combinando las Ecs. (F.6) y (F.9) para P y C llegamos a

∆ρ10

---+
0 → +

1
Ä βρ10

µN

5
ρ+ − q

2(1− pd)ρ+−
6 C

(µ− 1)
A

1− ρ10

ρ0

B
− 1

D
. (F.10)

Luego, sumando los términos de recuperación e infección de las Ecs. (F.4) y (F.10),
respectivamente, obtenemos los primeros dos términos de la Ec. (F.1), mientras
que los últimos dos términos son obtendios intercambiando los signos + y − en la
última expresión. Sumando estos cuatro términos llegamos a lal siguiente ecuación
de evolución para ρ10

dρ10

dt
Ä γβρ10

µ

C
(µ− 1)

A
1− ρ10

ρ0

B
− 1

D
+ 2(1− β)(ρ1 − ρ10), (F.11)

mencionada en la Ec. (3.5b) del caṕıtulo 3 de esta tesis.
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[94] K. Suchecki, V. M. Egúıluz, and M. San Miguel. Europhys. Lett., 69:228,
2005.

[95] C. Castellano, V. Loreto, A. Barrat, F. Cecconi, and D. Parisi. Phys. Rev.
E, 71:066107, 2005.

[96] V. Sood and S. Redner. Voter model on heterogeneous graphs. Physical
Review Letters, 94(17):178701, May 2005.

[97] C. Castellano, M. Marsili, and A. Vespignani. Phys. Rev. Lett., 85:3536, 2000.

[98] Zhen Wang, Chris T Bauch, Samit Bhattacharyya, Alberto d’Onofrio, Pie-
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