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RESUMEN

En el presente trabajo de Tesis se examina el entrelazamiento cudntico y su rol en siste-
mas de espines y en modelos cudnticos de tiempo. En primer lugar, se aborda el problema
de la determinacién del entrelazamiento cudntico en sistemas de espines interactuantes
por medio de aproximaciones de campo medio no convencionales. Un primer objetivo
fue lograr una descripcién fisica simple pero consistente de sistemas de espines en los que
la aproximacién de campo medio convencional (basada en espines independientes) no
logra proporcionar siquiera una descripcién bésica razonable del estado fundamental, tal
como sucede en sistemas dimerizados. En la segunda parte, se considera la aplicacién del
concepto de entrelazamiento al propio problema de la definicién de tiempo y de la cuan-
tificacién de la evolucién. Se presenta y analiza un modelo cudntico de evolucién discreta
basado en correlaciones cudnticas entre un sistema dado y un sistema reloj de referencia,
logrando incorporar la nocién de tiempo dentro de la teorfa cudntica como consecuen-
cia del entrelazamiento entre dos partes de un estado en principio atemporal. Estas dos
partes se encuentran vinculadas, ya que los estados de cadenas de espines dimerizados se
pueden considerar, gracias al modelo discreto de tiempo propuesto, como relojes cudn-
ticos de espines. Finalmente, se presenta un esquema experimental de fotén individual y
un modulador espacial para simular un estado historia sistema-tiempo, realizado en cola-
boracién con el Laboratorio de Procesado de Imdgenes.
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1 INTRODUCCION

“Si usted decide comenzar, vaya hasta el final, de
lo contrario tendrd una asignatura pendiente de
por vida.”

Chégyam Trungpa

En el dltimo tiempo ha habido un crecimiento exponencial en el interés en la teorfa
de la informacién cudntica y computacién cudntica. Numerosas organizaciones guberna-
mentales y privadas (Google, IBM, Nasa, D-Wave, Microsoft, Russian Quantum Center,
Chinese Academy of Sciences, European Flagship Initiative on Quantum Technology,
etc.) han estado invirtiendo cifras exorbitantes impulsando la “carrera” en bisqueda de
la computadora cudntica.

Lo que a principios de los afos ochenta surgia como la idea “peculiar” de utilizar sis-
temas cudnticos para realizar una tarea en forma mids eficiente que cualquier algoritmo
clésico [1], hoy claramente se ve como un incipiente cambio de paradigma tecnoldgico.
Entre los algoritmos m4s notables que surgieron inicialmente, se pueden mencionar el de
factorizacién de Shor [2], que logra una reduccién exponencial en el ndmero de pasos re-
queridos, y el algoritmo cudntico de bisqueda de Grover [3], que mostraron el potencial
de una computacién basada en la mecdnica cudntica (qubits en lugar de bits [4]). Puede
mencionarse también el algoritmo de muestreo bosénico (boson sampling) de Arhikonov
[5], que también logra una reduccién exponencial. El protocolo de teleportacién cudn-
tica [6] demostrd que la mecdnica cudntica podia también utilizarse para generar nuevas
formas de transmisién de informacién. Hoy en dia son innumerables los desarrollos que
se hacen continuamente, tanto a nivel teérico, experimental como incluso a través de la
fabricacién de dispositivos (como ejemplo de criptografia cudntica: en 2016 China lan-
z6 el satélite QUESS: Quantum Experiments at Space Scale, capaz de recibir y transmitir
claves encriptadas).

Entre las caracteristicas de los sistemas cudnticos que hacen posible estos avances so-
bresale el entrelazamiento cudntico, término establecido por Edwin Schrédinger en 1935
[7] para referirse a la capacidad de sistemas cudnticos compuestos de exhibir correlaciones
entre sus componentes sin andlogo cldsico.

La determinacién exacta del entrelazamiento entre las distintas partes de un sistema
compuesto en interaccién, es un problema extraordinariamente dificil ya que requiere
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recursos que crecen exponencialmente con el nimero de componentes. Un primer obje-
tivo de esta tesis fue investigar la capacidad de una aproximacién de Campo Medio Gene-
ralizado autoconsistente para sistemas compuestos, basada en una definicién general de
subsistemas independientes, para la descripcién de correlaciones y entrelazamiento cudn-
tico en los mismos [8]. A diferencia del enfoque de campo medio tradicional, que omite
las correlaciones, el esquema propuesto permite incorporar correlaciones en forma exac-
ta dentro de determinados subsistemas, al redefinir el “sitio” o unidad, permaneciendo a
la vez tratable. En otras palabras, los recursos requeridos aqui crecen linealmente con el
numero de componentes.

El formalismo propuesto serd aplicado a un sistema de interés tal como es el de una
cadena de espines dimerizada, que en el caso de espin 1/2 permite ademds ser cotejado
por medio de la solucién exacta obtenida mediante la transformacién de Jordan-Wigner.
No obstante, también se investiga en detalle su aplicacién a sistemas dimerizados de espin
5 [9]. Un aspecto importante que fue considerado es la ruptura de simetria en el presente
contexto general. La ruptura de simetria en la aproximacién de campo medio permite
describir incluso regiones complejas de transicién entre fases dimerizadas y plateaus de
magnetizacién, como se discutird en los capitulos correspondientes. También se analiza
el comportamiento con el espin s y el limite de espin grande.

En la segunda parte de la tesis, se considera la aplicacién del concepto de entrelazamien-
to al propio problema de la definicién de tiempo y de la cuantificacién de la evolucién.
El tiempo es la evolucién de un sistema respecto de otro de referencia. Desde el principio
de la historia, el hombre se las ingenié para tener maneras de cuantificar esta evolucién.
Ya sea observando los astros u otros sistemas de referencia cada vez mas precisos, llamados
relojes.

Al ser la fisica una ciencia que pretende predecir el comportamiento de sistemas, el
tiempo mantuvo desde sus inicios un rol preferencial, a tal punto que se desarroll6 un
problema de compatibilidad en el tratamiento de dicha coordenada.

El estatus especial del tiempo en mecdnica cldsica, se ve en que es tratado como un pa-
rimetro externo al sistema de estudio. Consideracién que se mantiene en la formulacién
estandar de la mecdnica cudntica. Es visto como un marco cldsico dado a priori, con un
valor bien definido. De hecho, el tratamiento cldsico del tiempo estd profundamente co-
nectado con la interpretacién de Copenhagen de la mecdnica cudntica y por ende con los
fundamentos conceptuales de la teorfa cudntica. Segtin la misma, todas las medidas de ob-
servables son hechas en cierto instante de tiempo y solo se asignan probabilidades a dichas
medidas.

La relatividad especial modificé la nocién de tiempo. Pero desde un punto de vista de
un observador fijo, permanece siendo un pardmetro externo global absoluto. La nocién
newtoniana del tiempo esencialmente se traslada a la relatividad especial, escondida en la
estructura de espacio-tiempo.

La incorporacién del tiempo dentro de una teorfa completamente cudntica [10] ha
atrafido gran atencién ultimamente [11-20]. Por un lado, por tratarse de un problema



fundamental y un aspecto clave en la conexién con relatividad general. Por otro lado, una
descripcidn cudntica del tiempo nos permitirfa explotar las caracteristicas cudnticas como
superposicion y entrelazamiento para desarrollar nuevos modelos de simulacién paralelos
en el tiempo [16].

Como hemos dicho el concepto de tiempo estd vinculado a la cuantificacién de evolu-
ci6én a través de un sistema fisico, llamado reloj. Histéricamente las lecturas de este reloj
proveian un pardmetro externo, llamado tiempo. No obstante, si queremos introducir al
tiempo dentro de una teorfa completamente cudntica, el reloj debe ser un sistema cuéntico
él mismo.

En este sentido, presentamos en esta tesis una descripcion del sistema y el reloj de refe-
rencia por medio de un estado historia sistema-tiempo discreto, el cual impone una evo-
lucién unitaria a los estados del sistema. Ademads, para un estado inicial fijo se muestra
que existe siempre una seleccién adecuada de la base del reloj para la cual la evolucién
resultante corresponde a un Hamiltoniano constante. Esto define una base especial de
tiempo por la que el estado historia satisface una versién discreta de una ecuacién tipo
Wheeler-DeWitt [21].

El entrelazamiento del estado historia es una medida de ndmero de estados ortogonales
del sistema visitados en tiempos ortogonales [16]. Depende en general del estado inicial
del sistema y delos operadores evolucién. Sin embargo, se muestra que cuando los tltimos
forman una base ortogonal, el entrelazamiento es siempre mdximo, independientemente
del estado inicial. El estado historia correspondiente se puede generar de forma simple
por medio de un esquema de dos relojes, donde los relojes estin vinculados a sistemas de
variables conjugadas.

Luego, se analiza la entropia de entrelazamiento cuadrética de los estados historia, mos-
trando que se puede evaluar analiticamente para Hamiltonianos constantes y que estd
acotada superiormente por la entropifa de la dispersién de energia del estado inicial. Por
otro lado, se ve que se encuentra acotada inferiormente por la de la evolucién geodésica
que conecta estados inicial y final [22]. Se observa que su promedio sobre todo estado ini-
cial del sistema es directamente proporcional a la entropia de entrelazamiento cuadratica
del operador unitario que genera el estado historia. A través de la dualidad channel-state
[23, 24], se ve también que el estado puro que representa al tltimo es en sf un estado his-
toria de operador, cuyo entrelazamiento cuadritico determina su entangling power. Con-
juntamente, se muestra que a través de medidas en el reloj es posible utilizar los estados
historia de sistema y de operador para determinar de forma eficiente el overlap entre esta-
dos del sistema y también la traza del operador evolucién para dos tiempos cualesquiera.
Lo cual se reduce a la traza del operador unitario (resultado del circuito “Deterministic
Quantum Computation With One Quantum Bit: DQC1” [25]) para el caso simple en
el que el reloj es un gubit.

Finalmente, se discute la posible simulacién experimental de estados historia. En pri-
mer lugar, se muestra que mediante la aproximaciéon de campo medio de pares, es posible
visualizar el estado fundamental de una cadena de espines dimerizada como un estado his-
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toria gracias al formalismo de tiempo propuesto y de esta forma considerar la utilizacién
de estos sistemas como relojes cudnticos de espines.

A su vez, se presenta una realizacién experimental en la cual se ven reflejadas las princi-
pales caracteristicas del modelo a través de un experimento de Sptica cudntica realizado en
colaboracién con el Laboratorio de Procesado de Imdgenes - UBA [26]. El mismo cons-
ta principalmente de un ldser altamente atenuado para poder trabajar a nivel de fotén
individual y un modulador de luz espacial.

PUBLICACIONES

Las investigaciones descriptas en esta tesis dieron lugar a las publicaciones cientificas
indicadas a continuacidn:

= A. Boette, R. Rossignoli, N. Canosa y J. Matera. «Generalized mean field treat-
ment for dimerized spin chains». Phys. Rev. B 91, 2015, pag. 064428. DOTI: 10 .
1103/PhysRevB.91.064428

= A. Boette, R. Rossignoli, N. Canosa y J. Matera. «Pair entanglement in dimerized
spin-s chains». Phys. Rev. B 94, 2016, pag. 214403. DOI: 10. 1103 /PhysRevB. 94.
214403

= A.Boette, R. Rossignoli, N. Gigena y M. Cerezo. «System-time entanglementin a
discrete-time model». Phys. Rev. A 93,2016, pag. 062127. DOI: 10.1103/PhysRevA.
93.062127

= A. Boette y R. Rossignoli. «History states of systems and operators». Phys. Rev.
A 98,3 2018, pig. 032108. DOI: 10.1103/PhysRevA.98.032108


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.91.064428
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.91.064428
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.94.214403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.94.214403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.93.062127
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.93.062127
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.98.032108

2 ENTRELAZAMIENTO CUANTICO

“ Solo sé que no sé nada y, al saber que nada sé,
algo sé.”

Sdcrates

Como se menciond con anterioridad, una propiedad clave que caracteriza el comporta-
miento de los sistemas en el régimen cudntico es el llamado Entrelazamiento cudntico. Esta
propiedad puede entenderse como la imposibilidad de representar las correlaciones exis-
tentes en un sistema cudntico en términos de una distribucién estadistica sobre posibles
configuraciones del sistema, especificables en términos de estados locales definidos. Para
entender como esta nocién es fundamental en la descripcién cldsica de los sistemas fisicos,
consideremos por ejemplo el sistema Tierra-Luna-Sol. Para la mecdnica newtoniana, es-
tos tres astros son entes distintos, con propiedades independientes. Asi, en cada instante
el Sol, la Tierra y la Luna cuentan con posiciones y velocidades bien definidas. El efecto
de la interaccidn entre estos cuerpos se reduce entonces a cambiar las velocidades de estos
cuerpos en funcién de las posiciones de los otros. Este marco de trabajo, que podemos
llamar reduccionista, permite describir y predecir el comportamiento de la mayoria de los
sistemas fisicos macroscopicos en forma a la vez computacionalmente eficiente y preci-
sa. Sin embargo, al tratar de aplicarlo a sistemas en la escala atémica comienza a mostrar
sus fallas: en esta escala, el entrelazamiento implica que para ciertos estados del sistema,
las propiedades de las partes no estén bien definidas. Por ejemplo, el estado tipico de una
molécula de Hidrégeno no puede en general describirse en términos de los estados de
los 4tomos que la conforman: existen observables globales (la energfa de la molécula, el
impulso angular) que no son compatibles con los observables asociados a los 4tomos por
separado. Esto nos obliga en mecdnica cudntica a tratar los sistemas compuestos desde una
perspectiva holistica, en el sentido de que debemos tratar al sistema como un todo. Una
consecuencia inmediata es que la descripcion exacta de los sistemas cudnticos se vuelve
mucho mis compleja que la de su equivalente cldsico.

Sin embargo, no todos los sistemas cudnticos parecen requerir de una descripcién que
aborde toda esa complejidad potencial. Por ejemplo, el sistema Tierra-Sol-Luna en sies un
sistema cudntico. La clave del éxito de su descripcion cldsica consiste en que en su evolu-
cién el estado de cada una de sus partes permanece bien definido. Decimos entonces que
el sistema admite descripcién en términos de estados separables. Por otro lado, la molécu-
la de Hidrégeno tipicamente se encuentra en un estado en el que el estado de sus partes
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no estd bien definido. Decimos por esto que su descripcién requiere considerar estados
entrelazados. Podemos decir entonces que cuanto mds entrelazados se encuentren los es-
tados tipicos de un sistema (en un dado régimen) mds nos costar representarlos en forma
precisa y eficiente a la vez.

La definicién y evaluacién de medidas que cuantifiquen el grado de entrelazamiento
presente en un sistema es una tarea bastante mas compleja, tanto desde un punto de vista
formal como practico. En lo que resta del capitulo daremos una definicién més formal
de lo que es un estado cudntico entrelagado [4, 27-29]. Se introducirdn entonces algunos
elementos de la teorfa de la informacién que nos permitirdn definir medidas de entrelaza-
mientoy de correlaciones cudnticas entre partes de un sistema. En los capl’tulos siguientes,
utilizaremos estas cantidades para estudiar algunos aspectos del comportamiento cadenas
de espines en el régimen cudntico, asf como para analizar la aplicabilidad de la aproxima-
cién de Campo Medio Generalizado para su descripcion.

2.1. OreERADOR DENSIDAD Y ENTROPIA DE VON
NEUMANN

El estado de un sistema cudntico se puede caracterizar por un operador densidad (o
matriz densidad) p, el cual es un operador hermitico de traza 1y con todos sus autovalores
no negativos:

p>0, Trp=1. (2.1)
Este operador determina el valor medio de cualquier observable O:

(O) =TrpO. (2.2)

La probabilidad de encontrar al sistema en un estado particular |7), (que supondremos
normalizado) es entonces

pi = (P) = Trp B; = {i|p|i), (2.3)

donde P; = |i)(i] es el proyector ortogonal sobre el estado ).
En el caso de un sistema cudntico en un estado puro i), p es entonces el proyector
ortogonal sobre el espacio generado por |i):

p =0l (2.4)

y satisface p* = p. En el caso general, la descomposicién espectral de p la escribiremos

p=_mliil, (2.5)

como
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donde {p;,i = 1,...,n} son los autovalores de p (p; > 0,> . p; = 1)y {|i),i =
1,...,n} los correspondientes autovectores normalizados ((i|i') = ;7). El caso puro
corresponde a p; = 1 para un cierto estado y 0 para todos los demds. En el caso general,
tenemos p* < p (es decir, p* — p es un operador con autovalores —p;(1 — p;) negativos
o nulos).

La entropia de von Neumann[4, 30, 31] se define como

S(p) = —Trplogp

= —Zpilogpi,

y es una medida de la falta de informacién asociada al estado p. Tenemos S(p) > 0, con
S(p) = 0dnicamentessi p es un estado puro (p*> = p). S(p) serd por el contrario méxima
(S(p) = logn si el espacio de Hilbert del sistema tiene dimensién n) si el estado p es
mdximamente “mezclado” p, = I,,/n, donde I,, denota el operador identidad, tal que
pi=1/nVi.

2.2. SisTEMAS COMPUESTOS Y EsTADOS REDUCIDOS

Dados dos sistemas cudnticos distinguibles, que denotaremos como Ay B, con sendos
espacios de Hilbert H 4 y Hp y espacio de Hilbert conjunto 4 ® H g, el estado conjunto
estard determinado por una cierta matriz densidad conjunta p 4. La entropia conjunta
es por lo tanto

S(A,B) = S(pap) = —Trpaplog pas . (2.8)

Un observable local en el sistema A es un observable de la forma O4 = 04 ® Ip, donde
I denota la identidad en H . Su valor medio es entonces

(Oa) = TrpapOs=Trypaoa, (2.9)
donde hemos definido la matriz densidad reducida [4, 30]
pa=Trgpap (2.10)

la cual determina completamente los valores medios de todo observable local en A. Expli-
citamente, (7|palj) = >, (ik|pap|jk), donde |ik) = |i) ® |k) son los estados de una
base producto ortonormal de H 4 ® Hp. Andlogamente,

p ="Trapan,
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determina los valores medios de cualquier operador local Op en B. Las entropias locales
son

S(A) = —Trpalogpa, S(B)=-Trpplogpp.

El estado conjunto es no correlacionado si y solo si pap = pa @ pp, es decir, si y solo
si es un estado producto, en cuyo caso sus autovalores son p;; = p;“p;5 con p2! y pf los

autovalores de p4 y pp respectivamente. En tal caso las entropias satisfacen S(A, B) =
S(A) + S(B), como es ficil ver de la definicién (2.8).

2.3. INFORMACION MuTUA Y ENTROPIA CONDICIONAL

Podemos ahora definir la informacién mutua como
I(A:B) = S(pa)+ S(pp) = S(pap) - (2.11)

Esta cantidad es una medida de la correlacién (total) entre Ay B [4,30]. Sipap = pa ®
pB, S(pap) = S(pa) + S(pp) y porlo tanto (A : B) = 0. En caso contrario /(A :
B) > 0.

Esta positividad de /(A : B) es conceptualmente evidente: S(A) + S(B) es una
medida de la falta de informacién cuando sélo se dispone de informacién sobre los valores
medios de todos los observableslocales (es decir, cuando se conoce sélo p 4 y p), mientras
que S(A, B) mide la falta de informacién cuando se conoce ademds toda la informacién
sobre las correlaciones, es decir, sobre todos los valores medios de observables generales
del tipo O4p = 04 ® 0p. Porlo tanto S(A, B) < S(A) + S(B).

Clasicamente, es decir, para sistemas descriptos por densidades de probabilidad, se tiene
ademds

S(A,B) > S(A), S(A,B)> S(B) (2.12)
Las entropias condicionales S(A|B) y S(B|A) pueden definirse como

S(A|B) = S(A, B) — S(B), S(B|A)=S(A,B)—S(A)  (213)

y son por lo tanto cantidades no negativas en sistemas cldsicos.

Sin embargo, la desigualdad (2.12) no sigue siendo valida en sistemas cudnticos, es decir,
en sistemas descriptos por operadores densidad. En otras palabras, en sistemas cudnticos
la entropia global puede ser menor que las entropias locales, y las entropias condicionales
definidas como en (2.13) pueden por lo tanto ser negativas.

A modo de ejemplo, consideremos un par de qubits o espines 1/2 en un estado de Bell,
por ejemplo

’\I/> _ ‘/H\> + Hi) : (2.14)
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2.4 Entrelazamiento de Estados Puros

donde [11) = |1) ® |1) denota un estado con ambos espines en la direccidn z positiva.
El estado p = |U)(¥| es un estado puro y por lo tanto,

S(pap) =0.

No obstante, los estados reducidos son miximamente mezclados:

pa=ps =gl = (DD,

Por lo tanto,
S(pa) =S(pp) =1, (2.15)
tomando el logaritmo en base 2. Esto implica S(A) = S(B) > S(A, B) = 0, adiferen-

cia de cualquier sistema cldsico. Mds aun, los estados locales estin miximamente mezcla-
dos (es decir, médximamente “desordenados”) a pesar de que el estado global es puro (es
decir, mdximamente “ordenado”). Para este estado tenemos entonces

I(A:B)=2

S(A|B) = S(B|A) = —1.

Como veremos a continuacion, la violacién delas desigualdades cldsicas (2.12) puede darse
solo cuando el estado p es entrelazado.

2.4. ENTRELAZAMIENTO DE ESTADOS PUROS

Si un estado cudntico puro |V 45) de un sistema conjunto A 4+ B se puede escribir
como estado producto, no posee entrelazamiento y se lo denomina separable. Por otro
lado un estado entrelazado no puede descomponerse en un producto de estados:

[Wap) =|Va)|VUp) = |Vap) separable (2.16)
|Uag) # |Ua)|Wp) = |Vap) entrelazado (2.17)

Las entropias de los subsistemas de un estado puro son idénticas (véase (2.22) y permiten
definir la entropia de entrelazamiento [4, 28], que cuantifica el entrelazamiento de un
estado cudntico puro bipartito, como

E(A,B) = S(A) = S(B). (2.18)

E(A, B) es una medida de las correlaciones cudnticas en el estado. Si |V 4 5) es separable,
entonces p4 = |V a)(Val, pg = [Vp)(Yp|y E(A, B) = 0.



2 Entrelagamiento Cudntico

En el caso puro E(A, B) es menos la entropia condicional:
S(A|B) = S(B|A) = —E(A, B), (2.19)
pues S(A, B) = 0. Mientras que la correspondiente informacién mutua es
I(A:B)=S(A)— S(A|B) =2S(A) =2E(A, B). (2.20)

Podemos considerara I (A : B) como una medida de todas las correlaciones en el sistema,
mientras que a £( A, B) como una medida de correlaciones puramente cudnticas.

Una forma de determinar si un estado cudntico es entrelazado es a través de la descom-
posicion de Schmidt del estado [4]: Existen siempre bases locales {|k4)} y {|kp) } orto-
normales, en las que | V) puede escribirse en la forma

U) = owlka)lks) (2.21)
k=1
donde n; es el numero de Schmidty o, > 0, ZZ; O’i = 1. Las matrices densidad

reducidas estin entonces dadas por
pa=Y_orlka)kal, pp="> oflks)(ks|. (2.22)
k k

Estas son isospectrales porlo que S(A) = S(B). El caso separable correspondeang = 1,
donde E(A, B) = 0, mientras que el caso entrelazado ans > 2, enel que

E(A,B) = — i ot log(a}) (2.23)
k=1

La descomposicién de Schmidt puede obtenerse a partir de la descomposicion en valores
singulares de la matriz de los coeficientes de expansion de | W) en una base producto or-
togonal, arbitraria [4], siendo los oy, los valores singulares de dicha matriz. En el caso del
estado de Bell (ecuacidn 2.14), ya estd expresado en una base de Schmidt, conng = 2y

0'120'2:]_/\/5.

El entrelazamiento es considerado un recurso esencial en informacion cudntica [4, 27],
ya que permite formas radicalmente nuevas de intercambio y procesamiento de la infor-
macidn, tales como la teleportacién cudntica [32] y la computacion cudntica [4].

10



2.5 Entrelazamiento de Estados no Puros

2.5. ENTRELAZAMIENTO DE ESTADOS NO PUROS

La definicién de entrelazamiento cudntico es mds compleja para estados p generales no
necesariamente puros (p* < p). De hecho, en el caso general no es posible obtener un
método general para determinar si el estado es entrelazado, en un nimero finito de pasos.
Por lo tanto tampoco es posible obtener una medida computable del mismo.

Segtin la definicién introducida por R.F. Werner en 1989 [33], un estado cudntico ge-
neral es entrelazado sino es separable o cldsicamente correlacionado, en cuyo caso puede ser
escrito como una combinacién convexa de estados producto, es decir, una superposicion
estadistica de estados no correlacionados:

p= Z 4aP% ® PE, Qo >0, = p separable (2.24)

p F# Z GaP% @ PBs Ga >0, = pentrelazado (2.25)

«

donde > o 4o = 1. En particular, un estado producto pap = pa @ pp, es decir, un esta-
do no correlacionado, es un estado separable. Pero también lo es cualquier combinacién
convexa de los mismos. El argumento [33] es que los estados separables pueden ser gene-
rados mediante operaciones locales y comunicacién cldsica (es decir, por (LOCC: Local
Operations and Classical Communication) [4]) y por lo tanto no contienen correlaciones
cudnticas.

En otras palabras, dos personas a cierta distancia pueden, a través de comunicacién
cldsica, acordar preparar un estado producto | 4) |V ), pero también una combinacién
estadistica de estados producto: A tira un dado y de acuerdo al valor de este prepara [ ),
a =1,...,6yavisaa B, quien prepara el correspondiente estado | V%), originando asi
una combinacién convexa del tipo (2.24) (p = S0 _, ST(TG] @ [TE(TE)).

Por otro lado un estado entrelazado no puede ser escrito de la forma anterior con coefi-
cientes g, positivos. Estos se generan tinicamente por medio de una interaccién cudntica
entre los sistemas. Pueden generarse como autoestados de un Hamiltoniano que conten-
ga términos de interaccién ) 0% ® 0%, o haciendo evolucionar un estado inicialmente
separable con un Hamiltoniano del tipo anterior [4, 34] (de forma que el operador evo-
lucién U(t) = exp[—iHt/h] no sea un producto de operadores de evolucién locales
Ua(t) ® Up(1)).

Los estados p diagonales en una base producto: p = 3, ;i Dij |37)(ij| son un caso par-
ticular de estado separable. En el caso general, los distintos términos en (2.24) no son
necesariamente conmutantes.

En el caso puro, la definicién (2.24) coincide por supuesto con la previa dada en la
ecuacién (2.17): Si p3 5 = pap, la combinacién convexa (2.24) es necesariamente un
estado producto pg ® pp,con pay pp puros.

1



2 Entrelagamiento Cudntico

2.6. CRITERIOS BASICOS DE SEPARABILIDAD

En general, excepto en casos simples como el de dos qubits, no es ficil determinar si un
estado no puro, es separable o entrelazado. En realidad es un problema considerado en
general “ bard” [35].

El criterio de la traspuesta parcial, introducido por Asher Peres en 1996 [36], propor-
ciona un criterio de separabilidad simple, computable y necesario, pero en general no su-
ficiente. Es decir,

pap separable = p'is >0, (2.26)

donde t 4 denota trasposicion parcial [4) ((i7|p'4'5|kl) = (kj|pap|il)). Es decir, si p'{y
tiene algin autovalor negativo entonces p 4 es entrelazado. Pero si todos sus autovalores
son no-negativos puede ser aun entrelazado. Sélo en el caso de dos qubits o qubit/qutrit,
el presente criterio es necesario y suficiente [36, 37].

El criterio entrépico estindar se basa en que los estados separables al igual que los sis-
temas cldsicos, son siempre mas desordenados globalmente que localmente [37]:

p separable = S(A, B) > S(A), (2.27)

yanédlogamente, S(A, B) > S(B). Corresponden puesa entropias condicionales S(A| B)
y S(B|A) positivas.

Los estados entrelazados pueden satisfacer, como vimos, S(A, B) < S(A), pero a di-
ferencia del caso puro, en el caso no puro esta condicién no es necesaria: Existen también
estados entrelazados que son més desordenados globalmente que localmente (S(A, B) >
S(A), S(A, B) > S(B)). Notemos también que en el caso no puro, S(A) no es nece-
sariamente igual a S(B).

El presente criterio entrépico (pap separable = S(A, B) > S(A)) puede generali-
zarse en realidad a otras entropfas mucho mds generales (por ejemplo, del tipo S(p) =
Trf(p), con f concavay f(0) = f(1) = 0 [38]), dando lugar al criterio entrépico ge-
neralizado [39], que es mds fuerte que el criterio entrépico basado en la entropia de von
Neumann [37] y equivalente al criterio general de desorden [40].

2.7. MEDIDAS DE ENTRELAZAMIENTO

La medida de entrelazamiento en estados no puros es un tema que no estd cerrado y
es aun mis dificil. Usualmente se utiliza como medida el entrelazamiento de formacién,
definido por la denominada “Convex Roof Extension” de la definicién para estados puros
[27,29]:

E(A,B) = E(pap) = Min qu (2.28)

2 Gl (Yi|=pas
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2.7 Medidas de Entrelazamiento

es decir, es el minimo, entre todas las representaciones posibles de p 4 5 como combinacién
convexa de estados puros |¥;) (no necesariamente ortogonales), del promedio del entre-
lazamiento en los mismos, definido de acuerdo a (2.18). En general, la cantidad (2.28) no
es computable de forma exacta.

2.7.1. CONCURRENCIA

La gran excepcién es el caso de dos qubits (o sea, dos sistemas con espacio de Hilbert
local de dimensién 2, tal como un par de espines 1/2), donde W.K. Wootters logré obte-

ner una férmula general computable en 1998 por medio de la llamada concurrencia Cy g
[41]:

E(A,B) = =) qlogq, (2.29)
v==+

donde
1++/1-C2(A,B)
g = HZUD, (2:30)

C(A,B) = Max[2A\y — TrR,0]. (2.31)

, (. . [ 1/2~  1/2 -
Aqui Ay es el autovalor maximo de la matriz R = {/p A/BPAB p A/B: con pap = 0y @

oy 0y @ 0, en labase estindar, compuesta por los autoestados productode o, ® 0.
Aquio = (04, 0y, 0,) denota las matrices de Pauli.
Se verifica
0<C(A,B)<1, 0<E(A,B)<1 (2.32)

con E(A, B) = C(A, B) = 1 paraunestado de Bell (que es, por lo tanto, un estado ma-
ximamente entrelazado), y E(A, B) = C(A, B) = 0 para un estado separable, siendo
E(A, B) una funcién estrictamente creciente de C'(A, B).

Para el caso de un estado puro arbitrario de dos qubits, se ve que (2.29) se reduce a la
entropfa S(A) = S(B) de cualquiera de los qubits, dada por la expresién (2.23) con
ns = 2. Ental caso C(A, B) = 2,/0103.

2.7.2. NEGATIVIDAD

La negatividad es un estimador de entrelazamiento computable para estados mixtos de
cualquier dimensién [42-44], definida por

Nap = (Tr|p'ts| — 1)/2, (2.33)

13



2 Entrelagamiento Cudntico

donde p'2; denota la traspuesta parcial de p4p. La Ec. (2.33) es simplemente el valor ab-
soluto de la suma de los autovalores negativos de p'{';. Si pap es un estado puro (pap =
[10) (10]), 1a Ec. (2.33) se reduce a una entropia de entrelazamiento generalizada,

Nap = [(Tr/pa)* = 1]/2 =" AN (2.34)

i<j

donde pa4 = Tr |tho) (10| es el estado reducido de Ay A} sus autovalores. En este caso el
estado es entrelazado siy solo si N 45 > 0. Consecuentemente, la Ec. (2.34) se anula para
pa puro (|1o) separable), y alcanza su méximo para p4 miximamente mezclado (es decir,
|1h0) maximamente entrelazado), en cuyo caso Nap = (d—1)/2,cond = Min[d, dg|
(en particular, Nop = s para un par de espines s).

En el caso mixto general, Nyp > 0 implica entrelazamiento de pap, pero Nap = 0
no implica necesariamente separabilidad, salvo para sistemas qubit-qubit o qubit-qutrit
[37], ya que existen ciertos estados mixtos entrelazados (bound entangled states) que igual-
mente cumplen Nyp = 0. No obstante, dada su computabilidad, /N 4 es corrientemen-
te utilizada como una medida o estimador de entrelazamiento de estados mixtos.

2.8. FIDELIDAD

La fidelidad [4] es una medida de la distancia entre dos estados cudnticos (puros o no
F(p,p') =Te~/p2p/p/2. (2.35)

Para estados puros p = |¢) (Y], p = [") ('], F(p, p’) se reduce al modulo del overlap:
F(p,p') = [(4[¢)]. (2.36)

puros). Se define como

En ambos casos, la fidelidad es un nimero entre O y 1,
0<F<1,

con F(p,p') = lsiysolosip = p'y F(p,p') = Osiysolosipy p' tienen soportes
ortogonales.

La fidelidad estd relacionada con otra cantidad que mide cuan diferentes son dos esta-
dos, conocida como medida o métrica de Wootters. Esta tltima puede evaluarse en fun-
cién de la primera por la relacién

B(p,p') = arccos F(p, p') (2.37)
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2.8 Fidelidad

Esta medida define una distancia entre los operadores estadisticos, ya que es una canti-
dad semidefinida positiva y simétrica que satisface la desigualdad triangular (B(p, p’) <

B(p,p") + B(p", p')).
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APROXIMACION GENERAL DE
CamMmro MEDpIO

“On ne voit bien quavec le coeur. Lessentiel est
invisible pour les yeux.”

Antoine de Saint-Exupéry

En este capitulo se introduce una aproximacién de campo medio generalizado auto-
consistente para sistemas compuestos, basada en una definicién general de subsistemas
independientes [8,45-51], parala descripciéon de correlaciones y entrelazamiento cudntico
en los mismos. Remarquemos que resolver de forma exacta estos sistemas es extremada-
mente dificil y requiere recursos que crecen exponencialmente con el tamano del sistema.
A diferencia del enfoque de campo medio tradicional, que omite las correlaciones, el es-
quema propuesto permite incorporar correlaciones en forma exacta dentro determinados
subsistemas, al redefinir el “sitio” o unidad, permaneciendo a la vez tratable. En otras pa-
labras, los recursos requeridos aqui crecen linealmente con el nimero de componentes.

3.1. FORMALISMO

El estado térmico candnico para un sistema a temperatura 1’ descripto por un Hamil-
toniano H es

pr = exp|—PBH|/Zy, (3.1)

donde f = 1/kT y Zy es la funcién de particién (Tr py = 1). Como es sabido, este
estado minimiza la energfa libre funcional

F(p) = (H), —=T5(p), (3.2)

donde (H), = TrpH y S(p) = —kTrplogp es la entropia de von Neumann, con
p un estado mezcla general, normalizado. La energfa libre exacta es entones F'(py) =
—kT'InZy.
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3 Aproximacion General de Campo Medio

Se puede formular una aproximacién variacional general para la Ec. (3.1), basada en el
estado de prueba

pn = exp[=Bh]/Zn, h =Y X\O;, (33)

donde {O;, i = 1,...,m} es un conjunto restringido de operadores linealmente inde-

pendientes y A; son pardmetros optimizables, determinados a través de la minimizacién

de F'(py). En esta instancia es conveniente considerar los promedios (O;),, = Trp,O;,
Ph

funciones de \;, como pardmetros independientes, dado que 95 (pp,)/9(O;),, = B

OF (pn)

Las condiciones 7 < = (0 dan lugar a las ecuaciones de autoconsistencia [ 8, 46-48]

Z>ph

que implican la expresién general de autoconsistencia

O(H)

_ Ph )
=2 0. 0 33)

tal que i dependa de los promedios que determina. Silos O; forman un conjunto comple-
to, H es una funcién lineal de éstos y Ec. (3.5) dalugara h = H (Ec. (3.1)). Sin embargo,
en el caso de aproximacion general, la Ec. (3.5) no es lineal y puede proveer distintas solu-
ciones, de las cuales se debe seleccionar la que minimice F'(py,).

La Ec. (3.5) es fécil de aplicar cuando (H )}, puede ser expresado explicitamente en tér-
minos del conjunto restringido de promedios (O;) , . Por ejemplo, en un sistema fermié-
nico las Ecs. (3.4) devienen las ecuaciones térmicas de Hartree-Fock-Bogoliubov silos O;s
estdn restringidos a operadores de un cuerpo generales (es decir, CLC,,, CLCIT, y cucy) y las
trazas estdn tomadas en el ensamble gran canénico (con H — H — uN, N =" cf,cl,,
tal que F' deviene el gran potencial), en cuyo caso (H),, puede ser ficilmente expresa-
ble en términos de contracciones de un cuerpo a través del teorema de Wick. Se pueden
utilizar consideraciones similares para el caso bosénico.

3.2. SisTEMAS COMPUESTOS

En esta instancia estamos interesados en aplicar el enfoque general a un sistema com-
puesto formado por N subsistemas distinguibles, como por ejemplo espines o arreglos de
espines en diferentes sitios, donde el espacio de Hilbert total es ®f\;15i, con S; el corres-
pondiente al subsistema 4. Para un Hamiltoniano general que contenga acoplamientos
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3.2 Sistemas Compuestos

entre los subsistemas, se deberfa considerar una aproximacién basada en operadores “lo-

cales” Oy, tal que [0y, Oj,] = 0;;0i ¥

ho= > hi, hi=) O, (36)
i H
pr = ®i_1pi, pi = exp|—Bhil/Zy, . (3.7)

El esquema previo da lugar al estado producto éptimo pj, (en el sentido de que que mi-
nimiza F') silos O;,, forman un conjunto completo V 7. Por ejemplo, si H solo contiene
términos locales y acoplamientos de “dos sitios”,

H = ) ByuOyu—3% > JupO0uOj, (3.8)
i 1,1,V
donde Vi, = Vjyip luego (0;,0;,) ,, = <Oiﬂ>Pi<0jV>Pj parat # jy
)\iu - Blﬂ - Z Ji,ujl/<0jl/>p]' . (39)
IV

Estas son las ecuaciones de campo medio autoconsistente generales, que dan lugar a

h; = Z[Biu - Z Jiuju<0j1/>j}0iu- (3~10)

H J#LY

El Hamiltoniano efectivo local h; depende asi del estado de los sitios restantes. Esto, a su
vez, permite reescribir [/ como

H=h+ <V>h - % Z Jiujuéiuéjyy (311)

1,1,V

donde V' = % Zw,j,u JinjvOinOjvs Ow = O, — (O;p,) ;- El Gltimo término en (3.11)
es la interaccién residual.

En un sistema de espines, la aproximacién de campo medio estindar corresponde a
identificar el “sitio” con un solo espin. El presente enfoque permite considerar a su vez
sitios compuestos, tales como pares de espines o arreglos de espines arbitrarios. Esto es ob-
viamente conveniente si estos pares o arreglos estdn internamente fuertemente acoplados,
pero interactdan solo débilmente entre ellos. El esquema tratard entonces a los acopla-
mientos internos de forma exacta, dejando la aproximacién de campo medio solo paralos
acoplamientos débiles. Luego, el campo medio va a depender fuertemente de la definicién
del sitio.
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3 Aproximacion General de Campo Medio

3.3. LiMiTET = 0 Y CORRECCIONES PERTURBATIVAS

Aqui nos enfocamos en el caso particular del limite 7" — 0, donde pj, pasaa ser propor-
cional al proyector sobre el subespacio del estado fundamental de A. Si es no-degenerado,
pr, deviene un proyector producto de estados puros |0p,) (0|, donde

10) = ®1%,10;) (3.12)

con |0;) el estado fundamental del Hamiltoniano autoconsistente local h;. El presente tra-
tamiento proporciona entonces el estado producto con la minima energfa media (H),,, .
Tal estado, de manera evidente, va a depender fuertemente de la definicién de sitio utili-
zada.

No obstante, denotando como |n;) a los autoestados de h;,

se puede ver delaEc. (3.11) que H conectaré |05,) solo con excitaciones de dos sitios |n;m;),
i # j,nm # 0, donde todos los sitios estdn en su estado fundamental, excepto los sitios
iy J,los cuales estin en estados excitados n y m respectivamente. El estado fundamental
de campo medio es entonces siempre estable frente excitaciones de # sitio, sin importar
si el sitio estd definido como espin solo, un par o un arreglo de espines.

Explicitamente, para excitaciones de un sitio tenemos que el elemento de matriz (n,;0,;| H|0;0,)
es nulo: de la Ec. (3.11) podemos ver que de los tres términos que aparecen, los dos prime-
ros se anulan trivialmente mientras que el tltimo da lugar a una sumatoria sobre términos
(ni]04,10:)(0,]0;,,10;), donde claramente se ve que se anula el segundo factor. Esto no
sucede para excitaciones de dos sitios en las cuales el estado (0;| pasa a ser (m;.

Las correcciones de primer orden (en la interaccién residual) proporcionan el estado
fundamental perturbado

|011q> o |0n) + Z Qin,jm |10 | (3.14)
1<j,m,n>0
1;]0;.,|0:) (m;]10;,|0;
Xinjm = > JiﬂjV< slni—ﬂioizferij‘-—]so‘fjﬁ ' (3.15)
1,V

Correlaciones entre “sitios” pueden estimarse de esta forma, aunque aquellas dentro
del sitio ya son descriptas por |0;) si el sitio es compuesto [8].
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3.4 Sistemas con Invariancia Traslacional

3.4. SISTEMAS CON INVARIANCIA TRASLACIONAL

Consideremos ahora el caso en el que todos los sitios son idénticos, es decir, todos tie-
nen el mismo espacio de Hilbert S;. Ademids, supondremos primero un sistema de una
dimensién donde

Biy =B, Jigjp =i —j)=Lu.(j —1), (3.16)

tal que H seainvariante frente a traslaciones si el sistema es infinito o ciclico (el sitio N +4
es equivalente al sitio 4, con J,,, (—1) = J,, (N — 1)). Si esta simetria no es rota por el
campo medio, es decir, si A, = A, Vi, luego (O;,,); = (O,,) pasa a ser independiente
de 7y la Ec. (3.9) deviene

=Bu— Y JuwlO0), =) Ju(l)

>0

En otras palabras, el enfoque se vuelve equivalente a un problema de campo medio local
con acoplamientos J,,,, (acoplamiento “total”). Lo mismo vale para redes infinitas o cicli-
cas, de dos o tres dimensiones (simplemente reemplazando [ por 1). El estado perturbado
(3.14) pasa a ser

05) o< [00)+ Y cnm(D|nm(D) (3.17)
1>0,m,n>0
(1) = ZJWU%T”Q;'“, (3.18)

donde |[nm(l)) = >, |nym;1;) son los estados invariantes frente a traslaciones (sin nor-
malizar) asociados a excitaciones de pares con separacién /.

La excitacién de un sitio |n;) se vuelve IV veces degenerada a nivel de campo medio
(en;, = €n) parauna cadena de NN sitios invariante frente a traslaciones. Correcciones de
primer orden proporcionan la energfas de excitacién

EF o~ _go—-z ,(1n]0,,]0)(0|0,|n) (3.19)

dondek =0,...,N -1y

TE o= e PHIN L) (3.20)
l
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3 Aproximacion General de Campo Medio

son las transformadas de Fourier discretas (DFT: Discrete Fourier Transform) de los aco-
plamientos .J,,, (1). Los estados excitados correspondientes son [ng) = 3 €™ MNn;)/V/N.

En redes de dimensién d, e - 27KU/N —y e=i27kd confo = (ky, ... kg),l = (I1/Ny, ..., 1a/Ny).

3.5. EstAaDpOS REDUCIDOS

En esta parte del presente trabajo de Tesis, nos enfocamos principalmente en la capa-
cidad de la aproximacién general de campo medio para predecir estados locales y sus co-
rrelaciones. Usando el estado perturbado (3.14), se puede obtener el estado reducido del
sitio ¢ como

pi = Tr;|0})(0}]
= J0)(0](L =D Bi) + D Bhulni) (mal (3.21)

n>0 n,m>0

donde 3, = (') im. Correlacionesa p{ = |0;)(0;] son de orden O(J?). Este estado
ya no es mds puro, y su entropia

S(pi) = =Trp;iInp;, (3.22)

mide el entrelazamiento entre el sitio ¢ y el resto de la cadena.
Con el fin de analizar las correlaciones entre sitios débilmente correlacionados, necesi-
taremos, a su vez, el estado reducido de dos sitios

Py = Tri3|0}{><011q|:|0'0'><0i0"(1— 20)
+ ) 189, 10im) (0imy | + Bik, [040;) (m,0]

n,m>0
+ (B33 [1405) (0irm | + h.c.)]
+ Z Qin, jm i, jq |10 5) (Pl (3.23)
n,m,p,q>0
donde ﬁ:l]m Zl# Js p>0 Xin,lpQjm,ip> Y Y = Zn>0 ﬁu ] Do m>0 |ctan, Jm’2 Se

verifica que p; = Tr;p;;. Para un sistema invariante frente a traslac1ones pij dependera
obviamente solo de j — 1.

3.6. RUPTURA DE SIMETRIA

Por supuesto, el “poder” real de la aproximacién de campo medio subyace en la posibi-
lidad de romper alguna simetrfa esencial del Hamiltoniano. Esta ruptura es la inica forma
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3.6 Ruptura de Simetria

de describir, a nivel de campo medio, efectos no perturbativos debidos a la interaccién en-
tre sitios (no de los internos, los cuales son tratados de forma exacta). Usualmente, en la
p exacta tenemos (0;,0;,) # 0 pero (O;,) = (O;,) = 0, anulacién que se debe nor-
malmente a cuestiones de simetria basicas. En tal caso el enfoque de campo medio tratard
de producir una solucién que rompa la simetria con (O;,) # 0, (O;,) # 0 siel aco-
plamiento es de magnitud suficiente. Este tipo de solucién serd degenerada, y un estado
correcto serd obtenido por la superposicién de las soluciones de campo medio degenera-
das con la simetrfa adecuada. Esta superposicién no serd un estado producto y contendra
de por si correlaciones.

En este caso, estamos esencialmente interesados en una ruptura de simetria discreta
(simetrfa de paridad de espin) tal que la aproximacién de campo medio proveerd un par de
soluciones degeneradas py,., , py— correspondientes a los Hamiltonianos autoconsistentes
h., h_, dando lugar a signos opuestos en algunos de los promedios (O, -

Para esta situacién, podemos construir, a partir de los estados de campo medio que
rompen simetria |0y ), los estados que preservan simetria como [8]

On) 100
V2(1 £ Re[(0n [0n_)])

0+) = (3.24)

Aqui el overlap (Op,, |0n_) = [],(0;4]0;—) es muy pequeo si |05+ ) no estin muy proxi-
mos y el sistema no es muy chico ((0p,, [05,_) = (04]0_)" en un campo medio invariante
frente a traslaciones de NV sitios). Los estados (3.24) estdn ya entrelazados, y dan lugar a
correlaciones no perturbativas, no nulas, entre estados individuales

Por ejemplo, despreciando el overlap, el correspondiente estado reducido de sitio indi-
vidual deviene

o = Tef0.){0s] = 5(0:4)(0ue |+ [00-){04 ) (3.25)

el cual esindependiente del signo £. Esta p; es un estado mezcla de rango 2 con autovalores

pi = 5 1{0,10.))).

Por ende, la entropia (3.22), S(p;) = —>_,_, pvInp,, es distinta de cero. Luego, una
ruptura de simetrfa en campo medio es una sefial de entrelazamiento no despreciable (y
no perturbativo) entre un sitio individual y el resto de la cadena (asumiendo un estado
fundamental no degenerado y por ende con buena simetria).

Dejamos los detalles para la préxima seccidn, donde serd necesario romper una simetria
relevante especifica (paridad de S.) a nivel de campo medio en algunos regimenes. Solo
mencionamos que, nuevamente despreciando el overlap (Op, |0p_ ), podriamos también
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3 Aproximacion General de Campo Medio

usar los estados perturbados (3.14) para cada campo medio A (en lugar de solo |05, )) en
el estado que preserva simetrfa (3.24).

3.7. APLICACION A SISTEMAS DE ESPINES

Las redes de espines constituyen una atractiva representacién escalable de qubits pa-
ra explorar e implementar esquemas de procesamiento cudntico de informacién [52-54]
y pueden ser realizadas en diversos sistemas fisicos. En este trabajo consideraremos co-
mo redes de espines a sistemas de espines (representaciones de SU(2)), acoplados entre
ellos por interacciones de pares. Nos concentraremos en interacciones de Heisenberg tipo
XY Z. Supondremos ademds, que la red de espines se encuentre inmersa en un campo
magnético externo, que actdia como pardmetro de control.

El Hamiltoniano del sistema es de la forma

H= Z B s; — %Z > Jistst (3.26)

i#£] p=,y,2

donde s; = (s7,sY, s7) denota el operador espin i-ésimo, B; es proporcional al campo

magnético externo aplicado al espin i y Jff , b = ,Y, 2z, las constantes de acoplamien-
to entre los espines 7 y j. Los espines pueden, por ejemplo, estar ubicados en una red
monodimensional, bidimensional, o tridimensional, y el espin s; de cada sitio (tal que
8; - 8; = s;(8; + 1)) puede ser arbitrario (no necesariamente uniforme).

En el caso en que Ji es igual a cero Vij, el acoplamiento se denomina usualmente
XY, ysi J;j = Jéj (isotropifa en plano XY'), se denomina X X. En este tltimo caso
[H, 5% = 0,donde S* = ), s7 es el espin total en la direccién z. En este trabajo nos
concentraremos en interacciones anisotrépicas tipo XY o XY Z.

3.7.1. APROXIMACION DE CaAMPO MEDIO ESTANDAR

La aproximacién de campo medio estandar en este sistema corresponde a la asignacion
natural de un “sitio” para cada espin individual 7. En este caso, tenemos

p = exp[—Bh]/Zy = ®]_pi, pi = exp|—PBhi/Zp,

siendo el Hamiltoniano autoconsistente de campo medio /2 de la forma
ho= > h (3.27)
B Y Y

JF p=T,Y,2

= (B'=J') s (3.28)
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3.7 Aplicacion a Sistemas de Espines

donde
T __ 15 [ oM
Jy, = E J;; (sj> )
J#i
La condicién autoconsistente es precisamente

(8;) = Z, 'Trexp|—phi]s;

i

— ng(BB-J), i=1,....n (3.29)

_ d sinhu(s+1/2)
du  sinhu/2
con s el espin del sitio 7. Recordemos que la funcién de particién de cada espin estd dado

por:

donde n; es el vector unitario en la direccién de (B* — J*) y g(u) =

sinh[8| B¢ — J%|(s + 1/2)]

Zn, = Trexpl=phi] = —C 4GB Ji/2)

(3.30)

El valor medio de la energia es
1 .
(H) = Y Bi{s:) =35> > Js!)(S))
i it u

= ) (B'- %Ji) (s4) (3.31)

i

En el limite 7" — 0 la aproximacién conduce a una aproximacién completamente sepa-
rable del estado fundamental, de la forma

|0n) = ©4]0:)
con |0;) el estado fundamental de h;, es decir el estado con n; - s; = —s, tal que n; -
8;]0;) = —s]0;). Este estado no contiene correlaciones entre los espines. No obstante,

la restauracién de simetrfa en las fases con simetria rota conduce, como se ha discutido
previamente, a un estado entrelazado.
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3 Aproximacion General de Campo Medio

3.7.2. APROXIMACION DE CAMPO MEDIO GENERALIZADA

Figura 3.1: Esquema de conjuntos de espines disjuntos

La aproximacién de campo medio basada en sitios individuales puede no resultar satis-
factoria en sistemas fuertemente interactuantes, como veremos luego explicitamente. La
aproximacién de campo medio generalizada permite, no obstante, también considerar
como sitios a conjuntos disjuntos C,, de un determinado nimero m,, de espines, tal que
>, My, = n, Las interacciones entre los espines del conjunto son en este caso tratadas ez
forma exacta.

El Hamiltoniano autoconsistente serd de la forma

h = Z h,,
con

h, = ZBi-si—% D Thslst = > T (sh)sY (3.32)

i€Cy ‘J‘ECU ¢ Cy
= > (B -J)-s—3 Z Ji sls (3.33)
ieCy i,j€C,

donde ahora

To= 3 g

i¢ Cv
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3.7 Aplicacion a Sistemas de Espines

En esta aproximacién las interacciones entre los espines de cada conjunto C), se toman
en cuenta exactamente (el segundo término de (3.32) y (3.33)) y la aproximacién de cam-
po medio se aplica solo a las interacciones entre espines de distintos conjuntos (el tercer
término de (3.32)).

La correspondiente energfa media es

(H) = SOSIB s g ST s - 5 S T

v i€Cy j#i,j€C, j¢ Cy
;1 1
= > > (B - 59 si— 5 > (s (3.34)
v i€Cy 1#4,1,7€C,

Las condiciones generales de autoconsistencia pueden expresarse como
(8;) = Z, 'Trexp[—Bh]s; = Z, ' Trexp|—fSh,]s; (3.35)

donde ¢ € vy v enumera todas las celdas o conjuntos. El Hamiltoniano local /1, depende
de los valores medios de espines en otras celdas a través del tercer término de (3.32).
ParaT" — 0, esta aproximacién corresponde al estado

|Oh> = ®,,‘O,,>

donde |0,,) es el estado fundamental de h,,. Este estado serd normalmente entrelazado, es
decir, no serd un estado producto en los espines del sitio.

3.7.3. CaMros TRANSVERSOS Y CONSERVACION DE PARIDAD

Consideremos el caso en que el campo en todos los sitios estd en la direccién de un mis-
mo ¢je principal, que podemos elegir como z. El Hamiltoniano (4.1) se reescribe entonces
como

. 1 _—
H = ) B'si—3) Ji st st (3.36)
% 1£] U=T,Y,2
que podemos expresar también como
1 2 1 1] o2 o% — 1 —
H = ZB si—3 Z[szsi s5 — Jysis; — §J+(sj$j +s;55)] (3.37)
i i#j

donde Ji = (J, £ J,)/2y s; = s +is!.
Tanto de (3.36) como de (3.37), podemos ver que

[PzaH]:O
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3 Aproximacion General de Campo Medio

donde

P, = exp[—in(S, —9)] (3.38)
= ®;P;, P7=expl—in(sj —s;)] (3.39)

es el operador de paridad total de espin, con S, = ). s7y S = ). s;. De este modo,
P? = +1sim; — sjespary P? = —1siesta diferencia es impar, donde s7|m;) =
m;|my;). P, es obviamente proporcional a una rotacién global de dngulo 7 alrededor del
gje 2.

Por lo tanto, los autoestados exactos de H poseen paridad definida si no estin degene-
rados (y pueden elegirse con paridad definida si lo estdn). Esto implica que

tanto en el estado térmico p o exp|—FH] como en todo autoestado no degenerado
LD _
(P.s; P, = —s; paray = x, ).

No obstante, en la aproximacién de campo medio estindar, es necesario violar esta
simetrfa para obtener un valor medio no nulo de cualquier término de interaccién s7's7 o
5784 (i # j),yaqueenlamisma (s}'s’) = (s}')(s/). Lasolucién con simetria de paridad
rota corresponde pues a

[h, P.] #0

y es obviamente degenerada: h~ = P,hP, serd también un Hamiltoniano autoconsis-
tente, con valores opuestos de (s7) y (s¥).

AT = 0 esto implica que si |05, ) (estado fundamental de by = h) es un estado
producto autoconsistente que viola esta simetrfa, [05_) = P|0p, ) serd también otro
estado autoconsistente. Tal como se menciond previamente, podemos formar estados con

buena paridad de la forma

|Oh+> + |Ob_>
V2(1 —Re(04_[05.))

con P, |0if) = 4|03). Estos estados son entrelazados y conducen a correlaciones no nulas
entre espines.

0) =

(3.40)

En cambio, en la aproximacién generalizada de campo medio, la ruptura de la simetria
de paridad serd necesaria solo para obtener un valor medio no nulo de la interaccion en-
tre los conjuntos C,. Las correlaciones internas son tenidas en cuenta exactamente y no
involucran ruptura de simetria. En otras palabras, la ruptura de simetria se producir so-
lo en regimenes donde las correlaciones externas (aquellas entre los conjuntos C,)) son
apreciables y no perturbativas.

En fases con simetria de paridad rota en la aproximacién generalizada, valen por supues-
to las consideraciones anteriores. Podemos restaurar la simetria mediante estados anilo-
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3.7 Aplicacion a Sistemas de Espines

gos a (3.40), que contendrin correlaciones entre los conjuntos C,. Es decir, contienen
entrelazamiento tanto entre espines internos como entre los conjuntos C,,.

Es importante destacar finalmente que la simetria de paridad global de espin implica la
misma simetria nivel Jocal. Si el estado global p tiene paridad definida o conmuta con ella
([P, p] = 0) entonces el estado reducido de cualquier subsistema C,

pc="Trep

donde C' denota el complemento de C, conmuta también con la correspondiente paridad
local de espin:

[pC7Pé] =0

donde P& = ®@jec P} . Esto implica restricciones muy fuertes en la forma de los estados
locales.

3.7.4. CAMPO FACTORIZANTE

A pesar de que en general los esquemas de campo medio descriptos previamente pro-
veen una descripcién aproximada del estado fundamental exacto, en ciertos sistemas in-
mersos en un campo magnético externo existe un valor particular finito del campo en el
cual las aproximaciones de campo medio (incluyendo la estindar) resultan exactas. Este
campo se denomina campo factorizante o campo de separabilidad. En el mismo, dicho sis-
tema de espines posee un estado fundamental exactamente separable, es decir, un estado
producto de espines individuales.

Discutiremos aqui el caso de un campo magnético transversal. Consideremos nueva-
mente el Hamiltoniano de una red de espines arbitraria de la forma (3.36). Buscaremos
condiciones para que estos sistemas posea un azutoestado separable con simetria de paridad
rota de la forma [55-57]

9) = N, explifisy]|0;) (3.41)
2s;

— ®£1[Z \/ (5%%) cos®si=F %i sin® %|/€Z>] : (3.42)
k=0

donde s;,|k;) = (k — s;)|ki) y €9"5|0;) es un estado coherente [58]. La eleccién de y
como el eje de rotacién no presenta una pérdida de generalidad ya que cualquier estado

€'?"%i]0;) corresponde a una cierta “rotacién” con valores complejos de 6% en (3.41) .
Reemplazando s;, en (3.36) por e "Sivs; e¥'%iv, la ecuacién H|O) = FEg|O), esto

'En término de los dngulos de Euler, €72 ¢?#%v¢77%:|0) = ce?*v|0), contan § = e tanf yc =

e—z’s(oz—&-’y) ( cos B/2

o3 073 )% (Ec. (3.42)). ¢ puede obviamente ser restringida al plano z, y .
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es, Ho|0) = Fgl0) con |0) = @Y ,]0;) y Ho = e~i 20" siy (et i 05y leva a las
igualdades
J;j = J9cosf cost’ + JY sin ' sin ¢, (3.43)
B'sinf' = Z(Sj — 16;)(J7 cos @' sin’ — J7 sin§’ cos ),  (3.44)
J

que determinan, por ejemplo, el valor de Jgjj yB ‘en términosde J¥, J¥ s, y 0’ En estas

xT z
condiciones, la energfa del estado correspondiente estd dada por

Eo = — Z si[B'cos 0" + 1 Z(sj — 36:5)(JY sin 0" sin ¢
i J
+J7 cos 0 cos ) + 1(J1 4+ I} + JI)]. (3.45)

Para una cadena ciclica (1D) de espin s con acoplamientos de primeros vecinos (.J, fj =
J,6° %) en un campo magnético uniforme (B* = B) recobramos la condicién de se-
parabilidad original de la Ref. [59] tanto para el caso ferromagnético (J* > 0, 8" = 0)
como para el antiferromagnético (J* < 0, 8" = (—1)'d). Las Ecs. (3.43)—(3.45) son
sin embargo completamente generales y se mantienen validas también para valores com-
plejos de 07, J/ij y B': Si se satisfacen V4, j, H tendrd un autoestado separable (3.41) con
autovalor dado por la Ec. (3.45).

Sisin#* # 0 para algtin 4, este autovalor es degenerado: |©) romperi la simetria de
paridad y por lo tanto, el estado asociado

| —©) = P,|0) = ®£V:1 exp[—i@isiy]|0i> , (3.46)

serd otro autoestado exacto de [ con la misma energfa (3.45). Los puntos en el espacio
de pardmetros donde los autoestados | £ ©) son autoestados exactos corresponden pues
necesariamente a cruces de niveles con paridad opuesta.

Para valores reales de 67, la Ec. (3.44) es solo la condicién estacionaria para la energfa
(3.45) para B', Jﬁj fijos. El estado (3.41) puede entonces considerarse como un estado
de prueba de campo medio, siendo (3.44) la ecuacién de autoconsistencia asociada. La
Ec. (3.43), que es independiente del espin (para Jﬁj fijo), asegura que el estado es un au-
toestado exacto al cancelarse los elementos de matriz residuales de uno y de dos cuerpos
conectando |©) con el resto de los estados, lo que garantiza la estabilidad de la solucién
ante fluctuaciones locales.

3.75. ENTRELAZAMIENTO EN CAMPOS FACTORIZANTES

En un arreglo finito, el estado fundamental exacto de H no serd, en general, exacta-
mente degenerado fuera del punto factorizante, y tendr una paridad S, definida. Los
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limites laterales correctos en el campo factorizante estdn entonces provistos por los estados
normalizados con paridad definida

o) £]-6)
V21 £ (—6e))

donde (—0|0) = [, cos®i 6; es el overlap entre los autoestados degenerados separa-
bles. Los estados (3.47) satisfacen P,|©%) = £|©%) y también son obviamente autoes-
tados exactos cuando las Ecs. (3.43) y (3.44) se cumplen.

Estos estados estdn entrelazados, con rango de Schmidt[4] 2 para cualguier biparti-
cién (A, A) del sistema completo[57] (aqui A denota un subconjunto de espines y A el
subconjunto complementario). Ademds, el estado reducido de cualquier subsistema de
dos o mds espines puede ser efectivamente considerado como un estado mezcla de dos
qubits respecto de cualquier biparticién[57]. El entrelazamiento entre dos subsistemas

©%)

(3.47)

cualesquiera, puede ser medido entonces por medio de la concurrencia, una medida de
entrelazamiento originalmente introducida para sistemas de dos qubits[60] (en los cua-
les puede ser computada de forma exacta, ver 2.7.1), y luego extendida a estados mezcla de
sistemas bipartitos generales a través de la extensién de “techo convexo” de la expresion
generalizada de estado puro [61, 62]. La concurrencia entre dos espines cualesquiera 7, j
en los estados |©F) se puede ver que es [57]

VT~ cost B (1~ cos™ 8,)(~ 0510 5)

+ _
¢ = 1+ (-06|6) ’

(3.48)

-\ — 4k . +
donde (=O(07) = [}, ; cos™ Ok denota el overlap complementario. C;; puede ser
apreciable para dngulos suficientemente pequefios 0y, si 0;,0; # 0. No obstante, para
sistemas no muy pequeiios serd despreciable debido a que el overlap complementario serd
tipicamente muy pequeno.
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APrLICACION A CADENAS
DIMERIZADAS DE Espin 1/2

“Solo nosotros sabemos estar distantemente jun-

»

tos.

Julio Cortdzar

El estudio del entrelazamiento en sistemas de espines interactuantes se ha mostrado co-
mo un 4rea de gran interés en los tltimos anos [63, 64]. El entrelazamiento proporciond
una perspectiva novedosa en el andlisis de correlaciones y transiciones de fase cudnticas
[63-65], siendo a su vez esencial en la determinacién del potencial de estos sistemas en
el campo de la informacién cudntica [4]. El interés en los sistemas de espines ha aumen-
tado por el importante avance en las técnicas de control de sistemas cudnticos [66], que
han hecho posible simular modelos de espines interactuantes con diferentes tipos de aco-
plamientos a través de: trampas de iones, junturas de Josephson y dtomos frios en redes
pticas [67-73].

En particular, los sistemas dimerizados, caracterizados por pares de espines fuertemen-
te acoplados, surgen a través de distintos acoplamientos y configuraciones geométricas [9,
55, 74-85] y son de gran interés ya que proveen un marco para estudiar plateans de mag-
netizacién y comportamientos magnéticos no triviales [85]. Estas configuraciones han
sido recientemente simuladas por medio de dtomos frios en redes dpticas [86].Mientras
que el caso bisico involucra pares de singletes en sistemas tipo antiferromagnéticos [87,
88], otros tipos de dimerizacién puedan aparecer en el estado fundamental de sistemas
con acoplamientos no uniformes, como cadenas de espines con acoplamientos XY Z [9,
55, 74-76,79, 80, 83]. En estos sistemas, una aproximacién de campo medio convencio-
nal basada en espines individuales independientes claramente falla, como veremos, en el
intento de predecir las caracteristicas mis elementales del estado fundamental y su com-
portamiento magnético. En su lugar, mostraremos que un enfoque de campo medio de
pares es capaz de proveer una descripcién bésica correcta. Se trata de un caso particular
de tratamiento de campo medio generalizado cuyo estado es determinado de forma au-
toconsistente y que admite una ruptura de simetria relevante. Veremos también que en
cadenas dimerizadas de espin 1/2 con acoplamientos anisotrdpico XY y XY Z, el enfo-
que es completamente analitico y capaz de proporciona un diagrama de fases que difiere
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del obtenido a través de campo medio estindar, conteniendo una fase dimerizada para
campos débiles y condiciones apropiadas [9]. Las predicciones estin en buen acuerdo con
los resultados exactos, que en el caso especial de cadenas de espin 1/2 con acoplamientos
a primeros vecinos XY pueden obtenerse de forma analitica por medio de la fermioniza-
cién de Jordan-Wigner [55, 74, 75, 89].

En este capitulo aplicaremos el formalismo de campo medio generalizado a la descrip-
cién de correlaciones cudnticas en una cadena de espin 1/2 con acoplamientos tipo XY
(anisotrépico) de primeros vecinos no uniforme en un campo externo. Esta cadena podra
exhibir dimerizacién en el limite de campo bajo, en el cual el estado fundamental serd esen-
cialmente un estado de pares fuertemente acoplados. Por consiguiente, podemos utilizar
el esquema de campo medio generalizado para introducir naturalmente una aproxima-
cién de campo medio de pares. Este sistema, ademds de ser de interés en informacién y
tisica de estado sélido ofrece la ventaja de admitir un tratamiento analitico exacto (aun-
que complejo) por medio de la fermionizacién de Jordan-Wigner [55, 89], que se discute
en detalle en el apéndice respectivo. El mismo puede ser utilizado para comprobar el gra-
do de confiabilidad de la aproximacién de campo medio generalizado, que como veremos
resulta también analitica (y simple).

Las investigaciones descriptas en este capitulo dieron lugar a la publicacién cientifica

[8].

41. CADENA DE EspiN 1/2 DIMERIZADA

Consideraremos una cadena de espin 1/2 en un campo transverso uniforme, acoplada
a través de acoplamientos XY a primeros vecinos, tal que el sistema pueda ser visto, al
menos para campo cero, como pares fuertemente acoplados interactuando débilmente
con los pares vecinos (Fig. 4.1). El Hamiltoniano se puede escribir como

H= Z Bs; — Justst — Jisist (4.1)
i

donde Sf denota la componente de espin en el sitio 7 y

o -J, , para z impar (4.2)
H —aJ, , paraipar

con |a| < 1. Acoplamientos débiles de ordenes superiores serdn considerados mds ade-
lante.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer o > 0, tanto en una cadena abiertaconn
pares como en una ciclica (sh,,,; = s,') con un nimero n par de pares, dado que el signo
de « en estos casos puede ser invertido efectuando una rotacién de dngulo 7 alrededor
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4.1 Cadena de Espin 1/2 Dimerizada
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Figura 4.1: Esquema de una Cadena de Dimeros.

del ¢je z de ambos espines en pares pares (tal que si' — —st parapp = z,ysii = 2j 0
27 — 1, con j par). Tal rotacidén no afectard al acoplamiento interno de pares. También
podemos considerar J, > 0, dado que su signo se puede invertir a través de una rotacién
de un dngulo 7 alrededor del eje 2 de todos los espines en sitios ¢ pares (asumiendo un
ntimero par de espines en el caso ciclico), y fijar | J,,| < J,, eligiendo el ¢je y en la direccién
del acoplamiento mds débil. El signo de B puede obviamente cambiarse a través de una
rotacién global de dngulo 7 alrededor del eje «, lo cual no afectard los acoplamientos. En
resumen, el caso general puede reducirse al caso especial

B>0, 0<|J|<J,, a>0, (43)

es decir, acoplamientos de tipo ferromagnético atractivo, a través de operaciones locales
que no afectardn ni los niveles de energfa, ni el entrelazamiento, ni ninguna otra medida
de correlaciones cudnticas.

Vamos a enfocarnos por simplicidad en el caso ciclico, en el cual el sistema permanece
invariante frente a traslaciones de dos sitios, sin embargo las siguientes consideraciones se
pueden extender, con minimas correcciones de borde, al caso abierto. Sefialamos que el
Hamiltoniano (4.1) conmuta con la paridad total de espin

P. = exp|—im(S. +n)] = ©2,(257), (4.4)

donde S, = ), s7 esla componente total del espin, la cual solo cuenta la paridad del nd-
mero de espines para arriba y es equivalente a una rotacién global en 7 alrededor del eje
z. Esto implica que (s!') = 0 para 1 = z, y y para cualquier autoestado no degenerado.
Cualquier cadena de espines con acoplamientos XY o XY Z en un campo transverso ex-
hibe esta simetria discreta independientemente de la geometria, el rango de acoplamiento
o el valor del espin. Su ruptura (es decir, (s!') # 0 para i = x 0 ) es esencial en todas las
descripciones basadas en campo medio.
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

4.2. APROXIMACION DE CAMPO MEDIO ESTANDAR

Recordemos primero el campo medio estindar o aproximacién de “Hartree” para el
estado fundamental de esta cadena, que significa simplemente proponer un estado fun-
damental producto

|Ome) = ®774]05) - (4.5)

Esto se corresponde con considerar espines individuales como los sitios del enfoque gene-
ral (3.12), con |0;) el estado fundamental asociado al Hamiltoniano local autoconsistente

hi = Bsi = (Jn(ska) + TN st))st
1

Para el caso ciclico y para los signos (4.3), asumiremos a los estados locales |0;) indepen-
dientes del sitio y reales en la base estdndar de los autoestados de s7, es decir,

00 = 16) = cos 8] 4) +sin & ), (“9)
afin de obtener lamenor energfa media Eyy¢ = (Opf| H|Ope). Tal estado dalugara (s¥) =
Oy (s?) = % sin 6. Luego, es evidente ver que Eryt = (Ope| H |Onf) toma la forma

Ewt = ) [B(s5) = Y Julsi)(st)]
7 n=x,y
= —n[Bcosf + 1J,(1+ a)sin® ] . (4.7)

Esta expresion se minimiza, si B > 0, para

0 = 0, B > BY,
cos# = B/BY, B<BY, (48)
donde BY = J,(1 + «)/2. Estos valores son, por supuesto, soluciones de la condicién
autoconsistente

. B&sin
(st) =1sinf =i ——cr
v/ B2+B2?%sin? 0

la que asegura que |0;) sea autoestado de h;. El campo medio estd entonces completa-
mente alineado con la direccién z del campo si B > B, y alo largo de un eje formando
un dngulo 6 con z si B < BY. La tltima es la solucién con ruptura de paridad, dan-
do lugar a (s¥ 0, y es obviamente degenerada ya que el signo de 6 es arbitrario. La

i y y
correspondiente energfa minima es

-nB , B> B2
En = B . (4.9)

2
—nBi(g=+1) ., B<B?
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4.3 Aproximacion de Campo Medio de Pares

Esta aproximacién simple ignora la estructura de dimeros de la cadena (es de hecho la
misma que para una cadena uniformemente acoplada con acoplamiento J, (1 + «)/2),
y tampoco registra la presencia de acoplamientos .J,,, proporcionando simplemente un
enfoque basico de orden cero.

Adn asi, es notable que proporcione un estado fundamental exacto en el campo factori-
zante: Se puede demostrar (ver apéndice) que para

B=B*=\/J,J.(1+a)/2=1/J,/J. B*, (4.10)

donde cos § = +/J,/J,, el presente sistema exhibe un estado fundamental degenerado,
siendo el subespacio del estado fundamental precisamente generado por ambos estados
producto de campo medio. El estado fundamental exacto para un sistema de n pares es
normalmente no degenerado y por consiguiente tendrd una paridad definida P, = +£1.
Al aumentar el campo desde 0, se observardn n transiciones de paridad, donde los nive-
les mds bajos de cada paridad se cruzan, y el campo factorizante corresponde a la #ltima
transicion de paridad. Notablemente, en este punto no queda ninguna evidencia de la
estructura dimerizada del Hamiltoniano en el estado fundamental exacto.

4.3. APROXIMACION DE CAMPO MEDIO DE PARES

Con el fin de mejorar la aproximacién de campo medio anterior mds alld del campo
factorizante, consideraremos una aproximacién de campo medio de pares, basada en un
estado fundamental de prueba producto de estados que representan pares de espines, en
lugar de estados de espin individual:

|\ijnf> = ®?:1Wf> ) (4.11)

donde |¢7) son estados de prueba de dos espines. La Ec. (4.11) es obviamente exacta en
el limite completamente “dimerizado” v = 0 (pares independientes), por lo que es de
esperar que proporcione al menos una buena descripcidn basica en el régimen débilmente
acoplado |a| < 1.

Nuevamente, en el caso ciclico y para los signos escogidos (4.3), asumimos que [1)}) es
independiente del sitio. La minima energfa se obtendrd para [¢}) real en la base producto
estindar de autoestados de s7s3. El estado de dos espines mas general de este tipo puede
escribirse como

Y7y = cos%]w%)—i-sing%, (4.12)
(o) = cos(cos 5| L) +sin G| 1)) +sin gL (413)
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

donde [t)p,) es simétrica frente a permutaciones de pares. No obstante, para los signos

(4.3) es evidente que el estado singlete no estard ocupado, por lo que podemos fijar 3 = 0.
Para EP . = (UP |H|WP ) obtenemos de hecho

Epe = n[(B(si+s3) — D Ju((stsh) +afsi)(s}))]

=2y
= —COS2Q[<BCOS¢+J sin ¢) cos® § + J, sin® 4]

+Jysin? & — LaJ,[cost £ sin® (1 + sin )

— sin? B cos? g(l —sin¢)], (4.14)

verificindose que el minimo de energfa para la eleccién (4.3) corresponde a 3 = 0, con
¢ € [0, 7/2].LaEc. (5.9) es independiente del signo de 8, en concordancia con la simetria
de paridad de espin de H (P, |¢gy) = |¢)—_p4)). Notar que el estado de un par tendrd
paridad de espin definidasolosi 8 = 8 = 0 (P, = 1)obienf = 7o = 7 (P, = —1).

431. ErLCasoa =0

Es conveniente examinar primero el caso o = 0 (pares independientes), donde la Ec.
(4.11) es exacta. Es ficil ver que el estado fundamental correspondea 3 = 0y

— _ J- 0 _
Q—O,tangb—.B. , B>B0 Iy /2, 7 (415)
0 = m, (¢ arbitrario ) , B < By

JotJ,
donde Jy = =%, tal que

¢ in & 0
COS_|\L\L>+SID_|TT> ) BZBS
47 = { : thiist) < p< o (4.16)

vz 0 V=B s by
_ 2 2 0
ELe = { ny B JS B2 B (4.17)

Por lo tanto, en primer lugar se ve que el estado fundamental de pares sufre una t7an-
sicion de paridad en el campo factorizante BS a« = 0, cambiando del estado con P, =
—1, [0) = [+ H” para B < B al estado con P, = 1, |1)y,) para B > BY. Si
B = BY, estos dos estados tienen la misma energfa, y aunque no son estados producto,
son justamente la combinacién lineal de estados producto de campo medio (4.5)-(4.6)

con paridad definida:

100) + | — 6 — 6) :{ cos 2| 1) + sin &| 1)

2(1 + cos?0) % 7
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4.3 Aproximacion de Campo Medio de Pares

donde la identidad superior es vilida siempre que cos @ = BY/By tan¢ = J_/B?
es decir, tan ¢ = % tan 0 sin 6). En otras palabras, para B = B? pueden formarse esta-
dos producto con ruptura de paridad como combinacién lineal de estados fundamentales
exactos degenerados con paridad definida.

Notar que a diferencia del campo medio estandar, los pares actuales permanecen corre-
lacionados para campos fuertes B >> J,, es decir, la alineacién con el campo ocurre solo
asintSticamente para B — 00, con ¢ = O(.J_/B) en este limite.

4.3.2. Caso GENERAL

En el caso general, la minimizacién de E? . respecto a 6, ¢ (5 = 0) da lugar a tres solu-
ciones distintas. En primer lugar, obtenemos las mismas soluciones (4.15) derivadas para
pares libres, ambas dan lugar a (s7) = (s5) = 0y por consiguiente no hay acoplamien-

to promedio entre pares. Las energfas correspondientes siguen estando dadas por la Ec.
(4.17).

Pero ademds, para o > 0 es factible una solucion con ruptura de paridad, es decir con
0] € (0, ), la cual estd determinada por el conjunto de ecuaciones acopladas

o B cos ¢+J_ sin p—J
cosf = 3 alp(4sing) (4.18)
_ — Jz sin<6 .
tang = G+ Q510

Estas ecuaciones pueden derivarse también de las ecuacién general de autoconsistencia
(5.2). El Hamiltoniano autoconsistente es:

ho= > Bk (4.19)
¢ impar
hi = B(sj 4+ sip1) — Z Julsisin — al{si2y)s) — (siin)siiy)] (4.20)
H=z,y

con (s¥) = 1sinfy/1+sin ¢, (s!) = 0,y las ecuaciones (4.18) aseguran que el estado
|19 es autoestado de h;.

Por supuesto, el signo de 6 permanece indeterminado (dos soluciones degeneradas). En
contraste con el enfoque estindar de campo medio, donde la paridad se rompe para B <
B¢, la solucién con ruptura de paridad para pares aparece solo dentro de una ventana
de campo finita BS, < B < B si a es pequefio. El sistema preferird una solucién
dimerizada que preserve paridad para B > B (donde 0 = 0) y también para B <

% (donde € = ), como se ve en la Fig. 4.2. Estos campos criticos pueden obtenerse
inmediatamente a partir de las Ecs. (4.18):
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

B/J,

0 0
cos— |[{) +sin— |T)
2 2

B/J

W)= cosf [44) +sin —¢ [T1)
2 2

0.5}

Y-y oc|TL)+]4T)

0
0 0.2 04

a

Figura 4.2: Diagrama de fases de las aproximaciones de campo medio: estindar (panel superior) y
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de pares (panel inferior). Se muestran los estados minimizantes individuales (4.6) (arri-
ba) y de pares (4.12)—-(4.13) (abajo). En la aproximacién estdndar la simetria de paridad
de espin P, se rompe por debajo de un campo critico, pero en el campo medio de pa-
res se viola solamente dentro de una ventana de campo si o < o (Ec. 4.26), en cuyo
caso para campos bajos la aproximacién prefiere una solucién dimerizada de paridad
negativa con estado de pares [1)_). La linea punteada en ambos grificos indica el cam-
po factorizante (que estd dentro de la fase con ruptura de simetria en ambos casos),
donde ambas aproximaciones coinciden y se tornan exactas (ver texto). Los grificos

correspondena Jy/J, = 1/2.

By = LIL.(J,—2al,), (4.21)
By = 3+ 8d+ U+ LT 20,0 )2 — 42

(4.22)



4.3 Aproximacion de Campo Medio de Pares

Para « — 0, ambos BY y BS se aproximan al campo factorizante B, donde ocurre la
transicién de paridad para o« = 0.
Obtenemos entonces

0=0, tanp=J_/B, B> B%, (4.23)
cos ) = 2Bcos d+J_ s'in ¢—J
aJz(14sin @) « < B < B¢ (4 24)
_+ad;(1—cos cl c2 .
tan(b:JJFJ(; 0)/4
0 = 7 (¢ arbitrario), B < BY, . (4.25)

Laventanade ruptura de paridad surge para & > 0 hasta un valor limite ¢, dado que
Bcc“l es real para
< Jy
oS Qe = ——
i C 2 7 )

(suponemos aqui que J, > 0), anulindose cuando & — a. Por encima de a.. (o para
Jy < 0) se rompe la paridad P, para todo B < By, como en la aproximacién de campo
medio estindar. Sin embargo B, es menor que el campo critico de campo medio B¢ V
.

Por lo tanto, a nivel de la aproximacién de campo medio de pares, la brusca transicién
de paridad que ocurre para v = 0 (6 saltade 7w a 0 para B = BY), se suaviza paracx > 0 a
través de la fase con ruptura de paridad, donde 6 evoluciona suavemente de m a 0 a medida
que B aumenta desde B, a B.y. Las soluciones de las Ecs. (4.18) para 6 y ¢ pueden de
hecho determinarse de forma analitica en toda la fase de ruptura de simetrfa ((4.18) da

(4.26)

lugar esencialmente a una ecuacién cudrtica para cos ¢) sin embargo, las expresiones son
demasiado largas como para citarlas aqui.

La aparicién de la fase con ruptura de simetria refleja, por supuesto, el cambio en la
estructura del estado fundamental exacto en este intervalo: En el mismo, el estado funda-
mental exacto es aproximadamente degenerado (existe un estado de paridad opuesta muy
préximo) y las correlaciones entre pares se tornan no despreciables. Esto estd en acuerdo
con la aproximacién de campo medio de pares, la cual predice correlaciones no nulas en-
tre pares solo en la fase con ruptura de paridad, como discutimos en detalle en la préxima
seccion.

Como se ve en la Fig. 4.2, el campo factorizante yace dentro de la fase de ruptura de
simetria V o > O:

A< By <Bg.

Se verifica que para B = BY, el estado de campo medio de pares se reduce al estado de
campo medio estindar, es decir, a un estado puro producto, V o > 0. En este punto, las
Ecs. (4.18) implican

J, Iy —J, J_
Ccos 7 an ¢ 2@ B0 (4.27)
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

Estos valores son independientes de a y dependen solo de la anisotropia .J,, / J,.. Satisfacen

la condicién

tan? g =sing, (4.28)

que asegura, precisamente, que el estado de pares (4.13) es un estado producto.

433, ACOPLAMIENTOS DE MAYOR ALCANCE Y REDES

Figura 4.3: Los sistemas dimerizados correspondientes a los Hamiltonianos (4.29) (izquierda) y

(4.31) (derecha).

El tratamiento de campo medio de pares puede aplicarse directamente a situaciones
mds complejas, en las cuales no es posible obtener resultados analiticos. Por ejemplo, si
consideramos que dimeros adyacentes en la Fig. 4.1 estdn ademds conectados a través de
acoplamientos con el segundo y tercer vecinos — a2 J,, 54 st , (para espines tipo 1-3 y 2-4)
y —a3J ), Sh;_15h;, o (para espines tipo 1-4), tal que

H = Z{B(Sgi—l + 85) — Z Ju[85;_15%;
i=1 pw=zx,y
+ Z (ajsgisgi—l—j + aj+185i—155i+j>]} 5 (4.29)
j=1,2

la transformacién de Jordan-Wigner dejard de conducir a un Hamiltoniano fermidnico
cuadritico (por lo que no tendra solucién analitica). Sin embargo, se puede ver de las Ecs.
(3.32)-(3.35) que las expresiones y diagramas de fases de los tratamientos previos de cam-
po medio convencional y de pares (Fig. 4.2) contindan siendo vilidos con el reemplazo

o= a1 + 209 + a3, (4.30)
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4.3 Aproximacion de Campo Medio de Pares

siempre que oy y a3 sean también positivos (al igual que o) o lo suficientemente peque-
fios. El sistema de la Ec. (4.29) es equivalente a una cadena dimerizada tipo escalera ( “/ad-
der”) (Fig. 4.3, izquierda). Existird, a su vez, un campo factorizante uniforme para este
sistema con anisotropia comun [55, 56] (047 = «; V j, como se consideré en (4.29)), la
cual estard nuevamente dada por la Ec. (4.10) con los valores de o previamente descriptos.
Consideraciones similares permanecen siendo vilidas para acoplamientos X'Y" de mayor
alcance.

El diagrama de fases de la Fig. 4.2 para el campo medio de pares se aplica también para
el caso de redes ( “lartices”) XY ferromagnéticas como la que se muestra a la derecha en la
Fig. 4.3, descripta por el Hamiltoniano

H = Z{B(ng‘—m +5§z‘,j) - Z JM[Sgifl,ngi,j
(2] U=,y
a8 by T Qa8 g S 15401 T Shi b i)l ) (4.31)

donde asumimos acoplamientos a primeros vecinos. Para at; > 0, ap > 0, simplemente
tenemos que reemplazar
a=a; + 20y, (4.32)

en los tratamiento de campo medio convencional y de pares. Consideraciones similares
contindan valiendo para redes tridimensionales andlogas o acoplamientos de mayor al-
cance.

43.4. ACOPLAMIENTOS XY Z/

En esta seccién examinamos los efectos de considerar un acoplamiento adicional J, en
(3.8), es decir,

H = Z B(s3_1 + s5) — Z Ju(S25-18%; + uSy;Shita) - (4.33)

=1 H=T,y,Z

Como es sabido, en el caso general anisotrépico, este modelo deja de poder ser resuelto
analiticamente (el término que se suma no conduce a un operador fermiénico cuadratico
en la fermionizacién de Jordan-Wigner). Consideramos nuevamente J, > Oy |.J,| < J,,
con una misma anisotropifa, es decir, o, = a > 0V p.

Para valores pequenos de J, el diagrama de fases de la Fig. 4.2 continua siendo esen-
cialmente vélido, con corrimientos adecuados en los valores criticos del campo y de . A
nivel de campo medio convencional, la Ec. (4.8) se aplica pero reemplazando B¢ por el
campo critico

B =(Jo = L)L+ a)s,
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

si J, < J, sin haber fases con ruptura de paridad si J, > J,. Y continua existiendo un
campo factorizante uniforme cuando tienen una anisotropfa comun si J, < .J,, dado

por

B3 = /(s = 1)(J, — J)(1+ a)s. (4.34)
Para B = B#, el estado uniforme de campo medio con ruptura de paridad (4.5)-(4.9)

Jy—J
es nuevamente un estado fundamental degenerado exacto [55], con cos ) =/ /=7 (y

6 = £0|).SiJ., > J, > J,, aln se tiene un autoestado factorizado para B = B2?,
pero no serd un estado fundamental [55].

A nivel de campo medio de pares, podemos continuar utilizando el mismo estado
(4.11)—(4.13), el cual conduce a

(OP|H|OV) = (0F|H,,y|07) — %Jz [cos 6 + a cos® ¢ cos* £], (4.35)

donde (07| H,,|07) es la Ec. (5.9). Luego, se tiene que reemplazar a las Ecs. (4.23)—(4.25)
por

J_
0 =0, tangp = , B > B% 4.36
¢ B+ ial.cosd - e (4:362)
2(B cos ¢p+J_ sin p—J 4 )+J, (1+ L acos? ¢)
cosf = - n 2
J S ekt B < B < B (436b)
tan¢ - B—O—ia]z cos ¢(14-cos 0)
0 = m (¢ arbitrario) , B < B (4.36¢)

donde los campos criticos ahora dependen de J. El primer campo critico, el cual delimita
la fase dimerizada maximamente entrelazada, posee aiin una expresién exacta simple, dada

por

By = YL - T1)(,—J.—2al,). (4.37)

La Ec. (4.37) implica que para J, < Jy, continuaremos teniendo esta fase dimerizada
siempre que & < Q;, con

4.
57 (4.38)

Sia > a, (or J, > J,) tendremos ruptura de paridad para todo B < B&5. A suvez, se
anulard B para J, lo suficientemente grande.

Como es de esperar, un acoplamiento J, positivo en la Ec. (4.33) aumentard la energfa
del estado dimerizado (¢ = 7 enla Ec. (4.35)). Por lo tanto, como consecuencia disminui-
rin los campos criticos, reduciendo la fase dimerizada como se observa en la Fig. 4.4. De
hecho, esta fase desaparecerd para J, > J, — 2aJ,; (Ec. (4.37)), como también se puede
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4.4 Estados Reducidos

0.75

B/J;

Figura 4.4: Se muestra el dngulo 6 del tratamiento de campo medio de pares (CA4G) para el Ha-
miltoniano XY Z (4.33), en funcién del campo transverso para diferentes valores de
J ./ J. La fase dimerizada corresponde a @ = 7, la fase parcialmente alineadaa § = 0
y la fase con ruptura de paridad a0 < 6 < 7. Se establecié J,/J, = 1/2ya = 0,1.
Un acoplamiento J,, positivo (negativo) en (4.33) desfavorece (favorece) a la fase di-
merizada, la cual surge para J, < J, — 2aJ,, (Ec. (4.38)).

ver en la Fig. 4.4. Por otro lado, un acoplamiento J, negativo tiene el efecto opuesto: dis-

minuye la energfa del estado dimerizado y aumenta BSy, favoreciendo la dimerizacién.

Este esquema tendrd validez también para acoplamientos XY Z de largo alcance suficien-
temente débiles, empleando las sustituciones (4.30) o (4.32).

44, EstaADOS REDUCIDOS

4.41. CamMpro MEDIO ESTANDAR

En la fase con simetria de paridad rota, el estado reducido de un sitio en la aproximacién
de campo medio estindar toma la forma, tras restauracién de simetria (Ec. (3.24)):

=@ c-onz= (0 D) e

Esto implica entrelazamiento del espin ¢ con el resto del sistema (p; no puro) en la fase
con ruptura de paridad (6 € (0, 7)). Hemos aqui despreciado el overlap entre los estados
totales de distinta paridad.

45
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Andlogamente, el estado reducido de dos sitios toma la forma, tras restauracién de si-
metria,

pij = (pi(0) @ p;i(0) + pi(—0) @ p;(—0))/2 (4.40)
4sin*/2 0 0 sin? @
1 0 sin?@ sin? 6 0
T4 0 sin?f sin%60 0 ) (441)

sin? 6 0 0  4costf/2

Este es un estado no puro de rango 2si 0 < 6 < 7 con autovalores p; = %Sin2 0,
p2 = 1—p;. Alser combinacién convexa de estados productos es un estado no entrelazacdo
(es decir, separable), aunque es correlacionado y posee discordia no nula.

Vemos asi que las entropias de p; y p; j serdn no nulas en la fase con simetria rota (6 €
(0, 7)), representando el entrelazamiento del espin y del par de espines, respectivamente,
con el resto del sistema.

Notemos también que la entropia del estado de un espin se comporta de manera similar
al — 2|M]|, donde M es la magnetizacién intensiva promedio: M = (s7) = (S*)/N.
Para campos grandes S(p;) = 0y M = —1/2, mientras que para B — 0, S(p;) = 1y
M = 0. De hecho, S(p;) es una funcién estrictamente decreciente de | M |.

4.472. CamMro MEDIO GENERALIZADO

En la aproximacién de campo medio de pares el estado reducido de un par fuertemente
acoplado toma la forma, luego de restaurar la simetria de paridad en la fase con simetria

rota,
(14 cosf)(1 — cos o) 0 0 (14 cosf)sin¢
_1 0 1—cosf 1—-cosb 0
p1,2—4 0 1—cosf 1—cosf 0
(14 cosf)sin ¢ 0 0 (14 cosB)(1 + cos ¢)
(4.42)
donde hemos utilizado la representacién matricial en la base estindar:
{1t 14, 1 )
Puede verse que la concurrencia 2.31 de este estado estd dada por
C(p12) = |(1 4 cosf)sing — (1 —cosb)|/2 (4.43)

La concurrencia es de tipo paralela si (1 + cosf)sin¢ — (1 — cos#) > 0 (es decir,
entrelazamiento como en el estado de Bell (| 1) 4 | }1))/v/2) y antiparalela si (1 +
cosf)sing — (1 — cos@) < O (es decir, entrelazamiento como en el estado de Bell
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(| 14) + [ 41))/+/2). Se anula cuando sin ¢ = iggzz = tan? g, es decir, en el campo
Jactorizante (Ec. (4.28)).

Si @ = 7 el estado de par es un estado de Bell (antiparalelo) y C'(p12) = 1. Porel
contrario, si # = 0 la concurrencia es paralela y toma el valor

J_

El estado p; 2 es un estado mixto de rango 2 en la fase con simetrfa rota (0 < 0 < )y
por supuesto puro en las otras fases (! = 0 o 7). En la fase con simetria rota su entropia
es entonces no nula y representa el entrelazamiento del par con el resto del sistema. Estd

dada por

C(p12) =sing = (4.44)

2

S(pr2) = — Z pilog, p; (4.45)

i=1,2

donde p; = sin?(0/2), p» = cos?(6/2). Depende solamente de 6.
El estado reducido de un espin es entonces

1( 1 — cos ¢cos®0/2 0 )

Pi=y 0 1+ cos ¢ cos® /2 (440)

2

Es importante destacar que este estado es no puro V0 si 0 < ¢ < . Por lo tanto,
existird entrelazamiento entre el espin y el resto del sistema en las tres fases.
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4.5. RESULTADOS PARA CADENAS DE EspPin s = 1/2

Se muestran ahora los resultados del estudio de una cadena de N = 100 espines (pa-
ra cadenas mayores el comportamiento cualitativo es el mismo). Se analizaron en primer
lugar la concurrencia del par fuertemente acoplado (espines 1y 2 en la figura 4.1) y tam-
bién de un par préximo débilmente acoplado (espines 2 y 3 en la figura 4.1), asi como el
entrelazamiento de un espin y estos pares con el resto de la cadena; en funcién del campo
externo aplicado (escalizado: B/ .J,,).

45.1. CONCURRENCIA DE PARES FUERTEMENTE ACOPLADOS

En la figura (4.5) se muestra la concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién
del campo externo aplicado (escalizado) para o = 0,1. Recordemos que la concurrencia
es una medida de entrelazamiento, dada por la férmula (2.31). Claramente la aproxima-
cién de Campo Medio estindar (sitio individual) es incapaz de predecirla en absoluto. Por
otro lado, en la figura (4.6) se observa que mediante el tratamiento de Campo Medio Ge-
neralizado (campo medio de pares) es posible obtener una muy buena aproximacién de
esta cantidad, no solo a nivel cualitativo sino también cuantitativo. En la figura (4.7) se
aprecia que las correcciones Perturbativas en este caso no son significativas, aunque igual
mejoran el acuerdo con el resultado exacto.

Vemos que la aproximaciéon de Campo Medio Generalizado permite entender comple-
tamente el resultado: el par estd en un estado de Bell hasta aproximadamente B = B,
(cadena dimerizada), y en el estado parcialmente entrelazado |¢p") de la figura (4.2) para
B > By, pasando a la combinacién lineal de ambos en la fase intermedia. En esta se ob-
serva un punto donde la concurrencia se anula: este es precisamente el campo factorizante.
En ese punto la concurrencia pasa de antiparalela a paralela. Recordemos también que la
aproximacién de Campo Medio Generalizado nos brinda una expresion analitica simple
de la concurrencia (Ec. (4.43)).

45.2. ENTRELAZAMIENTO DE UN PAR DE ESPINES CON EL RESTO DE
LA CADENA

Mas adelante podemos ver figuras que muestran el entrelazamiento del par con el res-
to de la cadena en funcién del campo externo aplicado (escalizado). Nuevamente en (4.8)
vemos que la aproximacién de Campo Medio de sitio individual no logra una prediccién
adecuada de este observable, atin luego de la restauracién de simetrfa. En (4.9) se aprecia,
en cambio, la notable capacidad descriptiva de esta magnitud por parte del tratamien-
to de Campo Medio Generalizado. Esto permite ver que la ruptura de simetria en esta
aproximacion es una senal de la existencia de correlaciones no perturbativas entre el par
fuertemente acoplado y el resto de la cadena (pérdida de dimerizacién). En este caso las
correcciones Perturbativas completan la descripcién de esta magnitud en todo el rango de
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Figura 4.5: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o = 0,1: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio estindar (sitio individual)

Exacta =—
CMG ===
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0 0.25 0.5 0.75 1
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Figura 4.6: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o = 0,1: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio Generalizado

campo (atn fuera de la ventana), como se puede ver en la figura (4.9), observindose un
total acuerdo con la curva exacta.

Las figuras (4.11,4.12,4.13,4.14,4.15) muestran una secuencia similar en el caso de un
acoplamiento con o = 0,2. Se observa el mismo comportamiento anterior salvo por una
mayor diferencia en la vecindad de los campos criticos.
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1 Exacta —— |
B CMG+P ===
g
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| | | | | |
0 0.25 0.5 0.75 1
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Figura 4.7: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o« = 0,1: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

Exacta =—
CM ===

0.75 1

Figura 4.8: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo apli-
cado (escalizado) para o = 0,1: externo aplicado (escalizado): curva Exacta y la obte-
nida por medio de la aproximacién de Campo Medio de sitio individual

La figura (4.16) muestra resultados de la concurrencia del par fuertemente acoplado
para o = 0,5, valor en el cual el primer campo critico (B.1) es nulo. Se observa que
la aproximacién de Campo Medio Generalizado continua reflejando el comportamiento
exacto, lo que indica que en este ultimo el estado del par no es maximamente entrelazado
para valor del campo nulo (dimerizacién parcial).
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Figura 4.9: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo apli-
cado (escalizado) para = 0,1: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproxima-
cién de Campo Medio Generalizado
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Figura 4.10: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo
aplicado (escalizado) para o = 0,1: curva Exacta y la obtenida por medio de la apro-
ximacién de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

La figura (4.17) presenta el entrelazamiento del par fuerte con el resto de la cadena para
este caso. Se aprecia nuevamente, que la ruptura de simetria en la aproximacién de campo
medio de pares se manifiesta en un valor significativo de esta cantidad.

Se puede observar que en la figura (4.18) muestra el resultado para o = 1 (cadena con
acoplamiento uniforme) vemos que la aproximacién de Campo Medio Generalizaco pro-
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I | I | I I
0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 4.11: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio Generalizado

10 N Exacta —— |
I N\ CMG+P --~-
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Figura 4.12: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o« = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

porciona un muy buen acuerdo con el resultado atin en este caso, en el cual no hay una
predileccién a priori en el sistema para elegir este esquema de aproximacién. La aproxi-
macién de pares resulta atil también en este caso.
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0.75 1

Figura 4.13: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo
aplicado (escalizado) para oo = 0,2: curva Exactay la obtenida por medio de la apro-
ximacién de Campo Medio de sitio individual
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Figura 4.14: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo
aplicado (escalizado) para oo = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio de la apro-
ximacién de Campo Medio Generalizado

45.3. ENTRELAZAMIENTO DE UN ESPIN Y DE UN PAR DEBILMENTE
ACOPLADO, CON EL RESTO DE LA CADENA

La figura (4.19) muestra el entrelazamiento de un espin con el resto del sistema para
a = 0,2. Vemos nuevamente el excelente acuerdo alcanzado por la aproximacién de cam-
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Exacta =—
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Figura 4.15: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo
aplicado (escalizado) para av = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio de la apro-
ximacién de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

Exacta =—m

CMG ===

Clp12)

Figura 4.16: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para o« = 0,5: curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién
de Campo Medio Generalizado

po medio de pares. Esta cantidad es méxima (1) en la fase dimerizada inicial, decreciendo
luego mondtonamente al aumentar el campo. La figura (4.20) muestra el entrelazamien-
to de un par débil (espines 2,3) con el resto de la cadena para el mismo valor de . Esta
cantidad es también méxima (2) en la fase dimerizada y decrece monétonamente al au-
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S(p12)

0.25 0.5 0.75 1 1.25

Figura 4.17: El entrelazamiento del par con el resto de la cadena en funcién del campo externo
aplicado (escalizado) para o = 0,5: curva Exacta, la obtenida por medio de la apro-
ximacién de Campo Medio de sitio individual y las provistas por el tratamiento de
Campo Medio Generalizad (sin'y con correcciones Perturbativas)

Exacta =——
CMG ==--

0 025 05 075 1 1.25 1.5

Figura 4.18: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién del campo externo aplicado
(escalizado) para cv = 1: curva Exactay la obtenida por medio de la aproximacién de

Campo Medio Generalizado

mentar el campo, siendo aproximadamente el doble que la cantidad mostrada en la figura
anterior (salvo en la aproximacién de campo medio estindar con restauracién de simetria,
en la que el valor no nulo se debe puramente a este tltimo efecto).
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Figura 4.19: El entrelazamiento de un espin con el resto de la cadena en funcién del campo ex-
terno aplicado (escalizado) para oo = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio de la
aproximacién de Campo Medio estandar (sitio individual) y el tratamiento de Campo
Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

45.4., (CONCURRENCIA Y ENTRELAZAMIENTO DE PARES
DEBILMENTE ACOPLADOS

La figura (4.21) muestra un observable dificil de estimar, que es el entrelazamiento
interno de par débilmente acoplado. Esta cantidad es nula tanto en la aproximacién de
campo medio estindar como de pares, atin luego de la restauracién de simetria, ya que
esta conduce para este par a un estado no puro separable (combinacién convexa de dos
estados producto en este caso). Sin embargo, podemos estimar este observable median-
te el tratamiento perturbativo de primer orden tomando como base la aproximacién de
Campo Medio Generalizado. Observemos que esta cantidad es no nula solo a partir de
B,y y su valor es muy bajo (notar el cambio de escala en la figura).

4.5.5. COMPORTAMIENTO EN FUNCION DE «v

Finalmente las figuras (4.22, 4.23) muestran el comportamiento de la concurrencia del
par fuertemente acoplado en funcién del acoplamiento débil o para campo fijo. Lo nota-
ble es que la concordancia con la curva exacta por parte de los resultados de la aproxima-
cién de campo medio de pares, se mantiene en todo el rango, atin en el caso v — 1.
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Figura 4.20: El entrelazamiento del par débil con el resto de la cadena en funcién en funcién del
campo externo aplicado (escalizado) para o = 0,2: curva Exacta y la obtenida por
medio de la aproximacién de Campo Medio estandar (sitio individual) y el tratamien-
to de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas

0.5
Exacta =—— |

. CMG ===
S 025 CMG+P ===+
O

’

e L < =L — |
0.25 0.5 0.75
B/J,

Figura 4.21: La concurrencia del par débil con el resto de la cadena en funcién en funcién del cam-
po externo aplicado (escalizado) para o = 0,2: curva Exacta y la obtenida por medio
de la aproximacién de Campo Medio Generalizado con correcciones Perturbativas.
La estimacién es en cambio nula tanto en campo medio estindar como de pares.

4.5.6. PREDICCIONES PARA LA ENERGIA

En la Fig. 4.24 se muestran algunas predicciones para los niveles de energfa, con el fin
de tener un panorama general del tratamiento de campo medio de pares. Como se puede
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Clp12)

0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 4.22: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién de o para B/J, = 0,15:
curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién de Campo Medio estindar
(sitio individual) y el tratamiento de Campo Medio Generalizado
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Figura 4.23: La concurrencia del par fuertemente acoplado en funcién de o para B/J, = 0,3:
curva Exacta y la obtenida por medio de la aproximacién de Campo Medio estindar
(sitio individual) y el tratamiento de Campo Medio Generalizado

apreciar en el panel superior, la energfa del estado fundamental predicha por campo me-
dio de pares supera significativamente al resultado obtenido por medio de campo medio
convencional, especialmente para B < B¢,

En el panel inferior, se muestran las primeras cuatro energias de excitacién para una
cadena pequena de 8 espines. De acuerdo al tratamiento de campo medio de pares, los
niveles mas bajos son excitaciones de un par, de energfas E° = &,, — &g (utilizando la
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Figura 4.24: Panel Superior: La diferencia AEy/n = (E;P® — E§¥)/n entre las energfas apro-
ximadas y la energia exacta del estado fundamental (dividas por el nimero de pares
en unidades de J,;) de acuerdo a los tratamiento de campo medio convencional y de
campo medio de pares, para la cadena de la Fig. 4.9 (100 espines). El recuadro muestra
como referencia las correspondientes energias. Panel Inferior: Las primeras energfas

de excitacién para una cadena pequefia de 8 espines con los mismos pardmetros, de

acuerdo a los resultados de campo medio de pares y exactos. El recuadro muestra en

forma ampliada la primera energfa de excitacién exacta en la regién con ruptura de

paridad.

notacién de la Ec. (3.13)-(3.15)), con €,, las autoenergias del Hamiltoniano de pares in-
dependientes (h?|m) = &,,|m))y € la energia mds baja. Estas energias son en el presente
caso independientes del sitio y por lo tanto dan lugar a excitaciones n veces degeneradas en
esta aproximacion. Se verifica que para valores de o pequenios, este es aproximadamente

el caso.

De todos modos, el desdoblamiento de estos niveles debido a la interaccién residual
puede ser descripto correctamente a través de un tratamiento perturbativo a primer or-
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den. Este conduce, en este caso ciclico y con un campo medio de pares uniforme, a las
energias de excitacién del par perturbadas

B =2z -20 Y RO im) im0 cos L ()
H=x,y
donde k =1, ..., n.Estas energfas son aquellas de los estados de Fourier (DFT) |my,) =
i2wkj/n

\/Lﬁ Z;L:1 e |m;), donde |m;) denota los estados del par j en el nivel excitado m.
Como se puede observar en el panel inferior, el resultado obtenido a partir de (4.47) es
practicamente exacto en las fases que preservan paridad, donde las energfas €,,, son +=J

y £/ B? + J2, y los niveles de energfa més bajos (4.47) pasan a ser

2

BV = () = VBT D) - ally + ) cos BE - (448)

con+para B < BY y—para B > B%.Paran = 4, El' = E{® = EY, de forma tal que
solamente se observan tres niveles. Por otro lado, campo medio convencional conduce a
una energfa de excitacién de espin individual E}'" = B para B > By J,(1 + «)/2si
B < B¢, 1a cual se encuentra bastante por encima de los resultados anteriores.

La fase con ruptura de paridad del tratamiento campo medio de pares coincide apro-
ximadamente con la regién en la cual el estado fundamental de la cadena finita se vuel-
ve casi degenerado [55, 74a, 753, 80], como se aprecia en el panel inferior. Esto estd de
acuerdo con el hecho de que la solucién con simetria de paridad rota del campo medio de
pares es degenerada (el signo de 6 en (4.13) y (4.24)), proporcionando dos estados cuasi-
degenerados ortogonales de buena paridad al restaurar la simetria. Los niveles mds bajos
exactos de energfa de cada sector de paridad se vuelven muy cercanos en este intervalo, de
hecho se cruzan para n campos (como se puede apreciar en el recuadro), ocurriendo el vl-
timo cruce exactamente en el campo factorizante B'. Este intervalo estd contenido entre
los campos BE y Bg; donde las energfas de quasiparticula més bajas del Hamiltoniano
obtenido a través de Jordan-Wigner se anulan (ver apéndice).

45.7. RESULTADOS PARA ESCALERAS Y REDES DE ESPINES

En la Fig. 4.25 se muestran resultados ilustrativos para una escalera y una red de espines
finitas con condiciones de contorno ciclicas (n + 1 = nen (4.29),n;, + 1 = n; para
i = 1,2 en (4.31)). Hemos computado resultados por medio de la diagonalizacién exacta
para un total de 2n = 16 espines (escalera de 2 X 8y red de 4 x 4). Se estableci6 un
valor fijo de o« = 0,2 en las Ecs. (4.30) y (4.32), con a1 = g = g en (4.30) y o = o
en (4.32). Por comparacién, se muestran también resultados para la cadena de la Ec. (4.1)
con el mismo a y nimero de espines.

Se verifica que para un mismo « total, estos sistemas exhiben valores aproximadamen-
te coincidentes para el entrelazamiento de un par fuertemente acoplado con el resto del
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Figura 4.25: Resultados parala escalera y red de espines de la Fig. 4.3 (Ecs. (4.29), (4.31)). Se mues-
tra el entrelazamiento de pares fuertemente acoplados con el resto del sistema S(p12)
(superior), y su concurrencia C'(p12) (centro), en funcién del campo paraa = 0,2
(Ecs. (4.30)—(4.32)). Los resultados resultados para ambos sistemas son muy cercanos
y pricticamente coincidentes con los de la cadena ciclica de la Fig. ??, en acuerdo con
la prediccién de campo medio de pares. El panel inferior muestra la concurrencia en
funcién del pardimetro de acoplamiento total c, para dos valores fijos del campo.

sistema, y su concurrencia, confirmando de esta forma la prediccién provista por campo
medio de pares. Ademds, los resultados exactos estin en muy buen acuerdo con los re-
sultados de campo medio de pares. De hecho, los correspondientes a la escalera son esen-
cialmente indistinguibles de los de la cadena, mientras que los resultados para la red son
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4 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin 1/2

ligeramente mas cercanos al resultado de campo medio de pares debido a tener mayor co-
nectividad, en acuerdo con las correcciones perturbativas de las Ec. (3.17)-(3.18) y (3.23)
(las cuales nuevamente pueden predecir las “colas” de S(p12) en las fases que preservan
paridad). No se muestran resultados para campo medio convencional ya que son simila-
res a los de las Figs. 4.8—4.9. Como se puede observar en el panel inferior, la concurrencia
C(p12) es muy similar los tres sistemas, ain para valores altos del o total.

45.8. REesurrapos Para L Caso XY 7

O 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1
B/J,

Figura 4.26: Resultados para el estado fundamental de una cadena XY Z (Ec. (4.33)). Se mues-
tran graficos en funcién del campo para = 0,1y J, = +0,2J, de la entropia de
entrelazamiento S(p12) (panel superior) del par fuertemente acoplado con el resto
dela cadena, y su concurrencia C'(p12) (panel inferior) . Los resultados exactos (lineas
llenas) estin nuevamente en acuerdo con aquellos de campo medio de pares (GAF,
lineas de trazos), el cual predice un pico para S(p12) en un sector con ruptura de pari-
dad desplazado (respecto de aquel para J, = 0), y un campo critico menor (mayor)
para la fase dimerizada si J, > 0 (J, < 0). La concurrencia se anula en el campo
factorizante (4.34).

En la figura 4.26 se muestran resultados para una cadena XY 7 ciclica finita. Nueva-
mente se computaron los resultados exactos por medio de diagonalizacién paran = 16
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4.5 Resultados Para Cadenas de Espin s = 1/2

espines. Se verifica que las predicciones de campo medio de pares se confirman comple-
tamente. Adicionar un acoplamiento J, pequefio esencialmente traslada los resultados
obtenidos en la cadena XY, de acuerdo a las Ecs. (4.34) y (4.37). Como se menciond
anteriormente, si el acoplamiento es positivo (negativo) se tiene una fase dimerizada re-
ducida (extendida), junto con un desplazamiento en la fase con ruptura de paridad, la
cual es claramente visible a través del pico en la entropia de entrelazamiento del dimero
S(p12) con el resto de la cadena. Se tiene una vez més un buen acuerdo con los resultados
de campo medio de pares, los cuales puedes mejorarse incorporando las correcciones de
las Ec. (3.18)—(3.23). Para campos intensos B > B¢, mencionamos que el efecto final
esel reemplazo B — Beg = B + }lonZ (Ec. (4.362)), con ¢ ~ J_/Beg para B > BS%.
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APLICACION A CADENAS
DIMERIZADAS DE ESPIN S

“Experimentar lo uno solo es posible en el no-
dos. Al ser esto no-dos, todas las cosas son idén-
ticas, parecidas, y las contradicciones, toleradas.”

Kanchi Sésan

En este capitulo extenderemos el tratamiento de campo medio generalizado desarrolla-
do en el capitulo precedente para sistemas de espin 1/2, a sistemas con espin s > 1. En tal
caso la fermionizacién previa de Jordan-Wigner deja de ser aplicable y la determinacién
de soluciones exactas debe realizarse en forma numérica. No obstante, la dimensién del
espacio de Hilbert del sistema crece exponencialmente con el nimero total de espines. El
tratamiento de campo medio de pares autoconsistente constituye, en este contexto, un
método muy conveniente para entender la fisica fundamental, que puede diferir consi-
derablemente de las predicciones de campo medio convencional y del comportamiento
bosénico esperado para valores altos de espin [90]. Este método, a su vez, provee una
descripcién precisa del estado reducido del par, permitiendo determinar las principales
caracteristicas del entrelazamiento del par.

Este enfoque, que no se basa en suposiciones previas sobre el estado del par, predi-
ce, para acoplamientos entre pares lo suficientemente pequenos, 25 fases dimerizadas en
funcién del campo, separadas por fases con ruptura de paridad de espin. Las fases dimeri-
zadas corresponden aproximadamente a plareaus de magnetizacion y entrelazamiento de
par, mientras que las fases con ruptura de paridad se caracterizan, por el contrario, por un
entrelazamiento interno débil y un entrelazamiento del par con el resto del sistema fuer-
te o al menos no despreciable. Estas predicciones se confirman en los resultados exactos
obtenidos en cadenas de espines finitas de espin s = 1y s = 3/2. Se analiza, también,
el entrelazamiento de un par aislado para valores crecientes del espin s, medido por la
negatividad. Se mostrard que el mismo satura rapidamente en el caso anisotrépico XY’
mientras que crece cOmo s'2 enel caso X X, reflejando un espectro de entrelazamiento
(de espin individual) diferente.

Las investigaciones descriptas en este capitulo dieron lugar a las publicacién cientifica

[9].
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5 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin s

5.1. FORMALISMO

5.1.1. Camro MEDIO DE PARES Y RUPTURA DE SIMETRIA DE
PARIDAD EN CADENAS DIMERIZADAS DE ESPIN GENERAL S

Consideramos una cadena finita de 2n espines s en un campo transverso uniforme B,
interactuando a través de acoplamientos anisotrépicos XY de primeros vecinos y alter-
nantes [55, 74-76, 80]. De esta forma la cadena contiene pares fuertemente acoplados
interactuando débilmente con sus pares vecinos (Fig. 1 del capitulo previo). EIl Hamilto-
niano de este sistema se puede escribir nuevamente como

H =7 [B(S5 1 +85) = D Ju(Sh1Sh+asySy,)l, (1)
=1 n=x,y
donde S son las componentes del espin en el sitio ¢ (con S5, ; = 57 (0) en el caso

ciclico (abierto)), J,, son los acoplamiento y el parimetro « indica la intensidad relativa
de los acoplamientos entre pares (|| < 1). Sin pérdida de generalidad, se puede asumir
(para el caso ciclico con n par) « > 0y J, > 0, dado que sus signos se pueden cambiar
mediante rotaciones locales alrededor del eje z. A su vez, se puede fijar B > 0 (su signo
se puede cambiar por una rotacién global alrededor del eje y) y |J,| < J,. La simetrfa
relevante para J, # J, es la paridad de %, P, = exp[i27 3. (S7 + 5)] = [[-%4 Pei»
que satisface [P, H| = 0.

En un tratamiento de campo medio de pares, el estado fundamental de (5.1) es aproxi-
madamente un estado producto de pares | Vo) = [[;_; [¢0:), con |¢)y;) el estado del par
(20 — 1,2i¢). La minimizacién de Ey = (¥o|H|¥() proporciona un Hamiltoniano de
par autoconsistente i = Z:.L:l h;, con

hi=B(S5; 1+ 85) = > JuSh 1S + a(Sh(Shi 1) + (Sh_5)Shi )], (52)
173

donde (5%, ;) = (Yol Sy j[%0i), 7 = 1,...,n,j = —1,0, s0nlos valores medios en el
estado fundamental |t)o;) de h; (condiciones autoconsistentes). Recordemos que la diferen-
cia fundamental con el tratamiento de campo medio convencional es que el acoplamiento
interno del par es tratado de forma exacta. La energfa es entonces

n

Eo = [(hi) +a ) Ju(Sa)(Sais)].

i=1

En la configuracién ferromagnética considerada , asumimos en el caso ciclico un campo
medio del par uniforme tal que (Sh;,_;) = (S%) = (S*) independiente de 7 (simetrfa
traslacional preservada), con (S¥) = 0 para la energia de campo medio més bajasi |.J, | <
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5.1 Formalismo

J. Luego, el campo medio de pares estard caracterizado por un solo pardmetro de orden
(S%). 81 (S*) = 0 el sistema se encuentra en una fase dimerizada que preserva paridad
(con acoplamiento medio nulo entre pares), mientras que si (S*) # 0 corresponde a una
Jase con ruptura de paridad, con un acoplamiento no nulo entre pares. Esta tltima fase
es, por supuesto, dos veces degenerada para |J,| < J,, dado que ambos signos (S¥) =
+|(S*)| son igualmente posibles, con [¢;) = P.;|1);). Por lo tanto, en las fases con
ruptura de paridad consideraremos las combinaciones con paridad definida

[Wou) oc (0 P) [T 1w = [T lwi) = [T lvao) (53)

que satisfacen P,| Vo) = £|Wo, ), eligiendo la de menor energia. Estos estados propor-
cionan un entrelazamiento finito entre pares.

Para determinar el inicio de la ruptura de simetria, consideraremos aqui el primer orden

en la expansién del estado fundamental del par [¢g) = |)o;) para (S*) pequefio,

o) = [45) + [d0)

donde

) = a7y 3 LML)

k>0

con S¥ = ST+ S5y {|¢Q) } los autoestados del Hamiltoniano del par 2° con (S*) = 0:
RO|Y) = Ex|¢p). Dado que la simetrfa de paridad, conservada de forma exacta en h°,
implica (9] SF[1) = 0(asumiendo |¢) no degenerado), tenemos (S®) = Re[(1))]S¥|0t0)]

hasta el primer orden en (S5%), lo que implica la condicién critica

w3 WHISEUEE. 54

k>0
Luego la ruptura de paridad es factible si

a > ! (5.5)

(RIS [40) |2
Jo Zk>0 5 E‘(?

La Ec. (5.4) determina un valor umbral finifo para o (siempre y cuando el par aislado
cumpla con B, — Ey > 0V k > 0), el cual dependerd de la intensidad relativa del campo
B/Jy,larazén x = J,/.J, y el espin s. Generalmente, la suma en (5.4) es dominada por
el primer término %, con E; la menor energfa de paridad opuesta ala de £. A
su vez, tenemos la restriccién o < 1, la cual fija un limite superiora B/J, (B < BP).

67



5 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin s

Por otro lado, el valor limite se anula cuando la menor de las energfas de excitacion,
FE, — Ey, se anula. Esto ocurre en las transiciones de paridad del del estado fundamental
del par. Por lo tanto, estos puntos de transicidén inducirdn fases con ruptura de simetria
en la cadena, que separan fases dimerizadas de distinta paridad para o suficientemente
pequefio. Emergen asi varios surgimientos (y “muertes”) de zonas con ruptura de paridad
a medida que el campo aumenta, como se verificard en la préxima seccién. Para s = 1/2
ya vimos en el capitulo anterior que existen dos fases que preservan paridadsi y > Oy
@ < %X, separadas por una fase con ruptura de paridad en una solz ventana de campo
B, < B < Bg.

Las multiples fases dimerizadas que pueden surgir para s > 1/2 estdn obviamente
ausentes en el tratamiento convencional de campo medio basado en espines indepen-
dientes (aproximacién de estado producto completo). En este sistema, esta aproximacion
resulta equivalente al tratamiento de campo medio de una cadena estindar con acopla-
mientos uniformes de intensidad promedio J,,(1 + «) /2, siendo independiente de J,, si
|Jy| < Jy. Para cualquier espin s da lugar a una sola fase con ruptura de paridad para
|B| < B™ = J,s(1 + ), donde (S,) = +ssinf # 0 con cos§ = B/B™,

A pesar de esto, para 0 < J,, < J, sigue existiendo un punto en el cual tanto la apro-
ximacién de campo medio convencional como la de pares coinciden y son rigurosamente
exactas para cualguier valor del espin s y nimero de espines 7, es decir, donde el estado
fundamental de la cadena se olvida completamente de su estructura dimerizada, que es el
campo factorizante 9, 55]

By = Jus(1+a)/x, x=Jy/Js. (5.6)

Para este valor de campo la cadena presenta un par de estados fundamentales degenerados
completamente separables (es decir, producto) y alineados, con ruptura de paridad:

|+£0) =|+£0,40,...), (5.7)

donde | & 0) = eF5"| — s) son los estado de un espin con espin méximo s formando
un dngulo 6 con el eje — 2z, con cos O = B’S/Bénf = VX

En una cadena finita el campo factorizante (5.6) ocurre en la #ltima transicién de pari-
dad del estado fundamental [56, 57] (ver préxima seccién). En consecuencia, los limites
laterales del estado fundamental exacto en B, no estardn dados por el estado producto
(5.7) sino por las combinaciones lineales de los mismos con paridad definida,

©+) x [6) £| - ©)

que satisfacen P,|©1) = £[OL) [56, 57]. Estos estados serdn correctamente descrip-
tos por los estados de campo medio con simetrfa restaurada (5.3). Por lo tanto, cuando
el campo B pase por el valor factorizante B, el estado fundamental exacto sufrird una
transicién [O_) — |©,).
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5.1 Formalismo

En una cadena, para acoplamientos de tipo antiferromagnéticos (J, < 0y/oa < 0
en (5.1)), los valores factorizantes y criticos de B y o toman exactamente los mismos va-
lores previos, ya que este caso puede obtenerse simplemente aplicando rotaciones locales
adecuadas al caso ferromagnético. Por ejemplo, si J, > 0 pero av < 0, estas rotaciones
transformarén el estado uniforme de pares previo en un estado de pares tipo Néel, | V) =
[%0)[100) %) - - - con [thg) = e T [9hg) o Pulaho) y (S*)air; = (—1)""1(S”) pa-
raj = 0, —1. Estas rotaciones locales no afectan al espectro de energia ni a las medidas de
entrelazamiento.

or supuesto, el esquema de campo medio de pares puede ser aplicado a acoplamientos
Por supuesto, el esq d po medio de pares pued plicad pl t

y geometrias mas complejos. Por ejemplo, si el acoplamiento entre paresi e ¢ + 1 contiene
términos a segundos o terceros vecinos, siendo de la forma

CQn n
_E :Ju E : aJlSQi—2+jS2i+l
o

Gl=1,2

simplemente tenemos que reemplazar el término « en (5.2) por

Z ng‘—2+j(04jl<55z‘+z> + 0y (Sy;_apa)) -

ji=1.2

Si la simetrfa traslacional permanece preservada, como ocurre para oj; > 0V j, 1, las
ecuaciones previas pueden aplicarse directamente, presentando las mismas condiciones
criticas (5.4) conav = 3.1 5 .

S.1.2. ENTRELAZAMIENTO

El estado reducido de un par fuertemente acoplado en el estado fundamental exacto
(|Wo)) de la cadena estd dado por p12 = Trs4, |Vo)(Wol. El entrelazamiento del par
con el resto de la cadena se puede determinar a través de la entropia de entrelazamiento
S(p12) = —Trpialogy pr2, satisfaciendo S(p12) < 21og,(2s+1) paraun par de espines
s.

Por otro lado, su entrelazamiento interno se puede cuantificar, para s > 1/2, mediante
la negatividad N;5 [42-44] (un mondtono de entrelazamiento computable para estados
mixtos de cualquier dimensidn, ver 2.7.2).

A nivel de la aproximacién de campo medio de pares, p12 serd un estado puro en las
fases que preservan paridad. Sin embargo, en las fases con ruptura de paridad p9 serd
mixto si se emplean los estados de paridad restaurada (5.3). Estos dardn lugar a un estado
reducido p;2 de rango 2 de la forma

pur % (W + 19 W ), 59)
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5 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin s

si se desprecia el overlap complementario |(¢d |10y )|~ (despreciable en el caso de que
ny (S*) no sean muy pequefios), cuyos autovalores no nulos son simplemente Ay =
(1 £ [(¢g [¥¢)])- Luego, en esta aproximacién la entropia de entrelazamiento del par
con el resto de la cadena serd no nula en las fases con ruptura de paridad, con S(p12) < 1
y S(p12) =~ 1siel overlap (g |1 ) es también pequefio.

En el campo factorizante (5.6), la Ec. (5.8) es exacta si (-6-0|00)" ! = cos**"~D g ~
0). Consecuentemente, los limites laterales de p;2 en el campo factorizante B son estados
separables, es decir, una combinacién convexa de estados producto [33], porlo que Nip =
0 en este punto. Sin embargo, continuarin siendo mixtos, con autovalores A = %(1 +
cos* 6), lo que implica un entrelazamiento no nulo del par con el resto de la cadena en
la inmediata vecindad de este punto.

5.2. RESULTADOS

5.2.1. Er CasopeEsrins =1
UN PAR DE ESPINES CON s = 1

En primer lugar examinaremos en detalle el caso de espin s = 1. A fin de entender el
comportamiento del campo medio de pares y de la solucién exacta para o general en (5.1),
primero discutiremos el caso del par aislado (o = 0). Los niveles de energia més bajos del

par para cada paridad P, = £1y para|.J,| < J, son

2

E = _[Jw;FJy+'/B2+M]’ (510)

con autoestados

B, = —\/ 2B + B\ JapaBr - g,0,) + S (59)

) = a | =1,=1) +al0,0) + ay[1,1) + ap ==L (51n)

) = 5—|_1’0>\J/r§|0’_1> + B, |0,1>\J/r§|1,0> _ |o,¢)\j§\¢,0> 7 (5.12)

en la base producto estdndar {|my, ms) } de autoestados de S5 y S5, donde

_ 2(lE+|-2B) _ |Ey|—2B — o ety
Qp = Q_ Te—dy ay = a—|E+|+237 aq = OéO\/i\EH
— 2(1E-|=B)—(Jz+Jy)
/B-‘r - /B— Jo—Jy . (513)

Se puede apreciar que [t)_) es un estado tipo Bell, con |¢) = S_| — 1) 4 34 |1), mientras
|1 ) tiene rango de Schmidt completossi J,, # J,.. Para camposintensos B > J,,, £, ~
—2B < E_ ~ — DB, mientras que para campo nulo también £y = —J,y/1 4+ x? <
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Figura 5.1: Negatividad del estado fundamental de un par de espines con s = 1 para un acopla-
miento anisotrépico XY con x = J,/J; = 0,75, en funcién del campo transverso
escalizado B/ j, con j; = 2.J,s. Se grafica también la cantidad s — |m/|, con m la mag-
netizacién intensiva (S} +.53) /2. El recuadro muestra los niveles de energfa mas bajos

E para cada paridad, los cuales se cruzan en B.1 y Bea = Bj (campo factorizante del
par) y dan lugar a la forma escalonada de la negatividad.

E_ = —J;,de modo que |1/ ) es el estado fundamental en estos limites. Sin embargo, si
X = Jy/Jx € (0,1], [1_) serd el estado fundamental en una ventana de campo B, <
B < B, como se puede apreciar en el recuadro de la Fig. 5.2, con

By m XLYXE Bo = X, = B, (5.14)

donde la expresion para B, es vilida para x pequefio y B; es el campo factorizante (5.6)
para un par aislado (o = 0). Luego, si x > 0 el estado fundamental del par atraviesa dos
transiciones de paridad a medida que el campo aumenta desde 0, la tltima en el campo
factorizante B,.

Estas transiciones son reminiscencias de las transiciones de magnetizacion M — M —1
para M = 0,1 del caso XX J, = J, (x = 1), en el que el autovalor M de S; =
S§ + S5 es un buen niimero cudntico y B,y = (V2 -1)J,, By = J, = B™. En

consecuencia, en el caso X X losautoestados (5.11)—(5.12) son |1, ) = \%(%—i—
|0,0)) para |B| < Bay|—1,—1) para B > B;, con [¢p_) = %. Aquiel

estado fundamental es separable V B > B;.
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5 Aplicacion a Cadenas Dimerizadas de Espin s

Tanto en el caso XY como X X, estas transiciones del estado fundamental conducen
a un decrecimiento escalonado del entrelazamiento del par, el cual se asemeja al compor-
tamiento de s — |m|, conm = (S7) /2 la magnetizacién intensiva, tal como se aprecia en
la Fig. 5.1. Dado que [¢)_) es un estado tipo Bell, tiene una entropia de entrelazamiento
constante S1o = 1y una negatividad Ny2 = 1/2, independiente de la anisotropia e in-
tensidad del campo (meseta de entrelazamiento estricta). Por otro lado, |1)4) en (5.11) da
lugar a una negatividad mayor para | B| < B, no estrictamente constante, cuyo valor a
campo nulo estd dado por

Ny, — L+ ]+ Xl + 3%+ V1I+x?) (5.15)
2¢/(1+x%)°

Este valor crece con | x| para |x| < 1,alcanzando el valor Nyp = i%— \/Li ~ 0,96 paray =

1 (cercano al méximo valor posible N{5** = s = 1 para un par de espines con s = 1).

En cambio, para campos intensos |B| > Bj el estado (5.11) se vuelve aproximadamente
. ~ . . ~ .. ~ Jz(1—x)
alineado (~|-1,-1)), lo cual implica un valor pequefio de la negatividad Ny ~ e
Como se mencioné previamente, se puede apreciar claramente que los limites laterales
del estado fundamental en el campo factorizante By, = Bj son los estados entrelazados
|11, los cuales son en este punto combinaciones lineales de los estados separables | +

0, £6) (Ec. (5.7)).

La magnetizacién media (S7) estd dada por 52 — % = \/BQ+J_31(81—X)2/4 en|y_),la
cual es cercanaa —1 en el sector en el que este es un estado fundamental, y por 2(a2 —a?)
B(1—)? J2(1—x)?
To(1+x2)372 832
campos intensos B > B. Luego, el comportamiento de s — |m| se asemeja al de la

negatividad, con s — |m| ~ N7, para campos intensos.

en |1, ), siendo ~ — para campos débiles | B| < B, y & — 2 para

LA CADENA DE Esrins = 1

Retornemos a la cadena de espin 1. Las transiciones previas del estado fundamental
del par aislado originan tres fases dimerizadas distintas de la cadena si y > 0y « es su-
ficientemente pequefio, como se puede apreciar en el diagrama de fase de campo medio
de pares de la Fig. 5.2. Para campo fijo B < B? = J,s,laEc. (5.5) determina un valor
limite cv.(B) para ruptura de paridad, el cual se anula precisamente en los campos criticos
Be1y Bey del par aislado. Para o < av.(B) obtenemos asi una fase dimerizada, con todos
los pares fuertemente acoplados en un estado altamente entrelazado |14 ) (Ec. (5.11)) si
|B| < Bei o |¢-) (Ec. (5.12))si B,y < B < B, y nuevamente un estado aproximada-
mente alineado |14 ) si B > B.

A medida que el campo B aumenta desde 0 para un valor fijo pequefo de o, el estado de
campo medio del par puede entonces atravesar cuatro transiciones entre fases de paridad
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Figura 5.2: Panel superior: Diagrama de fases de la aproximacién de campo medio de pares para
una cadena ciclica dimerizada X'Y" de espin s = 1 en el plano a—campo, para aniso-
tropfa X = Jy/J, = 0,75. Los sectores coloreados indican fases dimerizadas con
paridad de espin definida ((S*) = 0), mientras que el sector blanco representa la fase
con ruptura de paridad (o indica el valor critico (5.16) a campo cero). Completamente
dentro de esta regién podemos apreciar El campo factorizante (5.6) estd representado
por lalinea de trazos y yace enteramente dentro de la fase con ruptura de paridad,. El
mismo determina la Gltima transicién de paridad en el estado fundamental exacto. Por
otro lado, la linea punteada muestra el campo critico de campo medio convencional
B™ = J.s(1 + a).
Panel inferior: Grafico del pardmetro de ruptura de paridad (S*) en funcién del campo
aplicado para distintos valores fijos de o (0.025,0.05,0.1,0.5 y 1). Su comportamiento
refleja las fases del panel superior, mostrando una dependencia no monétona con el

campo para valores de v pequefios, presentando “picos y valles” si & < a,(0). Para
o = 1 se acerca al resultado de campo medio convencional. 73
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definiday fases con ruptura de paridad o vice versa, como se aprecia enla Fig. 5.2. A campo
nulo, la Ec. (5.5) proporciona un valor critico

0. (0) = LW +X2$+XQ> —4-50), (5.16)

que aumenta con |x/, alcanzando el valor ~ 0,14 para |x| — 1y anuldndose como

~ x?/8 para x — 0. Para y = 0,75 (Fig. 5.2), a..(0) ~ 0,077.

Por otro lado, si @ > a.(0) obtenemos una sola fase con ruptura de paridad para
|B| < B.(«), con B.(«) situado entre el campo factorizante (5.6) y el campo critico de
campo medio estindar B™, como también se puede ver en la Fig. 5.2. En el limite X X

(x = 1), By(a) = Be(a) = B™(a) = J,.

Por completitud, podemos también mencionar que si x < 0(—=J, < J, < 0), ¢l
par aislado presenta un estado fundamental no degenerado y de paridad positiva para
todo valor del campo aplicado, no presentando transiciones abruptas. En consecuencia,
en este caso la ruptura de paridad, en la aproximacién de campo medio de pares para una
cadena, ocurre solamente por encima del valor limite finito a.(B) > «.(0) V B < B?,
es decir, para v > a.(0) y |B| < B.(a) < B™(a).Sia < a.(0)yx < 0no ocurre
ruptura de paridad. Luego, vemos que J, puede afectar fuertemente el diagrama de fases
de campo medio de pares, al contrario de lo que sucede con la aproximacién de campo
medio convencional.

La Fig. 5.3 muestra en el panel superior izquierdo resultados exactos para el entrelaza-
miento interno, cuantificado por la negatividad, de un par de espines fuertemente aco-
plado, en funcién del campo magnético aplicado para o fijo y x = 0,75, junto con la
magnetizacién intensiva m = (). S7)/(2n) (a través de la cantidad s — |m/). Los re-
sultados exactos fueron obtenidos mediante diagonalizacién exacta en una cadena con
2n = 8 espines. Podemos observar que la prediccion de campo medio de pares (GALF,
por Generalized Mean Field), se encuentra en muy buen acuerdo con los resultados exac-
tos. Las dos fases dimerizadas para B < Bj se corresponden con mesetas aproximadas
en la negatividad N y magnetizacién. En cambio, en las fases con ruptura de paridad,
N2 decae considerablemente. A su vez, se puede apreciar la anulacién de Ni5 en el cam-
po factorizante By ~ 0,45j,. El comportamiento de s — |m/|, por otro lado, es cercano
al de la negatividad del par pero exhibe solamente un decrecimiento recto en los secto-
res con ruptura de paridad, reflejando en realidad el comportamiento de la entropia de
entrelazamiento S de un espin con el resto del sistema, mostrada en el panel inferior.

En los paneles de la derecha se observan resultados para o« = 0,1, en cuyo caso las fases
dimerizadas con paridad definida ya no estin mds presentes en GALF. Sin embargo, el
correspondiente pardmetro de orden (S¥) atin exhibe una variacién no monétona con
el campo (como se aprecia en la Fig. 5.2). En consecuencia, los resultados exactos para la
negatividad también evolucionan de forma no mondétona, en acuerdo con la prediccién
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Figura 5.3: Paneles superiores: Resultados exactos y de campo medio generalizado (GA4F) para
la negatividad de un par fuertemente acoplado en una cadena de espin 1 dimerizada,
en funcién del campo magnético aplicado, para factores de acoplamiento o = 0,05
(izquierda) y v = 0,1 (derecha). Se muestra también la cantidad s — |m/|, con m =
(>; S7)/2n la magnetizacion intensiva.
Paneles inferiores: Se presentan los resultados correspondientes, exactos (lineas llenas)
y GMF (lineas de trazos), para las entropfas de entrelazamiento de un par de espines
fuertemente acoplados (S2) y de un espin individual (S1) con el resto de la cadena,
para los mismos valores de o y s. El recuadro muestra las discontinuidades en la So

exacta, provenientes de las transiciones de paridad del estado fundamental exacto, que

surgen dentro de las fases con ruptura de paridad en GAZF.
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Figura 5.4: Las energfas de excitacién exactas mds bajas en una cadena dimerizada de espin 1 para

a = 0,05y 2n = 8 espines. La linea de trazos muestra el pardmetro de ruptura de
paridad (escalizado) (S*)/j, en GMF. Todas las transiciones de paridad del estado
fundamental ocurren dentro de las fases con ruptura de paridad en GA/F, en la cual
las energfas de excitacién mds bajas disminuyen y son minimas.

de GMF. A su vez, las mesetas (“plateaus”) de magnetizacién comienzan a desaparecer,
tal como se observa en la aproximacién GAZF.

El comportamiento magnético de las entropias de entrelazamiento de un par de espines
fuertemente acoplados (S2 = S(pi12)), y de un espin individual (S; = S(p1)), con el
resto de la cadena, se muestra en en el panel inferior. S, presenta méximos en las fases con
ruptura de paridad (en el campo medio de pares), o en general cuando el pardmetro de
ruptura de paridad (S*) exhibe un maximo, reflejando su comportamiento. Por lo tanto,
la ruptura de paridad es un indicativo directo del entrelazamiento del par con el resto de
la cadena. La dimerizacién también es evidente a través del menor valor de S5 en las fases
dimerizadas. Por otro lado, el comportamiento de S} es muy distinto, y cualitativamente
similar al de s — |m|, dado que el dltimo es un indicador del grado de mezcla del estado
reducido p;. Los resultados de GMF (obtenidos con el estado mixto (5.8) en las fases
con ruptura de paridad) muestran nuevamente un muy buen acuerdo con los resultados
exactos, para ambos valores de o, proporcionando una interpretacion clara y prediciendo
correctamente el mdximo valor S5'** ~ 1 en las fases con ruptura de paridad. A su vez,
predicen los limites laterales exactos de estas entropias en el campo factorizante B.

Ademis, el estado fundamental exacto de la cadena completa exhibe 2ns transiciones
de paridad a medida que el campo aumenta desde 0 (nuevamente heredadas de las 2ns
transiciones de magnetizacion de la cadena X X)), la tltima de estas teniendo lugar preci-
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samente en el campo factorizante (5.6). Se verifica que estas transiciones estdn confinadas
dentro de los sectores con ruptura de paridad de la aproximacion de campo medio de pares,
como se puede apreciar en la Fig. 5.4 y en el recuadro del panel inferior izquierdo de la Fig.
5.3 (presentan discontinuidades pequefias pero apreciables en todas las cantidades mos-
tradas paran pequeno). Estas indican los cruces de los niveles de energfa exactos més bajos
de paridad opuesta, los cuales se encuentran muy cercanos en los sectores con ruptura de
paridad en GAF, como se verifica en la Fig. 5.4.

5.2.2. ErL Caso DE EsPIN s GENERAL
Fr Caso pDE EspiN s

En rasgos generales, el comportamiento continua siendo similar para valores de espin
s mayores, pero el nimero de fases dimerizadas con paridad definida para o pequerio,
que surgen para Y > 0y B < B en la aproximacién GMF (campo medio de pares),
pasan a ser 2s, siguiendo las 2s transiciones de paridad del estado fundamental del par
aislado en funcién del campo (la Gltima ocurriendo nuevamente en el campo factorizante
del par, B, = J;s,/X). En consecuencia, existen tres fases dimerizadas en el caso s = 3 /2
para B < B, dos de paridad negativa, como se ve en la Fig. 5.5 (para poder comparar
de forma mids simple con diferentes espines, se escalean los campos con j, = 2J,5 en
todas las Figuras, tal que Bs/j, y B™/j. = (1 + «)/2 son independientes del espin,
con B™ /j, = 1 en la cadena uniforme (o = 1)). Para valores de « suficientemente
pequeiios el estado fundamental de campo medio de pares puede entonces atravesar, para
s = 3/2, hasta seis transiciones entre estados de paridad definida y fases con ruptura de
paridad (o vice versa), a medida que B aumenta.

Se puede apreciar, a su vez, que el valor limite de o para la existencia de maltiples fa-
ses dimerizadas para x > 0, decrece a medida que aumenta el espin. A campo nulo, se
tiene esencialmente a.(0) o AE/(J,s%), con AE = E; — Ej el gap de energfa entre
el fundamental y el primer estado excitado. Para x = 1 (caso X X) AE o J, y luego
@.(0) oc s72. Para s = 3/2 se tiene a.(0) & 0,06. Sin embargo, para xy < 1 a,(0) se
vuelve exponencialmente pequefio para s grande, dado que ahora AE' decrece exponen-
cialmente a medida que aumenta el espin. El comportamiento con s de cv.(B) para otros
campos B < Bj es cualitativamente similar. Para x = 0,75y s = 3/2 se tiene un valor
de a.(0) ~ 0,019, como se puede ver en la Fig. 5.5. No obstante, para & > a..(0) pero
atin cercano a a.(0), el pardmetro de ruptura de paridad de GALF (S”) continua exhi-
biendo una evolucién no monétona con el campo aplicado, como se puede observar para
a = 0,05, donde atin posee tres minimos locales remanentes de las fases dimerizadas. Por
otro lado, para xy < 0 no hay ruptura de paridad si @ < «.(0), como se discuti6 en el
caso previo de espin s = 1.

El acuerdo entre las predicciones de campo medio de pares y los resultados numéricos
exactos sigue siendo muy bueno para valores pequenos de «, como se puede apreciar en
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Figura 5.5: (Panel superior: Diagrama de fases de campo medio generalizado para una cadena di-
merizada de espin 3/2 en el plano a-campo, para una anisotropia x = J,,/J, = 0,75.
Ahora existen tres fases dimerizadas con paridad definida por debajo de B, (sectores
coloreados) si c es suficientemente pequefio. Los detalles restantes son similares a los
de la Fig. 5.2. Panel inferior: El pardmetro de ruptura de paridad correspondiente (S%)
en funcién del campo para diferentes valores de o ((0,01, 0,02, 0,05,0,1,05y 1). Su
comportamiento refleja las fases del panel superior, exhibiendo una variacién no mo-
nétona «v pequefio, presentando “picos y valles” si @ < ac(0).
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Figura 5.6: Panel superior: Resultados exactos y de la aproximacién GAF para la negatividad de
un par fuertemente acoplado en una cadena de espin 3/2 dimerizada con x = 0,75,
en funcién del campo magnético aplicado (escalizado), para dos valores diferentes del
factor de acoplamiento . Nuevamente, m = (S,) /n denota la magnetizacion inten-
siva. Panel inferior: Los correspondientes resultados exactos (lineas llenas) y de GALF
(lineas de trazos) para las entropfas de entrelazamiento de un par de espines fuertemen-
te acoplado (S2) y de un espin individual (S1) con el resto de la cadena, para los valores

previos de .
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la Fig. 5.6. La negatividad exacta [V}, y la entropia de entrelazamiento del par S5 exhiben,
consecuentemente, una evolucién no mondtona con el campo para valores pequeios de
a. Paraae = 0,01, V;2 presenta 2s mesetas aproximadas en las fases dimerizadas de campo
medio de pares, separadas por“valles” profundos en los sectores con ruptura de paridad,
antes de alcanzar el régimen de campo intenso para B > B;. Por otro lado, S5 es nueva-
mente maxima y cercana a 1 en el centro de las fases con ruptura de paridad, en completo
acuerdo con los resultados de campo medio de pares obtenidos por medio de los estados
con restauracién de paridad (5.8). A su vez, se puede observar 2s plateaus aproximados
de magnetizacién, en acuerdo con la prediccién del campo medio de pares.

Estos efectos se atentian para o = 0,05 (paneles derechos), donde no existen mis las fa-
ses completamente dimerizadas para B < B, en GMF. Sin embargo, el comportamiento
de Ny2y S permanece siendo no mondtono, en acuerdo con el de (S*) en GMF. Se pue-
de apreciar también que las predicciones de campo medio de pares para la magnetizacién
y la entropia de entrelazamiento \S; de un espin con el resto son muy precisas en ambos
paneles, con s — |m| un buen indicador cualitativo de esta tltima. El estado fundamen-
tal de la cadena finita atn exhibe 2ns transiciones de paridad a medida que B aumenta
desde 0, la tltima de estas ocurriendo en el campo factorizante (5.6), aunque las disconti-
nuidades resultantes en las magnitudes mostradas disminuyen a medida que s aumenta.
Nuevamente se encuentran confinadas en el sector con ruptura de paridad de GAMF (o
sea, en los estrechos intervalos de ruptura de paridad para v = 0,01). Del mismo modo
alo sucedido anteriormente, la factorizacién en B, se ve reflejada en la anulacién de N9
en este punto, mientras que las entropias de entrelazamiento S y S se aproximan a los
limites finitos determinados por el estado (5.8), con Sy > S} solamente en la vecindad

de B,.

CoMPORTAMIENTO ParA EspriN ArTO

En esta seccién examinaremos con mayor detalle el entrelazamiento de un par de espi-
nes con acoplamiento XY en un campo externo al aumentar el valor del espin s. En el
panel superior de la Fig. 5.7 se muestra el espectro de entrelazamiento (los autovalores de
la matriz densidad reducida de un espin p;) en funcién del campo aplicado.Para y < 1
y § no muy pequeno, los estados reducidos son esencialmente estados de rango 2 en to-
do el sector B < B, La razén es que la componente principal del estado fundamental
del par (|¢4) o |[t)_)) es simplemente un estado de campo medio de rango 2 con paridad
restaurada, es decir, |O ), de forma que

[V4) = 7|O4) + [04)
con

o) = BOEIZOZ0 g oy ¢ T pale6s), 1)

2(1 4 cos*s 0)
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donde la tltima expresién es su descomposicién de Schmidt, con |64) = D0

2(1=%cos?# 0)
los estados locales ortogonales con paridad definiday p_ = %, Py = %. Estos
estados conducen a una matriz densidad p; de rango 2 con autovalores (ps, 1 — py).
Optimizando el 4ngulo € se encuentra que el overlap |y| = [(OL]1+)| excede 0.9 para

todos los valores de campo y espin, con |7y| = 0,95 para todo campo si s > 5. Los estados
(5.17) son por su puesto exactos en el campo factorizante By, con || permaneciendo por
encima de 0.99 para B > B;. Se puede verificar de la Fig. 5.7 que la contribucién de
|09)4) al espectro de entrelazamiento es despreciable.

No obstante, su contribucién a la negatividad es importante si x no es muy pequefio.
Para | B| < B los estados |© ) conducen esencialmente a una negatividad constante
N = 1/2 paravalores de s altos, si § no es muy pequefio, es decir,

1 —cos* 0 1
MO = g MO-) =3
que se encuentra por debajo del valor exacto para B < B;. No obstante, es importante
destacar que si x < 1, la negatividad permanece acotada para rodo valor de s, saturando
paras — 0o enun valor finito. Sumédximo a campo nulo es alcanzado de hecho para espin
bajo y finito (s ~ 2 para x = 0,75, como se puede ver en el panel inferior izquierdo de
la Fig. 5.7).

Para valores altos del espin s y x < 1, la correccidn |01/ ) y su efecto en la negatividad
del par y en laentropia de entrelazamiento se pueden determinar por medio un tratamien-
to bésonico (RPA[90]). Alrededor de la fase de campo medio estindar (B > B, = J;s)
esta técnica implica al menor orden la realizacién de las sustituciones S7 ~ blTbi — s,
S;r ~ b;r, S; =~ b; con b;, bZT operadores bosénicos ([b;, bj] = 0;;), mientras que en las
cercanfas dela ruptura de paridad de campo medio se realiza un reemplazo similar paralos
operadores de espin rotados S7, SF, con S7'|©) = 0. Teniendo en cuenta los efectos

de restauracion de paridad, esta bosonizacién conduce a la expresion analitica

N :{ f+VI+T), |B] > Be = Jus (5.18)
PU2f VT D+ 1/2, |B| < B. '

donde f es el nimero de ocupacién bosénico medio,

F=3(/1+ 2 ), (5.19)
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Figura 5.7: Panel superior: El espectro de entrelazamiento del estado fundamental de un par de
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espines s en funcién del campo aplicado para s = 5y x = Jy,/J, = 0,75 (izquierda)
y 1 (derecha). En el caso anisotrdpico estd formado esencialmente por solo dos autova-
lores degenerados por debajo del campo factorizante (como se describe en la Ec. (5.17)),
mientras que en el caso X X (derecha) existen varios autovalores no nulos (dos veces
degenerados), en acuerdo con el perfil gaussiano (5.22) (presentado en el panel inferior
derecho para s = 5y 20, junto con los resultados exactos, indistinguibles de (5.22)).
Panel inferior: La negatividad del par en funcién del campo magnético (escalizado) pa-
ra diferentes valores del espin y x = 0,75 (izquierda), donde s = 1/2, 1, %, 2,5,10y
00 (limite bosénico, Ec. (5.18)), y x = 1 (derecha, donde s = 1/2,1, %, 2,5,10,20
y 50. Notar que las escalas son distintas.
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con A = |B| (B.) para |B| > B. (< B.),wy = “53“= y w, las autofrecuencias
bosénicas

 B.JOE(B/BUE£X). |B<B.
”*‘{ B./(B/B. £1)(B/B.£x), |B|>B. .20

Los resultados exactos para la negatividad se aproximan al valor finito previo y al limite
bosénico independiente de s al aumentar el espin s, siempre que x < 1 (panel inferior
izquierdo dela Fig. 5.7). La entropfa de entrelazamiento del par correspondiente estd dada
por Sy = —flog, f+ (f +1)logy(f +1)+0,donde d = 0(1) para B > B. (< B.)

[90], siendo este ultimo factor consecuencia de la ruptura de simetrfa para B < B.,.

Sin embargo, en el caso X X (x = 1, 0 sea J, = J;) el comportamiento para valores
alos del espin es diferente. En este caso, H 12 conmuta con la componente de espin total
S; = 57 + 53, lo que implica que la solucién con ruptura de paridad de campo medio
de pares rompe una simetria continua. Luego, la restauracién de simetrfa implica integrar
sobre todas las rotaciones alrededor del eje 2 (es decir, proyectar sobre magnetizacién de-
finida) y los tratamiento previos (Ecs. (5.17)—(5.18)) dejan de ser vélidos. A pesar de ello,
dado que el estado fundamental exacto tiene ahora magnetizacién definida M, es de la

forma
M+s

) = > afilm, M —m), (x=1) (5.21)

m=—s

para M < 0, con M determinada por el campo transverso aplicado (M ~ —2s[B/B.]
para B < B,, donde [...] denota parte entera) y todos los o/ del mismo signo para
Jz > 0en (5.1). La Ec. (5.21) es directamente su descomposicién de Schmidt, lo cual
implica que el estado reducido de espin individual tendra autovalores |7 |?, dos veces
degenerados param # M/2 (], = a}t™™), lo que conduce al espectro de entrelaza-
miento del panel superior derecho de la Fig. 5.7. El ndmero de autovalores no nulos (el
rango de Schmidt de |t/5/)) serdn 25 + 1 — |M|. Para | M| no muy cercano a 2s los co-
eficientes tendrdn esencialmente una distribucion gaussiana, como se puede apreciar en el
panel inferior derecho de la Fig. 5.7,

(m—M/2)?/(40%)) , OM R TMuS (5.22)

ajyy ox e
donde para s no muy pequefio, la fluctuacién 03, = ((S7 — M/2)?) ser proporcional
al espin s, como se obtiene a partir de la expansién de espin alto de la ecuacién de auto-
vectores exacta. El factor 7/ decrece a medida que | M | aumenta y para M = 0 estd dado
porry = 1/(2v/2) ~ 0,35, mientras que para | M| = s/2, 7,5 ~ 0,32. El overlap entre
la expresién gaussiana y la distribucién exacta excede 0,999 paras > 5y M = 0.

Remarquemos que para dos espines s acoplados al espin total 25 y con magnetizacién
M, la distribucién correspondiente de los cvps son los coeficientes de Clebsch-Gordan, los
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Figura 5.8: Negatividad de un par de espines a campo nulo para distintas anisotropias x = J, /I,
en funcién del espin s. Para x < 1 satura en un valor finito, aproximandose a los
valores limites (5.18), mientras que para ¥ = 1 aumenta como /s, como se muestra
en la Ec. (5.23) (indistinguible de los resultados exactos para s > 1 en esta escala).

cuales también conducen a una distribucién gaussiana para s alto y | /| no muy cercano
a2s, con una fluctuacién proporcional a s pero ligeramente menor (a campo cero, o3 &
s/4 < 5/(2v/2)). Luego, la distribucién en el estado fundamental del par X X contiene
pequenias contribuciones provenientes de valores bajos del espin total, dado que H2 no

conmuta con este.

Por consiguiente, la negatividad del par se puede estimar a través de la aproximacién
gaussiana, la cual, usando la Ec. (2.34), conduce a

Nig ~ /2103, — 1 = \2mrys — & (5.23)

En consecuencia, el entrelazamiento interno del par no permanece acotado a medida que
el espin aumenta, a diferencia del caso previo, con Ny5 creciendo como /s para x = 1,
como se verifica en el panel inferior derecho dela Fig. 5.7 y en la Fig. 5.8. De forma similar,
la entropfa de entrelazamiento del par, se convierte en S(p1) & 5151 + In(270%,)] ~
sis 1+ In(2mr ).

El comportamiento previo del entrelazamiento con s continua siendo vélido atin para
un acoplamiento X X Z, es decir —J(S7S5 + S7SY) — J.SiS5siJ > J, > —J
(J > 0), en cuyo caso los coeficientes aj; permanecen gaussianos con ancho finito ;.
Sin embargo, en el caso antiferromagnético J, = —.J, J > 0 (equivalente por medio
de rotaciones locales a J, = J < 0) y para magnetizacién nula, la gaussiana anterior se
torna uniforme y el estado fundamental del par es entonces mdximamente entrelazado,
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5.2 Resultados

es decir, [a2,| = 1/4/2s+ 1V m (con |1)g) convirtiéndose en un estado singlete con
momento angular total cero para J, = J < 0). Luego, este estado conduce a Nj5 = sy
S(p1) = logy(2s + 1), con fluctuacién maxima (S3?) = s(s + 1)/3.

85






ENTRELAZAMIENTO
SISTEMA-TIEMPO

“Existencia-tiempo significa que el tiempo es, en
si mismo, existencia; y que todas las existencias

>

son, en sf mismas, tiempo. ’

Eibei Dogen

El tiempo se considerd histéricamente como un parimetro externo, el cual podia ser
leido a través de un reloj cldsico apropiado. Dicho enfoque puede ser respaldado en el mar-
co de un tiempo absoluto o de tiempos propios definido por una métrica espacio-tiempo
clasica, pero claramente deja de valer si la métrica es un objeto dindmico por lo que de-
be estar cuantizada, como en el caso de gravedad cudntica [91-96]. Consecuentemente en
la busqueda de una teorfa cudntica de la gravedad consistente, el reloj debe ser él mismo
un sistema cudntico. De hecho, la ecuacién de Wheeler-DeWitt [21] predice que en gra-
vedad cudntica no existe el “tiempo”. La cuantizacién canénica de la relatividad general
preserva la condicién de un estado del universo estitico, lo cual conduce esencialmente al
“problema del tiempo™: la incompatibilidad entre una descripcion estdtica atemporal del
universo y la percepcion de tiempo que se tiene en la evolucion de sistemas, en particular
cudnticos. Sin embargo, han habido intentos de reconciliar esta aparente contradiccién,
incorporando el tiempo en una teorfa completamente cudntica, empezando por el meca-
nismo de Page y Wootters (PaW)[10, 97] y otras propuestas subsecuentes[11, 98-100]. En
el dltimo tiempo esta cuestién ha atraido un creciente interés [12-20, 22, 101-106].

En el presente capitulo se presenta un modelo simple de evolucién cudntica discreta
basado en correlaciones cudnticas entre el sistema y un sistema cudntico de referencia que
hace las veces de reloj. Por un lado, constituye una versién discreta consistente del for-
malismo de PaW[10, 97, 102], mientras que por otro lado provee una forma préctica de
simular evolucién cudntica. Mostramos que se puede construir un circuito cudntico para
el modelo, que en el caso de Hamiltoniano constante, es capaz de representar la evolucién
de 2" pasos de tiempo en términos de solo 7 qubits de tiempo y n compuertas de control,
en un esquema de simulacién paralela en el tiempo. Luego, se introduce el concepto de en-
trelazamiento sistema-tiempo, el cual surge de forma natural en el presente modelo, como
una medida de la distinguibilidad de la evolucién cudntica, basado en el entrelazamiento
entre el sistema y el reloj de referencia. Esta cantidad se anula para estados estacionarios
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

y es mdxima para sistemas que saltan a un nuevo estado ortogonal en cada paso. En el
caso de Hamiltoniano constante, es una medida de la distribucién sobre los distintos au-
toestados de energfa, satisfaciendo una relacién de incerteza energfa-tiempo. Se examina,
a su vez, la evolucién para estados mixtos. Se proveen expresiones analiticas simples para
el caso bésico en cual el sistema reloj es un qubit que es el bloque elemental en el presente
esquema.

Las investigaciones descriptas en este capitulo dieron lugar a las publicacién cientifica
[16].

6.1. FORMALISMO

Consideramos un sistema bipartito S+7', donde S representa un sistema cudntico y 7’
un reloj cudntico con un espacio de Hilbert finito de dimensién N. Asumiremos primero
que el sistema en conjunto estd en un estado puro de la forma

N—-1
vy = Tlﬁ > i, (61)

donde{|t), t =0,..., N — 1} esunabase ortonormalde T’y {|¢/4), t =0,..., N —
1} estados puros arbitrarios de S. Este estado puede describir, por ejemplo, la evolucion
completa de un estado puro inicial |t¢)g) de S, en un conjunto de tiempos discretos t. El
estado [1/;) al tiempo ¢ puede recuperarse como el estado condicional de S después de
una medida local en 7" en la base previa, con resultado ¢:

Ty [ W) (W] TT,]

— 6.2
donde IT; = 1 ® |t)(t|. En notacién abreviada |¢;) o (t| V).
Si los estados del sistema evolucionan de forma unitaria,
|1/Jt>:Ut|'¢[)>, tZO,...,N—l, (63)

donde U; son operadores unitarios de S (con Uy = 1), el estado(6.1) puede generarse
con el circuito cudntico esquemadtico de la Fig. 6.1. Comenzando con un estado inicial
producto |1g)|0), una compuerta Hadamard [4] en 7', lo convierte en la superposicién
\/Lﬁ Zi\i Bl |900)|t) y luego una compuerta control ), U; ® |t)(t| lo transformard en el
estado (6.1). Un ejemplo especifico se da en la Fig. 6.2.
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6.1 Formalismo

|%0) Ut }S

0) — 1 l br

Figura 6.1: Circuito esquemdtico que representa la generaciéon del estado puro sistema-tiempo

(6.1). La compuerta control lleva a acabo la operacién U en S si T estd en el estado
|t), mientras que la compuerta Hadamard H crea la superposicién o Zt Lty

Desde una perspectiva formal, el estado (6.1) es un autoestado “estdtico” del operador
de traslacién en S + 7" dado por

N
U= Uy @)t —1], (6.4)
t=1

donde Uyt = UtUg_1 evoluciona al estadode Sdet — 1at (|¢)) = Ups—1|the—1)) y se

impone la condicién ciclica | N) = |0), es decir Uy n—1 = Ul ..

Luego,
Uulw) =), (6.5)

mostrando que el estado (6.1) permanece estrictamente invariante ante estas traslaciones

globales S + T'.

La ecuacién (6.5) se cumple para cualguier eleccién del estado inicial |1)g) de (6.1). El
autovalor 1 de U/ tiene entonces una degeneracién igual a M, la dimensién del espacio de
Hilbert de S, por lo que para M estados iniciales ortogonales [¢/3), (¢§|1h) = 6,1, los
estados resultantes |W') son ortogonales debido a la Ec. (6.3):

N—

(Ww) = < S (i) = i) = (6.6)

t=0

,_.

Los restantes autoestados de U son de la forma |Uy) = \ﬁ Zt 01 P2t 4y ) [t

con k entero y representan la evolucién asociada a operadores U = ¢?2mkt/N (],
UIT) = e 2N kE=0,...,N—1. (6.7)
—i2rk/N

Todos los autovalores A, = e son M -veces degenerados por los mismos argu-

mentos previos. Finalmente, se obtiene un conjunto completo de N autovalores, con una
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

eleccién de NV x M autovectores ortogonales de I/. Podemos por lo tanto escribir para
Uy general,
U = exp|—iJ], (6.8)

con J hermitico y satisfaciendo J |U) = 27£|W) parak = 0,..., N — 1. En parti-
cular, los estados (6.1) satisfacen la ecuacién

Jv) =0, (6.9)

la cual representa una versién discreta de la ecuacién de Wheeler-DeWite [21, 102, 107],
que determina al estado | ) en teorfas de tiempo continuo [102]. En el limite de ¢ con-
tinuo, el estado (6.1) con la condicién (6.3) es el considerado en [102]. Notar, sin embar-
go, que aqui J estd definida médulo NV, dado que cualquier J que satisfaga J |¥y) =

27mny,|Uy,) con ny, entero, cumplird también con la Ec. (7.6).

Todos los |¥) son también autoestados de los operadores hermiticos Uy = (U +
UT)/2i"3, con autovalores cos % y sin % respectivamente, es decir, 1 y 0 para los

estados (6.1). Estos pueden también obtenerse, a su vez, como estados fundamentales de
—U. Un operador hermitico H similar a —I/,. pero sin condicién ciclica fue considerado
en [15, 108] para derivar la ecuacién de evolucién a través de una aproximacién variacio-
nal.

6.2. EvoruciON coN OPERADOR CONSTANTE
SiU; -1 = U Vt, entonces

U= (U)" =exp[—iHt], t=0,...,N—1, (6.10)

con H un Hamiltoniano constate para el sistema 5. En este caso el estado historia (6.1)
puede generarse por medio del primer paso del circuito empleado para estimacién de
fase [4], presentado en la Fig. 6.2. Si N = 27, dicho circuito, constituido por solo n
qubits de tiempo y m = log, M qubits del sistema, requiere solamente 1 compuer-
tas Hadamard iniciales en los qubits de tiempo, si son inicializados en |0) (de modo que

07 = @,]0;) — @p PR = oS parat = Y0, £;27), més
n compuertas de control U 27" Jctuando en los qubits del sistema, los cuales realizan la
operacién U'|¢g) = [[;_, U" ¥"4g). Una medida de los qubits de tiempo con resul-
tado ¢ produce el colapso de S alos estados |14;) = e~ #|¢)y).

A su vez, si U en (6.10) satisface la condicién ciclica UY = 1, lo cual implica que H
debe tener autovalores 27k /N con k entero, la Ec. (3.8) se puede reescribir de la siguiente
forma

U=U®V =exp|—i(H® 1y + 15 ® P)|, (6.11)
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6.3 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

v E-Ju E ) System\

ES
S
)

n Time

0] | qubie

o ] :

Figura 6.2: Circuito que representala generacién del estado historia (6.1) paraUy = Uy N = 2.

\ J

. . not.i—1 .
Las n compuertas control realizan la operacién Ut = UXi=1t en el sistema, des-
, o .. 1, 0i 1 .
pués de escribir ¢ en la forma binaria t = > 77 #;27 L. mientras que las n compuer-

tas Hadamard dan lugar a a una suma coherente sobre todos los valores ¢, es decir,
sobre todo ¢ desde 0 hasta 2" — 1.

donde V' = exp[—iP] = S, [t){t — 1] es el operador de traslacién (ciclico) en el
tiempo. Sus autoestados son la transformada de Fourier discreta de los estados de tiempo

1),

N-1
~ . ~ ~ 1 )
VIk) = 6—127rk/N k ’ E) = — ez?wkt/N t), 6.12
3 ) R = e (612
parak =0,..., N — 1, tal que P es el “momento” asociado al operador temporal T™:
By k-
Tty =t|t), Plk)= 27rﬁ|l€> . (6.13)

Luego, J = H ® 1y + 1g ® P adopta en este caso la misma forma que en teorfas
continuas [102].

6.3. ENTRELAZAMIENTO SISTEMA-TIEMPO

Supongamos que uno desea cuantificar consistentemente la evolucién distinguible de
un estado cudntico puro, la cual est4 relacionada con el tiempo minimo 7 que transcurre
para el sistema. Si el estado es estacionario |1) o |0g) V¢, el cuantificador debe anularse
(y 7 = 0) mientras que si todos los estados |t/;) son ortogonales entre si, dicho cuan-
tificador debe ser maximo, indicando que el sistema evoluciond a través de N estados
distinguibles (y luego 7 = N).
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

En vistas de este anilisis, proponemos al entrelazamiento del estado historia (6.1) (en-
trelazamiento sistema-tiempo) como el cuantificado buscado (y a 7 como alguna funcién
creciente de este entrelazamiento). En las Figs. 6.1-6.2, el entrelazamiento sistema-tiempo
es simplemente el entrelazamiento entre el sistema y los qubits de tiempo, generado por
control U;.

Notemos quela Ec. (6.1) no es, en general, la descomposicién de Schmidt [4] del estado
historia |¥), que es

= Vprlk)slk)r . (6.14)
k

donde |k) s(r) son estados ortogonales de S'y 1" (, (k|k"),, = Okws) y k. los autovalores
de los estados reducidos de S'y T,

psir) = Trps) | V) (Y] = Zpkuf s(r)(k (6.15)

La entropia de entrelazamiento entre S'y T" es luego

E(S,T) = S(ps) = S(pr) = — Y _ prlogy by, (6.16)
k

donde S(p) = —Trplog, p es la entropia de von Neumann.

La Ec. (6.16) satisface los requerimientos bésicos esperados de un cuantificador de evo-
lucién. Si el estado de S es estacionario, |¢;) = €"|tbg) V' t, el estado (6.1) es separable,

1 .
) = o) them|t>>7 (617)

lo que implica £(S,T) = 0. Por otro lado, si |¢;) evoluciona a través de N estados
ortogonales, luego |V) es mdximamente entrelazado, con Ec. (6.1) directamente su des-
composicion de Schmidt y

E(S,T) = Emax(S,T) =logy, N . (6.18)
La gran mayoria de las evoluciones estardn comprendidas entre estos dos casos extremos.

Por ejemplo, una evolucién periddica de periodo L < N con N/ L entero, tal que [¢)y4.1,) =
e"|1py) V' t, dard lugar a

L— N/L—l
Z Vtr), |to) = ,/ > et + L), (6.19)
k=0
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6.3 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

con (t}|tr) = . Por lo tanto, como es de esperarse, su entrelazamiento E(S, T') se-
rd el mismo que el obtenido previamente pero con un reloj efectivo de dimension L. Su
valor maximo, obtenido para L estados ortogonales, serd entonces log, L < log, N. A
partir de estos resultados, es natural definir al minimo tiempo discreto 7 necesariamente
transcurrido por el sistema como 7 = 2F(5T) — 1,

La descomposicién de Schmidt (6.14) representa en este contexto la “verdadera” evo-
lucién entre estados ortogonales, con py, proporcional al “tiempo de permanencia” entre
estos. El conjunto de los py, provee una perspectiva més clara de la evolucién que E(.S, T').
Una medida en la Base de Schmidt de 7" permite identificar siempre estados ortogonales
de S para diferentes resultados (y viceversa), en las cuales las distribuciones de probabili-
dad de los resultados indican el tiempo de “permanencia” en dichos estados. Si en la Ec.
(6.1) hay ny, tiempos t donde [1/;) o< |k)g,con ), ny = Ny |k)g estados ortogonales,

entonces
Mg 1
=D S olks(—= > )
- IRt )

t/1Ye)oxclk) s

es la descomposicién de Schmidt (6.14) con py, o< ny, i.e. proporcional al tiempo total en
los estados | k) s. Notar también, que Ecs. (6.14)—(6.16) son esencialmente simétricas, por
lo que los roles de S'y T" pueden, en principio, ser intercambiados.

Entrelazamiento Cuadrdtico. Un simple cuantificador para el caso general, puede ser
obtenido a través del entrelazamiento determinado por la entropia cuadritica (también
denominada lineal, ya que proviene de la linealizacién del logaritmo —p In p =~ p(1 —p))

Sa(p) = 2(1 — Tr p?)

la cual es una funcién de la pureza Tr p? y no requiere la determinacién de los autovalores
de p [62, 109, 110] (la pureza, es a su vez, mds accesible experimentalmente [111, 112]).

Obtenemos, usando pg = + >, [¥¢) (¥,
Ey(S,T) = Sa(pr) = Sa(ps) = 2(1 — Tr pg)

2 1 )
= yN-1- N; (Wil ). (6.20)

la cual es simplemente una funcién decreciente del promedio de fidelidades entre todos
los estados visitados. Si son todos proporcionales, £5(S,T) = 0 mientras que si son
todos ortogonales, F5(S,T) = 2(N —1)/N.
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

El caso constante. Entrelazamiento como una medida de dispersion. Si en el caso (6.10),
expandimos |t)g) en autoestadosde U ode H, [1)g) = >, cx|k)scon H|k)s = Ei|k)s,
tal que [¢y) = >, cre F#|k) g , entonces

Zc e B B g|t) = ch\k s|k)r (6.21)

con |/;;>T = \/LN >, e “Frt|t). Podemos siempre suponer a todas las £, distintasen (6.21)
tal que ¢x|k) s es la proyeccion de |1)g) en el autoespacio con energia Ej. En el caso ciclico
UN = 1con Ej, = 21k /N y los estados k)7 son simplemente los estados ortogonales
dela DFT (6.12). La Ec. (6.21) es entonces la descomposicion de Schmidt (6.14), con py, =
lexl*y

E(S,T) Z ekl log, |ex|*. (B = 27k /N) (6.22)

Para este espectro, el entrelazamiento se vuelve entonces una medida de la distribucion del
estado inicial |1po) sobre antoestados de H con distinta energfa. Lo cual, continua valiendo
en el caso cuadritico (6.20) donde E5(E,T) = 2>, |cx*(1 — |cx[?). Si [1ho) es un
estado estacionario (¢, = dx;) no hay dispersién y el entrelazamiento se anula, mientras
que si [t)g) estd uniformemente distribuido entre los N autoestados (|c;| = 1/ V'N), es
méximo. Si UV # 1, este resultado vale aproximadamente si los overlaps r{k|kNp =
+ >, e " E=El son pequefios para k # k'. Finalmente, en el caso general tenemos la
cota estricta

= Jerl*logy [ex | (6.23)
k

dado que el conjunto de los coeficientes de Schmidt py, serd mayorizado [113] por el con-
junto de los |cy |*:

{pe} < flesl’} (6.24)
donde {py} y {|cx|} denotan los correspondientes conjuntos ordenados de forma decre-
cientey (6.24) equivalea Zi:l pr < Z£=1 |ck|?V 7). La Ec. (6.24) asegura que cualquier
entropfa, es decir cualquier funcién Schur-céncava de las probabilidades, cumplird con la
misma desigualdad. En particular,

=> " f) <> fal) (6.25)

para cualquier funcién céncava f que cumpla f(0) = f(1) = 0. Esto incluye los ca-
sos previos de von Neumann y la entropia cuadrética ( f ( ) = 2p(1 — p)). La demos-
tracién de (6.25) sale simplemente de la relacién |cx|? = >, W2, i, donde W es
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6.3 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

la matriz unitaria que relaciona los autoestados de p7 con los estados |/;:>T, dado que
Zk flexl?) > Zk,k’ |Wkk’|2f(P§c) = Zk’ f (D)

Las ecuaciones (6.23)—(6.25) indican que la entropia asociada a la dispersién de ener-
gia provee una cota superior al entrelazamiento sistema-tiempo, independientemente de
la medida entrépica utilizada para cuantificarlo. Esto implica que un Hamiltoniano H
con espectro equiespaciado 27k /N € [0, 27| proporciona, por lo tanto, el mayor entre-
lazamiento sistema-tiempo para una dada distribucién de energfa {|c;|*}. El correspon-
diente tiempo minimo transcurrido 7 en esta situacién estd estrictamente determinado
por la distribucién de energfa. En el caso general, el tiempo minimo 7 transcurrido por
el sistema S, determinado por el entrelazamiento (.S, T'), es menor que el determinado
por la entropia de la distribucién de energfa, es decir, 7 < 7a .

6.3.1. RELACIONES DE INCERTEZA ENERGIA-TIEMPO

En el caso constante, asumiendo UV = 1 y By, = 2rk/Nconk =0,...,N — 1,
podemos expandir |t)y) en una base ortogonal de estados uniformemente distribuidos en
energia,

o) = Sisoall)s, D) = o Lp €™V k), (6.26)

~ 1 —i2nk /N > HA T .
con ;= = Yoie /Ny, la DFT delos ¢;,”. Dado que U|l) s = |l — t)sg, se verifica
que estos estados mdximamente distribuidos evolucionan a través de IV estados ortogo-

nales |1), es decir, su estado historia posee entrelazamiento £(.S, T') méximo. La Ec. (6.21)
puede escribirse como

¥ = = Al = sl = Z= S Bs(Cal =) 62

Mostrando que ¢ determina la distribucién de estados de tiempo |t) asignados a cada
estado |1) g, es decir, caracteriza la incerteza temporal. Al estar los coeficientes ¢y, y ¢ re-
lacionados por una transformada de Fourier discreta finita, satisfacen varias relaciones de

incerteza, como por ejemplo [114-116]
E(S,T)+ E(S,T) > log, N, (6.28)

donde E(S,T) = — 3, |&1|?10g, |é&|? es la entropfa que caracteriza la incerteza tem-
poral y E(S,T') la incerteza en energia (6.22). Si estd localizado en energfa (|cx| = Oppr,
E(S,T) = 0), la Ec. (6.28) implica méxima incerteza temporal (|¢;| = \/LN’ E(S,T) =
log, N) vy viceversa. A su vez, tenemos n({cx }) n({¢}) > N [117], donde n({a }) de-
nota el nimero de coeficientes a;, no nulos. Cotas para el producto de varianzas en DFT
son discutidos en [118].
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6.3.2. EstADOS MIXTOS

Consideremos ahora el caso en el cual el sistema S es un estado bipartito A + B. To-
mando traza parcial de (6.1),

por = Tra [W)(W] = 3 4(j19)(¥j)a. (6.29)

vemos que el estado de historia para un subsistema es en general un estado mixto. Por
supuesto, el estado de B al tiempo , eligiendo II; = Ip®|t)(t|, estd dado por laexpresion
estandar

Trr pprlly
— =T . 6.30
Tr PBTHt rA|7vZ)t><¢t| ( 3 )

Sielestadoinicialde S'es [t00) = > . \/qj17) alj) 5 (descomposicion de Schmid), las Ecs.
(6.29)~(6.30) determinan la evolucién de un estado inicial mixto ppo = >_; ¢;]7) 5{J
de B, considerado como un subsistema de un estado purificado que evoluciona de forma

PBt =

unitaria. Por ejemplo, si tomamos el caso en el que solamente el subsistema B evoluciona,
enelcual Uy = 14 ® Up; V¢, La Ec. (6.29) conduce a

PBT = ZQj|‘I’j>BT<‘I’j|7 (6.31)
J

donde |V;) pr = \/LN Z?:_ol Ugt|j) B|t) es el estado sistema-tiempo para el estado inicial

|7) 5. La Ec. (6.30) implica entonces la evolucién unitaria ppr = Upippo U;t.

Dado que el estado (6.29) es en general un estado mixto, las correlaciones entre 7"y
un subsistema B pueden ser mis complejas que aquellas con todo el sistema completo .S.
El estado (6.29) puede en principio presentar distintos tipos de correlaciones, incluyendo
entrelazamiento [119,120], correlaciones tipo discordia cudntica [121-125] y correlaciones
tipo cldsicas. La evaluacién exacta de estas correlaciones cudnticas es a su vez mds dificil,
siendo en general un problema hard [126, 127]. Aqui consideraremos simplemente el
entrelazamiento de formacién [120] (B, T') del estado (6.29), el cual, de ser no nulo in-
dica que (6.29) no puede escribirse como una combinacién convexa de estados productos
[119] psga) ® pg,? ) Eneste contexto, un estado producto representa esencialmente estados
estacionarios. Ser separable del tiempo estarfa indicando que ppr puede escribirse como
combinacién convexa de estos estados, pudiéndose generar sin la necesidad de una inter-
accién cudntica con el sistema reloj.
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6.3.3. U~ Qusit CoMo RELOJ

A modo ilustrativo, examinaremos el caso bésico en el cual el sistema reloj tiene dimen-
siéon N = 2, es decir, un reloj gubit. El estado historia es simplemente

W) = (|0} |0) + |p1)[1))/v2 (6.32)

con |t1) = Ulthy). Su descomposicion de Schmidt es \/p_Jr] + +) + \/gf| - =),
con |[+)s = (|tho) £ e™[¢1))/v2px, [£)r = (|0) + €™[1))/v/2, donde e =
(Woltor) /[(Wolv) |y

px = 5(1 = [(voly1)])- (6.33)

Luego, E(S,T) = — >, _. p,logp, estd completamente determinado por la fidelidad
|{100|101)| entre los estados inicial y final de .S, siendo una funcién decreciente de esta.
A partir de la Ec. (6.20) se puede observar que la entropfa E5(S, T'), la cual en este caso
representa el cuadrado de la concurrencia [62, 109, 128, 129], es simplemente

Ey(S,T) =1 — [(sholon)[*. (6.34)

Este resultado es vilido para un sistema S’ de dimensién arbitraria M. El operador (6.4)
se reduce en este casoald = U @ [1)(0] + UT ® |0)(1] y es directamente hermitico, con
autovalores '27/2 = 41 parak = 001, M veces degenerado. Sildf = exp[—iT], el
operador J involucrar4 acoplamientos entre S'y T a menos que UT oc U.

Consideremos ahora el caso en el que S = A + B, con B también un gubity U =
I4 ® Up. Si|g) = 1/P|0)4|0) 8 4 1/q|1) 4|1) B, con [0),, |1),, estados ortogonales y
p,q > 0,p+ q = 1, tenemos pgy = p|0)p(0| + ¢|1)5(1]. La Ec. (6.31), es decir, el
estado de historia para el subsistema BT, es el estado no puro

per = p|Wo) (Yol + q| W) (¥q], (6.35)

donde |¥;) = (|5)5|0) + Us|j)5|1))/v/2 es el estado de historia asociado al estado
inicial [j) p.
Dado que (6.35) es un estado de dos gubits, su entrelazamiento de formacién es sim-

plemente una funcién creciente de la concurrencia [128, 129], la cual puede evaluarse ana-
liticamente. En este caso adopta la expresion simple
P P P

C(psr) = |p — ql|(1|UB|0)] (6.36)

donde |(1|Uz|0)| = [{0|Ug|1)| = /1 — [{0]Ug|0)|? es el overlap entre el estado evo-
lucionado de By el estado inicial ortogonal. La Ec. (6.36) es el resultado obtenido para el
caso puro (¢ = 0, C(ppr) = |(1|Ug|0)|) disminuido en un factor |p — ¢|, anuldndose
si pop es maximamente mezclado.
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

El entrelazamiento de formacién cuadrético Fo(B, T') es el cuadrado de la concurren-
cia (6.36) y tiene entonces la expresién

Ey(B,T) = C*(psr) = (p—q)*[(1|UB|0)[?
= 1- F*(ppo, UpppoU}) , (6.37)

donde F(ppo, Upp BOU]TS) = Tr\/ pgg U BpBOUlT; ,0}3/02 es justamente la fidelidad entre

los estados reducidos inicial, pgg = p[0)(0 + ¢|1)(1| y final, pp1 = UB/)BOU}E, de B.
La Ec. (6.37) generaliza asi la expresién (6.34) (a la cual se reduce si el estado inicial ppy
es puro). Muestra que para un reloj qubit y una evolucién unitaria, el entrelazamiento
sistema tiempo estd completamente determinado por la fidelidad entre el estado final e
inicial del sistema, tanto si este es puro o mezcla. Notar a su vez que Ey(S,T) = 1 —
Ip(0|Ug|0) + ¢(1|Up|1)|* > E5(B,T), en acuerdo con desigualdades de monogamia
(109, 130], coincidiendo si y solo si pg = 0 (caso puro).

6.3.4. EL LiMITE CONTINUO

Consideremos ahora que el sistema S es un gubit, siendo T" de dimensién N (t =
0,..., N —1).Este caso, a su vez, representa la evolucion entre un estado inicial |1)y) y un
estado final [t/ ¢) en un sistema S de dimensidén arbitraria si todos los estados intermedios
|{hy) pertenecen al subespacio generado por [¢g) y |1f), de forma tal que la evolucién
completa este contenida en un subespacio de dos dimensiones. Si escribimos a los estados
del sistema como

|¢t> :Oét|0>+6t|1>7 t:07...,N—1, (638)

con (0|1) = 0y |ax|? 4 |B¢|* = 1, podemos reescribir al estado (6.1) como

1
V) = \/_NHO)(Z:O%H))—"|1>(thﬁt|t>)]
= a|0)|go) + B|1)[¢1) (6.39)

donde |¢g) = ﬁ dooault), o) = f;Nﬁ > Bi|t), son estados normalizados, pero no
son necesariamente ortogonales, de 7"y todas las sumas sobre ¢ son desde 0 hasta N — 1,

1 1
2 _ 2 g2 _ 2 _ 2
o’ =5 Et lagl?, p° = I Et 1B =1—a". (6.40)

Los coeficientes de Schmidt del estado (6.39) estan dados por

con

ps = 5(1% VT — 407321~ [oilo0) ). (641
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6.3 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

De esta forma, se obtiene

Ey(S,T) = 4pyp- =40’ (1 = [(61]¢0) )
= 48 =), 7= I S Bl (64

resultado que surge también directamente a partir de la Ec. (6.20).

Consideremos, por ejemplo, los estados

ot
N -1

ot

Wt> = COS( N —1

)]0) + sin(

), (6.43)

tal que S evoluciona desde |¢)g) = |0) hasta
|5} = cos ¢[0) +sin¢|1),

en N — 1 pasos a través de estados intermedios equiespaciados contenidos dentro del
mismo plano de la esfera de Bloch de S. El entrelazamiento S — 7' de esta evolucién con
N tiempos puede evaluarse directamente con las Ecs. (6.40)—(6.43), las cuales conducen
a

sin? (22)

N2 sinQ(%) .

Ey(S,Ty) =1 — (6.44)

Para el caso de un solo paso (N = 2), se recupera de (6.44) la Ec. (6.34) (Ex(S,Ts) =
1 —cos® = 1= [{¥ole)]?)-

Sig € [0,7/2], E5(S, Tn) es una funcién decreciente de N ( y una funcién creciente
de ¢), pero ripidamente satura, alcanzando un limite finito para N — 00, es decir,

sin? ¢
-

Por consiguiente, el entrelazamiento sistema-tiempo decrece a medida que aumenta el
ntimero de pasos a través de estados intermedios entre [t¢)g) y |1/ f), reflejando una dismi-
nucién en la distinguibilidad entre los dichos estados, pero continua siendo finito para
N — 00. Atn en este limite, sigue siendo una funcién creciente de ¢ para ¢ € [0, 7/2],
alcanzando el valor maximo 1 — 4/7? ~ 0,59 cuando ¢ = /2, es decir, cuando el
sistema evoluciona a un estado [1)f) = |1) ortogonal a |1)g) = |0). Por otro lado, se
anula como & ¢?/3 para ¢ — 0. Por lo tanto, comparando con la evolucién en un solo
paso (N = 2, E5(S,T) = 1 — |[(14]1bo)|? = sin® ¢), el cociente By (S, Two) / Ea(S, T3)
aumenta desde 1/3 para ¢ — 0 hasta ~ 0,59 para ¢ — 7/2.

Ey(S,Ty) =1

(6.45)

Si ¢ aumenta por encima de 7/2, los coeficientes oy, [3; dejan de ser todos positivos y el
entrelazamiento puede aumentar por encima del valor ~ 0,59 debido ala disminucién en
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6 Entrelazamiento Sistema-Tiempo

el overlap , reflejando una mayor distinguibilidad promedio entre los estados evolucio-
nados. De hecho, el entrelazamiento E5 (.S, T,) alcanza el valor 1 en ¢ = 7 (y también
km, k > 1 entero), es decir, cuando el estado final es proporcional al estado inicial luego
de haber cubierto el circulo completo en la esfera de Bloch, dado que para estos valores
los estados de tiempo |¢g) y |¢1) en (6.39) se vuelven ortogonales y con pesos iguales. Es
asu vez notable que para ¢ > /2, E5(S, Ty ) no es necesariamente una funcién decre-
ciente de IV, ni una funcién creciente de ¢, exhibiendo oscilaciones: E5 (S, Ty) = 1 para

¢ =kn(N —1)/N,k#IN,y Ey(S,Tn) — 0para¢ — Im(N — 1), con [ entero.
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7 EsTADOS HISTORIA DE SISTEMAS Y
OPERADORES

“Le temps est invention, ou il n’est rien du tout.”

Henri Bergson

En este capitulo profundizaremos el estudio del estado historia (6.1) que se introdujo
en el capitulo anterior, analizando distintas propiedades y representaciones. En particu-
lar, mostraremos que para un estado inicial fijo existe siempre una base especial de tiempo
para la cual la evolucidn resultante corresponde a un Hamiltoniano constante y el esta-
do historia satisface una version discreta de una ecuacién tipo Wheeler-DeWitt [21]. A
su vez, demostraremos que el entrelazamiento del estado historia es siempre mdximo, in-
dependientemente del estado inicial, cuando los operadores evolucién forman una base
ortogonal, pudiendo ser incluso generado de forma simple por medio de un esquema de
dos relojes, donde los relojes estdn vinculados a sistemas de variables conjugadas.

Luego, analizaremos la entropia de entrelazamiento cuadritica de los estados historia,
mostrando que se puede evaluar analiticamente para Hamiltonianos constantes y que
estd acotada superiormente por la entropia de la dispersién de energia del estado inicial.
Por otro lado, demostraremos también que se encuentra acotada inferiormente por la
entropia de entrelazamiento de la evolucién geodésica que conecta estados inicial y final.

Finalmente demostraremos que su promedio sobre todo estado inicial del sistema es di-
rectamente proporcional ala entropia de entrelazamiento cuadrdtica del operador [131-134]
unitario que genera el estado historia. Asimismo, mostraremos que el estado puro que
representa a este ultimo operador es en si un estado historia de operador, cuyo entrelaza-
miento cuadritico determina su entangling power. Y por medio de medidas en el reloj es
posible utilizar los estados historia de sistema y de operador para determinar de forma efi-
ciente el overlap entre estados del sistema y también la traza del operador evolucién para
dos tiempos cualesquiera. En el caso simple en el que el reloj es un gubit, esto se reduce a
la traza del operador unitario de evolucién, recuperdndose el resultado del circuito DQCI
(Deterministic Quantum Computation With 1 Quantum Bit [25]).

Las investigaciones descriptas en este capitulo dieron lugar a las publicacién cientifica
[22].
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7 Estados Historia de Sistemas y Operadores

7.1. EsTtADOS HIisTORIA DISCRETOS

En esta seccién analizaremos el formalismo del capitulo precedente con mayor profun-
didad. Consideramos nuevamente un sistema bipartito S + 1" descripto por un estado
puro |¥) € Hgs @ Hr, con Hy de dimensién N finita. Cualquier estado normalizado
| W) se puede escribir en la forma de estado historia:

vy = SIS, 7.1)

donde [t),t = 0,..., N — 1, son estados ortogonales de T ((t|t') = 0u) y |S;) son
estados de S (los estados del sistema en (6.1) eran |t);), en adelante se utiliza la notacién
|St) para los mismos), en principio no necesariamente ortogonales ni normalizados. No
obstante, deben cumplir ) *,(S;|Sy) /N = (¥|¥) = 1.

Consideremos nuevamente al operador unitariold = ), Uy ;1 ® [t) (t — 1], Ec. (6.4),
que traslada en el sistema completo S + 7. Si | W) satisface la ecuacién de autovalores

Uy =), (7.2)
los estados |.S;) evolucionardn de forma necesariamente unitaria con t:

Sy = VN(HY) = VN(tu|D)
= Ure-1|Si-1) = UilSo) (7.3)

donde U; = Uyy—y...Uyp, con Uy = 1. Por lo tanto, los estados |S;) tendrin todos
norma uno si |¥) estd normalizado. Es decir, la evolucién unitaria de los estados | S;)
emerge naturalmente al imponer la condicién de que | V) sea un estado invariante frente a
U. Elestado (7.1) constituye asf una version discreta de dimensién finita del estado historia
continuo del formalismo propuesto por Page y Wootters [10, 12]. Ademds, escribiendo
U = exp|—iJ], con J hermitico, la Ec. (7.2) es equivalente a

J) =0 (mod2m), (7.4)

la cual representa una version discreta ciclica generalizada de una ecuacién estitica de
Wheeler-DeWitt [21]. Notemos, sin embargo, que en general 7 involucrard términos de
interaccién S — T'si U; ;1 depende de t.

Una evolucién unitaria de los estados | S;) se obtiene también si |V) es cualquier au-
toestado de U, es decir, si U| W) es proporcional |¥): los autovalores de U son e ~27k/N,
k = 0,...,N — 1,y sus autoestados |¥}) tales que U|¥}) = e_iQ”k/N\\I/k) tienen
entonces la forma (7.1) con |S;) satisfaciendo una evolucién unitaria trasladada: |S;) =
ek INT  1|S_1) = e2™/N 1,1 S5). Como hemos visto, cada autovalor tiene igual de-
generacién que la dimensién del espacio del sistema, dg = dim#Hg, con su autoespacio
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generado por estados historia ortogonales |} ) asociados a dg estados iniciales ortogona-
les | SL): (WL|WY,) = G (SEISY) = Sppr o™
SiU; -1 esindependientedet V¢ = 1,..., N, podemos escribir

Up—1 = eXP[_iHS] ) (7.5)

con Hg un Hamiltoniano hermitico fijo del sistema S’ con autovalores 27k /N, k entero.
El operador (7.2) se vuelve entonces separable: U = exp|—iHg| ® exp|—iPr|, implican-
do

J=Hs®1+1® Pr, (7.6)

donde Pr es el generador de traslaciones en el tiempo, cumpliendo e /7|t — 1) = [¢) V
ty Prlk)r = %U@T, con |k)7 la DFT de los estados |t):

1 .
k) = _NE e NI k=0,...,N—1. (7.7)
t

La Ec. (7.4) con J dado por (7.6) constituye asi una version discreta ciclica de la ecua-
cién estdndar de Wheeler-DeWitt [12]. La ecuacién resultante (¢|7|V) = 0 (mod 27),
conduce a

— (t|Pr|W) = Hg|S;) (mod?2m), (7.8)

que es una version discreta ciclica de la ecuacién de Schrédinger: dado que

01 S
— (t|Pplt') =i = Y PRI, (7.9)
Ot N £

para N — 0o obtenemos —(t| Pp[t') — id'(t — t') y —(t| Pp|¥) — i2]S;).

7.1.1. REPRESENTACIONES DE EsTADOS HISTORIA

Considerando una base ortogonal arbitraria {|¢) } de H g, se puede reescribir [ ¥) como
1
)= lgt) 7.10
v =5 ; v(g,t)lat) (7.10)

donde |qt) = |¢)|t) y ¥ (q,t) = {q|S;) = V' N{qt|¥) es una “funcién de onda”, que
cumple una evolucién unitaria con t: ¥(q, t) = > (q|Us-1]¢)¥(q',t — 1).

Luego, podemos obtener la descomposicién de Schmidt de |¥), que en este capitulo
la escribiremos como

U) = M lk)s | = k)r, (7.11)
k
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donde Ay, > 0 son los valores singulares de la matriz (g, t)/ VN y |k) s(r) estados orto-
normales de S (T) derivados a partir de la descomposicién en valores singulares de ¢/(q, t),
con | —k) = |N — k). Estos estados son los autoestados de los estados reducidos pg(ry =
Trr(sy [U)(¥], con A\j sus autovalores. Mientras que los estados |S;) o< (¢|¥) no son
necesariamente ortogonales pero son equiprobables, los estados |k)s o< 7(—k|¥) son
todos ortogonales pero no necesariamente equiprobables, con A? representando una pro-
babilidad de “permanencia”.

En el caso constante (7.5)-(7.6), los estados de Schmidt |k) s y |k) 7 son simplemente
los autoestados de Hg y Pr:

21k 27k

Hslk)s = T“@S; Pr|k)yr = T’k>T, (7.12)

dado que |S;) = e 5t Sp) = 37, Ape 2N | k) 5, con Ay, = (k| Sp), y por lo tanto

1 .
‘\P> - Z )\ke—zQWkt/N’k>S|t> = Z >\k|k>5" — k’>T , (713)
VN Tt %

con |k) 7 los estados estrictamente ortogonales (7.7). Los coeficientes de Schmidt A, re-
presentan en este caso la distribucién de |.Sy) sobre distintos autoestados de energia (en
caso de degeneracion, A, |k) g denota la proyeccién de |Sp) sobre el autoestado de energfa
2k /N (mod 27), con A7 la probabilidad total de medir esta energfa en |Sp)). Se puede
entonces apreciar claramente, a partir de la Ec. (7.6) para J y la forma (7.11) de la repre-
sentacion de Schmidt, que | V) satisface la ecuacion de Wheeler-DeWitt (7.4), la cual se
convierte asi en una condicién de momento total cero: ks + kr = 0 (mod N).

Mostraremos ahora que en el caso general de operadores unitarios arbitrarios Uy 41
en (7.2), para cualquier estado inicial |Sy) dado, existe una base ortogonal de Hr (base
especial de tiempo) para la cual los correspondientes estados de .S evolucionan de acuerdo
a un Hamiltoniano constante Hg. Simplemente es necesario usar la DFT inversa de los

estados de Schmidt |k)7 de (7.11),

7= J% > e TNk, (7.14)
k
conk,7 = 0,...,N — 1 (si el rango de Schmidt es menor a N, los estados |k), de

(7.11) se pueden completar con estados ortogonales), que no coincidirdn en general con
los estados originales |t). Luego, el estado (7.11) puede reescribirse como

9= S e s - — SS9
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donde ‘
1S:) = e PRTIN N k) (7.16)
k

tiene una evolucidn unitaria determinada por un Hamiltoniano constante Hg definido
sobre los estados de Schmidt |k) ¢ por la Ec. (7.12):

15.) = VN(7|¥) = exp|—iTHs]|Sr—0), (7.17)

con |S;—9) = Y, Ak |k)s,enlaFig. 7.1 se presenta un esquema del circuito que genera el
estado historia 7.15. Los coeficientes de Schmidt \;, pueden entonces interpretarse como
la distribucién de |\S;—p) sobre estos autoestados de energfa. En términos de los operado-
res Hg y Pr definidos por la Ec. (7.12), | W) satisface la Ec. (7.4) también para un operador
J efectivo de la forma (7.6).

Si ahora asumimos dg = N (la descomposicién de Schmidt selecciona en cualquier
caso subespacios de igual dimensién en S'y en T") podemos considerar la DFT inversa de

los estados de Schmidt |k)g, [£) = LN S eT2mREN | By o que satisfacen e s |¢) =

|€ 4 1). Estos estados pueden entonces considerarse como estados de coordenada espe-
ciales del sistema, en el sentido que si | S;—o) = |€), entonces |S;) = |€ + 7) exhibe una
correlacién perfecta con los estados |7) del reloj. Luego, se puede reescribira | ) también
como

[0) = o) A lfEr) =D ATy, (7.18)
& 3
donde VN (¢7|¥) = A¢_, depende solo de la diferencia & — 7,y

1 .
Ae = —— § e 2RI N (7.19)
N k

es la DFT de los coeficientes de Schmidt \g, con [V¢) = \/LN Y. 1& + 7)|T) estados

historia ortogonales maximamente entrelazados: (V¢ |We) = 0ger (aqui | + 7) = |€ +
T—N)si¢+7 > N).

La representacién (7.18) es entonces la “conjugada” de la representacién (7.11), expre-
sando |¥) como una superposicién de estados historia méximamente entrelazados. Al
igual que (7.11), es simétricaen S — T': Estados |S;) = VN {(r|¥) = Zg Ae_-|€) evo-
lucionan de forma unitaria con 7 (Ec. (7.17)) mientras que estados |T¢) = /N (£|T) =
> . A¢e_;|T) evolucionan de forma unitaria con &:

Te) = VN(E|W) = exp[—i&Pr]|Teo), (7.20)
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con |U) = \/LN >-¢ 1)1Te), donde [Te—o) = > Ak| — k)1, complementando las Ec.
(7.17)y (7.15).

Como se menciond en el capitulo precedente, a partir dela descomposicién de Schmidt
(7.11) se puede evaluar la entropia de entrelazamiento sistema-tiempo como

E(S,T) = S(ps) = S(pr) = — Y _ Ailogy A (7.21)
k

Recordemos que para Uy ;_; constante (Ec. (7.5)), E(S,T') es simplemente una medida

de la distribucion de energia (mod 27) del estado inicial, dado que A\, = s(k|S)). Para

Uy +—1 no constante, la representacién (7.15) permite ahora una interpretacién similar de

(7.21) en el caso general, en términos del Hamiltoniano H efectivo definido por (7.12).
Por otro lado, la entropifa determinada por la distribucién conjugada |A¢|?,

E(S,T) = =) |Ae[ logy [Ac[*, (7.22)
3

mide la distribucién de |¥) sobre evoluciones mdximamente entrelazadas, o de forma
equivalente, la distribucién de los estados especiales del sistema |€) para un dado estado
|7) del reloj (o viceversa), y es una medida de la incerteza temporal. Se anula cuando | V) es

méximamente entrelazado (A¢ = d¢ o si Ay = \/LN V k), en cuyo caso hay una sincroniza-

cién completaentrelosestados |€) del sistemay |7) del reloj (| V) = LN >er0erE)]T))s

y es méxima para un estado estacionario (A¢ = \/Lﬁ V& si Ay = dk0), en cuyo caso los
estados [€) y |7) del sistema y reloj estdn completamente descorrelacionados como se ve
a partir de (7.18) (|¥) = % |£7)). Estas dos entropfas satisfacen la relacién de incerteza
entrépica [16] (ver también [20, 114-116])

E(S,T)+ E(S,T) > log, N, (7.23)

que se satura en los limites anteriormente descriptos. Esta ecuacién extiende la validez de

la expresidén (6.28), desarrollada en el capitulo previo para el caso de U ;_1 constante, al
p p tt—1

caso general.

|Sr—0) e ST —— }S

0,) —] Fron l br

Figura 7.1: Circuito esquemdtico que representa la generacién del estado historia(7.15) escrito en la
base de tiempo especial |7), donde el sistema evoluciona de acuerdo a un Hamiltoniano
constante Hg.
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7.1.2. Base CoMPLETA DE OPERADORES EvoLUCION

Si bien para un Hamiltoniano constante el entrelazamiento sistema-tiempo (7.21) de-
pende claramente del estado inicial |Sp), esta dependencia se verd atenuada cuando los
operadores U, ;1 dependen de t y no conmutan entre si: Si estos no tienen ningdn auto-
valor comn, el estado de historia |¥) = LN > Ut|So)|t) estard entrelazado para cual-
quier |Sp). El caso extremo es aquel en que los operadores unitarios U, de (7.3) forman

una base completa ortogonal de operadores de S, tal que N = d% y
T [UUy] = dgbpr, t,t' =0,...,d% -1, (7.24)

con dg = dim Hg. En este caso el estado historia (7.1) es mdximamente entrelazado para
cualguier estado inicial | Sp):

E(S,T) =log,ds, (7.25)

tal que [¥) = =37, [k)s| — k)7 ¥ |So).

Demostracion: Se puede ver ala Ec. (7.24) como el producto escalar entre vectores colum-
na ﬁUt de una d% x d% matriz unitariaf de elementos ;;; = ﬁ (1|U¢|7), con{]7) }
cualquier base ortonormal de S, tal que (7.24) es equivalente a LU = 142 Luego, esta
matriz satisface también UUT = Lgz, es decir, 3, (i|Ut|j) 1Nk = ds6x0;1, lo que
implica ) , U|7) (] Ul = dg6j; 15 yluego

> USo)(SolUf = ds (S5]So) 1s (7.26)
t

para dos estados cualesquiera | Sp), |S) de S. Luego, el conjunto {U;/+/ds} forma un
canal despolarizante (depolarizing channel) completo en S: Para |Sp) = |5, laEc. (7.26)
conduce a un estado reducido mdximamente mezclado ps = Trp|V) (V| para cualguier
estado “semilla"|Sp):

1 1
ps == > Ui So)(SolUf = ols: (7.27)
St

La Ec. (7.27) conduce a la Ec. (7.25). O

Por lo tanto, una base ortogonal completa de U, asegura que el sistema visitard d g esta-
dos ortogonales independientemente del estado inicial |Sp). La descomposicion de Sch-
midt (7.11) seleccionard entonces un subespacio de H7 de dimensién dg conectadoa S’ a

. 1 .
travésde | V). Alser dg veces degenerado Ay = —2= V' k, cualquier base ortogonal {| k)7 }

de este subespacio se puede utilizar en (7.11), con todoslos estados |k) s = v/dg 7(—k| V)
directamente ortogonales.

107



7 Estados Historia de Sistemas y Operadores

Una eleccién conveniente de base ortogonal es provista por los operadores de Weyl
[135-137]

Uy = Uy, = expli2npQ)/dg] exp|—i2mqP/ds], (7.28)
dondep,q=0,....ds— 1t = qds+p,Qla) = ql), PIp) = plp) y {|a)}, {!p>} son
bases ortogonales de S relacionadas a través de una DFT: |p) = 113 pOME e?mpalds | g,

Estos satisfacen, para cualquier autoestado |gp) de @,
Upglao) = €™ @+9/%5 g5 4 g) (7.29)

lo que implica la Ec. (7.24), es decir, Tr U, ;, o Upg = ds0q/40pp.

( )

|So) Up Ug }S

0) — H®" l

T

|0) — F©n ®

. J

Figura 7.2: Circuito esquemdtico que representa la generacién de un estado historia mdximamente
entrelazado | V), independientemente del estado inicial |.Sp). El sistema T estd forma-
do por dos relojes con espacios de Hilbert de dimensién 2" = dg, que controlan la
evolucién del sistema .S por medio de operadores control sobre variables conjugadas.

Es notable que la evolucién discreta bajo estos operadores se puede obtener por medio
de laaplicacién de tan solo dos unitarias diferentes Uy ;_; al estado precedente (aqui m >
1, entero):

27Q/ds t?é mds
U1 = { e—i27P/ds pi2rQ/ds ¢ _ mdg (7.30)

Por ejemplo, si S es un gubit (dg = 2) se pueden tomar ) = (1 —0,)/2, P = (1 —
0,)/2, con e7Q/ds = g e=2mP/ds — 5 Luego,

) = 115010} + -0} 1) + ulSobl2) + o 50 3)

es mdximamente entrelazado V' |Sp) (E(S,T") = 1),con|Sy) = 0.|S), |S2) = —io,|S1) =

02]50) y [S5) = 0:[52) = i0y|S0)-
En el caso general, es natural considerar al sistema 1" como si estuviera formado por
dos relojes con espacios de Hilbert de dimensién dg, los cuales gobiernan Hamiltonianos
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independientes del tiempo Hy = —21(Q)/dsy Hy = 2w P/dg en S, y escribir al estado
historia (7.1) para estos operadores (7.28) como

1
) = & > Ul So)p) 1 lg) s (7.31)

p,q

lo cual se puede ver como la representacién de un estado historia donde cada estado es a
su vez un estado historia. Por lo tanto, este esquema se puede implementar a través del
circuito que se muestra en la Fig. 7.2.

7.1.3. ENTRELAZAMIENTO SISTEMA-TIEMPO: EXPRESION
ANALITICA

Obtener una expresién analitica para la entropia (7.21) requiere, en el caso general, la
determinacién delos valores singulares Ay, es decir, los autovalores A? de ps o pr,locuales
dificil para estados generales en espacios de dimension grande. Por lo que es conveniente
utilizar la entropia cuadrética utilizada en el capitulo precedente,

Sa(p) = 2(1 = Trp?), (7.32)

la cual no requiere conocimiento explicito de los autovalores A;, y es simplemente una
funcién lineal decreciente de la pureza Tr p?. Recordemos que al igual que la entropfa de
von Neumann, se anula si y solo si el operador densidad p es puro (p* = p) y es maxima
siy solo si p es médximamente mezclado (con Sz(p) = 1 para un estado méximamente
mezclado de un qubit). Satisface también la relacién de mayorizacién Sz (p") > Sa(p) si
p' < p[113,138]. La entropia de entrelazamiento S — 71" asociada es (Ec. (6.20))

Ey(S,T) = Sy(ps) = Salpr) =2(1 — Z ) (7.33)
K

= 2(1— 3= D> 1SS, (7.34)

it

y puede determinarse simplemente a partir de los overlaps entre los estados evolucio-
nados. Se anula para estados estacionarios y alcanza su maximo 2(1 — +) cuando to-
dos los estados | S;) son ortogonales. Cuando los operadores evolucién forman una base
completa ortogonal (Ec. (7.24)), se verifica que Zt,t’ |(S¢]Sw)|? = d%, de modo que
Ey(S,T)=2(1—- %), que es el valor para una pg méximamente mezclada.

Los overlaps (S;|Sy), t # t' son también experimentalmente accesibles a través de una

medida en el reloj 7" de los operadores no diagonales |t') (]:

%<5t'|5t> = (V[Ls @ [t')(t|[¥) = (o7,) +iloy,), (t#1) (7.35)
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donde 0§, = |t/)(t| + |t)(t'], op, = (|t')(t| — |t)(t'|)/i son operadores de Pauli her-
miticos para el par ¢ # t'. Luego, la Ec. (7.34) se puede determinar experimentalmente.
Pueden también utilizarse otros métodos para medir la pureza directamente [111, 112].

Consideremos ahora el caso de la evolucién para un Hamiltoniano general constante H
de espectro arbitrario para el sistema S, tal que U; = e~V ¢, A diferencia de (7.21), la
Ec. (7.34) puede en este caso evaluarse explicitamente. Escribiendo

1S0) = Y _ ekl Er), H|Ey) = Ey|Ey) (7.36)
k

se tiene |S;) = Y, e "Frley| E)). Considerando tiempos equiespaciados ¢ = t; NL;l,
j=0,..., N —1,laEc. (7.34) se convierte en

1 Cp
E(S,T) = 21— 15> | lafe 0P (7.37)
tt k
SIN” — 50—
= 2 Z ]ckck/\Q 1— - Q(EN:lE) n . (738)
k£k! N2 Sln2 %

La Ec. (7.38) es esencialmente una medida de la dispersién en energfa |cx|* = |(Ex|So)|?

de |:Sp) sobre autoestados | E};) con distinta energia (como el término entre corchetes en
(7.38) seanula para £, — By — 0mod 27TNt—;1, depende solo dela suma Ci = lcr %,

con [ denotando la degeneracién (mod 2#%)).
s

A su vez, se puede obtener el resultado exacto para una evolucién continua a partir de
(7.38), tomando el limite N — oo:

2

gin? ( (Ex—Ep )ty )
Ey(S,T) = 2 |ewew|*|1 - ] (7.39)

(E —F /)t
Py (%)2

. . . |Ex—Eyr|t
Para N finito, la Ec. (7.39) vale de forma aproximada siempre y cuando =" < 1

V k # k' con peso no nulo |cicx| > 0. Notemos también que permanece finita en este
limite en el caso general.

DPara t; pequenio tal que |Ey, — Ey|t; < 1V Ek, k', una expansion a segundo orden
en At muestra que (7.38)—(7.39) son proporcionales a la fluctuacion de energia en |Sp):
[(Se]Si))? = 1 — (AH)*)(t — t')*, con AH = H — (H) y (O) = (S50|0|So),

implicando

N+1

m<(AH)2> ty = 1<(AH)2> t. (7.40)

N—o0 3

EQ(S, T) ~
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Por lo tanto, E5(S,T') resulta proporcional al cuadrado de la velocidad /((AH)?) de

la evolucién cudntica continua de acuerdo a la métrica de Fubini-Study [139, 140].

7.1.4. ENTRELAZAMIENTO SISTEMA-TIEMPO: COTA SUPERIOR E
INFERIOR

A partir de la Ec. (7.38), se ve que E» (S, T") estd acotada superiormente por la entropia
cuadritica de la distribucién en energfa |cy|?:

Ey(S,T) <2 ferewl =2(1 =) |al*), (7.41)
k

k£k!

lo que corrobora el resultado general previo (6.25). Para una distribucién dada {|cx|?}, el

valor méximo (7.41) se obtiene para un espectro equiespaciado de la forma

N — 127k
t, N

Ep = +C, (7.42)
con k entero € [0, N — 1], dado que en este caso el término entre corchetes en (7.38)
toma su maximo valor 1 V k #£ k'

El espectro (7.42) es simplemente la Ec. (7.12) para el Hamiltoniano escalizado Hg =
%(H — C) (paraelcualt =0, ..., N — 1), tal que los estados de energfa | E};) pasan
aser los estados de Schmidt |k) g de (7.11) y | ¢k | los coeficientes de Schmidt . Para otros
espectros, los estados |k) 7 = \/LN S, e Ertt) en

1 A -
0) = —= > ae B[t = ) clEnlk)r, (7.43)
\/N; k K zk: k| Ex) k)T

no son necesariamente todos ortogonales, de modo que E(S, T') serd generalmente me-
nor (Ec. (6.25)). Sin embargo, para N grande y t ; no muy pequefio, los estados |k)7 serén
tipicamente aproximadamente ortogonales, por lo que la desviacién respecto de la cota
superior (7.41) no serd muy notable, siendo significativa solo en la presencia de quaside-
generaciones en el espectro: el término entre corchetes en la expresion (7.39) (N — oo)
se anula solo para B, — E}y, siendo cercano a 1 para |Ey, — Ej/|tf/2 > m, mien-
tras que el de (7.38) (/V finito), que es una funcién periédica de Ej, — Ej con periodo
Ay = 27rNt—;1, se anula para B, — Ei + mAy, m = 0 o entero, siendo cercano a 1

siempre que | E), — By — mAy|ty/2 > .
Por otro lado, la Ec. (7.39) también admite una cota inferior para estados iniciales y
finales fijos |So) y |Si,) = >, cke” "+ | Ey), la cual se alcanza cuando la evolucién
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(sobre N tiempos equiespaciados t = thL;l bajo un H constante) permanece en el
subespacio generado por |Sy) y |Si;):
.2 N

S1n N-1

-1
. Y
N2sin? i_l

donde ¢ € [0, 7/2] estd determinado por el overlap entre los estados inicial y final:

cos ¢ = [(SolSi, ) = | Y _ lexl?e™ . (7.45)
k

Escribiendo el estado final como
|St,) = e (cos ¢|So) +sin ¢|Sy)), (7.46)

donde (S;-|So) = 0, Ex"(S, T') esel resultado de la Ec. (7.38) para una evolucién basada
em un Hamiltoniano de dos niveles
Hmin — ﬁay 4 l

ty

: Loy = —ilS) S~ ISOS) . 747)

de forma que

|SP) = exp[—iH™"t]|S)
e/t (cos %]5@ + sin %;|SOL>) : (7.48)

con |Sf;i“> = |S,).

La demostracién de (7.44) se encuentra en el apéndice, pero el resultado es fisicamente
claro: El entrelazamiento S —T" es una medida de la distiguibilidad entre estados evolucio-
nados, y el valor minimo es entonces obtenido para una evolucién dentro del subespacio
que contiene a los estados inicial y final, donde todos los estados intermedios serdn mds
préximos que en una evolucién general. Esta evolucidn, descripta por la Ec. (7.48), proce-
de precisamente alo largo de la trayectoria geodésica determinada por la métrica de Fubini-
Study [139, 140], como se puede apreciar en la figura 7.3, saturando la cota para tiempo
minimo provista por Mandelstam-Tamm [141,142] AtAE > cos™(|(So|Si,)]) = ¢

(At =ty AE = \/((AH™")?) = ¢/ty).

Como comprobacidn, parat; pequefio de modo que |Ey, —Ej/ |ty < 1V k # k', una
expansion a cuarto orden de (7.38) y (7.44) conduce a

Ey(S,T) — Ey™(S,T) =~ s[((AH)*) — ((AH)*?t; > 0, (7.49)
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» N

Figura 7.3: Representacién en la esfera de Bloch efectiva de la trayectoria geodésica que conecta
dos estados iniciales y finales arbitrarios.

donde x = WHDW=_DWNZA/) o gy N > 2, Luego, se verifica que la diferencia (7.49)

60(N—1)3
es no negativa y de cuarto orden en ¢, siendo proporcional a la fluctuacién de (AH)?.
La dltima se anula para la evolucién geodésica, donde AH = AH min %ay y por lo

tanto ((AH™™)4) = ((AH™)2)2 = ¢4/t4,implicando Eyo(S,T) = E(S,T). Tal
fluctuacién representa un coeficiente de curvatura que mide la desviacién respecto de la
trayectoria geodésica [140, 143].

Para¢ € [0, 7/2],lacota(7.44)es, claramente, una funcién creciente de ¢ para N > 2,
es decir, de la distancia de Wootters (ver 2.37) [144]

s(150), 15¢,)) = 2arc cos([(So| St,)[) = 2¢

y por lo tanto una funcién decreciente del overlap |(S;,|So)|. Es también una funcién
decreciente de N > 2 para ¢ € (0, 7/2]. El valor minimo es entonces obtenido en el
limite continuo N — o0, donde EX"(S,T') — 1 — (sin® ¢)/¢?. Luego, podemos
escribir para cualquier N' > 2,

sin? ¢

E2(S7T) > 1- ¢2

(7.50)
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7.2. ENTRELAZAMIENTO DE OPERADORES Y
REPRESENTACION DE EsTaDO PURO

Con el fin de aplicar el formalismo previo alos propios operadores de evolucién, en esta
seccidén describiremos brevemente el concepto de entrelazamiento de operador [131-134]
y la representacién de los mismos por medio de estados puros.

Cualquier operador WV para un sistema bipartito A+B se puede expandir como

W =Y M;C;® D, (7.51)
1,7
donde C; y D; son operadores ortogonales para A y B respectivamente, los cuales satisfa-
cen

Tr CCy = 6;yda, TrDID; = 6;dp . (7.52)

Por lo tanto, M;; = ﬁTr [Cj ®D} W]. Podemos utilizar, por ejemplo, los operadores
de Weyl (7.28) para las bases {C; }, { D; }.

Las Ecs. (7.52) implican Tr [WW)] = dadgTr [MTM]. Si W es unitario, enton-
ces Tr [MTM] = 1, lo cual implica que los ndmeros {|M;;|*} son en este caso, pro-
babilidades estandar. Por medio de la descomposicién en valores singulares, podemos
escribir la matriz M de d4 x d% como M = UDVT, donde U y V son matrices uni-
tarias y D es una matriz diagonal con entradas no negativas AV los cuales satisfacen

S (AY)? = Tr MTM = 1. Podemos, por ende, reescribir W en la forma de Schmidt

W= MA@ By, (7.53)
k

donde Ak = Zz Uzkcz y Bk = Zj
gonales para Ay By satisfacen Tr ALA; = d 40y, Tr B,];Bl = dpdy. La entropia de

entrelazamiento de von Neumann de WV se puede entonces definir como

Vﬁi D, son nuevamente bases de operadores orto-

E(W) ==Y _(\)?log,(\Y)*. (7.54)

De forma similar, E5(W) = 23, (1 — (A)Y)*). Estas entropfas se anulan cuando W
es un producto de operadores unitarios locales, y son méximas cuando W es una suma
uniforme de d? productos Ay ® By, con d = Min[d, dp].

La analogia previa entre operadores y estados puede describirse de forma clara y ele-
gante a través del isomorfismo de Choi [23, 24, 145-147]. Cualquier operador O en un
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sistema con un espacio de Hilbert # de dimensién d puede asociarse con un estado puro

|0) € H ® H, dado por
0) = (0@ 1)) = WZ %%momq'mm 7:55)

donde [1) = f >4 |@)|q) es un estado méximamente entrelazado en H @ H y {[q) }

una base ortonormal De esta forma,

1
0|0y = STr [0T0]. (7.56)
Por consiguiente, los operadores ortogonales que satisfacen Tr [0]O;] = dé;;, corres-

ponden a estados ortonormales (O;|0;) = §;;. Y los operadores unitarios U a estados
normalizados |U).
El operador (7.51) puede entonces asociarse con el estado puro (notar que |Lap) =
La) 1))
W) = (W@ Lap)|1a)|15) = Z 4|C) | Dy) (7.57)

donde |C;) = (C; ® 1a)|La), |Dj) = (D; ® ]lBr)|ILB> forman bases ortogona-
les: (Cx|C;) = Opi, (Di|Dj) = Ok;. Luego, M;; = (Cy, D;|W), con WW) =
Tr [MTM].

La representacion del estado en la forma de Schmidt (7.53) adquiere la apariencia es-
tindar

=> NVIAR)|B) (7.58)
k

con (Ag|A;) = 0k = (Bx|By), y la entropia de entrelazamiento (7.54) de un operador
unitario JV puede también expresarse como

EW) =5(pY) =5(pg), PZV(B) = Trpa) W)W, (7.59)
con S(p) = —Trplog, p. De igual forma, Eo(W) = So () = Sa(p¥), con Sy(p) =
2(1 — Tr p?).

7.3. OPERADORES GENERADORES Y ESTADOS HISTORIA
DE OPERADORES

Elestado historia (7.1) puede ser generado a partir de un estado inicial producto |.Sp) |0)
como

W) = W(I @ H*")|S,)]0), (7.60)
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donde H®" denota el operador Hadarmard actuando sobre los n qubsits del reloj (H®™|0) =
N ), con N = 27)y

W= U], (7.61)

el operador control-U; . Expandiendo U, en una base ortogonal de operadores C;, obte-
nemos 1
W=> MC;®|){t, My=—TrClU, (7.62)
ti ds
donde los coeficientes M;; satisfacen ) | ; | My ]2 = %Tr UtTUt = 1, y son, por lo tan-
to, probabilidades estdndar a tiempo ¢ fijo. Dado que los proyectores |t) (t| son también
ortogonales y tienen traza uno, los coeficientes de Schmidt A\}Y de (7.53) son simplemen-
te los valores singulares de la matriz M / V/N.La entropfa de entrelazamiento resultante
(7.54) es la misma que lade W(I @ H®"), dado que difieren solo en una unitaria local.
El estado puro (7.57) asociado con el operador (7.61) es él mismo un estado historia de
operador:

1
W) = I ; \U)IT3) (7.63)

donde [U;) = (U; ® Ls)|ls) = = 22, Uila)la) y |Th) = (T @ Ly)|Ly) = |tt),
con Ty = V'N|t)(t| y (Ty|Tv) = 6. Escribiendo [tt) simplemente como |t), la Ec.
(7.63) es el estado historia estandar (7.1) para un estado maximamente entrelazado inicial
|ls) = \/Ldi >4 10)q) de un sistema bipartito bajo una evolucién local U; @ 1gr, de
forma tal que puede ser generado por el circuito de la Fig. 7.4.

( N
S/

Ut

0) - gron l br )

Figura 7.4: Circuito esquemdtico en el que se representa la generacién del estado historia de ope-
rador (7.63).

El entrelazamiento del estado historia (7.63) es el entrelazamiento de operador (7.54)

de W, el cual es una medida de la distinguibilidad de los estados de operador |U;). Su
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entrelazamiento cuadritico puede evaluarse directamente con la Ec. (7.34), donde ahora

(U|Up) = £Tx [UfU]:

Ex(W) = 2(1 = 5= Y [{U[U) ). (7.64)

tt!

Podemos apreciar de forma inmediata que si N = d% y 0 los operadores {U; } forman
una base completa ortogonal (Ec. (7.24)), el estado historia del operador (7.63) es mdxima-
mente entrelazado:

E(W) = log, ds = 2log, ds , (7.65)

con E,(W) = 2(1 — é), dado que todos los estados |Uy) pasan a ser ortogonales:

(Ut|Uy) = 4. La forma (7.63) es entonces ya la descomposicion de Schmide de |W).

Dado que en este caso el estado historia original (7.1) tiene entrelazamiento maximo
E(S,T) = log,dg para cualquier estado inicial |Sp), este resultado indica una rela-
cién cercana entre el poder entrelazante (entangling power) de VW y su entrelazamiento
de operador, la cual serd determinada a continuacién. Podemos a su vez notar que si los
d% operadores U, no son todos ortogonales, entonces E(U) < 2log, ds.

Para un niimero menor de tiempos N < d%, (W) serd maximasi todoslos V estados
|Uy) son ortogonales. En el caso de un Hamiltoniano constante, con energfas Ej, tal que
U, = e "1/ ¢, entonces

1 o
(U,|Uy) = o D e (7.66)
k

Para N = dg, un espectro equiespaciado Ey, = 27k/N +C,k =0,..., N — 1, (Ec.
(7.42)sit = % J) asegura que todos los | U;) son estrictamente ortogonales: (U;|Uy) =
dw ¥V t,t' (los operadores U, resultantes son de hecho los primeros dg operadores de la
base de operadores de Weyl (7.28)). Por lo tanto, E/(WV) alcanzard el méximo valor para
este espectro:

E(W) = log, ds, (7.67)

compatible con un H fijoy N = dg tiempos. Lo cual, a su vez, es vilido para Ey(WV).
Este resultado estd vinculado con las propiedades extremas obtenidas para este espectro
discutidas en la seccién 7.1.3.

Por otro lado, dado que Uy ;1 = Uy UtT_l, el operador U dela Ec. (7.2) estd relacionado

con W a través de

U =W ® exp[—iPr])WT, (7.68)
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donde exp[—iPr| = >, |t)(t — 1|. El estado puro asociado es también un estado histo-
ria,

1
U) = \/_N ; \Ute—1)|T-1) (7.69)

donde Ty, 1) = VN([t){t — 1| ® 11)|17) = |t,t — 1) son nuevamente estados orto-
gonales. Su entrelazamiento es entonces una medida de la distinguibilidad de los estados
|Uy+—1) asociados a los operadores de evolucidn, y depende del orden de los operadores
Uy, al contrario de £/(WV), se anula en el caso constante (7.5)—(7.6).

7.4. ENTRELAZAMIENTO DE OPERADOR Y PODER
ENTRELAZANTE (Entangling Power)

Hemos visto que existe una relacién entre el entrelazamiento del operador W y el del
estado historia que este genera, |¥) = ) U;|Sy)|t). Demostraremos a continuacién
que la entropia de entrelazamiento cuadritica del operador W, Ex(W) = E»(U,T),
Ec. (7.64), es proporcional al poder entrelazante de VW, definido como el entrelazamiento
cuadrdtico promedio que este genera al ser aplicado a un estado inicial producto |Sy)|0):

(E2(S,T)) = dsdilEg(W), (7.70)
donde
(Ey(S,T)) = / 2(1 — Tr p3)dS, (7.71)
H

es el promedio de la entropia de entrelazamiento cuadritica E5 (S, T') del estado historia
sobre todos los estados iniciales |.Sy), con d.Sy la medida de Haar (la tinica medida nor-
malizada unitariamente invariante sobre el espacio de Hilbert) y ps es el estado reducido

de Sen |V).

Demostracién. Dado que ps = + >, Uy| So) (So|U/, obtenemos
1
<T1" p?g> = N2 Z / <S()’U3Utl’SO><SQIUJU,5’SO>CZSO . (772)
N o JH
Podemos definir O = UtT UpyP = UtT, Uy = O7 para usar la relacién [148]

Tr[O]Tr[P] 4+ Tr[OP]
ds(ds + 1)

/H (S0]01S0) (S0l P|So)dS — 773)
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7.4 Entrelazamiento de Operador y Poder Entrelazante (Entangling Power)

Dado que en este caso OF = 1g, se obtiene

= S ITe [UJ U2 + ds

(T i) = ds(ds + 1)

(7.74)

Por otro lado, Ex(W) = 2(1 — Tr pf;), con pfy = 7z 2y U (U |U) (U} Por lo

que,

1 1
2 t 2 _ t 2
Ter - ﬁ;|<Ut|Ut’>‘ - (dSN)g ;|TI[U1£ Ut’” : (775)
Reemplazando (7.75) en (7.74) se tiene (Tr p%) = % por lo queda demostrada

la Ec. (8.19). 0

Por consiguiente, el promedio del entrelazamiento cuadritico sistema-tiempo sobre
todos los estados iniciales del sistema es simplemente el entrelazamiento cuadritico del
operador unitario que genera al estado historia, multiplicado por el factor dsil
que si los operadores U; forman una base completa ortogonal, (W) = 2(1 — dg?) es
mdximo y la Ec. (8.19) conduce a (E5(S, T')) = 2(1 — dg'), el cual es el mayor valor para
E5(S,T) que puede obtenerse en un espacio de dimension dg, lo que implica que este

serd siempre maximo, independientemente del estado inicial (sec. 7.1.2).

.Se verifica

En general, para un conjunto reducido de d unitarias ortogonales Uy, con N = d <

d%, E;(W) =2(1 — d ') y por lo tanto

ds(d - 1)

(Ba(S,T)) = 20— -

(7.76)

Para poder visualizar esta relacién, definimos un ndmero promedio efectivo de estados
ortogonales que visita el sistema como

1 d(ds -+ 1)

dep = = 77
STTA_LE(S,T)  ds+d 777)

tal que (Ey(S,T)) = 2(1 — 1/dgs7).Sid = d%, dsr = ds es méximo, mientras que
sid = dg, el cual es, por ejemplo, el caso de un Hamiltoniano constante con espectro
27k /N (dg operadores ortogonales U; = exp|—iHt]), la Ec. (7.77) implica dgr =
(ds + 1) /2, es decir, solo la mirad del valor méximo para dg grande. Para cualquier otro
espectroy N = dg, 357T < (ds + 1)/2, es decir,

ds —1

(Ey(S,T)) < 2ds T

(Uy=e ' N =dg). (7.78)
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7 Estados Historia de Sistemas y Operadores

Es notable que es suficiente tener d o< dg (K d? para dg grande) para alcanzar un alto
valor de dg r, es decir, dg 1 > miH(dg + 1) parad > mdg (ym < dg), como se ve a
partir de (7.77).

7.5. MIDIENDO LOS Overlaps DEL OPERADOR

Los overlaps (U;|U/) son las fidelidades del operador definidas en [149] y estdn involu-
crados en la determinacién del entrelazamiento cuadritico (7.64) del operador generador
W, pueden obtenerse experimentalmente midiendo |7})(Ty| en la parte de tiempo T°
(Fig. 7.5). Notablemente, para esto alcanza con inicializar el sistema en un estado mdxi-
mamente mezclado: Tomando traza sobre el sistema S’ en el estado historia de operador
(7.63), obtenemos

1
E U UT /

t,t!

donde hemos escrito |T}) como |t). Por lo que traceando S se tiene

pr =5 SUUAVIANE]. (7.80)

it

3—? Uy }S

0) —{ Fren l A }T

Figura 7.5: Circuito esquemdtico en el cual se representa la medida de los overlaps del operador
(7.82).

Luego, eligiendo Uy v = UtUtT,,

(1)4tl) = (Ul =

Te[US U] = Tr (U] (7.81)

1
Ndg Ndg

A través de los operadores of;, = [t')(t| + [t)(t'|, op, = —i(|t')(t| — [t){t']), se pue-
de obtener la traza del operador evolucién entre dos tiempos cualesquiera, midiendo los
promedios de 07, y 0},, los cuales proveen las partes reales e imaginarias:

(o) = 2 RA(UITAL, (o) = 2 Am{(T0)] 7.2)

120



7.5 Midiendo los Overlaps del Operador

Para Uy = 1, los promedios (0f;,) determinan la traza del operador evolucién para
cualquier ¢: Tr Us.

En el caso especial en que 1" es un gubit (N = 2), recuperamos el resultado estindar
del esquema DQCI para determinar la traza de un operador [25]. El estado historia para
este caso se reduce a |[W) = \%(|UO> |To) + |U1)|T1)), y su entrelazamiento cuadrético
es

E;(W) = 1= [(U|U)]* =1 = |Tr UJ?/d . (7.83)

Suraiz cuadrada es directamente el entangling power del circuito DQCI definido en [150].
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8 SIMULACION EXPERIMENTAL

“Una vez, tu finado padre nos dijo que no se pue-
de medir el tiempo por dias, como el dinero por
centavos o pesos, porque los pesos son iguales y
cada dia es distinto y tal vez cada hora.”

Jorge Luis Borges

En este dltimo capitulo, se investiga la posible simulacién de estados historia prove-
nientes del formalismo discreto introducido en los capitulos 6 y 7. En primer lugar, se
muestra que a través de la aproximacién de campo medio de pares, se puede considerar a
las cadenas de espines dimerizadas como relojes cudnticos de espines, conectando de esta
forma el entrelazamiento estudiado en ambas partes de la Tesis.

n segundo lugar, se presenta una realizacidén experimental inicial en la cual se ven refle-
En segundo lug p t | p tal lenl | fl
jadas las principales caracteristicas del modelo a través de un experimento de éptica cudn-
tica.

8.1. SiMULACION EN CADENAS DE ESPINES

En esta seccién exploramos una conexién entre el tratamiento de campo medio de pares
investigado en primer lugar (capitulos 3, 4 y 5) con el formalismo de tiempo desarrollado
en los capitulos 6 y 7. Mostraremos que eligiendo una particién adecuada de la cadena de
espines dimerizada, es posible simular estados historia de manera eficiente.

Consideremos una cadena ciclica de 2n espines s y una particién de la misma compues-
ta por los n espines “externos” y los n espines “internos (es decir, los n izquierdos y los n
derechos de cada dimero), como se aprecia en la figura 8.1. El estado fundamental puede
siempre escribirse como

U) =) Cyl)|L) (8.1)
J,L
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8 Simulacion experimental

Figura 8.1: Esquema que representa la simulacién de un estado historia en una cadena de espines
dimerizados.

donde |.J) y | L) denotan estados de una base ortonormal arbitraria para el sistema de n es-
pines internos y externos respectivamente. Mediante la correspondiente descomposicion
de Schmide, este estado puede reescribirse como (ver (7.11))

) = 3" V/PrlKD)| - K) (82)

donde Py y los estados ortogonales | j(x)) se obtienen a partir de la descomposicién
en valores singulares de la matriz C;,.. Estos valores Pk coinciden por su puesto con los
autovalores de la matrices densidad reducidas pr(g) = Trg | W) (.

A partirde (8.2) yla DFT delos estados de Schmidt, puede obtenerse, como se discutié
previamente (ver (7.15)), un estado historia “externo-interno”, donde uno de ellos puede
interpretarse como reloj:

vy =3 ﬁ exp|—i Hyr| Io) |7 (8.3)

donde |7) = \/Ld—n > €72 ET/Y | K Y son estados ortonormales del “reloj” E, con d =
25 + 1,7' = 0, Ce ,dn - 1, H]|K]> = (QWK/dn)|K]> y |[0> = ZK \/PK|K]> esel

estado inicial efectivo del sistema 1.
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82 Simulacion de Estados Historia por Medios Opticos

En el caso general, los estados locales de la base de Schmidt | K'g) y |K) son estados
complejos entrelazados de n espines. Notablemente, en el caso de una cadena dimeriza-
da en una fase dimerizada, que, como vimos, puede ser descripta muy satisfactoriamente
por medio de la aproximacién de campo medio de pares, tal estado se simplifica consi-
derablemente: El estado global de la cadena tiene la forma de un producto de estados de
pares,

W) = @il (8.4)

con |1);) el estado del par ¢ (que por simplicidad de notacién consideraremos indepen-
diente de 7, como en el caso de una cadena dimerizada uniforme):

i) = Z Vorlkn)| = k) - (8.5)

Aqui hemos utilizado la descomposicién de Schmidt del estado del par,conk = 1,...,d
yd = 2s + 1 para el caso de un par de espines s.
Asi, la descomposicién de Schmidt (8.2) toma la forma

) = > B By R knn)| = kg = ) (8.6)

E1ooikn

Esto es, los estados de Schmidt locales son precisamente estados producto de los n espines
I o E. En otras palabras, los estados |Kg) = |kig...kpg),conk; = 1,...,2s 4+ 1,
K =1,...d", forman una base producto, con K expresado en notacién de base d =
25 + 1 (binaria si s = 1/2, “ternaria” si s = 1, etc.). A partir de esta expresion, los
estados locales de tiempo son la DFT de estos estados locales | Kz). El entrelazamiento
“sistema-tiempo” toma la forma E (S, T) = nS(|¢;)), con S(|1:)) = — >, pr logs i
el entrelazamiento de un par.

En particular, si el estado del par es mdximamente entrelazado, py, = 1/v/2s + 1V k,
entonces | V') es médximamente entrelazado en esta particién, y por ende cualquier base
local | K i) resulta en este caso equivalente.

Esto muestra que una cadena de espines puede ser utilizada para simulacién de estados
historia, con una dimensién que crece exponencialmente con el numero n de pares.

8.2. SIMULACION DE EsTaDOS HISTORIA POR MEDIOS
OrT1ICOS

En esta seccién se discute una simulacidn la simulacién de estados historia discretos
utilizando una arquitectura completamente éptica. Esta investigacion se realizé en cola-

boracién con el laboratorio de Procesado de Imigenes del Departamento de Fisica de la
Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad de Buenos Aires [26].
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8 Simulacion experimental

Con este fin, se utilizé el momento transverso lineal de fotones individuales para repre-
sentar al tiempo |t) del sistema cudntico reloj 7, y su polarizacién lineal para codificar al
estado |.S;) del sistema cudntico S.

Laser Filter + Collimation

660 nm SyStem PSG
F L1PH L2 P1 QW1
(
Y2
o
?6?‘ 2
D

<
¢© k
e
% e

Figura 8.2: Generacién y caracterizacién de estados historia.

El arreglo experimental para simular evolucién cudntica paralela en el tiempo se presen-
taen la Fig. 8.2. En la primera parte, se ilumina con un laser de estado sélido de 660nm, el
cual es filtrado y colimado de forma tal que incida en un modulador espacial de luz pro-
gramable (Spatial Light Modulator: SLM) con una onda plana de fase aproximadamente
constante y amplitud distribuida sobre la regién de interés (Region Of Interest: ROI). Es-
te SLM, basado en un micro-display de Liguid Crystal-on-Silicon: (LCoS) reflectivo, con
una resolucién espacial de 1024x768 pixeles, se emplea para representar al estado historia
| V), dando la posibilidad de modificar dindmicamente la funcién éptica en la pantalla,
pixel a pixel. En particular, el SLM utilizado en nuestro experimento, estd formado por
un HoloEye Le-R 2500 en combinacién con un polarizador (P1) y una placa de cuarto de
onda (QW1) que provee el estado de luz polarizada incidente adecuado para alcanzar la
amplitud maxima y modulacién de fase entre dos polarizaciones ortogonales [151, 152].
Esto nos permite tener un amplio rango de modulacién de polarizacién para la cual la am-
plitud del campo electromagnético se mantiene constante, independientemente del nivel
de gris para el cual se configuran los pixeles del LCoS. A su vez, para este estado inicial, no
hay fase inicial adicional en el estado de salida debida al camino 6ptico.

Finalmente, dado que cada pixel se puede controlar de forma individual, se puede pro-
gramar una funcién particular f(x) que caracteriza la distribucién de modulacién. Lue-
go, el frente de onda del campo adquiere una polarizacién especifica condicionada por la
posicién transversal al plano del SLA4. En la Fig. 8.3 se muestra, esquemdticamente, un
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82 Simulacion de Estados Historia por Medios Opticos

ejemplo de esto cuando se configuran ocho regiones rectangulares independientes en la
pantalla del SL.A4, cada una con un nivel de gris constante particular.

Spatial Light Modulator

NV
| OO

Input Beam State Generation

Py
> 4

Figura 8.3: Esquema del modulador espacial de luz (SLA4) con ocho regiones independientes en
la pantalla, permitiendo generar ocho estados de polarizacién.

En la segunda parte del arreglo experimental, se utiliza un analizador de polarizacién
del estado (Polarization State Analyzer: PSA) parala caracterizacién del SLAL como un
generador de estados en polarizacién (Polarization State Generator: PSG). Con este fin,
se dispuso un nivel de gris constante en toda la pantalla. Luego de reflejar en el SLA4, el
haz saliente se enfocé por medio de lalente LZ3en el plano de deteccién del fotodiodo, que
no se muestra aqui. La placa de cuarto de onda (QW2) y el polarizador lineal (P2) pro-
yectan al estado inicial del fot6n en distintas bases, mientras que medidas de intensidad se
registran en el plano imagen (IP). Esto permite la completa reconstruccién de las matrices
de Mueller del SLA4 a partir de las cuales se puede obtener la intensidad de modulacién
para cada nivel de gris. En la Fig. 8.4 se presenta los estados de salida de polarizacién acce-
sibles a través del SLA4 cuando el haz incidente es preparado en un estado particular con
polarizacién eliptica. Cada punto en la esfera de Bloch corresponde a un tnico nivel de
gris, entre 0 y 255, configurado en el SLAZ. Asimismo, se realizaron medidas de interfe-
rencia en el plano de Fourier (FP), entre los haces provenientes de dos regiones del SLAL
configuradas con diferentes niveles de gris.

Una vez que hemos caracterizado completamente al SLA/4, el mismo sistema PSG-PSA
se empled para simular experimentalmente distintos estados historia sistema-tiempo dis-
cretos | V), y la subsecuente evolucién unitaria del estado del sistema |S;) = Uy|Sp)
(t=0,..,N —1).
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8 Simulacion experimental

Figura 8.4: Estados de polarizacién accesibles.

8.2.1. GENERACION DE EsTaD0OSs HisTORIA DISCRETOS

Como hemos visto en el capitulo 6, el estado historia | V) se puede generar a partir de
un estado inicial producto |Sy)|0) como

(W) = W(I @ H)[S)[0). (8.7)

En la implementacién experimental, el estado inicial total es un estado foténico de-
finido por el producto entre su estado de polarizacion (|Sp)) y su estado espacial (|0))
descripto por el perfil transversal del frente de onda . El tratamiento, tanto de la polari-
zacién como del grado de libertad espacial de los fotones en la utilizacién del SLAZ, se
enmarcé dentro de un formalismo similar al empleado en [153,154].

Con el fin de simular la generacién de estados historia asumimos que el campo del fotén
individual es paraxial y monocromdtico, considerdndolo descripto por un estado puro

5[0y =3 / dx () ) 1), (8.8)

donde p barre dos polarizaciones ortogonales, X = (x, y) es la coordenada de la posicién
transversal, y 1(x) es la amplitud de probabilidad transversal normalizada para este esta-
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82 Simulacion de Estados Historia por Medios Opticos

do: [dx |y (x)* = 1. EISLM introduce una modulacién dependiente de la polarizacién
que puede ser idealmente interpretado como la accién del operador

F= 3 [ dxfastla, 1) (5. 1| (59)
a,B
tal que, luego de atravesar el SLA4, el estado del fotén es

W) o 37 [, (o)) 1) (8.10)

Consideremos una distribucién de modulacién f,,, (%), la cual define una matriz de N
regiones espaciales adyacentes de ancho 2a, y largo 2b. En cada una de estas regiones se

. L . t
tiene una modulacién compleja constante, C,(W) Luego,

— Tt Y— W
il Z reCt< )reet( 2b > (8.11)

C(t) _ C() wmu ;(3 > ()

donde rect(u) = 1si|u| < 1,0 en caso contrario, y los centros de estas regiones estin en
N-1
{(x, y) hiy' > con ¢ = a, 3a,5a, ...,y y: = b, 3b, 50, ...

Sin pérdida de generalidad y en acuerdo con las condiciones del experimento, podemos
asumir que 1(x) es constante a lo largo de la regién de interés (ROI). Por lo que podemos
reescribir al estado (8.10) como

N-1
Wyocd > aClmlh), (8.12)

t=0 p,v
donde |t) = rfdx rect( 52 Jrect( 452 )| 1x).

En la implementacién experimental, la modulacién introducida por el SLAL implica
solamente una transformacién en el grado de libertad de polarizacién. Esto significa que
> oz,,C’,SQ\u)W = (U; ® 1)|S0)|t) = |St)|t), con U, una matriz unitaria tal que
|S:) = U|So) = Zu,v ozl,C'/(ﬁz | 1) es el estado de polarizacién asociado a la regién ¢.
Luego, el SLAM transforma al estado inicial del fotén de la siguiente forma:

SLM - - L
150)]0) == \/—_ZO ¢|So)|t) = <|SD> - \/_N|t>> (8.13)
= W(1® H)|S5)0),

129



8 Simulacion experimental

generando por lo tanto al estado historia (8.7), donde el sistema S'y el sistema reloj 7" son
emulados a través de la polarizacién y el grado de libertad espacial, respectivamente.

8.2.2. EvOLUCION DEL SISTEMA Y VALORES MEDIOS

En la seccién previa se describié el arreglo experimental para simular estados historia.
Estaimplementacién nos permite determinar el promedio temporal de valores medios del
sistema, de dos formas distintas:

» Por medio de medidas secuenciales en el sistema .S

» Con una sola medida sobre el estado historia, que contiene toda la evolucién del
sistema S.

Por unlado, si se realiza una medida de intensidad en el plano imagen, los valores medio
de los operadores de Pauli 6, variarin dependiendo del voltaje asignado a las distintas
regiones definidas en Ec. (8.11). Si el estado de polarizacidn asociado a la regién ¢ es |.S;),
luego 6, tendrd el valor medio (S;|6,,|S;), y el promedio de estos operadores dentro de
la regién de interés serd SV H(SH5,]S).

Por otro lado, si se realiza una medida de intensidad en el plano de Fourier, no hay
distincién entre las regiones y el promedio estd dado por (¥|6, @ 1|W). Por supuesto,
estas dos formas de promedios temporales coinciden:

1=
(Stl6,]Se) = (¥|(6, @ 1)|W). (8.14)
0

—_

N
t—
Esto refleja la ventaja cuantitativa de poder simular el estado historia. El presente esquema
proporciona un método eficiente para obtener promedios temporales de la polarizacién
del sistema mediante una tinica medida.

En la Fig. (8.5) se muestran resultados para los valores medios de los observables de
polarizacién obtenidos en distintas trayectorias y por los dos métodos descriptos por la
Ec. (8.14): promediando los valores medios de medidas secuenciales y por medio de una
unica medida del estado historia en el plano de Fourier, observindose un buen acuerdo
entre ambos métodos. Las distintas trayectorias constan de 2, 4 u 8 estados de tiempo
(rendijas), para niveles de gris entre 0 y 40, y los estados de polarizacién |S;) de estos
estados historia estin expresados en términos de los valores medios de los operadores de
Pauli (0,) (ver 8.2.3), los cuales son directamente los pardmetros de Stokes medidos que
se muestran en la Fig. (8.6).

Con el fin de atenuar el poder del haz liser a nivel de régimen de un fotén, de forma que
corresponda a la presencia de un fotén en promedio, a todo tiempo, en el experimento, se
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Figura 8.5: Valores medios de los observables de polarizacién (o,) para diferentes evoluciones del
estado inicial |.Sp). Se comparan los resultados tedricos (o) con los valores experimen-
tales obtenidos promediando sobre todas las regiones ( x ), y por medio de una tnica
medida (V).

Trayectoria 1 2 4 6 7
Ne de Estados de tiempo (V) 2 4 4 8 4 4 8

(53]
)

insertaron filtros neutrales en el esquema experimental, previos a la etapa PSG. Esta pseu-
do fuente puede ser utilizada para simular el estado de un fotén individual, y es usual en
implementaciones épticas de simulaciones cudnticas o de estimaciones de estados cudnti-
cos [155,156].

En este caso permite comprobear la factibilidad del método propuesto para simular las
caracteristicas principales de una evolucién cudntica paralela en el tiempo. Ademds, en
lugar de una cdmara CCD, se utiliz6 una cimara de tecnologia CA4OS de alta sensibilidad
(Andor Zyla 4.2 sCMOS) para realizar las medidas de intensidad en este régimen.

8.2.3. OPERADORES EVOLUCION Y PODER ENTRELAZANTE

Anteriormente en la seccién 8.2.1, se indicé que la modulacién introducida por el SLAL
puede describirse por una transformacién unitaria en el espacio de polarizacién. Experi-
mentalmente, la modulacién asociada a un dado nivel de gris en la pantalla se describe por
una matriz de Mueller M de 4 x 4 [152]. La matriz de Mueller acttia como una transfor-
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Figura 8.6: Parimetros de Stokes en funcién del nivel de gris, registrados a través de una cimara
CCD (C1) y una cdmara de tecnologfa CA4OS de alta sensibilidad (C2).A su vez se
muestran los resultados obtenidos para las matrices de Mueller para dichos niveles de
gris.

macién lineal en el estado de polarizacién, el cual se representa por el vector de Stokes s,
definido como

S0 FPoo + Pro
S1 Poo — P

s = - 30 8.15
S92 Pgo —|—P_%0 ( )
53 Prs +Pox3

donde los coeficientes Py en el ltimo vector son el resultado de seis medidas de po-
larizacidn: polarizacién lineal horizontal y vertical (P, Pgo): polarizacién lineal 45° y
135° (Prg, P-=), y polarizacién circular derecha e izquierda (Px =, P_x = ). Estas medi-
das corresponden en el formalismo cudntico a proyecciones sobre estados de polarizacién
| Poy) = cos(0)|H) + € sin(0)|V'), por lo que tenemos (dado que Py + Py =1),
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s1 = (0,), S2 = (04), S3 = (), donde (G,,) denota el valor medio del i-ésimo ope-
rador de Pauli definido respecto de la base {|H), |V') }. Luego, el estado de polarizacién
del fotén individual estd dado por

p= %(Hr-&) (8.16)

conr = % (51, S2, 3). Una transformacién unitaria en el espacio de polarizacion corres-
ponde entonces a una rotacién del vector de Bloch 7, la cual estd asociada a una matriz de

Mueller de la forma
1 0
() 2) -

donde mp denota una matriz de rotacién arbitraria de 3 x 3. Una matriz de Mueller
como (8.17) describe el efecto de un retardador ideal. Sin embargo, el SLA/ utilizado en
la implementacién, modula simultineamente fase y amplitud, es decir, no solo introdu-
ce un retraso sino también cierta atenuacién. Por lo tanto, la matriz de Mueller asociada
a un dado nivel de gris no tendrd exactamente la forma (8.17), que mapea a una trans-
formacién unitaria en el espacio de polarizacién. No obstante, es posible a partir de la
descomposicién de Lu-Chipman [157] extraer una matriz de retardo que tiene en cuenta
la transformacién de fase introducida por el SLA. De esta forma, se obtuvo un conjunto
de matrices unitarias efectivas que describen las transformaciones realizadas sobre la pola-
rizacién del fotén para 54 niveles de gris entre 0 y 255. En la Fig. 8.7 se muestran ejemplos
de estas evoluciones simuladas para la polarizacién del fotén como trayectorias en la esfera

de Bloch.

Para cualquiera de estos estados historia simulados podemos reconsiderar al operador
generador W =, U; ® |t)(t], el cual se puede expresar, utilizando su descomposicién
de Schmidt (ver 7.53) como

3 3
W = ;(% ; r.(t)o,) @ [t)(t] = ; MGy @0, . (8.18)

En primer lugar se expandieron los operadores unitarios en el espacio de polarizacién
en operadores de Pauli y luego se escribié su correspondiente descomposicién de Schmidt,
de acuerdo al formalismo general del capitulo previo, donde 6, y O,, son operadores or-
togonales de polarizacion y espaciales (Tr(&L&l,) = 20,0, TI(OLOV) = Né,,). Los
numeros reales A, son los coeficientes de Schmidyt, los cuales satisfacen ) | i )\i = 1.Son
los valores singulares de la matrizde 4 x N, 7,(t)/v/'N.
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8 Simulacion experimental

@
2

jiff’ooo!f’ /

Figura 8.7: Simulacién de evoluciones para la polarizacion del fotén como trayectorias en la esfera
de Bloch, para tres estados “semilla” | Sp) distintos.

Suentrelazamiento cuadrdtico, Eo(W) = 2(1-3_ A,) es proporcional al entangling
power de W, discutido en el capitulo precedente (ver 7.4)

(Ea(S,T)) = dsdilEg(W), (8.19)
donde
(E(5.7) = [ 200 Tegd)as, (320)
H

es el promedio del entrelazamiento cuadritico E5 (.S, T") del estado historia sobre todos
los estados iniciales |.Sp) con medida de Haar d.Sj.

Se verificé esta relacién considerando el conjunto completo de unitarias de polarizacién
disponibles, las cuales proporcionaron una entropia Ey(WW) = 0,712. A través de una

simulacién sobre 1000 estados iniciales, se corroboré la relacién previa con un error menor
a2 0.01.
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“Cuando la mente estd serena, tranquila sin bus-
car respuesta ni solucion alguna, sin resistir ni es-
quivar, solo entonces puede haber regeneracién,
porque entonces la mente es capaz de captar lo
que es verdadero; y es la verdad lo que libera, no
vuestro esfuerzo por ser libres.”

Jiddu Krishnamurti

En este trabajo hemos investigado en primer lugar una aproximacién general autocon-
sistente para el operador densidad de un sistema cudntico arbitrario, vilido tanto para
temperatura finita como temperatura 0. El esquema general estd basado en aproximar el
Hamiltoniano del sistema por medio de una combinacién lineal de operadores pertene-
cientes a un cierto subconjunto arbitrario de operadores, determindndose la combinacién
lineal éptima a través de la minimizacién de la energia libre (o la energfa media en el caso
de temperatura 0). Esto conduce a una solucién general autoconsistente. En el caso de que
los operadores elegidos sean operadores de un cuerpo fermidnicos o bosénicos, el esque-
ma se reduce a las aproximaciones de campo medio conocidas, tales como Hartree-Fock
o Hartree-Fock-Bogoliubov (térmicas o a temperatura 0) en el caso fermidnico.

Cuando se aplica el formalismo general anterior a un sistema de espines, la aproxima-
cién estandar de campo medio se obtiene al considerar solamente operadores de un espin.
A temperatura 0, esto conduce al estado producto éptimo (el de menor energfa). Este es-
tado, si bien proporciona en algunos casos un panorama bdsico del comportamiento del
sistema, resulta claramente insuficiente para describir las correlaciones cudnticas entre los
espines. Y si bien incorporando correlaciones por medio de la restauracién de simetrfa en
las fases con alguna simetria rota, es posible lograr en ciertos sistemas una descripcién bé-
sica correcta, en otros, tales como el de cadenas dimerizadas, la aproximacién resultante
no logra describir correctamente el entrelazamiento cudntico entre las distintas compo-
nentes del sistema ni tampoco un diagrama de fases adecuado por lo que no es posible
considerarlo como un punto de partida basico apropiado.

El formalismo introducido permite, no obstante, considerar aproximaciones autocon-
sistente mds generales, en las que se incluyen, ademds de operadores de un espin, ciertos
operadores de dos espines. Mientras en la aproximacién de campo medio estindar la uni-
dad o “sitio” queda asociado a un espin, en la aproximacién generalizada el sitio puede
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quedar asociado a un par, o en general, a un subconjunto arbitrario de espines. De esta
forma, las interacciones internas en el sitio son tenidas en cuenta de manera “exacta”, y
solo las interacciones entre los sitios son tratadas en forma aproximada. A temperatura 0,
el esquema conduce asf al estado producto éptimo en los subconjuntos elegidos. Remar-
quemos que este estado no es un estado producto de espines individuales, conteniendo
entonces correlaciones dentro de cada sitio.

Si se elige el sitio adecuadamente, tal que las correlaciones fuertes queden dentro del
sitio, el esquema anterior proporcionard una aproximacién mucho mds sélida que la apro-
ximacién de campo medio estdndar, permaneciendo a la vez tratable si el sitio se compone
de pocos espines. A su vez, es posible describir correlaciones entre los sitios compuestos,
por medio de la restauracién de simetria en las fases con simetrfa rota, y también por me-
dio de tratamientos perturbativos. Mencionemos aqui que la ruptura de simetria en la
aproximacién generalizada ocurrird cuando existan efectos no perturbativos de interac-
cién entre los sitios compuestos, y por lo tanto el diagrama de fases puede ser muy distin-
to al proporcionado por la aproximacién estdndar, en la que la ruptura de simetrfa serd
generada tipicamente por las interacciones internas.

Todos estos aspectos resultan bien visibles en el caso de una cadena dimerizada de espin
1/2, que hemos estudiado en detalle para el caso de temperatura 0. Aqui, la aproxima-
cién de campo medio estandar resulta claramente inadecuada para describir correlaciones
e incluso estados de espines individuales, mostrando un diagrama de fases que es esencial-
mente el mismo que el de una cadena con acoplamientos uniformes.

Por el contrario, una aproximacién de campo medio generalizada, basada en pares de
espines (en lugar de espines individuales), es capaz de lograr una descripcién muy precisa
del sistema, permaneciendo a la vez tratable e incluso analitica. En primer lugar, la apro-
ximacién proporciona un nuevo diagrama de fases: La ruptura de simetria de paridad se
produce ahora en una ventana de campo B,y < B < B (en lugar de por debajo de
un cierto campo critico B, como en la aproximacién estindar), si el acoplamiento débil
es suficientemente bajo. Para B < B, el sistema retorna a una fase con simetria de pa-
ridad restaurada pero profundamente correlacionada: El de una cadena dimerizada, con
pares en estados méximamente correlacionados (estados de Bell). Tal estado estd clara-
mente mds alld de las posibilidades de la aproximacién de campo medio estindar. Asf, al
aumentar el campo el sistema evoluciona de una fase dimerizada para B < B, a una fase
parcialmente dimerizada para B > B, en la que los pares estin en estados débilmente
entrelazados. La transicién se produce por medio de una fase con simetria de paridad rota
(Ba < B < Bg), dentro de la cual se encuentra el campo factorizante: En su vecindad
el estado fundamental pierde por completo la estructura dimerizada. Mencionemos tam-
bién que la solucién exacta obtenida por medio de la fermionizacién de Jordan-Wigner,
presenta también dos campos criticos cuando el acoplamiento débil es suficientemente
bajo.

Complementando la aproximacién de campo medio generalizada con la restauraciéon
de simetrfa y el tratamiento perturbativo, hemos visto que es posible alcanzar un excelente

136



acuerdo con los resultados exactos, no solo para el entrelazamiento del par fuertemente
acoplado, sino también del entrelazamiento de un par débilmente acoplado. Asimismo
hemos obtenido un excelente acuerdo para el entrelazamiento de un espin y de un par de
espines con el resto del sistema. Podemos claramente interpretar la fase con simetria rota
en la aproximacién de pares como la fase donde las correlaciones entre el par fuertemente
acoplado y el resto del sistema son significativas (recordar el grifico del entrelazamiento
del par con el resto del sistema). Otro punto importante es que aun en el caso de cadenas
con acoplamiento uniforme (o = 1) laaproximacién de pares logra una sustancial mejora
respecto a la aproximacién estdndar.

Luego, se extendid el tratamiento de campo medio de pares a cadenas dimerizada de
espin general s con acoplamientos XY anisotrépicos en un campo transverso, analizin-
dose el comportamiento del entrelazamiento del par y de la magnetizacién para valores
s > 1. En primer lugar, se mostré que en el caso de acoplamiento débil entre pares, es-
tas cantidades se pueden describir correctamente por medio de esta aproximacién, la cual
predice hasta 2s fases dimerizadas por debajo del campo factorizante si « es lo suficien-
temente pequeiio y X = J,,/J, > 0. Estas fases estdn separadas por fases con ruptura
de paridad de espin. Los sectores dimerizados son visibles en los resultados exactos a tra-
vés de mesetas aproximadas en la magnetizacion de la cadena y también en la negatividad
del par, N2, y de valores muy bajos de la entropia de entrelazamiento Sy del par con el
resto de la cadena. Por el contrario, los intervalos con ruptura de paridad dan lugar a mi-
nimos de la negatividad del par N2 y maximos de la entropia S5, junto con incrementos
cualitativamente lineales de la magnetizacién de la cadena, efectos que pueden ser todos
descriptos correctamente por el tratamiento de campo medio de pares si se emplea restau-
racién de simetria bdsica en estas fases. A su vez, se observé una correspondencia entre la
magnetizacién y la entropfa de entrelazamiento de espin individual Sy, la cual es en este
sistema mayor que Sy (excepto en la vecindad del campo factorizante By), reflejando la
dimerizacién.

Las maltiples fases dimerizadas son posibles para valores cada vez mas pequefios del
acoplamiento entre pares a medida que s aumenta, siendo el caso X X el mis favorable.
No obstante, para acoplamientos mayores subsiste un comportamiento magnético no
mondtono de N2 y S, en acuerdo con la no monotonia del pardmetro de orden asociado
ala ruptura de paridad de la aproximacién de campo medio de pares.

Se mostré también que la negatividad del par aislado satura ripidamente a medida que
s aumenta en el caso anisotrépico XY, en concordancia con las predicciones del trata-
miento campo medio mas RPA con restauracidon de simetrfa, mientras que en el caso
X X esta crece como 4/s debido a una distribucién gaussiana de ancho o< /s de los co-
eficientes de Schmidt, representando un caso intermedio entre el régimen anisotrépico
XY y el completamente antiferromagnético.

Estos resultados indican en general que sistemas de espin s con acoplamientos no ho-
mogéneos e inmersos en un campo magnético, pueden exhibir fases y propiedades de en-
trelazamiento interesantes y no triviales, conduciendo a regimenes lejanos del limite bo-
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sonico, esperado para espin s alto. Los tratamientos autoconsistentes de campo medio
generalizado, basados en unidades no triviales como pares o clusters, pueden proveer una
descripcién adecuada de estos sistemas en estos regimenes, especialmente si se los comple-
menta con restauracion de simetrfa en las fases con simetria rota, ofreciendo un punto de
partida conveniente para tratamientos mis complejos.

En la segunda parte de esta tesis, determinamos algunas propiedades fundamentales re-
lacionadas con la generacién y el entrelazamiento de estados historia discretos, en el mar-
co de un modelo discreto paralelo en el tiempo de evolucidn cudntica, basado en un reloj
cudntico de dimensién finita [16]. Se mostré en primer lugar que a partir de una ecuacién
de autovalores estdtica (que se puede escribir en una forma de Wheeler-DeWitt generali-
zada) se impone una evolucién discreta general unitaria a los estados del sistema. Y para
cualquier estado inicial fijo del sistema, existe siempre una eleccién de “tiempo especial”
en la base del reloj para la cual la evolucién corresponde a un Hamiltoniano constante.
Se examinan también los restantes autovalores y autoestados del superador asociado a la
ecuacion generalizada de Wheeler-DeWitt, mostrindose que implican también evolucio-
nes unitarias en el sistema. El esquema discreto posee la ventaja de ser simulable por medio
de un circuito cudntico, y permite ademds la evaluacién eficiente de promedios tempora-
les.

El entrelazamiento sistema-tiempo resultante es una medida del ndmero de estados
distinguibles visitados por el sistema en tiempos distinguibles y satisface una relacién de
incerteza entrépica energfa-tiempo. Mientras este depende en general del estado inicial, se
present6 un esquema simple de dos relojes que genera un estado historia mdximamente
entrelazado, independientemente del estado “semilla”. En consecuencia, se puede generar
un estado historia esencialmente independiente de las condiciones iniciales.

Se mostré a su vez que el entrelazamiento cuadrdtico sistema-tiempo provee una he-
rramienta conveniente para medir este entrelazamiento: Se puede determinar de forma
analitica y satisface cotas superiores e inferiores estrictas y fisicas. La cota superior estd co-
nectada con con la dispersién en energfa del estado inicial (y se alcanza para un espectro
de energfa uniforme), y la cota inferior estd relacionada con la trayectoria geodésica entre
los estados inicial y final, la cual provee también la entropia de entrelazamiento cuadritica
S — T minima. El entrelazamiento cuadritico es también accesible experimentalmente.

A su vez, por medio de la dualidad channel-state se demostré que el operador unitario
generador del estado historia se puede considerar, ¢l mismo, como un estado historia de
operador. Su entropia de entrelazamiento cuadritica representa su entangling power, es
decir, su capacidad de generar entrelazamiento, medida a través del entrelazamiento pro-
medio generado. Se presenta asimismo un esquema simple que permite obtener de forma
eficiente los overlaps entrelos estados del sistema (y por lo tanto el entrelazamiento cuadré-
tico S — T'), y también las trazas del operador evolucién entre dos tiempos cualesquiera,
a través de medidas en el reloj. Otros aspectos que fueron examinados en detalle incluyen
el andlisis del caso en que el reloj es un qubit, determindndose aqui el limite continuo y
mostrindose que este representa una cota inferior a todos los casos discretos. También
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se analizd en este caso el estado historia asociado a estados no puros, mostrindose que el
entrelazamiento S — T estd aqui relacionado con la fidelidad entre los estados inicial y
final.

Finalmente, se investigé la simulacién experimental de estados historia. En primer lu-
gar, se trabaj6 en la simulacién por medios 6pticos, en colaboracién con el Laboratorio
de Procesado de Imigenes del Departamento de Fisica de la Facultad de Ciencias Exac-
tas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. Se logré generar estados historia de
polarizacién, mediante moduladores espaciales de luz (SLM), disponibles en dicho labo-
ratorio, logrando un esquema que reproduce las principales caracteristicas del modelo y
que es eficiente para medir promedios temporales. Asimismo, se mostré una conexién
entre el formalismo de campo medio autoconsistente generalizado basado en pares y el
modelo cudntico de tiempo presentado. El tratamiento de campo medio de pares en ca-
denas de espines interactuantes bajo campos magnéticos logra describir correctamente las
fases dimerizadas del estado fundamental de estos sistemas, permitiendo a la vez una re-
presentacién del estado muy conveniente para simular estados historia, utilizando una
particién adecuada. La ventaja de este tipo de simulacién es que la dimensién del siste-
ma crece exponencialmente con el nimero de espines, lo cual permitiria en este contexto
simulaciones con un nimero muy grande de tiempos o pasos.

Los modelos presentados en la presente Tesis abren varias posibilidades tanto tedri-
cas como experimentales. Entre las primeras se contempla analizar con mayor detalle su
extension a estados no puros y sistemas abiertos [146], y a estados historia de operado-
res [22, 131, 132, 134], por medio del isomorfismo Choi-Jamiotkowski [23]. Asimismo,
es posible examinar la extension a sistemas multipartitos con varios relojes [22, 158], su
potencial para el andlisis de los denominados Floguer Time-Crystals [159] y su formula-
cién relativista, siguiendo la linea iniciada en [160]. El formalismo también permitiria un
nuevo enfoque en el andlisis de circuitos cudnticos basado en la simulacién paralela en el
tiempo. Cabe mencionar que el famoso esquema DQCI de Knill-Laflamme [25] se recu-
pera como caso particular de este formalismo (al considerar un qubit como reloj) y que el
entrelazamiento sistema tiempo caracteriza el poder entrelazante de un circuito [22]. Por
ultimo se puede mencionar su posible aplicacién a la problematica de Quantum Machine
Learning, que ha despertado tGltimamente un gran interés recientemente [161]. Por el la-
do de las posibilidades experimentales, se investigarin esquemas mas complejos basados
en fotones entrelazados en polarizacion, siguiendo la linea utilizada en [162]. Por dltimo,
se profundizard en la simulacién de estados historia sistema-tiempo a través de sistemas
de materia condensada, en particular cadenas de espines dimerizadas.
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APENDICES

1. CAMPO FACTORIZANTE EN CADENAS DIMERIZADAS

Consideremos la cadena de dimerizada descripta por el Hamiltoniano

n/2
Hq = Z[B(Sgi—l + 85;) — Z Jﬁsgmsgi + Jﬁsgisgiﬂ] : 1)
i=1 U=x,y,z

donde hemos supuesto un campo uniforme. Aqui J;; puede ser considerado como el aco-
plamiento (débil) entre dimeros y .J;; el acoplamiento (fuerte) interno. Este sistema obvia-
mente se dimeriza (es decir, se convierte en un arreglo de pares de espines independientes)
para J; — 0.

No obstante, en esta cadena un autoestado separable uniforme (6; = 6; Vi, ) se vuelve
factible si existe una anisotropia comiin x = j—z: € [0,1) parao = o,e,y el campo se
elige como

B = yX(JS + JS)s, )

donde s es el espin. En una cadena abierta debemos simplemente agregar las correcciones
de borde.

Luego, en un caso tipo ferromagnético |J7| < J7 para o = o, ¢, la cadena posee un
estado fundamental producto u#niforme para el campo factorizante (??), independiente-
mente de la razén JS/JS (mientras que no se anule), perdiendo asi todo vestigio de la
estructura dimerizada.

Notemos a su vez que para los acoplamientos a primeros vecinos de (1), el caso anti-
ferromagnético J7 < 0 Vo puede transformase en el caso previo, a través de rotaciones
locales de 4ngulo 7 alrededor del eje z para sitios pares (implicando s/ — (—1)"s
y por lo tanto J — —J7 V o para i = z,y). Un autoestado uniforme separable
| S ...) = 100...) en el sistema rotado corresponde entonces a una solucién al-
ternada 0; = (—1)"'0 (estado de tipo Neél | /NN ...) = |6,-6,6,...)) encel
sistema original. Notar que esto es valido para espin s arbitrario. La separabilidad en la
cadena de espin 1/2, fue discutida en [56, 80], y el caso mds general en [55, 57, 163, 164].

Param = n/2 par, el caso mixro JS > 0, J¢ < 0 (o viceversa) también puede refor-
mularse como caso ferromagnético J7 > 0 Vo a través de rotaciones locales de dngulo 7

alrededor del ¢je z en los pares correspondientes a sitios pares (s, — (—1)"*'sh, , pa-
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rak = —1,0y u = x,y). La solucién uniforme corresponde aqui a f; 1, = (—1)""16

para k = —1,0 en el sistema mixto original, es decir [80, 164] | /NN ...) =

16,0, —0,—6.0,...). Luego, para n/2 par podemos siempre asumir J7 > 0 Vo en (1).
En el campo factorizante, el estado fundamental serd doblemente degenerado y los es-

tados de paridad definida tendrdn una concurrencia C' uniforme para todo par 4, j [55,
56]:

(1 . XQS)X5725

Ci
1+ xS ’

(3)

donde S = ns es el espin total. El alcance del entrelazamiento entres dos espines aumen-
tard a media que el campo se acerca al campo factorizante (2), volviéndose independiente
de la separacién y del alcance del acoplamiento. No obstante, el valor serd muy pequefo
si X no es muy cercano a1y s no es muy pequefio.

2. TRANSFORMACION DE JORDAN-WIGNER

En este apéndice se hard una descripcién del método de Jordan-Wigner, el cual bésica-
mente permite hacer una fermionizacién: mapeo entre los estados de espin de la cadena y
los nimeros de ocupacién de estados de fermiones. Esto permite realizar el cdlculo exacto,
ya que reduce la matriz a diagonalizar de 2V x 2V a2V x 2N.

SoruciON ExacTta DE UNA CADENA DE DIMEROS EN UN CAMPO
EXTERNO

A través de la transformacién de Jordan-Wigner [89], para un valor fijo p = £ de
la paridad global de espin P,, podemos reescribir al Hamiltoniano de dimeros XY (1)
como una forma cuadritica en operadores fermi6nicos de creacién y aniquilacién c}, c;.
Notemos que el espacio de Hilbert de un sistema de N espines 1/2 es isomorfo al de un
sistema fermidnico con N estados de un fermidn accesibles, permitiendo que el ndimero
total de fermiones varie entre 0 y N. Los operadores fermidnicos se definen en términos

de los operadores de espin como

j—1

c} = 5[ exp[—im Z sy sy (4)
k=1

donde S;-r = Sf + ZSJy Se verifica que estos operadores satisfacen exactamente las rela-

: : . e o _
ciones de anticonmutacién fermidnicas: [¢;, ¢ ]+ = djk, [¢), cx]+ = 0.
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2 Transformacion de Jordan-Wigner

La transformacién inversa estd dada por

sf = c} explit ¥ clex (s)

Para un campo uniforme B, obtenemos para el caso ciclico,

n

HY = [B(cle; — 3) = nf(JPclejun + T7clelyy + he) ()

J=1

donden+1=1,J] = i(Jg:I:J;) yn; =1 n;-L = 1—24,,. Utilizando transformadas
de Fourier discretas dependientes de la paridad para sitios pares e impares,

.|.
C2 ) —zwk]( ko ) _ 4m
% y W=
( €2 \/_ k%; Cke n

dondeky ={3,...,2 — 3}, k- ={0,..., % — 1}, podemos reescribir (6) como

Hg = Z{ZBC/LO'C,]QT_ Jk kocke+‘]kcko ,T—ke_‘_hc]}

k€k, o©

= > > Nlaf,am - 3). 7)

keky v==+

donde J§ = J$ £ JSe ™. La forma diagonal final (7) se obtiene gracias a una trans-

formacién de Bogoliubov
d u v a

donde las matrices U y V' deben satisfacer las condiciones

UUT+ VvVt = 1, )
Uvt+vut = 0, (10)

para que se preserven las relaciones de anticonmutacién fermidnicas. Explicitamente, la
Ec.(8) conduce en este caso a

C ka Z Ukaalw + Vko'a kv (11)

v==
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donde los elementos de U y V' se determinan a través de la diagonalizacién de bloques de

4 x 4:
B0
-JE B J* 0

=0 o —p 12)
-JE 0 J* -B
cuyos autovalores son :I:/\;, £, ,con
(\F)? = Ak (/A2 — B2 — (JE 4 JE) (T — Jb)J2 (13)

y A = B2+ |JF |2+ |J¥ |2 Es necesario tener en cuenta el signo correcto de A de forma
tal que el vacio de los operadores ay,, posea la paridad de espin P, adecuada y represente
el estado mds bajo para esta paridad.

Las correlaciones de espin en el estado mds bajo para cada paridad P, pueden deducirse
de las contracciones fermidnicas bésicas

fi = (cley) — 155 (14)
gy = (cleh) (15)

las cuales pueden obtenerse directamente de la transformada de Fourier inversa de
1t / v YV
<C kcfc ’CO'/> = E : ‘/;ccrvko‘” (16)
14

<C/£0'C/T—ko'/> = Z V;ﬂlifUzka" (17)

Luego obtenemos, a través del teorema de Wick,

(si) = fu (18)
(s7s3) = fulij — ffj + 91'2]'7 (19)

! 1
(sisf) = §[det(A;;) + det(A;)], (20)

donde A;; son matrices de (i — j) X (¢ — j) cuyos elementos son de la forma

(A?;)pq =2(f + 9isprojrars- (21)
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3 Trayectoria de Entrelazamiento Minimo

De la férmula (13) se observa que la energfa de cuasiparticula A, se anula para k = 0
(% = 1) cuando

1
B:Bg:§¢m@+@x@+mm (22)

yparak = N/4 (e“* = —1) cuando

exr 1
B=B%= §\/(Jy —ad)(Js —al,). (23)

Esta tlltima expresion es real sélo para v < J,/J,; en el caso que estamos considerando
(|Jyl < |Jz] y @ > 0). Cabe destacar, que los A, no se anulan para los otros valores de k.

3. TRAYECTORIA DE ENTRELAZAMIENTO MINIMO

Demostracion de la cota inferior provista por la Ec. (7.44). En primer lugar, consi-
deramos un tiempo final ¢; lo suficientemente pequefo tal que |M| <7V
k # K'.Notar que el overlap |(So|S;, )|, Ec. (7.45), no se ve afectada por ninguna trasla-
cién By, — Ej, + 2jm/t; Vj € Z, paraun dado k. Eldngulo ¢ € [0, 7/2] determinado
por este overlap también se puede reescribir como

o = arcsin\/1—|(So|Stf>|2 (24)

= arcsin \/2 > e lewci | sin? w : (25)

Ahora, es de esperar que el overlap entre cualquier par de estados intermedios sea menor
que el obtenido entre estados |S™") = e~ #mint|S) a lo largo de la geodésica, tal que
(Ec. (7.48)) [{S¢|Sp)| < |[(Spmin|Spin)| = | COS[(b%] |. Esta desigualdad se verifica dado

que la funcién

F(s) = arcsin \/2 > ke lekci | sin® w — ¢s (26)

donde s = |%| < 1, es una funcién céncava de s para s € [0, 1] y satisface F'(0) =
F(1) = 0,talque F'(s) > 0V s € [0, 1]. Por lo tanto, para tiempo cortos ¢ tal que
todas las fases relativas no completaron adn un periodo (|Ey — Ep/|ty < 27V k, k'),
todos los overlaps intermedios en la evolucién serdn menores que aquellos de evoluciones
a través de la geodésica, por lo que la entropia E5 (S, T') serd mayor que la que se obtiene
alo largo de la trayectoria geodésica.

Para tiempos t ¢ grandes, la desigualdad (7.44) continua siendo vdlida pero por un mo-

‘ (Ex—Ey
2

e : ¢ .
tivo distinto: Si )t | > 7 para algunos pares k, k', F'(s) puede no ser concava
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y ser incluso negativa para algunos valores de s. Sin embargo, el término relevante de la
expresion exacta para Eo (S, T') satisface

) . —_jm)N
sin? 2V sin2 =)
. JQV*%Y < ZN(*. 3 (27)
in“ —1— = N2 y—im
N?sin N1 N2 sin N

dondey = M y jestal que |y—jm| € [0, 7/2]. Esta traslacién de la diferencia de
energfa no afecta al overlap (Ec. (25)), pero muestra que la entropia (S, T) para tiem-
pos grandes no serd menor que la cota obtenida previamente. En este caso algunas fases
relativas pueden haber completado uno o mas periodos, pero el efecto final serd disminuir
el overlap promedio y por lo tanto aumentar E5 (S, T').
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