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Introduccién

1. Introducciéon

Un resultado fundamental para variedades de Poisson de dimensién finita es
el teorema de foliacién simpléctica. Este resultado muestra que una variedad de
Poisson puede pensarse como union disjunta de variedades simplécticas maximales,
que quedan determinadas univocamente por el corchete de Poisson. Cada una de
estas variedades simplécticas se conocen como hojas simplécticas de la variedad
de Poisson, y son subvariedades inmersas que integran a la llamada distribuciéon
caracteristica de la variedad de Poisson. La demostracién del teorema de foliacion
simpléctica consiste principalmente en aplicar el teorema de Stefan-Sussmann para
integrar distribuciones singulares.

En el contexto de las variedades modeladas sobre espacios de Banach, A. Odzi-
jewicz y T. Ratiu [12] definieron las variedades de Poisson de dimensién infinita. El
principal punto de la definicién es imponer una condiciéon que asegure la existencia
de campos Hamiltonianos, que de otra forma podrian no existir debido al simple
hecho que en dimension infinita los espacios pueden no ser reflexivos. En particular,
se estudiaron las variedades de Poisson lineales de dimension infinita, llamados es-
pacios de Banach Lie-Poisson, que se caracterizan como preduales de algebras de Lie
invariantes para la representacion coadjunta. Es interesante notar que la definicion
del caso lineal contiene ejemplos relacionados con otras ramas de la matematica,
por ejemplo el predual de un algebra de von Neumann es un espacio de Banach
Lie-Poisson, asi como también ciertos preduales de ideales simétricos.

Una pregunta natural es ver si vale un anélogo al teorema de foliacién simpléctica
para espacios de Banach Lie-Poisson. Se puede definir una distribucién caracteristica
similar al caso finito dimensional, aunque ahora el teorema de Stefan-Sussmann no
puede aplicarse debido a que su demostraciéon se centra en argumentos de dimensiéon
que se pierden en el contexto de variedades de Poisson de dimension infinita. Veremos
que hay condiciones suficientes para construir hojas simplécticas en espacios de
Banach-Lie Poisson, y estas hojas resultan orbitas coadjuntas.

Un ejemplo relevante de hoja simpléctica en un espacio de Banach-Lie Poisson
es la Grassmanniana restringida. Esta Grassmanniana es un espacio homogéneo de
dimensién infinita que desempena un papel importante en diversas areas de ma-
temdtica y fisica. Estd vinculada con los grupos de lazos [14], integrabilidad de
ecuaciones del tipo KdV [17, 16]. Su estructura de variedad de Khéler fue estu-
diada en [19] y como variedad Riemanniana de dimensién infinita, el teorema de
Hopf-Rinow fue demostrado en [3].

Los contenidos de este trabajo son los siguientes. En la seccién 2 comenzamos
repasando las definiciones de variedades simplécticas y variedades de Poisson en di-
mension finita. Introducimos la distribucion caracteristica, y probamos el teorema de
foliacion simpléctica. Para dar parte de su demostracién antes probamos el teorema
de Stefan-Sussmann que caracteriza la integrabilidad de distribuciones singulares.
En la seccion 3 introducimos los espacios de Poisson en dimension infinita, y en
particular caracterizamos los espacios de Banach Lie-Poisson. Definimos la nocién
de hojas simplécticas, dando un método general para construirlas. La seccion 4 tra-
ta de la Grassmanniana restringida. Probamos varias propiedades bésicas de esta
Grassmanniana, incluyendo diversas caracterizaciones y su estructura de variedad
de Banach. En la seccién 5 construimos un espacio de Banach Lie-Poisson donde
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la Grassmanniana restringida es una hoja simpléctica. Aqui resulta de importan-
cia notar que la Grassmanniana restringida se puede caracterizar como una orbita
coadjunta por una accién afin.
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2. Variedades de Poisson finito dimensional

2.1. Variedades simplécticas
En esta seccion trabajaremos con variedades M que posean dimension finita.

Definicién 2.1.1. Una estructura simpléctica en una variedad diferenciable M
estd definida por una 2-forma ) que satisface las siguientes propiedades:

(i) en todo punto z en M, ), es no degenerada,

(i) la 2-forma Q es cerrada, i.e., dQ = 0.

Luego, decimos que el par (M,€)) es una variedad simpléctica, y que la 2-forma
Q es stmpléctica.

Ejemplo 2.1.2. El cilindro S* xR con coordenadas (, p) es una variedad simpléctica
con ) = df A dp.

Ejemplo 2.1.3. Consideramos el espacio R*", con coordenadas x!, ..., 22", junto con
la 2-forma diferencial
n
Q=) da"" Nda’,
i=1
es un variedad simpléctica.

Mas generalmente, sea (V, 2) un espacio vectorial simpléctico. El fibrado tangente
de V podemos identificarlo con el fibrado trivial V' x V. Equipando cada fibra con
una 2-forma igual a €2, definimos una 2-forma diferencial en V', que llamaremos
nuevamente €2, la cual es cerrada ya que sus componentes en las cartas naturales de
V' determinadas por la elecciéon de una base son constantes. Por lo tanto, el espacio
vectorial simpléctico (V) puede ser considerado como una variedad simpléctica.

Ejemplo 2.1.4. La esfera S? de radio r es simpléctica con € el elemento de drea
estdndar: Q = r2sin 0df A dep.

Ahora recordaremos una serie de definiciones basicas que utilizaremos a lo largo
del presente trabajo:

Definicién 2.1.5. Sea M wvariedad, z € M.
El espacio tangente a M en z es el siguiente conjunto de clases de equivalencia
T.M :={%(0): v:I CR — M suave, v(0) = z}.
Luego, el fibrado tangente de M es la union disjunta de los espacios tangentes,

TM = U T, M.

zeM

La proyeccion w : TM — M es llamada la proyeccion candnica.
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- El espacio cotangente a M en z, T M es el espacio dual de T, M, i.e., « € TF M
sty solo si o : T,M — R es lineal. Luego, el fibrado cotangente estd dado por
la siguiente union disjunta

T*M = | T:M.

zeM

- Un campo vectorial suave en M es una funcion suave X : M — T'M tal que
moX = Iy, donde m es la proyeccion candnica. Denotamos por X(M) al espacio
de campos vectoriales en M.

Observacion 2.1.6. Como la variedad M tiene dimensién finita, observamos que
podemos realizar la siguiente identificacién

(T:M) =T"M =T,M,
para z en M.

En lo que sigue nos concentraremos en el papel importante que juegan los campos
vectoriales Hamiltonianos. Empecemos por definirlos.

Definicién 2.1.7. Sea (M, Q) una variedad simpléctica. Un campo vectorial X en
M se dice Hamiltoniano si existe una funcion h : M — R tal que

0.(X(2),v) =dh(z) - v,

para todo v € T, M. En este caso, escribimos X; en vez de X y h es llamada la
funcion Hamiltoniana o el Hamiltoniano para el campo vectorial X.

Ahora bien, en toda variedad simpléctica es posible definir el corchete de Pois-
son de dos funciones f,g: M — R por

{f,9}(2) = Q(X;(2), Xy(2)). (2.1)

Proposiciéon 2.1.8. Si ¢; es el flujo de un campo vectorial Hamiltoniano X, en-
tonces

vill 9y ={¥if 19}
para toda f,g € C>*(M), donde C*(M) es el espacio de funciones suaves en M.

Corolario 2.1.9. Se cumple la siguiente identidad de derivacion:

Xaul{ S, 93] = {Xalf], g} +{f, Xulgl} (2.2)

donde usamos la notacion Xy[f| = Lx,[f] para la derivada de f en la direccion de
Xp.

Demostracion. Derivando la igualdad

e {f g9y =1{vif, vig}

con respecto a t en t = 0, donde ¢, es el flujo de X},. El lado izquierdo derivado
claramente nos da el lado izquierdo de (2.2).
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Para conseguir el lado derecho primero notemos que dado z € M, la forma
bilineal 2, : T.M x T,M — R no degenerada define un isomorfismo

Q T.M — T M.

Con esto en mente, observamos que

d d
24 (% [1=0 Xgo:f(Z)) = g Imo EXeir ()

d *
= i li=o0 d(f f)(2)
= (dX3[f])(2)
= (Xx,1(2)).

Por lo tanto,

d

i |i=0 Xw:ff(z) = Xx,111-

Luego,

d 4
% |t:0 {Sptfv sptg} = E |t:0 Qz(ch;‘f(Z%Xap;‘g(Z))

— (X, 1(2), X, (2)) + (X5 (2), Xy (2))
— {Xulf]. 9} (2) + (. Xalgl}(2):

O

Recordemos que un dlgebra de Lie sobre K (K = R 6 C) es un espacio vectorial
g sobre K provisto de una funcion bilineal

gxg—9,

(z,y) — [, 9],
cumpliendo:
(i) [z,y] = —[y, x| (antisimetria),
(i) [z,y], 2] + [[v, 2], 2] + [[2,z],y] = O (identidad de Jacobi).

En tal caso, la funcién [, -] se llama corchete de Lie.

Si b es otra algebra de Lie, un morfismo de dlgebras de Lie es una funcién
K-lineal

vig—bh
[z, y] — Y([z,y]) = [V(x), ¥ (y)]-

Proposicién 2.1.10. Las funciones C*(M) forman un dlgebra de Lie bajo el cor-
chete de Poisson.
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Demostracion. Como {f, g} es claramente una bilineal real antisimétrica, lo tinico
que falta chequear es la identidad de Jacobi. De

{f,9} = Xy, Xy) = df(Xy) = X,[/]

tenemos

{{/. g}, h} = Xul{f, g}]

y por el Corolario anterior nos queda

{{/, 9}, n} ={Xalf], g} + {/f, X0lg]}
={{/,n}. 97 +{/. {9, }},
la cual es la identidad de Jacobi.
m

Sabemos que (X(M), [, -]) es un élgebra de Lie donde el corchete [-, ] estd dado
por: para X,Y € X(M),sea f: M — R

(X, YI(f) = X(Yf]) = Y (X[f]).

Proposicion 2.1.11. El conjunto de los campos vectoriales Hamiltonianos en M
es una subdlgebra de Lie de X(M) y

(X5, Xgl = = X1 (2.3)
Demostracion. Sea h : M — R,
(X, Xgl[h] = Xy Xg[h] — X, Xy[h]
= X¢[{h, g}] = X,[{h, f]]
={{h. g}, 1} ={{h. [}, 9}
= —{h.{f,9}}
= —Xyglh]-
O
Observacion 2.1.12. Por los resultados vistos, podemos ver que si ) es una 2-
forma no degenerada con el corchete de Poisson definido como en (2.1), entonces
el corchete de Poisson satisface la identidad de Jacobi si y sélo si ) es cerrada.

En efecto, sean f,g,h: M — Ry Xy, Xj, X, sus respectivos campos vectoriales
Hamiltonianos

(d9Q)(Xy, Xy, Xn) = XXy, Xn)] = X [QAXy, Xn)] + Xn[2(Xy, X))
([Xf, als Xn) + Q[ X5, Xn], Xg) = Q([Xy, Xn], Xy)
= Xf[{g,h}] Xol{f, b} + Xul{f, 93]

- Q(_X{f,g}a Xn) + Q(_X{f,h}’ Xg) — Q(_X{g,h}’ Xy)
={{g.h}, [} =S h} gk +{{f. 9} h}

+{f. gt 0} = {{f R}, 9} + {{g. 1}, f}
={{g.n}, Y+ {0 1} gt +{{f 9}, )

+ g, n} 1+ (b gt + {{f gb R}

Por lo que, d©2 = 0 si y sélo si {-, -} cumple la identidad de Jacobi.
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2.2. Variedades de Poisson

Dotar a una variedad M de una estructura de Poisson es dotar su espacio de
funciones C* de cierta estructura algebraica. Para esto, es necesario recurrir a la
estructura del dlgebra de Lie para poder definirla.

Definicién 2.2.1. Un corchete de Poisson (o una estructura de Poisson)
en una variedad M es una operacion bilineal {-,-} en C®(M) tal que:

(i) (C>®(M),{-,-}) es un dlgebra de Lie;

(i) {-,-} es una derivacion en cada factor, es decir,

{fg,h}y ={f h}g+ flg,h},

para toda f,g,h € C>®(M).

Una variedad M dotada con un corchete de Poisson en C*(M) es llamada una
variedad de Poisson.

Denotamos a la variedad de Poisson por (M, {-,-}) o simplemente M si no hay
confusion.

Ejemplo 2.2.2. Como vimos en la seccién anterior, toda variedad simpléctica es
una variedad de Poisson. En efecto, sea (P, {2) una variedad simpléctica, el corchete
de Poisson esta definido por la forma simpléctica como sigue

{f:93(2) = QX;(2), Xy(2)),

para f,g: M — R, z € M.

La condicién (ii) de la Definicién 2.2.1 se cumple por la propiedad de derivacién
de campos vectoriales

La estructura de Poisson definida de esta forma en M se dice que esta asociada a la
estructura simpléctica definida por €.

Ejemplo 2.2.3. FEl corchete de Lie-Poisson. Sea g un algebra de Lie y g* su espacio
vectorial dual. Denotamos al corchete de dos elementos X e Y en g por [X,Y]. Si
f v geC>®(g*), para todo punto x € g, df(x) y dg(x) son dos formas lineales en
g* que podemos considerar como elementos de g. Entonces, g* es una variedad de
Poisson con respecto a cada corchete de Lie-Poisson {-,-}. vy {-,-}_ definido
mediante

{f,9}e(2) = £(z, [df (2), dg(x)]), (2.4)

para todo x € g*. Es facil ver que se cumplen las propiedades del corchete de Poisson.
La bilinealidad y la antisimetria son inmediatas. La propiedad de derivacion del
corchete se sigue de la regla de Leibniz

d(fg)(z) = f(x)dg(z) + df(z)g(z).
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La identidad de Jacobi para el corchete de Lie-Poisson se sigue de la identidad
de Jacobi para el corchete de Lie y la formula

+d{f, g} = [df(2),dg(x)] — D*f(2) (ady,(2),) + D*g(x) (adi(x),-), (2.5)

donde para cada £ € g, tenemos que ade : g —> g denota el mapeo adg(n) = [€,7)
y adg : g* — g* es su dual.

Ejemplo 2.2.4. El corchete de Lie-Poisson modificado. Bajo las mismas hipdtesis
del ejemplo anterior, sea © un cociclo simpléctico del dlgebra de Lie g, i.e., una forma
bilineal antisimétrica en g que satisface, para toda terna (X,Y,Z) de elementos en

g,
O(X,[Y, Z]) + O(Y, [Z,X]) + O(Z,[X,Y]) = 0. (2.6)

Entonces, para cualquier f,g € C*(g*), y todo x € g*, tomamos

{f.g}e(x) = (z,[df(z),dg(z)]) — ©(df(x),dg(z)).

Es facil ver que asi definido, este corchete satisface la Definicién 2.2.1. La estructu-
ra de Poisson definida en g* se denomina la estructura de Poisson canonica
modificada o la estructura de Lie-Poisson modificada de g* asociada con el
cociclo simpléctico ©. Cuando el cociclo es cero, la estructura es la estructura de
Lie-Poisson de g* discutida en el ejemplo anterior.

Este corchete no es el corchete asociado a ninguna estructura simpléctica en g*,
por lo que es un ejemplo del concepto mas general de una variedad de Poisson.

Ejemplo 2.2.5. El corchete de Lie-Poisson “Frozen”. Fijando (o “freeze”) v € g*
definimos para cualquier f,g € C*(g*) el corchete

{f,9¥i(2) = (v, [df(x), dg(2)]).

Las propiedades de un corchete de Poisson se cumplen como en el caso del cor-
chete de Lie-Poisson, la tinica diferencia es que (2.5) nos queda

£d{f, g% = ~D*f(v) (adg, (@), ) + D2g(v) (adyy (). ).

Ahora bien, en forma mas general tenemos la siguiente relacién entre los campos
vectoriales Hamiltonianos y el corchete de Poisson que surge como consecuencia
directa de que {-, f} es una derivacién.

Proposicién 2.2.6. Sea M una variedad de Poisson. Si h € C>®(M), entonces
existe un unico campo vectorial Xy en M tal que

{9, h} = Xpi|g] = —X,[h] = dg(X}) = —dh(X)), (2.7)
para todo g € C*°(M). Llamamos X}, el campo vectorial Hamiltoniano de h.

Antes de seguir, veamos que el mapeo f —— (df)(z) de C>*(M) en T}M es
suryectivo.
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Lema 2.2.7. Para todo o € T*M y z € M, existe f € C*(M) tal que o, = (df)(2).

Demostracion. Consideremos una carta ¢ : U C M — R" suave y ¢ : M — R"
dada por

o= {) 28t

donde, V; C Vo C M abiertos. Asi, tomamos
f=ao(Dg) oy,
Como v y ¢ son funciones suaves, tenemos que f € C*(M) y dado z € V}
(). = o (D)t o (DV). = 0 o (Dp)71y o (D). = a
O

De (2.7) vemos que el corchete depende de f sélo a través de d f. Observemos que
la funcién (f, g) — {f, g} es bilineal y antisimétrica. Asi, dado z € M, {f, g}(z) es
una funcién bilineal antisimétrica de (df)(z) y (dg)(z). Luego, existe un w € A*TM
tal que

{f,9} = w(df,dg)
En coordenadas locales (x*) de M,

ij of 9y

w(df,dg) =w 5 Bl

(2.8)

w es llamado el bivector de Poisson de (M, {-,-}).

Las componentes de w en una carta son corchetes de Poisson de las funciones de
coordenadas locales, que son suaves, por lo que w es suave.

Ahora bien, w tiene asociado un homomorfismo

f:T*M — TM

a— o,
donde of est4 definido por
Blaf) = w(a,B), (o, €T M).

Observacion 2.2.8. Notemos que, en particular, para toda f € C*°(M) tenemos
(df)* = X;. En efecto,

B-((df)f) = (dg)(2)((df)F) = w(df,dg(2)) = dg(2)(X).

Volviendo a la representacién en coordenadas, tenemos que {z, 27} = w%. Luego,
la identidad de Jacobi se cumple si

{{xiv xj}vzk} + {{$k>$i}a xj} + {{zjvxk}7xi} =0
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que es equivalente a
whiﬁhwjk + whjﬁhw’“ + whk(?hwij =0. (29)

Con esto en mente, podemos decir que esta asociacién entre el corchete y el
bivector es en cierta forma invertible, es decir, dado un w : T"M x T*M — R
arbitrario, le asignamos el corchete {-,-},, definido como {f, g} = w(df,dg). Por lo
tanto, una estructura de Poisson en M es equivalente a un bivector w que satisfaga
(2.9), por lo que también podemos notar a la variedad de Poisson como el par (M, w).

En base a lo desarrollado hasta ahora, la siguiente observaciéon es de interés.

Observacién 2.2.9. Sea (M,w) una variedad de Poisson con w su bivector de
Poisson tal que es no degenerado. Entonces, M es una variedad simpléctica con la
2-forma dada por

Q.(X7(2), Xy(2)) = {/f. g}(2) = w(df,dg).
Como w es no degenerado tenemos que el homomorfismo asociado
8, Ty M — T, M
es suryectivo. Asi, para todo v € T, M existe a, tal que
v =, =1:(df)(2) = X4(2)

para algtin f € C>®(M).
Verifiquemos que €2, estd bien definida, en efecto: sean fi, f2, 91,92 € C®(M)
tales que Xy, (2) = Xy, (2) y X, (2) = X, (2) tenemos

0.(X1,(2), Xu (2)) = {f1,91}(2)

(
= (d/1)(2)(Xg(2))
(df1)(2)(Xy,(2))
= —(dg2)(2)(X)(2)
= —(dg2)(2)(Xp,)(2)
)

Por otro lado, la antisimetria de €2 se obtiene de la antisimetria de w y por la
Observacion 2.1.12,  es cerrada. Ya vimos en la férmula (2.8) que 2 asi definida es
suave, por lo que faltaria probar que es no degenerada, i.e., si 2, (v, w) = 0 Vw € T.%
entonces v = 0. Veamos esto, para todo g € C*(M),

0=Q.(v,X,(2))
= (dg)(2)(v),

luego, por el Lema 2.2.7, esta igualdad nos dice que a(v) = 0, Voo € T M, por lo que
v =0. Asi, Q es no degenerada. Por lo tanto, (M, 2) es una variedad simpléctica.

10
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Definicién 2.2.10. Una funcion ¢ : (My,w) — (Ma,ws) entre dos variedades de
Poisson es llamada funcion de Poisson o morfismo de Poisson si para toda
f,g € C>®(My) tenemos

{fowv,goph ={f g}20¢, (2.10)

0, equivalentemente, los campos tensoriales wy y wo estdn p-relacionados. Mas aun,
si i es un difeomorfismo lo llamaremos un automorfismo de Poisson.

Definicién 2.2.11. Sean M, Ms dos variedades y sea f : My — My funcion
suave. Dado z € M, la tangente a f en z es la funcion

. La tangente de f es la funcion

Volviendo a la Definicién 2.2.10, una propiedad importante de las funciones de
Poisson es que mandan flujos Hamiltonianos en flujos Hamiltonianos. Escribamos
correctamente esto:

Proposicion 2.2.12. Sea f : My — M una funcion de Poisson y dada h €
C®(Ms). Sipy es el flujo de X, y ¢ es el flujo de Xpop, entonces

prof=foy y TfoXpy=Xpolf.

Reciprocamente, si f es una funcion de Poisson de My en My y para toda h €
C®(My) los campos vectoriales Hamiltonianos Xpor € X(My) y X, € X(Ms) estdn
f-relacionados, 1i.e.,

Tf OXhof = Xh e} f,
entonces [ es de Poisson.

Demostracion. Antes de comenzar, observemos que si ¢; es un flujo en la variedad
de Poisson M y sea h € C°(M) entonces para cualquier f € C*(U), U abierto en
M,

d

S(fow) = {fhyo o= {F opuh}. 211)

si y solo si ¢y es el flujo de Xj,. En efecto, sea z € M, entonces

S op)(E) = $H(@2) = dFo(2) oul2)

por otro lado,
{f,h} o pi(z) = {f, h}(ei(2)) = df(ee(2))(Xn(pe(2)))-

Asi, las dos expresiones son iguales para cualquier f € C*(U) si y sélo si

Sil2) = Xaloul2)),

11
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y esto vale para todo z € M por el Teorema de Hahn-Banach. Es decir, ¢, es el flujo
de X h-

Reciprocamente, si ¢, es el flujo de X}, tenemos

d

Xn(nl2)) = (=),

por lo que, por la regla de la cadena

=) = df (o) () = A 2D Xalou(2) = {F, M (ou(2)).

Por otro lado,

Xn(pi(2)) = Tope(Xn(2)),

y por la regla de la cadena

© Fe2)) = dF (@) (X))

)
—df(sot( N(T=pu(Xn(2)))
d(f o ¢e)(2)(Xn(2))
= {f ° 1, h}(2),

Ahora bien (2.11) junto con la Definicién 2.2.10 nos dice que para cualquier
g € C*(M,) y z € M; tenemos

d d
So(f ovn)(2) = S g0 H(E)

={go f.ho fHi(2))
= {9, h}(f o 4r)(2)

es decir, (f o1y)(z) es una curva integral de X, en M, sobre el punto f(z). Como
(¢p o f)(z) es otra curva integral de X}, la unicidad de curvas integrales implica

(f o) (2) = (wo [)(2).

Derivando esta igualdad con respecto a ¢ obtenemos la relacion T'f o Xjop = Xj 0 f.

Ahora, supongamos que para cualquier h € C*°(M,) tenemos 1'f o X0 = Xpo f.
Luego, por la regla de la cadena

Asi, para toda g € C*(Ms),

{9, h} o f = " (Xulg]) = Xnop[f*gl ={go f,ho f},

por lo que, f es de Poisson.
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2.3. Foliacién simpléctica

Sea M una variedad de dimension n. Primero daremos una serie de definiciones
bésicas sobre distribuciones para luego concentrarnos en la distribucion caracteristica
y en el rol importante que juega el conjunto de los campos vectoriales Hamiltonianos.

Definicién 2.3.1. Un conjunto de subespacios vectoriales A(M) = {A,,(M)} del
espacio tangente T, M es llamada una distribuciéon general. Dicha distribucion
se dice que es diferenciable si localmente alrededor de cada punto zy € M existe
un nimero finito de campos vectoriales diferenciables X1, ..., X, € A(M), tales que

A, (M) = span{Xi(20), ..., Xs(20) }.

Definicién 2.3.2. Se define una integral de la distribucion A(M) como un par
(N,h) donde N es una variedad conera y h una inmersion h : N — M (dh, :
T.N — TyyM inyectiva) tal que T.(h(N)) € A.(M). Dicha integral se denomina
integral mazximal si T,(h(N)) = A,(M). Una subvariedad integral de S es
una subvariedad conexa N inmersa en M tal que (N,iy) es una integral.

Definicién 2.3.3. Una distribucion es completamente integrable si para todo
z € M, existe una integral mazximal (N, h) de A(M) tal que z € h(N). A (N, h) se
le llama hoja de A en z.

Definicién 2.3.4. Una distribucion se dice itnvolutiva si dados X,Y € A(M)
entonces [X,Y] € A(M), i.e., X(2),Y(z) € A,(M), para todo z € M.

Definicién 2.3.5. Consideramos xo una familia de campos vectoriales sobre M.
Se define la orbita de z € M de la familia xo como el conjunto de puntos de M
alcanzables desde z a tramos por trayectorias de esta familia, es decir:

Zz — {@k,tk O--+0 9017151(2) . k Z 17 tl, ,tk - R}
donde ;4. es el flujo del campo vectorial X;.

Observacién 2.3.6. La relacion z; pertenece a la orbita de z es una relacién de
equivalencia en M. Luego, M es unién disjunta de sus érbitas.

Volviendo a la Definicién 2.3.1, tomamos p(z) = dim A,, z € M. Definimos a
p(z) como el rango de A(M) en z. Claramente, si A(M) es diferenciable p(z) es
una funcién semicontinua inferior, ya que p(z) no puede decrecer en un entorno de z.
En el caso p(z) = cte, A(M) es una distribucion en el sentido usual, y la llamamos
distribucion regular. En el caso general, 2 € M serd un punto regular si z es
un méximo local de p(z) o, equivalentemente, p(z) = cte en un entorno abierto de
z. Todos los demds puntos de M son llamados puntos singulares de A(M). El
conjunto D de puntos regulares de A(M) es claramente abierto y, ademés, denso en
M ya que, si zg € M\D, y U es cualquier entorno de zy, U contiene puntos regulares
( p |u debe tener un maximo ya que es una funcién a valores enteros y acotada) i.e.,
29 € D. Pero D no puede ser conexo, como se vera en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.7. M = R? A(, (M) = span{Z, @(y)a%}, donde ¢(y) es una funcién
C™ que se anula para y < 0, y es positiva para y > 0 (ejemplo: ¢(y) = 0 paray < 0,
y o(y) = e~ /%) para y > 0). Entonces los puntos singulares son todo el eje z, y las
componentes conexas de D son los semiplanos y > 0 (donde p = 2), e y < 0 (donde

p=1).

13
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En el caso regular, el clasico Teorema de Frobenius nos da una condicion nece-
saria y suficiente para caracterizar una distribuciéon completamente integrable. Sin
embargo, como veremos en el siguiente ejemplo proporcionado por Sussmann, este
teorema no se cumple para el caso general.

Ejemplo 2.3.8. M = R? A (M) = {a%,go(x)a%} siendo ¢ la misma funcién
definida en el ejemplo anterior. Vemos que la condicién de involutividad se cumple
ya que tenemos

[8 8}_{ 0 para x < 0,

oz’ ¢(m)8_y —Blgiw)w(x)a% para z > 0

Sin embargo, no existen hojas que pasen sobre los puntos del eje .

Pero vienen Sussmann y Stefan y muy copadamente encuentran una simple con-
dicién extra que garantiza la integrabilidad completa en todos los casos. Esta con-
dicién es la de invarianza de una distribucion.

Definicién 2.3.9. Una distribucion general A(M) se dice xo-invariante (o sdlo
invariante) si existe un conjunto xo de campos vectoriales en M tal que Yz € M,

span{ X ()} xexo = A:(M),

y para todo X € xo, Vi, |[t| <, (¢ >0) yVz € M tal que pi(2) estd definido, p; el
flujo del campo vectorial X, tenemos

Topi(AL(M)) = Ay, (M). (2.12)

Por ejemplo, esta condicion se ve facilmente que se satisface en el Ejemplo 2.3.7

ya que las orbitas de los campos vectoriales de A(M) se encuentran en las hojas. (Las

orbitas de cp(x)a% sobre (zg,yo < 0) son puntos, y sobre (zg,yo > 0) son semirectas

verticales). Sin embargo, en el Ejemplo 2.3.8, la condicién (2.12) no se cumple para
traslaciones paralelas al eje x y que cruzan el eje y.
Ahora bien, como dijimos, veremos el rol importante que jugaran los campos vec-

toriales Hamiltonianos en la estructura de Poisson. Para esto definimos el siguiente
conjunto:

So(M)={veT, M: 3f € C®(M), X¢(z) =0}, 2 € M. (2.13)

Es obvio que S(M) = {S,,(M)} dada por la férmula (2.13) es una distribucién
diferenciable, y esta es la llamada distribucion caracteristica de la estructura
de Poisson w.

Ahora asociemos un poco esto con lo que habldbamos antes. Dada una variedad
de Poisson (M, w), si miramos un poquito esto, salta enseguida que la distribucién
caracteristica no es otra cosa que la imagen del homomorfismo 8, : T)M — T. M
asociado al bivector w, es decir,

1 (17 M) = 5.(M),

14
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entonces
H(T* M) = S(M).

Asi, el rango del bivector w, es la dimensién del espacio S,(M) y lo llamamos el
rango de la estructura de Poisson en z.

Observacion 2.3.10. De la antisimetria de w, sabemos que el rango de w en un
punto z es un entero par. Este entero depende del punto z en M. Por esta razon, en
general, la distribucién caracteristica no es un subfibrado vectorial de T'M.

Antes de pasar a uno de los resultados importantes de esta distribucion, daremos
algunas definiciones y proposiciones técnicas que luego utilizaremos.

Definicién 2.3.11. Una subvariedad inyectivamente inmersa i : S — M se de-
nomina una tmmersion de Poisson si cualquier campo vectorial Hamiltoniano
definido en un subconjunto abierto de M que contiene a i(S) estd en R(T.i) para
todo punto i(z) con z € S.

Esto es equivalente al siguiente resultado:

Proposicion 2.3.12. Una inmersion i : S — M es Poisson si y solo si satisface
la siguiente condicion: si f,g : V C S — R, donde V' es un abierto de S, y si
f,3:U — R son estensiones de foi~t,goi~t :i(V) — R a un entorno abierto
U de i(V) en M, entonces {f,g} |i) estd bien definido y es independiente de las
extensiones. La subvariedad inmersa S estd, por lo tanto, dotada con una estructura
de Poisson, yi:S — M se convierte en un mapeo de Poisson.

Demostracion. Sii: S — M es una variedad de Poisson inyectivamente inmersa,
entonces

donde v € TS es el tinico vector satisfaciendo X;(i(2)) = Ti(v). Luego, {f,g}(i(z))

es independiente de la extensién f de foi~!. Por la antisimetria del corchete, resulta

también independiente de la extensién g de goi~t.

Luego, podemos definir una estructura de Poisson en S dada por

para todo subconjunto V' abierto de S. De esta forma, i : S — M es un mapeo de
Poisson ya que X;(i(z)) = T,i(X,).

Reciprocamente, supongamos que la condicién sobre el corchete antes dicha se
cumple y sea h : U — M un Hamiltoniano definido en un subconjunto abierto U

de M intersecando a i(.S). Entonces, S es una variedad de Poisson e i : S — M es
un mapeo de Poisson. Como i es Poisson, si z € S es tal que i(z) € U, tenemos

Xn(i(2)) = TLi(Xnoi(2)),

y asi, X,(i(2)) € R(Ti), mostrando asi que i : S — M es una inmersién de
Poisson.

[]
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Si S € M es una subvariedad en M y la inclusién ¢ es Poisson, diremos que S
es una subvariedad de Poisson de M.

Proposicién 2.3.13. Sea M wuna variedad. Sea A(M) una distribucion general
invariante, dado z € M y xo el conjunto de campos vectoriales en M tales que

AL (M) = span{ X (2)} xey,-

Sea ¢;¢ el flujo local definido en un entorno de z generado por el campo vectorial
X(z) € A, (M). Sea

V(s s tr) = (P14 © - 0 Prp, ) (2)

para tq, ...ty suficientemente pequenos. Entonces

(i) Eziste un entorno abierto Us de 0 € R¥ tal que
Vv Us — M
es un embedding.
(ii) Las imdgenes de (T¥*)(t) y A,(M) son iguales para t € Us.
(iii) »*(Us) C X..
(iv) Si
YU, — M

es otra funcion construida como antes y sea y € ¥*(Us), entonces eziste un
subconjunto abierto U, C U, tal que ¥ es un difeomorfismo de U, a un sub-
congunto abierto de ¥*(Us).

Demostracion.

(i) Se tiene que esta funcién ¢)* es suave por ser suave ¢;, en ambos pardmetros.
Ahora bien, la condiciéon de invarianza nos dice que para todo X € xq, Vit
pequeno y para todo z € M

Tz¢t<AZ(M)) = A¢>t(2)(M)7
donde ¢ es el flujo de X. Entonces

0

Tyt <8_t]> = X;(2) € A,(M)

por lo que Toyp; ;. es inyectiva ya que manda bases en bases. Luego, ¢*
es una inmersion, y por lo tanto, existe Us entorno de 0 tal que ¥*(Us) es
una subvariedad en M y 9¢* |y, es un difeomorfismo de Us en ¢*(Us). En
particular, ¥* |y, es un embedding. Ademéds, notemos que el rango de Tp)* y
A, (M) coinciden.
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(i)

(iii)

(iv)

Nuevamente la condicién de invarianza es la clave en esto: si tomamos X € o,
tenemos que X (z) € A,(M) para z € M, y ¢, el flujo del campo vectorial X,
obtenemos

T.0(X(2)) = Y(1(2)), (2.15)
para algin Y (¢.(2)) € Ag, (M), es decir Y = a’X;, donde X; € xo.

La férmula (2.15) nos dice que:

(Tgr0X)(2) = (Y 0.61)(2), = TdroX =Y 0.

Por lo tanto, si t = (t1, ..., tx),

Tw* (a%) = (T14,0...0T¢j 14, , 0X;0Pji14,,, 0.0 Pry,) (2)
= (Y o) (1) € Ayery(M),

donde X es el campo vectorial del flujo ¢;,. Esto muestra que

R(T") © Ayey (M)
sit € Us. Como A(M) es invariante tenemos que

dimA =y (M) = dimA,(M).

Esta ultima igualdad, la inclusién anterior y la tltima observacion en la prueba
de (i) concluyen (ii).

Esto es claro ya que 1 se construye a partir de las los flujos de los campos
vectoriales en yoy comenzando en z.

Antes de seguir observemos que si tenemos 7(t) curva integral de X € Y, tal
que

donde N es una subvariedad de M, entonces
() N

para todo t suficientemente pequeno. En efecto, para y € N existe una carta

(®,N)cony e Uy ®UNN) = (R x {0})n®).
Consideramos la curva suave en M dada por

B(t) = (7" o mgr 0 @) ((t))

para t suficientemente pequeno, 5(t) C N.
Ahora bien, vemos que 5(0) =y y

B(t) = (T®" o mge 0 T)(¥(1)) = ¥(t).
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Y por la unicidad de curvas integrales, v(t) = [(t) para t pequeno, entonces
~(t) C N.

Con esto en mente, en este caso tenemos que X(z) € A,(M) para z € M.
Por (ii) tenemos que X es tangente a la imagen de ¥*. Por lo tanto, las curvas
integrales de X permanecen tangentes a ¢*(Uy) si comienzan en ese conjunto.
Para obtener la funcién que queremos sélo necesitamos encontrar los flujos
asociados a la familia ¢ que comiencen en y. Por lo tanto, por lo antes visto,
podemos restringirnos a la subvariedad *(Us) cuando calculamos los flujos a
lo largo de los campos vectoriales yg, por lo que podemos considerar que la
imagen de 9Y estd en ¢*(Us). La derivada en el punto 0 € R* de 1Y es un
isomorfismo al espacio tangente de 1*(Us) en y. Luego, la existencia de este
U. esté garantizada por el teorema de la funcién inversa.

]

Ahora bien, un resultado basico en el contexto de distribuciones generales es el
siguiente:

Teorema 2.3.14 (Stefan - Sussmann). Una distribucion diferenciable general A(M)
es completamente integrable si y solo si es una distribucion invariante.

Demostracion. Si A(M) es completamente integrable, Vzy € M existe N subvarie-
dad inmersa conexa tal que T,)N = A, M, (zy € N). Consideramos el conjunto

Xo:={XeX(M): X(z)eA,(M), Vz€ M}
(el espacio de todos los campos vectoriales C* de A(M)). Veamos que se satisface
(2.12).

Sea v € A, (M), luego v = Y (29) = @;X*(2), donde X* son C® y generan a
A, (M). Consideramos ¢, flujo de Y en 2o y a(s) = (1 0 1)) (20) curva en N. Asi,

d
s ls=0 (@1 01s)(20) = Toppe(Y(20)) C Ty (z)N = A%(Zo)(M)-

Por otro lado, sea v € A, (.,)(M), entonces

v =B X (l20)) = Y(il20) = i(e0) = Sillip10 -0 (20))

= Tooe((01 0 9_1)(20)) C Toyipe(Dsy (M)

Asi, tenemos que A(M) es invariante.

Veamos la vuelta. Para cada érbita ¥ C M la familia de cartas satisfaciendo (i)
en la Proposicion 2.3.13, llamemosla

{¢*: z€ X, span{X(2)}xey, s una base de A, (M)},

provee a > de una estructura de variedad diferenciable tal que la inclusion es una
inmersién. En efecto, sea x € ¢*(Us) N ¢Y(U,) y consideramos ¢* : U, — M. Por
(iv) de la Proposicién 2.3.13, podemos elegir U, suficientemente pequefio de forma
que

W (Uy) C ™ (Us) N ¥ (Ue)
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es un difeomorfismo en ¢*(Us)Ny¥ (U, ). Esto muestra que las funciones de transicién
para las cartas dadas son difeomorfismos, por lo que define una estructura de varie-
dad diferenciable en ». Veamos que i : ¥ < M es una inmersién: sea ¢ : [ —» M
curva suave tal que ¢(0) = z, T,i([c],) = [io¢], = [0], es decir que i oc ~ 0 entonces
3(®,U) carta en z tal que

(@oioc)(0)=(Po0)(0)=0. (2.16)

Tomamos (P |y, U N X) carta en z, tenemos que P oioc= P |y oc. Asi, (2.16) nos
queda

(|5 00)'(0) =0,

luego, ¢ ~ 0. Lo que prueba que T,i es inyectiva. Asi, el par (X,7) es una integral
de la distribucién A(M). De (i) y (ii) de la Proposicién 2.3.13, obtenemos que
T.% = A,(M) y, por ende, la igualdad dim¥ = dimA,(M). Se sigue de la definicién
de una subvariedad de Poisson inmersa que > es una subvariedad de M. Por lo
tanto, A(M) es completamente integrable.

]

Observacion 2.3.15. Una distribucion no diferenciable puede ser completamente
integrable sin ser invariante en el sentido de la Definicién 2.3.9. Veamos el siguiente
ejemplo: consideramos M = R? con las siguientes hojas: los puntos unitarios que no
estan sobre el eje x, y todo el conjunto x. La distribucion tangente de estas hojas
no tiene campo vectorial diferenciable no nulo.

Volviendo al contexto de variedades de Poisson, con todo lo antes visto, llegamos
felizmente al Teorema de foliacién simpléctica:

Teorema 2.3.16. La distribucion caracteristica S(M) de la variedad de Poisson
(M,w) es completamente integrable, y la estructura de Poisson induce estructuras
simplécticas en las hojas de S(M).

Demostracion. Para probar que S(M) es completamente integrable probaremos que
es invariante. Para esto basta considerar ¢; flujo Hamiltoniano, como sabemos es una
funcion de Poisson y por la Proposicién 2.2.12 junto con la definicién de distribucion
caracteristica tenemos que se cumple (2.12).

Por la definicion de la distribucion caracteristica y su completa integrabilidad,
tenemos que ¢ : ¥ — M es una inmersién de Poisson. Asi, por la Proposicion 2.3.12
sabemos que el corchete (2.17) estd bien definido y define en la subvariedad ¥ una
estructura de Poisson. Ahora bien, dado i : 3> — M, en cada hoja ¥ definimos la
2-forma (s, como

Q5 (2)(X;(2), Xy(2)) = {[,9}(2) = {f 0, g 0i}(2) = wx(df,dg). (2.17)

y el bivector de Poisson asociado wsy, es no degenerado. En efecto, si

{foi,goils(z)=0

para toda funcién g entonces {f, g}(z) = 0 para toda g, es decir X,[f](2) = 0, para
toda g. Asi, df |7.x= 0 ya que los campos vectoriales X,(z) generan 7,%. Ademas,
i*df = d(foi) =0, lo cual muestra que el bivector de Poisson wy, es no degenerado
y, por la Observacion 2.2.9, 3 es una variedad simpléctica.

[]
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Las hojas de S(M) son llamadas hojas simplécticas de la variedad de Poisson
M y S(M) es llamada la foliacion simpléctica de M.

Ejemplo 2.3.17. Las hojas simplécticas de la estructura de Lie-Poisson de g* son
las orbitas de la representacion coadjunta de cualquier grupo de Lie conexo GG cuyo
algebra de Lie es g. Ver [Prop. 3.1, [20]].

Ejemplo 2.3.18. Sea g un algebra de Lie real finito dimensional, g* su dual, y © un
cociclo simpléctico de g. Dotamos a g con la estructura de Lie-Poisson modificada
asociada al cociclo simpléctico © (Ejemplo 2.2.4). Sea G conexo, el grupo de Lie
simplemente conexo cuyo algebra de Lie es g, y 6 el cociclo simpléctico de G cuyo
cociclo asociado de g es ©. Tenemos que, [Teor. 4.10, [8]], las hojas simplécticas de
la estructura de Poisson de g* son las érbitas de la accion afin ag : G x g* — g*
definida por

ag(g,€) = Adgg +0(g).

Ejemplo 2.3.19. Una forma simple de obtener estructuras de Poisson en espacios
R™ es mediante la insercion de los coeficientes en la estructura simpléctica canodnica.
Por ejemplo, en R?, el bivector

claramente define una estructura de Poisson. Tiene rango 0 en los puntos donde h
se anula, y rango 2 en otro caso, por lo tanto, las hojas simplécticas son los puntos
donde h = 0, y las componentes conexas del subconjunto abierto h # 0 de R?. Esta
estructura generaliza a R*"P = {(z* y*, 2"}, (k=1,...,n; h =1,...,p) poniendo

. 0 0
k=1

En particular, el bivector

(,u——/\i
ozt Ox2

0 9,

4 —_— —_—
+ ol )8333 4 oxt

donde p(2?) = 0, para z* < 0, y p(xz?) > 0 para 2* > 0, define una estructura
de Poisson en R*, donde la hoja simpléctica a través de un punto con z* > 0 es
el semiespacio superior * > 0, mientras que las hojas a través de los puntos con
x* < 0 son los planos 23 = cte, z* = cte.
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3. Variedades de Poisson infinito dimensional

3.1. Definiciones basicas

Dado un espacio de Banach b , la notacién b* siempre significara el espacio de
Banach dual de b. Dado x € b* y b € b, denotaremos por (x,b) el valor de x en b
(x(b)). Por lo tanto, (-,-) : b* x b — R (o C, dependiendo si estamos laburando
con espacios de Banach y funciones reales o complejas) denotara la dualidad bilineal
continua natural entre b y su dual b*. Los conceptos que utilizaremos en esta secciéon
tales como variedades de Banach, derivada de Frechét, etc. pueden verse en [[1]].

Comenzaremos definiendo el concepto de variedad simpléctica en el caso infinito
dimensional.

Definicién 3.1.1. Sea P una variedad modelada en un espacio de Banach b. Deci-
mos que una 2-forma () en P es una forma sitmpléctica si cumple:

(i) Q es cerrada, i.e., d) = 0;
(ii) para cada z € P, Q, : T,P x T,P — R es débilmente no degenerada.

Asi, el par (P,Q) es llamado una variedad simpléctica débil. Si ), en (ii) es
no degenerada, hablamos de una forma simpléctica fuerte y, por ende, decimos
que el par (P,Q) es una variedad simpléctica fuerte.

Hablemos un poco qué queremos decir con débil o fuertemente no degenerada.
Que una 2-forma sea fuertemente no degenerada significa que para cada z € P, la
forma bilineal 2, : T, P x T, P — R define un isomorfismo

O :T.P — TP

Para una forma simpléctica débil, el mapeo inducido Q° : X(P) — X*(P) (donde
X(P) denota el espacio de campos vectoriales en P) entre campos vectoriales y 1-
formas es uno a uno, pero en general no es suryectivo. Por lo tanto, no podemos
construir una funciéon que asocie a todo diferencial df de una funcién suave f :
P — R el campo vectorial Hamiltoniano X.

Esta distincion en el caso infinito dimensional es esencial ya que los campos vecto-
riales Hamiltonianos fueron una herramienta clave en el desarrollo de las variedades
de Poisson de dimensién finita.

Como estuvimos trabajando en la seccién anterior, una variedad de Poisson real
de dimensién finita es un par (M, {-,-}) donde M es una variedad cuyo espacio de
funciones suaves estd dotado de una estructura de algebra de Lie {-, -} satisfaciendo
la propiedad de Leibniz en cada factor. Como discutiremos luego, esta definicion
no es apropiada para el caso infinito dimensional y necesitamos una condicién mas
estricta.

Para ver esto, asumamos que en el espacio C*°(P) de funciones suaves en la
variedad de Banach suave P de dimensién infinita, hay un corchete de Poisson {-, -}
cumpliendo las mismas propiedades que en el caso finito. Debido a la propiedad de
Leibniz, el valor del corchete de Poisson en un punto p € P dado depende solamente
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de los diferenciales d f(p), dg(p) € T,y P lo que implica que hay una seccién suave @
del fibrado vectorial A2T** P satisfaciendo

{f,9} = w(df dg).
Sea #: T*P — T P tal que

tp(dh(p)) := wp(-, dh(p)), (3.1)

esto es, t,(dh(p))(dg(p)) = {g,h}(p), para cualquier par de funciones localmente
definidas g y h.

Denotamos por b el espacio de Banach que modeliza a la variedad de Banach P.
Luego, T,P = b, TyP = b*, y T)*P = b™. 5i b es no reflexivo, esto es, b C b™ y
b # b**, entonces

Xy :=w(-,df) =14(df), 6, como una derivacién de funciones X; = {-, f}

es una seccion suave de T** P y por lo tanto, en general, no es un campo vectorial
en P. Andlogamente al caso finito dimensional, queremos que X; sea el campo
vectorial Hamiltoniano definido por la funcion f : P — R. Para que esto se cumpla,
pediremos que el corchete de Poisson en P satisfaga la condicién §(7*P) C TP C
T**P. Por lo tanto, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.1.2. Una variedad de Banach Poisson es un par (P,{-,-}) donde
P es una variedad de Banach suave y {-,-} es un operador bilineal que satisface las
siguientes condiciones:

(i) (C=(P),{-,-}) es un dlgebra de Lie;
(i) {-,-} satisface la identidad de Leibniz en cada factor;
(iii) la funcion § : T*P — TP dada por (3.1) cumple §,(T;P) C T,P.

La condicién (iii) nos permite definir para cualquier funciéon h € C*(P) el campo
vectorial Hamiltoniano dado por

Xnlf] :=df(Xn) = {f, b},

donde f es una funcién localmente suave arbitraria definida en P.

Ahora daremos algunas definiciones y resultados que hemos visto en el caso finito
dimensional pero adaptandolas a este nuevo contexto.

Dadas dos variedades de Banach Poisson (P, {-,-}1) vy (P, {-,-}2), una funcién
suave ¢ : P, — P, se dice candnica o una funciéon de Poisson si

o {f. 9t ={¢"f, ¢ g, (3.2)

para cualesquier f,g € C®(P;). La condicién (iii) de la definicién anterior implica,
como en el caso de dimensién finita, que (3.2) es equivalente a

XJ% ocp=Typo X}ogo (3.3)

para cualquier funcién f € C*(P,). Por lo tanto, el flujo de un campo vectorial
Hamiltoniano es una funcién de Poisson.
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Observacion 3.1.3. Volviendo a la Definicién 3.1.2, notemos que la condicién
8(7T*P) C TP se cumple automéaticamente en los siguientes casos:

. Si P es una variedad suave modelada en un espacio de Banach reflexivo, i.e.,
b _ b**
- )

. P es una variedad simpléctica fuerte con una forma simpléctica 2.

La primer condicién se cumple si P es una variedad de Hilbert (y, en particular,
de dimensién finita).

Observemos también que toda variedad simpléctica fuerte (P, 2) es una variedad
de Poisson segin la Definicién 3.1.2. Como dijimos, la condicién de fuertemente no
degenerada nos dice que para cada p € P la funcion

v, € T,P+— Q. (v,,-) € TIP (3.4)

es lineal biyectiva y continua. Por lo tanto, dada una funcién suave f : P — R
existe un campo vectorial X tal que df = Q(Xy,-). Como vimos antes, el corchete
de Poisson esta dado por

{19} = QX Xy) = df(X,),

y como fdf = Xy, tenemos §(7T*P) C T'P.

Por otro lado, una variedad simpléctica débil no es una variedad de Poisson
segtn la Definicién 3.1.2. Como la definicion del corchete de Poisson debe cumplir
{f,9} = Q(Xy, X,), no podemos definir esta operacién en funciones y por lo tanto
una estructura de variedad simpléctica débil no define, en general, estructuras de
variedad de Poisson en el sentido de la Definicién 3.1.2.

3.2. Espacios de Banach Lie-Poisson

Como ya vimos en el Ejemplo 2.2.3, el dual de cualquier 4lgebra de Lie admite
una estructura lineal de Poisson, llamada la estructura de Lie-Poisson. En esta
seccion extenderemos la definicién de estas estructuras al caso infinito dimensional
de acuerdo con la Definicion 3.1.2. Llamaremos a tales espacios espacios de Banach
Lie-Poisson e investigaremos sus propiedades.

Recordemos que un dlgebra de Lie Banach (g, [,]) es un espacio de Banach
que es también un dlgebra de Lie tal que el corchete de Lie es una funcién bilineal
continua g x g — g. Por lo tanto, las funciones adjunta y coadjunta ad, : g — g,
ad,y = [z,y], y ad} : g* — g* son también continuas para cada x € g.

Definicién 3.2.1. Un espacio de Banach Lie-Poisson (b,{-,-}) es una va-

riedad de Poisson real o holomorfa tal que b es un espacio de Banach y el dual
b* C C*(b) es un dlgebra de Lie Banach bajo la operacion del corchete de Poisson.

Denotamos por [, -] la restriccion del corchete de Poisson {-,-} de C*(b) al
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subdlgebra de Lie b*. Para cada z,y € b* y b € b tenemos

{y,adzb) = ([z, 4], 0)
= {z,y}(b)
—{y, z}(b)
—Xa[y)(b)
—(Dy(b), X.(b))
—(, Xz (b)),
(b

donde hemos utilizado la linealidad de y € C*(b) para concluir que la derivada de
Fréchet Dy(b) = y. Asi, obtenemos la siguiente identidad en el bidual b**:

X,(b) = —adlb para x€b* beb. (3.5)

Teorema 3.2.2. El espacio de Banach b es un espacio de Banach Lie-Poisson
(6,{-,-}) siy sélo si su dual b* es un dlgebra de Lie Banach (b*,[-,]) satisfaciendo
ad,b C b C b* para todo x € b*.

Ademads, el corchete de Poisson de f,g € C*(b) estd dado por

{f,93(0) = ([Df(b), Dg(b)], b), (3.6)

donde b € b y D denota la derivada de Fréchet. Si h € C*(b), el campo vectorial
Hamiltoniano asociado a h estd dado por

Demostracion. Supongamos que b es un espacio de Banach Lie-Poisson relativo al
corchete {-,-}. Por la Definicién 3.2.1, su dual b* es un élgebra de Lie Banach relativa
al corchete [-,-] := {-,-} |p+. Sin embargo, b es también una variedad de Poisson y
por lo tanto, por definicién, X, (b) € b para todo z € b* y b € b. La férmula (3.5)
implica que ad}(b) € b para todo = € b* y todo b € b que es lo que queriamos.

Reciprocamente, supongamos que (b*, |-, -]) es un dlgebra de Lie Banach satisfa-
ciendo ad}b C b C b** para todo x € b*. Definimos el corchete { f, g} de f,g € C>(b)
por (3.6). La antisimetria y la propiedad de Leibniz son inmediatas. Vamos a che-
quear la identidad de Jacobi. Para esto, notemos que de la inclusion ad}b C b,
x € b*, tenemos

D{f,g}(b) = ([Df(b), Dg(b)], ) — D*f(b) (adgub; ) + D*g(b) (adpsgb. ) (3.8)

para f,g € C>(b). Usando (3.8) obtenemos

{{/. g}, n} () = {[D{f, g}(b), Dh(b)],b)
= ([[Df(b), Dg(b)], DR(b)], b) + D* f(b) (ad ]y, ad by D)
— D?%g(b) (ad*Df(b)b, ad}},h(b)b) )

Rotando los roles de f, g y h obtenemos los otros dos términos, usando la iden-
tidad de Jacobi del corchete de Lie en la suma de los tres primeros términos y la
simetria de la segunda derivada en la suma de los términos restantes, probamos que
(3.6) satisface la identidad de Jacobi.
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Como

(Df(b), Xn(b)) = {f, h}(b) = ([Df(b), Dh(b)],b) = — (Df(b), adpy,)b)

para todo f € C*(b) y ad;b C b para todo = € b*, se sigue que el campo vectorial
Hamiltoniano X, esta dado por (3.7).

O

Ejemplo 3.2.3. Un ejemplo inmediato es considerar b un algebra de Lie Banach
reflexiva, i.e., b = b. Luego, su dual b* es un espacio de Banach Lie-Poisson. En
efecto, notemos que b** = b es un algebra de Lie Banach y que ad(b*) C b* para
todo x € b, y aplicamos el Teorema 3.2.2.

Ejemplo 3.2.4. Como todo algebra de Lie finito dimensional es reflexiva, el ejemplo
anterior nos da el siguiente resultado clésico: el dual de cualquier dlgebra de Lie finito
dimensional es un espacio de Lie-Poisson.

Una importante clase de espacios de Banach Lie-Poisson son los relacionados con
la categoria de algebras de von Neumann. Para ampliar esta informaciéon primero
recordemos algunos conceptos.

Definicién 3.2.5.

(i) Una tnvolucidén en un dlgebra A es una operacion x : A — A tal que

1) (a+ Ab)* =a" + \b*, a,b€ A, A € C,
2) (ab)* = b*a*,
3) (a*)* =a.

El par (A, %) es llamado una *-dlgebra.
(ii) Una x-dlgebra de Banach es una terna (A, | - ||, *) tal que

1) (A,]-|) es un dlgebra de Banach,
2) (A, x*) es *-dlgebra,
3) lla*|| = llall, Va € A.

Si, ademds, 314 € A tal que ||14|| =1 decimos que (A, | - ||, *) es x-dlgebra
de Banach unital.

(iii) Una C*-dlgebra es una *-dlgebra de Banach que satisface:

laa*[| = lla]l?, Va € A.

Recordemos que un &lgebra de von Neumann es una C*-algebra m que posee
un espacio de Banach predual m,, ie., m = (m,)*; este predual es tnico. Dado
que m = (m,)**, el espacio de Banach predual m, se incrusta canénicamente en el
espacio de Banach m* dual a m. Por lo que podemos pensar siempre a m, como
un subespacio de Banach de m*. La existencia de m* permite la introduccién de
la o(m, m,)-topologia sobre el dlgebra m; para simplificar la notacién escribiremos
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o-topologia. Recordemos que una red {z,}aca C m converge a x € m en la o-
topologia si, por definicién, lim,e 4{x4,b) = (x,b) para todo b € m,. La o-topologia
es Hausdorff. El Teorema de Alaoglu indica que la bola unitaria de m es compacta
en la o-topologia. Podemos caracterizar el espacio predual m, como el subespacio
de m* que consiste en todos los funcionales lineales o-continuos [Ver [15]].

Teorema 3.2.6. Sea m una dlgebra de von Neumann y m, el predual de m. Entonces
m, es un espacio de Banach Lie-Poisson con el corchete de Poisson {f,g} para
f,9 € C>®(m,) dado por (3.6). El campo vectorial Hamiltoniano Xy definido por la
funcion suave f € C®(m,) estd dado por (3.7).

Demostracion. Probaremos el teorema, chequeando que se cumplen las condiciones
del Teorema 3.2.2. Como el dlgebra de von Neumann m es un algebra de Banach
asociativa podemos definir el corchete de Lie en m como el conmutador

[z,y] = xy — yz

con x,y € m. Ahora bien, la multiplicaciéon a izquierda y derecha por a € m define
funciones uniformemente o-continuas

Ly:m—m
T —— ax
R, m—m
r——xa

Luego, L} : m* — m* y R} : m* — m* denota las funciones duales de L, v R,
respectivamente. Si v € m,, entonces L} (v) y R!(v) son funcionales o-continuos y
por lo tanto, por la caracterizacion del predual m, como el subespacio de funcionales
o-continuos en m*, tenemos que L} (v), R:(v) € m,. Asi, ad, = [a,:] = Lo — Ry ¥y
por lo tanto, ad} = L} — R!. Luego, lo que obtenemos es que m es un &dlgebra de
Lie-Banach y ad’m, C m, para cada a € m, y por el Teorema 3.2.2, tenemos lo que
queremos.

]

Corolario 3.2.7. Sea a una C*-dlgebra. Entonces su dual a* es un espacio de Ba-
nach Lie-Poisson.

Demostracion. Veamos que sucede con el bidual de a. El bidual a** de a es un
algebra de von Neumann y por la inclusiéon canénica a — a** la C*-dlgebra a puede
considerarse como un C*-subdlgebra de a** [Teor. 17.2, [15]]. Como a* es el predual
de a** y ésta es un algebra de von Neumann, por el Teorema 3.2.6, tenemos que a*
es un espacio de Banach Lie-Poisson.

]

Para ilustrar el Teorema 3.2.6 tomaremos un espacio de Hilbert complejo H. Por
&1 (H), B2(H) y B(H) denotamos las dlgebras de Banach de los operadores traza,
operadores de Hilbert-Schmidt y los operadores acotados en H respectivamente.

Recordemos que &;(H) v &o(H) son ideales bildteros en B(H). Sea &, (H) C
B(H) el ideal de los operadores compactos en H. Entonces

B1(H) C Bo(H) C Goo(H) C BH), (3.9)
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y las siguientes dualidades se cumplen
Go(H)" = 61(H), G(H)" =6(H) y &i(H) = B(H). (3.10)
Estas son implementadas por la forma bilineal fuertemente no degenerada

(x, p) = tr(ap) (3.11)

donde x € B4, p € B, para el primer isomorfismo, p, z € &, para el segundo isomor-
fismoy z € B(H), p € &; para el tercer isomorfismo. El isomorfismo & (H)* = B(H)
nos da el ejemplo crucial del algebra de von Neumann de operadores acotados en el
espacio de Hilbert complejo H.

Con esto en mente, tenemos el siguiente resultado que escribiremos como Coro-
lario del Teorema 3.2.6.

Corolario 3.2.8. El espacio de Banach &1(H) de los operadores traza en el espacio
de Hilbert H es un espacio de Banach Lie-Poisson relativo al corchete de Poisson
dado por

1f,9}(p) = tx([Df(p), Dg(p)lp), (3.12)

donde p € &1(H) y el corchete [Df(p), Dg(p)] denota al conmutador de los opera-
dores acotados Df(p), Dg(p) € B(H) = &1(H)*. El campo vectorial Hamiltoniano
asociado a f € C*(®1(H)) estd dado por

Xy(p) =[Df(p), pl- (3.13)

Demostracion. Como B(H) es un élgebra de von Neumman y &;(#) es su predual,
sale directo que &1(#) es un espacio de Banach Lie-Poisson.

La férmula (3.12) se obtiene de (3.6) usando (3.11) para la bilineal entre &; y
B(H). Para obtener (3.13) de (3.7), notemos que

para p € &, y x,y € B(H). Por lo tanto,
—adyp = [z,p] € &y,
ya que &; es un ideal en B(H).
Luego,
Xi(p) = —adpsp = [Df(p), p.
O
Los otros dos isomorfismos en (3.10) también nos dan espacios de Banach Lie-

Poisson, pero salen como corolario del Teorema 3.2.2; el Teorema 3.2.6 no puede
aplicarse ya que &, y &; no son algebras de von Neumann.

Ejemplo 3.2.9. &,(H) es un espacio de Banach Lie-Poisson. Es inmediato ya que
®5(H) es un espacio de Hilbert. Las férmulas para el corchete de Poisson y para el
campo vectorial Hamiltoniano son (3.12) y (3.13) respectivamente con z, p € &o(H).

Ejemplo 3.2.10. El espacio de Banach &, (#), como un predual de &;(H), es un
espacio de Banach Lie-Poisson. Procediendo igual que en el Corolario 3.2.8 llegamos
a que ad; B, C B, y aplicamos el Teorema 3.2.2.
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3.3. Hojas simplécticas y 6rbitas coadjuntas

Recordemos que una funcién suave f : M — N entre variedades finito dimen-
sional es llamada una inmersién, si para todo m € M la derivada 1), f : T,,M —
TymyN es inyectiva. En dimension infinita la cosa se complica y existen varias no-
ciones que generalizan este concepto.

Definicién 3.3.1. Una funcion suave f: M — N entre variedades de Banach es
llamada una

(i) inmersion si para todo m € M la funcion tangente T, f : Ty M — TymyN
es inyectiva y con rango cerrado y complementado;,

(i) cuasiinmersion si para todo m € M la funcion tangente Ty, f : T, M —
Tsm)N es inyectiva con rango cerrado;

(iii) 4nmersion débil si para todo m € M la funcion tangente T,,f : T,, M —
Tim)N es inyectiva.

Una inmersiéon entre variedades de Banach tiene las mismas propiedades que
una inmersion entre variedades finito dimensional. Por ejemplo, se caracteriza por
la propiedad de que localmente estd dada por un mapeo de la forma u — (u,0),
donde el espacio modelo de la carta en N necesariamente es complementado.

Desafortunadamente, en el estudio de las variedades de Banach Poisson, ni si-
quiera el concepto més débil de la cuasiinmersion se satisface y uno se ve obligado
a trabajar con inmersiones débiles, como veremos en esta seccion.

Concentremonos nuevamente en la distribucién caracteristica pero ahora en el
contexto de las variedades de Banach Poisson.

Sea (P, {-,-}p) una variedad de Banach Poisson, el subespacio vectorial

Sp(P) :=A{Xs(p) - feC™(P)}

de T,P es llamado subespacio caracteristico en p. Notemos que S,(P) es, en
general, un subespacio no cerrado del espacio de Banach 7},P. La unién

S(P) =] s,(P)cTP

peEP

es llamada la distribucion caracteristica de la estructura de Poisson en P.

Notemos que incluso si S,(P) fuera cerrado y complementado en 7,P para todo
p € P, S(P) no necesariamente es un subfibrado de T'P. Sin embargo, la distribucién
caracteristica S(P) es siempre diferenciable, en el sentido de que para todo v, €
Sp(P) C T, P existe un campo vectorial suave localmente definido (llamemoslo X/)
cuyo valor en p es v,. Asumamos que la distribucién caracteristica es completamente
integrable. Para variedades de dimensién finita esto es automético por el Teorema
de Stefan-Sussmann, pero este no esta disponible para el caso infinito.

Sea £ una hoja de la distribucion caracteristica, i.e.,

. £ es una variedad de Banach conexa suave;

. la inclusién i : £ < P es una inmersion inyectiva débil;
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. T,4(T,L) = S, para cada q € £;

. si la inclusién i’ : £ < P es otra inmersién inyectiva débil satisfaciendo las tres
condiciones anteriores y £ C £/, entonces necesariamente £ = £, es decir, £ es
maximal.

Si, ademas, asumimos que en la hoja £ existe una forma simpléctica débil wge
consistente con la estructura de Poisson en P, entonces £ sera llamada una hoja
stmpléctica.

Veamos que significa esta “consistencia” que pedimos: consideremos de la Defi-
nicion 3.1.2 la funcion § : T*P — TP asociada al bivector de Poisson w en Py
notemos que para cada p € P, la funcién lineal continua f, : T)P — T}, P induce
una funcién biyectiva continua [f,] : Ty P/Kerf, — S,(P). Por definicién, we es
consistente con la estructura de Poisson en P si

(Wﬂ)q(um Uq) = Wi(q) (([ﬂi(q)]_l © Tqi>(uq)v sz’(q)]_l © Tqi) (Uq)) (3.15)

Esto nos muestra que la forma simpléctica débil we consistente con la estructura
de Poisson en P es unica.

Para las variedades de Poisson de dimensién finita, hemos visto que todas las
hojas son simplécticas y, por lo tanto, no es necesaria la tultima suposicion. En el
caso infinito dimensional, esta pregunta esta abierta, incluso en el caso de un grupo
de Lie-Banach G cuyo algebra de Lie g tiene un predual g, invariante bajo la accién
coadjunta (Ad(g.) C g.). En este caso, g. es un espacio de Banach Lie-Poisson y
caracterizaremos una gran clase de puntos en g, cuyas 6rbitas coadjuntas son todas
variedades simplécticas débiles. Sus componentes conexas son por lo tanto hojas
simplécticas.

A continuacién daremos una clase de variedades de Banach Poisson para las
cuales algunas de las hojas simplécticas pueden ser determinadas explicitamente.
En lo que sigue G denota un grupo de Lie-Banach (real o complejo), L, y R, son los
difeomorfismos en G' dados por las traslaciones a izquierda y derecha respectivamente
para g € G, y g denota el dlgebra de Lie de G.

Teorema 3.3.2. Sea G un grupo de Lie-Banach (real o complejo) con dlgebra de
Lie g. Supongamos que:

i) g admite un predual g., i.e, g, es un espacio de Banach cuyo dual es g;

ii) la accion coadjunta de G en el dual g* deja al predual g. invariante, es decir,
Ady(g.) C 9+, para cualquier g € G;

iii) para un p € g. fijo, el grupo coadjunto de isotropia G, :={g € G : Adyp = p},
que es cerrado en G, es un subgrupo de Lie de G (en el sentido de que es una
subvariedad de G y no sdlo inyectivamente inmerso).

Entonces, el dlgebra de Lie de G, es g, :={{ €g: adgp = 0} y el espacio topoldgico
cociente G/G, = {9G, : g € G} admite una tdnica estructura de variedad de
Banach suave (real o compleja) haciendo de la proyeccion canonica m: G — G/G,
una submersion suryectiva. La variedad G/G, es débilmente simpléctica relativa a
la 2-forma w, dada por

(Wp)[g} (Tym(TeLy€), Tym(TeLyn)) = {p, [€,n]) (3.16)
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donde {,m e g, g€ G, g :=m(g9) =9G,, y(-,-) : 8. x g — R (0 C) es la bilineal
canonica entre g, y g. Alternativamente, esta forma puede expresarse como

(wp)[g] (TgW(TeRgf)> TQW(TGRQU)) = <Ad;,1p, [57 77]> . (3-17)

La 2-forma w, es invariante bajo la accion a izquierda de G en G/G, dada por
g-[h] == [gh], para g, h € G.

Demostracion. El subgrupo G, es claramente cerrado. Para grupos de Lie-Banach
no es cierto que subgrupos cerrados son subgrupos de Lie [Cap. III, 8.2, [6]]. Sin
embargo, como en el caso finito dimensional, si asumimos que G, es un subgrupo
de Lie de G, entonces £ € g es un elemento del algebra de Lie de G, si y sélo si
expté € G, paratodo t € R (o C).

Por otro lado, en [Lema 6.2.15, [11]] tenemos la igualdad

[e.9]

Adexp(tf) = eadtga donde e* = E a_'y
n:
n=0

n

a € L(g).

Derivando esta igualdad con respecto a t obtenemos

d d ad,.
dt exp(t€) d—G
- % (1 + [t€, ] + %[té“, L, ] + é[tg, [t€, [tE, )] + - - )
= % (1 +t6 ]+ %[& €, 1] + %[g, A >
t2

- (1+ e+ Hlele+ ) (e

= <eadtf> (ade)
= Adexp(ig) (ade).

Por lo tanto,

d * * *
E Adexp teP = Adexp 173 ad§ Ps

Asi, tenemos que
expt{ € G, <= Ad ,,p=0p

d, .
<~— 0= EAdeXptg

p= Ad:xp t&adzp
<= 0=adip

= £ €g,,

lo cual muestra que el dlgebra de Lie de G, es g,,.

Como suponemos que GG, es un subgrupo de Lie de G, el conjunto G/G, tiene
una tnica estructura de variedad suave tal que la proyeccién canénica 7 : G —
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G/G, es una submersién (ie., Ty : T,G — TG /G, es suryectiva y KerTynm
es complementado en T,G Vg € G) [Teor. 9.1.16, [9]]. La topologia de variedad de
G/G, es la topologia cociente. La accién a izquierda

(9,[h]) € G x G/G, > g+ [h] = [gh]

es suave.
Observemos que la condicién (ii) implica que adz (g«) C g« para cualquier £ € g.
Las 2-formas definidas en las férmulas (3.16), (3.17) son iguales. En efecto, to-

mando (3.16) como en la definicién pero aplicandola a vectores tangentes de la forma
T,m(TLRyE), T,m(T.Ryn), obtenemos

(wp)[g] (Tgﬂ(TeRgg)ngﬂ(TeRgn)) (W )[g]( gTr(TL (Ad 15))7T97T(T6L9(Adg*1n)))
= (p, [Adyg-1& Adg-17])
p,Ad —1[5 n))

=
- <Ad;—1p7 [57 77]> )

la cual es la férmula (3.17).

Ahora veamos que la 2-forma (3.17) estd bien definida. En efecto, si [g] = [¢] ¥
T,m(TeRyE) = Tym(T.Ry&'), entonces existe algin h € G, tal que ¢’ = gh y por lo
tanto,

Tyn(TRy€) = Tyrn(TRy€)
— ghﬂ—(TeRghg )
= Ty(m o Ry)(T.Ry¢')
= T,m(T.Ry¢'),

lo que significa que Tym(T.Ry(§ —€&')) = 0. Dado que las fibras de 7 son de la forma
gG,, esto es equivalente a T, R,({ — &) € T.Ly(g,), es decir, £ — & € Ady(g,).
Asi, existe algin ¢ € g, tal que (' = ¢ + Ad,(. Andlogamente, si Tym(T.R,n) =
Tyn(T.Ryn') existe algin ¢’ € g, tal que ' = n + Ad,¢’. Por lo tanto, como
ad¢p = adip = 0, tenemos que

(Wo)ig) (Lym(TeRy &), Ty (TeRy)) = <Ad?g'>—1/)’ (€ nT)

= (Adf 10, [€ + AdgC,n + Ady(])

= (Adj-1p, [€ + AdyCm + AdyCT)

= (AdZip, [€,1]) + (A -1p, [AdyC, n))
+ (Ad:-1p, [€,AdyC']) + (AdE-1p, Ady[C, C'])

= (Adj-1p. [§,1]) + (p, [C, Adyg-1m])
+ (p, [Adg—1&, (') + (p, [C, ¢'])

= (Adg-1p. [€n]) + (adip, Ady-1m)
—(adzp, Ady-1€) + (adip, (')

= (A} 1p, [€,7)])

= (W) (Tym(TLR,E), Tym (T.Rym)).
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La 2-forma w, es débilmente no degenerada. En efecto, dado [¢] € G/G, si
(wp) g (Tym(TeLy€), Tym(TeLgn)) = 0

para todo Tym(T.Lyn) entonces, por (3.16), (adgp,n) = 0 para todo n € g, luego
ad¢p = 0y, por lo tanto § € g, (ya que adgp € g.) que es equivalente a Tym(T.L,&) =
0.

Para ver que la 2-forma w), es suave y cerrada en G/G, pasaremos por ver que
la 1-forma suave en GG dada por

Vﬁ(.g) (Teng) = _<P, €>

satisface dv, = m*w,. Como 7 es una submersién suryectiva esto implica inmediata-
mente que w, es suave y cerrada. Calculemos la derivada exterior de v,, denotaremos
por X,Y los campos vectoriales en G dados por X(g) = T.L,£ v Y(g) = TeLyn,
asi v,(X)(g) = —(p, &) es constante y [X,Y](g) = T.Ly[{,n]. Por lo tanto, por [M-R,
Cap.4, pag. 140, id. 6],

dvp(9)(TeLy€, TeLyn) = dv,(X,Y)(9)

X (Y)l(9) =
——Vp([ YT)(9)
= —vp(9)(TeLy[€, n])

= (p,[&:n])
= (W*wp)g(TeLgév TeLg77>'

Y{v,(X)](g) = vp(1X, Y])(9)

Para probar que w, es G-invariante, notemos que 7 es G-equivariante, w, = 7v,,
y que v, es G-invariante.

[]

Ahora estudiaremos las orbitas coadjuntas de G a través de los puntos de g,.

Teorema 3.3.3. Sea G el grupo de Lie Banach y el elemento p € g. satisfaciendo
las hipotesis del Teorema 3.3.2. Entonces el mapeo

L:G/G, — g.
[g] — Adj-1p

es una inmersion débil inyectiva de la variedad cociente G/G, en el espacio predual
g.. Dotamos a la orbita O == {Adyp : g € G} con la estructura de variedad que
hace de v un difeomorfismo. El push forward t.(w,) de la forma simpléctica débil w,
a O tiene la expresion

(wo)ad:_,p (adsq,eAd)-1p, 2y, Ady-sp) = (p, 6,7]), (3.18)

para g € G, £, € g, y p € g« Relativa a esta forma simpléctica las componentes
conexas de la orbita coadjunta O son hojas simplécticas del espacio de Banach Lie-
Poisson g,.
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Demostracion. Ya observamos que por el Teorema 3.2.2 el predual g, es un espacio
de Banach Lie-Poisson cuyo corchete de Poisson estd dado por (3.6). Para cada
p € g, por la férmula (3.7), su subespacio caracteristico estd dado por

S,={adip: £ €g} Cag.

ya que adg(g.) C g«, para cualquier £ € g.

El mapeo ¢ : [g] € G/G, = Ad}-1p € O es una biyeccién, por lo que dotamos a
O con la estructura de variedad de Banach haciendo de esta biyeccién un difeomor-
fismo. Como el mapeo g € G —— Ad,-1p € g, es continua, se tiene que la inclusiéon
O C g, es también continua.

Probaremos ahora que el mapeo g € G — Adg-1p € g, es suave. En efecto, su
derivada

T.Lyé € T,G — —Ad; . (adgp) = —adjy (Adg-1p € g. (3.19)

es un mapeo lineal continuo de T,G en g., es decir, el mapeo g € G —— Ad,-1p € g,
es C!. Realizando induccién, obtenemos que este mapeo es C*°. Ademads, el rango de
la derivada en g es el subespacio caracteristico Sag«_ , en Ad;,lp.

g

Como el mapeo g € G +—— Ad,-1p € g, es G,-invariante, obtenemos que
L gl € G/G, — Ady-1p € g. es suave y que el rango de su derivada en [g],
esta dado por

Tyt : Tyn(TLLy€) € Ty (G/G,) — —adiyy Ad-1p € g.
es igual a S Ad,1p- Ahora bien, el mapeo Tjg: es inyectivo. En efecto, si
Tigu(Tym(T.Ly€)) = —Ad} - (adfp) ,

entonces { € g, y por lo tanto Tyn(T.L,§) = 0. Lo que nos dice que ¢ es una
inmersion débil inyectiva.

Vamos a dotar a la variedad O C g, con el push forward de la forma simpléctica
débil, wp dado por el difeomorfismo ¢. De la férmula de su derivada (3.19) y por
(3.16), es inmediato que esta forma simpléctica débil en O tiene la expresion

(wo)tr_p (8l Ad;yp,adiy, Adsp) = (p, 6,7). (3.20)
Ahora bien, consideramos f € C*(g.) y p € g«. Como
Xy(Adj-1p) = —adpaa:_ ) (Ad}-ip) € Sad:_yp;

y Saar_, , es el espacio tangente en Ad,-.p a la érbita O, asi, tenemos que esta érbita
g
es una subvariedad de Poisson de g.. Como

Df(Ady-1p) = Ady (D(f o Ady-1)(p))
para g € Gy p € g.. Reescribiendo lo anterior

Xf(Ad}lp) = —adf4 Ad}lp) s

dy (D(foAd: ) (p)) (
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Variedades de Poisson infinito dimensional

y por lo tanto, para cualquier 7 € g

(wo)Adzflp (Xf(Ad;-1p), adngnAdZ—l,O)

reemplazando por las identidades vistas

(wWo)ad; . (_ad*Adg (D(rord: ,)(0) (Adj-1p) 7ad2dgnAd2—w)

= (p,[D(f o Ad}-1)(p), 7))
= —(ad}p, D(f o Ad}-1)(p))
= —Df(Ad}-1p) (Ad-1 (adlp))

— ~Df(Ad;-1p) (adiy,, (Ad;-1p))

Lo que muestra que el campo vectorial Hamiltoniano X relativo a la estructura de
Lie-Poisson (3.6) calculado en un punto de la érbita O también es Hamiltoniano
relativo a la forma simpléctica débil we. Por lo tanto, la estructura de Lie-Poisson
en g, v la forma simpléctica débil en la drbita son compatibles, i.e., la estrutura de
Lie-Poisson (3.6)induce la forma simpléctica débil (3.18) en la drbita.

En resumen, hemos probado que cada componente conexa de la érbita coadjunta
es una variedad de Banach suave y conexa, que la inclusion de la oérbita en g,
es una inmersion inyectiva débil tal que su funcién tangente en cada punto tiene
de rango al subespacio caracteristico en dicho punto. Por iltimo, probamos que
la estructura de Lie-Poisson en g, induce una forma simpléctica débil en la orbita
dada por el difeomorfismo candnico de la 6rbita con el espacio cociente G/G,,. Luego,
como las orbitas son una particién de g., la condiciéon de maximalidad se cumple
automaticamente.

]
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4. La Grassmanniana restringida

4.1. Algunas definiciones y notaciones

En esta breve seccién recordaremos definiciones bésicas en el contexto a trabajar
y daremos notaciones que utilizaremos a lo largo del presente trabajo.

Supongamos que H es un espacio de Hilbert separable con la descomposicién
H =H,. ®H_. Asumiremos que estos subespacios H, y H_ son ortogonales entre
si, cerrados e infinito dimensionales. Las proyecciones ortogonales sobre H, H_ las
denotaremos por py : H — H, y p— : H — H_ respectivamente.

B(H) seré el algebra de todos los operadores acotados en H. Denotamos por
®,(H) al espacio los operadores de Hilbert-Schmidt en H. Recordemos, ademas,
que (B2(H), || - |l2) es un espacio de Hilbert, donde || - ||2 es la norma de Hilbert-
Schmidt dada por

1/2
[ All2 = (ZHAeiHQ) :

para {e;} una base ortonormal de H. Ademds, B5(H) es un ideal bilatero del dlgebra
B(H).

El grupo de Lie-Banach de operadores unitarios en H los denotamos por U (H) =
{U € B(H): UU=UU* =1}, y su algebra de Lie estd dada por

u(H) = {A e B(H): A* = —A}.

Definicién 4.1.1. Definimos el dlgebra de Banach restringida de la siguiente
forma:

B’res = {A S B(H> : [d, A] S ®2<H)}
={A€BH): ||Allres == IIA]l + [I[d, All2 < oo},

donde d es el elemento antihermitiano
d:=i(p+ —p-) € u(H).

Veamos que efectivamente B,., es un *-algebra de Banach. Claramente, de las
definiciones dadas, (Byes, || - ||res) €s un espacio de Banach, verifiquemos entonces que
se cumple la subaditividad de la norma || - ||;es: sean A, B € B,

[ABlres = | AB|| + ||d, Bl
< [|AIBII + llld, A]B + Ald, B]||»
< [|AIBII + llld, A]Bl|2 + [ Ald, Bll2
< [A[[lIBI + [ld, Alll2[| BIl + | Alll[[d, B][|
< [|Alves 1Bl res-

Donde usamos que [d,] : B(H) — B(H) es una derivacién. Por lo tanto, B,.s es
un x-algebra de Banach.
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Definicion 4.1.2. Gl,.s(H) es el subgrupo de GI(H) que consiste en todos los ope-
radores A € B(H) tal que el conmutador [d, A] es un operador de Hilbert-Schmidt,
i.€.

Glres(H) ={A € GI(H) : [d, A] € G2(H)}.

Observacién 4.1.3. Podemos ver al conjunto Gl,..s(H) de la siguiente manera:
si A € GI(H) lo escribimos en su forma matricial segun la descomposicion H =

Hy ®H-
A= (Gn alz) ‘
21 (22
Asi, A € Glyes(H) siy sblo si aja v agy son operadores de Hilbert-Schmidt.

Observemos también que podemos escribir a este grupo como
glres(H) - Bres N gl(H)

En efecto, sea A € Gl,.s(H) si y sélo si AB € B,es: AB = BA = I. Luego, A €
Bres N GL(H). Por otro lado, si A € B, N GI(H) entonces 3B € GI(H) tal que
AB = BA =1, es decir

ail Az bi1 bio _ 10 _ b1 Do 11 Q12
a1 ) \ba1 bao 01 bai by ) \aa1 ag
obtenemos

(1)
(2) a11bia + arzboy =0
(3) a21bi1 + ageby =0
(4)

a11011 + aj2by =1

21012 + agebay = 1.

Como A € B,.s, tenemos que ajs, as; € Go(H). Asi, de la primera igualdad (junto
con la igualdad conmutando las matrices) concluimos que a1, b1; son operadores de
Fredholm y de (2) que aj1b12 = —ajebye € Gy(H). Luego, como aq; es Fredholm
entonces Prer(ay)Lbi2 € G2(H), y como dimKer(a;) < oo obtenemos by € Go(H).
Con un razonamiento analogo y usando las formulas (3) y (4) tenemos que by €
&y (H). Por lo tanto, A € Gl,s(H).

Asi, dotando a este grupo con la topologia definida por || - ||,s observamos que
como Gl,.s(H) es el grupo de operadores inversibles de un élgebra de Banach, y por
lo tanto resulta un grupo de Lie-Banach.

Definicion 4.1.4. U,.s(H) es el subgrupo de GI(H) que consiste en todos los opera-
dores unitarios, i.e.,

Ures(H) ={U e U(H) : [d, U] € B2(H)} =U(H) N Byes.

Proposicién 4.1.5. U,.s(H) es un grupo de Lie .
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Demostracion. Para probar esto veamos que U,..s(H) es una subvariedad de Gl,.s(H):

Consideramos la funcién
S Glres(H) — Bres NA(H)

dada por ®(A) = A*A. Donde A(H) denota a los operadores en B(H) autoadjuntos.
Es claro que U,.s(H) = @7 (1).

Ahora bien, ® asf definida es una submersién en todo ®~1(I). En efecto, podemos
escribir

P(A) =m(s(A), A),
donde
m . glres(H) X glres(H) — glres(H)a

m(a,b) — ab
es suave y

S Bres — Bres;
Ar— A”

es suave. Por lo tanto, ® es suave.

Por otro lado,
D®(A) : Bres — Bres NA(H), DO(A)X)=A*X + X*A=A"1X + X*A,
es suryectiva ya que considerando Y = ATX obtenemos
AX N X*A!
2 2

y sabemos que X —— Re(X) es una funcién suryectiva.

DP(A)(Y)=ATY +Y*A= A" A = Re(X)

Nos falta ver que Ker(D®(A)) es complementado en B,.s. Observemos que
X € Ker(DP(A)) «—= A'X+X*A=0 < X =-AX*A.
Llamemos S := Ker(D®(A)). De este modo,
S={Xe€B.: X=—-AX"A}
es un subespacio cerrado de B,..s. Podemos escribir

X+AX*A X -AX*A X+ AX*A 7_X—AX*A

X =
2 i 2 ’ 2 <7 2

€s.

donde
T={X€B,: X=AX"A}.

Es facil ver que SNT = {0} entonces S & T = B,.s.

Luego, Ker(D®(A)) es complementado en B,.s. Por lo tanto, ® es una submer-
sién para todo A € @7HI) = Uyes(H).

De este modo U,..s(H) es un subgrupo de Lie de Gl,.s(H). Y por ende, un grupo
de Lie.

[]

37



La Grassmanniana restringida

Asi, consideraremos el dlgebra de Lie de U,.s(H) que estd dada por la siguiente
algebra de Lie-Banach

Ues = {AEUH): [d, Al € By(H)}.

Observacion 4.1.6. Notemos que si tomamos U € U,..s(H) y expresamos su forma
matricial con respecto a la descomposicién de H

U — <U11 Ulz)
U1 U22
donde wu1; y w9y son operadores de Fredholm en H, y H_ respectivamente, y
ind(u11) = —indugs. Asi, ind(U) = ind(uqq).
Luego, las componentes conexas de U,..;(H) se parametrizan por el indice de
Fredholm, ver [7],
U ={U cU(H): ind(uy) =k}, ke€Z. (4.1)

Tes

4.2. La Grassmanniana restringida
Con todo lo antes visto pasaremos ahora a la definicion de la Grassmanniana
restringida o Grassmanniana de Sato:

Definicién 4.2.1. La Grassmanniana restringida, que notamos por Gryes(H),
es el conjunto de todos los subespacios cerrados W de H tales que:

(i) La proyeccion ortogonal py |w: W — Hy es un operador de Fredholm, y
(i) la proyeccion ortogonal p_ |w: W — H_ es un operador de Hilbert-Schmidt.

Cuando se sobreentienda cual es el espacio de Hilbert H considerado, notaremos
a la Gryes(H) sélo por Gr,.s. Antes de comenzar a ver resultados sobre Grs, es
necesario tener en cuenta una serie de observaciones que se desprenden directamente
de la Definicién 4.2.1:

Observacién 4.2.2.

(i) W € Gry.s si y solo si

[z a
pw = a* y )
donde z es un operador de Fredholm y a,y € &5(H). Ver [Lema 3.3, [2]].

(ii) Si W es un subespacio cerrado de H que satisface: dim(W © H,) < oo y
dim(Hy ©W) < oo entonces W € Gr,.s. Veamos esto: es facil ver que p_ |y €
®,(H). Por otro lado, tenemos que R(p, |w) es cerrado y

Ker(py lw)=WnNH-=WnNH; CWNH . NW) =W H,,

entonces dimKer(py |w) < dim(W © H,) < oo. Escribiendo py |w= pipw
tenemos que

Ker((py |w)*) = Ker(pwpy ) = Hy NWH CH N(H NW)T =H OW,

por lo que dimKer((p+ |w)*) < dim(H, eW) < co. Asi, p; |w es un operador
de Fredholm.
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(iii)

(iv)

SiT:H, — H_ es un operador de Hilbert-Schmidt, su gréafica
Er ={(z,Tx): x € H} € Gryes.

En efecto, que Er es cerrado es consecuencia del Teorema del Gréfico cerrado.
Veamos que py |, es un operador de Fredholm: es claro que R(p; |g,) es
cerrado. Por otro lado, tenemos que Ker(py |g,) = H- N E7p, sea

t=(r,y) e H-NEpr <= 2=0,y=Tr =0 < t=0.

Entonces, dimKer(py |g,) = 0. Considerando Ker(p, |g,)* = Ker(pg, |u,) =
H, N E7, de forma anéloga resulta dimKer((p; |g,)*) = 0.

Veamos ahora que p_ |g,.€ B2(H): para esto consideremos la descomposicién
de Schmidt del operador T’

T = Z Snf n ® €n,
donde s, son los valores singulares del operador T', {e, }, es una base ortonor-

mal de Ker(T)* y {f,}» una base ortonormal de R(T) tal que Te, = s,f,.
Ahora bien, sea {g,}» base ortonormal de Ker(T"), obtenemos

1
{bn}n = {(gn,0)}n U {\/TfS%(emTen)}n

es una base ortonormal de Er. Luego,

lp- ler 15 =) llp-bal’
n

1
=3 el

< ITeal? < o0
n

ya que T' € &y(H). Por lo tanto, p_ |g, es un operador de Hilbert-Schmidst.

La Definicién 4.2.1 corresponde a la Grassmanniana restringida asociada a H .
La Grassmannina restringida asociada a H_ estd dada de forma equivalente
como todos los subespacios cerrados W’ en H tales que p_ |y es Fredholm
y p+ |wr es Hilbert-Schmidt. Por lo que, una equivalencia inmediata es la
siguiente:

W € Grpes(Hy) <= Wt € Grpes(H_)

Si W € Gr,., entonces dimW = dimW+ = oo. Llamemos ¢ = p, lw: W —
H. , podemos escribir

W = Ker(c) + Ker(e)*, H, = R(c) + R(c)*.

Como ¢ es un operador de Fredholm tenemos que dimR(c)*:

R(c) = Ker(c)t, y dimH, = oo resulta dimW = oo.

< 00y como
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Existe otra forma de presentar a la Grassmanniana restringida que deriva del
siguiente lema.

Lema 4.2.3. W € Gr,..s(H) siy sdlo si A : Hy — H tal que R(A) =W, p A
es Fredholm y p_A es Hilbert-Schmidt.

Demostracion. En efecto, dado W € Gr,s llamamos ¢ = p, |, asi escribimos
W = Ker(c) @ Ker(e)*, H, = R(c) ® R(c)".

Por un lado, tenemos que ¢ |er(o)2: Ker(c): — R(c) es un isomorfismo. Ahora
bien, si ind(c)= 0, i.e, dim(Ker(c)) = dim(R(c))*, existe b : R(c): — Ker(c)
isomorfismo. De este modo consideramos el operador

A — (c ‘KET(C)J_)_I r sixz € R(c)
bx siz € R(c)*

Asi definido A : H, — H es continuo y R(A) = W. Sea x € R(c),

p+A[E =D+ |W <(C |Ke7“(c)J-)_1 .T> = (C (C |Ker(c)1-)_1> =T (42)
Si z € R(c)t,
p+A(x) = b € Ker(c),

como tenemos que W € Gr,.,(H) sabemos que dimKer(c) < oo y dim(R(c))*

Esto junto con la férmula (4.2), nos muestra que dimKer(p; A) < oc.

< Q.

Por otro lado,

R(p+A) = pr(R(A)) = p+(W)
el cual es un conjunto cerrado por ser W cerrado y p, una proyecciéon ortogonal.
Veamos que dimR(p; A)* < oco: en efecto,
R(pyA)t =Hy © R(prA) = Hy ©pr(W)
=H N (pe (W) CWENH,.

Luego, como W € Gr,.,, tenemos que dimW+ NH, < oo, asi dimR(p, A) < co. El
caso en que ind(c) € Z \ {0} es similar.

Veamos la vuelta. Consideramos A : H, — H tal que R(A) = W, p, A es
Fredholm y p_ A es Hilbert-Schmidt. Luego,
prA=pilw A = prAlgeryr=ps lw A lgera)t
Ahora bien, A |gep(a)L: Ker(A)t — W es un isomorfismo. Por lo que, escribimos

-1

P+ |W: (P+A ‘Ker(A)J-) (A |Ker(A)J-) (4-3)

Veamos que pyA |gep(a)r es un operador de Fredholm. Como R(piA |ger(a)r) =
R(p; A) tenemos que es cerrado. Por otro lado,

dimKer (p+A |K6r(A)L>* = dimR (p+A |K87.(A)L)J_ = dimR(p; A)* < 00
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y
Ker (p+A ‘KET(A)L) = Ker(pyA) NKer(A)* C Ker(pyA) = dimKer (p+A ’Ker(A)L) < 00.
Por lo tanto, py |w es un operador de Fredholm.
Veamos que p_ |w€ Bz(H):
p-A=p_ |lwA = pAlge)y =0 |w A |ger(ay: -
Luego,

D— |W: (p—A |K6T(A)L> (A |Ke7’(A)l)717

con p_A |gera)L € B2(H). Por lo tanto, p_ |we Gy(H).
]

El grupo U,es(H), que vimos en la seccién anterior, actiia sobre Gr,.,(H) me-
diante la accién
ures X Grres — Grres
(U,W) — UW).
Considerando la otra caracterizacion de la Grassmanniana restringida, observacion
4.2.2 (i), podemos escribir esta accién como:
Z/[res X Grres — Grres

Maés atn, el siguiente resultado muestra que esta accién es transitiva.

Proposiciéon 4.2.4. El subgrupo U..s(H) de Gl..s(H) actia transitivamente en
Grres(H).

Demostracion. Supongamos que W € Gr,s(H) queremos encontrar U € U,..s(H)
tal que U(H4) =W.

Como W € Gres(H), existe w : Hy — H isometria tal que R(w) = Wy
wt 1 H_ — H isometria tal que R(w') = W+. Entonces

wOw  H OH. — H, ODH_

tomando U = w @ wt, U es un operador unitario tal que U(H, ) = W. Ahora bien,

escribimos
1
U— wy Wy
— ).
w_ W

Como W € Gr,es(H) sabemos que wy = p U |y, = (p+ |w)w es Fredholm ya que
P+ |w es Fredholm y w : Hy — W es inversible (por lo tanto, w* es Fredholm.
Por otro lado, w_ = p_U |y, = pw = (p— |w)w es Hilbert-Schmidt ya que p_ |w lo
es. Pero como U es unitario, en particular, tenemos que
wiwi +wrwt =0.

Asi, como w* wt € &y(H), pKer(wi)Lwi € ®5(H) lo que implica que w también es
Hilbert-Schmidt. Luego U € U,.s(H).

L]

41



La Grassmanniana restringida

Observacion 4.2.5. Una consecuencia directa de esta proposicion es que el grupo
de isotropia de H estd dado por U(H) x U(H-).

Observacion 4.2.6. Si W pertenece a Gr,.s(H) y consideramos un operador de
Hilbert-Schmidt 7" : W — W+ arbitrario entonces su gréfica

Er ={(w,Tw): we W}
también pertenece a Gry.s(H). En efecto, consideramos A : H, — H dada por
Ax =pwVax + TpwVe,

donde V : H, — W es una isometria suryectiva. Es claro que R(A) = Er. Verifi-
quemos las demas condiciones:

prArHy —Hy, prA=pipwV +pTowV =py lw pwV +pi TpwV.
Como V : H, — H isomorfismo tenemos R (py |w pwV) = R (p+ |w) cerrado,

R (ps |w pwv)L = R(ps |W)L = dimR (py |w Z?WV)l <0

Ker (p; |w pwV) = Ker (py |w) = dimKer (py |w pwV) < o0.

Luego, py |w pwV es Fredholm. Por otro lado,

p-AHy —H, pA=ppwV+p-TpwV =p_|wpwV +psTowV,
como p_ |w,p-TpwV € &y(H) entonces p_A € By(H).

Con esto en mente podemos probar el siguiente resultado:
Lema 4.2.7. Sea W € Gryes, consideramos el conjunto

Uy = {W' € Grpes : pw lw: W — W es un isomorfismo} (4.4)

Entonces, la funcion

Gy(W, W) — Uy
Tv+—— Er

es una biyeccion.

Demostracion. Supongamos que Ep, = Ep, para T1,Ty € &9 W, W) entonces
Juw" e W:

w4+ Tw=uw +Tw', donde w,w €W, Tiw, Tow € W.

Luego, T} = T5. Por lo que la aplicacion es inyectiva.
Veamos la suryectividad, es decir, sea W’ € Uy, queremos ver que 31" € Go(W, W)
tal que Ep = W’. Para esto, llamamos h = pwy |w: W' — W y definimos
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T =—-pw) lw h7t : W — W+, Verifiquemos que se cumple lo pedido: sea
x € W', como h™! es isomorfismo, Iy € W tal que h~'y = x. Ahora bien

r=h"ty=(pw+1—pw)hly
=pwh 'y + I —pw) lw By
=y+ Ty,

luego, Er = W’. Nos falta ver que asf definido T € &,(W, W), en efecto, tenemos
que

T=(—pw)lw h" = (pw —pw)h ™"
por lo que, veremos que py — pw es Hilbert-Schmidt. Como la acciéon de U,..s en
Gr,.es €s transitiva, U,V € U, tales que

pw = Up U*,  pwr = Vp Ve,

obtenemos

« (Ul up 1 O\ ful; wuy ) (un O ful; uy\  [unu]; unuy
Ug1 U2z Uyp Uz Uz1 Upp U Ug1Uyy  U21Ugy
* * * : .
por un lado tenemos que uyiu3;, U1 Uy, ug1us; son operadores de Hilbert-Schmidt.
Ahora bien, como U € U,., tenemos que
)

* * * * * *
UU* — Uil Ur2 uyy U\ [ U11uly + U2Uly  UpiUs +UpUs\ o (100
- * * - * * * * - )
es decir que, en particular, u;uj; + ui2uj, = 1. Procediendo de forma andloga con

V11 V12 * *
VeEUes, V = S obtenemos que v11v]; + v120]5 = 1. Como

* *
pwr —pw = Vp V' = Up, U”,
realizando el desarrollo en bloques tenemos que uy;uj; —v110]; = —U12U]y + V12075 €

&y (H). Por lo tanto, T € Bo(H).
[

Con todo lo antes visto, hemos llegado a uno de los resultados mas relevantes de
esta seccion.

Teorema 4.2.8. Gr,..s(H) es una variedad de Hilbert modelada en Go(H, H_).

Demostracion. Supongamos que Uy, v Uw, (definidos como en (4.4)) son sub-
conjuntos de Gr,.s(H) descriptos por los espacios de Hilbert Iy = &,(Wy, Wy") e
I, = By(W,, Wit) respectivamente.

Sea Uy, NUy, el subconjunto correspondiente a Iy; en Iy e I1g en I;. Veamos que
estos subconjuntos son abiertos y el cambio de coordenadas Iy; — Iy es suave.

Consideramos la expresion matricial de la transformacién identidad

(¢ 2
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correspondiente a la descomposicion
Wo @ Wi — W, & Wi,

Con el mismo razonamiento utilizado en la prueba de la Proposicién 4.2.4, sabemos
que a y d son Fredholm y b y ¢ son Hilbert-Schmidst.

Ahora bien, tomemos W € Gr,s(H) de forma que W = Ep = Ep, donde
Ty : Wy — VVOL y T : Wi — Wi, Como py, lw: W — Wj es un isomorfismo,
la funcién

a+bT0:pWIOIHo(7{> Wy — Wod W;- — Wi Wi — W,
0

es un isomorfismo de Wy en W;. De este modo, las funciones

<Z Z) (1{() y (7{1) (a+ bTy)

de Wy en Wy ® Wit son iguales. Asi, tenemos que
Ty = (c+dTy)(a + bTy) " (4.5)
Por lo tanto, ¢10(7) := T3 es una funcién holomorfa de
Ioi = oy " (Uw, NUw,) = {Ty € Iy : a+ bTy es inversible}.

en ;' (Uw, N Uw,) = L1, donde ¢; Q§2(VV]-,VVJ-L) — Uw,, j =0, 1.
Asi, Gr,.s estd dotada de una estructura de variedad dada por los conjuntos Uy,
y las funciones de transicién estdn dadas por (4.5).

[]

Observacion 4.2.9. Podemos escribir de forma mas especifica el atlas a considerar:
tomamos el conjunto Z = {S C Z : |S — N|y [N — S| son finitos} y fijamos una
base ortonormal {e;};cz de H de forma que {e;}i~0 y {€;}ico generan a H, y H_

respectivamente. Asociamos a S en Z el subespacio cerrado Hg generado por {e; }ies,
donde Hg € Grys.

Ahora bien, lo que obtenemos es que para todo W € Gr,. existe S € T
tal que pyy |w: W — Hg es un isomorfismo. En otras palabras, los conjuntos
{Us}sez, donde Ug = Uy, forman un cubrimiento abierto de Gr,.s(H). En efecto,
como la proyeccién p, |w: W — H, es un operador de Fredholm tenemos que
dimKer(p;. [w) < oo por lo que podemos encontrar Sy € 7 tal que pyg, [w es inyec-
tiva. Ahora veamos que es suryectiva, si no lo fuera entonces existe un s € Sy tal que
lo generado por el no se encuentra en Hg, por lo que consideramos la proyeccion
pus, lwi W — Hsg,, donde S; = Sy \ {s}, la cual es inyectiva. Repitiendo este
procedimiento, en finitos pasos obtenemos el S deseado.

Asi, obtenemos el cubrimiento de Gr,.., indexado por el conjunto Z y las funciones
de transicion son las que dimos anteriormente.

Para terminar esta subseccién notemos lo siguiente
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Observacion 4.2.10. Los conjuntos dos a dos disjuntos

GrF .= {W € Gr,es : Id(py |w) =k}, k€Z,

Tes

que son la imagen de las componentes conexas de U,.;, dadas en (4.1), por la pro-
yeccién continua

ures — Grres = ures/(u(H+) X U(H—>)a

son las componentes conexas de Grs, [Prop. IIL.5 (iv), [21]].
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5. Estructura simpléctica de Gr,.;

En base a todo lo estudiado a lo largo del presente trabajo es natural pregun-
tarnos (bueno... quizd no natural pero es una buena pregunta dadas las propiedades
de la Grassmanniana que trabajamos) “;Son las componentes conexas de la Grass-
manniana restringida hojas simplécticas de un espacio de Banach Lie-Poisson?”

Con todo lo antes visto, desarrollaremos un poco mas de conceptos para probar
que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

5.1. El espacio (Ues)«

En esta seccién contruiremos un espacio de Banach Lie-Poisson, que llamaremos
(Ures)«, cuyo dual es la extensién central universal del dlgebra restringida ;..

Teorema 5.1.1. El dlgebra de Lie (Ucs)s es un predual del dlgebra unitaria restrin-
gida Uy, la bilineal de dualidad (-,-) estd dada por

() 1 (Wpes)s X Upes —> R (b, ¢) — tr(be). (5.1)

Demostracion. Consideramos dos elementos arbitrarios

a= ( o a*) Elres ¥y p= (p++ _p+> € (Upes) -

—ai_ a_ p—+ P
Entonces

ap = ( syt tap_py  —apipt + a+—P——)
—a}_piyta_p_y aipt +a_p__ )’

por lo tanto,
tr(ap) = tr(as1p+4) + 2Re(tr(as—p-)) + tr(a——p--), (5.2)

donde Re(z) denota la parte real del nimero complejo z. Como vimos en la segunda
seccién, la bilineal

B(Hi) x & (Hy) — C, (b, c) — tr(be),

induce el isomorfismo de espacios de Banach complejos &1(Hy)* = B(H). Asi,
vemos que la traza induce un isomorfismo de espacios de Banach reales

(u(?—li) N (’51(Hi))* = u(’Hi). (53)

En efecto, la C-linealidad de la traza implica que para b € B(H.) las siguientes
condiciones son equivalentes:

Ve e u(He) NG1(Hy), tr(be) =0 <= Vee & (Hy), tr(be) =0.
Ademas, la condicién

Ve € u(’Hi) N @1(Hi), tr(bc) eR
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implica
Veeu(He) NB1(Hy), tr((b+0")c) =0,

por lo tanto, b pertenece a u(H). Por otro lado, la bilineal de dualidad de espacios
de Hilbert complejos

Go(H_,Hy) X O(H_,Hy) — C, (b, c) — tr(bc),
induce una bilineal de dualidad en los espacios de Hilbert reales dada por

Go(H_,Hy) X &y(H_,Hi) — R, (b,¢c) —> Re(tr(bc)). (5.4)

Por la férmula (5.2), concluimos que la traza induce un isomorfismo topoldgico
de espacios de Banach real

((ur@s)*)* = Ures.
Es decir, (Ues)« es un predual de u,.s, la bilineal de dualidad es la dada por (5.3) y
(5.4).
]

Definicién 5.1.2. Definimos el dlgebra de Lie-Banach ., como la extension central
de u,.s, consideramos el 2-cociclo continuo s en ., dado por

s(A, B) := tr(Ald, B]),

para todo A, B € U,.s. Es decir, U,.s es el dlgebra de Lie-Banach u,.; ®R dotado con
el corchete [-,-]q4 definido por

[(Av a)’ (B>b)]d = ([A> B]>S(Av B))

Proposicién 5.1.3. El espacio de Banach (U.cs). €s un espacio de Banach Lie-
Poisson con el corchete de Poisson dado por

{1 9ba(ps ) = (p, [Dpf (1), Dug()]) +vs(Dpf, Dyug), (5.5)

donde f,g € C™((tyes)s), (it,77) es un elemento arbitrario en (Upes)s, y D, denota
la derivada parcial de Fréchet con respecto a p € (Upes)s-

Observacion 5.1.4. La bilineal en (5.5) es la bilineal de dualidad dada en (5.1).
Denotamos por (-,-)4 la bilineal de dualidad entre (thes)s = (Upes)s D Ry Upes =
U..s D R dada por

((1:7), (A, a))a = (1, A) + va.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.2, el espacio de Banach (tt,¢s). es un espacio de
Banach Lie-Poisson si y s6lo si su dual u,.., es un algebra de Lie-Banach satisfaciendo
adl (Ures)s C (Ures)w C (Upes)™ para todo x € U,.s. Vemos que el hecho de que 1, es
un algebra de Lie-Banach se tiene como consecuencia de la continuidad de s y de
la identidad del 2-cociclo la cual implica la identidad de Jacobi de [-,-|4. Para ver

47



Estructura simpléctica de Gr,.

que la accién coadjunta de u,.5 preserva al predual (ii.es)., notemos que para todo
(A,a), (B,b) € tles y todo (p4,7) € (Uyes)« tenemos

(—ad(aa (1, 7), (B, b))a = ((1,7), —ad(a.a) (B, )

(1, 7), = [( a), (B, b)]a)a
= ((1,7), (=14, B], =s(A, B)))a
—tr(p[A, B]) — ytr(Ald, B])
—tr(p[A, B]) —ytr([A, d|B)
= ((—ad4(p) — [ +d],0), (B, b))a-

Como

[(ures)*aures] g (ures>*7 y {d; ures] g (ures)*7

tenemos que —ad’ (1) — v[A, d] pertenece a (Uyes)« para todo A € u,.s. Por lo tanto,
la accién coadjunta preserva el predual (ii,es).. Nuevamente por el Teorema 3.2.2,
tenemos que el corchete de Poisson de f, g € C((t,5)«) esta dado por

1 atalps ) = (s 7)s [Df (1, 7)s D, 7)]a) a-

Denotando por D, y D, las derivadas parciales de Fréchet con respecto a p1 € (Upes )«
v v € R respectivamente, obtenemos

{f>g}d(:ua7) = <(:ua 7)7 [(D#fﬂ Vf) ( 19> ’Yg)]d>
= ((1:7), ([Duf, Dugl, $(Dug, Dyuf)))a
= (1, [Dufa Du9]> + s( D.f, Dug)-

]

Observaciéon 5.1.5. El Teorema 3.2.2 nos proporciona también la férmula del cam-
po vectorial Hamiltoniano asociado a una funcién h € C*((u¢s)4), la cual es

Xn(p,v) = —ad(p,n,p,n) (1, 7) = (—adp, i — v[Dyh, d], 0). (5.6)

Observacién 5.1.6. Notemos que, fijado v € R,

(ures)* D {’Y}

es una subvariedad de Poisson de (ii,.5). con el siguiente corchete de Poisson en el
primer factor

1 9Yan (1) = (u, [Dpf (1), Dpug()]) +v8(Dyuf, Dyg).

Proposiciéon 5.1.7. El grupo unitario Ures(H) actia en la variedad de Poisson

(Ures)s D {7} € (Upes)« mediante la accion coadjunta afin de la siguiente manera:
Para g € Uyes(H),

g (1, 7) = (Adg-1 () —v0(9),7),
donde p1 € (Ures)s, 7 € R, y donde

o Z/{res — (ures>*7
g— gdg~! —d.
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Demostracién. Primero verifiquemos que Vg € U, tenemos que gdg™ —d € (Upes )«
Como siempre, consideramos la descomposicion matricial de g con respecto a la suma

directa H = H, ® H_

g= (g++ 9+—) €U,
9—+ G——

Tenemos que
(g++ g+—) (@ 0) (QL gi+> _ (ig++gi+ —igi-gh_ igi49, —ig+—gi_) |
9+ 9-—-) \0 —i)\gi_ 9g-_ 19—+t —19——G4_ 194G 4 —19——g"_
(5.7)

Como g.+ pertenece a &y(H4, Hy), la codiagonal de la matriz del lado derecho
estd en ®o(H, Hs). Por lo que, [d, (9dg™" — d)] € B4(H). Por otro lado, como
gEeUH)

(g++ g+—) (gh g*+) _ (g++gi+ T 99t 9regt +g+—g*) _ (1 0)
9-+ 9--) \9i- 9Z_ 9494y +9--94— 9494 +9--9g"_ 0 1
y como B, - By C B, tenemos

9119, =id—g, gt € Iy, + &1 (Hy)

g9~ =1-g g, €Iy +&(H).
Por lo tanto,

9i+9rs — 9+-95- € I, +G1(Hy)

949" =99 €~y + 6 (H).

Por otra parte, es claro que el resultado de la multiplicacién en (5.7) es anti-
simétrica. Por lo tanto, para todo g € Uy, tenemos que gdg™' — d € (Upes)s.

Por otro lado para ver que efectivamente esta aplicacién es una accién, por [Prop.
7.3, [8]], basta chequear que

o(g192) = Ad 1 (0(92)) + (1)

para todo g1, g2 € U,.s. En efecto,

o(g192) = g192dg5 *97 " — d
= g1(g2dgy " — d)gy " + (q1dg; " — d)
= Adi-1(0(g2)) + o (g1).

]

Proposicién 5.1.8. El grupo de isotropia de (0,7) € (Ures)s ® {7} por la accion
coadjunta U,es-afin es un subgrupo de Lie de U,..
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Demostracion. Dado X un elemento en el algebra de Lie u,.s de U,.s induce por la
accién afin coadjunta infinitesimal en (t.¢s)« @ {7} el siguiente campo vectorial:

X (17) = 4 o expl(tX) - (1,7)]
= (o Ny 1) = o exple )L 0)
= (—adx(p) —~[X,d],0).
Por definicién, el dlgebra de Lie del grupo de isotropia de (i, ) es
Uy = {X € tpes : —ady () —v[X, d] = 0}.

La proposicion es trivial cuando p y v se anulan. Para =0y v # 0, el dlgebra de
Lie 1) consiste de todos los elementos de u,., que conmutan con d. Por lo tanto,
para v # 0 tenemos que

U,y = u(H4) ® u(H-).
Un complemento topolégico a i) en U,.s es
m=u(H) N (Sa(Hy, Ho) & Go(H_, Hy)).

Por lo tanto, el grupo de isotropia de (0,7) es un subgrupo de Lie de U,.s.
m

Proposicion 5.1.9. Las orbitas coadjuntas afines de U,.s que son suaves, son tan-
gentes a la distribucion caracteristica de la variedad de Poisson (lyes)s.

Demostracion. Tenemos que

T(yy) ures — (ﬁres>*
g9 (1)

Por lo que, dado X € u,..
(Tem(um)(X) = (—adx (i) —7[X, d], 0).
Luego,
tres - (11,7) = {(—ady (1) =7[X,d],0) : X € wes}.
Por la Observacién 5.1.5, el espacio caracteristico en (p,7y) € (Hyes)« €S

Stua) = {Xn(p) = (=adp, (1) = [Dyh, d],0) = h € C*((tres)s) }
= {(madx () = 7[X,d],0) : X € ttres ).

Luego, se cumple lo pedido.
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5.2. Gr,.,s; como espacio homogéneo

En esta breve subseccién veremos a la Grassmanniana restringida como un espa-
cio homogéneo y analizaremos su estructura simpléctica. Comenzaremos recordando
algunos conceptos sobre espacios homogéneos.

En general, si G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo de Lie de G denotamos
por g v b al algebra de Lie-Banach de G y H respectivamente. Considerando el
espacio cociente M = G/H, sabemos que posee una estructura de variedad. Dado
zo € G/H, tenemos la siguiente identificacién T,,M = g/b.

Ahora bien, dado 7 : g x g — R aplicacién bilineal, antisimétrica tal que
(i) para todo a,b,c € g
n(a, b, c]) +n(b, [¢, a]) + (e, [a, b]) = 0.
(es decir, n es un 2-cociclo);
(ii) h={a€g: nla,b) =0,V € g};

entonces 7 define una forma simpléctica w en M de la siguiente forma:

Notamos a la accién en M

a:GxG/H— G/H
(9,kH) — ay(kH) = gkH.

Dado zy € G/M, definimos
Weo * TogM X Ty M — R, wyy(a+b,b4+b) =n(a,b)

Luego, para g € G arbitrario y z := ay(x9) € M tenemos T, (ag—1) : T, M — T, )M,
asi, podemos definir

W : TyM x T,M — R, we(v,w) = wey (T (0g-1)v, Tp(0g-1)w)

Esta forma simpléctica es invariante bajo la accién [Teor. 4.30, [4]]. En nuestro
caso, vimos en la Observacion 4.2.10 que

Grres = ures/(“(H-l-) X U(H_)),

es decir Gr,.s es un espacio homogéneo de U,.,. Ahora bien, recordando el 2-cociclo
de la Definicién 5.1.2 tenfamos que

s(A, B) = tr(A[d, B))

para todo A, B € u,.s. Es facil ver que el dlgebra de Lie u,., verifica (ii).

Asi, si identificamos
Ty, Gryes = tres/ (W(Hy) X u(H-)) = Go(H, H-)
la forma simpléctica puede expresarse como
wi, (A+ 1, B+b) = tr(Ald, B)),

la cual es una forma simpléctica invariante, donde h = u(H, ) x u(H_).
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Observacién 5.2.1. Desarrollemos un poco la férmula para wy, . Tenemos que

S(A, B) = tr(A[d, B]) = itr (A Ké _01) ,B} ) Luego,

1 0 Bl = 1 0 bll 612 _ b11 b12 1 0
0 —1)°" = \o —1) \ bty b bt be) \O -1
= (bll bi2 ) _ ( bu1 —b12>
by —ba —bly —ba

o 0 b12
) (% ! ) |
Entonces

1 0 a1; Q12 0 b2 Glzbfz a11b12
A Bl =2 =2 .
|:(0 —]_> ’ :| <—CL>{2 a/22> (bTZ 0 ) (CLQQbTQ —CLT2b12

Obtenemos
a1207y  a11012
= 2itr
! (ang* —a*l‘2b12>
2i(t (@125 o) — tr(ajybiz))

2i(tr(aizbiy) — tr(aizdi,))
—4Im(t (a12b*1‘2)).

Asi, tenemos que
1
—ES(A, B) = 2Im(tr(a2b7,)) = 2Im(tr(XY™)) = we (X, Y)

donde X = aig, Y = b127 X,Y € 62(H+,H7).

Observacion 5.2.2. Notemos que wg,(X,Y) es una forma simpléctica fuerte. En
efecto, tenemos que (B2(Hy, H_),Re(tr)) es un espacio de Hilbert real, que notare-
mos por &9(H., H_)g. Por lo que, esto se deriva del hecho de que el mapeo

62(%4., 7‘[_) — 62(7‘[4_, H_>]R
Y +— 2Im(tr(- Y))

es suryectivo.

Proposicion 5.2.3. Para todo v # 0, las componentes conezxas de la orbita coadjun-
ta por la accion afin de Uyes, O,y de (0,7) € (Ures)s ® {7} son hojas simplécticas
en el espacio de Banach Lie-Poisson (Uyes)x.

Demostracion. Recordemos de la Proposicién 5.1.3 que (lies)s €s un espacio de
Banach Lie-Poisson. Por la Proposicién 5.1.8, el grupo de isotropia Uy de (0,7)
por la accién coadjunta afin de U, es un subgrupo de Lie-Banach de U, .., ya que su
dlgebra de Lie 1) es complementada en u,.,. Luego, existe 2;17,68 extension central
de U,.s tal que su algebra de Lie es u,.,. Ahora bien, puede verse que la accion
coadjunta de U,.s en el dual de su dlgebra de Lie deja al predual (Ues )« invariante.

52



Estructura simpléctica de Gr,.,

El grupo de isotropia de Uy, de (0,7) € (fies). para la accién coadjunta usual de
Z/{res es un subgrupo de Lie de Z/lres ya que su algebra de Lie

ﬁ(O,w) = {(A, CL) € Upes - _ad?A,a) (07 7) = O} = U0,9) &R

es complementada en 1,..,. Por el Teorema 3.3.2, tenemos que el espacio homogéneo
le / U (0,y) admite una unica estructura de variedad de Banach suave tal que la

proyeccién canénica 7 : Uyes — Uyes/ U (0,y) €5 una submersién suryectiva, y posee
una 2-forma simpléctica débil w ) dada por

(wom)a (Ta7 (TeLg€), Ty (TeLgn)) == ((0,7), (€, nla)a; (5-8)

donde ga n € ﬂresa g € Uresa [g] = 71—(9)
Sea p : Z;{res — U, tal que

Ady-i(p,7) = p(g) - (11,7),

donde (1,7) € (ilyes)s. Esto nos relaciona la accién coadjunta usual de U,.s en
el predual (i)« y la accién coadjunta afin de U,es en (Ues)s. Via esta relacién
tenemos que la érbita coadjunta O ) dada por la accién coadjunta afin de U,..5 es
la érbita coadjunta de (0,) dada por la accién coadjunta usual de U es. Luego, por
el Teorema 3.3.3, tenemos que el mapeo

L [g] € LN{TéS/U(O,V) — Adz—l(oaf}/) € (ﬁres)*

es una inmersion inyectiva débil de la variedad cociente U e / U(oﬁ) en el espacio
predual (tts)s, y las componentes conexas de la érbita coadjunta afin O ) estan
dotadas con una estructura suave de variedad haciendo de ¢ un difeomorfismo, y por
la forma simpléctica dada por ¢, (w(,). Luego, son hojas simplécticas del espacio de
Banach Lie-Poisson (Ues)«-

]

El siguiente resultado es el que nos contesta la pregunta realizada al principio de
la seccion.

Teorema 5.2.4. Las componentes conexas de la Grassmanniana restringida son
hojas simplécticas fuertes en el espacio de Banach Lie-Poisson (Uyes).. Mds precisa-
mente, para todo v # 0, la orbita coadjunta Oy de (0,7) € (Ures)« ® {7} dada por
la accion afin de Uyes es isomorfa a la Grassmanniana restringida via el mapeo
(1)7 D Gryes — O(gﬂ),
W — 2iy(pw — p+),

donde pw denota la proyeccion ortogonal en W. El pull-back mediante ®. de la
Jorma simpléctica O ) es (—27)-veces la forma simpléctica wg, en Gryes.

Demostracion. Un elemento en la 6rbita coadjunta afin O, de (0,7) es de la forma
(p,7) con

p=(g9dg~" — d) = 2iy(gpr9~" — ),
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Estructura simpléctica de Gr,.

para alguna g € U,.s (donde usamos la identidad p_ = id — p, para simplificar la
férmula para la accién coadjunta afin dada en la Proposicién 5.1.7). Por [Coro. III
4 (ii), [21]], @, es una biyeccién para v # 0. Como la estructura de variedad de la
orbita Oy es inducida por la identificacién O ) = Ures/(U(H 1) x U(H-)), se
tiene que ®, es un difeomorfismo. La forma simpléctica wp en O ) es la forma
simpléctica Uy.s-invariante cuyo valor en el punto (0,7) € O, estd dado por

(wo) 0, (X7(0,7), Xg(0,7)) = {f, 9}4(0,7),

donde f, g € C*°((Uyes)«). Usando las férmulas (5.5) y (5.6), obtenemos

(wo) o VDS, d),Y[Dyg, d]) = vs(D,.f, Dug).

Por lo tanto, para todo A, B € u,.s, tenemos

(w0) 0o (V1A 1 A1B. d]) = y5(A, B) = 27 (—15<A, B)) .

2
Se tiene que la forma bilineal antisimétrica a valores reales en u,., correspondiente
a la forma simpléctica wo en O(gq) = Upes/(U(H 1) x U(H-)) es igual a —2ywe,.
n

54



REFERENCIAS

Referencias

[1]

[15]

[16]

R. Abraham, J.E. Marsden, T.S. Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis, and
Applications, Third Edition, Applied Mathematical Sciences 75, NewYork,
NY: Springer-Verlag, 2002.

E. Andruchow, E. Chiumiento, M.E. Di Iorio y Lucero Essentially commuting
proyections, J. Funct. Anal. 268 (2015) 336-362.

E. Andruchow, G. Larotonda, Hopf-Rinow theorem in the Sato Grassman-
nian, J. Funct. Anal. 255 (2008), no. 7, 1692-1712.

D. Beltita, Smooth Homogeneous Structures in Operator Theory, Chapman &
Hall/CRC Monogr. Surv. Pure Appl. Math., vol. 137, Chapman & Hall/CRC,
New York, 2006.

D. Beltita, T. S. Ratiu, A. B. Tumpach, The restricted Grassmannian, Ba-
nach Lie-Poisson spaces, and coadjoint orbits , J. Funct. Anal. 247 (2007),
no. 1, 138-168.

N. Bourbaki. Lie Groups and Lie Algebras, Chapter 3, 1975.

A L. Carey, C.A. Hurst, D.M. O’Brien, Automorphisms of the Canonical An-
ticommutation Relations and Index Theory, J. Funct. Anal 48 (1982), 360-
393.

P. Libermann, C-M. Marle , Symplectic Geometry and Analytical Mechanics,
Dordredut: Kluwer Academic Publishers, 1987.

J.E. Marsden, T.S. Ratiu, Introduction to Mechanics and Symmetry, Texts in
Applied Mathematics, 17, Second Edition, Second printing 2003, New York,
NY: Springer-Verlag, 1998.

G.J Murphy, C*-algebras and Operator Theory, San Diego: Academic Press,
1990.

K-H. Neeb, Lie Groups, 2010.

A. Odzijewicz, T. Ratiu, Banach Lie-Poisson spaces and reduction, Comm.
Math. Phys. 243 (2003), 1-54.

G.K. Pedersen, C*-algebras and their automorphism groups, London Math.
Soc. Monogr. No. 14, Academic Press, 1979.

A. Pressley, G. Segal. Loop groups. Oxford Mathematical Monographs. Ox-
ford Science Publications. The Clarendon Press, Oxford University Press,
New York, 1986.

S. Sakai, C*-algebras and W*-algebras, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, 60, 1998 (reprint of the 1971 edition) NewYork, NY: Springer-
Verlag, 1971 .

G. Segal, G. Wilson. Loop groups and equations of KdV type. Inst. Hautes
Etudes Sci. Publ. Math. No. 61 (1985), 5-65.

95



REFERENCIAS

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

G. Segal, G. Wilson. Loop groups and equations of KdV type. Surveys in
differential geometry: integral systems [integrable systems|, 403—466, Surv.
Differ. Geom., IV, Int. Press, Boston, MA, 1998.

H. Sussmann, Orbits of families of vector fields and integrability of distribu-
tions, Transactions of the Amer. Math. Soc., Vol. 180, June 1973.

A.B. Tumpach, Hyperkdhler structures and infinite-dimensional Grassman-
nians, J. Funct. Anal. 243 (2007), 158-206.

I. Vaisman, Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds. Progress in Mat-
hematics, 118, Basel: Birkhauser Verlag, 1994.

T. Wurzbacher, Fermionic second quantization and the geometry of the res-
tricted Grassmannian, in Infinite Dimensional Kéhler Manifolds (Oberwol-
fach, 1995), DMV Sem., 31, Birkh&user, Basel, 2001.

56



