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Introduccion

La teoria de marcos fue desarrollada inicialmente por Duffin y Schaeffer en [25] alrededor de los afios
1950. Sin embargo, su relevancia surge mas de treinta anos después, con un trabajo de Daubechies, Gross-
man y Meyer a partir del cual se empez6 a reconocer la importancia de esta teoria para las aplicaciones.
Desde ese entonces, la teoria de marcos y la ingenieria han estado intimamente relacionadas y se han
retroalimentado mutuamente generando grandes avances en el area.

En el contexto de dimensién finita, dado un conjunto de indices I, = {1,--- ,k}, se dice que una
familia F = {f; }ier, € (CY)¥ es un marco para C? si genera (linealmente) a C?. De manera equivalente,
F es un marco para C¢ si existen constantes positivas 0 < A < B, denominadas cotas de marco, tales que

A||f||2§2|<f7fi>|2§3Hf||2 para f e C?.

S

Como conjunto de generadores (posiblemente redundante), un marco F nos permite representar de manera
lineal a todos los vectores de C%. En efecto, es bien sabido que en este caso

F=> (f9)) fi=> _(f fi) g vparatodo feC7,

1€l 1€l

para ciertos marcos G = {g; }ic1, que se denominan marcos duales de F. Luego, un vector (senal) f € o
puede codificarse en términos de los coeficientes ((f, gi))ic,, los cuales pueden ser enviados (uno a uno)
por un canal de transmisién y ser decodificados por el receptor utilizando la férmula de reconstruccion
mencionada arriba.

Un ejemplo clasico de marco es una base ortonormal para C%, sin embargo este caso no es de los més
interesantes, dado que las bases permiten reconstruir a cada elemento de C% de manera tinica y eso nos
da una nocién de rigidez, que en general no es 1til para las aplicaciones. En el caso de los marcos que no
son base, esta representacion no es Unica y es justamente esa nocién de redundancia la que hace que los
marcos puedan ser utilizados para lidiar con problemas de la vida real, tales como ruido en un canal de
transmisién (dando lugar a lo que se conoce en la literatura como diseno de marcos robustos). Los campos
de aplicacién mas comunes de la teoria de marcos son la teoria de muestreo, la reconstruccion de senales,
el procesamiento de imagenes y la transmisién de datos, entre otros. La estabilidad en el algoritmo de
reconstruccion también juega un rol central en las aplicaciones. Las consideraciones de estas caracteristicas
de los marcos motivaron a introducir los marcos ajustados de norma unitaria, que son aquellos en los que
las cotas de marco son iguales y cada vector de la familia tiene norma uno. Resulta que este tipo de
marcos tiene varias propiedades de optimalidad relacionadas con el borrado de los coeficientes del marco
y la estabilidad numérica de su férmula de reconstruccién (ver [17, 41]).

En su trabajo seminal [5] Benedetto y Fickus dieron otra caracterizacién de los marcos ajustados con
norma unitaria, en términos de un funcional convexo conocido como el potencial de marco. En efecto,
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dada una familia finita de vectores F = {fi}icr, en C%, el potencial de marco de F, denotado por FP(F)
(también conocido como el potencial de Benedetto-Fickus), estd dado por

FP(F)= Y |(fi, f;)-

1, j€Ik

Benedetto y Fickus mostraron que si dotamos el conjunto de los marcos de k elementos en C% de norma
uno, con la métrica

d(F, G)=max{|fi —gll: i €t} para F={fitier, G = {gi}ie1, € (CH)*

entonces, los marcos ajustados con norma unitaria estdn caracterizados como los minimizadores locales
del potencial de marco, que en realidad coinciden con los minimizadores globales de este funcional (sobre
el conjunto de todas las k-uplas de vectores en C% de norma unitaria). Asi nacié la primera prueba
(indirecta) de la existencia de marcos ajustados con norma unitaria (para k > d).

En las aplicaciones suele ser 1til considerar marcos F = { f;}ier, con normas predeterminadas por una
sucesién (de nimeros positivos) a = (a;)ser, , es decir, para cada i € Iy se tiene que || fi||* = a;. En este
contexto, nace la pregunta de cudndo se puede asegurar la existencia de marcos ajustados con normas
predeterminadas (arbitrarias) y esto da lugar a lo que se conoce como problema de diserio de marcos.
Una solucién completa de este problema de disefio, puede obtenerse en términos de un resultado clasico y
central de la teoria de andlisis matricial: el Teorema de Schur-Horn. Esta caracterizacién ademas muestra
que, dada una sucesién a = (a;);er,, nNo siempre existen marcos ajustados con normas predeterminadas
por ella (ver [3, 12, 14, 19, 24, 26, 29, 49]).

Este hecho da lugar a pensar en sustitutos, dentro de la clase de marcos con normas predeterminadas,
que cumplan alguna propiedad de optimalidad. Una solucién completa al problema de disefio 6ptimo
de marcos con normas predeterminadas con respecto al potencial de marco, fue dada en [15], donde los
minimizadores globales del potencial de marco fueron calculados; incluso ha sido probado que si dotamos
la clase de marcos con normas predeterminadas por a;

Ty(a) := {Q = {gi}ier, € (CH* :|gi||* = ai, para todo i € ]Ik} )
con la métrica

dG, G = llgi—gill> para G ={gi}ier. G = {gi}ier, € Tula),

1€l

se tiene que los minimizadores locales del potencial de marco en Ty(a) son en realidad minimizadores
globales. Esta generalizacién de los resultados que habian sido obtenidos en [5] motivé el estudio de los
problemas de perturbaciones relacionadas con métodos de descenso en la direccién del gradiente de la
funcién (suave) potencial de marco, en la variedad (suave) Ty(a) .

El potencial de marco puede ser considerado dentro de la clase general de potenciales convexos in-
troducida por Massey y Ruiz en [58]. En ese trabajo fue demostrado que el diseno de marcos 6ptimos
en la clase T4(a) que fue obtenido en [15], también minimiza de manera global a todo potencial convexo
dentro de la clase. Mds adelante, fue demostrado en [61] que los minimizadores locales de cualquier po-
tencial convexo inducido por una funcién estrictamente convexa, son minimizadores globales de todos los
potenciales convexos en Ty(a), lo cual da una prueba por la positiva de la conjetura planteada en [58].

Dada una familia (inicial) de vectores Fy en C¢ y una sucesién de niimeros positivos a = (ai)ien,;
Fickus, Mixon y Poteet plantearon en [31], el problema de calcular las completaciones F = (Fo, G), que se
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obtienen agregando a la familia inicial una familia G = {g; }ier, en C¢, con normas predeterminadas por
a, de manera tal que F minimice lo que en la literatura se conoce como Error Cuadrdtico Medio (ECM).
Este problema es conocido como el problema de completaciones dptimas con normas predeterminadas
para el ECM, y contiene el caso particular del problema de disefio éptimo con normas predeterminadas
para el ECM, es decir, cuando la familia inicial es vacia. Resulta ademds, que el ECM es también un
potencial convexo. En la serie de trabajos [59, 60, 61] fue obtenida una solucién completa al problema
de completaciones éptimas con normas predeterminadas, con respecto a todos los potenciales convexos;
explicitamente, Massey, Ruiz y Stojanoff probaron que existe una clase de completaciones con normas
predeterminadas, que esta determinada por ciertas condiciones espectrales tales que los elementos de esa
clase minimizan simultdneamente a todos los potenciales convexos. Una herramienta clave para resolver
este problema fue un resultado clasico de mayorizacién, dentro de la teoria de andlisis matricial: el Teorema
(aditivo) de Lidskii. Cabe senalar que el mismo resultado fue obtenido posteriormente por Fickus, Marks
y Poteet en [32], de manera independiente, en términos de un Teorema de Schur-Horn generalizado.
Notemos que dentro del conjunto de las completaciones, hay una métrica natural dada por:

d(F, F)=> llgi—gl> para F=(Fo,9) y F=(F,9).
1€l
Sin embargo, la estructura de los minimizadores locales de potenciales convexos de completaciones de

marcos con normas predeterminadas, no fue obtenida en ese trabajo, ni siquiera para el caso del potencial
de Benedetto-Fickus.

Es bien conocido el hecho de que muchos resultados fundamentales de la teoria de marcos en dimensién
finita, tienen su contraparte en resultados cldsicos de la teoria de andlisis matricial; que el problema de
disenos de marcos con operador de marco y normas, ambos predeterminados, es equivalente a algunas
reformulaciones del Teorema de Schur-Horn, es un buen ejemplo de eso.

Dentro de la teoria de andlisis matricial, las desigualdades de Lidskii son clasicas protagonistas, ya
que forman parte de una serie de herramientas que lidian con algunos de los problemas méas naturales
dentro de esta teoria, tales como los de aproximacién de matrices (problemas de cercania de matrices)
y desigualdades que involucran tanto a los autovalores de una matriz, como a sus valores singulares (se
puede consultar la bibliografia cldsica [7]). Estas desigualdades aparecen expresadas en términos de lo
que se denomina mayorizacion. La mayorizacién es una relacién de pre-orden entre vectores (reales) que
estd intimamente relacionada con las desigualdades traciales que involucran funciones convexas. Este
hecho permite utilizar las desigualdades de Lidskii para describir la estructura de las matrices que son
6ptimas con respecto a familias de funcionales tipo entrépicos (ver [54, 58, 60, 61]). Las desigualdades de
Lidskii también nos proveen relaciones simples entre el espectro de la suma de matrices autoadjuntas y
sus sumandos, involucradas con la solucién de la Conjetura de Horn acerca del espectro de la suma de
matrices autoadjuntas (ver [42]).

En el ano 2012, en un trabajo que en principio pareciera no estar relacionado con el problema de las
completaciones de marcos con normas predeterminadas, Strawn presenta un algoritmo de aproximacion
de tipo de descenso en la direccién del gradiente para lo que él denomina distancia al operador de marco
(DOM), en la variedad (suave) T4(a). Mas especificamente, en [63], Strawn considera para S una matriz
positiva y a una sucesién de normas predeterminadas, minimizar la distancia al operador de marco (DOM)
que se define como la funcién O = O3 g 4 : Ta(a) = R>o dada por

©2(9) = [IS — Sgll2 para G € Ty(a),

donde || A]|3 = tr(A*A), para A € My(C), denota la norma Frobenius y Sg al operador de marco de la
familia G.
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En el caso de que S = oI para algin a > 0, Strawn observé que encontrar los minimizadores de ©9
en Ty(a), es equivalente a encontrar los minimizadores del potencial de Benedetto - Fickus en Ty(a), pues

IS — Sgl|5 = tr(S?) + tr(S2) — 2Re(tr(S — Sg)) = a*d + FP(G) — 2 (ad — tr(a)).

Strawn noté también que, agregando una hipétesis de mayorizacion entre a y el vector de autovalores
de S (contados con multiplicidad), la versién del Teorema de Schur-Horn para marcos, afirma que existe
una familia GP € Ty(a) tal que su operador de marco coincide con S y en este caso,

min{O2(G): GeTy(a)}=0.

Al notar esto fue que Strawn presenté un algoritmo de aproximacién basado en el método de descenso en
la direccion del gradiente de ©2, el cual explota algunos aspectos geométricos de la geometria diferencial
de la variedad Tg4(a) obtenidos por él mismo en [62] (algunos de los cuales son de naturaleza similar a los
que se consideran en [58]). En el caso de que la sucesién de iterados construida por el método de Strawn
sea convergente, lo que uno espera en general es (en el mejor de los casos) encontrar un minimizador local
de la funcién objetivo. Los resultados obtenidos en ese trabajo le permitieron a Strawn conjeturar que
(bajo ciertas hipdtesis adicionales) los minimizadores locales de la DOM, son globales.

En esta tesis, dada una familia inicial de vectores Fy en C% y una sucesién de ntmeros positivos
a = (aj)ier,, vamos a mostrar que cualquier completacién F = (Fo, Go) de Fo, que se obtenga agregando
una familia de vectores Gy € T4(a) y que sea un minimizador local de algin potencial (estrictamente)
convexo, resulta ser un minimizador global de todos los potenciales convexos, sobre tales completaciones.
Este resultado generaliza entonces a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial
de marco y el ECM; asi como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los
disefios 6ptimos (y/o completaciones 6ptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial
convexo arbitrario.

También probaremos que, en general, la Conjetura de Strawn es equivalente al problema de determinar
si los minimizadores locales del potencial de Benedetto - Fickus (sobre cierto conjunto de completaciones
con normas predeterminadas) son minimizadores globales. Este hecho nos ha motivado a estudiar los
minimizadores locales de completaciones con normas predeterminadas, para el potencial de Benedetto-
Fickus y para el caso mas general de los potenciales convexos basados en funciones estrictamente convexas
definidos por Massey y Ruiz en [58]. De esta forma, basados en los resultados sobre minimos locales de
completaciones con normas predeterminadas, daremos una prueba de la conjetura de Strawn.

La demostracién de la conjetura de Strawn, da lugar a una generalizacion natural de la DOM en
términos de mormas unitariamente invariantes (ejemplos tipicos de este tipo de normas son la norma
espectral y las p-normas Schatten para p > 1, que en particular incluyen a la norma Frobenius). Esto es,
para S una matriz positiva de tamafio d x d, a = (a;);er, un vector de entradas positivas ordenadas de
manera no-creciente y N una norma unitariamente invariante estrictamente convexa, se define la distancia
al operador de marco generalizada (G-DOM) como la funcién

O, s,a) = On : Tg(a) = R>o dadapor Opn(G) = N(S— Sg).

En este contexto surgen de manera natural varias preguntas, como por ejemplo, cudl es el minimo
valor que toma Oy en Ty(a) y en qué familias G € Ty(a) se alcanza el minimo valor. Estos problemas de
G-DOM estan relacionados con los problemas de cercania de matrices o problemas de Procusto (ver por
ejemplo el texto reciente [35] y los clésicos libros de Bhatia [7] y Kato [39]). Una formalizacién de este
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tipo de problemas es la siguiente (ver [37]); dados S una matriz, una norma matricial N y un conjunto
de matrices X', queremos encontrar la distancia minima

dn(S,X) =min{N(S—A): Aec X},
y el subconjunto de matrices de X que aproximan mejor a S
AP(S, X)={AeX: N(S—A)=dn(S, X)}.

La resolucién de este tipo de problemas provee una caracterizacion y, de ser posible, un célculo exacto (o en
algunos casos estimaciones ajustadas) de la distancia dy (S, X') y del conjunto de mejores aproximaciones
AX (S, X). Es comun que para estos problemas se elija a N como la norma Frobenius de matrices (también
conocida como la norma 2), por ser una norma Euclidea (pues estd asociada a un producto interno). Sin
embargo, también es de interés considerar otras normas para este tipo de problemas, como por ejemplo
las normas pesadas o las normas unitariamente invariantes. En cuanto a los conjuntos X, algunas de
las elecciones maés importantes son el conjunto de matrices autoadjuntas, el de matrices semi definidas
positivas, el de las matrices de correlacion, el de los proyectores ortogonales, el de los proyectores oblicuos
y el de las matrices cuya dimensién del rango estd acotada por un ndmero fijo (ver [22, 28, 37, 40, 64]).

Una vez resuelto el problema de cercania para la matriz S, el conjunto X y N una norma matricial
(fijos), aparece -de manera natural- un nuevo problema de proximidad: para una matriz Ay € X fija, se
pretende calcular la distancia (o alguna cota ajustada)

dX(AO, .A?\?(S, X)) = mfn{d)((Ao, A) : A€ .A?\I;)(S, X)} R

donde dy denota una métrica en X'. En el caso de que X esté dotado de una estructura suave que es
compatible con la distancia dy y es tal que la funcién W(A) := N(Ag — A) es también suave sobre
X, entonces se pueden obtener estimaciones de dy (A, A?\I,’(S, X)), aplicando métodos de descenso en
la direccion del gradiente para W. El estudio de la convergencia de estos métodos, lleva a estudiar el
comportamiento local de la G-DOM. En este contexto, probaremos que los minimizadores locales de la G-
DOM son globales y ademas no dependen de la norma unitariamente invariante IV elegida. En particular,
si tomamos N como la norma Frobenius, esto nos dard una prueba independiente de la Conjetura de
Strawn.

Organizaciéon general de la tesis

Esta tesis estd principalmente basada en los trabajos [54, 55, 56] y estd organizada de la siguiente
manera. En el Capitulo 1 vamos a introducir la notacién y los resultados basicos de la teoria de andlisis
matricial, poniendo particular énfasis en la mayorizacion, las desigualdades de Lidskii cldsicas y la relacién
que guardan la mayorizacién con las normas unitariamente invariantes y con las funciones estrictamente
convexas. También vamos a recordar algunos resultados tipicos de la teoria de marcos. En particular
hemos incluido en la Seccién 1.2.2 varios resultados extraidos de [59, 61] acerca del problema de comple-
taciones de marcos con normas predeterminadas éptimas, para el caso de los potenciales convexos, que
seran fundamentales para el estudio de los minimizadores locales de dichos potenciales en el Capitulo 3.
Finalmente en la Seccién 1.3 mencionaremos algunos hechos béasicos de la geometria diferencial que serdn
necesarios particularmente para el desarrollo del Capitulo 2.

El Capitulo 2 estd integramente dedicado a estudiar versiones locales de los Teoremas de Lidskii,
los cuales serdn una herramienta fundamental para probar los resultados principales de este trabajo. El
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Teorema de Lidskii para autovalores es una herramienta clasica del analisis matricial, que ha sido clave
para determinar la estructura de los minimizadores globales de los potenciales convexos en [60, 61]. No
es de extranar entonces, que este teorema también sea importante para determinar la naturaleza de los
minimizadores locales para los potenciales convexos. Es por eso que en la Seccién 2.1 vamos a probar
una versién local del teorema de Lidskii para matrices positivas, con el fin de obtener la estructura de los
minimizadores locales para el problema de potenciales convexos, y asi poder probar que los minimizadores
locales son globales. Este resultado serd fundamental para poder dar més adelante una respuesta positiva
a la Conjetura de Strawn para la DOM.

Por otro lado, las desigualdades (aditivas) de Lidskii, tanto la versién para autovalores como la de
valores singulares, pueden ser interpretadas como una descripcién explicita de ciertos minimizadores
globales de funciones que son construidas en base a normas unitariamente invariantes y cuyos dominios
consisten de ciertas érbitas de matrices (bajo la accién del grupo de matrices unitarias). Es por eso que en
la Seccién 2.1 mostraremos que las desigualdades de Lidskii describen a todos los minimizadores globales
de tales funciones y que los minimizadores locales (considerando la topologia usual en las 6rbitas unitarias
que forman el dominio de las funciones en consideracién) son en realidad globales. Como es de esperar,
este resultado sera clave para el estudio de los minimizadores locales de la G-DOM.

Este resultado ademds nos permitird probar en la Seccién 2.2 una caracterizacion del caso de igualdad
en la desigualdad de Lidskii para valores singulares, el cual también es un resultado original de esta tesis.

En el Capitulo 3 vamos a presentar el problema de las completaciones de marcos con normas prede-
terminadas. Lo que haremos principalmente serd estudiar la estructura de los minimizadores locales de la
funcién

Ta(a) 3 G = Py(Fo, 9) = tr(p(S(7,0)) = tr(¢(S7 + 5¢)) ,

donde ¢ : R>¢p — R>q es una funcién estrictamente convexa y F = (Fp, G) € Ca (Fo) es una completacién
de Fy con una sucesién de vectores en C? cuyas normas estan predeterminadas por a. El resultado principal
de este capitulo es el hecho de que los minimizadores locales de potenciales estrictamente convexos dentro
del conjunto de las completaciones de marcos con normas predeterminadas, son también minimizadores
globales. La demostraciéon esta basada en la caracterizacién de los minimizadores globales dada por Massey,
Ruiz y Stojanoff en [61]; y asi como para ellos fue fundamental el Teorema de Lidskii (clasico) y la
caracterizacién del caso de igualdad, para nosotros serd una herramienta clave la version local del Teorema
de Lidskii (para matrices positivas) desarrollado en la Seccién 2.1. Este resultado generaliza entonces
a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial de marco y el ECM; asi
como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los disefios éptimos (y/o
completaciones éptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial convexo arbitrario. En
cuanto al Problema de Strawn, los resultados obtenidos en este capitulo nos permitiran probar al inicio
del Capitulo 4 que la conjetura planteada en [63] es cierta, incluso de manera mas general.

En el Capitulo 4 vamos a dedicar la Seccién 4.1 a dar respuesta positiva a la Conjetura de Strawn [63].
La prueba que daremos estd planteada en términos de una traduccién entre los problemas de completacio-
nes de marcos y los problemas de DOM. La resolucion de este problema induce a definir de manera natural
lo que denominamos generalizacién de la DOM (G-DOM) e incluso nos permite obtener informacién so-
bre los minimizadores globales. En la Seccién 4.2 vamos a ver algunas propiedades de los minimizadores
locales de la G-DOM de manera analoga a como lo hicimos en el Capitulo 3 para el caso de los potenciales
convexos. Cabe destacar que el caso de la G-DOM, no pueden utilizarse mecanismos de reduccién como los
que empleamos en el Capitulo 3. En base a las propiedades halladas para los minimizadores locales de la
G-DOM vamos a presentar en la Seccién 4.2.2 casos particulares para los cuales los minimizadores locales
son globales. En la Seccién 4.2.4 vamos a obtener propiedades de la estructura geométrica y espectral de
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los minimizadores locales de la G-DOM. Estas propiedades junto con el estudio de los casos particulares,
inducen a definir en la Seccion 4.2.5 lo que denominamos condicién de co-feasibilidad. Esta nocién sera
esencial para probar finalmente, en la Seccién 4.3, que los minimizadores locales también son globales en
este caso. En particular veremos que las familias que minimizan la G-DOM no dependen de la norma
unitariamente invariante elegida.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a introducir la notacién, terminologia y resultados provenientes de la teoria
de andlisis matricial y de la teoria de Marcos, que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Como referencias
generales de estos tépicos se pueden considerar los textos [4, 7, 42, 43, 44, 53] y [13, 18, 21]. También vamos
a incluir algunos hechos de la Geometria Diferencial que seran fundamentales para probar los Teoremas
de Lidskii del Capitulo 2.

1.1. Analisis matricial

Empecemos estableciendo la notacion y los resultados bésicos de la teoria de andlisis matricial, que
vamos a utilizar a lo largo de esta tesis.

Para d € N, definimos el conjunto de indices I; := {1,...,d}. Dado un conjunto (finito) de vecto-
res B = {vi}i@d € C?% denotaremos al espacio generado por B como gen {v; : i € I;}. En caso de que
gen{v; : i € I;} = C% (v;, v;) = ||lvs]| = 1 para todo i € I y (v;, v;) = 0 para todo i # j € I; (donde
(-, -) denota el producto interno usual de C%), diremos que B es una base ortonormal (bon) para C?. Si
(vi, vj) = 0 para i # j € 14, en algunas ocasiones lo denotaremos por v; L v;.

Dado z = (z;)ie1, € R? denotaremos por z+ = (m%)ieﬂd (respectivamente 2! = ((L’;T)ie]ld) al vector que
se obtiene de reordenar las entradas del vector z en orden no-creciente (respectivamente, no-decreciente).
También denotaremos por (R = {zt: z € R}, (R ¥ = {zt: z € RY,} y andlogamente (R?)T y
(RL,)".

Vamos a denotar por Mg (C) al dlgebra de matrices d x k con entradas complejas. En el caso de que
d = k, la denotaremos simplemente por My(C). Si z, y € C? denotaremos por z ®y € Mg4(C) a la matriz
de rango uno determinada por (z ® y) z = (2, y) x, para z € C%

Para una matriz A = (a;j)i jer, € Ma(C) vamos a denotar por diag(A) = (a1, -+ ,ass) € C? al
vector formado por los elementos de la diagonal principal de A. Dado un vector p € C% denotaremos por
D,, a la matriz diagonal con diagonal principal dada por u.

Vamos a considerar también los siguientes subconjuntos de M (C):

» El subespacio real de matrices autoadjuntas H(d) == {A € M4(C): A= A*} € My(C).

» El cono de matrices semidefinidas positivas Mq(C)T : {A € H(d) : (Az, z) > 0Va € C?} C H(d).
» El grupo de matrices unitarias U(d) := {U € My(C): U*U = UU* =1} C My(C).
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Dada una matriz A € H(d) denotaremos por A(A) = MA)} = (N(A))ier, € (RO al vector de
autovalores de A contando multiplicidades y ordenado de manera no-creciente, andlogamente denotaremos
por A(A)" al mismo vector pero ordenado de manera no-decreciente.

Si A € M4(C)™, entonces A\(A) € (RL ). Dada B € My(C) denotaremos por s(B) = A(|B|) € (RL,)¥
al vector de wvalores singulares de B, es decir, los autovalores de la matriz |B| = (B*B)Y/2 € My4(C)*
ordenados de manera no-creciente y contando multiplicidades.

Un hecho conocido es que, dada una matriz A € M (C) existen U,V € U(d) tales que

A=U"Dya)V,

donde Dy(4) denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector de valores singulares de
A, s(A). Llamamos a esta expresion descomposicion en valores singulares de A.

1.1.1. Mayorizacién en R?

La mayorizacién entre vectores (ver [4, 7, 53]) juega un papel importante en la teoria de marcos.
Por una parte, permite caracterizar la existencia de marcos con ciertas propiedades predeterminadas.
Por otra parte, la mayorizaciéon es una relacion de pre-orden que implica una familia de desigualdades
de trazas. Este ultimo hecho se usa para explicar la estructura de los minimos del potencial de marco
de Benedetto-Fickus ([5, 15]), asi como también, para describir potenciales convexos més generales para
marcos finitos.

En lo que sigue daremos una breve descripcién de la sub-mayorizacién y la mayorizacién entre vectores,
la cual jugara un rol central a lo largo de esta tesis. Para un estudio mas detallado de estas relaciones ver
por ejemplo [4].

Definicién 1.1.1. Sean z, y € R?. Diremos que z estd submayorizado por y, y lo denotaremos por & <y, ,

si
J J

lei < Zyj paratodo 1<j<d.
i=1 i=1

Siz<y,yytre= Zgzl T; = Z?:l y; = try, diremos que x estd mayorizado por y, y lo denotaremos por
T <y. A

Observaciéon 1.1.2. En el caso de que los vectores tengan entradas no negativas, podemos extender la
nocién de (sub)mayorizacion al caso de vectores de distintas dimensiones. Concretamente, dados = € RE

ey e R%m se dice que x estd submayorizado por y, y lo denotaremos por x <, y, si
J J
fo < Zyj para todo 1< j<min{k,d} .
i=1 i=1

Siz<y,yytre= Zle T = Zle y; = try, diremos que x estd mayorizado por y, y lo denotaremos por
x <y. A

Es un ejercicio estandar probar que:

Proposicién 1.1.3. Dados z, y € R? diremos que z <y, si x; < y; para todo i € 1.

. z<y = o'<yt = 2 <.
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2. 2 <y = |z| <y |y, donde |z| = (|xi|)icr, € R%o-
3. Siz <yy|z[* = |yt entonces z+ = y*.

4. Supongamos que xr = xt, Yy = yl y que 2z = 2w = wt € R Siz < Yy 2 < w entonces
(z,2) < (y,w) en RIS,

([

Observacion 1.1.4. Si A, B € H(d) entonces por el item 2 de la Proposicién 1.1.3 se tiene que
AMA) < A(B) = s(4) <y s(B). (1.1)
A

A pesar de que la mayorizacién no es un orden total en R?, hay desigualdades fundamentales en la teorfa
de analisis matricial que pueden describirse en términos de esta relacion. Un ejemplo clave para esta tesis
de este fenémeno es la desigualdad (aditiva) de Lidskii (ver por ejemplo [7]) la cual compara el espectro
de la suma de dos matrices autoadjuntas con la suma de los espectros. Muchas de las desigualdades entre
los autovalores de dos matrices autoadjuntas A, B y los de A + B fueron probadas por primera vez por
H. Weyl y han sido sin duda claves para la demostracién de muchos resultados clésicos de mayorizacion,
incluyendo el Teorema de Lidskii.

Teorema 1.1.5 (Desigualdades de Weyl). Sean A, B € H(d) y A(A), \(B) € (R™)*. Luego,
Aj(A+B) S Ai(A) + Aj—iv1(B) para 1<i<j<n, (1.2)
AN(A+B) > XN(A) + ANj—ign(B) para 1<j<i<n. (1.3)
En particular, tomando ¢ = j, se tiene que:
Ni(A)+ M (B) < Nj(A+ B) < Aj(A)+M(B) paracada jel,. (1.4)
También fue probado por Weyl que, bajo las mismas hipétesis,

AA+ B) < A(A) + \(B). (1.5)

A continuacién vamos a enunciar el cldsico Teorema de Lidskii y vamos a incluir (en el item 2) la
caracterizacién del caso de igualdad obtenida por Massey, Ruiz y Stojanoff en [60].

Teorema 1.1.6 (Desigualdad de Lidskii clasica). Sean A, B € H(d) con autovalores A(A), A(B) € (R%)*,
respectivamente. Luego,

L AA)T+ XB) < A\(A+ B).

2. Si A(A+ B) = (A\T(4) + A(B))i entonces existe una base ortonormal (en adelante bon) {v;}icr, de
C? tal que
A:Z)\ZT(A)W(X)UZ- y B:Z)\i(B)vi(X)vi. O

i€ly i€ly
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Observacién 1.1.7 (Desigualdad de Lidskii 2). Notemos que si A, B € H(d) con autovalores \(A),
A(B) € (R respectivamente, entonces —B € H(d) y —(A(B)T) = A(—B). Luego, por el ftem 1 del
Teorema 1.1.6 se tiene que

MAT+AX=B) =XMA)T = AXB)" < XA -B).

Como (A(A)T — X(B)H* = (A(A) — A\(B))*, ya que las coordenadas que se emparejan en las diferencias
son las mismas en ambos vectores, antes de reordenar el vector de manera decreciente, se tiene que

(A(A) = A(B)) < A(A—-DB).

Ademés (por el item 2)
(A(4) = A(B))* = N4~ B)

si, y s6lo si, existe una bon {v; }ier, de C? tal que

AZZ)\AA)W@% y B:Z)\i(B)’Ui@’UZ'.

i€ly i€lly
A

El Teorema de Lidskii tiene dos versiones mas, relacionadas con la que dimos en el item 1 del Teorema,
1.1.6. Una de ellas es la version para valores singulares que enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.1.8 (Desigualdad de Lidskii versién valores singulares). Sean A, B € M 4(C). Luego,
|s(A) — s(B)| <w s(A— B).
O

Observacién 1.1.9. La versién de valores singulares del Teorema de Lidskii puede obtenerse como
corolario de la primera, considerando para una matriz C' € M (C) la matriz C € H(2d) dada por

C = (c? g) . (1.6)

Si U,V € U(d) son tales que C = V* Dy U y tomamos la matriz W € U(2d) dada por

=l v)

se puede ver que, C=w+ (Dycy ® —Dy(cy) W, lo cual implica que

. ; i 1<i<d,
NG =] O s dsisd (1.7)
—$d—i+1(C) si d+1<i<2d.

Por lo tanto, para A, B € My4(C), las matrices A\,E € H(2d) y entonces, por la Observacion 1.1.7, se
tiene que R R L
AMA) = AN(B) < AM(A—B).

Notando que A-B= A/—\B, por la Eq. (1.7) resulta que

(s(A) = 5(B), =(s(A) = s(B))) < (s(A = B), =s(A = B)).
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Utilizando la definicién de mayorizacién y el hecho de que para 1 < j <d

-~ ~

N(A) = X(B) = 5j(A) = 5;(B) vy Aan—j1(A) = Aan_j1(B) = —(s;(A) — 5;(B)) ,
se tiene el resultado buscado.

Estas matrices “sombrero” también son una herramienta til para demostrar la versién para valores
singulares de desigualdad de Weyl de la Eq. (1.5),

s(A+ B) <w s(A) + s(B).
A

Para la version de valores singulares del Teorema de Lidskii, no habian sido caracterizadas hasta
el momento las matrices que verifican la igualdad. En la Seccion 2.2 caracterizaremos tales matrices
utilizando estas matrices “sombrero” y los Teoremas de Lidskii locales que probaremos en la Seccién 2.1.

1.1.2. Desigualdades de normas unitariamente invariantes y funciones convexas

Recordemos que una norma N en M (C) es unitariamente invariante (nui) si

N(UAV)=N(A) paratodo AeMyC) y U Vel(d).

Son ejemplos de nui: la norma espectral || - ||sp, dada por:
[Allgp = s1(A)
y las p-normas Schatten || - ||,, para p > 1, dadas por:
1/p
1A]l, = tr(JAP)YP = [ > si(A)
iely
Notar que cuando p = 2 se tiene la norma Frobenius:
1/2

1Al = tr(A"A)2 = | 3 si(4)

i€ly

Esta norma proviene del producto interno (-, -) definido en M4(C) como

(A,B) =tr(A*B) para A,Be My4C).

Es bien sabido que la mayorizacién estd intimamente relacionada con desigualdades traciales de funcio-
nes convexas y con desigualdades que involucran normas unitariamente invariantes. Antes de mencionar
algunas de esas relaciones vamos a considerar, para I C R un subconjunto convexo, los conjuntos:

Conv(l) ={p:I - R, pesconvexa} ¥y
Convg(I) = {¢ € Conv(l) , ¢ es estrictamente convexa}.

Los préximos dos teoremas muestran algunas de las relaciones entre la mayorizacién con las funciones
convexas y con las nuis, respectivamente.
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Teorema 1.1.10. Sean z, y € R% Si ¢ € Conv(R) entonces:

1. Siz <y, luego tro(z) = 3 o(x) < 3 olys) = tro(y) .
iEHd Z'E]Id

2. Six <y Yy ¢ es una funcién creciente, entonces también resulta que tr o(z) < tro(y).

3. Siz < yy e es una funcién estrictamente convexa tal que tr p(z) = tr ¢(y) entonces existe una
permutacion o de I; tal que y; = z,(;) para i € Iy, ie. b =yt

4. Siz <y y, ¢ € Convg(R>g) es no-decreciente y tro(x) = trp(y), entonces existe una permutacién
o de I tal que y; = z4(;) para i € I4.

O]

Proposicién 1.1.11. Sean x,y € R2 Luego, si tr(z) = tr(y) entonces o bien z < y, o bien y < z. Si
ademds ¢ es una funcién estrictamente convexa en R? tal que () < ¢(y) entonces x < v.
O

Recordemos que una norma N en un C-espacio vectorial V, es estrictamente convezra si para todos
xz,y € V tales que N(z) = N(y), z #yy XA € (0,1) se tiene que

NAz+(1—-MNy) < N(z)=N(y).
Teorema 1.1.12. Sean A, B € M4(C). Si s(A) <y, s(B) entonces:

1. N(A) < N (B) para toda nui N en M,4(C).

2. Si N (A) = N (B) para alguna nui estrictamente convexa N en My(C) entonces s(A) = s(B).

O]

Con las ideas y notaciones previas podemos enunciar otro teorema clasico del andlisis matricial, que
serd utilizado en repetidas oportunidades a lo largo de esta tesis.

Teorema 1.1.13. (Teorema de Schur-Horn clasico). Sean b,c € R?. Luego, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. ¢<b.
2. Existe una matriz B tal que diag(B) = c y A(B) = b.
Si ademaés b y ¢ tienen entradas no negativas, lo anterior es equivalente a decir que:

3. Existen vectores unitarios z1,--- ,zq € C? tales que

diag(B) = Z CjT; ).
J€ly

O
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1.2. Teoria de Marcos

En esta seccién presentaremos las definiciones béasicas y los resultados cldsicos de la teoria de marcos
finitos.

Definicién 1.2.1. Sea F = {f;};c1, una sucesién de vectores en CZ.

1. Decimos que F es una sucesion de Bessel en C?, si existe b > 0 tal que:

STULfP <bIfIP,  paratodo feCh (1.8)

1€l
2. Decimos que F es un marco para C? si existen constantes 0 < a < b tales que:

allfIIP <D KL P <bIfI?,  paratodo feC™ (1.9)

1€l
3. Las constantes 6ptimas ar y br para la Eq. (1.9) se llaman cotas de marco de F.

4. El marco F se denomina ajustado si ar = br y ajustado normalizado (o también de Parseval) si
ar = b F = 1.

A

Definicién 1.2.2. En general, dada una sucesién de Bessel F = {f;}ic1, € C4, vamos a considerar los
siguientes operadores:

» Tr € Mg (C) - el operador de sintesis de F dado por

Trl(ci)ier,] = ZCZ' fi  para  (¢i)ier, € CF. (1.10)

i€l
» 15 € My q(C) - el operador de andlisis de F dado por
T#(f) = ((f, fi))ier, para feC’ (1.11)
» Sp=T;Tr € My(C) - el operador de marco de F :

SE(f)=Y_(f fi) fi =>_ fi®fi (f) para feC™ (1.12)

i€l icly,
JAN
Observacién 1.2.3. Sea F = {f;}icr, una sucesién en C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. F es un marco en C%.
2. F genera linealmente a C%; es decir, gen {f; : i € I} = C%.
3. Tr es suryectivo en C%.

4. T es acotado inferiormente.
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De la Eq. (1.12) es facil verificar que

(Srf, [y=>_If, f)* para feC?,

i€l

por lo tanto, Sr € Mg4(C)*. Més aun, una sucesiéon de Bessel F en C¢ es un marco para C¢ si, y sélo si,
Sr es inversible. A

En diferentes aplicaciones de la teoria de marcos, surge la necesidad de construir una sucesion G en
C?, de manera tal que su operador de marco esté dado por un operador positivo B € My(C)t y el
cuadrado de las normas de los elementos del marco este predeterminado por una sucesién de ntimeros
positivos a = (a;)ier,. Esta construccién es conocida como el problema clésico de disefio de marcos con
normas predeterminadas el cual ha sido estudiado por varios grupos de investigacién (ver por ejemplo
(3, 12, 14, 19, 24, 26, 29, 49]). El siguiente resultado caracteriza la existencia de tales disenos en términos
de las relaciones de mayorizacion.

Teorema 1.2.4 (Schur-Horn para marcos [3, 57]). Sea B € M4(C)™ con autovalores A\(B) = (\;)ie1, €
(R%OV y consideremos a = (a;)er, € (RE()*. Luego, existe una sucesién G = {g;}ie1, en C? con operador
de marco Sg = B tal que ||g;||?> = a; para i € I, si, y sélo si, a < \(B); i.e.

Zai < ZAi para 1<j<min{k,d} y tr(a)= Zai = Z Ai = tr(A(B)). (1.13)

i€l i€l i€l i€ly

O]

1.2.1. Completaciones de marcos con normas predeterminadas

Recientemente, ha habido un gran interés acerca de la estructura de las completaciones optimas de
marcos con normas predeterminadas. Explicitamente, si Fy = { fi}ie]}no es una sucesion (finita) de vectores
d . ., _ AW k _ . .
en C, consideremos una sucesion a = (a;)ier, € (]R>0)i y n =ng + k. Con estos datos fijos, el problema
es construir una sucesion

g= {9@'}?:1 con ngHz =a; para 1€},

tal que la sucesion completada que resulta de yuxtaponer los vectores de Fyy G, F = (Fo, G), es tal que
los autovalores del operador de marco de F estan lo mas concentrado posible; de manera ideal lo que se
busca son completaciones G tales que F = (Fp, G) sea un marco ajustado. Desafortunadamente es bien
conocido que tales completaciones no siempre existen (ver por ejemplo [29, 30, 31, 57, 59, 60, 61]). Sin
embargo es posible medir la optimalidad en términos del potencial de marco, esto es, buscamos un marco

F=(Fo,G) con ||gZH2 =a; paratodo vector g¢g; de @,

cuyo potencial de marco FP (F) = tr(S%) sea minimal sobre todas las posibles completaciones. Otra
alternativa para medir la optimalidad es en términos de lo que se denomina error cuadritico medio
(ECM) de la sucesién F, i.e. ECM(F) = tr(Sz") (ver [31]).

Més generalmente, se puede medir la estabilidad del marco completado F = (Fp,G), en términos de
potenciales convexos mas generales. Para introducir este tipo de potenciales comencemos considerando
los conjuntos:

Conv(R>0) ={¢:R>9p = R>p : ¢ es una funcién convexa } (1.14)

Convs(R>p) = {¢ € Conv(R>¢) : ¢ es una funcién estrictamente convexa}. (1.15)
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Definicién 1.2.5. Siguiendo [58] vamos a considerar el potencial convero (generalizado) P, asociado a
la funcién ¢ € Conv(R>g), dado por

Py(F) =tr o(SF) =Y _@(Xi(SF)) para  F={fikier, € (C)",
i€ly
donde la matriz p(Sr) estd definida via el célculo funcional usual. A
Los potenciales convexos nos permiten modelar diferentes medidas de estabilidad conocidas en la teoria
de marcos. Por ejemplo, si ¢(x) = 22 para x € R>q, entonces P, es el potencial de marco de Benedetto-
Fickus; si p(z) = 27! para z € Rs, entonces P, es el error cuadrdtico medio (ECM). Lo que haremos

ahora es dar una descripcion detallada de las completaciones de marcos con normas predeterminadas
optimas, con respecto a los potenciales convexos en general.

Notacién 1.2.6. Sean Fo = {fi}ie1,, € (CH™ y a = (a;)icr, € (RE)Y.

1. Recordemos que denotamos el producto (cartesiano) de esferas en C? por:

2 .
Tu(a) = {G = {gi}ier, € (€)" : gl = a; pava todo i € I, } .
dotado con la métrica producto de la métrica euclidea en cada una de esas esferas, es decir

d(G, 6= lg—gll* para G ={gticr,, ¢ = {g/}icr, € Ta(a).
1€l

Notemos que T4(a) es un espacio métrico compacto con la métrica producto.

2. Vamos a considerar el conjunto C, (Fp), de las completaciones de la familia Fy con normas prede-
terminadas por la sucesién a, dado por

Ca (Fo) = {]—" = (Fo,G) e (CH" G e Td(a)} . (1.16)

3. Para una funcién ¢ € Conv(R>() denotaremos por F°P = (Fy,GP) € Ca (Fp) a una completacion
de marco 6ptima con respecto al potencial convexo P; i.e. una completacién tal que

Py (FP) =min{ P, (F): F €Ca(Fo) }. A

Consideremos la Notacién 1.2.6. En la serie de articulos [59, 60, 61] ha sido completamente descrita
la estructura espectral y geométrica de las completaciones 6ptimas FP = (Fy, GP) € Ca (Fp), cuando
¢ € Convg(R>() (ver Teorema 3.2.9 ). Incluso se ha probado en este caso que, si la familia F°P € C, (Fo)
es Optima con respecto al potencial P, en Ca (Fp), entonces F°P también es éptima en Cqu (Fp) con respecto
a cualquier potencial convexo.

1.2.2. Completaciones 6ptimas de marcos con normas predeterminadas: caso feasible

En esta secciéon vamos a considerar varios aspectos relacionados con la nocion de feasibilidad introdu-
cida por Massey, Ruiz y Stojanoff en [59]. Los indices feasibles jugaran un rol clave en nuestro estudio de
las completaciones de marcos que son minimizadores locales de los potenciales estrictamente convexos.

Definicién 1.2.7. Sea A = (\;)ier, € (]R‘éo)T y fijemos t € Ry .
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1. Consideremos la funcién hy : [A\1, 00) — [0, co) dada por

ha(z) = Z(w —X)T, paratodo z €[\, ),

i€ly

donde y* = méx{y, 0} denota la parte positiva de y € R. Es f4cil ver que h) es una funcién continua,
estrictamente creciente, tal que hyx(A1) =0y H{Ii_l hy(z) = +o0.
T—r+00

2. Por lo tanto hy ' : [0, 0o) — [A1, 00) estd bien definida y es biyectiva; lo cual implica que existe un
unico
c=c(t)>A >0 talque hy(c(t)=t>0. (1.17)
3. Sea ¢ = ¢(t) > A1 > 0 como en Eq. (1.17). Definimos
v E (=) T+, o, =)+ M) € (RE)T. (1.18)
4. Ahora podemos considerar el vector
O t) = ((e=A)T, o e=d)T) =v(h 1) — A e (R . (1.19)
Notemos que, como \ € (Réo)ﬂ entonces p(\, t) € (Réo)i. A

Observacién 1.2.8. Sea A = (\;)e1, € (R%O)T. Supongamos que t > 0y ¢ = ¢(t) > A; > 0 es como en
Eq. (1.17). Por como ha sido construido el vector v(\, t), se tiene que

trv(A, t) =) (c=X)T+ X =trA+hy(c) =trA+t.

i€l
Por otro lado, como (¢ — a)™ + a = méx{c, a} se puede ver que:
1. Para ¢ < A\ existe un unico r € I;_1 tal que, si 1, = (1,...,1) € R" entonces
v 1) = (elp, Ag1s oo Aa) € (RE)T  con A\ <e< Mg (1.20)
En este caso, tr A+t =trv(A, t) < dAg y por lo tanto Ay > tri‘Tﬂ .
2. De otro modo se tiene que ¢ > g lo cual implica que v(A, t) = c1y € (R%)T. En este caso

trA+t=trv(\,t) =dc>dN;  entonces )\dgtr)\d—kt'

Con las observaciones previas es sencillo ver que, dado € > 0, el vector p = (els, Asy1, ..., Ag) O
p =ely, es tal que

peEINT . p>XN vy trp=trAd+t = p=v()\,1). A

Ahora sf estamos en condiciones de introducir la nocién de par feasible. Més adelante vamos a expresar
claramente cual es la relacién entre esta nocién y el problema de las completaciones.

En una primera lectura, el lector podra evitar el caso en que la cantidad de vectores k es menor
que la dimension d del espacio. En general, el caso mas t1til es cuando la cantidad de vectores supera
la dimensién. De todos modos, para complementar los resultados que se obtienen en ese caso, también
hemos incluido en esta tesis el caso k < d.
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Definicién 1.2.9. Sean X = (\;)ic1, € (R%O)T v a=(a;)ier, € (RE Y.

1. Para 7 = min{k,d}, A\ = (\)ier, Y t = Y s, @i > 0, vamos a considerar el vector (), a) € R%,

1€l
dado por:
At i =d<k
v(\, a) = v uoor=as (1.21)
(l/()\,t),)\r_l,_l,...,)\d) si r=k<d.

Observemos que en el segundo caso, el vector v(A, a) podria no estar ordenado (si c(t) > Ap41).

2. Consideremos el vector u(A, a) & v(X,a)—\ € R%o' Inspeccionando en la Definicién 1.2.7 y el
ftem 1 de arriba, podemos ver que pu(\, a) = (A, a)* y tr u(A, a) =tr a = t.

3. Diremos que el par (A, a) es feasible si a < pu(A, a); es decir, si

doai<y wi(h,a) para jel_q, (1.22)

iGHJ’ ie]lj

donde la equivalencia se sigue de las propiedades de u(A, a) dadas en el item 2. Notar que en el
caso de que k < d se tiene que pgi1(A, a) =0. A

Cabe destacar que tanto el célculo de los vectores v(A, a) y u(A, a) de la Definicién 1.2.9, como la
verificacién de las desigualdades en la Eq. (1.22), pueden ser implementadas por un algoritmo en una
finita cantidad de pasos.

El siguiente resultado ha sido tomado de [61] (ver también [59]) y describe, para el caso feasible, la
estructura espectral de los minimizadores globales en Cy (Fp) de los potenciales convexos P, para una
funcién ¢ € Convg(R>p). Como ya hemos mencionado anteriormente, esta estructura no depende de la
funcién ¢ considerada.

Teorema 1.2.10. Sean Fo = {fi}ie1,, € (CH™ y a = (a;)ier, € (RE,)F. Consideremos A = A(Sx) v
supongamos que el par (X, a) es feasible. Sea v(\, a) = (14(X\, a))ier, € R‘io como en la Definicién 1.2.9.
Luego, para toda funcién ¢ € Convg(R>q) se tiene que B

min{Py(F): F = (Fo, G) €Ca(F0)} =Y _o(vi(,a)) .
i€ly
Miés aun, dado F = (Fy, G) € Ca (Fo) se tiene que
Po(F) = S e, @) <= A(Sr) =v(\, a)* . O

i€ly

1.3. Algunos hechos de la geometria diferencial

En esta seccion vamos a mencionar algunos hechos de la geometria diferencial que seran necesarios
para el Capitulo 2. Para un desarrollo mas detallado de los resultados expuestos en esta seccion se puede
consultar, por ejemplo, el libro de Lee [50].

Dada una variedad diferenciable N, denotaremos por 7, N al tangente de A/ en el punto p € N. Si
N, M son variedades diferenciables y F' : N' — M es una aplicacién diferenciable; decimos que F es una
submersion en el punto p € N si su diferencial

DpF : 7;N—>7}7(p)/\/l,
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es suryectivo. En este caso se dice que p es un punto regular de F. Un punto ¢ € M es un valor reqular
de F si todos los puntos de la pre-imagen F~1(q) son puntos regulares de F.

Diremos que la funcién diferenciable F' es una submersion, si es una submersion para cada punto
p € N. De manera equivalente, F' es una submersién si rk(D,F) = dim(M) para todo p € N, donde
rk(D,F') denota la dimensién del rango del diferencial de F en el punto p; es decir, F tiene rk constante.
Esta caracterizacién permite obtener el siguiente teorema, el cual es un resultado clasico de la teoria de
variedades diferenciables que serd muy 1til para esta tesis.

Teorema 1.3.1. Sean N, M variedades diferenciables y F' : N' — M una submersién en el punto pg € N.
Luego, F' es locamente abierta alrededor de pg; i.e, dado € > 0, para todo entorno abierto de pg € N dado
por

Nz:={peM:dp,p) <e},
el conjunto

Me:={F(p): pe Nc},

contiene un entorno abierto de F(pg) en M.
(]

En el Capitulo 2 vamos a considerar el grupo de matrices unitarias U(d) con su estructura (de Lie)
natural de variedad diferencial. Esto nos permite tomar la variedad producto U(d) x U(d) dotada con la
métrica

d((U1, W), (U2, V3)) = méx{[|l = UiUal|, I = Vi'Va}  para (Ui, V1), (U2, Va) € U(d) x U(d) .

Es un hecho conocido que la funcién exponencial H(d) 3 i - X +— exp(X) nos permite identificar al plano
tangente de U(d) en la identidad, 7;U(d) con el conjunto de matrices anti-hermitianas ¢ - H(d). Pues,
~(t) = exp(tX) € U(d) es tal que v/ (0) = X € i-H(d). Mds aun, dada A € H(d), si consideramos la funcién
suave (diferenciable) C4 : U(d) — Oy, dada por C4o(U) = U*AU, donde Oy = {V*AV : V e U(d)},
entonces su diferencial en la identidad verifica que

DiCs(X)=[X,A] € H(d) para X €i-H(d),

donde [X, A] = XA — AX.
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Capitulo 2

Teoremas de Lidskii locales

El Teorema (aditivo) de Lidskii clasico (ver Teorema 1.1.6) debe su nombre a Victor Lidskii, quién lo
mencioné por primera vez en [52] sin dar detalles de la prueba. La primera demostracién que aparecié
fue dada por Berezin y Gel'fand en [6], en un trabajo relacionado con la teoria de grupos de Lie. Esta
demostracién no es para nada sencilla y parece ser que, por sugerencia de estos autores, Lidskii dié (lo
que segun €l era) una prueba elemental con herramientas propias de la teoria de andlisis matricial. Esta
prueba “elemental” generé polémicas y dié lugar a que algunos matemadticos buscaran demostraciones
alternativas; esto llevdo a muchos de ellos a desarrollar nuevas técnicas dentro de la teoria de andlisis
matricial que han sido muy utiles desde entonces; sin ir mas lejos, Wielandt probd su famoso principio de
min-max, buscando una prueba alternativa de este Teorema de Lidskii.

Diferentes versiones y demostraciones han aparecido desde entonces (en el libro de Bhatia [7] figuran
cuatro), pero sin duda una demostracién particularmente simple es la que dieron C.K. Li y R. Mathias
en [20], donde la herramienta principal es el Teorema de Weyl, el cual habia sido considerado por muchos
anos, un resultado mas débil.

Sin dudas que, desde su aparicién, las desigualdades de Lidskii han sido clasicas protagonistas dentro
de la teoria de analisis matricial, ya que forman parte de una serie de herramientas que lidian con algunos
de los problemas mas naturales dentro del drea, tales como los de aproximacién de matrices (problemas
de cercania de matrices) y desigualdades que involucran tanto a los autovalores de una matriz, como a
sus valores singulares. Como hemos visto en la Seccién 1.1.1, estas desigualdades aparecen expresadas
en términos de la mayorizacién, la cual es una relacién de pre-orden entre vectores (reales) que estéd
intimamente relacionada tanto con las desigualdades traciales que involucran funciones convexas, como
con las desigualdades que involucran normas unitariamente invariantes.

En este capitulo, dado un vector y € (R?)* vamos a considerar la érbita unitaria dada por:
O,={GeHd): NG)=p}={U'D,U: UeclU(d)}, (2.1)

donde D,, € M4(C) denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector p. A esta érbita
unitaria la vamos a considerar dotada con la métrica usual inducida por la norma de operadores; de este
modo tenemos que O, es un espacio métrico. Si tomamos S € H(d) y G € O, el Teorema de Lidskii (ver
item 1 del Teorema 1.1.6) establece que

AS) 4+ 1 < XS +G).

Miés aun, por la caracterizacién del caso de igualdad dada por Massey, Ruiz y Stojanoff en [60] (ver item
2 del Teorema 1.1.6), se tiene que; (A(S)T + p)¥ = A(S + G) si, y sdlo si, existe una bon {v; };er, de C? tal
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que

S:ZAI(S) Vv, QU Y G:Z’U’i V; @ V5 . (2.2)

i€ly i€ly
Notemos que entonces, utilizando una bon de autovectores de S, podemos construir una matriz Gog € O,,
de manera tal que sea un minimo para la mayorizacion, esto es

ST+ )b = (M) + MGo)) = A(S+Go) < A(S+G) paratodamatriz Ge0O,.  (2.3)

En el caso de que S € My(C)T y u € (Rio)i, las matrices G € O, son positivas. Luego, dada una
funcién estrictamente convexa ¢ € Convg(R>(), podemos definir el potencial convexo (asociado a ¢) como

la funcién @, = P, g ) : Oy — R>o dada por:
D, (G) =tr(p(S+G) =D _eN(S+G)) para GeO,. (2.4)
j€ly

Notemos que la matriz Gy € O,(C M4(C)") (construida con una bon de autovectores de S € My(C)™)
que verifica la Eq. (2.3), es un minimizador global de ®, en O,, pues, por el item 1 del Teorema 1.1.10,
para toda matriz G € O, se tiene que

AS +Go) = (NT(8) + )" < A(S +G) = D (N(8) + 1) < 32 (S +6))

1€ly i€lly

por ser o una funcién estrictamente convexa.
Reciprocamente, si G' € O,, es un minimizador global de ®, en O, entonces

ST oOS) + ) =Y e(Mil(S +Go)) = Y p(hi(S + G)) (2.5)

iGHd ’LEHd ’LEI[d

Recordemos que, por el Teorema de Lidskii 1.1.6, sabemos que AT(S) + 1 < A(S 4+ G) y como ¢ es una
funcién estrictamente convexa, la Eq. (2.5) junto con el item 3 del Teorema 1.1.10 implican que

AS +G) = (AT(S) 4+ ) = AT(S) + \(G) .

De este modo, S'y G pueden diagonalizarse simultdneamente en una bon de C%, con los espectros ordenados
como en la Eq. (2.2); en particular se tiene que S y G conmutan. Es decir, si G es un minimizador global
de @, en O, entonces se puede obtener (a partir de S) de la misma forma que Gy. Cabe destacar, que el
minimizador Gy no depende de la funcién convexa; es decir que, Gg es un minimizador global para todos
los potenciales convexos.

En el caso mds general en que S € H(d), u € (RY)¥ y G € O; por la Observacién 1.1.7 se tiene que
AS)—pu=<=ANS-G).
Més aun, por la caracterizacién del caso de igualdad; (A(S) — p)¥ = A\(S — G) si, y sélo si, existe una bon
{vi}ier, de C? tal que
S:Z)\i(s) Vv, QU Y G:Z,ui Vi @ V; . (2.6)

i€ly i€ly
De manera andloga al caso anterior, utilizando una bon de autovectores de S, podemos construir una
matriz Gy € O, que sea un minimo para la mayorizacién, esto es

(A(S) — ) = (A(S) — M(Go))* = A(S — Go) < M(S— G) para toda matriz G € O, . (2.7)
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Luego, por la Observacién 1.1.4, se tiene que
s(S — Go) <w s(S —G) para toda matriz G € O,. (2.8)

Si ahora tomamos una nui estrictamente convexa N en M 4(C) (fija), por el item 1 del Teorema 1.1.12,
resulta que

N(S — Go) < N(S - G).

De este modo, dada una nui NN estrictamente convexa, tiene sentido definir la funcion:
Py = (I)(N, S,p) - OM — RZO dada por (I)N(G) = N(S — G) (2.9)

y preguntarse como son sus minimizadores. Notemos que los hechos mencionados previamente afirman
que para toda matriz G € O,

PN(Go) = N(S — Go) < N(S - G) = on(G).
Por lo tanto, G es un minimizador global de ®y en O,,.

Reciprocamente, si G € O, es un minimizador global de ® en O,,, los comentarios previos junto con
los ftems 2 y 3 de la Proposicién 1.1.3 muestran que

AS—=Go)<AS—G) vy N(S—Go)=N(S—-G) = AS)—p=AS—Go) =AS—G), (2.10)

donde estamos utilizando el hecho de que N es una nui estrictamente convexa, la relacién de submayori-
zaci6on de la Eq. (2.8) y el Teorema 1.1.12. Por otro lado, la Eq. (2.10) junto con el Teorema 1.1.6 implican
que existe una bon {v; };er, de CY tal que

SZZ)\,’W@M’ y G:Z/MW@HJM

i€ly i€ly

donde (\;)ier, = A(S) € (RY)*. Esto significa que si G es un minimizador global de ® v, entonces se obtiene
(a partir de S) de la misma manera que Gy, tal como ocurre para el caso de los potenciales convexos.
Incluso mas, en este caso también se tiene que el minimizador global de ®n no depende de la nui N
elegida, es decir que es el mismo para toda nui estrictamente convexa.

Estos hechos nos permiten concluir entonces, que la desigualdad de Lidskii caracteriza a los minimi-
zadores globales tanto de la funcién @, s ), como de la funciéon ®(y g ). De este modo resulta natural
preguntarse como serd la estructura de los minimizadores locales de ambas funciones y si existe alguna
version de los Teoremas de Lidskii que permita caracterizarlos. Responder ese interrogante serd nuestro
objetivo en este capitulo. Incluso maés, en la Seccién 2.1 probaremos que en ambos casos, los minimizado-
res locales son en realidad minimizadores globales. En la Seccién 2.2, como aplicacién de los Teoremas de
Lidskii locales que probaremos en la Seccién 2.1, daremos una caracterizacion de las matrices que verifican
la igualdad en la desigualdad de Lidskii para valores singulares. Esta caracterizacién no serd utilizada en
el resto de este trabajo, sin embargo, complementa los resultados obtenidos y es un resultado original de
esta tesis.
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2.1. Minimizadores locales de la desigualdad de Lidskii

Como hemos mencionado en la introduccion de este capitulo, las desigualdades de Lidskii pueden ser
interpretadas como una descripcion explicita de los minimizadores globales de las funciones ®(, g ) ¥
Py, s, definidas en las Eqgs. (2.4) y (2.9), respectivamente. En esta seccién vamos a probar versiones
locales de los Teoremas de Lidskii que nos permitiran caracterizar a los minimizadores locales de tales
funciones para luego probar que, en ambos casos, los minimizadores locales son globales.

Comencemos recordando algunas definiciones que hemos dado en la Seccién 1.3.

Definicién 2.1.1. Sean S, Gy € H(d). De aqui en mas vamos a considerar:

1. La variedad producto U(d) x U(d), dotada con la métrica

d((U1, W), (U2, Va)) = méx{[|[ = UyUa||, I = V' Val} .

2. El conjunto de matrices autoadjuntas de traza 7 = tr(S) + tr(Go)

H(d), € (M e H(d): tx(M)=r}.

3. La funcién ' = T'(g g, : U(d) x U(d) — H(d), dada por

(U, V)=U*SU+V*GoV para U,V €U(d).

A

Recordemos que dado un conjunto de matrices S C My4(C) se define el conmutante de S, como la
subdlgebra unital de M 4(C) dada por

S ={CeMyC): [C,D]=0paratodo De S} C My),

donde [C, D] = CD—DC denota el conmutador de C'y D. En casode que § = §* = {A € My(C) : A* € S},
se tiene que S es una x-subdlgebra unital de M4(C).

El siguiente resultado es estandar; para probarlo vamos a utilizar las definiciones y hechos de la
geometria diferencial que hemos mencionado en la Seccién 1.3.

Lema 2.1.2. Consideremos la Notacién de la Definicién 2.1.1. Luego,
' esunasubmersibnen (I,I) <= {S, Gy} =C-I.

Demostracion. Recordemos de la Seccién 1.3, que la funcién (exponencial) i - H(d) > X +— exp(X)
nos permite identificar al plano tangente T;U(d) con i - H(d). Como estamos considerando la estructura
producto sobre U(d) x U(d), podemos concluir que el diferencial de I" satisface que

D pl'(X,0)=[5,X] y Dgnl'(0,X)=[Go,X] para X €i-H(d).

Notar que I' es una funcién suave y su imagen estd contenida en H(d),, entonces el espacio tangente
de la imagen estd contenido en TH(d), = H(d)o. Luego, I no es una submersién en (I, 1) si, y sélo si,
D(;,pT" no es suryectivo; lo que es equivalente a decir que existe 0 # Y € TH(d), = H(d)o (i.e. Y € H(d)
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con tr Y = 0) tal que Y es ortogonal (respecto del producto interno dado por la traza) a la imagen del
diferencial de I' en (1, I); es decir,

tr(Y [S, Z]) = tr(Y [Go, Z]) =0 para toda matriz Z € i-H(d) . (2.11)
Utilizando que tr(AB) = tr(BA) para A, B € My(C), se tiene que
tr(Y[S,Z]) =te([V,S]Z2) =0 vy (Y [Go,Z]) =tx([Y,Go] Z) =0, VZ €i-H(d).

Luego,
[Y,S]=0=1Y,Gol €i-H(d) .

Maés aun, como Y # 0 y tr Y = 0, entonces Y tiene alguna proyeccion espectral no trivial P tal que
[P,S] =[P,Gy] =0.

Por lo tanto {S, Go} #C- 1.

Reciprocamente, si suponemos que {S, Go}’ # C- I, como {S, Go} = {S, Go}* entonces el conmutante
{S, Gp}' es una *-subdlgebra unital de My(C). Luego, existe una proyeccién no trivial P tal que

[P,S] =[P,Gy] =0.
Esto nos permite construir

P I-P
Y= ,
tr P tr(l —P)

tal que tr Y = 0. Luego, 0 # Y € TH(d), y satisface la Eq. (2.11), entonces Y es ortogonal al rango de
D(I,I)F' O

Proposicién 2.1.3. Sean S y Gp € H(d) tales que [S, Go] # 0. Luego, dado € > 0 existe W € U(d) tal
que [ —W| <ey

)\(S + W*G(]W) < )\(S + Go) pero )\(S + W*G()W) =+ )\(S + Go) .

Demostracion. Supongamos que [S, Gg] # 0. Luego, existe una proyeccién minimal P de la *-subdlgebra
unital C = {S, Gp}' € M4(C) tal que
[PS,PGy #0.

En efecto, I € C es una proyeccién que verifica que [I S, I Gp] # 0. Si I no es una proyeccién minimal en
C entonces existen proyecciones no nulas Py, P» € C tales que I = P} + P». Luego,

[P;S,P,Go] #0 para i=1 6 i=2.

En caso de que la proyeccién P; no sea minimal (para algin ¢ = 1,2) en C, podemos aplicar el mismo
procedimiento a dicha proyeccién y como estamos trabajando con algebras de dimensién finita, el procedi-
miento anterior encuentra una proyecciéon minimal P € C como la que necesitamos. Aplicando un cambio
de base (ortonormal) conveniente, podemos asumir que R(P) = gen{e; : ¢ € I}, donde r = rk(P) > 1.
Como P reduce tanto a S como a G, podemos considerar

S1=S|ppy € H(r) v Gi1=Golgp) € H(r).
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La minimalidad de P nos permite concluir entonces que {S1, G1}' = CI,, C M,.(C). De este modo, dado
que S1 y G1 no conmutan, utilizando el caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii (ver Teorema 1.1.6)
se tiene que

b:i=AS) T+ AXC))Y <a:=AS1+G1) v a#b.
Si o = tr(S7 + G1) entonces, por el Lema 2.1.2 se tiene que la funcién
U(r)xU(r) > (U, V)= US1U+V*G1V € H(r)s

es una submersién en (I, I,). En particular es localmente abierta en un entorno de (I,,I,) (Teorema
1.3.1) y por lo tanto, dado £ > 0, para todo entorno abierto

N ={(U, V) eU(r)xU(r): d(U,V), (I, 1I,)) < e},

el conjunto

M :={U"SsU+V*G,V: (UV)e N}
contiene un entorno abierto de S1 4+ G1 en H(r),-.

Tomemos ahora el segmento que une a con b, es decir; la funcién p : [0,1] — (R")¥ dada por
p(t)=(1—t)a+tb para te€][0,1].

Luego, p(t) < a y p(t) # a para t € (0,1] pues, como a = a* y b = b* entonces p(t) = p(t)* y la
mayorizacién se verifica de modo trivial. Si D, denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por
a y consideramos Z € U(r) tal que

S1+Gy=2*D, Z,

la curva continua 7" : [0,1] — H(r), dada por T'(t) = Z* D, Z para t € [0, 1], satisface que
T0)=S1+G1, MT({)<a y XNT(t)#a para te(0,1].

Por lo tanto, existe ¢ty € (0,1] tal que T'(t) € M. para t € (0,tg] entonces, en particular, existe un par
(U, V) e N: tal que T(tg) =U*S1U +V*G 1V y

A(T(t0)) < NT(©)  pero A(T(to)) # A(T(0)) (2.12)
Si 7 = tr(S + Gp), consideremos la funcién continua  : [0, 1] — H,(d), dada por
V() =T(t) & (S + Go)lp(p)- -
Notemos que 7(0) = S + Gy. Luego, de la Eq. (2.12) y el item 4 la Proposicién 1.1.3, se tiene que
A((t0)) < A(Y(0)) = A(S+Go)  pero A(y(to)) # A(7(0)).
Por lo tanto, existen U = U @ P+ y V =V @ PL € U(d) tales que,
d((1,1),(U,V)) = d((Iy, Ir), (U, V)) = méx{||L, = U], |I. = V||} <, (2.13)

y
)\(U*Sﬁ + V*G()V) < /\(S + GO) pero )\(U*Sﬁ + V*G()V) #* )\(S + Go) . (2.14)

Si tomamos W = VU* entonces, por la Eq. (2.13),
[T =wil = [V U < [V = 1| + |1 - U] < 2¢
y, por la Eq. (2.14),
AS+WHGoW) < XS+ Go) v ANS+W GoW) # XS + Go) .
Notar que ||[W*GoW — Gyl < 4e||Goll. O
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Teorema 2.1.4. Consideremos S € H(d) y 1 € (R fijos. Sea Go € O, tal que
A(S + Go) # (MS)T + A(Go))*. (2.15)
Luego, dado € > 0, existe G € O, tal que |G — Go|| <ey
AMS+G) < ANS+Gy) pero AS+G)#MNS+Go),
es decir, la mayorizacién es estricta.

Demostracion. Sisuponemos que A(S+Gg) # (A(S)T+A(Go))* entonces, por el item 2 del Teorema 1.1.6,
pueden suceder dos cosas: o bien S y Gy no conmutan, o bien conmutan pero no pueden diagonalizarse
simultaneamente con los espectros ordenados como en el item 2 del Teorema 1.1.6.

En el caso de que S y Gy no conmuten, por la Proposicion 2.1.3, se tiene que dado £ > 0 existe
W e U(d) tal que

II-Wl<e y MNS+WGoW)<AXS+Go) pero AS+W*GoW) # XS+ Gp).
Si tomamos G = W*GoW entonces G € O, y

|G = Gol| < [W*Go(W = D)|| + [[(W* = D)Gol| < 2]|Go| e

Supongamos ahora que Sy G conmutan. Luego, existe una bon B = {v;};cr, de C? tal que

S:Z)\i Vi QU; Y GOZZV»L' V; @ v; con )\:()\Z’)ieﬂd E(R%O)T ,

iEH(i iEH,i

para algin v = (v4);er, € R?. Por hipétesis, existe j € Iy tal que vi < vjy1 y Aj < Aji1; de no ser asi
Aj = Aj41 y entonces se puede reordenar la bon By obtener una bon B’ = {v}};c1, tal que

S = Z)\z Ug ®’UZ/~ y Go = Z,ui U; ®’U;~ con \ = (Ai)ieﬂd € (RéO)T,

1€ly 1€lly

donde 1 = (pi)ier, = v+ € (RY)*,

Supongamos entonces que A; < \ji1 y consideremos la curva continua U(-) : [0,7/2) — U(d) dada
por:

Ut)y= Y vi®uv+cos(t) (v ®vj+vj11 @vjp1) +sint) (v @ vjp1 — v Q) , tE[0,7/2).

Notemos que U(0) = I;. Definamos entonces la curva continua G(-) : [0,7/2) — O,,, como la funcién
Git)=U(t)GoU(t)* € O, vpara te[0,7/2).
Luego G(0) = Go y

2

S+GM) = > (itr) ui®vit Y Yes(t) visr @ Vs, (2.16)
LA, 51} ro1
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donde M(t) = (%,3)72«,321 estd determinada por:
o= (3 0 ) v v s o= (S ) o

Consideremos

R(t) = V*(1) (Aﬂ‘ _OAJ‘“ 8) V(t) + (Voj V;) — M) = VRO V) + A1 L. (2.17)

Lo que podemos afirmar es que A(R(t)) < AM(R(0)) y A(R(t)) # A(R(0)) para t € (0,7/2) (i.e., la relacién
de mayorizacién es estricta). Esto se debe a que, como R(t) es una curva en Ms(C)™ tal que tr(R(t)) es
constante, por la Proposicién 1.1.11, es suficiente con probar que la funcién [0,7/2) > t — tr(R(t)?) es
estrictamente decreciente en [0, 7/2), ya que p(x) = 2% es una funcién estrictamente convexa y

tr(R(H)?) = tr(p(M(R(1))) con A(R(t)) € R2.

Por lo tanto o bien A(R(t)) < A(R(0)), o bien A\(R(0)) < A(R(t)) para t € (0,7/2).
En efecto, como A\j — Aj1 > 0, se tiene que

V*(t) (Aﬂ' _OAJ‘“ 8) V(t)=gt)®g(t) donde g(t) = (A\j — Ajr1)Y?(cos(t),sin(t)) , t e [0,7/2).

Si D € M3(C) es la matriz diagonal con diagonal principal (v}, vj41) entonces R(t) = g(t) ® g(t) + D.
Luego,

tr(R(t)%) = tr((g(t) ® g(t))*) + tr(D?) + 2 tr(g(t) @ g(t) D) = c+ (D g(t), g(1))
donde ¢ = ||g(t)||* + 1/]2 + Vj2+1 =N = Ajp1)? + 1/32 + I/]Z_,’_l € R es una constante y

(Dg(t), g(t)) = (Aj = A1) (cos®(8) v + sin?(t) vj4a),

es estrictamente decreciente en [0, 7/2). En efecto, si llamamos h(t) = (A\j — Aj+1) (cos?(t) vj +sin®(t) vj41)
para t € [0,7/2), se tiene que

R'(t) = (Aj — Aj41)(Vjs1 —vj) sin(2¢) <0  para € (0,7/2),
porque la funcién sin(-) es positiva en el primer cuadrante, A\; — ;11 < 0 y ademds estamos suponiendo
que vj < vji1. Luego, A(R(t)) < A(R(0)) y AM(R(t)) # A(R(0)) para t € (0,7/2). Por lo tanto, por la Eq.
(2.17), podemos ver que
AM(t)) = MR(1) + Ajra Ty = AM (1)) < A(M(0)) , A(M(t)) # MM (0)) , te(0,7/2).
Esto implica que G(+) es una funcién continua en (0,7/2), tal que
AMS+G() =AMS+Go) y AMSH+G(t) #MS+Go), para te(0,7/2).
Como G(-) es continua, dado £ > 0, existe § > 0 tal que para t € (0,0) se tiene que |G(t) — G| <ey
AS+G(t) = A(S+Go) pero  A(S+G(t)) # AS + Go).

O]
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Teorema 2.1.5. Consideremos S € H(d) y 1 € (R)¥ fijos. Sea Go € O, tal que
A(S = Go) # (A(S) = AM(Go))* . (2.18)
Luego, dado € > 0, existe G € O, tal que |G — Gyl <ey
AS —G) <= AS—Go) pero AS—G)#AS—Gyp),
es decir, la mayorizacién es estricta.

Demostracion. Notemos que si Go € O, entonces
A=Go) = —(MGo)") = =(u) = —Go e O_,.(C H(d)).

Ademss, (A(S)T + A(—=Go))* = (A(S)T = MGo)N)F = (A(S) — M(Go))* y por lo tanto

A(S = Go) # (A(S) = AMGo))* == A(S + (=Go)) # (A(S)T + A(=Go))*.
Luego, aplicando el Teorema 2.1.4 a =G € O_,,, tenemos que, dado € > 0, existe —G € O_ (entonces
GeO,) tal que |G -Gyl <ey
A(S + (=G)) < MS + (=Go))  pero  A(S+ (=G)) # S + (=Gy)) -
O

Los siguientes dos teoremas se obtienen como consecuencia directa de los resultados anteriores y seran
claves para probar los resultados mas importantes de esta tesis, en el Capitulo 3 y en el Capitulo 4.

Sean S € My(C)*, n € (R%Oﬂ y la 6rbita unitaria de p definida en la Eq. (2.1), con la métrica usual
inducida por la norma de operadores, la cual hace de ella un espacio métrico. Recordemos el conjunto de
funciones definido en la Eq. (1.15)

Convs(R>p) = {p € Conv(R>p) , ¢ es estrictamente convexa} .

Dada ¢ € Convs(R>0) consideremos la funciéon @, = ® ) : Oy — R> definida en la Eq. (2.9) como

v,

O, (G) =tr(p(S+G)) para GeO,.

Teorema 2.1.6 (Lidskii local para potenciales convexos). Sean S € My(C)", p = (wi)ier, € (R‘éo)i y
¢ € Convg(R>p). Supongamos que Gy € O, es un minimizador local de ®, en O,, . Luego, existe una bon
{vi}ier, de C? tal que, si tomamos (\;)ier, = A(S)T € (R‘éo)T entonces

S:Z)\iw@w y GO:Z/MUZ'@W- (2.19)

i€lly i€ly

En particular, A(S + Go) = (A(S)" + A(Go))* por lo tanto Gy es también un minimizador global de ®,, en
O, .

Demostracién. Supongamos que no existe una bon de C% que diagonalice simultdneamente a S y G con
los espectros ordenados como en la Eq. (2.19); en ese caso, por el {tem 2 del Teorema 1.1.6 se tiene que
S y Gg no verifican la igualdad en la desigualdad de Lidskii. Luego, por el Teorema 2.1.4, dado € > 0,
existe G € O, tal que |G — Gyl <ey

AS +G) < MS+Go) pero  A(S+G) # NS + Go).
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De este modo, como ¢ es una funcién estrictamente convexa, por el {tem 3 del Teorema 1.1.10, se tiene
que

Dy (G) = tr(p(S + G)) < tr(p(S + Go)) = P, (Go),

lo cual contradice la minimalidad local de Gy.
O

Supongamos ahora que S € H(d) y u € (R?)+. Dada una nui N en My(C) consideremos la funcién
SN =Py, 5, Op = Ryg definida en la Eq. (2.4) como

Py(G) =N(S—G) para GeO,.

Teorema 2.1.7 (Lidskii local para nuis). Sean S € H(d), i = (;)icr, € (RY)* y N una nui estrictamente
convexa en M 4(C). Supongamos que Gy € O, es un minimizador local de ®n en O, . Luego, existe una
bon {v;}ier, de C? tal que, si tomamos (\;)ier, = A(S) € (R%)¥ entonces

S:Z)\ivi(@w y G():Z,u,i?}i@m. (2.20)

i€lly i€ly
En particular, A(S — Gp) = (A(S) — A(Gy))* por lo tanto Gy es un minimizador global de ®y en O,, .

Demostracidn. Supongamos que no existe una bon de C¢ que diagonalice simultdneamente a S y Go
con los espectros ordenados como en la Eq. (2.20); en ese caso, S y G no verifican la igualdad en la
desigualdad de Lidskii 1.1.7. Luego, por el Teorema 2.1.5, dado € > 0 existe G € O, tal que |G — Go| < ¢

y
AS —G) < MS —Gg) pero  A(S—G) # AS — Gy),

lo cual implica que (ver Observacion 1.1.4)
(S — Q) <y s(S—Go) pero  s(S—G)#s(S—Gy).

De este modo, como N es una nui estrictamente convexa, por el item 2 del Teorema 1.1.12, se tiene
que
(I’N(G) = N(S — G) < N(S — GO) = ‘PN(GQ),

lo cual contradice la minimalidad local de Gj.

2.2. Desigualdades de Lidskii para valores singulares

En esta seccién vamos a mostrar algunos resultados relacionados con el Teorema local de Lidskii para
matrices arbitrarias 2.1.7 con respecto a los valores singulares y como consecuencia obtendremos una
caracterizacién del caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii cldsica para valores singulares 1.1.8. Esta
caracterizacién no se utilizard en el resto de esta tesis, sin embargo es de interés en si mismo y complementa
los resultados obtenidos sobre los Teoremas de Lidskii. Cabe sefialar que dicha caracterizacién no habia
sido obtenida hasta este momento.

Para comenzar, recordemos que para dos matrices arbitrarias A, B € M (C) la desigualdad de Lidskii
(ver Teorema 1.1.8) establece que
|s(A) — s(B)| <w s(A— B). (2.21)
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En lo que sigue vamos a fijar una matriz A € My4(C), s € (R‘éo)i, s # 0 y N una nui estrictamente
convexa. También vamos a considerar el conjunto de matrices cuyo vector de valores singulares coincide
con s, i.e.

Ve :={C e My(C): s(C)=s}={UD;,V: UV e€U(d)},
dotado con la métrica usual, inducida por la norma espectral. Luego, vamos a definir la funciéon
\IJ(N,A,S) :\I/NZVS—)RZO dada por \I/N(C):N(A—C)

Con un argumento similar al del comienzo de la Seccién 2.1, pero ahora basados en la descomposicién en
valores singulares y la desigualdad de Lidskii 1.1.8, podemos construir explicitamente los minimizadores
globales de ¥ en V,. Del mismo modo que antes estaremos interesados en la estructura de los minimi-
zadores locales de ¥ en V,. Més especificamente, vamos a describir la estructura de los minimizadores
locales y vamos a probar que los minimizadores locales son globales.

Para empezar vamos a recordar la siguiente construccién matricial (ver Observacion 1.1.9 ); para
C € My4(C), vamos a denotar por C' € H(2d) a la matriz por bloques dada por

A 0 C
o= (2 ).

Sean U,V € U(d) tales que C' = V*Dy U, y definamos W € U(2d) dada por

-5 )

Luego, se puede ver que C=wr (Dyg(cy @ —=Dy(cy) W, 1o cual implica que

~ ; i <i<
ANC)i = i(C) " b=is C_i (2.22)
—8q-i+1(C) si d+1<3i<2d.

Definicién 2.2.1. Sean A, B € M4(C), N una nui en My4(C) y s € (Ré()ﬂ (s #0). Vamos a considerar:
1. El espacio S = {C : C € M4(C)} C H(24d).
2. La aplicacién T4 gy =11 U(d)* — S dada por
U, Uz, Vi, Vo) = (U1@W) AU &W)— (Us® Vo) B (U & Va) (2.23)
_ FAV -5 BTh.
3. La aplicacién Z4 py: U(d)* — Rxq dada por
E(UL, Uz, Vi, Vo) =N(U; AV; —Us BVs). (2.24)
A

Lema 2.2.2. Sean A € M4(C), s € (R‘éo)i, s #0,y B € Vs. Dada una nui N en My4(C), las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. B es un minimizador local de ¥y = W(y 4 4) en Vs;
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2. (I,1,1,1) es un minimizador local de 24, g) en U(d)*.
Demostracion. 1. = 2. Consideremos (Uy, Uz, V1, V) € U(d)* tal que
d((Ur,U2,V1, V), (I, I, 1, 1)) = max{ [ = U{||, |1 = U5 || [[L = Vi, L = V5[ } ==&
Luego, si Wi = UsUy € U(d) y Wo = VoV* € U(d) entonces U AVy — UsBVy = U (A — WGy W) V1.
Notar que
Wi = I|| = [|U2 (Uy = Up)|| < |UF — Il + [T = U3 < 2¢,
[Wo = I|| = [[Va (V" = V)| < [V = 1| + I] = V5| < 2e.
De este modo, como N es unitariamente invariante,

E(A’B)(Ul,UQ,Vl,‘/Q):N(A—WTBWQ):\IJN(WfBWQ) con ||W1*BW2—B|| §86”G0H

2. = 1. Esto es una consecuencia del hecho de que U(d) x U(d) > (W1, Ws) — W{B W3 € Vs es una
aplicacién abierta (ver, por ejemplo, [1, Teo. 4.1] o [23]). O

Lo que haremos ahora es desarrollar algunas propiedades geométricas de la funcién II. Tal como lo
hicimos anteriormente, vamos a considerar a U(d)* como una variedad suave, dotada con la estructura
producto.

Lema 2.2.3. Sean A, B € My4(C) y II como en la Eq. (2.23). Luego, son equivalentes:

1. (4, gy es una submersién en (I, 1,1, 1);

2. Siempre que Z € My(C) sea tal que A*Z, AZ* B*Z , BZ* € H(d), se tiene que Z = 0.
Demostracion. Notemos primero que II es una funcién suave luego, el item 1 vale si, y sélo si, el diferencial

D =Dy 15 H(d)* = S C H(2d)  es suryectivo .

]

Veamos ahora que D es no suryectiva si, y sélo si, existe una matriz Z € My4(C), Z # 0, tal que
A*Z , AZ*, B*Z , BZ* € H(d). En efecto, se puede verificar directamente que

D(X1,X0,Y,,Ys)=-X1 A+ AY, + X2 B—BY, para X1, X2, Vi,Ys€i-H(d).
Luego, D no es suryectivo si, y sélo si, existe una matriz no nula Z € My(C), tal que
Z\ 1 —m+ﬁ1+@—ﬁ2 para Xl,XQ,Yl,YQEi-H(d), (2.25)

donde L significa ser ortogonal con respecto al producto interno (real) del R-espacio vectorial H (2 d) dado
por la traza. En este caso (tomando Xo = Y5 = 0) se tiene que

0=tr(Z (-X1 A+ AY})) =2 Re[tr(Z*(—X1 A+ AY;))] para Xi,Y; €i-H(d). (2.26)

Teniendo en cuenta que Re[tr(C)] = tr(Re[C]) y las propiedades traciales, podemos ver que la Eq. (2.26)
es equivalente a

0=tr(X1 (AZ* — ZA*)) + tr(Y1 (A*Z — Z*A)) para X1, Y €i-H(d). (2.27)
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Como (AZ* — ZA*), (A*Z — Z*A) €i-H(d), Eq. (2.27) vale si, y sélo si
AZ* —ZA =0 y AZ-Z'A=0 = AZ*, A*Z € H(d).

De manera similar, suponiendo que X; = Y3 = 0 en Eq. (2.25) y argumentando como antes, podemos
concluir que BZ* | B*Z € H(d).

Reciprocamente, supongamos que existe una matriz no nula Z € My(C), tal que A*Z , AZ*, B*Z , BZ* €
H(d). Argumentando como antes, podemos afirmar que Z verifica la condicién de perpendicularidad en
la Eq. (2.25); luego, D no es suryectiva en este caso. O

Proposicién 2.2.4. Sean A € M (C), N una nui estrictamente convexa en My(C) y s € (Rgo)i,
(s #0). Si B € Vs es un minimizador local de ¥y = Wy 4 ) entonces, II 4 p) no es una submersién en

(I,1,1,1I).

Demostracion. Supongamos que 14 p) es una submersién en (I, I, I, I). Supongamos también que
algunas de las condiciones A*B, A B* € H(d) no se verifica. En este caso, es ficil ver que las matrices
por bloques A y B no conmutan. En particular, por el Teorema 1.1.6, se tiene que

-~

bi=(MA) = AB) <a:=XA-B) y a#b.

Ahora, por la Eq. (2.22), podemos ver que si tomamos los vectores
b:=(s(A) —s(B), —[s(A) —s(B)]) e R?? | a:= (s(A—B), —s(A—B)) e R¥ — b= (b)*, a = (a).
Luego, para p : [0,1] — R2? dada por p(t) = (1 —t)a+tb , para t € [0,1] se tiene que:

1. p(t) < ay p(t)* # a, para todo t € (0,1] ;

2. p(0)=a;

3. Para todo t € [0,1] existe ¢; € R? tal que p(t) = (¢, —ct).
Para probar el item 1. recordemos que

pt) =1 —tya+tb<1—t)(@‘+td)}r=0-t)a+tb=<a

v, (1 —t)a+tb)Y = (1 —t)a+tb # a (porque a # b), para t € (0,1]. Consideremos ahora una
descomposicion en valores singulares para A—B = V* D 4_p) U, para matrices U , V € U (d), y definamos

W = \2 <_VV g) cU(2d).

Luego A — B = W* (Dya_py ® —Dya_p) W = W* Di W; Consideremos T(t) = W* D, W para
t € [0,1]. Luego, por el item 3., podemos ver que T(t) € S para t € [0,1]. Por la hipétesis sobre
(4, gy = I, para todo entorno abierto de I € N' C U(d), el conjunto

M ={TI(Uy, Uz, V1, Vo) : Ui, V;e N, i=1,2}

contiene un entorno abierto de A—B en S. Como T : [0, 1] — & es una curva continua tal que T(0) = A— B,
entonces existe tg € (0,1) tal que T(t) € M, para t € [0,ty]. En particular, existen U;, V; € N, para
1 =1,2, tales que

T(to) = U AVi —Us BVa , A(T(to)) = p(t)* <a , A(T(to)) #a.
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Luego, s(Uf AVi — Ui BVa) <w sS(A— B) y s(Uf AVi —Uj BVa) # s(A — B). Como la nui N es

estrictamente convexa, podemos concluir que

E(A7B)(U1, Uy, V1, Vg) :N(UfAvl—U§BV2) <N(A—B) :E(A,B)(Ia 1,1, I).
El hecho de que NV sea un entorno arbitrario de I en U(d) nos permite asegurar que (I, I, I, I) no es un
minimizador local de Z(4 p), lo cual contradice el Lema 2.2.2.

Los argumentos previos prueban que A*B, AB* € H(d). Si ahora tomamos Z = B € My4(C), podemos
notar que

Z#40 y A*Z,AZ* B*Z,BZ* € H(d).

De este modo, el Lema 2.2.3 implica que II no es una submersién en (I, I, 1, ), lo cual contradice
nuestra suposicién sobre II; esto tltimo es lo que prueba el resultado. O

Observacién 2.2.5. Sean A, B € M (C) tales que A*B, AB* € H(d). En [27], Eckart y Young obser-
varon que existen matrices U, V' € U(d) tales que

U*AV=A y U*BV=Dg con JecR%

En efecto, notemos que la hipdtesis también vale para X*AY y X*BY, cualesquiera sean X , Y € U(d).
Luego, considerando una descomposicién a valores singulares de A y los comentarios previos, podemos
asumir que A = @leai I; con I; € Mg, (C) la matriz identidad, di+...+dy =dy a1 > ... > ai > 0. Sea
C? = Eszl(Cdi, y consideremos la representacién por bloques de B con respecto a esta descomposicién,
B = (Bij)ﬁjzl. Bajo las suposiciones previas sobre A, se tiene que A B, AB* € H(d) y por lo tanto

AB=(AB)*=B*A y AB*=(AB")"=BA.
Estas ecuaciones implican que
Bjaj=a;By 'y «;Bj;=DBjja; para 1<4,j<k.

En particular, si i # j y «; # 0 entonces

2
(o'
B —q: B* = L B.. A
a; Bij = a; Bj; = a~BZ] = B;; =0.
(2

En el caso de que @ # j y a; = 0 se tiene que o B;; =0 = B;j = 0 porque o; # o; = 0. Y si o # 0
entonces
OJZB;; = aiBii — Bii = Bz*z

Luego B = EszlBii. Notemos que si o = 0, el bloque By, € Mg, (C) es arbitrario. Consideremos
ahora las matrices unitarias U; € U(d;) tales que U*B;;U = D.,, con v; € R% para a; # 0 (que incluye
1 <i < k—1)y, eventualmente (cuando ay, = 0), una descomposicién en valores singulares U} B Vi, = Do,
para Uy, Vi, € U(dy), con i € Ré’“o. Luego, tomando
U=ar U, y V=aolUoWV,
yB=,...,7) € R se tiene que
U'AV=A y U'BV=af D, =D;s.

Vale la pena senalar que el vector 8 no tiene por qué tener todas sus entradas positivas, por lo tanto
la descomposicion que se obtiene de la matriz B, no es una descomposicién en valores singulares. A
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Proposicién 2.2.6. Fijemos una matriz A € My(C), una nui estrictamente convexa N sobre M4(C) y
s € (Réo)i, s # 0. Sea B € Vs un minimizador local de ¥y = Wy 4 ). Luego, A*B, A B* € H(d).

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién sobre la dimensién d > 1. En efecto, si d = 1 entonces el
resultado se sigue del hecho de que, dado a € C, cualquier minimizador local b de la funcién f(c) = |a —¢|

para c € {z € C: |z| = s > 0} satisface que a-b € R, y por lo tanto también se tiene que a - b € R.

Supongamos ahora que el resultado vale para toda dimensién dtalquel <d<d—1.Sean A, B € My(C)
tales que B es un minimizador local de ¥y en Vs. Notemos que por la Proposicién 2.2.4, I 4 py no es
una submersién en (I, I, I, I). Por el Lema 2.2.3, podemos concluir entonces que existe una matriz
Z € My(C), Z # 0, tal que A*Z, AZ* B*Z, BZ* € H(d). Consideremos una descomposicién en
valores singulares de Z, Dyz) = U*ZV, para U, V € U(d). Reemplazando Ay B por U* AV y U*BV
podemos entonces asumir que Z = Dy(z), donde s5(Z) = (s;(Z))ie1, € (R‘é()ﬂ. En lo que sigue vamos a
suponer:

1. 0(Z) ={o1 > ... > o} son los diferentes autovalores de Z = Dz € My4(C)*.
2. Ij ={i€lq: si(Z) = o5}y mj = #(I;), para j € I.

Notemos que, como Z # 0 entonces o1 > 0. Utilizando el hecho de que A*Z, AZ* B*Z , BZ* € H(d)
con Z = ®jer,0j I; y la Observacion 2.2.5, podemos concluir que:

A=®je,Aj vy B=®ja,B; = A-B=®ja,A4 —B;, (2.28)

donde I, Aj, Bj € My, (C), para j € I}; més aun, A;, B; € H(m;), siempre que o, # 0, para j € Iy.
Como B es un minimizador local de ¥ en Vs se puede ver que

Bj es un minimizador local de VN, A, s(B;) » para j € Ik,

donde Nj es la nui estrictamente convexa en M, (C) dada por N;(C) = N(C @ 0g_p,,). En efecto, esto
dltimo muestra que para cada j € I tal que o; # 0 - lo cual incluye a todos los 1 < j < max{k—1, 1} -
Bj es un minimizador local de <I>(Nj L A; A(B)))S el Teorema 2.1.7 muestra que A; y B; conmutan, entonces
AiBj, A; Br € H(m;), para j € I tal que o; # 0. Por lo tanto, vamos a considerar dos casos posibles:
por un lado, si o, # 0 entonces las observaciones previas muestran que

A*B = Eng]IkA; Bj e H(d),

y de manera similar, A B* € H(d).

Por otro lado, si o, = 0, notemos que my = dim ker Z < d (pues Z # 0), y By € M, (C) es un
minimizador local de Wy, 4, s(B,))- En este caso podemos usar la hipétesis inductiva para concluir que
A} By, Ay B, € H(my). Como ya hemos probado que A} Bj, A; B} € H(m;j), para 1 < j < k — 1, ahora
podemos ver que A* B, A B* € H(d). O

Teorema 2.2.7. Sean A € M,(C), s € (R‘éoﬂ y N una nui estrictamente convexa. Si B es un minimizador
local de Wy en V, entonces A y B tienen una descomposicion en valores singulares simultanea; i.e., existen
matrices U,V € U(d) tales que

A:U*DS(A)V y B:U*DS(B)V

En particular, s(A — B) = |s(A) — s(B)[* y B es un minimizador global de ¥y en V.
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Demostracion. Notemos que si B es un minimizador local de ¥y in Vs y X*AY = D4 es una descom-
posicién en valores singulares de A para dos matrices X, Y € U(d), podemos reemplazar A por Dyay y
B por X*BY para obtener:

N(A—B) = N(Dya — X*BY).
Como Vs 5 C'+— X*CY € Vs es un homeomorfismo de Vs podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que A = D,(4). Por la Proposicién 2.2.6 se tiene que A B, A B* € H(d); luego, por [27] (ver la Observacién
2.2.5) existen matrices U, V' € U(d) tales que

U*AV =Dy (=A4A) y U'BV =Dz con BeR.

Supongamos ahora que 3 ¢ ]Rio, entonces existe 1 < ¢ < d tal que By < 0. Observemos ademas que la
funcién f(t) : [0, 7] — R>o dada por

f(t) = |se(A) — e"By| para te0,7]

es estrictamente decreciente. Si consideramos W (t) = (wjr);, ke1, € U(d) la matriz diagonal cuya diagonal
principal estd dada por w;; = 1 para todo j # ¢, y wy = €' para t € [0, 7]; luego W (0) = I. Definamos

B(t) =UW(t)DgV* para te|0,n].
Luego B(t) es una curva continua tal que B(0) = B, B(t) € Vs para t € [0,7] y
Un(B(t) = N(U (Dsay — Dp)) V*) = N(Dja—g)) >

donde B(t) = s(B(t)) para t € [0,7]. Luego, B;(t) = B; para j # £y By(t) = € By Por lo tanto,
laj — B(t)] = aj — B; es constante para j # £y |ay — B¢(t)| = f(t) para t € [0, 7]. Como la funcién f es
estrictamente decreciente, podemos concluir que

oo — B(t)] <w | — | = Yn(B(t)) es estrictamente decreciente para t € [0, 7] .
Esto ultimo contradice las suposiciones hechas sobre B. Por lo tanto, 8 € R%o-

Supongamos ahora que 8 # s = s(B) i.e. f # (% como A = Dgay con s(A) = s(A)* entonces,
por el Teorema 2.1.7, Dg no es un minimizador local de ®n = Py, Dy(ay,s) €N O . Luego, existe una
curva continua §(t) : [0,1] — U(d) tal que 6(0) = I y h(t) = N(Dgay — 6(t)* Dgd(t)), es estrictamente
decreciente en[0,1]. De este modo se tiene que, si B(t) = U§(t)* Dgd(t) V* para t € [0,1] entonces
B(0) = B, B(t) € V, para t € [0,1], y la funcién Wy (B(t)) = h(t) es estrictamente decreciente en [0, 1].
Estos hechos contradicen que B sea un minimizador local de ¥y in V. Por lo tanto, U*BV = Dy, y
entonces, s(A — B) = |s(A) — s|* 1o cual implica que B es un minimizador global de ¥ in V. O

Corolario 2.2.8 (Igualdad en la desigualdad de Lidskii para valores singulares). Sean A, B € M,4(C).
Luego |s(A) — s(B)|¥* = s(A — B) si, y s6lo si, A y B tienen una descomposicién en valores singulares
simultdnea.

Demostracion. Si A, B € Mg4(C) tienen una descomposicién en valores singulares simultdnea, entonces
se puede ver facilmente que |s(A) — s(B)[* = s(A — B). Reciprocamente, supongamos que

|5(4) = s(B)|* = s(A — B)

y elijamos una nui estrictamente convexa N sobre M,;(C), cualquiera, por ejemplo la norma 2. Por
los comentarios hechos al principio de la seccion, se puede ver que B es un minimizador global de
VN, a,sB) = YN en Vyp). En particular, B es un minimizador local de Wy en Vyp); el resultado
ahora se sigue del Teorema 2.2.7. 0
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Capitulo 3

El problema de las completaciones de
marcos

Comencemos dando una breve descripcién del principal problema tratado en este capitulo, el cual sera
presentado con més detalle en la Seccién 3.1.1. Fijemos una familia (inicial) de vectores Fy = { fi}ie]lno

en (CH™ y un vector a = (a;)icr, € (RY,)Y; consideremos también el toro definido en la Notacién 1.2.6
como

Tq(a) = {g ={9i}tic1, € (CH*: ||gi]|* = a; paratodo i€ ]Ik} ,

dotado con la métrica:

dG. 6= lgi—all> vara G={gikier,, G = {Ji}ier, € Tula).

i€l

Nuestro problema principal es estudiar la estructura de los minimizadores locales de la funcién
Ta(a) 5 G = Pu(Fo, G) = tr(e(S(x, ) = tr(e(S7 + Sg)) (3.1)

donde ¢ € Convg(R>p) es una funcién estrictamente convexa y F = (Fy, §) es una completacién de Fy
con una sucesién finita de vectores en C? cuyas normas estdn predeterminadas por a. La pregunta que
estamos interesados en responder es si los minimizadores locales son globales.

Este problema tiene como antecedentes algunos casos particulares. Por ejemplo, dada una familia
(finita) de vectores unitarios G = {g;},cy, , Benedetto y Fickus introdujeron en [5] la definicién de potencial
de marco dado por

FP(G):== Y lgi, 95| =tx(53) -
1,7 €lg
Entre otras cosas, ellos probaron que los marcos ajustados de norma uno se caracterizan como los minimi-
zadores (locales) de este potencial, entre todos los marcos de norma uno. Es decir, ellos dieron respuesta
positiva al problema que planteamos al principio, para la familia inicial Fy = &, a = (1)?:1 y o(z) = 22,
Miés adelante Casazza, Fickus, Kovacevic, Leon y Tremain consideraron en [15] el caso en que la familia
inicial es fJp = Jya= (ai)le € R’;O es una sucesion de normas predeterminadas arbitraria. En este caso,
al igual que en el caso anterior, se prueba que los minimos locales del potencial de marco son globales y

se calcula la estructura espectral de los 6ptimos.
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Maés recientemente ha habido interés por minimizar otro tipo de potenciales. Por ejemplo; Fickus,
Mixon y Poteet estudiaron en [30, 31] el caso en que la familia inicial Fj y la sucesién de normas predeter-
minadas a = (ai)le € R’;O son cualesquiera fijos y consideraron el potencial denominado error cuadrdtico

medio (ECM) de F = (Fp, Go) dado por
ECM(F) = tr (S7') .

En la serie de trabajos [58, 59, 60, 61]; Massey, Ruiz y Stojanoff consideraron familias de potenciales
convexos (que incluyen tanto al potencial de Benedeto-Fickus como al ECM) y probaron que existen
completaciones éptimas FP = (Fp, GP) - con G°P € T4(a)- que minimizan simultdneamente de manera
global a todos los potenciales convexos en T4(a). Cabe destacar que los minimizadores globales han
sido caracterizados por estos autores. De manera independiente, este resultado también fue obtenido
posteriormente por Fickus, Marks y Poteet en [32] en términos de un Teorema de Schur-Horn generalizado.

Por otro lado, este problema de completaciones éptimas también estd relacionado con el problema de
optimizar la distancia al operador de marco en la variedad (suave) Ty(a), presentado por Strawn en [63];
es decir, para S € My(C)" y a = (ai)ier, € (]RI;O)i fijos, minimizar la distancia al operador de marco
(DOM) que se define como la funcién Oz = O3 g4 : Ta(a) — R>o dada por

©(9) = 15 = Sgll2 para G € Ta(a),

donde [|Al]3 = tr(A*A), para A € My4(C), denota la norma Frobenius en M4(C). En el caso de que
S = a I para algin o > 0, Strawn observé que encontrar los minimizadores de ©9 en Ty(a), es equivalente
a encontrar los minimizadores del potencial de Benedetto - Fickus en Ty(a), pues

1S — Sgll3 = tr(S?) + tr(SE) — 2Re(tr(S — Sg)) = a?d + FP(G) — 2 (ad — tr(a)) .

Ademas, Strawn noté que agregando la hipétesis de que a < A\(S), la versién del Teorema de Schur-Horn
para marcos (ver Teorema 1.2.4), afirma que existe una familia GP € Ty(a) tal que Sgop = S; en este
caso,

min{O2(G): GeTy(a)}=0.

Al notar que la condicién de que a < A(S), asegura que el valor minimo que toma la funcién es cero,
Strawn presenta un algoritmo de aproximacién basado en el método de descenso en la direccién del
gradiente de O3, el cual explota algunos aspectos geométricos de la geometria diferencial de la variedad
T4(a) obtenidos por él mismo en [62] (algunos de los cuales son de naturaleza similar a los que se consideran
en [58]). En el caso de que la sucesién de iterados construida por el método de Strawn sea convergente,
lo que uno espera es (en el mejor de los casos) encontrar un minimizador local de la funcién objetivo.
Los resultados obtenidos en ese trabajo le permitieron a Strawn conjeturar que (bajo ciertas hipétesis
adicionales) los minimizadores locales de la DOM, son globales. En el préximo capitulo veremos que, en
general, la Conjetura de Strawn es equivalente al problema de determinar si los minimizadores locales del
potencial de Benedetto - Fickus (sobre cierto conjunto de completaciones con normas predeterminadas)
son minimizadores globales. Este hecho motiva a estudiar los minimizadores locales de completaciones
con normas predeterminadas, para el potencial de Benedetto-Fickus y para el caso mas general de los
potenciales convexos basados en funciones estrictamente convexas como los de la Eq. (3.1).

En este capitulo, dada una familia inicial Fy de vectores en C? y una sucesién a = (a;)ier, de nimeros
positivos (fijos), vamos a mostrar que cualquier completacién F = (Fp, Go) de Fop, que se obtenga agregan-
do una familia de vectores Gy € Ty(a) y que sea un minimizador local de algin potencial (estrictamente)
convexo, resulta ser un minimizador global de todos los potenciales convexos, sobre tales completaciones.
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La demostracion estd basada en la caracterizacion de los minimizadores globales dada por Massey, Ruiz y
Stojanoff en [61]; y asi como para ellos fue fundamental el Teorema de Lidskii (cldsico) y la caracterizacién
del caso de igualdad (ver Teorema 1.1.6), para nosotros serd una herramienta clave la versién local del
Teorema de Lidskii (para matrices positivas) desarrollado en la Seccién 2.1. Este resultado generaliza
entonces a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial de marco y el ECM,;
asi como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los disefios éptimos (y/o
completaciones éptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial convexo arbitrario. En
cuanto al Problema de Strawn, los resultados obtenidos en este capitulo nos permitiran probar al inicio
del Capitulo 4 que la conjetura planteada en [63] es cierta, incluso de manera més general.

3.1. Minimizadores locales de completaciones de marcos con normas
predeterminadas

En esta seccién dada una familia inicial Fo = {fi};c, € (C%™ | una sucesién de normas predetermi-
0

nadas a = (a;)ier, € (RY () y una funcién ¢ € Convy(Rx¢), vamos a describir las primeras caracterfsticas
estructurales de los minimizadores locales de la funcién de la Eq. (3.1), para potenciales convexos generales
de la forma

Vo (G) := Pp(F0,G) = tr(p(Sr + Sg))  para G € Ty(a).

En la Seccién 3.1.1, basandonos en el Teorema de Lidskii local para potenciales convexos 2.1.6, vamos a
probar que los vectores de una familia Gy € Ty4(a) que es minimizador local de ¥, son autovectores del
operador de marco de F = (Fp,Gp) y que ademés Sr, y Sg, verifican la igualdad en la desigualdad de
Lidskii. También daremos dos argumentos de reduccién que nos permitiran calcular en la Seccién 3.1.2 la
estructura interna de los minimizadores locales.

3.1.1. Propiedades geométricas de los minimizadores locales

En esta seccién comenzaremos a estudiar la geometria relativa (tanto de los vectores del marco, como
de los autovectores del operador de marco asociado) de las completaciones de marcos con normas prede-
terminadas que son minimizadores locales de potenciales estrictamente convexos. En adelante utilizaremos
la siguiente notaciéon y nociones bésicas.

Notacion 3.1.1.

1. Fo = {fi}ien,, serd una familia fija en (CH™ y a = (a;)ier, € (RE,)* un vector de normas prede-
terminadas, también fijo.

2. Dado un subespacio V C C¢ denotaremos por
Ty (a) = {g = {gi}ier, €VF: gilP=a;i, i €Ty } ,

dotado con la topologia producto - de la topologia usual en Ty (a;) para i € I - i.e. la que es
inducida por la métrica

d(G, G2 => lgi—al.

1€l

3. Recordemos el conjunto C, (Fp) definido en la Eq. (1.16), dado por

Ca (Fo) = {F = (Fo, G) € €)™+ G e Ty(a)} .
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Para ¢ € Convs(R>(), vamos a considerar el potencial convexo inducido por ¢, de la sucesién
completada F = (Fo, G) € Ca (Fo); i.e. la funcién W, = ¥, 7 : Ty(a) — [0,00) dada por

U,(G) = Py(Fo, G) =tr (¢(Sk + Sg)) para toda familia G € Ty(a). (3.2)
4. La familia Go = {g; }ic1, € Tq(a) denotard un minimizador local de ¥, en Tq(a). A

En la Seccién 3.2 veremos que Gy es en realidad un minimizador global de ¥, en T,4(a), en otras pala-
bras, F = (Fo, Go) es un minimizador global en Ca (Fp) para el potencial convexo P, y es independiente
de la funcién ¢.

El siguiente resultado, el cual estd basado en el Teorema de Lidskii local para autovalores 2.1.6, repre-
senta las primeras propiedades estructurales de los minimizadores locales de los potenciales estrictamente
CONVeXOs.

Teorema 3.1.2. Consideremos la Notacién 3.1.1 y fijemos un minimizador local Gy = {g;}ic1, de ¥, en
T4(a). Luego,

1. Para todo j € I, Sr = Sr, + Sg, conmuta con g; ® g; o equivalentemente, g; es un autovector de
Sy = Sr,+ Sg,-

2. Existe una bon {v; };c1, de C¢ tal que

Sry = ZM(S;O)T vV y Sg,= Z)\i(ggo)i v QU .

i€ly 1€l

En particular, podemos afirmar que A(Sx, + Sg,) = [AT(Sx,) + A(Sg,) ]i.
Demostracion. Para cada j € I, vamos a considerar
Sj = S]-‘O + Z 9;i ® g; € Md((C)+ Yy H[jj=ajer € (R%O)i.
il \{s}

Notemos que, como en la Eq.(2.1), la érbita unitaria de g €s

Oy ={9®9: llgll* = a5}

Por hipétesis, es claro que (comparando las funciones Vo, y @, s, | ) definida en la Eq. (2.4)) la matriz
G; = g; ® gj es un minimizador local de @, Sy pyy) €0 Ou[j] . Haciendo uso del Teorema 2.1.6, podemos
concluir que S; y G; conmutan, lo cual implica el item 1.

Para probar el item 2 notemos que, por hipdtesis, existe € > 0 tal que toda matriz
def
UeBg, = {UcU(d):|[I-Ul| <e}

satisface que U - Go = {U ¢i}icn, € Ta(a), Su.g, = U Sg, U* y U - Gy estd lo suficientemente cerca de Gy,
por lo cual

D, 57, .U S, U) = tr (@(S7, +U Sg, U*) ) = Wyo(U - Go) > U(Go) = P 55, ) (Sg0) -

Tomemos ahora el vector u = A(Sg,) € (R%,)*. Notemos que la funcién 7 : U(d) — O, dada por
7(U) = U Sg, U*, es abierta y tiene un seccién local continua en I € U(d) (ver [1, Teo. 4.1]), por lo tanto
7(B(1,¢)) es un entorno abierto de Sg, en O, y Sg, es un minimizador local para ® en O, . El
item 2 ahora se sigue del Teorema 2.1.6.

©, 57, 1)
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Notacién 3.1.3. Consideremos la Notacion 3.1.1. Luego, el Teorema 3.1.2 nos permite introducir las
siguientes nociones y notaciones:

1.

2.

Denotemos por A = (Ai)ier, = A(S7)"T € (RL)T y 1= (mi)ier, = A(Sg,)* € (RE)*

Fijemos una bon B = {v; }ier, de C? como la del Teorema 3.1.2. Luego,

S].‘OZZAi Vi QU Y SQOZZHZ' v; @ U; (33)

i€ly 1€l
Denotaremos por v(Gy) = A + u € R, de este modo:

Sr= S]-‘O + Sgo = Zl/l(go) V; Qv; .

i€lly

Notemos que (Gg) se construye emparejando las entradas de los vectores ordenados (pues A = ATy
p = p+) pero v(Go) no necesariamente es un vector ordenado. Sin embargo, ordenando las entradas
de forma no-creciente, se tiene que v(Go)¥ = A(Sr). En lo que sigue vamos a obtener algunas
propiedades del vector (no ordenado) v(Gy).

Sea sy = méax{i € Iy : u; # 0} = rk Sg, . Denotaremos por W = geng,---,gr = R(Sg,), el cual
reduce a Sr.

Sean S = S]:’W = Sr, + Sglw € L(W) y o(S)={c1, ..., ¢p} (donde ¢ > o> ... > ¢, >0).
Para cada j € I,, vamos a considerar los siguientes conjuntos de indices:
Kj:{iEHS}.:I/i(go):Ai—F,ui:Cj} y Jj:{iEHklsgi:ngi}.

El Teorema 3.1.2 nos asegura que I, = || K; y Ipy= || J;.
J€lp J€p

Como R(Sg,) = gen{g; : i € Iy} = W = P,y ker (S — ¢ Iw ) entonces, para todo j € I}, ,
W, = gen{g;:i€ Jj} =ker(S—cjlw)=gen{v;:ieK;}, (3.4)

pues g; € ker (S — ¢; Iy ) para todo i € J;. Notemos que, por el Teorema 3.1.2, cada W; reduce
tanto a Sz, como a Sg, . A

La siguiente observacién nos permitird considerar argumentos de reduccién cuando calculemos dife-
rentes aspectos de la estructura de los minimizadores locales del problema de completaciones con normas
predeterminadas.

Observacién 3.1.4 (Dos argumentos de reduccién para minimizadores locales). Consideremos los datos
y la terminologia fijada en las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3.

a) Para j < p— 1 denotamos por

=T\ Ei; Li=L\J Ji 5 AV = \ier, 3 G5 = {oitier, : a5 = (ai)ier,

i<j 1<y
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. (4) _ L _
y tomemos una sucesion F;"’ en H; = [ @igj Wz] tal que S ) = S7,|3; (notar que, por construc-
cién, H; reduce a Sx)). Luego, se puede ver de manera directa que Q’éj) es un minimizador local de

j X L . ) . ., ) )
\IJW F) T3, (a™7) — Rx>p. En efecto, si M es cualquier sucesion de |L;| vectores en H; con normas

predeterminadas por a”

7, entonces M = ({gi}ier,\, » M;) € Ta(a) (en algtn orden) y

J
V(M) =Y p(ci) dimW; + L (M;)
i=1
donde la iltima ecuacién es una consecuencia de las relaciones de ortogonalidad entre las familias. Notemos
también que la distancia entre las (sub)familias M; y géj ) es la misma como distancia entre las familias
My Go.

La importancia de las observaciones previas yace en el hecho de que nos proveen un método de
reduccién, tanto para calcular la estructura de los conjuntos géi) , K; v J; para 1 <1 < p, como para el
conjunto de constantes ¢; > ... > ¢, > 0. En efecto, supongamos que podemos describir los conjuntos
Q’(()l) , K1, J1 y la constante ¢ en algtin sentido estructural, utilizando el hecho de que esos conjuntos son
extremales (e.g. esos conjuntos son construidos en base a ¢; > ¢; para 2 < j < p). Luego, podemos aplicar
el mismo argumento para calcular, por ejemplo, los conjuntos 982) , Ko, Jo pensando que son extremales
para el problema reducido que describimos anteriormente para j = 1.

b) Supongamos que k € I; 1 y sea F = (Fp,G0) € Ca(Fo). Fijemos una sucesién Fo = {fi}ieﬂno en
W = R(Sg,) tal que Sz, = Sr,|lw . Luego, para todo M € Ty (a),

d d
Ui, ) (M) = Pu(Fo, M) =Pu(Fo, M)+ Y o(h) =T, 7 (M)+ Y oN),
i=k+1 i=k+1

incluso para M = Gy. La identidad anterior nos muestra que Gy es un minimizador local de \I/( 0, Fo) €0
Tw (a). En este caso se tiene que d’ = dim W = rk(Sg,) < k. Luego, a fin de calcular la estructura de Gy,
podemos asumir -como lo haremos siempre en este capitulo- que k > d.

YA

3.1.2. Estructura interna de los minimizadores locales

A lo largo de esta seccién vamos a considerar las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Recordemos que hemos fijado
una funcién ¢ € Convg(R>g) y una sucesién de vectores Gy = {gi}ier, € Ta(a) que es un minimizador
local del potencial ¥, 7 en Ty(a).

El objetivo de esta seccién es estudiar las particiones del espectro de Sx, + Sg,, cuando Gy € Ty(a)
es un minimizador local de ¥, 7, explotando la nocién de feasibilidad establecida por Massey, Ruiz y
Stojanoff en [59] (ver Seccién 1.2.2).

El siguiente resultado estd inspirado en [15].

Proposicién 3.1.5. Sea F = (Fp, Go) € Ca (Fo) como en la Notacién 3.1.3 y supongamos que existen
j€l, yceo(Sr) tales que ¢ < ¢; . Luego, la familia {g;}ic J; es linealmente independiente.

Demostracidn. Supongamos que para algin j € I, la familia {g; }c J; es linealmente dependiente. Luego,
existen coeficientes z; € C para [ € J; (no todos nulos) tales que |z| < 1/2y

Smaa=0. (3.5)
ZGJ]'
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Sea I; C Jj dado por I; = {l € J; : % # 0}. Supongamos que existe ¢ € o(Sr) tal que ¢ < ¢; y sea
h € C¢ tal que ||h|| = 1y Szh = ch. Para t € (—1/2,1/2) vamos a considerar F(t) = (Fo, G(t)), donde
la familia G(t) = {gi(t) }icn, estd dada por

a(t) = (1= 2z 2 +tza*h silelj;
l g1 si ZE]Ik\I] .

Notar que G(t) € T4(a) parat € (—1/2,1/2). Si denotamos la parte real de A € My(C) por Re(A) = #,
para | € I; se tiene que

gt) @ g(t)=(1— 12 |zl]2) g ® g+t \zl|2al h@h+2(1- 2 ]21\2)1/215 Re(h ®27a11/2 g1) -

Luego, si llamamos S(t) al operador de marco de la familia F(t) = (Fo, G(t)) € Ca(Fo), entonces
S(0) = Sr. Notemos ademéds que

St)=Sr+t*> |ul’ (~g®g +a hh)+ R(t),
lEIj

donde R(t) =2 3 (1 — t2|%]*)'/?t Re(h ® all/QZgl). Luego R(t) es una funcién suave y tal que
lEIj

R(0)=0 , R(0)= ZRe(h@%a;/2 9) = Re(h ® ZECL;W a) o,
lGIj lefj

y R”(0) = 0. Por lo tanto, %in% t=2 R(t) = 0. Consideremos ahora el subespacio
—

L
V=gen ({g:lelj}u{h})=gen{g:1cl;}&C-h.

Luego, dimV = s+ 1 para s = dimgen{g; : [ € I;} > 1. Por construccién, V reduce a Sr y a S(t) para
t € R, de manera tal que S(t)|y,. = Sr|y1 para t € R. Por otro lado

Sty = Srlv + 2> _|al* (~g @ g+ ay h@h) + R(t) = A(t) + R(t) € L(V) , (3.6)
=

donde hemos utilizado el hecho de que los rangos de los operadores autoadjuntos del segundo y tercer
término de la férmula anterior, claramente estan contenidos en V. Luego, A( Srlv ) = ( cj 1, c) € (Riglﬂ

y
A <Zl€[j ’21‘291 ®gl> = (’Yla cee s Vs 0) € (IRSZ—"(_)I)\L con Vs >0 3

por como hemos definido s y porque |z| > 0 para l € I; (y el hecho conocido de que si S, T' € M4(C)*
entonces R(S + T) = R(S) + R(T) ). Luego, para t lo suficientemente chico, el espectro del operador
A(t) € L(V) definido en (3.6) es

MAW®) = (=7, =P, e+t Vg arlal’) € REGHY,
pues (g;, h) = 0 para todo [ € I;. Consideremos ahora,

AR(@)) = (61(t), ..., dsa(t)) € REGHY  para teR.
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Recordemos que en este caso 7%1’10% t_2(5j (t) =0 para 1 < j < s+ 1. Aplicando la desigualdad de Weyl de la
—
Eq. (1.5) ala Eq. (3.6), podemos ver que

MSOI) <A(A@) +A(RW) < olt) € R
Lo que sabemos es que

pt) = (cj =ty +01(t), ... cj = Bm+8s5(t), e+ Yiep arlal’ +ds41(t))

(=23, o= 2 n = 50, e B (Diey, alal + 259) )

Como por hipétesis ¢; > ¢, las observaciones previas muestran que existe € > 0 tal que, si t € (0,¢)
entonces para todo ¢ € I resulta

;i (t)

t2

5s+1 (t)
t2

cj > cj— t*(Ys—iv1 — ) > ¢+ t? (Zal|zl\2+ ).

lEIj

Los hechos previos muestran que para t € (0,¢) vale, de manera estricta, la relacién de mayorizacién
plt) < A(SFlv) = (¢ Lo c).

Como la funcién ¢ es estrictamente convexa, para todo t € (0,¢) se tiene que

Vo (G(t)) <tr o(ASFlye)) +tro(p(t)) <tr o(ASrlyr)) +tr o(A(SFlv)) = ¥u(Go) ,

lo cual contradice el hecho de que Gy sea un minimizador local de ¥, in Tq(a). O

Recordemos que de acuerdo a la Notaciéon 3.1.3, ¢1 > ... > ¢, . Luego, el siguiente resultado es una
consecuencia inmediata de la Proposicién 3.1.5.

Corolario 3.1.6. Sea F = (Fy, Go) € Ca (Fp) como en la Notacién 3.1.3 y supongamos que p > 1. Luego,
la familia {g;}ic;; es linealmente independiente para todo j € I,—1. En particular, por la Eq. (3.4), se
tiene que

dim(Wj) = |K;| = |J;| para jel,_;. O

Corolario 3.1.7. Consideremos la Notacién 3.1.3 y k > d. Sea F = (Fp, Go) € Ca (Fo) y supongamos
que, para W = R(Sg,), el operador Sr|w € L(W) tiene un sélo autovalor. Luego:

1. (A, a) es feasible;
2. MSx)T=v()\, a) y M(Sg,) = u(\, a) (ver Definicién 1.2.9);
3. F es un minimizador global de ¥, in Ty(a).

Demostracion. Comencemos suponiendo que s = d, i.e. W = C%. En este caso Sy = Sr, +5, =a1ly
F es un marco ajustado. Por los comentarios hechos al final de la Observacién 1.2.8 y la Definicién 1.2.9
(notar que en este caso min{d, k} = d) podemos ver que v(\, a) = ¢; 14. Luego,

p(XN,a) =c 1g— A= A(Sg,)" .
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Como Sg, es el operador de marco de la familia Gy € T4(a), la Proposicién 1.2.4 muestra que la relacién de
mayorizacién a < u(A, a) vale, entonces el par (\, a) es feasible. El hecho de que Gy sea un minimizador
global de ¥, en Ty(a) ahora se sigue del Teorema 1.2.10.

Consideremos el caso sy < d. Luego, u; >0 paral <i<sry

d
SF=> Nitm)vi®vi=>Y cau®u+ > X\Nv®uv.

i€ly ’iEHS}— i=sr+1

En particular, ¢; = As; + s > As, . Por otro lado, k > d > dim W, entonces {g; }ier, = {9i}ics, €s una
familia linealmente dependiente. Luego, la Proposicién 3.1.5 implica que ¢ < A; para sg+ 1 <17 < d; en
particular, c1 < Ag.41.

Los hechos previos junto con la Observacién 1.2.8, muestran que
ASE)T = (e1 15, Aspit, -5 M) = v(), a),

de acuerdo con la Definicién 1.2.9. Mas aun, también se tiene que A(Sg,) = v(A,a) — A = p(A, a).
Nuevamente, como Gy € Ty(a), por el Teorema de Schur-Horn para marcos 1.2.4 podemos concluir que la
relacién de mayorizaciéon a < p(A, a) vale y por lo tanto, el par (A, a) es feasible. Como antes, el Teorema
1.2.10 muestra que Gy es un minimizador global de ¥, en Ty(a). O

El siguiente resultado es [61, Proposicién 4.5]. Aunque este resultado haya sido establecido para los
minimizadores globales en [61], inspeccionando en la demostracién (para ¢ € Convs(R>), entonces valen
los resultados previos) se puede ver que también es cierto para el caso de los minimizadores locales.
Recordemos de la Notacion 3.1.3 que, si p > 1 entonces

Kj:{iEHSII/\i-‘rMi:Cj} y Jj:{iGHkIS]:gZ':ngi}
para cada j € I,, donde A = A(Sx) " y = ¥ = A\(Sg,)-

Proposicién 3.1.8. Consideremos la Notacién 3.1.3 con F = (Fy, Go) € Ca’(Fo) y supongamos que
kE>dyp>1 Dadosi,recl,, he J;ylecJ, setiene que

I<r = ap—aq;>¢—¢ >0 = h<l.
En particular, existe sp =0 < 51 < ... < s,-1 < s < d tal que
Jj={sj-1+1,...,s;} para jel,1 vy Jp={sp-1+1,..., k}. O

Proposicién 3.1.9. Consideremos la Notacién 3.1.3 con F = (Fy, Go) € Ca’(Fo) y supongamos que
k>dy p>1. Luego,

i€K1 = i<j(= M<)j) paratodo je€ | K,=1L,\K;.
r>1

Inductivamente, por la Observacién 3.1.4, podemos deducir que los conjuntos K; consisten de indices

. . def . e
consecutivos. Por lo tanto, si s = 0 < 51 < ... < 5,1 < 8, = s son como en la Proposicién 3.1.8
entonces

Kj={sj-1+1,...,s;}=J; para jel,1 vy Kp={sp-1+1,....5,}.
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Demostracion. Supongamos que existen ¢ € K1 y j € K, para 1 < r tales que j < i. En este caso,
i <y, N SNy a=Ntp e =N+
Consideremos B = {v;}ie1, como en la Notacién 3.1.3. Para ¢ € [0,1) definimos
alt)=g + ((1 — t2)1/2 — 1) (g1,vi) vi +t (gi,vi) v; para €. (3.7)

Notemos que, sil € J; , entonces Srg; = c1 91 = (g1, vj) = 0. De manera similar, si [ € I, \ J; entonces
(g1, vi) =0 (y por lo tanto ¢;(t) = g;). Luego, la sucesién G(t) = {g;(t) }ier, € Ta(a) para t € [0,1). Sean
P, =v; ®v; y Pj; = vj ®v; (entonces Pj; x = (x, v;) vj). Luego, para todo t € [0, 1),

g(t) = (I+((1—t2)1/2—1) P+t Pji) g paratodo [€I.

Esto es, si V() = I + ((1 —t3)Y/2 — 1) P+t Pj € My4(C) entonces g(t) = V(t) g para todol € Iy y
t €[0,1). Por lo tanto se tiene que

G@t) =V(t)G={V({t) giher, = Scu =V(t)SgV(t)" para te€l0,1).
Por consiguiente, obtenemos la representacion:

Sg1) = Z e Ve @ vg 4+ 711 (t) v @ vj + Y12(t) v; @ v + Y21(t) Vi ® Vj + Y22(t) v @ v;
Lelg\{i, 5}

2
r,s=1

A(t):<(1) (1;)1/2) (’g 3) C (122)1/2> para todo £ €0, 1)

Es f4cil verificar que tr(A(t)) = p; + pj y det(A(t)) = (1 — ) p; p; . Estos hechos implican que si
consideramos la funcién continua L(t) = Anax(A(t)) entonces L(0) = p; y L(t) es estrictamente creciente
en [0,1). Calculos directos prueban también que podemos considerar curvas continuas x;(t) : [0,1) — C?
que satisfagan que {z1(t), 22(t)} sea una bon de C? tal que

donde las funciones 7,4(t) son las entradas de la matriz A(t) = (yrs(t)) € H(2) definidas por

At)z1(t) = L(t) z1(t) para te[0,1) y 21(0)=e1, x2(0) =es.

Para ¢t € [0,1) consideramos X (t) = (um(t))?’s:1 € U(2) con columnas z1(t) y z2(t). Por construccion,
X (t) =1[0,1) — U(2) es una curva continua tal que X(0) = I y

X(t) A(t) X (t) = <L(()t) 11; +u?— L(ﬂ) '

Finalmente, consideremos la curva continua U () : [0,1) — U(d) dada por

U(t) = ui1(t) v @ vj + u12(t) v; ® v; + u21(t) vi @ vj + u2a(t) v; ® v; + Z v R .
Lelg\{i, 5}

Notemos que U(0) = I; ademés, sea G(t) = U(t)*G(t) € Ty(a) para t € [0,1), la cual es una curva
continua tal que G(0) = Gy . En este caso, para t € [0,1) se tiene que

Sy = U(t)" Sgy U(t) = L(t) v; @ vj + (i + pj — L(t)) vi ® vi + S mv®ue.
Lelg\{4,5}
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En otras palabras, U(t) se construye de manera tal que B = {v;}icr, consiste de autovectores de Se)
para todo t € [0,1). Luego, si F(t) = (Fo, G(t)) vy E(t) = L(t) — pu; > 0 parat € [0, 1), se tiene que
St = (G +E®))vj@vi+ (@ —E®)vivi+ Y (Ae+p) vedu .
Celg\{i, 5}
Sea ¢ > 0 tal que E(t) = L(t) — p; < 5% para t € [0,¢]. (recordemos que L(0) = p; y c1 > ¢;). Como
L(t) (y por ende E(t)) es estrictamente creciente en [0, 1), se puede ver que
(c1—E@l), e + E(t)) < (c1, ¢r) = )‘(Sﬁ(t)) < A(Sr) para te(0,¢],

donde las relaciones de mayorizacion son estrictas. Luego, como ¢ € Convs(R>g) entonces

U, (G(1) = tr(p(A\(Sz))) < tr(9(A(SF))) = Wo(Go) para te (0, 2].

Este tltimo hecho contradice la minimalidad local de Gy y el resultado queda probado. La descripcién de
los conjuntos K; ahora se sigue del Corolario 3.1.6. O

3.2. Los minimizadores locales son globales

A lo largo de esta seccién vamos a considerar las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Recordemos que la funcién
¢ € Convg(R>) esta fija, al igual que la familia Gy = {g; }ic1, € Tq(a) la cual es un minimizador local del
potencial ¥, en Ty(a).

En lo que sigue, vamos a probar que los minimizadores locales (como el Gy) de ¥, en Tg(a) son mini-
mizadores globales (ver Teorema 3.2.11). Con el fin de conseguirlo, desarrollaremos un estudio detallado
la estructura interna de los minimizadores locales, basdndonos en los resultados obtenidos en la Seccién
3.1 y en el caso feasible dado por Massey, Ruiz y Stojanoff en [61] (ver la Seccién 1.2.2).

Observacién 3.2.1 (Caso k > d). Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 y supongamos que k > d.
Luego, de acuerdo con las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9, existen p €[5y s =0 <51 < ... < 8p_1 < 8 =
sF < d, donde sr = rk(Sg,), tales que

Kj :Jj:{Sj_1+1,...,Sj} para jEHp_1,
(3.8)
K, ={sp-1+1,...,8}, Jp={sp-1+1,...,k}.
En términos de estos indices, también se tiene que:
ASF) = (er 1 1 A M) e REYE  si d 3.9
(]:)—(Cl s1r oo Cplsy—sy, 15 Aspt1, -0 d) G( >0) S1 Sp<a. ()
© &
ASE)=(c1lsy, ..oy ply,s, ) € (RLY si s, =d. (3.10)
Lo que haremos ahora serd describir un algoritmo que calcule las constantes ¢; > ... > ¢, al mismo
tiempo que los indices s1 < ... < s, en términos del indice s,_1. A

En adelante vamos a utilizar las definiciones y nociones dadas en la Seccién 1.2.2. En particular
recordemos que el par (A, a) es feasible sia < u(A, a) = v(A,a) — A (donde v(\, a) es el vector construido
en la Eq. (1.18)); es decir, si

Zai < ZM(A, a) para jel._p, (3.11)

icl; i€l
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A fin de mostrar el rol que cumple el indice s,_1 descrito en la Observacién 3.2.1, vamos a considerar
la siguiente

Definicién 3.2.2. Sean A = (\j)ier, € (RL))" vy a = (a5)ier, € (RE)*, con k > d.
1. Dado 0 < s < d — 1 denotaremos por
A= Agg1, -, A) Ry a® = (agy1, ..., a) € RFS
a los truncamientos de los vectores \ y a.
2. Diremos que el indice s es feasible (para el par (A, a)) si (A*, a®) es un par feasible (ver Definicién
1.2.9); i.e. sia® < v(A*, a®) — A% A
Notar que, con la notacién y la terminologia de la Definicién 3.2.2; el par (A, a) es feasible si, y sélo si,
el indice s = 0 es feasible.

Proposicién 3.2.3. Consideremos las Notaciones 3.1.1y 3.1.3. Sean k > dy so =0 <51 < ... <s5p-1 <
sp < d como en la Observacién 3.2.1. Luego:

1. El indice s,_1 > 0 es feasible;
2. La constante ¢, y el indice s, estan determinados por:
cp=(d—sp 1) (trA*P=L ptra®t) y  s,=d si (d—sp_1)t (tr AP trattol) > )\,
o de otro modo, si (d — s,—1) 71 (tr A*~1 + tra’*-1) < Ay, por la identidad

V(>\Sp71 ) aspil) = (Cp ]lsp_sp—l ’ )\Sp'f‘l LA )\d) y Sp < d : (312)

: : —1
3. Si consideramos gép ) = {gi f:sp_lJrl entonces )\(Sgépq)) = ((Mi)fisp,lﬂvOd—(sp—qu)) € (Réo)i;
luego

k
(ai)izgp_1+1 =< (/’l‘i)fisp_1+l :

Demostracion. Por la Observacién 3.1.4 (item a con j = p — 1) la familia g(gp‘” = {9 ?:sp,ﬁl es un
minimizador local de la funcién (para k' = k — sp—1 > 1)

K = {ki}ien, € (Hp—) s kill® = as, 14,0 €} 2K = Pso(fépfl)vlc),

’ . s cs . 1 -1 .y
donde, segtin la notacién de la Observacion 3.1.4, H,_ 1 = [ @z‘gp—l Wz] y ]-"ép ) es una sucesién en
Hp—1 tal que § Fro1 = S7,|21,_,- Mas aun, por construccién del subespacio H, 1 se puede ver que, si

F-l) = (]_-0(19—1)7 g(()p_l)> € Cyasp—1 (fép_l)) entonces
Wy, = R(Sg(()pq)) Y Sre-n Py, =c, P, .

Por lo tanto, por el Corolario 3.1.7, se tiene que el par (\*, a®) es feasible. El resto de las afirmaciones se
siguen de la Observacién 1.2.8, el Corolario 3.1.7 y la Proposicién 1.2.4. O

Observacién 3.2.4. Observemos que, bajo las hipétesis de la Proposicion 3.2.3 se tiene que el item 2
implica que
sp=max{j €lg: \j <c¢p}€ly. A
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Notacién 3.2.5. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3, y supongamos que k > d.
1. Definimos h; := \; + a; para todo ¢ € 1.

2. Dado 57 < r < d, consideramos

1 . 1 :
pP,=— hi=—— A i 3.13
J,r T—j—l—lZ i T—j‘i'lZ: i T a; ( )
=] =]
En adelante, vamos a abreviar Py , = P, para los promedios iniciales. A

El siguiente resultado nos permitira obtener varias relaciones entre los indices y las constantes que des-
criben a A(Sr) como en la Observacién 3.2.1. Queremos senalar que las ideas detras de esta demostracién
derivan de [61].

Lema 3.2.6. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 y supongamos que k > d y p > 1. Luego, con la
notacién de la Observacién 3.2.1 se tiene que

1. Si 1 <r <d entonces
(aj)jer, = (Pr—Aj)jer, <= P, >P;, i€l, < P.=mix{P;: icl,}.

2.1 =Py, =max{Pj: j<sp_1}. Mas aun, si s; <t <s,_1 = P, <c.

Demostracién. 1. Como A = AT y a = at entonces (P, — \j)je1, = (P — /\j)j‘eﬂr y (aj)jer, = (aj)jeﬂr. Por
otro lado,

Z a; = Z P. —); por definicién de  P,.

jel, rel,

Luego, (aj)jer, < (Pr — Aj)jer, si, y solo si, para k € I,

da; <) (P- ) = PkZ%ZajJrAngr.

g€l j€ly j€lk

2. Por las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9 podemos ver que la sucesién {g; }jeﬂsl es tal que los autovalores de
su operador de marco estdn dados por (u1, . . ., fts;, 0, . .., 0) € (R )+ y las normas de sus elementos estan
dadas por ||g;||? = aj, para j € Iy,. Por la Proposicién 1.2.4 se tiene que (aj)jer,, < (kj)jer,,- Por otro
lado, la Proposicién 3.1.9 implica que A; + p; = ¢1 para j € I, . Luego,

s1c1 = Z)\ +p; = Z)\ +a; = c1 = Z)\ +a; =P, . (3.14)
JELsy J€lsy ]GHsl
De este modo,
(aj)jers, = (c1 = Njjer,, = (Ps; — Aj)jer,, = Ps, =max{P;: jel}.

Consideremos ahora s1 <t < s,_1ysea2<r <p-—1tal ques,_1 <t <s,. Luego,

S1 tfsl
S S E=y Py
gellgl j=s1+1
S t—s 1 ! i
1 — 81
= —c co (sg—s N+ a
P —— E ¢ (s¢—50-1) E etae) |,

= EZST—l +1
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lo cual representa a P; como una combinacién convexa, donde hemos utilizado las identidades
s¢ se
> hi= Y Ni+pi=(st—s-1)
i=sy_1+1 i=sp_1+1

que se siguen de la relacién de mayorizacién (a;);% so_gt1 = (ui)f‘;%_l 41 para 2 < £ < p—1, las cuales son
una consecuencia de las Proposiciones 3.1.8, 3.1.9 y 1.2.4. Si ahora consideramos la relacion

(ai)f;s7-,1+1 = (/’Li)f;s7-,1+17

junto con el hecho de que las entradas de esos dos vectores estdn ordenadas de manera no-creciente,
podemos concluir que

—1 t r—1
15 1
o (e (se—se-1) + > Mta)< P (D e (se—se-1)+er (E—s5,1)) <en,
b= t=s,_1+1 b=
ya que la expresién de la izquierda es una combinacién convexa de ca, ..., ¢, < c¢1. Finalmente, podemos
deducir que
s t—s
Pt<7161+ tlclzcl

d

Proposicién 3.2.7. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 para k > d. Sean sg = 0 < 51 < ... <
Sp—1 < S$p <dyeci>...>cp,como en la Observacién 3.2.1 con p > 1. Luego, si F = (Fo, Go) se tienen
las siguientes relaciones entre esos indices y las constantes:

1. EIl indice S1 = max {j S Sp—l : Pl,j = ZI<IlSé,X Pl,i}7 yc = Pl,Sl .
>Sp—1

2. Sisj < sp_1,luego sj11 = max {sj <r<sp1:Ps1,5= . <nlr1<a§( Pgt1i } Y Cit1 = Ps;41 5,44 -
j<St>Sp—1

3. sp—1 es un indice feasible y tanto ¢, como s, estdn determinados por (Definicién 3.2.2)
cp=(d—sp 1) L (tr A Htra®t) vy s,=d si (d—sp 1)t (tr AP ftrattol) > )y
o de otro modo, si (d — sp—1) 7! (tr A*>=1 + tra®»-1) < Ay por la identidad
v a ) = (ep L,y 15 Asyrls oo s Ad) Y sp<d. (3.15)
Ma3és aun, valen las siguientes desigualdades:

y4
1

cp > E hi para s,_1+1<0<s,. (3.16)

e - Sp—l 7::3p—1+1

Demostracion. El item 1 estd contenido en la demostraciéon del Lema 3.2.6. Pues, por la Eq. (3.14) y la
Eq. (3.13) se tiene que

1 [ .
clzs—Z)\j+aj:P1731:HlaX{.PjZJSSpfl}-
J€Elsy
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Luego, sj41 = max {sj <r < sp_1: stH,j = max st+1,i }
5;<i<sp—1

El item 2 también se sigue del Lema 3.2.6 aplicado a las familias reducidas g(()j ) como definimos en
la Observacion 3.1.4. Notar que, como consecuencia de las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9 - considerando la
notacién de la Observacién 3.1.4 - se tiene que, para 1 < j < s,_1,

Ii={i: sj+1<i<d} y Lj={i: s;+1<i<k},

- , R4 : k—s;
lo cual implica que A\ = (\;)% s+1 € Ry S]) Q = {gi}i-“zsjJrl yali = (ai)é“:sﬁl € (R2083)¢_

La Proposicién 3.2.3 muestra que s,_1 es un indice feasible y que la constante ¢, y el indice s, estdn
determinados de la manera que describimos arriba. Finalmente, notemos que la Proposicion 3.2.3 prueba

las relaciones de mayorizacion (ai)?:sp,ﬁl < (Ni)fisp,lﬂv donde 1 < s, < d < k. Luego,

l
Z a; < Z p; paratodo £ tal que s, 1 +1<0<s,.
i:sp_1+1 i:sp_1+1

Utilizando esta desigualdad y el hecho de que A\;+p; = ¢, para s,—1 +1 < i < s, se tiene la Eq. (3.16). O
En Teorema 3.2.9 es el resultado principal de [61]. Este serd necesario para tener una estructura

detallada de los minimizadores globales, con el fin de probar en el Teorema 3.2.11 que los minimizadores
locales son globales.

Definicién 3.2.8 ([61]). Sean Fo = {fi}ie,, € (ChHmo X = A\(Sx, )T € (R%O)T y a= (a;)icr, € (RE)".
Con la intencién de construir un espectro éptimo de las completaciones de marco, vamos a considerar los
siguientes casos:

C.1. En caso de que k > d, definimos
s*=min { 0<s<d—1: sesun indice feasible para el par(A, a) }

ysean g € Iy, s5=0<s] <...<sp; 1 =8 <s,<dyc]>...>c_; > ¢ calculados segun el
siguiente algoritmo recursivo:

Sis*=0
1. El indice s; = 0y ¢ = 1. Entonces continuamos con el item 4.
Sis* > 1.
2. El indice s] = max {jgs* Py =méx P, i},c?zpl & vaqg=1
’ i<s* ’ Ut
3. Si el indice s; ya estd calculado, s;f < s* y redefinimos ¢ = ¢ + 1, entonces

* — méx {s* * , . -
sj+1—max{sj<r§s .PS;HJ SIE;ZXS Ps+1l} Y Gy Ps+1,sj+1-

4. Fijemos sy _; = s*, y sean ¢ y s;_; < sy < d tales que (ver Definicién 3.2.2)

*

(C ]15*—3 10 )‘534-17 cy Ad) = (A as*) € (RZBS*)T :
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Finalmente, definimos

I/Op()\, a) = (CT ]lsf , C; ]lsg_ST y ey C:;—l 152_1_52_2 , U()\S* s as*)) < Riﬂ ,

C.2. En caso de que k < d, definimos
A=(Nier, € RE))T vy 7=0v"(}, a) € (REy)Y,
donde el segundo vector se construye de acuerdo al caso C.1y

vP(A,a) =V, Mgt1s oo+ Ad) ER%O.

A

Teorema 3.2.9 ([61]). Sean Fo = {fi}iel,, € (CHmo, X = X(Sr)T e RL)T vy a= (ai)icr, € (RE()*. Sea
v°P(\, a) como en la Definicién 3.2.8. Luego,

1. Existe F°P = (Fy, G°P) € Ca (Fo) con A(Szep) = °P(A, a)*.
2. Para toda funcién ¢ € Convg(R>o),

Py(Fo,G) > Py(Fo,G°?)  para toda completacion  (Fo,G) € Ca (Fo) - (3.17)

3. Dada (Fo, G) € Ca (Fo), vale la Eq. (3.17) <= (S5, g)) = VP(A, a)*.
(]

Consideremos la notacién y la terminologia de la Definicién 3.2.8 y sea F°P = (Fy, G°P) € Ca (Fo) tal
que A(Srep) = v°P(A, a)¥. Si ¢ € Convy(R>() entonces se tiene que G°P es un minimizador global de ¥,
en particular, G°° es un minimizador local. Luego, podemos aplicar la Proposiciéon 3.2.7 a la familia G°P
y deducir algo de informacion contenida en el caso C.1. de la Definicién 3.2.8 con una notable excepcién,
que Sq—1 = s* es el minimo indice feasible del par (A, a).

Observacién 3.2.10. Sean Fo = {fi}iel,, € (Chmo X = \(S7)T € (]R‘éo)T v a = (a;)ier, € (RET.
Sea v°P(\, a) construido como en el Teorema 3.2.9. (dependiendo de si k > d o k < d). El hecho de que
v°P(X, a) es el espectro éptimo para todo potencial convexo ¢ € Convg(R>() es equivalente a decir que

vP(X, a) < A(S(x,g)) para toda completacion  (Fo, G) € Ca (Fo) - (3.18)

Ver [61] o [32] para una prueba independiente de este hecho. A

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.2.11. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Luego, el minimizador local Gy € Ty(a) es
un minimizador global de ¥, in Ty(a).

Demostracion. Adoptemos la terminologia de las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Empezaremos suponiendo que
k > dy vamos a argumentar por induccién sobre p > 1; i.e. la cantidad de constantes ¢; > ... > ¢, > 0.

En efecto, si p = 1 entonces el Corolario 3.1.7 muestra que Gp es un minimizador global de ¥, en Ty(a)
y entonces ya estd. Luego, supongamos que p > 1 y que la hipdtesis inductiva vale para p — 1. Por la
Proposicién 3.2.3 el indice s,_1 es feasible y entonces,

sp—1 > s =min{ 0 < s <d—1: sesun indice feasible para el par (A, a) } .
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Consideremos ahora la notacién y la terminologia del caso C.1. de la Definicién 3.2.8, que describe al
espectro 6ptimo v°P(A, a) (notar que ¢ > 1).

Supongamos que ¢ = 1. En este caso v = v°P(A, a) = (¢ Lgr, Asry1, -+, Aa) € (RéO)T. En particular la
relaciéon de mayorizacién A(Sr) < v en Eq. (3.18) muestra que

i =min{y; : je€lz} >min{\;(Sr): jeli} =¢,.
Luego, por la Observacion 3.2.4 y el hecho de que A< v € (R%O)T, podemos deducir que
st=méx{jely: \j<dg}>mix{jely: \j<c}=sp>s1.
Luego, por el Teorema 3.2.9, ¢f > Py j paral < j < s] = c¢] > P, 5, = c1, donde la tltima igualdad

se debe a la Proposicién 3.2.7. Utilizando los hechos anteriores, es facil verificar que tr(v) > tr(A(Sr)), lo
cual contradice la relacién de mayorizacién en la Eq. (3.18).

Asumamos ahora que ¢ > 1. En este caso,

si=max{1<j<s,1: Pj= mix Pi;} y ¢ =Py (3.19)
1<i<sp 1
sp=max{l <j<s; =5 Pj= 1<max Py y =P (3.20)
i<sy_4

Supongamos que s} # s1. Utilizando el hecho de que s* < 5,_1 se puede ver que s* = Sq—1 < s1. Como
v°P(\, a) corresponde al espectro del minimizador global, el cual en particular es un minimizador local,
podemos aplicar el item 3 de la Proposicién 3.2.7 (ver Eq. (3.16)) y asi tenemos que:

V4
1
> — Z h; para 32_1 +1</e< s;. (3.21)
q— i=s;_+1

Consideremos los siguientes dos sub-casos:

Sub-caso a: s > s1. Como s* = s _1 < 81 se tiene que

Sth ( Zh) 81_8)( Z h) (3.22)

1=s*+1

lo cual representa a ¢; como combinacién convexa de los promedios. El primer promedio satisface (por
como fueron construidos ¢ y s* < s,-1)

sl*ihiﬁcl — Zh>cl
i=1

1=s*+1

Ya que de otro modo, la Eq. (3.22) no vale. Utilizando la hipdtesis s; > s1 > s* = Sq—1, 1a Eq. (3.21) y
la desigualdad previa resulta que

1 -
q > * hZ Z Cl Z Cl 9
S1— Sq—l -
z:sq_1+1
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*

donde ademds hemos aplicado las Egs. (3.19) y (3.20), y el hecho de que s;_; < s,_1. Luego ¢ = 1
contradice nuestra suposicion sobre g > 1. Por lo tanto, el Sub-caso a no es posible.

*

-1 1o cual, por las Eqgs. (3.19) y (3.20), implica que

Sub-caso b: s; < s1. Recordemos que s,_1 > s* = s
c1 > cj. Luego, cf sy < c1 55 < c1 81y entonces,

d d
tr(v°P(\, a)) = Zc;k (87 —si_1) + Z Ai < crsgt Z Ai

<
i€l i=83+1 i=52+1
d
< ZCZ' (si—si_l)—i— Z Ai = tr(Sr).
i€l i=sp+1

Esto tultimo contradice la relacién de mayorizacién de la Eq. (3.18). De este modo podemos concluir que
el Sub-caso b tampoco es posible.

Por lo tanto, debemos tener que s} = s1 y entonces ¢; = ¢j. Vamos a probar que F = (Fy, Go) es un
minimizador global mostrando que A(Sr) = v°P(\, a). En efecto, aplicando el argumento de reduccién

descrito en la Observacién 3.1.4 deducimos que, tomando k' = k—s1, g(()” = {Gits, bic I,, €8s un minimizador
local de la funcién

(K = (k)ier,, € (MDY, 1|gill® = as 40,0 € Iy} 3 K s Po(FSV,K) (3.23)

donde H; = Wit para Wy = gen{gi}ier,, ¥ fél) es una sucesién en H; tal que S}.ém = Sryln,. En este
caso, por el Corolario 3.1.6 y el hecho de que p > 1, d = dimH; =d — s1 < k — s; = k/. Mds aun, por
construccién del Hj, si tomamos F = (.7-"(51), gé”) entonces

MSpm) = Msrtidier, ¥ ASE) = (@2l s lo sy 1 Asits s A)

Luego, podemos aplicar la hipdtesis inductiva a gé” y asl tenemos que gé” es un minimizador global de la
funcién en la Eq. (3.23). Por lo tanto, con la notacién de la Definicién 3.2.2 y el Caso C.1. de la Definicién
3.2.8,

A(Sz) =vP(A1, a™).

Ahora, una inspeccién de la construccién en el Caso C.1. de la Definicién 3.2.8 revela que
VP(X, a) = (] Lg;, vP(A*, @%)) € ]R%O. (3.24)

En efecto, como la nocién de indice feasible depende de la cola de la sucesién de autovalores y normas
podemos ver que

s =s7+min{0 <s<d —1: s esun indice feasible para (\*', a®')}.

La Eq. (3.24) ahora se deduce utilizando s; = s}, la identidad anterior y las férmulas para los indices s}
tanto para v°P(\, a) como para v°P(A°1 | a®!) del caso C.1. de la Definicién 3.2.8. Entonces ahora podemos
ver que

A(SF) = (e11sy, AM(S7)) = (c] T, VPN a’l)) = vP(\, a). (3.25)

La Eq. (3.25) junto con el Teorema 3.2.9 muestran que F = (Fp, Go) es un minimizador global en este
caso.
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Finalmente, en caso de que k < d, podemos argumentar como en la segunda parte de la Observacion
3.1.4. Utilizando la Notacién 3.1.3 y el hecho de que rk(Sg,) < k, podemos ver que p; = 0 para k+1 < i <d
y por lo tanto

Sgo =D pi i®vi = ASF) = (A4 1y Mk F s M1 -5 Ad) (3.26)
1€l

y W= R(Sg,) C H = gen{v; : i € [.}. Notar que H reduce Sz,; luego, podemos considerar una sucesion
Fo en H tal que S 7 = Sr, |- En este caso Gy es un minimizador local de la funcién

Ty(a) = {G = {gi}ier, € H* : |lgil> = ai , i €Iy }Ta(a) 3 G = Py (Fo,G). (3.27)

Como dim H = k entonces, por la primera parte de esta prueba, podemos concluir que Gy es un minimi-
zador global de la funcién en la Eq. (3.27) y que, por el Teorema 3.2.9,

()\1 4 p1, s A /Lk)i = )\(S(]}O’go)) = I/Op(;\, a) , (3.28)

donde \ = A(S ﬁo)T = (\i)ien, - Finalmente, notemos que por el Teorema 3.2.9 aplicado al caso C.2. y las
Egs. (3.26) y (3.28) podemos concluir que

VPP(X, a) = (VP(X, a), Aitt, - -, Aa)Y = A(SF). (3.29)

La Eq. (3.29) junto con el Teorema 3.2.9 muestran que F = (Fp, Gp) es un minimizador global en este
caso.

O]

Es importante observar que, ademés de que los minimizadores locales de ®, en T4(a) son globales,
éstos no dependen de la funcién (estrictamente) convexa ¢. Es decir, que son los mismos para todos los
potenciales convexos.
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Capitulo 4

Distancias al operador de marco en Ty(a)

“Esta es la cama para los invitados” dijo Procusto,
“espero que encajes justo.”

R. E. Francillon®

Los problemas de aproximacion de matrices aparecen constantemente como aplicaciones de la teoria
de andlisis matricial. Estos problemas también pueden encontrarse en la literatura como problemas de
cercania de matrices o problemas de Procusto (ver por ejemplo el texto reciente [35] y los cldsicos libros
de Bhatia [7] y Kato [39]).

En la mitologia griega, Procusto (hijo de Poseid6n) era un posadero que tenia su casa en las colinas
de Atica. Allf ofrecia posada al viajero solitario y lo invitaba a tumbarse en una cama de hierro donde,
mientras el viajero dormia, lo amordazaba y lo ataba a las cuatro esquinas del lecho. Si la victima era
alta y su cuerpo era més largo que la cama, procedia a cortar las partes del cuerpo que sobresalian: los
pies, las manos o hasta incluso la cabeza. Si, por el contrario, era de menor longitud que la cama, lo
descoyuntaba a martillazos hasta estirarlo. Se dice que nunca nadie coincidia con el tamafio de la cama
porque Procusto tenia dos, una exageradamente larga y otra exageradamente corta. El oscuro reinado de
Procusto continué hasta que recibié la visita de Teseo, quien invirtio el juego y lo reté a comprobar si su
propio cuerpo encajaba con el tamafno de la cama. Cuando el posadero se hubo tumbado, Teseo hizo con
él, lo mismo que este le habia hecho a sus victimas para ajustarlas a la cama.

La historia de Procusto cuenta con tres elementos fundamentales: el desafortunado viajero X, la cama
Y y el tratamiento T" que Procusto le daba al viajero para ajustarlo a la cama. Formalmente, si X e Y
son matrices y T' es la matriz que representa el tratamiento que se le aplica a X, se le llama problemas
de Procusto a los del tipo

min N(TX —Y) sobre el conjunto de matrices 7' con determinada propiedad

donde N es una norma matricial, en general, la norma Frobenius.

Para relacionarlo con nuestro trabajo, vamos a presentar otra formalizacion de los problemas de
Procusto, siguiendo el texto de Higham (ver [37]); dados S € M4(C), una norma matricial N en My(C)
y un conjunto de matrices X C My(C), queremos encontrar la distancia minima

dn(S,X) =min{N(S—-A): Aec X},

Y Gods and Heroes (The Kingdom of Jupiter). The Athenzeum Press Ginn & Company, Boston, 1894.
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y el subconjunto de matrices de X que aproximan mejor a S:
AP(S, X)={AeX: N(S—A)=dn(S, X)}.

La resolucién de este tipo de problemas provee una caracterizacion y, de ser posible, un célculo exacto (o en
algunos casos estimaciones ajustadas) de la distancia dy (S, X') y del conjunto de mejores aproximaciones
AX (S, X). Como ya ha sido mencionado, en general, suele elegirse a N como la norma Frobenius de
matrices (también conocida como la norma 2), por ser una norma Euclidea (pues estd asociada a un
producto interno). Sin embargo, hay otras normas que también son de interés para este tipo de problemas,
como por ejemplo las normas pesadas, las normas p para p > 1 (que en particular incluyen a la norma 2
y también son conocidas como normas Schatten) o una clase més general, la de las normas unitariamente
invariantes. En cuanto a los conjuntos X, algunas de las elecciones mdas importantes son el conjunto de
matrices autoadjuntas, el de matrices semi definidas positivas, el de las matrices de correlacién, el de los
proyectores ortogonales, el de los proyectores oblicuos y el de las matrices cuya dimensién del rango esta
acotada por un numero fijo (ver [22, 28, 37, 40, 64]).

Una vez resuelto el problema de cercania para S € My(C), X € My(C) y N una norma matricial
(fijos), aparece -de manera natural- un nuevo problema de proximidad: para una matriz Ap € X fija, se
pretende calcular la distancia (o alguna cota ajustada)

dx(Ag, AY(S, X)) =min{dx(4g, 4): Ac AL(S, X)},

donde dy denota una métrica en X. En el caso de que X esté dotado de una estructura suave que es
compatible con la distancia dy y es tal que la funcién ¥(A) := N(Ap — A) es también suave sobre X,
entonces se pueden obtener estimaciones de dx (A4, AV (S, X)), aplicando métodos de descenso en la
direccion del gradiente para W.

El problema de cercania de matrices que analizaremos en este capitulo es el siguiente: para S €
Mq(C)F y a = (a;)ier, € (REy)* fijos, consideremos los conjuntos:

Ta(a) = {{gi}ieﬂk e (CH*: gill* =ai, i€ Hk} y Xa=14Y 6i®g:{gi}tier, € Ta(a)

i€l

Con esta notacion, resolveremos el problema de cercania de matrices correspondiente a X, C My(C)™T,
para N una nui estrictamente convexa en M (C). Es decir, vamos a obtener una descripcién explicita de
dn(S, Xa) =dn(S, a) y AX(S, Xa) = AV (S, a). Vale la pena senalar que el conjunto X, considerado,
puede describirse como el conjunto de los operadores de marco Sg de sucesiones finitas de vectores con
normas predeterminadas, G = {g; }ic1, € Ta(a).

De este modo, es natural considerar los problemas de proximidad asociados al problema de cercania
de matrices que hemos descripto anteriormente. En este contexto se puede proponer una versiéon un poco
mds fuerte: dado Gy € T4(a), buscar una cota superior (ajustada) de

d(Go, BY(S ) = min {dz,w(Go. G): G € BY(S, a)} .

donde
BY(S,a)={G€Ty(a): Sge AW (S,a)} vy di,wm(G,9) =D lg—al®,

i€l

para Go = {¢0}ier,, G = {gi}tier, € Ta(a). Es decir, vamos a centrar nuestra atencién en las sucesiones
G € Ty(a), en lugar de los operadores de marco Sg. Notar que en el caso particular de que S = %I ,
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a; = 1 para ¢ € I y N es la norma Frobenius, este problema esta relacionado con el problema de
aproximacién de Paulsen [8, 10, 11], el cual es central en la teoria de marcos y ha estado abierto por
varios anos. Recientemente se han obtenido soluciones parciales por Kwok, Lau, Lee y Ramachadram en
[38] y posteriormente (y de manera més simple) por Hamilton y Moitra en [36].

Cuando la norma N es suficientemente suave, para estimar d(Go, By (S, a)) se pueden aplicar métodos

de tipo de descenso en la direccién del gradiente de la funcién © = Oy g a) definida en Ty(a) - que
es una variedad suave de (C%)* - dada por ©(G) = N(S — Sg), comenzando en una familia G’ € Ty(a).
Notemos que cuando N es la norma Frobenius, esta funcién es la distancia al operador de marco definida
por Strawn en [63] (ver la introduccién del Capitulo 3).

En el caso general, analizar el comportamiento de los algoritmos de descenso en la direccién del
gradiente, nos lleva a estudiar el comportamiento local de la funcién

Ta(a) 3 G = {gi}ier, — O(G) = N(S — Sg) alrededor de G’ € Ty(a).

Una cuestién importante es determinar cuando los minimizadores locales de © (que son atractores natu-
rales de este tipo de algoritmos) son en realidad minimizadores globales. En la Seccién 4.1 de este capitulo
vamos a probar que esto es valido para la norma Frobenius via la relacién que existe entre el problema de
la distancia al operador de marco y los problemas de completaciones de marcos con normas predetermina-
das para el potencial de Benedetto - Fickus introducido en [5]. Esto nos permitird dar respuesta positiva
a la conjetura de Strawn planteada en [63], incluso de manera més general que la que el autor propone.

Desafortunadamente, las técnicas utilizadas para resolver este problema cuando la norma es la Frobe-
nius, no pueden utilizarse para una norma N arbitraria, ni siquiera cuando es una p-norma (para p > 1,
p # 2). Sin embargo, en la Seccién 4.2, probaremos que en el caso de que N sea una nui estrictamente
convexa, los minimizadores locales de © estan caracterizados por una condicién espectral que no depende
de N. En particular, vamos a poder concluir que los minimizadores locales son globales y esto no depende
la nui elegida. Las técnicas que utilizaremos en este caso, yacen en el contexto de la teoria de mayorizacién
y los Teoremas de Lidskii locales que obtuvimos en el Capitulo 2. Lo que haremos primero sera probar
que para algunos casos particulares, los minimizadores locales son globales. Luego, basdndonos en esos
resultados, vamos a introducir la nocién de problemas de G-DOM co-feasibles. Aunque en general los
problemas de G-DOM no son co-feasibles, esta nocién jugard un rol clave en el estudio de la estructura
espectral de los minimizadores locales. Utilizando el hecho de que la funcién Ty(a) 5 G — Sg € X, es
continua, obtendremos que los minimizadores locales Sg, € X, de

U:X, = Rsg dadapor ¥(Sg)=N(S—295),

son minimizadores globales y no dependen de la nui estrictamente convexa elegida. Esto es mas débil que
el resultado para las funciones ©, ya que la funcién continua Ty(a) 5 G — Sg € X, no tiene secciones
locales alrededor de una sucesién Gy € Ty(a) arbitraria.

4.1. Solucién del problema de Strawn de la distancia al operador de
marco

Vamos a comenzar dando una breve descripcién del trabajo de N. Strawn [63] sobre la funcién distancia
al operador de marco (DOM). Para ello vamos a tomar una matriz semi definida positiva S € M4(C)" y
un vector ordenado de manera no-creciente a = (a;);cr, € (RE)¥ (fijos) tales que a < A(S). En este caso
vamos a considerar el producto (cartesiano) de esferas en Ce;

Tu(a) = {G = {gibier, € (€ : |lgil* = a;, para todo i € I} .
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dotado con la métrica producto de la métrica euclidea en cada una de esas esferas, es decir

d(G,G)=> lo—gll* para G ={giticr,, ¢ = {g/}icr, € Ta(a).

1€l
Notemos que T4(a) es un espacio métrico compacto con la métrica producto.

Como ya hemos mencionado anteriormente en las motivaciones del Capitulo 3, la distancia al operador
de marco (DOM) se define como la funcién O2 = O3 g a) : Ta(a) — R>o dada por

©2(G) = IS — Sgll2  para G € Ty(a),

donde ||A||3 = tr(A*A), para A € My(C), denota la norma Frobenius en M4(C). Por la Proposicién 1.2.4,
la relacién a < A(S) implica que existe una familia GP € Ty(a) tal que Sgor = S. En este caso,

min{©2(G): GeTy(a)} =0.

Cuando Strawn nota eso, presenta un algoritmo basado en el método de descenso en la direccién del
gradiente de la funcién ©-. Basado en su propio trabajo y en evidencia numérica, el autor postula la
siguiente:

Conjetura (Strawn [63]): Sean S € M4(C)", a = (a;)ier, € (R];o)i con k > d y supongamos que
a < A(S). Luego, los minimizadores locales de ©3 en Ty(a) son minimizadores globales. A

Tal como es remarcado en [63], probar esta conjetura proporcionaria una beneficiosa garantia tedrica
para el rendimiento del algoritmo de la DOM, basado en la aproximacién con el método de descenso en
la direccién del gradiente, presentado en ese trabajo, desde una perspectiva numérica.

En lo que sigue vamos a considerar una version generalizada del la DOM, en términos de las normas
unitariamente invariantes (nuis) en M (C) (ver Seccién 1.1). Mds aun, consideraremos el caso general en
que S € My(C)* y a € (RE,)*, sin necesidad de asumir ni que k > d, ni que a < A(S5).

Definicién 4.1.1. Sean Sy € My(C)" y a = (a;)ier, € (R¥,)*. Dada una nui N en My(C) vamos a
considerar la distancia al operador de marco generalizada (G-DOM), como la funcién

O(N,s,a) = On :Ty(a) > R>g dadapor Opn(G)=N(S-S5g),

donde Sg € M 4(C)™ denota al operador de marco de G € Ty(a). A

En caso de que S € My(C)T y a = (a;)ier, € (R¥)} sean arbitrarios, el minimo valor de la funcién © y
en Ty(a) no habia sido calculado atin en la literatura, ni siquiera para el caso de la norma Frobenius. El
siguiente resultado establece que hay soluciones estructurales al problema de optimizacién de la G-DOM,
en el sentido de que existen familias G°P € Ty(a) tales que, para toda nui N, el minimo valor de ©y en
Tq(a) es O (G°P). En particular, esto nos permite calcular el minimo valor de © 5 en T4(a) para una nui
N arbitraria, en el caso general.

En adelante, dados \ € (]R‘éo)T v a = (a)ic, € (REy)Y, vamos a considerar el vector v°P(X, a)
construido como en la Definicién 3.2.8, de acuerdo al caso k> d 6 k < d.

Teorema 4.1.2. Sean S € My(C)" y a = (a;)ier, € (RE()F. Sea A= (Niel, € (]R‘éo)T dado por

A =S| 14— A(S) y tomemos & = §(A(S), a) € R dado por § = (&;)icr, = ||S|| T4 — v°P(X, a). Luego,
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1. Para toda nui N en M4(C) se tiene que
min{ On(G) =N (S—Sg): G € Ty(a) } =N (Dy) ,
donde Ds es la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector 6.

2. Si N es estrictamente convexa y G € Ty(a) entonces
N(S—Sg)=N(Ds) siysélosi, A(S—Sg)=2d".

En este caso existe una bon {v;};er, de C? tal que

S=Y XS viov y Sg=> (A(S)—6) vi®u;. (4.1)

i€lly 1€ly
O

Como ya lo hemos adelantado, vamos a probar el Teorema 4.1.2 haciendo una traduccién entre el
problema de optimizacién de la distancia al operador de marco y el problema de optimizacién para
potenciales convexos de completaciones de marco con normas predeterminadas.

Antes de probar el Teorema 4.1.2, vamos a demostrar el siguiente lema que serd necesario para probar
la unicidad en el item 2.

Lema 4.1.3. Sean a, b € R? tales que a = by |a|* = |b]*. Luego, a* = b*.

Demostracion. Podemos asumir que a = a* y b = b*. También podemos suponer que a # A1 (el caso
a = Al es trivial). Lo que haremos serd argumentar por induccién sobre la dimensién d. Si d = 1 el
resultado es claro.

Supongamos ahora que el resultado vale para d —1 > 1y sean a, b € R? tales que a = b y |at = |b|*.
Reemplazando a por —at y b por —b* si es necesario, podemos suponer que

la1] > lag| = maéx|a;| = |ai| =a1 >0,
i€ly
donde el hecho de que a; > 0 (en este caso) se sigue facil usando que a* = a # A1. Notemos que
b<a = a; > b;. Supongamos que a; > b;. Luego, ag = by = —a1. En efecto, by debe alcanzar el

moédulo maximo (porque by no lo alcanza ) y aq < by por mayorizacién. Consideremos ahora a = (a;)ien,_,
y b= (bi)ic1,_,- Es facil ver que a* = a < b= b* y |a|* = |b|*. Luego, por hipétesis inductiva

Zl:g — a1:b1,

lo cual es una contradicciéon. Entonces podemos suponer que a; = b; . Como antes, podemos aplicar la
hipétesis inductiva y concluir que (@it1)ier,_, = (bi+1)ien,_,. Luego, a = b. O

Demostracién del Teorema 4.1.2. Consideremos S =|S|[I—-S € Mg(C)* ysea Fo = {fi}ic1, una familia
en C? tal que Sx, = S. Notemos que, si A(S) = (\i(9))ier, € (R‘éoﬂ entonces

A(Sz)" = (1511 = Ai(S))ier, = X

Si G € Ty(a) luego, .
S —=Sg=|SI[T+(S—SII)—=Sg =[S I—(5+5g)- (4.2)
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En particular, se tiene que
S —Sg)" =S| 1g — A(S + Sg) € (RHT. (4.3)
Sin embargo, notemos que, como G € Td(a) entonces
S+Sg=S%+S;=Sr para F=(Fo, G)€Cal(F).

Luego, por el Teorema 3.2.9 (segin sea el caso k > d o k < d)

VPN, a) < AS+Sg) = 89S 1q— P\, a) < ||S||La — AMS + Sg), (4.4)

donde estamos utilizando el hecho de que si a,b € R? son tales que a < b, entonces —a < —b. Utilizando
la Eq. (4.3) y el hecho de que la funcién R 3 x — |z| € R>( es convexa, podemos concluir que

161 = (I8iier, <w | 151 La — A(S + Sg) | = (S — Sg)T, (4.5)

donde s(S —Sg) = |A(S—Sg)|* € (]R%O)i denota al vector de valores singulares de S — Sg. Por el Teorema
1.1.10, la relaciéon de submayorizacién previa implica que para toda nui N

N (S—Sg)> N (Ds) paratoda familia G € Ty(a).

Con el fin de probar que esta cota inferior es alcanzada, consideremos G € T4(a) y una completacién
6ptima en Ty(a) de Fp; i.e. una completacion tal que

A(S + Sgov) = M(Sx, + Sgo») = v°P(X, a)t.
Luego, por la Eq. (4.5) podemos ver que
5(S — Sgop)T = [||S]| 1g — v°P(X, a)f| = |6|T =s(S —Sge»)" 'y N (S—Sger) =N (Ds) .

Este ultimo hecho muestra que la cota inferior se alcanza en G°P lo cual prueba el item 1. Asumamos
ahora que N es una nui estrictamente convexa y sea G € Ty(a) tal que

N (S —5g) =N (Ds) -
La relacién de submayorizacién en la Eq. (4.5) junto con las hipdtesis previas, implican que
16" = [115] La — A(S + Sg) | = s(S = Sg)".
La identidad anterior junto con la relacién de mayorizacién en la Eq. (4.4) y el Lema 4.1.3 implican que
o = (18] La = v*P (A, @)t = (|IS]| L = A(S + Sg))*

de lo cual se sigue que 3 3
A(Sx, + Sg) = A(S + Sg) = v°P(\, a)*.

Por lo tanto, G € Ty4(a) es un minimizador global de ¥,(G) = tr(¢(Sr, + Sg)) para toda funcién
¢ € Convg(R>p). Luego, por el Teorema 3.1.2 existe una bon {v; };cr, de C? tal que

S = Z:\Z vi®u y Sg= Z(VOP(S\, a) — \); v; @ v; . (4.6)

i€ly i€ly

Utilizando el hecho de que S = S + ||S|| I y por ende A = ||S|| 14 — A(S), podemos ver que la Eq. (4.1)
vale para {v; }ier,. O
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El siguiente resultado prueba una versién generalizada de la Conjetura de Strawn sobre minimizadores
locales de la DOM para la norma Frobenius en M (C), ya que las hipétesis de que k > d y la relacién de
mayorizacién a < A(S) no son requeridas (ver los comentarios en la introduccién del Capitulo 3 ).

Teorema 4.1.4. Sean S € My(C)T y a = (a;)ier, € (RE)¥ v consideremos la DOM
@2 : ’]I‘d(a) — RZO dada por eg(g) = HS() — SgHQ .
Luego, los minimizadores locales de ©3 en T4(a), son minimizadores globales.

Demostracién. Consideremos S=|S|I-5c¢€ Mq(C)* y sea Fo = {fi}ier, una familia en C9 tal que
Sz, = S. Luego, A(Sz,)" = (||S]| — Xi(S))ier, = A\ Sea ¢ € Convy(R>p) la funcién dada por ¢(z) = 22
para x € R>( y consideremos la funcién ¥, : T4(a) = R>o dada por

U, (9) = tr(p(S(x,,g))) = tr((Sr, + Sg)?)-
Si G € Ty(a) entonces, por la Eq. (4.2) se tiene que,
02(9)° = |15 —Sgli3 = tr((IS|I T =[Sz, + Sc])?)
= [SI?d = 2|IS| tr(S7, + Sg) + tr((Sr, + Sg)%) = ¢ + ¥y (9)

donde .
c=|S]*d —2||S|| tr(Sz, + Sg) = IS]*d — 2 ||| (tr S + tra)

es una constante (pues G € T4(a)). Luego, ©2(G)? = ¥,,(G)+c para toda familia G € T4(a). En particular,
los minimizadores locales de ©2 y ¥, coinciden. El resultado ahora se sigue del Teorema 3.2.11. O

4.2. Problemas de G-DOM

En lo que sigue, vamos a recordar la Definicién 1.2.2 y consideraremos la siguiente:
Notacién y terminologia. Sea F = {fi}ic, una sucesién finita en C¢. Luego,

1. Tr € Mg (C) denota el operador de sintesis de F dado por Tr - (ai)ier, = Y eq, @i fi-

2. T3 € My, 4(C) denota el operador de analisis F dado por Tx - f = ({f, fi))ie1, -

3. Sy € M4(C)* denota el operador de marco F dado por Sr = Tr T5. Luego,

Sr=Y _fi®fi y R(Sr)=gen{fi:icl}. (4.7)

1€l

Recordemos también que F es un marco para C¢ si lo genera (linealmente); equivalentemente, F es
un marco para C? si Sz es un operador positivo e invertible en C¢. A

Es adelante, vamos a considerar S € M4(C)", a = (a;)ier, € (RE)¥ v el producto (cartesiano) de
esferas en C¢, Ty(a) dotado con la métrica producto de la métrica euclidea en cada una de esas esferas
como en la Seccién 4.1. Ademds, dada una nui N estrictamente convexa en My(C), vamos a considerar
la G-DOM en T,(a) definida en la Eq. (4.1.1) como la funcién ©(y g a) : Ta(a) = R>o dada por:

OnN(G) = N(S—Sg) paratoda familia G € Ty(a).
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En la seccién anterior hemos probado que cuando N es la norma 2, los minimizadores locales de
O(N,5,a) son globales (ver Teorema 4.1.4); pero ademés hemos obtenido algunos resultados relacionados
con la G-DOM inducida por una nui estrictamente convexa N, arbitraria (ver Teorema 4.1.2). Si bien
estos resultados nos han dado informacién sobre los minimizadores globales de la G-DOM, los métodos de
reduccién utilizados para estudiar los minimizadores locales en el caso en que N es la norma Frobenius,
no pueden aplicarse para caso general.

El problema que estudiaremos de aqui en adelante es el siguiente:

Problema. (G-DOM). Sean S € M4(C)™, a = (a;)icr, € (RE()¥ vy N una nui estrictamente convexa en
M4(C). Consideremos la funcién Oy g a) : Ta(a) = R>g dada por Oy g a)(G) = N(S—Sg). Queremos
ver que si Go es un minimizador local de ©(y g a) en Ty(a) entonces, Gp es un minimizador global de
© (¥, s, a) Para toda nui N en My(C).

A

En esta seccién vamos a describir las primeras caracteristicas estructurales de los minimizadores locales
de Oy, 5,a) : Ta(a) = R>q, para una nui estrictamente convexa N en Mgy(C), una matriz S € My(C)" y
una sucesion de normas predeterminadas a = (a;)ier, € (R’;OV arbitrarias. De manera andloga al caso de
los potenciales convexos en el Capitulo 3; i.e. basdndonos en el Teorema de Lidskii local para nuis 2.1.7,
vamos a probar que los vectores de una familia Gy € T4(a) que es minimizador local de O(N,s,a), SO0
autovectores del operador diferencia S —Sg, y que ademds Sy Sg, verifican la igualdad en la desigualdad
de Lidskii. Es importante sefialar que, en este caso, no podran aplicarse argumentos de reduccién como
los que presentamos en la Observacion 3.1.4 para el caso de los potenciales convexos.

Luego, en la Seccién 4.2.2, vamos a estudiar algunos casos particulares de los problemas de G-DOM
y probaremos que, bajo ciertas hipotesis adicionales, los minimizadores locales son globales. Estos casos
particulares nos llevardan a definir la nocién de problema co-feasible en la Seccién 4.2.5, que serd la clave
para determinar la estructura de los minimizadores locales para el caso general. Estos resultados nos
llevarédn a probar, en la Seccién 4.3, que los minimizadores locales de la funcién ©y, 5 a) son globales y
no dependen de la nui elegida.

Antes de seguir adelante con nuestro problema vamos a hacer la siguiente observacion, la cual nos
permitird mostrar claramente la conexién entre los problemas de G-DOM y los problemas de cercania de
matrices.

Observacién 4.2.1. Sea S € M4(C)" y consideremos una nui estrictamente convexa N en M (C). Sea
i € (R (j € Iy) y consideremos las érbitas unitarias

O, ={G € H(d): NG)=pu} vpara jel.

Ahora podemos considerar el siguiente problema de cercania de matrices (como se describe en [37], ver
también [51])
argmin {N(S—H)): He Oy, +...+0,,}. (4.8)

Sea a = (a;)ic1, € (]R];O)i y consideremos el caso particular: y1; = a; eq, para j € I, donde {e;}%_, denota
la base canénica de C%. Luego, G € Oy, si, y sélosi, G = g®g para algiin g € C? con ||g||* = a;, j € L. De
este modo, el problema de cercania de la Eq. (4.8) coincide con el problema de calcular los minimizadores
globales de O g a) €n Ty4(a). De manera similar, el estudio de los minimizadores locales del problema
de cercania de matrices se corresponde con el estudio de los minimizadores locales de O g a). Vale la
pena senalar que para el caso de la norma Frobenius, los minimizadores locales del problema de cercania
de matrices surgen de manera natural como puntos estables en algoritmos de descenso en la direccién del
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gradiente, como los que se consideran en [51]. Por lo tanto, resolver el Problema de la G-DOM resulta

relevante desde un punto de vista aplicado.
A

4.2.1. Propiedades de los minimizadores locales de la G-DOM en T,(a)

Recordemos algunas notaciones que ya hemos utilizado y establezcamos los hechos que vamos a usar
en adelante.

Notacién 4.2.2. Sean S € My(C)*, a = (a;)ier, € (RE))* y N una nui estrictamente convexa en
My4(C). Vamos a considerar:

1. La funcién @(N,S,a) =0y : Td(a) — RZO dada por @N(g) = N(S — Sg)

2. Un minimizador local Gy = {gi},c;, € Ta(a) de Oy, g a), con operador de marco Sp = Sg,.

S
3. Para p € (RY)Y, la 6rbita unitaria O, dada por
O, ={GeH(d): \NG)=p}={U'D,U: UeclU(d)},

con la métrica usual inducida por la norma de operadores, la cual hace de O, un espacio métrico.

4. La funcién ®n = @y, g, ) : Op — R>o dada por &n(G) = N(S - G).

Teorema 4.2.3. Consideremos la Notacion 4.2.2. Luego,

1. § =50y g; ® gj conmutan, para j € I;. De este modo se tiene que g; es un autovector de S — So,
para j € I.

2. Existe una bon {v;}icr, de C? tal que

S:Z)\i(s) ViU Yy SQZZ)\i(So) V; Q v; .

i€lly i€ly

En particular, se tiene que A\(S — Sp) = [A(S) — A(So) ]i.
Demostracion. Para j € I definimos
S[j] =5- Zgi ®gi €H() vy Hj) = ajer € R%O .
i

Luego, Oy, = {g ®g: gl = aj} y de manera directa se puede verificar que g; ® g; es un minimizador

local de Oy, Sypomg;) N Ou[j]' Luego, por el Teorema 2.1.7, g; ® g; conmuta con S, para j € [. Este
ultimo hecho implica que S — Sy y g; ® g; conmutan, para j € I, lo cual prueba el item 1.

Como Gy es un minimizador local de Oy en Ty(a), existe € > 0 tal que

U € B¢ E{UecUd):|I-Ul<e = D, 50U SoU™) > Py, 5,,)(S0) s (4.9)
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donde estamos usando la Notacién 4.2.2, con u = A(Sp). En efecto, sea e > 0 tal que para G’ € Ty(a) con
d(Go,G") < € se tiene que On(G") > On(Gy). Notemos que, si U € By1 &) entonces U - Gy = {U gitien, €
Ta(a) es tal que d(Gp, U - Gp) < e. Por lo tanto,

DN, 5,)(USoU") =ON(U - Go) =2 On(Go) = P, 5,)(S0) -

Ahora, la funcién 7 : U(d) — O, dada por 7(U) = U (Sp) U* es abierta (ver [1, Teo. 4.1]), por lo tanto
7(B(1 <)) es un entorno abierto de Sp en O, y Sp es un minimizador local de @y g ,) en O, . El item 2.
ahora se sigue del Teorema 2.1.7 y del hecho de que p = \(Sp) € (RY)V. O

Corolario 4.2.4. Consideremos la Notacién 4.2.2 y sea W = R(Sp) C C%. Luego,
1. W reduce S — Sy € H(d); de este modo, D := (S — Sp)|w € L(W) es un operador autoadjunto;
2. Seao(D)={b1,...,by} tal que by < by <...< b,y sea
Jj={le€ly: Dgo=0bjge} para jel,.
Luego, I es la unién disjunta de {J;}jer,;

3. Si W; = gen{ge : ¢ € J;} entonces W; reduce tanto a S como a Sy, para j € I,. Més aun,
W = ®jer, Wj.

Demostracion. Notemos que W = gen{g; : i € I }; por otro lado, por el Teorema 4.2.3, g; es un autovector
de S — Sy, para cada ¢ € I;. Estos dos hechos prueban que W es un subespacio invariante de S — Sp;
como S — Sy es autoadjunto, W reduce a S — Sy. Luego, la restricciéon D = (S — Sp)|lw € L(W) es un
operador autoadjunto bien definido, actuando en W. Las observaciones previas también muestran que I
es la unién disjunta de {J; }ier, -

Sean j, ¢ € I, con j # £ y sean r € J; y s € Jy. Luego, g, y gs son ortogonales, puesto que esos
vectores son autovectores de un operador autoadjunto correspondientes a autovalores diferentes. Por lo
tanto, W; L Wy y

So gr = Z<gra gu) gu € Wj-
’LLEJj

Luego, en particular, W; reduce a Sp; utilizando que W; también reduce a S — Sy podemos concluir
que Wj reduce a S = (S — So) + So, para j € I,. Por otro lado, como W = > . W; se tiene que
W = Djel1, Wj. O

Teorema 4.2.5. Consideremos la Notacién 4.2.2. Sean W = R(Sp) y o((S—So)|lw) = {b1, ..., by} como
en el Corolario 4.2.4. Sea j € I, y supongamos que existe ¢ € o(S — Sp) tal que b; < c. Luego, la familia
{9;}jeu; es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que para algin j € I, la familia {g; }ic J; es linealmente dependiente. Luego,
existen coeficientes z; € C, [ € J; (no todos nulos) tales que |2 < 1/2 para todo l € J; y

Sz a=0. (4.10)
ler
Sea I; C J; dado por I; = {l € J; : z # 0}. Supongamos que existe ¢ € o(S — Sp) tal que b; < ¢y sea
h € C4tal que ||h|| =1y (S—So)h = ch. Parat € (—1/2,1/2) consideremos la familia G(t) = {g:(t) }icr,
dada por:
(t) . (1—t2’21‘2)1/2gl+t21 all/zh sil GIj;
9 g1 Sileﬂk\fj.
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Notemos que G(t) € Ty(a) para t € (—1/2,1/2). Denotemos por Re(4) = # a la parte real de
A € My(C). Para [l € I; se tiene que

gt @alt) =0 -z goa+t?|aPahoh+2(1 -2zt Re(h®z7all/2 )

Observemos que G(t) es una curva continua en T4(a) tal que G(0) = Gy. Si denotamos por S(t) al operador
de marco de G(t) € T4(a), entonces S(0) = Sp. Consideremos, T'(t) = S — S(t) para t € (—1/2,1/2).
Notar que
T(t)=5—So+t*> |ul* (g ®g —a h@h) + R(t) (4.11)
IE;

donde R(t) = =2 3 (1 — 12 |%]*)'/?t Re(h ® all/Qzﬁgl). Luego, R(t) es una funcién suave tal que
lEIj

R(0)=0, R(0)=- ZRe(h ®Z7@zl/2 g)) = —Re(h® ZZTazl/Q a) (4.10)
ZEI]' lelj

0 y R'0)=0.
De este modo se tiene que 1%1’11% t=2 R(t) = 0. Consideremos ahora el subespacio
—

1
V=gen ({g: lejJu{h})=gen{g:1€l;}&C-h.

Luego, dimV = s+ 1 para s = dimgen{g; : [ € I;} > 1. Por construccién, el subespacio V' reduce a
S — Sy T(t) de manera tal que (S — So)|y,. = T(t)|y 1, parat € (—1/2, 1/2). Por otro lado, por la Eq.
(4.11),

Ty = (S = So)lv + 12 _ |al* (g ® g — ay h@h) + R(t) = A(t) + R(t) € L(V) , (4.12)
lel;

donde hemos utilizado el hecho de que los rangos de los operadores autoadjuntos en el segundo y en el
tercer término de la férmula anterior, claramente estan contenidos en V. Luego,

)\((S— So)|v) = (C, bj ]ls) (S (Rs;(_)l)i

A( Sier, lala ®gz) =, 7, 0) € REHY con 4 >0,

por la definicién de s y el hecho de que |z| > 0 para [ € I; (y el hecho conocido de que si S, T €
My(C)T = R(S+T)=R(S)+R(T)). Luego, para t lo suficientemente chico, el espectro del operador
A(t) € L(V) definido en la Eq. (4.12) es

MA@R) =(c—¢ > e, @ lzi|?, bj + 291, .., b+t ) € (]R‘;Bl)i ,
donde hemos utilizado el hecho de que (g;, h) = 0 para todo [ € I . Consideremos ahora
AR(@)) = (61(t), ..., 0s1a(t)) € (]R‘?Bl)i para teR.

Recordemos que en este caso %1'1% t_25j(t) = (0 para 1 < j < s+ 1. Utilizando la desigualdad de Weyl de
_)
la Eq. (1.5) en la Eq. (4.12), podemos ver que

AMT@) < AAWD)) +A(RE)) 2 pt) € (R (4.13)
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Ahora sabemos que

pt) = (c—1 Dier; M 21>+ 61(t), bj + 1291+ 02(t) 5 .., by + 12y + Ge11 (1))

= (= (Sie, alal® + 252), by +12 (1 + B0, o by 82 (s + 2250 )

Como por hipétesis b; < ¢, las observaciones previas muestran que existe ¢ > 0 tal que si t € (0,¢)
entonces, para todo ¢ € I

01(t dit1(t
c>c—12 [ Y alal + 175(2) >bj+t2<%-+ ”;2()>>bj.
lG]j

Los hechos previos muestran que para t € (0,¢) se tiene que p(t) < A((S — So)|v) = (¢, bj 1) estricta-
mente. Por lo tanto,

MT(®) = (A(S = So)lya). T )= (S = So)lye) s o(t))

< (A5 = So)ly2) - AS = So)lv )" = A(S — 50),
donde la segunda relacién de mayorizacion es estricta, es decir
(A((S = So)lvs), p(1))" # (A(S = So)ly1) s A(S = So)lv)*).
Como N es una nui estrictamente convexa, para t € (0,¢) se tiene que
On(G(1) = N(T(t)) < N(S = S0) = On(9) -
Esto tltimo contradice el hecho de que Gy es un minimizador local de O en Ty(a). O

Observacién 4.2.6. Considerando la Notacién 4.2.2 y las notaciones del Corolario 4.2.4; asumiendo que
k > d se tiene que
b, = méxo (S — Sp) . (4.14)

En efecto, si R(Sp) = W = C? entonces o(S — Sp) = R(D) = {by, ..., by} con by < --- < by,. De otro
modo, dim W < d < k entonces, por el Corolario 4.2.4 y el Teorema 4.2.5, se tiene que la familia {g; }ic s,
no puede ser linealmente independiente (pues, las familias {g;}ics; son linealmente independientes para
1 < j < p y mutuamente ortogonales). Por lo tanto, podemos deducir que b, = méx o (S — Sp). A

4.2.2. Casos especiales de problemas de G-DOM

Consideremos la Notacién 4.2.2 y supongamos que k > d; si W = R(Sp) C C? entonces, tal como
vimos en el Corolario 4.2.4, W reduce al operador autoadjunto S —.Sy € H(d). En esta seccién probaremos
que en caso de que W sea un autoespacio de S — Sy y Go sea un minimizador local de Oy g a) en Ty(a),
se tiene que Gy es un minimizador global, lo cual es un caso particular del Problema para la G-DOM (ver
Teorema 4.2.9). Con el fin de abordar este caso particular, vamos a introducir la siguiente

Observacién 4.2.7 (Un modelo “naif”). Fijemos S € My(C)", a = (a;)ier, € (RE()* y una nui
estrictamente convexa N. Sea t = tr(a) = >,y a; > 0. Si G € Ty(a) entonces es claro que

Sg € Mg(C)F y  tr(Sg) =D _|lgill* =tr(a) =t.

i€l
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Luego, vamos a considerar
Mg(C)f ={A: Ac My(C)T, tr(A) =t} D{Sg: G € Ty(a)}, (4.15)
dotado con la métrica inducida por la norma de operadores. Mas aun, vamos a considerar la funcién
DN, s,t) =D : Mag(C)f = Rxo dadapor D(A) = N(S—A). (4.16)
Por la Eq. (4.15) podemos ver que
min{D(A): A€ My(C);} <min{ON(G): G € Ty(a)}. (4.17)

La desigualdad en la Eq. (4.17) puede ser estricta. Sin embargo, probaremos que bajo algunas hipdtesis

adicionales, vale la igualdad en la Eq. (4.17). Més aun, como My(C);" es un conjunto (més grande pero)

més simple, podemos calcular aquellos A € ./\/ld((C);F que alcanzan el minimo en el lado izquierdo de la
Eq. (4.17) (ver Teorema 4.2.8). A

Teorema 4.2.8. Sean S € My(C)*, A(S) = (Ni)ier, € (Réo)iv t > 0y N una nui en My(C) (fijos).
Consideremos una bon {vi}z’eﬂd de C% tal que Sv; = \; v;, para i € ;. Sea ¢ < A1 inicamente determinado

por Z()‘Z —c)t =tysea

i€ly

A% = Z()" — )T v ®@v; € My(C)S,  entonces  A(S — Ag) = (min{c, \i})ier, € (RY)*.

€1y
Luego, A°P es un minimizador global de D definido como en la Eq. (4.16).

Demostracion. Por construccién podemos ver que A(S — A°P) = (min{c, \;})ier,. Sea A € My(C)/
arbitrario; consideremos los siguiente casos:

En caso de que ¢ < Ay, se tiene A(S — A°P) = c¢1,. Como tr(A) = t, entonces
tr(A(S —A)) =tr(S — A) = tr(S) — t = tr(A(S — AP)).
Por lo tanto, en este caso se tiene que (ver item 4. en la Observacién 1.1.3)
AS =A%) =clg<AS—A4).
De este modo, podemos concluir que D(A°P) = N(S — A°P) < N(S — A) = D(A).
En caso de que ¢ > Ay, existe r € [ tal que A\, > ¢ > A, + 1. Luego,
(Vi)ier, == M8 = AP) = (c¢Lp, Mg, .. 5 Ag) € (RY).
Si A(A) = (oi)ier, € (R%OH entonces, por la desigualdad de Lidskii (aditiva), se tiene que
(30iera = (O — asien,)” = (A(S) = MA)* < A(S - 4). (1.18)
Ahora probremos que (7;)ier, < (0i)ier,; por construccién tr((7;)icr,) = tr((d;)ic1,) esto es

d d

d d
) = D= et D0 A=) = 300 = 30— (419
j=1

j=r+1 Jj=1 Jj=1
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Luego, con el fin de probar que (v;)ic1, < (0i)icr, necesitamos ver que Z?:k v > Z;l:k J;, para todo
k € 1, ya que los vectores estan ordenados de manera no-creciente. Notemos que A\; > \; — o, para todo
1 € lg; luego, por la Observacién 1.1.3, podemos concluir que \; > §;, para i € I;. Esto garantiza que,

parar+1 <k <d,
d d
Dou=) A2
j=k j=k

Definamos ahora /3 = Z?:TH(’YJ‘ —0;) y notemos que la Eq. (4.20) muestra que 8 > 0. Por la Eq. (4.19),

5;. (4.20)

k
=1

J

Zdj =r(c+p/r),

j=1
lo cual implica que (¢ + 3/r)1, < (d1,---,d,). Luego, si 1 < k < r entonces
T
G <(r—k+1)(c+p/r)<(r—k+1)c+ 5. (4.21)
j=k
Por lo tanto, para 1 < k < r resulta que
d d T (4.21)
D= di=(r—k+1)c+B-> 6 > 0. (4.22)
j=k j=k j=k

Luego, las Eqgs. (4.19), (4.21) y (4.22) muestran que v < 0. Finalmente, si NV es una nui (estrictamente
convexa) entonces
(4.18)
N(§—-A®)=N(Dy) <N(Ds) < N(S—-A)

y por lo tanto A°P es un minimizador global de D en My4(C); . O

El siguiente teorema resuelve el Problema de la G-DOM que planteamos al comienzo de esta Seccidn,
bajo algunas hipdtesis adicionales sobre la estructura espectral de los minimizadores locales.

Teorema 4.2.9. Sean S € My(C)*, a = (a;)ier, € (RE )Y, k> d y N una nui estrictamente convexa
en My(C). Sea Gy = {g;}ier, un minimizador local de ©x en Ty(a) tal que existe by € R que satisface
(S — Sg,)g: = b1 gi, para i € Iy. Luego, existe una bon {v; };cr, de C? tal que

S = Z Aiv; QU Yy Sgo = Z(}\Z — b1)+ V; @ V; , (4.23)
i€lly i€lly

donde (\;)ier, = A(S) € (R%O)i. Més aun, A\(S — Sg,) < A(S — Sg) para G € Ty(a). En particular, Gy es
un minimizador global de Oy en Ty(a).

Demostracién. Sea Sy = Sg,. Por el Teorema 4.2.3 existe una bon {v; }ier, de C? tal que
S = Z Aiv;Qup y Sy = Z )\I(S()) V; Q ;. (4.24)
i€ly 1€llg

En particular, A\(S—Sp) = (A(S)—A(Sp))¥. Sea W = R(Sy) = gen{g; : i € I1,}, el cual reduce a S — Sy por
el Corolario 4.2.4. Luego, por hipdtesis se tiene que o((S — So)|w) = {b1}. Entonces vamos a considerar
los siguientes dos casos:
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Supongamos que W = C?. En este caso o(S — Sp) = {b1} y por ende \(S — Sy) = by 14. Luego,
Ai — Ai(Sp) = b1 lo cual implica que

)\z(SO) = ()\z — bl)+ para 1 € I.
Notemos que para todo G € Ty(a) se tiene que tr(S — Sg) = tr(S) — tr(a); luego, podemos ver que
b1 1g = tr(A(S — Sp)) = tr(S — Sg),

lo cual muestra que (ver item 4. en la Observacién 1.1.3) A(S — Sp) < A(S — Sg) para toda familia
G € Ty(a). Este tltimo hecho implica que

On(Go) = N(S —Sp) < N(S—Sg) =0n(G) para toda familia G € Ty(a).

Luego, Gy es un minimizador global de ©y in Ty(a).

Ahora supongamos que W # CZ Luego, d > dimW = gen{g; : i € I} lo cual prueba que Gy es
una familia linealmente dependiente, pues k > d. Luego, el Teorema 4.2.5 implica que ¢ < b; para todo
c € 0(S—25). Seal <r<d-1tal quedimW = r. Luego, A(Sp) = (A1(So), ..., \r(S0), 0g—r) ¥
W = gen{v; : 1 <i <r}. Por lo tanto, usando la Eq. (4.24) y los hechos previos, podemos concluir que

r d T d
S—SOZZ(/\i—)\i(So)) v; @ v; + Z i U @ = by Z v; @ v + Z Ai v; @ v;
i=1 i=r+1 i=1 i=r+1

Luego, a(S — Sp) 2 N\i < b1y Ni(So) = 0, para r +1 < i < d; entonces \;(Sp) = (\(S) — b1)™, para
r+ 1 < i < d. De este modo, \;(Sp) = (\; — b1)™ para i € I y por lo tanto se obtiene la representacién
de Sy como en la Eq. (4.23).

Notemos que by = A\; — (A1 —b1) ", pues W # {0}. Esto prueba que b; < \;. Més aun, si tr(a) =t > 0

entonces

Z(/\i — b)) =tr(So) = tr(a) =t.

i€ly
Utilizando la Observacién 4.2.7 y el Teorema 4.2.8 podemos ver que para toda familia G € T4(a) se tiene
que A(S — Sp) < A(S — Sg); en particular,

On(G) = N(S — Sg) =D(Sg) > D(Sp) = N(S—5p) pues Sg e Mg(C)f .

Finalmente, Gy es un minimizador global de ©x en Ty(a). O

4.2.3. Particiones del espectro y del conjunto de normas

En esta seccién vamos considerar nuevamente una matriz S € My(C)™, una sucesién (de normas)
a = (a;)ier, € (RE()¥ y una nui estrictamente convexa N en My(C). También vamos a considerar una
familia Gy € T4(a) (la cual no necesariamente sera un minimizador local de la funcién © 5 en Ty4(a), como lo
hemos supuesto en secciones anteriores) con operador de marco Sg, = Sp, el subespacio W = R(Sp) C ce,
el operador D = (S — So)|w y o(D) ={b1, ..., by}, donde by < by < ... < by.

En el Corolario 4.2.4 hemos probado que W reduce a S — Sy € H(d); de este modo, D := (S — Sp)|w €
L(W) es un operador autoadjunto. También hemos presentado el conjunto de indices

Jj={tely: Dgo=bjg;} para jel,. (4.25)
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De este modo, I}, es la unién disjunta de {J;};er,. También hemos visto en el Teorema 4.2.3 que cada
vector g; es un autovector de S — Sp; esto nos permite considerar los conjuntos

Kj={i€l, 6 =X\ —p =b;}, (4.26)
para sp = rk(Sp). Luego, Is;, es la unién disjunta de {K;}, .
SD

En la Proposicién 4.2.13 vamos a describir la estructura de los conjuntos J; y Kj, para j € I,; para
tal fin vamos a presentar los siguientes dos resultados técnicos, que son de alguna manera un poco mé&s
generales de lo necesario para este caso, pero seran fundamentales mas adelante para la demostracién del
Teorema 4.3.12. Cabe senalar que la Proposicién 4.2.13 jugard un rol central en la prueba del Teorema
4.2.17, en el cual obtendremos la estructura detallada de los minimizadores locales de la G-DOM. Para
empezar, vamos a establecer la notacién que necesitaremos.

Notaciones 4.2.10. Fijemos S € M4(C)T, a = (a;)ier, € (R¥()* y una nui estrictamente convexa N
en My(C). Consideremos

Ov,5,a) = O :Ty(a) > R>g dadapor ©O(G) = N(S—5g).
También vamos a considerar una familia Gy = {g; }ier, € Ta(a) tal que:

a) Existe B = {v;}ic1, una bon de C? tal que

SZZM v, QU Y SOZZHi v; @y,

i€ly i€ly
donde A = (Ai)ier, = A(S) € (RL,)*, So = Sgy ¥ 1 = (mi)ier, = M(So) € (RL)*.
b) Vamos a tomar W = R(Sp), D = (S — So)|lw y (D) ={b1, ..., by} donde by < by < ... < bp.

¢) Denotaremos por § = A — p € R? de este modo, S — Sy = Zz‘e]ld 6 v;@u; y D =73%7P 6 v; @y,
donde sp = méx{z ely: [273 75 O} =1k .S).

e) Como R(Sy) =gen{g;:i €} =W = @ieﬂp ker (D — b; Iy ) entonces, para todo j € I, ,
W; =gen{g; :i € J;j} =ker (D —b; Iy ) = gen{v; : i € K}, (4.27)

pues g; € ker (D — bj Iy ) para todo i € J;. Notemos que, por el Teorema 4.2.3, cada W; reduce
tanto a .S como a Sy .

Es preciso notar que una familia Go € Ty(a) que es un minimizador local de Oy 5 a) en Ty(a), verifica
todas estas condiciones.

Proposicién 4.2.11. Sean S € My(C)" y Gy € Ty(a) como en la Notacién 4.2.10 y supongamos que
p > 1. Supongamos también que existen

i<r<p, hed; , led, con I<h (= a>ap). (4.28)

Luego, existe una curva continua G(t) : [0,1) — Ty(a) tal que G(0) = Gy y tal que A(S —Sg;)) < A(S—S50)
con mayorizacién estricta para t € (0,¢) para algiun € > 0.
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Demostracion. Consideremos

—1/2 —1/2
wp, = gn/ llgnll = a, Pon vy w=g/llal= a 2,

(notar que (wp,w;) = 0 pues (gn,g;) = 0). Ahora definamos, para t € R y algin v > 0 conveniente (el
cuél serd explicitamente calculado més adelante),

gn(t) = cos(t) gn +sin(t) |lgnll wi vy gi(t) = cos(yt) gi + sin(yt) ||gi]| wp.

Luego, consideremos la familia G (t), la cual se obtiene de Gy, reemplazando los vectores gj, y g; por gp(t)
y gi(t) respectivamente, y denotemos por Sy(t) a su operador de marco. Notemos que G, (t) € Tq(a) para
todo t € R.

Sea W}, ; = gen {wy, w; }, este subespacio reduce a S — Sy y S — S, (t). El hecho de que gi(t), gi(t) € Wi,
nos permite representar la siguiente matriz con respecto a la base Wy, ;,

2 in
o= (3 0)- 0200 = (o500 )
.2
aea=(5 0). aoat=a (000 tEmOn),

cos”(t)

Luego,
S —8,(t) =S =S50 — gn(t) @ gn(t) — qi(t) @ gi(t) + gn @ gn + 91 @ gi-

Butonces (5~ Sl = (5~ (0l Por oo ado, (5 — o)y, = (&) v

0 b
_ B b; + ap, sin?(t) — a; sin? (1) —ayp, cos(t) sin(t) — a; cos(yt) sin(yt)\ def
(5 =5 @)lwi, = <—ah cos(t) sin(t) — a; cos(yt) sin(~yt) by + a;sin?(yt) — ay, sin?(t) = A8,

Notemos que tr(A,(t)) = b; + b, para todo t € R, entonces la mayorizacion A(A(t)) < (br,b;) es estricta
si, y solo si, ||A7(t)||§ < b2 + b?. Entonces consideremos la funcién m, : R — R dada por

my () = |4, ()5 = tr(4,(1)*) (¥t €R).

Notemos que A+ (0) = (S — So)|w,,,, entonces m,(0) = tr((S — SO)’IQ/V}L,Z) = b2 + b2. El préximo paso es
encontrar un y > 0 conveniente, tal que m/ (0) = 0 pero m/(0) < 0; en este caso la mayorizacién estricta
A(A(t)) < (b, b;) implica que A(S — S,(t)) < A(S — Sp) estrictamente para todo t cercano a 0, como
queriamos.

Comencemos calculando las derivadas de las entradas a;;(t) de A (), para 1 <1i,5 < 2:

ajq(t) = apsin(2t) — ayysin(24t) = a}1(0) =0,

alo(t) = —ay cos(2t) — aycos(2vt) = ah(0) = a]5(0) = —ay — a1y,
abs(t) = ayysin(2t) — ap, sin(2t) = a)y(0) =0,

al i (t) = 2ay cos(2t) — 2a;y* cos(2t)) — a{,(0) = 2 (an — ay?),
aly(t) = 2ap sin(2t) + 2 a; 2 sin(2~t) = a{,(0) =0,

aly(t) = 2 apy? cos(2t) — 2ay, cos(2t) — al,(0) = 2 (a7* — ap)
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Luego,

m’,(0) = 2a11(0) a1;(0) + 4a12(0) a15(0) + 2 a22(0) ajy(0) = 0,
ml(0) = 4bi(an — ary?) + 4an + ary)? + 4bp(ar7* — ap).

"

7(0) es una funcién cuadrética que depende de v y su discriminante es

Notemos que m
a% alQ lan a; — (a7 + by — b;)(ap, + b; — by)] >0,
dado que asumimos que ap < a;. Luego,
(a; + (by — b)) (ap — (by — b)) = agap + (b, — by)(ap, — a;) — (by — b;)* < ay ap.

Por lo tanto, existe v € R tal que m/(0) < 0. Notemos que , mientras que (b, — b;)(an —a;) — (by — ;)2 <0

(lo cual es equivalente a decir que ap, — a; < b, — b;) podemos elegir v como arriba. ]

Como ya hemos mencionado anteriormente, la Proposicién 4.2.11 junto con el siguiente resultado, nos
permitiran obtener una prueba de la Proposicién 4.2.13.

Proposicién 4.2.12. Sean S € My(C)" y Gy € Ty(a) como en la Notacién 4.2.10 y supongamos que
p > 1. Supongamos también que existen

ieK, y jeK, con e<r talesque j<i. (4.29)
En este caso, existe una curva continua
G(t):10,1) = Tg(a) talque G(0)=Go y A(S— Sgw) < AS—50),
con mayorizacién estricta para t € (0,¢), para algin € > 0.
Demostracion. Considerando las notaciones ya establecidas y la Notacién 4.2.10, observemos que
i <pgos Aj <Ay be = A — g < b= Aj— oy

Consideremos, como en la Notacién 4.2.10, una bon B = {v;};er, de C? tal que

S:Z)\ivi@)vi y 50:Zuivi®vi. (4.30)

i€lly i€ly

Para t € [0,1) vamos a considerar la curva
at) =g+ (1=t —1) (g, v) vi +t (g, v:) v; para L€I. (4.31)

Notemos que, si | € J., entonces (S — So) g1 = begi = (g1, vj) = 0. De manera similar, si [ € I, \ Je
entonces (g;, v;) = 0 (lo cual implica que g;(t) = g;). Por lo tanto, la familia G(¢t) = {g(t) }ie1, € Ta(a)
para t € [0,1). Sean P; = v; ® v; y Pj; = v; ®v; (luego, Pj; x = (z, v;) v;). Entonces, para todo t € [0, 1),

g(t) = (I+((1—t2)1/2—1) P+t Pjj) gy paratodo [€lj.

Esto es, si V(t) = I + (1 —t*)Y/2 — 1) P, +t Pj € My(C) entonces g;(t) = V(t) g para todo ! € Iy y
t €[0,1). De este modo se tiene que

G(t)=V({t)G={V({t) gi}hier, = Sgu) =V (t)SgV(t)" para tel0,1).
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Luego, obtenemos la siguiente representacién

Sgy = Z e Ve @ vg + 111 (t) v; @ v + Y12(t) V; @ Vi + Y21(t) Vi @ vj + Y2a(t) v @ v;
Lelg\{i, 7}

donde las funciones 7,4(t) son las entradas de la matriz A(t) = (ys(t) )2 € H(2) dada por

r,s=1

10-(0 0 ) (2 O)( g ) miods cclon.

De manera sencilla se puede probar que tr(A(t)) = p;+p; y det(A(t)) = (1—t%) p; p; . Estos hechos impli-
can que si consideramos la funcién continua L(t) = Amsx(A(t)) entonces L(0) = p; y L(t) es estrictamente
creciente en [0, 1). También es facil ver que podemos considerar las curvas continuas x;(t) : [0,1) — C2,
que satisfacen que {x1(t), x2(t)} es una bon de C? tal que

AWM a(t) = Lo () para t€[0,1) vy 21(0 25(0) = 3.

) =
Para t € [0,1) consideramos la matriz X (t) = (u,s(t))%,_; € U(2) con columnas z1(t) y z2(t). Por
construccion, X (t) = [0,1) — U(2) es una curva continua tal que X (0) = Iy y tal que

X A(t) X (t) = (Lét) i +uj — L(t)) '

Finalmente, consideremos la curva continua U () : [0,1) — U(d) dada por

U(t) :un(t)vj®vj+u12(t) Uj®vi+u21(t)vi®vj+u22(t)vi®vi+ Z v Qv .
eelg\{i, 5}

Notemos que U(0) = I; ademds, consideremos G(t) = U(t)*G(t) € Ty(a) para t € [0,1), la cual es una
curva continua tal que G(0) = Gy . En este caso, para t € [0, 1) se tiene que

Sey = U#)" Sgy U(t) = L(t) vj @ vj + (i + py — L(t)) vi @ vi + Z e Ve @ vy
geﬂd\{%]}

En otras palabras, U(t) se construye de manera tal que B = {v;}ier, consiste de autovectores de SQ(t)
para todo t € [0,1). Luego, si E(t) = L(t) — p; > 0 para t € [0, 1), tenemos que

S_Sé(t):(br+E(t))'Uj®”j+(be— E(t)) v ® v; + Z (Mg — pe) ve @ vy .
cela\{i, j}

Sea € > 0 tal que E(t) = L(t) — puj < % para t € [0,¢], (recordemos que L(0) = p; y be < by). Como
L(t) (y entonces E(t)) es estrictamente creciente en [0, 1), podemos ver que

(br = E(t), be + E(t)) < (br, be) = A(S — Sg(;)) < A(S —So) para  te(0,¢],

donde las relaciones de mayorizacién son estrictas. O

Ahora si estamos en condiciones de describir la estructura de los conjuntos J; y K; para j € I,
definidos en la Notacién 4.2.14.
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Proposicién 4.2.13. Sean S € My(C)" y Gy € Ty(a) como en la Notacién 4.2.14 y supongamos que
p > 1. Luego, existen so =0 < 51 < ... < sp—1 < 5p & sp < d tales que

Kj :Jj:{Sj_l—l—l, ...,Sj} para jeﬂp_l,
(4.32)
K, ={sp-1+1,...,8} ¥y Jp=Asp-1+1, ..., k}.

Demostracién. Fijemos S € M4(C)", a = (a;)icr, € (RE))¥ y una nui estrictamente convexa N en
M4(C). Sea Gy un minimizador local de ©(y g a) en Ty(a). De este modo, Gy satisface las hipétesis
de la Notacién 4.2.10; con esas notaciones, supongamos que p > 1. Luego, vamos a probar que existen
50 =0<s1 <...< 81 <5p £ sp < d tales que se verifica la Eq. (4.32). En efecto, en caso de que
los conjuntos Jj, para j € I, no tengan la estructura descrita anteriormente (i.e. conjuntos crecientes
formados por indices consecutivos), se tiene que existen indices ¢, 7 € I, y h, [ € I}, para los cuales la Eq.
(4.28) vale. En este caso, la Proposicién 4.2.11 muestra que existe una curva continua G(t) : [0,1) — Ty(a)
tal que G(0) = Go y A(S — Sg(r)) < A(S — Sp) con mayorizacién estricta para t € (0,¢) para algin ¢ > 0.
Como N es una nui estrictamente convexa podemos concluir que

G)(N,S,a)(g(t)):N(S—Sg(t)) <N(S—So)=@(N’S’a)(g0) for te (0,6} . (4.33)

Este ultimo resultado contradice la minimalidad local de Gy. Luego, existen indices s =0 < 51 < ... <
sp—1 < Sp < d para los cuales la representacién de los conjuntos J;, para j € I,, como en la Eq. (4.32)
vale.

De manera similar, en el caso de que los conjuntos Kj, para j € I,, no sean conjuntos crecientes
formados por indices consecutivos, aplicando la Proposicion 4.2.12, también tenemos que Gy no es un
minimizador local; lo cual contradice la hipétesis sobre Gy. Finalmente, notemos que por el Teorema 4.2.3
tenemos que la familia {g; };c J; es linealmente independiente para todo j € I),—;. En particular, por la Eq.
(4.27), tenemos que

dim(Wj) = |Kj| = [J;|  para  j €Ty

Luego, tenemos que J; = K, para j € I,,_1, y que K, = {sp—1+1, ..., sp} y asi tenemos el resultado
querido. O

4.2.4. Estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM

En esta seccion, basados en los resultados obtenidos en la Seccion 4.2 y la estructura de los conjuntos
J;j vy K; (para j € I,) establecidos en las Eqgs. (4.25) y (4.26), vamos a dar una descripcién detallada de lo
que llamamos estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM. Para ello vamos a introducir
la siguiente

Notacién 4.2.14. Sean S € My(C)*, a = (a;)ier, € (RE()¥ y N una nui estrictamente convexa en
M(C). Vamos a considerar del mismo modo que antes,

1. La funcién Oy g a) = © : T4(a) = R>g dada por ©(G) = N(S — Sg).
2. Un minimizador local Gy € Ty(a) de ©(y g, a), con operador de marco Sg, = Sp.

3. El vector de autovalores de S y el de Sy (contando multiplicidades) ordenados de manera no creciente
A= (Nier, = A(S) € (RE)F y 1= (mi)ier, = M(So) € (RL)*, respectivamente.
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4. Una bon fija B = {v;}ie1, de C? como en el Teorema 4.2.3. Luego,

S:ZAiUz‘(@’U?; y S():Z,uiviéévi, (4.34)
i€ly 1€lly
5. El subespacio W = R(Sp) de C%, el operador D = (S—Sp)|w y sus autovalores o(D) = {b1, ... , by},

donde by < by < ... < by.
6. sp :méx{z ely:py; 750} =1k .S).
7. El vector § = A — pu € R? tal que, por la Eq. (4.34),

sD

5—502251-01-@1)@- y D:Z(Si’ui(@w.
icly i=1

Notar que ¢ se construye emparejando las entradas de dos vectores que estan ordenados (pues

A= AS)y pu=A(Sy)), sin embargo § no necesariamente es un vector ordenado. De todos modos,

tenemos que A(S — Sy) = o*. Lo que haremos en adelante es obtener algunas propiedades del vector

(no ordenado) 9.

8. Para cada j € I, los conjuntos de indices:
Kj:{iEHsDiél':/\i—ui:bj} y Jj:{iEHk:Dgi: jgi}.
El Teorema 4.2.3 nos permite asegurar que I, = || K; y Iy = || J; (donde la unién es
JE€l, j€l,
disjunta).
9. Como por la Eq. (4.7), R(S0) = gen{g; : i € Iy} = W = @y, ker (D — b; Iy ) entonces, para todo
J €1, , se tiene que

W; =gen{g; :i € Jj} =ker (D —bjIw ) =gen{v; : i € K;} ,

ya que g; € ker (D — bj Iy ) para todo i € J;. Notar que, por el Teorema 4.2.3, cada W; reduce
tanto a .S como a Sy .

A

Observacién 4.2.15. Consideremos la Notacién 4.2.14 para S € M4(C)T y un minimizador local Gy €
Ta(a) de la funcién Oy g, a)- Seasp =0 < 51 < ... < s, = 1k(Sp) < d, como en la Proposicién 4.2.13. En
términos de los fndices tenemos también que A\(S — Sp) = 6(S, a, Go)t, para 6(S, a, Go) = A(S) — A\(So),
y

5(S,a,g0): (b11517b2132—517 7bp]15p—sp,17)\sp+17 ,/\d) si Sp<d (435)

o
5(S,a,Go)=(bils ,balg s, ..., bpls s ) si sp=d. (4.36)
A

En el siguiente resultado vamos a obtener una caracterizacion de los indices s1 < ... < s,_2 y las cons-
tantes by < ... < b,—1 en términos del indice s,_1 (cuando p > 1). Mds adelante vamos a complementar
estos resultados, mostraremos el rol clave que juega el indice s,_1 y daremos una caracterizacién de la
constante b,. Para comenzar vamos a fijar la notacién que utilizaremos. Cabe destacar que esta notacién
no depende ni de la nui N, ni del minimizador local Gg.
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Notacién 4.2.16. Sean S € M4(C)*, a € (RE ), A(S) = (\i)ier, € (RY)Y y m = min{k, d}.
1. Vamos a definir h; := \; — a;, para todo i € L.

2. Dado 1 < j <r < m, vamos a considerar los promedios:

r

1 1
P, =— hi= ——— N —a;. 4.37
7T r—j—i—lz_:, ’ r—j—i—lz_:, P ( )
=) =]
En adelante, vamos a abreviar los promedios iniciales P, , = P, . A

Teorema 4.2.17. Consideremos la Notacién 4.2.14 para S € My(C)* y Gy € T4(a) un minimizador local
de Oy §,a) - Supongamos ademds que p > 1. Sea sp = 0 < 51 < ... < s, < d tal que la Eq. (4.32) vale.
Luego, tenemos las siguientes relaciones:

1. El indi =méx {1 <r<s,1: P = { B b1 = Ps, .
indice s1 max{ <r<spo1 T 1§%1£,1 z}y 1 81

2. Recursivamente, si s; < s,_1, entonces

Sj+1 = max {Sj <r< Sp—1 P5j+17j = rm'n Ps]--i—l,i} y bj+1 = P5j+175j+1 .
5 <i<sp—1
Para probar el Teorema 4.2.17, vamos a considerar un resultado preliminar.

Proposiciéon 4.2.18. Consideremos las Notaciones 4.2.16 y 4.2.10, y supongamos que p > 1. Supongamos
también que los conjuntos J; y K, para j € I, satisfacen las Eq. (4.32). Luego, se tiene que:

L. (ai)ies; = (Ni — bjliek;, para j € I,
2. 810 <r <s<dentonces, (a;);_, .1 < (A\j — Pry1,5)-,41 si, y s6lo si,
Poi1s<P,i, "+1<i<s < Py, s=min{Py1,;: r+1<i<s}.
Demostracion. Para cada j € I,,, consideramos los subespacios W; = gen{g; : i € J;} = R(Sg].), por lo

tanto dim W; = |Kj|. Sea Q; el proyector ortogonal sobre Wj; luego, W; reduce tanto a S como a Sy y
ademas

(5=5)Q;=b;Q; y SoQ;=>5g,.
Luego,
SQj=(5=50)Q; +S0Qj =b;Qj +Sg;, = A(Sg;) = ((\i —bj)iek;, Oa_|k;|) € (RH)F.

Finalmente, por el Teorema de Schur-Horn 1.2.4, tenemos que (a;)ic; < A(Sg,), esto equivale a la relacién
de mayorizacién

(ai)ier; < (Ni = bj)ick;,
lo cual prueba el item 1.

Supongamos ahora que 0 < r < s < d y notemos que por construccién (aj)j-:TH, (Aj— Pr+1,s);:r+1 €
(Rs_r)i. Por otro lado, si r + 1 < i < s entonces,

Z a; < Z ANj—Py1,s = (1—7)Py1,s < Z hi <= Pry1,s < Pry1,i-
j=r+1 Jj=r+1 j=r+1

Asi tenemos probado el item 2. O
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Proposicién 4.2.19. Consideremos las Notaciones 4.2.16 y 4.2.10, y supongamos que p > 1. Supongamos
también que los conjuntos J; y Kj, para j € I, satisfacen la Eq. (4.32). Luego, tenemos las siguientes
relaciones:

1. Los indices s1 = max {] <sp1: P = ém’n Pl,z‘} ybi =P g .
1<sp—1
2. Recursivamente, si s; < s,_1, entonces

Sj+1 = max {Sj <r< Sp—1 st+1’r = <m<1'n P3j+1,i} y bj+1 = P3j+175j+1 .
§5<i<sp_1

Demostracion. Primero, consideremos un indice 0 < j < p— 2, arbitrario. Por el item 1. de la Proposicién
4.2.18 y el hecho de que Jj41 = K11 = {s; +1,...,5j41}, podemos ver que

(ai)iEJj+1 = ()‘i - bj+1)i€Kj+1 = bj+1 = PSj+1,Sj+1 : (4'38)

Ahora, por la relacién de mayorizacién de la Eq. (4.38) y el item 2 de la Proposicién 4.2.18, también
tenemos que:

Pst1,s;0, =min{ Py, 41 5085 <i< s}
Por lo tanto, en el caso en que las relaciones establecidas entre los indices sp = 0 < ... < 5,1 y las

constantes by < ... < b,_1, no valgan se tiene que, existe un indice 0 < 5 < p — 2 tal que

5j41 < max {sj <r<sp-1: Ps41,r= min Pgt1i } =t <s5p_1.
5 <t<sp—1

Por la definicién de t resulta que
bj+1 = Ps]'+1,8j+1 > P s+1,t- (439)

Ademas, existe j + 1 < ¢ < p— 2 tal que sy < t < sp1. Utilizando la relacién de mayorizaciéon en la Eq.
(4.38) podemos ver que j <r < /¢ —1:

Sr41 t
(3r+1 - Sr) bri1 = Z hi 'y (t - SZ) bey1 < Z hi .
1=8,r+1 1=sp+1

Luego, las desigualdades previas nos permiten obtener la siguiente acotacién:

=: 0,

Notemos que la cota inferior 3 se representa como la combinacién lineal convexa de las constantes bj 1 <
. < bgy1, lo cual implica que Ps; 11 ¢ > 8 > bjy1 y esto contradice la Eq. (4.39). O

Demostracion del Teorema 4.2.17. En el caso de que Gy sea un minimizador local de Oy g a) en Ty(a)
para una nui /N estrictamente convexa, los resultados previos implican que los conjuntos J; y K; asociados
a Go satisfacen la Eq. (4.32). Luego, hemos visto que las siguientes relaciones son validas:

1. El indice s; = max {jgsp_l P —ng P ,} ybi =P s -

2. Recursivamente, si s; < s,_1, entonces

Sj+1 = max {Sj <r< Sp—1 ¢ st+1,r = <rrl<in st+1,i} y bj+1 = Ps]-+1,sj+1 .
55<i<sp_1
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En efecto, consideremos un indice 0 < j < p — 2 arbitrario. Por el item 1. de la Proposicién 4.2.18 y el
hecho de que Jj11 = Kj11 = {sj +1,...,5j41}, se tiene que
(ai)iEJj+1 < ()\l - bj+1)i€Kj+1 - bj+1 — st+1,sj+1 . (440)

Ahora, utilizando la relacién de mayorizacién en la Eq. (4.40) y el item 2 en la Proposicién 4.2.18 también
tenemos que
P3j+175j+1 = ml’n{stJrl’i 185 < 1 < Sj} .

Por lo tanto, en el caso de que las relaciones entre los indices sp = 0 < ... < s,_1 y las constantes
by < ... < bp_1 del enunciado no sean validas, existe un indice 0 < j < p — 2 tal que

5j41 < max {sj <r<sp-1: Pst1,r= min Pgt1i } =t<sp_1.
5;<t<sp—1

Por la definicion de t se tiene que
b]+1 = P8j+1,8j+1 Z P8j+1 ,t . (441)

También existe j +1 < ¢ < p — 2 tal que sy < t < sp41. Usando la relacién de mayorizaciéon en la Eq.
(4.40) podemos ver que, para j <r < /{—1:

Sr+41 t
(5r+1 - Sr) bry1 = Z hi 'y (t - SZ) bey1 < Z h; .
1=8,r+1 1=sp+1

Luego, las desigualdades previas nos permiten hacer la siguiente acotacion:

t -1

1 Sr41 — S t— sy

PS;‘HJ:t_S. Z hiZZ%bHﬁ 7 bey1 =: B
J i=s;+1 r=j

notar que la cota inferior 3 se representa como combinacién convexa de las constantes b1 < ... < byy.
Este ltimo hecho implica que Ps, 1.+ > 8 > bj+1, lo cual contradice la Eq. (4.41). ]

4.2.5. Condicion de co-feasibilidad

A lo largo de esta seccion vamos a suponer que k > d. En la Seccién 4.2.2 presentaremos algunos
casos particulares, donde los minimizadores locales de la G-DOM, son globales. Estos casos particulares
motivan a definir la nocién de co-feasibilidad de manera andloga al concepto de feasibilidad utilizado en
el Capitulo 3, en el contexto de las completaciones de marcos con normas predeterminadas. Si bien no
todos los problemas de G-DOM son co-feasibles, esta nocién nos permitirda mas adelante estudiar el caso
general.

Para comenzar recordemos el siguiente:

Teorema (Ver Teorema 4.2.9). Consideremos la Notacién 4.2.14 y supongamos que k > d. Supongamos
también que p = 1, i.e. existe una constante ¢ = by que satisface (S — Sy)g; = cg;, para i € . Luego,
existe una bon {v; }icr, de C? tal que

S:Z)‘i v RQU; Yy SOZZ()\i—C)+ v; ® v;,

i€ly 1€l

donde (A;)ier, = A(S) € (R%O)i. Maés aun, Go es un minimizador global de © en Ty(a). O
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Corolario 4.2.20. Con la notacién del Teorema 4.2.9 se tiene que:
1. La constante ¢ = méx o (S — Sp) es el autovalor mas grande de S — Sy.
2. El autovalor pu; = \;(So) = (\i(S) — ¢)T, para i € L.

3. La lista de normas a < ((A\;(S) — ¢)¥)ien,; en particular

tra) =Y a;=» (A(S)— o).

1€l 1€ly

Demostracion. 1. Como estamos suponiendo que k > d, la Observacién 4.2.6 afirma que
¢ =by, =méaxo(S — Sp).
2. Es una consecuencia directa del Teorema 4.2.9 y el hecho de que A(S) = ()\;)ie1, € (RY)}, por lo tanto

(N =)oy, € RYL

3. Como Gy € Ty(a) (es una familia con normas predeterminadas por a ), por el Teorema 1.2.4, podemos
afirmar que

a < ((Ai(S) =) Miey, -

El resto de las afirmaciones es consecuencia directa de esa relacion de mayorizacién. O

Los resultados previos motivan la siguiente nocién, la cual sélo depende de algin A € (]R‘io)i y
a = (a;)ier, € (REy)Y, conk > d (y no requiere de ninguna nui N en particular, ni de ningtin minimizador
local Gy de la G-DOM en Ty(a)).

Definicién 4.2.21. Sean \ € (R%O)i v a= (a;)icr, € (REy)¥, con k > d. Diremos que el par (\, a) es
co-feasible si existe una constante

c<XA talque a<((\-— C)+)ieﬂd . (4.42)

En este caso, la constante de co-feasibilidad ¢ estd tnicamente determinada por la ecuacion

tr(a) =Y (\i—c)t.

i€ly
A

Proposicién 4.2.22. Sean S € My(C)* y a = (a;)ier, € (RY)¥, con k > d. Luego, el par (A(9), a) es
co-feasible si, y sélo si, se verifican las siguientes condiciones:

1. Existen una familia G = {g;}ic1, € Tq(a) y una constante ¢ € R tales que (S — Sg) g; = cgi, para
todo ¢ € 1.

2. Esta constante verifica la igualdad ¢ = max o (S — Sg).
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Demostracion. Supongamos que existen ¢ € Ry G = {g;}ic1, € Ta(a) tales que verifican los items 1 y

2. Por la Eq. (4.7), W = R(Sg) = gen{g; : i € I}. Como (S — Sg)‘w = cly , entonces S(W) C W.
Supongamos que r = dim W. Luego, considerando por separado los autovalores de S |W y S ‘W L=
(S — Sg)‘wL , el hecho de que ¢ = maxo(S — Sg) implica que

c<Xi(S) para i€l, y c¢>XN(S) para r<i<d.

Por lo tanto, A(Sg) = A(S—(S—Sg)) = ((/\i(S)—c)+)ieHd
del Corolario 4.2.20, concluimos que la constante ¢ satisface la Eq. (4.42). Notemos que ¢ < A1(S), pues
tra # 0.

. Luego, argumentando como en la demostracion

Reciprocamente, si existe una constante ¢ que satisface la Eq. (4.42), consideramos una bon B = {v; }scI,
de C? tal que

S=> XN(S)viev, , ysea Sop =D (M(S) —o)Tv@v € Mg(C)F .

i€ly i€ly
Por el Teorema 1.2.4, existe una familia G = {g;};c1, € Tq(a) tal que Sy = Sg . Notemos que
Ai(S) — (Ni(S) — o)t =min{)\;(S), ¢} paratodo i€ly. (4.43)
Luego, ¢ > max o (S — Sg). Si consideramos

r=rkSg=méx{i €Iy: (\(S) —c)" >0} =max{i €Iy: \(S) >c} >1,
entonces {0} # W = R(Sg) = gen{v; : i € I} y satisface que (S — Sg)!W = c Iy . La demostracién
termina notando que, por la Eq. (4.7), g; € W y por lo tanto (S — Sg)g; = cg; para todo j € Ij,. O

Observacién 4.2.23. Sean S € M4(C)* y a = (a;)ier, € (RE()¥ (con k > d) tales que el par (A(S), a)
es co-feasible. Consideremos una familia G = {g; }ier, € Tq4(a) y una constante ¢ € R como en la prueba de
la segunda parte de la Proposicién 4.2.22. Luego, por el Teorema 4.2.9, G es un minimizador global (y por
lo tanto local) de la funcién Oy g a), con p = 1. Sin embargo, este hecho no implica a priori que todo
minimizador local tenga la misma estructura. Lo que vamos a probar méas adelante es que la estructura
espectral de los minimizadores locales es tnica (para el caso general, lo cual incluye al caso co-feasible).

A

Vale la pena recalcar que hay problemas de G-DOM que no son co-feasibles. Para convencernos veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.24. Consideremos una matriz S € M4(C)* tal que A := A(S) = (2,2,1,1) € (R4 vy
fijemos el vector de normas a = (3,1,1,1) € (Rio)i. Luego, el par (A, a) no es co-feasible. Pues, la tinica
solucién ¢ < 2 de la ecuacién 6 = tr(a) =2 (2—c)t+2(1—c¢)* es ¢ = 0. De este modo, (A\; —¢)™)ier, = A,
pero sin embargo a £ . VAN

En general, como ya hemos mencionado anteriormente, dados S € M4(C)* y a = (a;)ier, € (RE)Y,
el par (A(S), a) correspondiente a estos datos no es co-feasible. De hecho, si consideramos una nui N
en My4(C) que sea estrictamente convexa, entonces los minimizadores locales de Oy g a) N0s permiten
localizar tales partes co-feasibles. Con el fin de describir esta situacion, vamos a introducir la siguiente
definicién, que es andloga al concepto de feasibilidad que hemos utilizado en el Capitulo 3.
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Definicién 4.2.25. Sean S € My(C)" y a = (a;)ier, € (R¥)* con k > d. Para r € I;_1 U {0} vamos a
considerar las truncaciones:

AD(S) = (Mga(S) oo, AalS) € REDY vy al) = (ara(S), ..., ar) € (REGT)Y.

Diremos que 7 es un indice co-feasible para S y a si el par (A(")(S), a(")) es co-feasible (de acuerdo con
la Definicién 4.2.21 con dimensiones d —r < k — r). A

Observacién 4.2.26. Sean S € My(C)* y a = (a;)ier, € (R¥,)* con k > d. Consideremos una bon
B = {vi}ier, de CY tal que Sv; = \(S)wv; para i € I;. Luego, por la Proposicién 4.2.22, un indice
r € I;1 U {0} es co-feasible si, y sélo si, las condiciones 1 y 2 de la Proposicién 4.2.22 valen para el
espacio V, = gen{v; : r+ 1 < i < d}, el operador positivo S, = S|y, € L(V;) y el vector de normas
a) = (a,41(9), ..., ap) € (Rigr)i. Esto significa que existen: una constante ¢ € R y una familia

G = {gitier,_, € Ty.(a") = T, (a)ynyFrr,

tales que (S, —Sg) gi = cgi, para todo i € [, , y ¢ = max o (S, — Sg). Notar que esto no depende de la
bon elegida, sélo depende de la lista de autovalores A(S,) = A()(S) (R‘g")i. A

El siguiente resultado complementa al Teorema 4.2.17.

Proposicién 4.2.27. Consideremos la Notacién 4.2.14 con k > d para S € My(C)" y un minimizador
local Gy € Ty(a) de la funcién G)(st’a) .Sea 0 =s9 <51 <...<8p—1 <38, <dcomo en la Proposiciéon
4.2.13. Luego, b, = maxo (S — Sg,) vy sp—1 es un indice co-feasible para S y a. En particular, la constante
by, y el indice s, = rk Sg, estdn tnicamente determinados por las ecuaciones

k d
doai= > NS -b)t vy sp=mhx{s, 1 +1<i<d : M(S)—by >0} (4.44)

i:sp,1+1 i:sp,1+1

Demostracion. Sea Sy = Sg, . Notar que b, = maxo(S — Sy) por la Observacién 4.2.6, ya que estamos
suponiendo que k > d. Para probar que s,_; es un indice co-feasible vamos a utilizar la Observacién
4.2.26. Tomemos r = sp_1 . Recordemos de la Notacién 4.2.14 y la Proposicién 4.2.13 que J, = {i € [} :
(S—=50)gi =bpgi}={r+1,... .k} yW,=gen{gi:i€ Jp} =genfvj:r+1<j <sp}. Como

W = R(So) = gen{v; : j €l5,} entonces V. =gen{v;: r+1<i<d}=W,® Wt

Luego, G, = {gi}i_, 4 € Ty (a) = Tp_,.(a)) N VF" es tal que Sg, = Sp|y,. (donde hemos usado que,
por el item 9 de la Notacion 4.2.14, g; € W;- para todo j ¢ J,). Por lo tanto, si Ppq es la proyeccién
ortogonal sobre un subespacio M C C",

S‘V,._Sgr:<S_SO)‘V,-:prWp+SPWl - (S‘VT—SQT‘)gi: p Gi para T+1§i§k.

Luego, méxo(S|y, — Sg/) < maxo(S — Sp) = b, y, por la Observacién 4.2.26, s, = r es un indice
co-feasible para Sy a. Luego, por la Definicién 4.2.25, s, y b, estan determinados por la Eq. (4.44). O

Observacién 4.2.28. Consideremos la Notacién 4.2.14 con k > d para S € M4(C)* y un minimizador
local Gy € Ty(a) de la funcién O(n,s,a) - Teniendo en cuenta todos los objetos y hechos detallados en la
Notacién 4.2.14, la Observacién 4.2.15, el Teorema 4.2.17, la Eq. (4.43) y la Proposicién 4.2.27, podemos
concluir que A\(S — Sg,) = 6(S,a,Go)*, con

def

, d
5(S, a, Go) <b1 Ty (s b2 lsy sy s s byt Ly s (mm{Ai(S),bp})i:SHH) . (4.45)

Departamento de Matemaética - UNLP Hoja 83 de 96



Distancias al operador de marco en Tg(a) 4.3.

06(5, a, Go) = (min{\(9), bl})ieﬂd (si p = 1, el caso co-feasible), donde todos los elementos de esta
férmula pueden calcularse en términos de S, a y el indice s,_1 . En efecto, esta expresién depende de G
y N s6lo a través del indice s,_1 el cual determina los indices previos y las constantes por el Teorema
4.2.17, y la parte co-feasible la cual comienza en s,_1, lo cual determina a s, y a b, , por la Proposicién
4.2.27 via la Eq. (4.44). Por lo tanto vamos a denotar s,—1 = sp—1(Go) - A

Para finalizar esta seccién, vamos a presentar un resultado que compara las constantes de co-feasibilidad
correspondientes a distintos indices co-feasibles.

Corolario 4.2.29. Sean S € My(C)" y a = (a;)ier, € (RE()¥ con k > d y supongamos que los indices
r, s € Iz_1 son co-feasibles para S y a. Denotemos por c¢(s) y ¢(r) sus constantes de co-feasibilidad,
respectivamente. Luego,

s<r = c(s) >c(r) .

Demostracidn. Por la Proposicién 4.2.22, al®) < ((A\i(S) — c(s) )+)‘j:s+1 ya® < ((\i(S) —c(r) )+)d

i=r+1"
Luego,

k d T T
S o= S - vy Y a3 (S —els) (4.46)
i=r+1 i=r+1 i=s+1 i=s+1
Por lo tanto,
d k r d
Do) )t =D < Y lS) )T+ Y (N(S) —e(r)?
1=s+1 i=s+1 i=s+1 i=r+1

Pero si ¢(s) < ¢(r) entonces (\;(S) — c(s))T > (M\i(S) — e(r) )T para todo i € Iz, y ademés tenemos que
k

Or1(8) = ()" > Ovsa(8) = e(r))* poraue 33 ai >0 B elr) < Ay (). 0

4.3. Los minimizadores locales de la G-DOM son globales

Finalmente, probaremos es esta seccion, el resultado principal del capitulo: «Los minimizadores locales
de la G-DOM, son minimizadores globales». La prueba de este resultado se obtiene como consecuencia del
estudio de la estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM y la nocién de co-feasibilidad,
presentados anteriormente en este capitulo. Vale la pena senalar que este resultado incluye como caso
particular la solucién de la Conjetura de Strawn.

Esta Seccién estd dividida en dos partes, primero vamos a considerar el caso en que k > d y luego el
caso general.

4.3.1. Caso k>d

A lo largo de esta seccién vamos a considerar k > d. Notemos que las Egs. (4.35) y (4.36) junto con
el Teorema 4.2.17 y la Proposicion 4.2.27 nos proporcionan una descripcion detallada de la estructura
espectral de los minimizadores locales de la G-DOM. Con la notacién de esos resultados, vale la pena
senalar el rol clave que juega el indice co-feasible s,_; en la determinacién completa de la estructura
espectral de S — Sp y Sy (ver la Definicién 4.2.21).

La idea bésica para lo que sigue es reemplazar el indice s,_1 por un indice co-feasible r arbitrario,
para reproducir el algoritmo dado en el Teorema 4.2.17 y conseguir los indices y constantes en términos
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de ese 1 (el cual a priori no estd asociado a ningin minimizador local Gy de la G-DOM). Mostraremos
luego que existe un tnico indice r ”correcto” (es decir, co-feasible y admisible, ver Definicién 4.3.1) que
sélo depende de A(S) y a, por lo tanto debe coincidir con s,-1(Gp) .

Definicién 4.3.1. Sean S € My(C)* y a = (a;)ie1, € (RY)*. Para un indice co-feasible r € I;—1 U {0}
vamos a considerar ¢ = ¢(r) € Iz, 0 = so(r) < s1(r) < ... < $q—1(r) =7 < 8¢ < d < ky bi(r),..., bg(r)
calculados acorde al siguiente algoritmo recursivo (que sélo depende de r, A(S) y a):

1. Sir =0, tomamos ¢ =q(r) =1y so(r) = sg—1(r) =r =0 (y vamos al item 4.).
2. Sir > 0, considerando los promedios F; ; definidos en la Notacién 4.2.16, tomamos

s1(r) = méx {1 <j<r:P :rln<171} Pl,i} y bi(r) =P g0 -

3. Si el indice sj(r) ya fue calculado y s;(r) < r, entonces

sj+1(r) = méx {s;(r) <j <r: Py, = s-(Irr)lgq Pyitry1i ) s (4.47)
bl >

Y bj41(r) = Py )41, 5,41(r) -

4. Si sj(r) = r, tomamos ¢ = ¢(r) = j + 1 (entonces s,—1(r) = r) y definimos by(r) y s4(r) (con
bg(r) < A1y = 8¢-1(r) < s¢(r) < d) que estd inicamente determinado por

k d
Yo=Y (AS) —b(m))" v (4.48)
i=r+1 i=r+1
Sq(r) =max{r+1<i<d:X\(S)—by(r) >0} . (4.49)

En particular, s,(r) = méx{i € I : A;(S) — by(r) > 0} como A(S) = A(S)*.

5. Sir > 0 denotamos por §(A(S), a, r) € R? al vector dado por
. d
BONS) s @, 1) = (B17) Tayy s o b1 (1) Ty 4 sy o+ (MI{A(S) B}, L) o (450)

y 6(A(S), a, 0) = ( min{X\(S), b1(0)} )ieﬂd . Es fécil ver que (por construccién)

trd(A(S), a, r) =tr(S) —tr(a) . (4.51)

Finalmente, diremos que el indice r es admisible si 7 =007 > 0y by_1(r) < by(r). A

Observacién 4.3.2. Consideremos una nui estrictamente convexa N en M 4(C), fija. Sea Gy € Ty(a) un
minimizador local (o global) de ©(y g a) = © : T4(a) = R>o y supongamos que k > d. Ahora, podemos
aplicarle los resultados previos a la familia Gp; consideremos p > 1, constantes by < ... < b, e indices
50 =0 < s1 <...<sp, <dcomo en el Teorema 4.2.17 y la Proposiciéon 4.2.27. En particular, se tiene
que s,_1 es un indice co-feasible que también es admisible, ya que por definicién, si s,_1 > 0 entonces
bp—1 < b, ( ver el Teorema 4.2.3). La idea de lo que sigue es probar que s,_; (denotado por s,—1(Go) en
la Observacién 4.2.28) es el dnico con ambas propiedades (cualquiera se la nui N). Para empezar, vamos
a mostrar algunas propiedades del vector 6(A(S), a, ) para un indice co-feasible y admisible. JAN
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Proposicién 4.3.3. Sean S € My(C)* y a = (a;)ier, € (REH) (con k > d). Supongamos que r € [;_1 U
{0} es un indice co-feasible. Luego, para p = ¢(r), s; = sj(r), bj = bj(r) (con j € I,) y 6 = §(A(S), a, r)
como en la Definicién 4.3.1, se tiene que:

1. Sip>1luego by <...<bp_1.

Si el indice r ademds es admisible, entonces b,_1 < b, = m%x d; y también:
i€ly

2. Xs,_141 > As, > by v Ai(S) > by, para todo 51 +1<i<s;yjel, 1. Luego,

d; <min{b,, \;} paratodo ie€l;. (4.52)
3. Sip > 1 entonces (ai)fisj 41 = (Xi(S) —b; )z s 41 € R¥;™71, para todo j € I,_1.
- J—
d d—sp—
4. (ai)i'g:sp,l-s-l = (()\,(S) - bp)+)i:sp_1+1 € Rzosp i

Demostracién. 1. El caso p = 2 es trivial. Si p > 2, supongamos que existe j € I, o tal que b; > b;11.
Luego, notemos que

Si— 8i_ Sit1— S
J j—1 b+ j+1 J

J
Sj+1 — Sj—1 Sj+1 — Sj—1

P8j71+1,8j+1 = b]-l—l S bj )

lo cual contradice la definicién de s; en la Eq. (4.47), pues s;411 < s,—1 = r. De este modo, by < ... < bp_1.

Sir = s,-1 es un indice admisible, entonces b,_1 < b, = mz]}xé por definicién y la Eq. (4.50).
elyg

2. Por la Eq. (4.49), se tiene que b, < \;(S) para sp—1 +1 < i < s,. Por lo tanto, si

j € ]Ipfl y Sj—1 +1<: < Sj == bj < bp < )\sp_lJrl(S) < )\l(S) s
pues i < s; < sp-1 < sp—1 + 1y A(S) € (RY.
3. Parajel, 1ysj—1+1<m<sj, setiene que

m m 1

YNoa< Y NS -b) = h<— > NS —a

m — S;_—
i:S]'_l-i-l i:S‘j_1+1 J-1 i:Sj_1+1

4.37
( = ) Ps]'71+l,m (453)

(la equivalencia también es valida para la igualdad). Utilizando la defincién de los b; (item 2. de la
Definicién 4.3.1), podemos ver que la desigualdad del lado derecho de la Eq. (4.53) vale para todo indice
m, con igualdad cuando m = s; (por la definicién de los b; y los s; ). Hemos probado entonces que

(az)sj 41 = ()‘i(S) - bj)fisj71+1 :
El item 4 se sigue de manera inmediata del hecho de que r = s,_; es un indice co-feasible (ver la Definicién
4.2.25). O

Corolario 4.3.4. Sean S € My(C)" y a = (a;)ier, € (R’;O)i con k > d. Sea r € I;_; U {0} un indice
co-feasible y admisible. Luego, a < A(S) — d(A(S), a, r).

Demostracion. La relacién a < A(S) — 6(A(S), a, r) se sigue de los items 3 y 4 de la Proposicién 4.3.3,
vaquer <yyz=<w = (z,z2) < (y,w) (ver la Observacién 1.1.3). O
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Teorema 4.3.5. Sean S € My(C)" y a = (a;)ier, € (RE)¥. Luego, existe un tinico fndice co-feasible y
admisible s € I U {0}. Ademds este s es el minimo indice co-feasible.

Demostracion. Supongamos que existen dos indices que son co-feasibles 0 < s < r < d — 1 y que ademas
r es admisible, asi llegaremos a una contradicciéon. En efecto, sean so =0 <51 < ... <s,1 =7 <35, < d

y b1 < ... < by los indices y constantes correspondientes a la Definicién 4.3.1, para el indice r (i.e.,

renombramos p = q(r), s; = s;(r) y bj = b;(r) para j € I,). Sea A\ = A(S) € (R%O)i y consideremos el

vector

§=0(\, a,r) = (b1 o a0 s bpo1 e, 1o o, (min{A;, by})" ) . (4.54)

i=sp_1+1
De manera similar, consideremos ¢ = ¢(s), s§ =0 < s] < ... <s; ;1 =s<s; <d, b <...<b;_;ybylos
indices y constantes correspondientes a la Definicién 4.3.1, para el indice s. Vamos a considerar también
el vector

* * * ; 1\ d
=38\, a, s) = (bl Lyosgooees Uy Lo e, (minfy, bq})izsz_lﬂ) . (4.55)

Si §* = § entonces, por las Egs. (4.49), (4.54) y (4.55), se tiene que

sg=sp=max{i €lg:0; < N(S)} y by;="0b,=0s,.

Pero en este caso r = s,_1 = min{i € Iy_1 : d;21 = b,} < s*_, = s, lo cual es una contradiccién. Luego
p + p qg—1 ’ ’

0% #4.
Caso 1. Supongamos que existe 1 < 7 < min{p — 1, ¢ — 1} tal que
s; =s; (y entonces también b; = b;) para 0<i<j—1 , pero s;#s;.

Vamos a probar ahora, que esto lleva a una contradicciéon, més precisamente veremos que bajo estas
condiciones 6* = . En efecto, como sj_1 = s por construccién

*

Jj—1
sj=max{s;j 1 <i<r: Ps_41,i= . 1111{2E<T st—1+1,€} con by =Ps,_ 41,5,
J— S
y
* _ 7 . . . R 7 * —
s;=méx{sj_1 <i<s: Ps 41,= sj_ll-Ii-l%IéKs Ps, 141,04 con b; Py 141,87 -

Utilizando que s < r, se tiene que

min = P, 110> min @ P, 41 .0.
sjoatlcess L E= o Hidesy” St

Como s # s; , entonces se puede ver que
by <b; vy sj_y=s<s;<r. (4.56)

Por otro lado, por el Corolario 4.2.29, se tiene que b = by(s) > by(r) = by, ya que son las constantes

co-feasibles correspondientes a los indices co-feasibles s*

q_1:s<r:sp,1.

Ahora, considerando los hechos previos, podemos comparar § y §*:
» Tenemos que 0; = 07 para 1 <i < s;_1 = 5;71 por hipétesis.
= Por las Eq. (4.54), (4.55), y el ftem 1 de la Proposicién 4.3.3 (b} < ... <b;_;),

i} , (4.56) i . ,  (456)
0; > bj > bj=0; para Sj_1= S <i<sq < s5.
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» Como b, = max{d; : j € I}, por la Proposicién 4.3.3 (r es admisible), se tiene que

5;‘:b:‘12bp25i para 5271<i§s;’;.

» Finalmente, 6; = \; > 0;, para s; < i < d (por el ftem 2 de la Proposicién 4.3.3).

Por lo tanto 6 <4*. Como tr(d) = tr(S) — tr(a) = tr(d*) por la Eq. (4.51), se tiene que § = 6*, lo cual es
absurdo.

Caso 2. Si ahora suponemos que p < ¢y s; = s} (y por lo tanto b; = ¢j) para 0 < j < p — 1, entonces

— £ —
Sp—1 =5, 1 XS 1 =8 <T =5p_1 .

Caso 3. Por tltimo, sig<py s; = s;-‘ (y por lo tanto b; = c;‘) para 0 < 7 < g — 1, entonces se tiene que
0; = 0; para 1 <1i < s; | = sq—1. Luego, por la Proposicién 4.3.3, se tiene que

(452) , (4.55)
by <b, = 6 < min{by,, \i} <min{by, \i} ="6;

7

para s, 3 <i<d.

Luego, § < ¢*. Utilizando que tr(d) = tr(6*), también podemos concluir en este caso que § = 0*. La
demostracién estd finalizada una vez que notamos que alguno de esos tres casos debe ocurrir. ]

Definicién 4.3.6. Sea S € My(C)T con A = A(S) € (Réo)i, a = (a;)ier, € (RE) (con k > d). Si
s € I;_1 U{0} es el unico indice co-feasible y admisible para S y a (el cual existe por la Observacion 4.3.2
entonces, definimos d(\, a) := §(\, a, s) como en la Eq. (4.50) de la Definicién 4.3.1. A

Observacién 4.3.7. Con las notaciones de la Definicién 4.3.6, podemos notar que el vector §(A, a) se
puede calcular utilizando un algoritmo rapido. En efecto, la nocién de indice co-feasible y admisible es
algoritmica y puede chequearse utilizando una rutina rdapida; una vez que el tnico indice co-feasible y
admisible es calculado, el vector §(\, a) puede calcularse también utilizando un algoritmo répido (ver la
Definicién 4.3.1). A

Teorema 4.3.8. Sea S € My(C)" con A = \(S) € (R‘éo)i, a= (a;)ier, € (REGY con k> dyd(\, a)
como en la Definicién 4.3.6. Si N es una nui estrictamente convexa en M (C) entonces, son equivalentes:

1. Go € Ty4(a) es un minimizador global de Oy 5 a);
2. Go € Ty(a) es un minimizador local Oy g, a);
3. MS = Sg,) =6(\, a)t.
Luego, los minimizadores globales (y locales) son los mismos para toda nui estrictamente convexa.

Demostracion. Claramente, 1. = 2. Para probar 2. = 3., recordemos las Observaciones 4.2.15, 4.2.28 y
4.3.2, donde hemos visto que A\(S — Sg,) = d(S, a, Go)¥, para el vector §(\, a, Gg) dado por la Eq. (4.45)
y completamente determinado por el indice s,_1(Go). Por la Observacién 4.3.2 y el Teorema 4.3.5, este
indice s,—1(Go) es el unico co-feasible y admisible del Teorema 4.3.5. Por lo tanto, por las Eqgs. (4.45) y
(4.50), se tiene que

S(A(S), a) =d(S,a, Gy) = A(S —Sg,) =d(\, a)t.

3. = 1. Notemos que O es una funcién continua definida sobre un espacio métrico compacto, entonces
existe una familia G; € Ty(a) que es minimizador global de © y, en particular, es un minimizador local.
Por la implicaciéon ya demostrada 2. = 3., debemos tener que

(S — Sg,) = (X, a)t = \(S — Sg,) -
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En particular, como N es unitariamente invariante,
On,5,a)(Go) = N(S = Sg,) = N(Ds(x,a)) = N(S = Sg,) = O, 5,a)(91) ,

donde Dj(y o) € Mg(C) denota la matriz diagonal con diagonal principal 6(\, a).

Para finalizar esta secciéon vamos a considerar los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 4.3.9. Consideremos la base canénica B = {e1, e2} de C2. Sean S = 3 e1®e1+ea®ez € Ma(C)T
yva=(1l,1) (i.e. k =d =2). Luego, S es una matriz inversible. Tomemos ahora los vectores g; = g2 = e,
y consideremos la familia Gy = {g1, g2} € Ta(a). Luego,

A(S = Sg,) = AMe1®er +ea®er) = (1, 1).
Si G € Ty(a) es una familia arbitraria, entonces tr A(S — Sg) = tr S — tr Sg = 2. Luego,
A(S —Sg,) =(1,1) < AX(S—S5g) = s(S—5g,) =(1,1) <y s(S—5g) ,
por la Observacion 1.1.3 y el Teorema 1.1.10. Por lo tanto,
Ov,s5,a)(G0) <O, 5,a)(9) paratodanui N.

Asi, Gy = {e1, e1} es un minimizador global de O(n,5,a) €1 To(a). Por consiguiente, este problema es
co-feasible, entonces p =1, s; =rk Sg, =1y b1 = A2(S5) = 1. Lo interesante es notar que en este caso G
no es un marco para C? (ni siquiera cuando S € My(C)* es inversible y k > d). A

Ejemplo 4.3.10. Consideremos B = {e;, e2} la base canénica de C2. Sean S = e; ® e; € My(C)*t y
a = (2,1) (otra vez con k = d = 2). Esta vez la matriz S no es inversible. Sin embargo, veremos que
Go = {2e1, e2} € Ta(a) es un minimizador global de Oy 5 a), para toda nui N. En efecto,

A(S = 5gy) = AM—e1®er —ea@eg) = (=1, 1) = (5 = 5g,) = [A(S = 5¢,)| = (1,1)

y si G € Ty(a) es una familia arbitraria, entonces tr A(S—Sg) = 1—3 = —2, por lo tanto tr s(S—Sg) > 2.
Este ultimo hecho implica que

5(8 = Sgy) <w 5(8 = Sg) = O, 5,a)(G0) <O, s,a)(F)-

Resulta que este problema también es co-feasible, con p =1, s; =1k Sg, = 2 y by = —1. Notemos que en
este caso, la familia Gy sf es un marco para C2? (a pesar de que S € My(C)* no sea inversible). A

4.3.2. Caso general

Hasta ahora hemos considerado el caso de los minimizadores locales de la G-DOM cuando el ntimero
de vectores k es mayor o igual que la dimensién del espacio d; esto fue esencialmente necesario en la
Seccién 4.2.5 (ver la demostracién del item 1 en el Corolario 4.2.20). En esta seccién vamos a considerar
el caso general, el cual incluye el caso k < d. Nuestra propuesta estd basada en una reduccién al caso
considerado en la Seccién 4.3.1.
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Definicién 4.3.11. Sean S € My(C)* y a = (a;)icr, € (R¥)¥ con k < d. Sea B = {v;}e1, una bon de
C? tal que S = Zieﬂd Ai(S) v; ® v; . Vamos a considerar los espacios
Vi =gen{v;:i€l} vy 4 Sly, = Z \i(S) v @v; € L(Vi)™

i€l

Como k = dim V} (el “nuevo d”) podemos tomar el vector §(A(Sy), a) € R* utilizado en la Definicién

4.3.6, para los datos A(Sg) = (A1(S), ..., M\(9)) € (]Rgo)i y a € (R¥ )¢, Asi, definimos el vector
S(A(S), a) = (8(A(Sk), a), Mer1(S), .-, Aa(S))
el cual no depende ni de Sk, ni de B; sélo depende de A(S) y a. AN

Teorema 4.3.12. Sean S € My(C)T, a = (a;)ier, € (R¥)* y N una nui estrictamente convexa en
My4(C). Dada una familia Gy = {g; }ier, € Ta(a), son equivalentes:

1. Go es un minimizador global de Oy g a)-
2. Go es un minimizador local de Oy | g a)-
3. MS — Sg,) = §(A(S), a)¥ (ver la Definicién 4.3.6 para k > d, y la Definicién 4.3.11 para k < d).

Demostracion. Cuando k > d, esto es el Teorema 4.3.8; por lo tanto vamos a suponer que k < d.

Es claro que 1. = 2. Si ahora suponemos que vale 2 podemos aplicar el Teorema 4.2.3, la Proposicién
4.2.13 y el Teorema 4.2.17 (notar que en tales enunciados no se supone que k > d). Con la notacién de
esos resultados (i.e., con la Notacién 4.2.14), existe una bon B = {v; }ic1, de C? tal que

S:Z)\i(S) V;QU; Y S():Sgo :Z)\i(S()) V; @ v; .

i€ly i€l
Ahora tenemos que
r € kSo<k y W =R(Sg)=gen{vitic, C gen{vitict, = Vi,
como en la Definicién 4.3.11. Como A;(Sp) = 0 para ¢ > k, el vector
1) detf ()\Z(S) — )\Z(S[)) )iellk S Rk’
satisface que
A(S = 50) = (AS) = A(S0))* ¥ AS) = ASH) = (6, Mesa() .o s MalS)) . (457)

Con la notacién de la Definicién 4.3.11, lo que tenemos que probar es que 6 = 6(A(Sk), a). Como en este
caso r = s, < k < d, podemos aplicar la Observacién 4.2.15 (a la diferencia A\(S) — A(Sp) € R?), entonces

o= (b1 sy, b2 lsy sy oo bpls, s, o, )\SPH(S), e, )\k(S)) si s, <k (4.58)

o}
6= (bils,bolgy s ,...,0p0s s ) si s,=k, (4.59)
donde los indices s1 < ... < s,_2 y las constantes by < ...b,_1 son construidas (para A(S — Sg,) y por

lo tanto también para ¢) en términos del indice s,—1 (cuando p > 1) utilizando el algoritmo dado en el
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Teorema 4.2.17 (y también en la Definicién 4.3.1, con respecto a A(Sk), ay sp—1). Ademas, b,—1 < by, por
el Teorema 4.2.3.

Por lo tanto, con el fin de mostrar que 6 = §(A(Sk) , a), por el Teorema 4.3.5 lo que necesitamos probar
es que el indice s,_1 € Iy_1 U{0} es co-feasible (y admisible) con respecto a Sy y a. Notemos que, por los
Teoremas 4.2.3 y 4.2.13, sabemos que (S — S0)gi =bp 91 <= sp-1+1<i<ky

Wp=gen{g;: sp-1+1<i<k}=gen{v;: sp1+1<i<s,}.

Luego, si tomamos X = gen{v; : sp-1+1<i<k}y@G,= {gi}i?zsp_l+1 € Tx(al*>-1)) entonces
(Sk|X - Sgp)gz‘ = (5— 50)91‘ =0pgi, para  sp—1 + 1<i<k.

Por la Observacién 4.2.26 (para Sk y a), lo tinico que nos queda probar es que

bp=mix ¢ (=max J; ).
sp—1+1<i<k 1€l

Supongamos que b, < méx o (S —Sp). Luego, por el item 5 del Teorema 4.2.3, la familia Gy es linealmente
independiente (pues, cada conjunto {g;}jcs; es linealmente independiente, y ademds son conjuntos de
autovectores correspondientes a autovalores b; diferentes ). Luego, s, = rk Sy = k y entonces podemos

aplicar la Eq. (4.59); autométicamente tenemos que b, = m%ix 0; .
1€l

De otro modo tendriamos que b, = maxo (S — Sp) > m%x d; . Luego, en cualquier caso resulta que
1€l
b, = m%x ;. Hemos probado entonces que el indice s,_;1 es co-feasible (y también admisible, pues
1€l
bp—1 < by) con respecto a Sy y a. Luego, § = §(A(Sk), a) por el Teorema 4.3.5 y A(S — Sg,) = 6(A(S), a)¥
por la Eq. (4.57).

3. = 1. Se prueba con un argumento anélogo al de la demostraciéon del Teorema 4.3.8 (3. = 1.). O

Observacion 4.3.13. La demostracién de 2. = 3. del Teorema 4.3.12 se vuelve trivial si suponemos que
(la versién vectorial de) la nui N satisface que; para =, y € R*¥ y 2 € R4,

N(z,2)<N(y,z) = N(z,0)<N(y,0), (4.60)

porque en este caso la familia Gy es atin un minimizador local para Sy y a en Vj . Las normas estrictamente
convexas mas usuales (por ejemplo las normas p, para p € (1,00)) satisfacen la Eq. (4.60), pero esta
propiedad falla en general. Si tomamos N = || - || + [/ - [[2 la cual es una NUI estrictamente convexa,

tenemos que: si r = g , entonces (d =3, k = 2)
N((0,1),1)=14++v2 =N((r,r),1) pero N((0,1),0)=2>r+1=N((r,7),0). A
Corolario 4.3.14. Con la Notacion 4.3.12, se tiene que
|0(A, @) <w NS —Sg)| , paratodo G e Tya).
Demostracion. Para h € I; y € > 0 consideremos

New,ey(A) = Np(A) + e [Alla = Y si(A) + <A, para A€ My(C) .

i€l
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Luego, N, ) es una nui estrictamente convexa en M,4(C) tal que Hm+ Ny, e)(A) = Nipy(A), para A €
e—0
M4(C). Si tomamos una familia Gy € T4(a) tal que A(S — Sg,) = 6(\, a)* entonces, por el Teorema
4.3.12,
Sier, 10O @)l = Niay(S = Sg,) = lim Ny, (S — S,)

< lim Ny, (S — Sg) S = Sg)|F
Jim N, o) g) %:h! o)li

Como esto sucede para todo h € Iz, entonces [0(A, a)| <y |A(S — Sg)|. O
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