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1.2.2. Completaciones óptimas de marcos con normas predeterminadas: caso feasible . . 17
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Introducción

La teoŕıa de marcos fue desarrollada inicialmente por Duffin y Schaeffer en [25] alrededor de los años
1950. Sin embargo, su relevancia surge más de treinta años después, con un trabajo de Daubechies, Gross-
man y Meyer a partir del cual se empezó a reconocer la importancia de esta teoŕıa para las aplicaciones.
Desde ese entonces, la teoŕıa de marcos y la ingenieŕıa han estado ı́ntimamente relacionadas y se han
retroalimentado mutuamente generando grandes avances en el área.

En el contexto de dimensión finita, dado un conjunto de ı́ndices Ik = {1, · · · , k}, se dice que una
familia F = {fi}i∈Ik ∈ (Cd)k es un marco para Cd si genera (linealmente) a Cd. De manera equivalente,
F es un marco para Cd si existen constantes positivas 0 < A ≤ B, denominadas cotas de marco, tales que

A ‖f‖2 ≤
∑
i∈Ik

|〈f, fi〉|2 ≤ B ‖f‖2 para f ∈ Cd .

Como conjunto de generadores (posiblemente redundante), un marco F nos permite representar de manera
lineal a todos los vectores de Cd. En efecto, es bien sabido que en este caso

f =
∑
i∈Ik

〈f, gi〉 fi =
∑
i∈Ik

〈f, fi〉 gi para todo f ∈ Cd ,

para ciertos marcos G = {gi}i∈Ik que se denominan marcos duales de F . Luego, un vector (señal) f ∈ Cd
puede codificarse en términos de los coeficientes (〈f, gi〉)i∈Ik , los cuales pueden ser enviados (uno a uno)
por un canal de transmisión y ser decodificados por el receptor utilizando la fórmula de reconstrucción
mencionada arriba.

Un ejemplo clásico de marco es una base ortonormal para Cd, sin embargo este caso no es de los más
interesantes, dado que las bases permiten reconstruir a cada elemento de Cd de manera única y eso nos
da una noción de rigidez, que en general no es útil para las aplicaciones. En el caso de los marcos que no
son base, esta representación no es única y es justamente esa noción de redundancia la que hace que los
marcos puedan ser utilizados para lidiar con problemas de la vida real, tales como ruido en un canal de
transmisión (dando lugar a lo que se conoce en la literatura como diseño de marcos robustos). Los campos
de aplicación más comunes de la teoŕıa de marcos son la teoŕıa de muestreo, la reconstrucción de señales,
el procesamiento de imágenes y la transmisión de datos, entre otros. La estabilidad en el algoritmo de
reconstrucción también juega un rol central en las aplicaciones. Las consideraciones de estas caracteŕısticas
de los marcos motivaron a introducir los marcos ajustados de norma unitaria, que son aquellos en los que
las cotas de marco son iguales y cada vector de la familia tiene norma uno. Resulta que este tipo de
marcos tiene varias propiedades de optimalidad relacionadas con el borrado de los coeficientes del marco
y la estabilidad numérica de su fórmula de reconstrucción (ver [17, 41]).

En su trabajo seminal [5] Benedetto y Fickus dieron otra caracterización de los marcos ajustados con
norma unitaria, en términos de un funcional convexo conocido como el potencial de marco. En efecto,
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Introducción

dada una familia finita de vectores F = {fi}i∈Ik en Cd, el potencial de marco de F , denotado por FP(F)
(también conocido como el potencial de Benedetto-Fickus), está dado por

FP(F) =
∑
i , j∈Ik

|〈fi , fj〉|2 .

Benedetto y Fickus mostraron que si dotamos el conjunto de los marcos de k elementos en Cd de norma
uno, con la métrica

d(F , G) = máx{‖fi − gi‖ : i ∈ Ik} para F = {fi}i∈Ik ,G = {gi}i∈Ik ∈ (Cd)k

entonces, los marcos ajustados con norma unitaria están caracterizados como los minimizadores locales
del potencial de marco, que en realidad coinciden con los minimizadores globales de este funcional (sobre
el conjunto de todas las k-uplas de vectores en Cd de norma unitaria). Aśı nació la primera prueba
(indirecta) de la existencia de marcos ajustados con norma unitaria (para k ≥ d).

En las aplicaciones suele ser útil considerar marcos F = {fi}i∈Ik con normas predeterminadas por una
sucesión (de números positivos) a = (ai)i∈Ik , es decir, para cada i ∈ Ik se tiene que ‖fi‖2 = ai. En este
contexto, nace la pregunta de cuándo se puede asegurar la existencia de marcos ajustados con normas
predeterminadas (arbitrarias) y esto da lugar a lo que se conoce como problema de diseño de marcos.
Una solución completa de este problema de diseño, puede obtenerse en términos de un resultado clásico y
central de la teoŕıa de análisis matricial: el Teorema de Schur-Horn. Esta caracterización además muestra
que, dada una sucesión a = (ai)i∈Ik , no siempre existen marcos ajustados con normas predeterminadas
por ella (ver [3, 12, 14, 19, 24, 26, 29, 49]).

Este hecho da lugar a pensar en sustitutos, dentro de la clase de marcos con normas predeterminadas,
que cumplan alguna propiedad de optimalidad. Una solución completa al problema de diseño óptimo
de marcos con normas predeterminadas con respecto al potencial de marco, fue dada en [15], donde los
minimizadores globales del potencial de marco fueron calculados; incluso ha sido probado que si dotamos
la clase de marcos con normas predeterminadas por a;

Td(a) :=
{
G = {gi}i∈Ik ∈ (Cd)k : ‖gi‖2 = ai , para todo i ∈ Ik

}
,

con la métrica

d(G , G′)2 =
∑
i∈Ik

‖gi − g′i‖2 para G = {gi}i∈Ik , G
′ = {g′i}i∈Ik ∈ Td(a) ,

se tiene que los minimizadores locales del potencial de marco en Td(a) son en realidad minimizadores
globales. Esta generalización de los resultados que hab́ıan sido obtenidos en [5] motivó el estudio de los
problemas de perturbaciones relacionadas con métodos de descenso en la dirección del gradiente de la
función (suave) potencial de marco, en la variedad (suave) Td(a) .

El potencial de marco puede ser considerado dentro de la clase general de potenciales convexos in-
troducida por Massey y Ruiz en [58]. En ese trabajo fue demostrado que el diseño de marcos óptimos
en la clase Td(a) que fue obtenido en [15], también minimiza de manera global a todo potencial convexo
dentro de la clase. Más adelante, fue demostrado en [61] que los minimizadores locales de cualquier po-
tencial convexo inducido por una función estrictamente convexa, son minimizadores globales de todos los
potenciales convexos en Td(a), lo cual da una prueba por la positiva de la conjetura planteada en [58].

Dada una familia (inicial) de vectores F0 en Cd y una sucesión de números positivos a = (ai)i∈Ik ;
Fickus, Mixon y Poteet plantearon en [31], el problema de calcular las completaciones F = (F0,G), que se
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obtienen agregando a la familia inicial una familia G = {gi}i∈Ik en Cd, con normas predeterminadas por
a, de manera tal que F minimice lo que en la literatura se conoce como Error Cuadrático Medio (ECM).
Este problema es conocido como el problema de completaciones óptimas con normas predeterminadas
para el ECM, y contiene el caso particular del problema de diseño óptimo con normas predeterminadas
para el ECM, es decir, cuando la familia inicial es vaćıa. Resulta además, que el ECM es también un
potencial convexo. En la serie de trabajos [59, 60, 61] fue obtenida una solución completa al problema
de completaciones óptimas con normas predeterminadas, con respecto a todos los potenciales convexos;
expĺıcitamente, Massey, Ruiz y Stojanoff probaron que existe una clase de completaciones con normas
predeterminadas, que está determinada por ciertas condiciones espectrales tales que los elementos de esa
clase minimizan simultáneamente a todos los potenciales convexos. Una herramienta clave para resolver
este problema fue un resultado clásico de mayorización, dentro de la teoŕıa de análisis matricial: el Teorema
(aditivo) de Lidskii. Cabe señalar que el mismo resultado fue obtenido posteriormente por Fickus, Marks
y Poteet en [32], de manera independiente, en términos de un Teorema de Schur-Horn generalizado.
Notemos que dentro del conjunto de las completaciones, hay una métrica natural dada por:

d(F , F̃) =
∑
i∈Ik

‖gi − g′i‖2 para F = (F0,G) y F̃ = (F0, G̃) .

Sin embargo, la estructura de los minimizadores locales de potenciales convexos de completaciones de
marcos con normas predeterminadas, no fue obtenida en ese trabajo, ni siquiera para el caso del potencial
de Benedetto-Fickus.

Es bien conocido el hecho de que muchos resultados fundamentales de la teoŕıa de marcos en dimensión
finita, tienen su contraparte en resultados clásicos de la teoŕıa de análisis matricial; que el problema de
diseños de marcos con operador de marco y normas, ambos predeterminados, es equivalente a algunas
reformulaciones del Teorema de Schur-Horn, es un buen ejemplo de eso.

Dentro de la teoŕıa de análisis matricial, las desigualdades de Lidskii son clásicas protagonistas, ya
que forman parte de una serie de herramientas que lidian con algunos de los problemas más naturales
dentro de esta teoŕıa, tales como los de aproximación de matrices (problemas de cercańıa de matrices)
y desigualdades que involucran tanto a los autovalores de una matriz, como a sus valores singulares (se
puede consultar la bibliograf́ıa clásica [7]). Estas desigualdades aparecen expresadas en términos de lo
que se denomina mayorización. La mayorización es una relación de pre-orden entre vectores (reales) que
está ı́ntimamente relacionada con las desigualdades traciales que involucran funciones convexas. Este
hecho permite utilizar las desigualdades de Lidskii para describir la estructura de las matrices que son
óptimas con respecto a familias de funcionales tipo entrópicos (ver [54, 58, 60, 61]). Las desigualdades de
Lidskii también nos proveen relaciones simples entre el espectro de la suma de matrices autoadjuntas y
sus sumandos, involucradas con la solución de la Conjetura de Horn acerca del espectro de la suma de
matrices autoadjuntas (ver [42]).

En el año 2012, en un trabajo que en principio pareciera no estar relacionado con el problema de las
completaciones de marcos con normas predeterminadas, Strawn presenta un algoritmo de aproximación
de tipo de descenso en la dirección del gradiente para lo que él denomina distancia al operador de marco
(DOM), en la variedad (suave) Td(a). Más espećıficamente, en [63], Strawn considera para S una matriz
positiva y a una sucesión de normas predeterminadas, minimizar la distancia al operador de marco (DOM)
que se define como la función Θ2 = Θ(2 , S ,a) : Td(a)→ R≥0 dada por

Θ2(G) = ‖S − SG‖2 para G ∈ Td(a) ,

donde ‖A‖22 = tr(A∗A), para A ∈ Md(C), denota la norma Frobenius y SG al operador de marco de la
familia G.
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En el caso de que S = α I para algún α > 0, Strawn observó que encontrar los minimizadores de Θ2

en Td(a), es equivalente a encontrar los minimizadores del potencial de Benedetto - Fickus en Td(a), pues

‖S − SG‖22 = tr(S2) + tr(S2
G)− 2 Re(tr(S − SG)) = α2 d+ FP(G)− 2 (αd− tr(a)) .

Strawn notó también que, agregando una hipótesis de mayorización entre a y el vector de autovalores
de S (contados con multiplicidad), la versión del Teorema de Schur-Horn para marcos, afirma que existe
una familia Gop ∈ Td(a) tal que su operador de marco coincide con S y en este caso,

mı́n {Θ2(G) : G ∈ Td(a) } = 0 .

Al notar esto fue que Strawn presentó un algoritmo de aproximación basado en el método de descenso en
la dirección del gradiente de Θ2, el cual explota algunos aspectos geométricos de la geometŕıa diferencial
de la variedad Td(a) obtenidos por él mismo en [62] (algunos de los cuales son de naturaleza similar a los
que se consideran en [58]). En el caso de que la sucesión de iterados construida por el método de Strawn
sea convergente, lo que uno espera en general es (en el mejor de los casos) encontrar un minimizador local
de la función objetivo. Los resultados obtenidos en ese trabajo le permitieron a Strawn conjeturar que
(bajo ciertas hipótesis adicionales) los minimizadores locales de la DOM, son globales.

En esta tesis, dada una familia inicial de vectores F0 en Cd y una sucesión de números positivos
a = (ai)i∈Ik , vamos a mostrar que cualquier completación F = (F0,G0) de F0, que se obtenga agregando
una familia de vectores G0 ∈ Td(a) y que sea un minimizador local de algún potencial (estrictamente)
convexo, resulta ser un minimizador global de todos los potenciales convexos, sobre tales completaciones.
Este resultado generaliza entonces a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial
de marco y el ECM; aśı como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los
diseños óptimos (y/o completaciones óptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial
convexo arbitrario.

También probaremos que, en general, la Conjetura de Strawn es equivalente al problema de determinar
si los minimizadores locales del potencial de Benedetto - Fickus (sobre cierto conjunto de completaciones
con normas predeterminadas) son minimizadores globales. Este hecho nos ha motivado a estudiar los
minimizadores locales de completaciones con normas predeterminadas, para el potencial de Benedetto-
Fickus y para el caso más general de los potenciales convexos basados en funciones estrictamente convexas
definidos por Massey y Ruiz en [58]. De esta forma, basados en los resultados sobre mı́nimos locales de
completaciones con normas predeterminadas, daremos una prueba de la conjetura de Strawn.

La demostración de la conjetura de Strawn, da lugar a una generalización natural de la DOM en
términos de normas unitariamente invariantes (ejemplos t́ıpicos de este tipo de normas son la norma
espectral y las p-normas Schatten para p ≥ 1, que en particular incluyen a la norma Frobenius). Esto es,
para S una matriz positiva de tamaño d × d, a = (ai)i∈Ik un vector de entradas positivas ordenadas de
manera no-creciente y N una norma unitariamente invariante estrictamente convexa, se define la distancia
al operador de marco generalizada (G-DOM) como la función

Θ(N,S,a) = ΘN : Td(a)→ R≥0 dada por ΘN (G) = N(S − SG).

En este contexto surgen de manera natural varias preguntas, como por ejemplo, cuál es el mı́nimo
valor que toma ΘN en Td(a) y en qué familias G ∈ Td(a) se alcanza el mı́nimo valor. Estos problemas de
G-DOM están relacionados con los problemas de cercańıa de matrices o problemas de Procusto (ver por
ejemplo el texto reciente [35] y los clásicos libros de Bhatia [7] y Kato [39]). Una formalización de este
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tipo de problemas es la siguiente (ver [37]); dados S una matriz, una norma matricial N y un conjunto
de matrices X , queremos encontrar la distancia mı́nima

dN (S,X ) = mı́n{N(S −A) : A ∈ X} ,

y el subconjunto de matrices de X que aproximan mejor a S

Aop
N (S , X ) = {A ∈ X : N(S −A) = dN (S , X )} .

La resolución de este tipo de problemas provee una caracterización y, de ser posible, un cálculo exacto (o en
algunos casos estimaciones ajustadas) de la distancia dN (S , X ) y del conjunto de mejores aproximaciones
Aop
N (S , X ). Es común que para estos problemas se elija aN como la norma Frobenius de matrices (también

conocida como la norma 2), por ser una norma Eucĺıdea (pues está asociada a un producto interno). Sin
embargo, también es de interés considerar otras normas para este tipo de problemas, como por ejemplo
las normas pesadas o las normas unitariamente invariantes. En cuanto a los conjuntos X , algunas de
las elecciones más importantes son el conjunto de matrices autoadjuntas, el de matrices semi definidas
positivas, el de las matrices de correlación, el de los proyectores ortogonales, el de los proyectores oblicuos
y el de las matrices cuya dimensión del rango está acotada por un número fijo (ver [22, 28, 37, 40, 64]).

Una vez resuelto el problema de cercańıa para la matriz S, el conjunto X y N una norma matricial
(fijos), aparece -de manera natural- un nuevo problema de proximidad: para una matriz A0 ∈ X fija, se
pretende calcular la distancia (o alguna cota ajustada)

dX (A0 , Aop
N (S , X )) = mı́n{dX (A0 , A) : A ∈ Aop

N (S , X )} ,

donde dX denota una métrica en X . En el caso de que X esté dotado de una estructura suave que es
compatible con la distancia dX y es tal que la función Ψ(A) := N(A0 − A) es también suave sobre
X , entonces se pueden obtener estimaciones de dX (A0 , Aop

N (S , X )), aplicando métodos de descenso en
la dirección del gradiente para Ψ. El estudio de la convergencia de estos métodos, lleva a estudiar el
comportamiento local de la G-DOM. En este contexto, probaremos que los minimizadores locales de la G-
DOM son globales y además no dependen de la norma unitariamente invariante N elegida. En particular,
si tomamos N como la norma Frobenius, esto nos dará una prueba independiente de la Conjetura de
Strawn.

Organización general de la tesis

Esta tesis está principalmente basada en los trabajos [54, 55, 56] y está organizada de la siguiente
manera. En el Caṕıtulo 1 vamos a introducir la notación y los resultados básicos de la teoŕıa de análisis
matricial, poniendo particular énfasis en la mayorización, las desigualdades de Lidskii clásicas y la relación
que guardan la mayorización con las normas unitariamente invariantes y con las funciones estrictamente
convexas. También vamos a recordar algunos resultados t́ıpicos de la teoŕıa de marcos. En particular
hemos incluido en la Sección 1.2.2 varios resultados extráıdos de [59, 61] acerca del problema de comple-
taciones de marcos con normas predeterminadas óptimas, para el caso de los potenciales convexos, que
serán fundamentales para el estudio de los minimizadores locales de dichos potenciales en el Caṕıtulo 3.
Finalmente en la Sección 1.3 mencionaremos algunos hechos básicos de la geometŕıa diferencial que serán
necesarios particularmente para el desarrollo del Caṕıtulo 2.

El Caṕıtulo 2 está ı́ntegramente dedicado a estudiar versiones locales de los Teoremas de Lidskii,
los cuales serán una herramienta fundamental para probar los resultados principales de este trabajo. El
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Teorema de Lidskii para autovalores es una herramienta clásica del análisis matricial, que ha sido clave
para determinar la estructura de los minimizadores globales de los potenciales convexos en [60, 61]. No
es de extrañar entonces, que este teorema también sea importante para determinar la naturaleza de los
minimizadores locales para los potenciales convexos. Es por eso que en la Sección 2.1 vamos a probar
una versión local del teorema de Lidskii para matrices positivas, con el fin de obtener la estructura de los
minimizadores locales para el problema de potenciales convexos, y aśı poder probar que los minimizadores
locales son globales. Este resultado será fundamental para poder dar más adelante una respuesta positiva
a la Conjetura de Strawn para la DOM.

Por otro lado, las desigualdades (aditivas) de Lidskii, tanto la versión para autovalores como la de
valores singulares, pueden ser interpretadas como una descripción expĺıcita de ciertos minimizadores
globales de funciones que son construidas en base a normas unitariamente invariantes y cuyos dominios
consisten de ciertas órbitas de matrices (bajo la acción del grupo de matrices unitarias). Es por eso que en
la Sección 2.1 mostraremos que las desigualdades de Lidskii describen a todos los minimizadores globales
de tales funciones y que los minimizadores locales (considerando la topoloǵıa usual en las órbitas unitarias
que forman el dominio de las funciones en consideración) son en realidad globales. Como es de esperar,
este resultado será clave para el estudio de los minimizadores locales de la G-DOM.

Este resultado además nos permitirá probar en la Sección 2.2 una caracterización del caso de igualdad
en la desigualdad de Lidskii para valores singulares, el cual también es un resultado original de esta tesis.

En el Caṕıtulo 3 vamos a presentar el problema de las completaciones de marcos con normas prede-
terminadas. Lo que haremos principalmente será estudiar la estructura de los minimizadores locales de la
función

Td(a) 3 G 7→ Pϕ(F0 , G) := tr(ϕ(S(F0 ,G))) = tr(ϕ(SF0 + SG)) ,

donde ϕ : R≥0 → R≥0 es una función estrictamente convexa y F = (F0 , G) ∈ Ca (F0) es una completación
de F0 con una sucesión de vectores en Cd cuyas normas están predeterminadas por a. El resultado principal
de este caṕıtulo es el hecho de que los minimizadores locales de potenciales estrictamente convexos dentro
del conjunto de las completaciones de marcos con normas predeterminadas, son también minimizadores
globales. La demostración está basada en la caracterización de los minimizadores globales dada por Massey,
Ruiz y Stojanoff en [61]; y aśı como para ellos fue fundamental el Teorema de Lidskii (clásico) y la
caracterización del caso de igualdad, para nosotros será una herramienta clave la versión local del Teorema
de Lidskii (para matrices positivas) desarrollado en la Sección 2.1. Este resultado generaliza entonces
a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial de marco y el ECM; aśı
como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los diseños óptimos (y/o
completaciones óptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial convexo arbitrario. En
cuanto al Problema de Strawn, los resultados obtenidos en este caṕıtulo nos permitirán probar al inicio
del Caṕıtulo 4 que la conjetura planteada en [63] es cierta, incluso de manera más general.

En el Caṕıtulo 4 vamos a dedicar la Sección 4.1 a dar respuesta positiva a la Conjetura de Strawn [63].
La prueba que daremos está planteada en términos de una traducción entre los problemas de completacio-
nes de marcos y los problemas de DOM. La resolución de este problema induce a definir de manera natural
lo que denominamos generalización de la DOM (G-DOM) e incluso nos permite obtener información so-
bre los minimizadores globales. En la Sección 4.2 vamos a ver algunas propiedades de los minimizadores
locales de la G-DOM de manera análoga a como lo hicimos en el Caṕıtulo 3 para el caso de los potenciales
convexos. Cabe destacar que el caso de la G-DOM, no pueden utilizarse mecanismos de reducción como los
que empleamos en el Caṕıtulo 3. En base a las propiedades halladas para los minimizadores locales de la
G-DOM vamos a presentar en la Sección 4.2.2 casos particulares para los cuales los minimizadores locales
son globales. En la Sección 4.2.4 vamos a obtener propiedades de la estructura geométrica y espectral de
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los minimizadores locales de la G-DOM. Estas propiedades junto con el estudio de los casos particulares,
inducen a definir en la Sección 4.2.5 lo que denominamos condición de co-feasibilidad. Esta noción será
esencial para probar finalmente, en la Sección 4.3, que los minimizadores locales también son globales en
este caso. En particular veremos que las familias que minimizan la G-DOM no dependen de la norma
unitariamente invariante elegida.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo vamos a introducir la notación, terminoloǵıa y resultados provenientes de la teoŕıa
de análisis matricial y de la teoŕıa de Marcos, que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Como referencias
generales de estos tópicos se pueden considerar los textos [4, 7, 42, 43, 44, 53] y [13, 18, 21]. También vamos
a incluir algunos hechos de la Geometŕıa Diferencial que serán fundamentales para probar los Teoremas
de Lidskii del Caṕıtulo 2.

1.1. Análisis matricial

Empecemos estableciendo la notación y los resultados básicos de la teoŕıa de análisis matricial, que
vamos a utilizar a lo largo de esta tesis.

Para d ∈ N, definimos el conjunto de ı́ndices Id := {1, . . . , d}. Dado un conjunto (finito) de vecto-
res B = {vi}i∈Id ∈ Cd denotaremos al espacio generado por B como gen {vi : i ∈ Id}. En caso de que

gen {vi : i ∈ Id} = Cd, 〈vi , vi〉 = ‖vi‖ = 1 para todo i ∈ Id y 〈vi , vj〉 = 0 para todo i 6= j ∈ Id (donde
〈· , ·〉 denota el producto interno usual de Cd), diremos que B es una base ortonormal (bon) para Cd. Si
〈vi , vj〉 = 0 para i 6= j ∈ Id, en algunas ocasiones lo denotaremos por vi ⊥ vj .

Dado x = (xi)i∈Id ∈ Rd denotaremos por x↓ = (x↓i )i∈Id (respectivamente x↑ = (x↑i )i∈Id) al vector que
se obtiene de reordenar las entradas del vector x en orden no-creciente (respectivamente, no-decreciente).
También denotaremos por (Rd)↓ = {x↓ : x ∈ Rd}, (Rd≥0)↓ = {x↓ : x ∈ Rd≥0} y análogamente (Rd)↑ y

(Rd≥0)↑.

Vamos a denotar porMd,k(C) al álgebra de matrices d× k con entradas complejas. En el caso de que
d = k, la denotaremos simplemente porMd(C). Si x, y ∈ Cd denotaremos por x⊗ y ∈Md(C) a la matriz
de rango uno determinada por (x⊗ y) z = 〈z , y〉 x, para z ∈ Cd.

Para una matriz A = (aij)i,j∈Id ∈ Md(C) vamos a denotar por diag(A) := (a11, · · · , add) ∈ Cd al
vector formado por los elementos de la diagonal principal de A. Dado un vector µ ∈ Cd denotaremos por
Dµ a la matriz diagonal con diagonal principal dada por µ.

Vamos a considerar también los siguientes subconjuntos de Md(C):

El subespacio real de matrices autoadjuntas H(d) := {A ∈Md(C) : A = A∗} ⊂ Md(C).

El cono de matrices semidefinidas positivas Md(C)+ :
{
A ∈ H(d) : 〈Ax , x〉 ≥ 0∀x ∈ Cd

}
⊂ H(d).

El grupo de matrices unitarias U(d) := {U ∈Md(C) : U∗U = UU∗ = I} ⊂ Md(C).
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Dada una matriz A ∈ H(d) denotaremos por λ(A) = λ(A)↓ = (λi(A))i∈Id ∈ (Rd)↓ al vector de
autovalores de A contando multiplicidades y ordenado de manera no-creciente, análogamente denotaremos
por λ(A)↑ al mismo vector pero ordenado de manera no-decreciente.

Si A ∈Md(C)+, entonces λ(A) ∈ (Rd≥0)↓. Dada B ∈Md(C) denotaremos por s(B) = λ(|B|) ∈ (Rd≥0)↓

al vector de valores singulares de B, es decir, los autovalores de la matriz |B| = (B∗B)1/2 ∈ Md(C)+

ordenados de manera no-creciente y contando multiplicidades.
Un hecho conocido es que, dada una matriz A ∈Md(C) existen U, V ∈ U(d) tales que

A = U∗Ds(A)V ,

donde Ds(A) denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector de valores singulares de
A, s(A). Llamamos a esta expresión descomposición en valores singulares de A.

1.1.1. Mayorización en Rd

La mayorización entre vectores (ver [4, 7, 53]) juega un papel importante en la teoŕıa de marcos.
Por una parte, permite caracterizar la existencia de marcos con ciertas propiedades predeterminadas.
Por otra parte, la mayorización es una relación de pre-orden que implica una familia de desigualdades
de trazas. Este último hecho se usa para explicar la estructura de los mı́nimos del potencial de marco
de Benedetto-Fickus ([5, 15]), aśı como también, para describir potenciales convexos más generales para
marcos finitos.

En lo que sigue daremos una breve descripción de la sub-mayorización y la mayorización entre vectores,
la cual jugará un rol central a lo largo de esta tesis. Para un estudio más detallado de estas relaciones ver
por ejemplo [4].

Definición 1.1.1. Sean x, y ∈ Rd. Diremos que x está submayorizado por y, y lo denotaremos por x ≺w y,
si

j∑
i=1

x↓i ≤
j∑
i=1

y↓i para todo 1 ≤ j ≤ d .

Si x ≺w y y trx =
∑d

i=1 xi =
∑d

i=1 yi = tr y, diremos que x está mayorizado por y, y lo denotaremos por
x ≺ y. 4

Observación 1.1.2. En el caso de que los vectores tengan entradas no negativas, podemos extender la
noción de (sub)mayorización al caso de vectores de distintas dimensiones. Concretamente, dados x ∈ Rk≥0

e y ∈ Rd≥0, se dice que x está submayorizado por y, y lo denotaremos por x ≺w y, si

j∑
i=1

x↓i ≤
j∑
i=1

y↓i para todo 1 ≤ j ≤ mı́n {k , d} .

Si x ≺w y y trx =
∑d

i=1 xi =
∑k

i=1 yi = tr y, diremos que x está mayorizado por y, y lo denotaremos por
x ≺ y. 4

Es un ejercicio estándar probar que:

Proposición 1.1.3. Dados x, y ∈ Rd diremos que x6 y, si xi ≤ yi para todo i ∈ Id .

1. x6 y =⇒ x↓6 y↓ =⇒ x ≺w y.
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2. x ≺ y =⇒ |x| ≺w |y|, donde |x| = (|xi|)i∈Id ∈ Rd≥0.

3. Si x ≺ y y |x|↓ = |y|↓ entonces x↓ = y↓.

4. Supongamos que x = x↓, y = y↓ y que z = z↓, w = w↓ ∈ Rs. Si x ≺ y y z ≺ w entonces
(x, z) ≺ (y, w) en Rd+s.

�

Observación 1.1.4. Si A,B ∈ H(d) entonces por el ı́tem 2 de la Proposición 1.1.3 se tiene que

λ(A) ≺ λ(B) =⇒ s(A) ≺w s(B) . (1.1)

4

A pesar de que la mayorización no es un orden total en Rd, hay desigualdades fundamentales en la teoŕıa
de análisis matricial que pueden describirse en términos de esta relación. Un ejemplo clave para esta tesis
de este fenómeno es la desigualdad (aditiva) de Lidskii (ver por ejemplo [7]) la cual compara el espectro
de la suma de dos matrices autoadjuntas con la suma de los espectros. Muchas de las desigualdades entre
los autovalores de dos matrices autoadjuntas A,B y los de A + B fueron probadas por primera vez por
H. Weyl y han sido sin duda claves para la demostración de muchos resultados clásicos de mayorización,
incluyendo el Teorema de Lidskii.

Teorema 1.1.5 (Desigualdades de Weyl). Sean A,B ∈ H(d) y λ(A), λ(B) ∈ (Rn)↓. Luego,

λj(A+B) ≤ λi(A) + λj−i+1(B) para 1 ≤ i ≤ j ≤ n , (1.2)

λj(A+B) ≥ λi(A) + λj−i+n(B) para 1 ≤ j ≤ i ≤ n . (1.3)

En particular, tomando i = j, se tiene que:

λj(A) + λn(B) ≤ λj(A+B) ≤ λj(A) + λ1(B) para cada j ∈ In . (1.4)

También fue probado por Weyl que, bajo las mismas hipótesis,

λ(A+B) ≺ λ(A) + λ(B) . (1.5)

A continuación vamos a enunciar el clásico Teorema de Lidskii y vamos a incluir (en el ı́tem 2) la
caracterización del caso de igualdad obtenida por Massey, Ruiz y Stojanoff en [60].

Teorema 1.1.6 (Desigualdad de Lidskii clásica). Sean A, B ∈ H(d) con autovalores λ(A), λ(B) ∈ (Rd)↓,
respectivamente. Luego,

1. λ(A)↑ + λ(B) ≺ λ(A+B).

2. Si λ(A+B) =
(
λ↑(A) + λ(B)

)↓
entonces existe una base ortonormal (en adelante bon) {vi}i∈Id de

Cd tal que

A =
∑
i∈Id

λ↑i (A) vi ⊗ vi y B =
∑
i∈Id

λi(B) vi ⊗ vi . �
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Observación 1.1.7 (Desigualdad de Lidskii 2). Notemos que si A, B ∈ H(d) con autovalores λ(A),
λ(B) ∈ (Rd)↓ respectivamente, entonces −B ∈ H(d) y −(λ(B)↑) = λ(−B). Luego, por el ı́tem 1 del
Teorema 1.1.6 se tiene que

λ(A)↑ + λ(−B) = λ(A)↑ − λ(B)↑ ≺ λ(A−B) .

Como (λ(A)↑ − λ(B)↑)↓ = (λ(A) − λ(B))↓, ya que las coordenadas que se emparejan en las diferencias
son las mismas en ambos vectores, antes de reordenar el vector de manera decreciente, se tiene que

(λ(A)− λ(B)) ≺ λ(A−B) .

Además (por el ı́tem 2)
(λ(A)− λ(B))↓ = λ(A−B)

si, y sólo si, existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

A =
∑
i∈Id

λi(A) vi ⊗ vi y B =
∑
i∈Id

λi(B) vi ⊗ vi .

4

El Teorema de Lidskii tiene dos versiones más, relacionadas con la que dimos en el ı́tem 1 del Teorema
1.1.6. Una de ellas es la versión para valores singulares que enunciaremos a continuación.

Teorema 1.1.8 (Desigualdad de Lidskii versión valores singulares). Sean A,B ∈Md(C). Luego,

|s(A)− s(B)| ≺w s(A−B) .

Observación 1.1.9. La versión de valores singulares del Teorema de Lidskii puede obtenerse como
corolario de la primera, considerando para una matriz C ∈Md(C) la matriz Ĉ ∈ H(2 d) dada por

Ĉ =

(
0 C
C∗ 0

)
. (1.6)

Si U, V ∈ U(d) son tales que C = V ∗Ds(C)U y tomamos la matriz W ∈ U(2 d) dada por

W =
1√
2

(
V U
−V U

)
,

se puede ver que, Ĉ = W ∗ (Ds(C) ⊕−Ds(C))W , lo cual implica que

λi(Ĉ) =

{
si(C) si 1 ≤ i ≤ d ,

−sd−i+1(C) si d+ 1 ≤ i ≤ 2d .
(1.7)

Por lo tanto, para A,B ∈ Md(C), las matrices Â, B̂ ∈ H(2 d) y entonces, por la Observación 1.1.7, se
tiene que

λ(Â)− λ(B̂) ≺ λ(Â− B̂) .

Notando que Â− B̂ = Â−B, por la Eq. (1.7) resulta que

(s(A)− s(B),−(s(A)− s(B))) ≺ (s(A−B),−s(A−B)) .
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Utilizando la definición de mayorización y el hecho de que para 1 ≤ j ≤ d

λj(Â)− λj(B̂) = sj(A)− sj(B) y λ2n−j+1(Â)− λ2n−j+1(B̂) = −(sj(A)− sj(B)) ,

se tiene el resultado buscado.

Estas matrices “sombrero” también son una herramienta útil para demostrar la versión para valores
singulares de desigualdad de Weyl de la Eq. (1.5),

s(A+B) ≺w s(A) + s(B) .

4

Para la versión de valores singulares del Teorema de Lidskii, no hab́ıan sido caracterizadas hasta
el momento las matrices que verifican la igualdad. En la Sección 2.2 caracterizaremos tales matrices
utilizando estas matrices “sombrero” y los Teoremas de Lidskii locales que probaremos en la Sección 2.1.

1.1.2. Desigualdades de normas unitariamente invariantes y funciones convexas

Recordemos que una norma N en Md(C) es unitariamente invariante (nui) si

N (U AV ) = N (A) para todo A ∈Md(C) y U, V ∈ U(d) .

Son ejemplos de nui: la norma espectral ‖ · ‖sp, dada por:

‖A‖sp = s1(A)

y las p-normas Schatten ‖ · ‖p, para p ≥ 1, dadas por:

‖A‖p = tr(|A|p)1/p =

∑
i∈Id

si(A)p

1/p

.

Notar que cuando p = 2 se tiene la norma Frobenius:

‖A‖2 = tr(A∗A)1/2 =

∑
i∈Id

si(A)2

1/2

.

Esta norma proviene del producto interno 〈·, ·〉 definido en Md(C) como

〈A,B〉 = tr(A∗B) para A,B ∈Md(C) .

Es bien sabido que la mayorización está ı́ntimamente relacionada con desigualdades traciales de funcio-
nes convexas y con desigualdades que involucran normas unitariamente invariantes. Antes de mencionar
algunas de esas relaciones vamos a considerar, para I ⊂ R un subconjunto convexo, los conjuntos:

Conv(I) = {ϕ : I→ R , ϕ es convexa} y

Convs(I) = {ϕ ∈ Conv(I) , ϕ es estrictamente convexa}.

Los próximos dos teoremas muestran algunas de las relaciones entre la mayorización con las funciones
convexas y con las nuis, respectivamente.
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Teorema 1.1.10. Sean x, y ∈ Rd. Si ϕ ∈ Conv(R) entonces:

1. Si x ≺ y, luego trϕ(x)
def
=

∑
i∈Id

ϕ(xi) ≤
∑
i∈Id

ϕ(yi) = trϕ(y) .

2. Si x ≺w y y ϕ es una función creciente, entonces también resulta que trϕ(x) ≤ trϕ(y).

3. Si x ≺ y y ϕ es una función estrictamente convexa tal que tr ϕ(x) = tr ϕ(y) entonces existe una
permutación σ de Id tal que yi = xσ(i) para i ∈ Id , i.e. x↓ = y↓.

4. Si x ≺w y, ϕ ∈ Convs(R≥0) es no-decreciente y trϕ(x) = trϕ(y), entonces existe una permutación
σ de Id tal que yi = xσ(i) para i ∈ Id .

Proposición 1.1.11. Sean x, y ∈ R2. Luego, si tr(x) = tr(y) entonces o bien x ≺ y, o bien y ≺ x. Si
además ϕ es una función estrictamente convexa en R2 tal que ϕ(x) < ϕ(y) entonces x ≺ y.

Recordemos que una norma N en un C-espacio vectorial V , es estrictamente convexa si para todos
x, y ∈ V tales que N(x) = N(y), x 6= y y λ ∈ (0, 1) se tiene que

N(λx+ (1− λ)y) < N(x) = N(y) .

Teorema 1.1.12. Sean A, B ∈Md(C). Si s(A) ≺w s(B) entonces:

1. N (A) ≤ N (B) para toda nui N en Md(C).

2. Si N (A) = N (B) para alguna nui estrictamente convexa N en Md(C) entonces s(A) = s(B).

Con las ideas y notaciones previas podemos enunciar otro teorema clásico del análisis matricial, que
será utilizado en repetidas oportunidades a lo largo de esta tesis.

Teorema 1.1.13. (Teorema de Schur-Horn clásico). Sean b, c ∈ Rd. Luego, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. c ≺ b.

2. Existe una matriz B tal que diag(B) = c y λ(B) = b.

Si además b y c tienen entradas no negativas, lo anterior es equivalente a decir que:

3. Existen vectores unitarios x1, · · · , xd ∈ Cd tales que

diag(B) =
∑
j∈Id

cj xj ⊗ xj .

�
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1.2. Teoŕıa de Marcos

En esta sección presentaremos las definiciones básicas y los resultados clásicos de la teoŕıa de marcos
finitos.

Definición 1.2.1. Sea F = {fi}i∈Ik una sucesión de vectores en Cd.

1. Decimos que F es una sucesión de Bessel en Cd, si existe b > 0 tal que:∑
i∈Ik

|〈f, fi〉|2 ≤ b ‖f‖2, para todo f ∈ Cd. (1.8)

2. Decimos que F es un marco para Cd si existen constantes 0 < a ≤ b tales que:

a ‖f‖2 ≤
∑
i∈Ik

|〈f, fi〉|2 ≤ b ‖f‖2, para todo f ∈ Cd. (1.9)

3. Las constantes óptimas aF y bF para la Eq. (1.9) se llaman cotas de marco de F .

4. El marco F se denomina ajustado si aF = bF y ajustado normalizado (o también de Parseval) si
aF = bF = 1.

4

Definición 1.2.2. En general, dada una sucesión de Bessel F = {fi}i∈Ik ∈ Cd, vamos a considerar los
siguientes operadores:

TF ∈Md,k(C) - el operador de śıntesis de F dado por

TF [(ci)i∈Ik ] =
∑
i∈Ik

ci fi para (ci)i∈Ik ∈ Ck. (1.10)

T ∗F ∈Mk,d(C) - el operador de análisis de F dado por

T ∗F (f) = (〈 f, fi〉)i∈Ik para f ∈ Cd. (1.11)

SF = T ∗F TF ∈Md(C) - el operador de marco de F :

SF (f) =
∑
i∈Ik

〈 f, fi〉 fi =
∑
i∈Ik

fi ⊗ fi (f) para f ∈ Cd. (1.12)

4

Observación 1.2.3. Sea F = {fi}i∈Ik una sucesión en Cd. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un marco en Cd.

2. F genera linealmente a Cd; es decir, gen {fi : i ∈ Ik} = Cd.

3. TF es suryectivo en Cd.

4. T ∗F es acotado inferiormente.
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De la Eq. (1.12) es fácil verificar que

〈SFf, f〉 =
∑
i∈Ik

|〈f, fi〉|2 para f ∈ Cd ,

por lo tanto, SF ∈Md(C)+. Más aun, una sucesión de Bessel F en Cd es un marco para Cd si, y sólo si,
SF es inversible. 4

En diferentes aplicaciones de la teoŕıa de marcos, surge la necesidad de construir una sucesión G en
Cd, de manera tal que su operador de marco esté dado por un operador positivo B ∈ Md(C)+ y el
cuadrado de las normas de los elementos del marco este predeterminado por una sucesión de números
positivos a = (ai)i∈Ik . Esta construcción es conocida como el problema clásico de diseño de marcos con
normas predeterminadas el cual ha sido estudiado por varios grupos de investigación (ver por ejemplo
[3, 12, 14, 19, 24, 26, 29, 49]). El siguiente resultado caracteriza la existencia de tales diseños en términos
de las relaciones de mayorización.

Teorema 1.2.4 (Schur-Horn para marcos [3, 57]). Sea B ∈ Md(C)+ con autovalores λ(B) = (λi)i∈Id ∈
(Rd≥0)↓ y consideremos a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Luego, existe una sucesión G = {gi}i∈Ik en Cd con operador

de marco SG = B tal que ‖gi‖2 = ai para i ∈ Ik si, y sólo si, a ≺ λ(B); i.e.∑
i∈Ij

ai ≤
∑
i∈Ij

λi para 1 ≤ j ≤ mı́n{k , d} y tr(a) =
∑
i∈Ik

ai =
∑
i∈Id

λi = tr(λ(B)) . (1.13)

1.2.1. Completaciones de marcos con normas predeterminadas

Recientemente, ha habido un gran interés acerca de la estructura de las completaciones óptimas de
marcos con normas predeterminadas. Expĺıcitamente, si F0 = {fi}i∈In0

es una sucesión (finita) de vectores

en Cd, consideremos una sucesión a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y n = n0 + k. Con estos datos fijos, el problema
es construir una sucesión

G = {gi}ki=1 con ‖gi‖2 = ai para i ∈ Ik ,

tal que la sucesión completada que resulta de yuxtaponer los vectores de F0 y G, F = (F0 , G), es tal que
los autovalores del operador de marco de F están lo más concentrado posible; de manera ideal lo que se
busca son completaciones G tales que F = (F0 , G) sea un marco ajustado. Desafortunadamente es bien
conocido que tales completaciones no siempre existen (ver por ejemplo [29, 30, 31, 57, 59, 60, 61]). Sin
embargo es posible medir la optimalidad en términos del potencial de marco, esto es, buscamos un marco

F = (F0 , G) con ‖gi‖2 = ai para todo vector gi de G,

cuyo potencial de marco FP (F) = tr (S2
F ) sea minimal sobre todas las posibles completaciones. Otra

alternativa para medir la optimalidad es en términos de lo que se denomina error cuadrático medio
(ECM) de la sucesión F , i.e. ECM(F) = tr(S−1

F ) (ver [31]).
Más generalmente, se puede medir la estabilidad del marco completado F = (F0,G), en términos de

potenciales convexos más generales. Para introducir este tipo de potenciales comencemos considerando
los conjuntos:

Conv(R≥0) = {ϕ : R≥0 → R≥0 : ϕ es una función convexa } (1.14)

Convs(R≥0) = {ϕ ∈ Conv(R≥0) : ϕ es una función estrictamente convexa}. (1.15)
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Definición 1.2.5. Siguiendo [58] vamos a considerar el potencial convexo (generalizado) Pϕ asociado a
la función ϕ ∈ Conv(R≥0), dado por

Pϕ(F) = tr ϕ(SF ) =
∑
i∈Id

ϕ(λi(SF ) ) para F = {fi}i∈In ∈ (Cd)n ,

donde la matriz ϕ(SF ) está definida v́ıa el cálculo funcional usual. 4

Los potenciales convexos nos permiten modelar diferentes medidas de estabilidad conocidas en la teoŕıa
de marcos. Por ejemplo, si ϕ(x) = x2 para x ∈ R≥0, entonces Pϕ es el potencial de marco de Benedetto-
Fickus; si ϕ(x) = x−1 para x ∈ R>0, entonces Pϕ es el error cuadrático medio (ECM). Lo que haremos
ahora es dar una descripción detallada de las completaciones de marcos con normas predeterminadas
óptimas, con respecto a los potenciales convexos en general.

Notación 1.2.6. Sean F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓.

1. Recordemos que denotamos el producto (cartesiano) de esferas en Cd por:

Td(a) =
{
G = {gi}i∈Ik ∈ (Cd)k : ‖gi‖2 = ai para todo i ∈ Ik

}
,

dotado con la métrica producto de la métrica eucĺıdea en cada una de esas esferas, es decir

d(G , G′)2 =
∑
i∈Ik

‖gi − g′i‖2 para G = {gi}i∈Ik , G
′ = {g′i}i∈Ik ∈ Td(a) .

Notemos que Td(a) es un espacio métrico compacto con la métrica producto.

2. Vamos a considerar el conjunto Ca (F0), de las completaciones de la familia F0 con normas prede-
terminadas por la sucesión a, dado por

Ca (F0) =
{
F = (F0 , G) ∈ (Cd)n : G ∈ Td(a)

}
. (1.16)

3. Para una función ϕ ∈ Conv(R≥0) denotaremos por Fop = (F0,Gop) ∈ Ca (F0) a una completación
de marco óptima con respecto al potencial convexo Pϕ; i.e. una completación tal que

Pϕ(Fop) = mı́n{ Pϕ(F) : F ∈ Ca (F0) } . 4

Consideremos la Notación 1.2.6. En la serie de art́ıculos [59, 60, 61] ha sido completamente descrita
la estructura espectral y geométrica de las completaciones óptimas Fop = (F0,Gop) ∈ Ca (F0), cuando
ϕ ∈ Convs(R≥0) (ver Teorema 3.2.9 ). Incluso se ha probado en este caso que, si la familia Fop ∈ Ca (F0)
es óptima con respecto al potencial Pϕ en Ca (F0), entonces Fop también es óptima en Ca (F0) con respecto
a cualquier potencial convexo.

1.2.2. Completaciones óptimas de marcos con normas predeterminadas: caso feasible

En esta sección vamos a considerar varios aspectos relacionados con la noción de feasibilidad introdu-
cida por Massey, Ruiz y Stojanoff en [59]. Los ı́ndices feasibles jugarán un rol clave en nuestro estudio de
las completaciones de marcos que son minimizadores locales de los potenciales estrictamente convexos.

Definición 1.2.7. Sea λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ y fijemos t ∈ R>0 .
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1. Consideremos la función hλ : [λ1 , ∞)→ [0 , ∞) dada por

hλ(x) =
∑
i∈Id

(x− λi)+ , para todo x ∈ [λ1 , ∞) ,

donde y+ = máx{y, 0} denota la parte positiva de y ∈ R. Es fácil ver que hλ es una función continua,
estrictamente creciente, tal que hλ(λ1) = 0 y ĺım

x→+∞
hλ(x) = +∞.

2. Por lo tanto h−1
λ : [0 , ∞)→ [λ1 , ∞) está bien definida y es biyectiva; lo cual implica que existe un

único
c = c(t) > λ1 ≥ 0 tal que hλ(c(t)) = t > 0 . (1.17)

3. Sea c = c(t) > λ1 ≥ 0 como en Eq. (1.17). Definimos

ν(λ , t)
def
=
(

(c− λ1)+ + λ1 , . . . , (c− λd)+ + λd
)
∈ (Rd>0)↑ . (1.18)

4. Ahora podemos considerar el vector

µ(λ , t)
def
=
(

(c− λ1)+ , . . . , (c− λd)+
)

= ν(λ , t)− λ ∈ (Rd≥0)↓ . (1.19)

Notemos que, como λ ∈ (Rd≥0)↑, entonces µ(λ , t) ∈ (Rd≥0)↓. 4

Observación 1.2.8. Sea λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑. Supongamos que t > 0 y c = c(t) > λ1 ≥ 0 es como en
Eq. (1.17). Por como ha sido construido el vector ν(λ , t), se tiene que

tr ν(λ , t) =
∑
i∈Id

(c− λi)+ + λi = trλ+ hλ(c) = trλ+ t .

Por otro lado, como (c− a)+ + a = máx{c, a} se puede ver que:

1. Para c < λd existe un único r ∈ Id−1 tal que, si 1r = (1, . . . , 1) ∈ Rr entonces

ν(λ , t) = (c1r , λr+1 , . . . , λd) ∈ (Rd>0)↑ con λr ≤ c < λr+1 . (1.20)

En este caso, trλ+ t = tr ν(λ , t) < dλd y por lo tanto λd >
trλ+t
d .

2. De otro modo se tiene que c ≥ λd lo cual implica que ν(λ , t) = c1d ∈ (Rd>0)↑. En este caso

trλ+ t = tr ν(λ , t) = d c ≥ d λd entonces λd ≤
trλ+ t

d
.

Con las observaciones previas es sencillo ver que, dado ε > 0, el vector ρ = (e1s , λs+1 , . . . , λd) ó
ρ = e1d, es tal que

ρ ∈ (Rd>0)↑ , ρ ≥ λ y tr ρ = trλ+ t =⇒ ρ = ν(λ , t) . 4

Ahora śı estamos en condiciones de introducir la noción de par feasible. Más adelante vamos a expresar
claramente cual es la relación entre esta noción y el problema de las completaciones.

En una primera lectura, el lector podrá evitar el caso en que la cantidad de vectores k es menor
que la dimensión d del espacio. En general, el caso más útil es cuando la cantidad de vectores supera
la dimensión. De todos modos, para complementar los resultados que se obtienen en ese caso, también
hemos incluido en esta tesis el caso k < d.
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Definición 1.2.9. Sean λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓.

1. Para r = mı́n{k, d}, λ̃ = (λi)i∈Ir y t =
∑

i∈Ik ai > 0, vamos a considerar el vector ν(λ , a) ∈ Rd>0

dado por:

ν(λ , a) =

{
ν(λ , t) si r = d ≤ k(

ν(λ̃ , t) , λr+1 , . . . , λd
)

si r = k < d .
(1.21)

Observemos que en el segundo caso, el vector ν(λ , a) podŕıa no estar ordenado (si c(t) > λr+1).

2. Consideremos el vector µ(λ , a)
def
= ν(λ , a) − λ ∈ Rd≥0 . Inspeccionando en la Definición 1.2.7 y el

ı́tem 1 de arriba, podemos ver que µ(λ , a) = µ(λ , a)↓ y tr µ(λ , a) = tr a = t.

3. Diremos que el par (λ , a) es feasible si a ≺ µ(λ , a); es decir, si∑
i∈Ij

ai ≤
∑
i∈Ij

µi(λ , a) para j ∈ Ir−1 , (1.22)

donde la equivalencia se sigue de las propiedades de µ(λ , a) dadas en el ı́tem 2. Notar que en el
caso de que k < d se tiene que µk+1(λ , a) = 0. 4

Cabe destacar que tanto el cálculo de los vectores ν(λ , a) y µ(λ , a) de la Definición 1.2.9, como la
verificación de las desigualdades en la Eq. (1.22), pueden ser implementadas por un algoritmo en una
finita cantidad de pasos.

El siguiente resultado ha sido tomado de [61] (ver también [59]) y describe, para el caso feasible, la
estructura espectral de los minimizadores globales en Ca (F0) de los potenciales convexos Pϕ, para una
función ϕ ∈ Convs(R≥0). Como ya hemos mencionado anteriormente, esta estructura no depende de la
función ϕ considerada.

Teorema 1.2.10. Sean F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Consideremos λ = λ(SF0)↑ y

supongamos que el par (λ , a) es feasible. Sea ν(λ , a) = (νi(λ , a))i∈Id ∈ Rd≥0 como en la Definición 1.2.9.
Luego, para toda función ϕ ∈ Convs(R≥0) se tiene que

mı́n{Pϕ(F) : F = (F0 , G) ∈ Ca (F0)} =
∑
i∈Id

ϕ(νi(λ , a) ) .

Más aun, dado F = (F0 , G) ∈ Ca (F0) se tiene que

Pϕ(F) =
∑
i∈Id

ϕ(νi(λ , a)) ⇐⇒ λ(SF ) = ν(λ , a)↓ . �

1.3. Algunos hechos de la geometŕıa diferencial

En esta sección vamos a mencionar algunos hechos de la geometŕıa diferencial que serán necesarios
para el Caṕıtulo 2. Para un desarrollo más detallado de los resultados expuestos en esta sección se puede
consultar, por ejemplo, el libro de Lee [50].

Dada una variedad diferenciable N , denotaremos por TpN al tangente de N en el punto p ∈ N . Si
N ,M son variedades diferenciables y F : N →M es una aplicación diferenciable; decimos que F es una
submersión en el punto p ∈ N si su diferencial

DpF : TpN → TF (p)M ,
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es suryectivo. En este caso se dice que p es un punto regular de F . Un punto q ∈ M es un valor regular
de F si todos los puntos de la pre-imagen F−1(q) son puntos regulares de F .

Diremos que la función diferenciable F es una submersión, si es una submersión para cada punto
p ∈ N . De manera equivalente, F es una submersión si rk(DpF ) = dim(M) para todo p ∈ N , donde
rk(DpF ) denota la dimensión del rango del diferencial de F en el punto p; es decir, F tiene rk constante.
Esta caracterización permite obtener el siguiente teorema, el cual es un resultado clásico de la teoŕıa de
variedades diferenciables que será muy útil para esta tesis.

Teorema 1.3.1. Sean N ,M variedades diferenciables y F : N →M una submersión en el punto p0 ∈ N .
Luego, F es locamente abierta alrededor de p0; i.e, dado ε > 0, para todo entorno abierto de p0 ∈ N dado
por

Nε := {p ∈M : d(p, p0) < ε} ,

el conjunto
Mε := {F (p) : p ∈ Nε} ,

contiene un entorno abierto de F (p0) en M.
�

En el Caṕıtulo 2 vamos a considerar el grupo de matrices unitarias U(d) con su estructura (de Lie)
natural de variedad diferencial. Esto nos permite tomar la variedad producto U(d)× U(d) dotada con la
métrica

d((U1, V1), (U2, V2)) = máx{‖I − U∗1U2‖, ‖I − V ∗1 V2‖} para (U1, V1), (U2, V2) ∈ U(d)× U(d) .

Es un hecho conocido que la función exponencial H(d) 3 i ·X 7→ exp(X) nos permite identificar al plano
tangente de U(d) en la identidad, TIU(d) con el conjunto de matrices anti-hermitianas i · H(d). Pues,
γ(t) = exp(tX) ∈ U(d) es tal que γ′(0) = X ∈ i·H(d). Más aun, dada A ∈ H(d), si consideramos la función
suave (diferenciable) CA : U(d) → OA, dada por CA(U) = U∗AU , donde OA = {V ∗AV : V ∈ U(d)},
entonces su diferencial en la identidad verifica que

DICA(X) = [X,A] ∈ H(d) para X ∈ i · H(d) ,

donde [X,A] = XA−AX.
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Teoremas de Lidskii locales

El Teorema (aditivo) de Lidskii clásico (ver Teorema 1.1.6) debe su nombre a Victor Lidskii, quién lo
mencionó por primera vez en [52] sin dar detalles de la prueba. La primera demostración que apareció
fue dada por Berezin y Gel’fand en [6], en un trabajo relacionado con la teoŕıa de grupos de Lie. Esta
demostración no es para nada sencilla y parece ser que, por sugerencia de estos autores, Lidskii dió (lo
que según él era) una prueba elemental con herramientas propias de la teoŕıa de análisis matricial. Esta
prueba “elemental” generó polémicas y dió lugar a que algunos matemáticos buscaran demostraciones
alternativas; esto llevó a muchos de ellos a desarrollar nuevas técnicas dentro de la teoŕıa de análisis
matricial que han sido muy útiles desde entonces; sin ir más lejos, Wielandt probó su famoso principio de
min-max, buscando una prueba alternativa de este Teorema de Lidskii.

Diferentes versiones y demostraciones han aparecido desde entonces (en el libro de Bhatia [7] figuran
cuatro), pero sin duda una demostración particularmente simple es la que dieron C.K. Li y R. Mathias
en [20], donde la herramienta principal es el Teorema de Weyl, el cual hab́ıa sido considerado por muchos
años, un resultado más débil.

Sin dudas que, desde su aparición, las desigualdades de Lidskii han sido clásicas protagonistas dentro
de la teoŕıa de análisis matricial, ya que forman parte de una serie de herramientas que lidian con algunos
de los problemas más naturales dentro del área, tales como los de aproximación de matrices (problemas
de cercańıa de matrices) y desigualdades que involucran tanto a los autovalores de una matriz, como a
sus valores singulares. Como hemos visto en la Sección 1.1.1, estas desigualdades aparecen expresadas
en términos de la mayorización, la cual es una relación de pre-orden entre vectores (reales) que está
ı́ntimamente relacionada tanto con las desigualdades traciales que involucran funciones convexas, como
con las desigualdades que involucran normas unitariamente invariantes.

En este caṕıtulo, dado un vector µ ∈ (Rd)↓ vamos a considerar la órbita unitaria dada por:

Oµ = {G ∈ H(d) : λ(G) = µ} = {U∗Dµ U : U ∈ U(d)} , (2.1)

donde Dµ ∈Md(C) denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector µ. A esta órbita
unitaria la vamos a considerar dotada con la métrica usual inducida por la norma de operadores; de este
modo tenemos que Oµ es un espacio métrico. Si tomamos S ∈ H(d) y G ∈ Oµ, el Teorema de Lidskii (ver
ı́tem 1 del Teorema 1.1.6) establece que

λ(S)↑ + µ ≺ λ(S +G) .

Más aun, por la caracterización del caso de igualdad dada por Massey, Ruiz y Stojanoff en [60] (ver ı́tem
2 del Teorema 1.1.6), se tiene que; (λ(S)↑+µ)↓ = λ(S +G) si, y sólo si, existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal
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que

S =
∑
i∈Id

λ↑i (S) vi ⊗ vi y G =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi . (2.2)

Notemos que entonces, utilizando una bon de autovectores de S, podemos construir una matriz G0 ∈ Oµ
de manera tal que sea un mı́nimo para la mayorización, esto es

(λ(S)↑ + µ)↓ = (λ(S)↑ + λ(G0))↓ = λ(S +G0) ≺ λ(S +G) para toda matriz G ∈ Oµ . (2.3)

En el caso de que S ∈ Md(C)+ y µ ∈ (Rd≥0)↓, las matrices G ∈ Oµ son positivas. Luego, dada una
función estrictamente convexa ϕ ∈ Convs(R≥0), podemos definir el potencial convexo (asociado a ϕ) como
la función Φϕ = Φ(ϕ , S , µ) : Oµ → R≥0 dada por:

Φϕ(G) = tr(ϕ(S +G)) =
∑
j∈Id

ϕ(λj(S +G)) para G ∈ Oµ . (2.4)

Notemos que la matriz G0 ∈ Oµ(⊂Md(C)+) (construida con una bon de autovectores de S ∈ Md(C)+)
que verifica la Eq. (2.3), es un minimizador global de Φϕ en Oµ pues, por el ı́tem 1 del Teorema 1.1.10,
para toda matriz G ∈ Oµ se tiene que

λ(S +G0) = (λ↑(S) + µ)↓ ≺ λ(S +G)⇒
∑
i∈Id

ϕ(λ↑i (S) + µi) ≤
∑
i∈Id

ϕ(λi(S +G)) ,

por ser ϕ una función estrictamente convexa.
Rećıprocamente, si G ∈ Oµ es un minimizador global de Φϕ en Oµ entonces∑

i∈Id

ϕ(λ↑i (S) + µi)) =
∑
i∈Id

ϕ(λi(S +G0)) =
∑
i∈Id

ϕ(λi(S +G)) . (2.5)

Recordemos que, por el Teorema de Lidskii 1.1.6, sabemos que λ↑(S) + µ ≺ λ(S + G) y como ϕ es una
función estrictamente convexa, la Eq. (2.5) junto con el ı́tem 3 del Teorema 1.1.10 implican que

λ(S +G) = (λ↑(S) + µ)↓ = λ↑(S) + λ(G) .

De este modo, S yG pueden diagonalizarse simultáneamente en una bon de Cd, con los espectros ordenados
como en la Eq. (2.2); en particular se tiene que S y G conmutan. Es decir, si G es un minimizador global
de Φϕ en Oµ entonces se puede obtener (a partir de S) de la misma forma que G0. Cabe destacar, que el
minimizador G0 no depende de la función convexa; es decir que, G0 es un minimizador global para todos
los potenciales convexos.

En el caso más general en que S ∈ H(d), µ ∈ (Rd)↓ y G ∈ Oµ; por la Observación 1.1.7 se tiene que

λ(S)− µ ≺ λ(S −G) .

Más aun, por la caracterización del caso de igualdad; (λ(S)− µ)↓ = λ(S −G) si, y sólo si, existe una bon
{vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi(S) vi ⊗ vi y G =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi . (2.6)

De manera análoga al caso anterior, utilizando una bon de autovectores de S, podemos construir una
matriz G0 ∈ Oµ que sea un mı́nimo para la mayorización, esto es

(λ(S)− µ)↓ = (λ(S)− λ(G0))↓ = λ(S −G0) ≺ λ(S −G) para toda matriz G ∈ Oµ . (2.7)
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Luego, por la Observación 1.1.4, se tiene que

s(S −G0) ≺w s(S −G) para toda matriz G ∈ Oµ . (2.8)

Si ahora tomamos una nui estrictamente convexa N en Md(C) (fija), por el ı́tem 1 del Teorema 1.1.12,
resulta que

N(S −G0) ≤ N(S −G) .

De este modo, dada una nui N estrictamente convexa, tiene sentido definir la función:

ΦN = Φ(N,S, µ) : Oµ → R≥0 dada por ΦN (G) = N(S −G) (2.9)

y preguntarse como son sus minimizadores. Notemos que los hechos mencionados previamente afirman
que para toda matriz G ∈ Oµ,

ΦN (G0) = N(S −G0) ≤ N(S −G) = ΦN (G).

Por lo tanto, G0 es un minimizador global de ΦN en Oµ.

Rećıprocamente, si G ∈ Oµ es un minimizador global de ΦN en Oµ, los comentarios previos junto con
los ı́tems 2 y 3 de la Proposición 1.1.3 muestran que

λ(S −G0) ≺ λ(S −G) y N(S −G0) = N(S −G) =⇒ λ(S)− µ = λ(S −G0) = λ(S −G) , (2.10)

donde estamos utilizando el hecho de que N es una nui estrictamente convexa, la relación de submayori-
zación de la Eq. (2.8) y el Teorema 1.1.12. Por otro lado, la Eq. (2.10) junto con el Teorema 1.1.6 implican
que existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y G =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi ,

donde (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd)↓. Esto significa que si G es un minimizador global de ΦN , entonces se obtiene
(a partir de S) de la misma manera que G0, tal como ocurre para el caso de los potenciales convexos.
Incluso más, en este caso también se tiene que el minimizador global de ΦN no depende de la nui N
elegida, es decir que es el mismo para toda nui estrictamente convexa.

Estos hechos nos permiten concluir entonces, que la desigualdad de Lidskii caracteriza a los minimi-
zadores globales tanto de la función Φ(ϕ , S , µ), como de la función Φ(N ,S , µ). De este modo resulta natural
preguntarse como será la estructura de los minimizadores locales de ambas funciones y si existe alguna
versión de los Teoremas de Lidskii que permita caracterizarlos. Responder ese interrogante será nuestro
objetivo en este caṕıtulo. Incluso más, en la Sección 2.1 probaremos que en ambos casos, los minimizado-
res locales son en realidad minimizadores globales. En la Sección 2.2, como aplicación de los Teoremas de
Lidskii locales que probaremos en la Sección 2.1, daremos una caracterización de las matrices que verifican
la igualdad en la desigualdad de Lidskii para valores singulares. Esta caracterización no será utilizada en
el resto de este trabajo, sin embargo, complementa los resultados obtenidos y es un resultado original de
esta tesis.
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2.1. Minimizadores locales de la desigualdad de Lidskii

Como hemos mencionado en la introducción de este caṕıtulo, las desigualdades de Lidskii pueden ser
interpretadas como una descripción expĺıcita de los minimizadores globales de las funciones Φ(ϕ , S , µ) y
Φ(N ,S , µ) definidas en las Eqs. (2.4) y (2.9), respectivamente. En esta sección vamos a probar versiones
locales de los Teoremas de Lidskii que nos permitirán caracterizar a los minimizadores locales de tales
funciones para luego probar que, en ambos casos, los minimizadores locales son globales.

Comencemos recordando algunas definiciones que hemos dado en la Sección 1.3.

Definición 2.1.1. Sean S,G0 ∈ H(d). De aqúı en más vamos a considerar:

1. La variedad producto U(d)× U(d), dotada con la métrica

d((U1, V1), (U2, V2)) = máx{‖I − U∗1U2‖, ‖I − V ∗1 V2‖} .

2. El conjunto de matrices autoadjuntas de traza τ = tr(S) + tr(G0)

H(d)τ
def
= {M ∈ H(d) : tr(M) = τ} .

3. La función Γ = Γ(S,G0) : U(d)× U(d)→ H(d)τ dada por

Γ(U, V ) = U∗S U + V ∗G0 V para U, V ∈ U(d) .

4

Recordemos que dado un conjunto de matrices S ⊂ Md(C) se define el conmutante de S, como la
subálgebra unital de Md(C) dada por

S ′ = { C ∈Md(C) : [C,D] = 0 para todo D ∈ S } ⊂Md(C) ,

donde [C,D] = CD−DC denota el conmutador de C yD. En caso de que S = S∗ = {A ∈Md(C) : A∗ ∈ S},
se tiene que S es una ∗-subálgebra unital de Md(C).

El siguiente resultado es estándar; para probarlo vamos a utilizar las definiciones y hechos de la
geometŕıa diferencial que hemos mencionado en la Sección 1.3.

Lema 2.1.2. Consideremos la Notación de la Definición 2.1.1. Luego,

Γ es una submersión en (I, I) ⇐⇒ {S, G0}′ = C · I .

Demostración. Recordemos de la Sección 1.3, que la función (exponencial) i · H(d) 3 X 7→ exp(X)
nos permite identificar al plano tangente TIU(d) con i · H(d). Como estamos considerando la estructura
producto sobre U(d)× U(d), podemos concluir que el diferencial de Γ satisface que

D(I,I)Γ(X, 0) = [S,X] y D(I,I)Γ(0, X) = [G0, X] para X ∈ i · H(d) .

Notar que Γ es una función suave y su imagen está contenida en H(d)τ , entonces el espacio tangente
de la imagen está contenido en T H(d)τ = H(d)0. Luego, Γ no es una submersión en (I, I) si, y sólo si,
D(I,I)Γ no es suryectivo; lo que es equivalente a decir que existe 0 6= Y ∈ T H(d)τ = H(d)0 (i.e. Y ∈ H(d)

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 24 de 96



Teoremas de Lidskii locales 2.1.

con tr Y = 0) tal que Y es ortogonal (respecto del producto interno dado por la traza) a la imagen del
diferencial de Γ en (I, I); es decir,

tr(Y [S,Z]) = tr(Y [G0, Z]) = 0 para toda matriz Z ∈ i · H(d) . (2.11)

Utilizando que tr(AB) = tr(BA) para A,B ∈Md(C), se tiene que

tr(Y [S,Z]) = tr([Y, S]Z) = 0 y tr(Y [G0, Z]) = tr([Y,G0]Z) = 0 , ∀Z ∈ i · H(d) .

Luego,

[Y, S] = 0 = [Y,G0] ∈ i · H(d) .

Más aun, como Y 6= 0 y tr Y = 0, entonces Y tiene alguna proyección espectral no trivial P tal que

[P, S] = [P,G0] = 0 .

Por lo tanto {S, G0}′ 6= C · I.

Rećıprocamente, si suponemos que {S, G0}′ 6= C ·I, como {S, G0} = {S, G0}∗ entonces el conmutante
{S, G0}′ es una ∗-subálgebra unital de Md(C). Luego, existe una proyección no trivial P tal que

[P, S] = [P,G0] = 0 .

Esto nos permite construir

Y =
P

tr P
− I − P

tr (I − P )
,

tal que tr Y = 0. Luego, 0 6= Y ∈ T H(d)τ y satisface la Eq. (2.11), entonces Y es ortogonal al rango de
D(I,I)Γ.

Proposición 2.1.3. Sean S y G0 ∈ H(d) tales que [S,G0] 6= 0. Luego, dado ε > 0 existe W ∈ U(d) tal
que ‖I −W‖ < ε y

λ(S +W ∗G0W ) ≺ λ(S +G0) pero λ(S +W ∗G0W ) 6= λ(S +G0) .

Demostración. Supongamos que [S,G0] 6= 0. Luego, existe una proyección minimal P de la ∗-subálgebra
unital C = {S, G0}′ ⊆Md(C) tal que

[P S, P G0] 6= 0 .

En efecto, I ∈ C es una proyección que verifica que [I S, I G0] 6= 0. Si I no es una proyección minimal en
C entonces existen proyecciones no nulas P1, P2 ∈ C tales que I = P1 + P2. Luego,

[PiS, PiG0] 6= 0 para i = 1 ó i = 2 .

En caso de que la proyección Pi no sea minimal (para algún i = 1, 2) en C, podemos aplicar el mismo
procedimiento a dicha proyección y como estamos trabajando con álgebras de dimensión finita, el procedi-
miento anterior encuentra una proyección minimal P ∈ C como la que necesitamos. Aplicando un cambio
de base (ortonormal) conveniente, podemos asumir que R(P ) = gen{ei : i ∈ Ir}, donde r = rk(P ) > 1.
Como P reduce tanto a S como a G0, podemos considerar

S1 = S|R(P ) ∈ H(r) y G1 = G0|R(P ) ∈ H(r) .
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La minimalidad de P nos permite concluir entonces que {S1, G1}′ = CIr ⊂Mr(C). De este modo, dado
que S1 y G1 no conmutan, utilizando el caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii (ver Teorema 1.1.6)
se tiene que

b := (λ(S1)↑ + λ(G1))↓ ≺ a := λ(S1 +G1) y a 6= b .

Si σ = tr(S1 +G1) entonces, por el Lema 2.1.2 se tiene que la función

U(r)× U(r) 3 (U, V ) 7→ U∗S1 U + V ∗G1 V ∈ H(r)σ

es una submersión en (Ir, Ir). En particular es localmente abierta en un entorno de (Ir, Ir) (Teorema
1.3.1) y por lo tanto, dado ε > 0, para todo entorno abierto

Nε = {(U, V ) ∈ U(r)× U(r) : d((U, V ), (Ir, Ir)) < ε} ,

el conjunto
Mε := {U∗S1 U + V ∗G1 V : (U, V ) ∈ Nε}

contiene un entorno abierto de S1 +G1 en H(r)σ.

Tomemos ahora el segmento que une a con b, es decir; la función ρ : [0, 1]→ (Rr)↓ dada por

ρ(t) = (1− t) a+ t b para t ∈ [0, 1] .

Luego, ρ(t) ≺ a y ρ(t) 6= a para t ∈ (0, 1] pues, como a = a↓ y b = b↓ entonces ρ(t) = ρ(t)↓ y la
mayorización se verifica de modo trivial. Si Da denota la matriz diagonal con diagonal principal dada por
a y consideramos Z ∈ U(r) tal que

S1 +G1 = Z∗Da Z ,

la curva continua T : [0, 1]→ H(r)σ dada por T (t) = Z∗Dρ(t) Z para t ∈ [0, 1], satisface que

T (0) = S1 +G1 , λ(T (t)) ≺ a y λ(T (t)) 6= a para t ∈ (0, 1] .

Por lo tanto, existe t0 ∈ (0, 1] tal que T (t) ∈ Mε para t ∈ (0, t0] entonces, en particular, existe un par
(U, V ) ∈ Nε tal que T (t0) = U∗S1 U + V ∗G1 V y

λ(T (t0)) ≺ λ(T (0)) pero λ(T (t0)) 6= λ(T (0)) . (2.12)

Si τ = tr(S +G0), consideremos la función continua γ : [0, 1]→ Hτ (d), dada por

γ(t) = T (t)⊕ (S +G0)|R(P )⊥ .

Notemos que γ(0) = S +G0. Luego, de la Eq. (2.12) y el ı́tem 4 la Proposición 1.1.3, se tiene que

λ(γ(t0)) ≺ λ(γ(0)) = λ(S +G0) pero λ(γ(t0)) 6= λ(γ(0)) .

Por lo tanto, existen Ū = U ⊕ P⊥ y V̄ = V ⊕ P⊥ ∈ U(d) tales que,

d((I, I), (Ū , V̄ )) = d((Ir, Ir), (U, V )) = máx{‖Ir − U‖, ‖Ir − V ‖} < ε , (2.13)

y
λ(Ū∗SŪ + V̄ ∗G0V̄ ) ≺ λ(S +G0) pero λ(Ū∗SŪ + V̄ ∗G0V̄ ) 6= λ(S +G0) . (2.14)

Si tomamos W = V̄ Ū∗ entonces, por la Eq. (2.13),

‖I −W‖ =
∥∥V̄ (V̄ ∗ − Ū∗)

∥∥ ≤ ∥∥V̄ ∗ − I∥∥+
∥∥I − Ū∗∥∥ ≤ 2ε

y, por la Eq. (2.14),

λ(S +W ∗G0W ) ≺ λ(S +G0) y λ(S +W ∗G0W ) 6= λ(S +G0) .

Notar que ‖W ∗G0W −G0‖ ≤ 4ε ‖G0‖.
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Teorema 2.1.4. Consideremos S ∈ H(d) y µ ∈ (Rd)↓ fijos. Sea G0 ∈ Oµ tal que

λ(S +G0) 6= (λ(S)↑ + λ(G0))↓ . (2.15)

Luego, dado ε > 0, existe G ∈ Oµ tal que ‖G−G0‖ < ε y

λ(S +G) ≺ λ(S +G0) pero λ(S +G) 6= λ(S +G0) ,

es decir, la mayorización es estricta.

Demostración. Si suponemos que λ(S+G0) 6= (λ(S)↑+λ(G0))↓ entonces, por el ı́tem 2 del Teorema 1.1.6,
pueden suceder dos cosas: o bien S y G0 no conmutan, o bien conmutan pero no pueden diagonalizarse
simultáneamente con los espectros ordenados como en el ı́tem 2 del Teorema 1.1.6.

En el caso de que S y G0 no conmuten, por la Proposición 2.1.3, se tiene que dado ε > 0 existe
W ∈ U(d) tal que

‖I −W‖ < ε y λ(S +W ∗G0W ) ≺ λ(S +G0) pero λ(S +W ∗G0W ) 6= λ(S +G0) .

Si tomamos G = W ∗G0W entonces G ∈ Oµ y

‖G−G0‖ ≤ ‖W ∗G0(W − I)‖+ ‖(W ∗ − I)G0‖ ≤ 2 ‖G0‖ ε .

Supongamos ahora que S y G0 conmutan. Luego, existe una bon B = {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y G0 =
∑
i∈Id

νi vi ⊗ vi con λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ ,

para algún ν = (νi)i∈Id ∈ Rd. Por hipótesis, existe j ∈ Id tal que νj < νj+1 y λj < λj+1; de no ser aśı
λj = λj+1 y entonces se puede reordenar la bon B y obtener una bon B′ = {v′i}i∈Id tal que

S =
∑
i∈Id

λi v
′
i ⊗ v′i y G0 =

∑
i∈Id

µi v
′
i ⊗ v′i con λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ ,

donde µ = (µi)i∈Id = ν↓ ∈ (Rd)↓.

Supongamos entonces que λj < λj+1 y consideremos la curva continua U(·) : [0, π/2) → U(d) dada
por:

U(t) =
∑

i∈Id\{j, j+1}

vi ⊗ vi + cos(t) (vj ⊗ vj + vj+1 ⊗ vj+1) + sin(t) (vj ⊗ vj+1 − vj+1 ⊗ vj) , t ∈ [0, π/2) .

Notemos que U(0) = Id. Definamos entonces la curva continua G(·) : [0, π/2)→ Oµ, como la función

G(t) = U(t)G0 U(t)∗ ∈ Oµ para t ∈ [0, π/2) .

Luego G(0) = G0 y

S +G(t) =
∑

i∈Id\{j, j+1}

(λi + νi) vi ⊗ vi +
2∑

r,s=1

γr,s(t) vj+r ⊗ vj+s , (2.16)
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donde M(t) = (γr,s)
2
r,s=1 está determinada por:

M(t) =

(
λj 0
0 λj+1

)
+ V (t)

(
νj 0
0 νj+1

)
V (t)∗ y V (t) =

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
, t ∈ [0, π/2) .

Consideremos

R(t) = V ∗(t)

(
λj − λj+1 0

0 0

)
V (t) +

(
νj 0
0 νj+1

)
=⇒ M(t) = V (t)R(t)V ∗(t) + λj+1 I2 . (2.17)

Lo que podemos afirmar es que λ(R(t)) ≺ λ(R(0)) y λ(R(t)) 6= λ(R(0)) para t ∈ (0, π/2) (i.e., la relación
de mayorización es estricta). Esto se debe a que, como R(t) es una curva en M2(C)+ tal que tr(R(t)) es
constante, por la Proposición 1.1.11, es suficiente con probar que la función [0, π/2) 3 t 7→ tr(R(t)2) es
estrictamente decreciente en [0, π/2), ya que ϕ(x) = x2 es una función estrictamente convexa y

tr(R(t)2) = tr(ϕ(λ(R(t)))) con λ(R(t)) ∈ R2 .

Por lo tanto o bien λ(R(t)) ≺ λ(R(0)), o bien λ(R(0)) ≺ λ(R(t)) para t ∈ (0, π/2).
En efecto, como λj − λj+1 > 0, se tiene que

V ∗(t)

(
λj − λj+1 0

0 0

)
V (t) = g(t)⊗ g(t) donde g(t) = (λj − λj+1)1/2(cos(t), sin(t)) , t ∈ [0, π/2) .

Si D ∈ M2(C) es la matriz diagonal con diagonal principal (νj , νj+1) entonces R(t) = g(t) ⊗ g(t) + D.
Luego,

tr(R(t)2) = tr((g(t)⊗ g(t))2) + tr(D2) + 2 tr(g(t)⊗ g(t) D) = c+ 〈Dg(t), g(t)〉

donde c = ‖g(t)‖4 + ν2
j + ν2

j+1 = (λj − λj+1)2 + ν2
j + ν2

j+1 ∈ R es una constante y

〈Dg(t), g(t)〉 = (λj − λj+1) (cos2(t) νj + sin2(t) νj+1),

es estrictamente decreciente en [0, π/2). En efecto, si llamamos h(t) = (λj−λj+1) (cos2(t) νj+sin2(t) νj+1)
para t ∈ [0, π/2), se tiene que

h′(t) = (λj − λj+1)(νj+1 − νj) sin(2 t) < 0 para t ∈ (0, π/2) ,

porque la función sin(·) es positiva en el primer cuadrante, λj − λj+1 < 0 y además estamos suponiendo
que νj < νj+1. Luego, λ(R(t)) ≺ λ(R(0)) y λ(R(t)) 6= λ(R(0)) para t ∈ (0, π/2). Por lo tanto, por la Eq.
(2.17), podemos ver que

λ(M(t)) = λ(R(t)) + λj+1 12 =⇒ λ(M(t)) ≺ λ(M(0)) , λ(M(t)) 6= λ(M(0)) , t ∈ (0, π/2) .

Esto implica que G(·) es una función continua en (0, π/2), tal que

λ(S +G(t)) ≺ λ(S +G0) y λ(S +G(t)) 6= λ(S +G0) , para t ∈ (0, π/2) .

Como G(·) es continua, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para t ∈ (0, δ) se tiene que ‖G(t)−G‖ < ε y

λ(S +G(t)) ≺ λ(S +G0) pero λ(S +G(t)) 6= λ(S +G0) .
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Teorema 2.1.5. Consideremos S ∈ H(d) y µ ∈ (Rd)↓ fijos. Sea G0 ∈ Oµ tal que

λ(S −G0) 6= (λ(S)− λ(G0))↓ . (2.18)

Luego, dado ε > 0, existe G ∈ Oµ tal que ‖G−G0‖ < ε y

λ(S −G) ≺ λ(S −G0) pero λ(S −G) 6= λ(S −G0) ,

es decir, la mayorización es estricta.

Demostración. Notemos que si G0 ∈ Oµ entonces

λ(−G0) = −(λ(G0)↑) = −(µ↑) =⇒ −G0 ∈ O−µ↓(⊂ H(d)) .

Además, (λ(S)↑ + λ(−G0))↓ = (λ(S)↑ − λ(G0)↑)↓ = (λ(S)− λ(G0))↓ y por lo tanto

λ(S −G0) 6= (λ(S)− λ(G0))↓ ⇐⇒ λ(S + (−G0)) 6= (λ(S)↑ + λ(−G0))↓ .

Luego, aplicando el Teorema 2.1.4 a −G0 ∈ O−µ↓ tenemos que, dado ε > 0, existe −G ∈ O−µ↓ (entonces
G ∈ Oµ) tal que ‖G−G0‖ < ε y

λ(S + (−G)) ≺ λ(S + (−G0)) pero λ(S + (−G)) 6= λ(S + (−G0)) .

Los siguientes dos teoremas se obtienen como consecuencia directa de los resultados anteriores y serán
claves para probar los resultados más importantes de esta tesis, en el Caṕıtulo 3 y en el Caṕıtulo 4.

Sean S ∈Md(C)+, µ ∈ (Rd≥0)↓ y la órbita unitaria de µ definida en la Eq. (2.1), con la métrica usual
inducida por la norma de operadores, la cual hace de ella un espacio métrico. Recordemos el conjunto de
funciones definido en la Eq. (1.15)

Convs(R≥0) = {ϕ ∈ Conv(R≥0) , ϕ es estrictamente convexa} .

Dada ϕ ∈ Convs(R≥0) consideremos la función Φϕ = Φ(ϕ , S , µ) : Oµ → R≥0 definida en la Eq. (2.9) como

Φϕ(G) = tr(ϕ(S +G)) para G ∈ Oµ .

Teorema 2.1.6 (Lidskii local para potenciales convexos). Sean S ∈ Md(C)+, µ = (µi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↓ y
ϕ ∈ Convs(R≥0). Supongamos que G0 ∈ Oµ es un minimizador local de Φϕ en Oµ . Luego, existe una bon
{vi}i∈Id de Cd tal que, si tomamos (λi)i∈Id = λ(S)↑ ∈ (Rd≥0)↑ entonces

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y G0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi . (2.19)

En particular, λ(S+G0) = (λ(S)↑+λ(G0))↓ por lo tanto G0 es también un minimizador global de Φϕ en
Oµ .

Demostración. Supongamos que no existe una bon de Cd que diagonalice simultáneamente a S y G0 con
los espectros ordenados como en la Eq. (2.19); en ese caso, por el ı́tem 2 del Teorema 1.1.6 se tiene que
S y G0 no verifican la igualdad en la desigualdad de Lidskii. Luego, por el Teorema 2.1.4, dado ε > 0,
existe G ∈ Oµ tal que ‖G−G0‖ < ε y

λ(S +G) ≺ λ(S +G0) pero λ(S +G) 6= λ(S +G0) .

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 29 de 96



Teoremas de Lidskii locales 2.2.

De este modo, como ϕ es una función estrictamente convexa, por el ı́tem 3 del Teorema 1.1.10, se tiene
que

Φϕ(G) = tr(ϕ(S +G)) < tr(ϕ(S +G0)) = Φϕ(G0) ,

lo cual contradice la minimalidad local de G0.

Supongamos ahora que S ∈ H(d) y µ ∈ (Rd)↓. Dada una nui N en Md(C) consideremos la función
ΦN = Φ(N ,S , µ) : Oµ → R≥0 definida en la Eq. (2.4) como

ΦN (G) = N(S −G) para G ∈ Oµ .

Teorema 2.1.7 (Lidskii local para nuis). Sean S ∈ H(d), µ = (µi)i∈Id ∈ (Rd)↓ y N una nui estrictamente
convexa en Md(C). Supongamos que G0 ∈ Oµ es un minimizador local de ΦN en Oµ . Luego, existe una
bon {vi}i∈Id de Cd tal que, si tomamos (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd)↓ entonces

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y G0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi . (2.20)

En particular, λ(S −G0) = (λ(S)− λ(G0))↓ por lo tanto G0 es un minimizador global de ΦN en Oµ .

Demostración. Supongamos que no existe una bon de Cd que diagonalice simultáneamente a S y G0

con los espectros ordenados como en la Eq. (2.20); en ese caso, S y G0 no verifican la igualdad en la
desigualdad de Lidskii 1.1.7. Luego, por el Teorema 2.1.5, dado ε > 0 existe G ∈ Oµ tal que ‖G−G0‖ < ε
y

λ(S −G) ≺ λ(S −G0) pero λ(S −G) 6= λ(S −G0) ,

lo cual implica que (ver Observación 1.1.4)

s(S −G) ≺w s(S −G0) pero s(S −G) 6= s(S −G0) .

De este modo, como N es una nui estrictamente convexa, por el ı́tem 2 del Teorema 1.1.12, se tiene
que

ΦN (G) = N(S −G) < N(S −G0) = ΦN (G0) ,

lo cual contradice la minimalidad local de G0.

2.2. Desigualdades de Lidskii para valores singulares

En esta sección vamos a mostrar algunos resultados relacionados con el Teorema local de Lidskii para
matrices arbitrarias 2.1.7 con respecto a los valores singulares y como consecuencia obtendremos una
caracterización del caso de igualdad en la desigualdad de Lidskii clásica para valores singulares 1.1.8. Esta
caracterización no se utilizará en el resto de esta tesis, sin embargo es de interés en śı mismo y complementa
los resultados obtenidos sobre los Teoremas de Lidskii. Cabe señalar que dicha caracterización no hab́ıa
sido obtenida hasta este momento.

Para comenzar, recordemos que para dos matrices arbitrarias A,B ∈Md(C) la desigualdad de Lidskii
(ver Teorema 1.1.8) establece que

|s(A)− s(B)| ≺w s(A−B). (2.21)
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En lo que sigue vamos a fijar una matriz A ∈ Md(C), s ∈ (Rd≥0)↓, s 6= 0 y N una nui estrictamente
convexa. También vamos a considerar el conjunto de matrices cuyo vector de valores singulares coincide
con s, i.e.

Vs := {C ∈Md(C) : s(C) = s} = {U Ds V : U, V ∈ U(d)} ,

dotado con la métrica usual, inducida por la norma espectral. Luego, vamos a definir la función

Ψ(N,A, s) = ΨN : Vs → R≥0 dada por ΨN (C) = N(A− C).

Con un argumento similar al del comienzo de la Sección 2.1, pero ahora basados en la descomposición en
valores singulares y la desigualdad de Lidskii 1.1.8, podemos construir expĺıcitamente los minimizadores
globales de ΨN en Vs. Del mismo modo que antes estaremos interesados en la estructura de los minimi-
zadores locales de ΨN en Vs. Más espećıficamente, vamos a describir la estructura de los minimizadores
locales y vamos a probar que los minimizadores locales son globales.

Para empezar vamos a recordar la siguiente construcción matricial (ver Observación 1.1.9 ); para
C ∈Md(C), vamos a denotar por Ĉ ∈ H(2 d) a la matriz por bloques dada por

Ĉ =

(
0 C
C∗ 0

)
.

Sean U, V ∈ U(d) tales que C = V ∗Ds(C)U , y definamos W ∈ U(2 d) dada por

W =
1√
2

(
V U
−V U

)
.

Luego, se puede ver que Ĉ = W ∗ (Ds(C) ⊕−Ds(C))W , lo cual implica que

λ(Ĉ)i =

{
si(C) si 1 ≤ i ≤ d

−sd−i+1(C) si d+ 1 ≤ i ≤ 2d .
(2.22)

Definición 2.2.1. Sean A , B ∈Md(C), N una nui enMd(C) y s ∈ (Rd≥0)↓ (s 6= 0). Vamos a considerar:

1. El espacio S = {Ĉ : C ∈Md(C)} ⊂ H(2 d).

2. La aplicación Π(A ,B) = Π : U(d)4 → S dada por

Π(U1 , U2 , V1 , V2) = (U1 ⊕ V1)∗ Â (U1 ⊕ V1)− (U2 ⊕ V2)∗ B̂ (U2 ⊕ V2) (2.23)

= Û∗1 AV1 − Û∗2 B V2 .

3. La aplicación Ξ(A ,B) : U(d)4 → R≥0 dada por

Ξ(U1 , U2 , V1 , V2) = N(U∗1 AV1 − U∗2 B V2) . (2.24)

4

Lema 2.2.2. Sean A ∈ Md(C), s ∈ (Rd≥0)↓, s 6= 0, y B ∈ Vs. Dada una nui N en Md(C), las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. B es un minimizador local de ΨN = Ψ(N ,A , s) en Vs;
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2. (I, I, I, I) es un minimizador local de Ξ(A ,B) en U(d)4.

Demostración. 1. =⇒ 2. Consideremos (U1, U2, V1, V2) ∈ U(d)4 tal que

d((U1, U2, V1, V2), (I, I, I, I)) = máx{ ‖I − U∗1 ‖ , ‖I − U∗2 ‖ ‖I − V ∗1 ‖ , ‖I − V ∗2 ‖ } := ε .

Luego, si W1 = U2U
∗
1 ∈ U(d) y W2 = V2V

∗
1 ∈ U(d) entonces U∗1AV1 − U∗2B V2 = U∗1 (A −W ∗1G0W2)V1.

Notar que
‖W1 − I‖ = ‖U2 (U∗1 − U∗2 )‖ ≤ ‖U∗1 − I‖+ ‖I − U∗2 ‖ ≤ 2 ε ,

‖W2 − I‖ = ‖V2 (V ∗1 − V ∗2 )‖ ≤ ‖V ∗1 − I‖+ ‖I − V ∗2 ‖ ≤ 2 ε .

De este modo, como N es unitariamente invariante,

Ξ(A ,B)(U1, U2, V1, V2) = N(A−W ∗1BW2) = ΨN (W ∗1BW2) con ‖W ∗1BW2 −B‖ ≤ 8 ε‖G0‖ .

2. =⇒ 1. Esto es una consecuencia del hecho de que U(d)× U(d) 3 (W1,W2) 7→W ∗1BW2 ∈ Vs es una
aplicación abierta (ver, por ejemplo, [1, Teo. 4.1] o [23]).

Lo que haremos ahora es desarrollar algunas propiedades geométricas de la función Π. Tal como lo
hicimos anteriormente, vamos a considerar a U(d)4 como una variedad suave, dotada con la estructura
producto.

Lema 2.2.3. Sean A, B ∈Md(C) y Π como en la Eq. (2.23). Luego, son equivalentes:

1. Π(A ,B) es una submersión en (I, I, I, I);

2. Siempre que Z ∈Md(C) sea tal que A∗Z , AZ∗ , B∗Z , BZ∗ ∈ H(d), se tiene que Z = 0.

Demostración. Notemos primero que Π es una función suave luego, el ı́tem 1 vale si, y sólo si, el diferencial

D = DΠ(I , I , I , I) : (i · H(d))4 → S ⊂ H(2 d) es suryectivo .

Veamos ahora que D es no suryectiva si, y sólo si, existe una matriz Z ∈ Md(C), Z 6= 0, tal que
A∗Z , AZ∗ , B∗Z , BZ∗ ∈ H(d). En efecto, se puede verificar directamente que

D(X1 , X2 , Y1 , Y2) = −X̂1A+ Â Y1 + X̂2B − B̂ Y2 para X1 , X2 , Y1 , Y2 ∈ i · H(d) .

Luego, D no es suryectivo si, y sólo si, existe una matriz no nula Z ∈Md(C), tal que

Ẑ ⊥ −X̂1A+ Â Y1 + X̂2B − B̂ Y2 para X1 , X2 , Y1 , Y2 ∈ i · H(d) , (2.25)

donde ⊥ significa ser ortogonal con respecto al producto interno (real) del R-espacio vectorial H(2 d) dado
por la traza. En este caso (tomando X2 = Y2 = 0) se tiene que

0 = tr(Ẑ (−X̂1A+ Â Y1)) = 2 Re[tr(Z∗(−X1A+AY1))] para X1 , Y1 ∈ i · H(d) . (2.26)

Teniendo en cuenta que Re[tr(C)] = tr(Re[C]) y las propiedades traciales, podemos ver que la Eq. (2.26)
es equivalente a

0 = tr(X1 (AZ∗ − ZA∗)) + tr(Y1 (A∗Z − Z∗A)) para X1 , Y1 ∈ i · H(d) . (2.27)
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Como (AZ∗ − ZA∗) , (A∗Z − Z∗A) ∈ i · H(d), Eq. (2.27) vale si, y sólo si

AZ∗ − ZA∗ = 0 y A∗Z − Z∗A = 0 =⇒ AZ∗ , A∗Z ∈ H(d) .

De manera similar, suponiendo que X1 = Y1 = 0 en Eq. (2.25) y argumentando como antes, podemos
concluir que BZ∗ , B∗Z ∈ H(d).

Rećıprocamente, supongamos que existe una matriz no nula Z ∈Md(C), tal que A∗Z , AZ∗ , B∗Z , BZ∗ ∈
H(d). Argumentando como antes, podemos afirmar que Z verifica la condición de perpendicularidad en
la Eq. (2.25); luego, D no es suryectiva en este caso.

Proposición 2.2.4. Sean A ∈ Md(C), N una nui estrictamente convexa en Md(C) y s ∈ (Rd≥0)↓,
(s 6= 0). Si B ∈ Vs es un minimizador local de ΨN = Ψ(N ,A , s) entonces, Π(A ,B) no es una submersión en
(I , I , I , I).

Demostración. Supongamos que Π(A ,B) es una submersión en (I , I , I , I). Supongamos también que
algunas de las condiciones A∗B , AB∗ ∈ H(d) no se verifica. En este caso, es fácil ver que las matrices
por bloques Â y B̂ no conmutan. En particular, por el Teorema 1.1.6, se tiene que

b := (λ(Â)− λ(B̂))↓ ≺ a := λ(Â− B̂) y a 6= b .

Ahora, por la Eq. (2.22), podemos ver que si tomamos los vectores

b̃ := (s(A)− s(B) , −[s(A)− s(B)]) ∈ R2 d , ã := (s(A−B) , −s(A−B)) ∈ R2d =⇒ b = (b̃)↓ , a = (ã)↓ .

Luego, para ρ : [0, 1]→ R2d dada por ρ(t) = (1− t) ã+ t b̃ , para t ∈ [0, 1] se tiene que:

1. ρ(t) ≺ a y ρ(t)↓ 6= a, para todo t ∈ (0, 1] ;

2. ρ(0) = ã ;

3. Para todo t ∈ [0, 1] existe ct ∈ Rd tal que ρ(t) = (ct , −ct).

Para probar el ı́tem 1. recordemos que

ρ(t) = (1− t) ã+ t b̃ ≺ (1− t) (ã)↓ + t (b̃)↓ = (1− t) a+ t b ≺ a

y, ((1 − t) a + t b)↓ = (1 − t) a + t b 6= a (porque a 6= b), para t ∈ (0, 1]. Consideremos ahora una
descomposición en valores singulares para A−B = V ∗Ds(A−B) U , para matrices U , V ∈ U(d), y definamos

W =
1√
2

(
V U
−V U

)
∈ U(2 d) .

Luego Â − B̂ = W ∗ (Ds(A−B) ⊕ −Ds(A−B))W = W ∗ Dã W ; Consideremos T (t) = W ∗Dρ(t)W para
t ∈ [0, 1]. Luego, por el ı́tem 3., podemos ver que T (t) ∈ S para t ∈ [0, 1]. Por la hipótesis sobre
Π(A ,B) = Π, para todo entorno abierto de I ∈ N ⊂ U(d), el conjunto

M = {Π(U1 , U2 , V1 , V2) : Ui , Vi ∈ N , i = 1, 2}

contiene un entorno abierto de Â−B̂ en S. Como T : [0, 1]→ S es una curva continua tal que T (0) = Â−B̂,
entonces existe t0 ∈ (0, 1) tal que T (t) ∈ M, para t ∈ [0, t0]. En particular, existen Ui , Vi ∈ N , para
i = 1, 2, tales que

T (t0) = Û∗1 AV1 − Û∗2 B V2 , λ(T (t0)) = ρ(t)↓ ≺ a , λ(T (t0)) 6= a .
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Luego, s(U∗1 AV1 − U∗2 B V2) ≺w s(A − B) y s(U∗1 AV1 − U∗2 B V2) 6= s(A − B). Como la nui N es
estrictamente convexa, podemos concluir que

Ξ(A ,B)(U1 , U2 , V1 , V2) = N(U∗1 AV1 − U∗2 B V2) < N(A−B) = Ξ(A ,B)(I , I , I , I) .

El hecho de que N sea un entorno arbitrario de I en U(d) nos permite asegurar que (I , I , I , I) no es un
minimizador local de Ξ(A ,B), lo cual contradice el Lema 2.2.2.

Los argumentos previos prueban que A∗B , AB∗ ∈ H(d). Si ahora tomamos Z = B ∈ Md(C), podemos
notar que

Z 6= 0 y A∗Z , AZ∗ , B∗Z , BZ∗ ∈ H(d) .

De este modo, el Lema 2.2.3 implica que Π no es una submersión en (I , I , I , I), lo cual contradice
nuestra suposición sobre Π; esto último es lo que prueba el resultado.

Observación 2.2.5. Sean A , B ∈ Md(C) tales que A∗B, AB∗ ∈ H(d). En [27], Eckart y Young obser-
varon que existen matrices U, V ∈ U(d) tales que

U∗AV = A y U∗B V = Dβ con β ∈ Rd .

En efecto, notemos que la hipótesis también vale para X∗AY y X∗BY , cualesquiera sean X , Y ∈ U(d).
Luego, considerando una descomposición a valores singulares de A y los comentarios previos, podemos
asumir que A = ⊕ki=1αi Ii con Ii ∈Mdi(C) la matriz identidad, d1 + . . .+dk = d y α1 > . . . > αk ≥ 0. Sea
Cd = ⊕ki=1Cdi , y consideremos la representación por bloques de B con respecto a esta descomposición,
B = (Bij)

k
i,j=1. Bajo las suposiciones previas sobre A, se tiene que AB,AB∗ ∈ H(d) y por lo tanto

AB = (AB)∗ = B∗A y AB∗ = (AB∗)∗ = BA .

Estas ecuaciones implican que

B∗ji αj = αiBij y αiB
∗
ji = Bij αj para 1 ≤ i, j ≤ k .

En particular, si i 6= j y αi 6= 0 entonces

αiBij = αj B
∗
ji =

α2
j

αi
Bij =⇒ Bij = 0 .

En el caso de que i 6= j y αi = 0 se tiene que αj Bij = 0 =⇒ Bij = 0 porque αj 6= αi = 0. Y si αi 6= 0
entonces

αiB
∗
ii = αiBii =⇒ Bii = B∗ii .

Luego B = ⊕ki=1Bii. Notemos que si αk = 0, el bloque Bkk ∈ Mdk(C) es arbitrario. Consideremos
ahora las matrices unitarias Ui ∈ U(di) tales que U∗BiiU = Dγi , con γi ∈ Rdi para αi 6= 0 (que incluye
1 ≤ i ≤ k−1) y, eventualmente (cuando αk = 0), una descomposición en valores singulares U∗kBkkVk = Dγk

para Uk, Vk ∈ U(dk), con γk ∈ Rdk≥0. Luego, tomando

U = ⊕ki=1Ui y V = ⊕k−1
i=1 Ui ⊕ Vk,

y β = (γ1 , . . . , γk) ∈ Rd, se tiene que

U∗AV = A y U∗BV = ⊕ki=1Dγi = Dβ .

Vale la pena señalar que el vector β no tiene por qué tener todas sus entradas positivas, por lo tanto
la descomposición que se obtiene de la matriz B, no es una descomposición en valores singulares. 4
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Proposición 2.2.6. Fijemos una matriz A ∈ Md(C), una nui estrictamente convexa N sobre Md(C) y
s ∈ (Rd≥0)↓, s 6= 0. Sea B ∈ Vs un minimizador local de ΨN = Ψ(N ,A , s). Luego, A∗B , AB∗ ∈ H(d).

Demostración. Vamos a probarlo por inducción sobre la dimensión d ≥ 1. En efecto, si d = 1 entonces el
resultado se sigue del hecho de que, dado a ∈ C, cualquier minimizador local b de la función f(c) = |a− c|
para c ∈ {z ∈ C : |z| = s > 0} satisface que ā · b ∈ R, y por lo tanto también se tiene que a · b̄ ∈ R.

Supongamos ahora que el resultado vale para toda dimensión d̃ tal que 1 ≤ d̃ ≤ d−1. Sean A , B ∈Md(C)
tales que B es un minimizador local de ΨN en Vs. Notemos que por la Proposición 2.2.4, Π(A ,B) no es
una submersión en (I , I , I , I). Por el Lema 2.2.3, podemos concluir entonces que existe una matriz
Z ∈ Md(C), Z 6= 0, tal que A∗ Z , AZ∗ , B∗ Z , B Z∗ ∈ H(d). Consideremos una descomposición en
valores singulares de Z, Ds(Z) = U∗ Z V , para U, V ∈ U(d). Reemplazando A y B por U∗AV y U∗B V

podemos entonces asumir que Z = Ds(Z), donde s(Z) = (si(Z))i∈Id ∈ (Rd≥0)↓. En lo que sigue vamos a
suponer:

1. σ(Z) = {σ1 > . . . > σk} son los diferentes autovalores de Z = Ds(Z) ∈Md(C)+.

2. Ij = {i ∈ Id : si(Z) = σj} y mj = #(Ij), para j ∈ Ik.

Notemos que, como Z 6= 0 entonces σ1 > 0. Utilizando el hecho de que A∗Z , AZ∗ , B∗Z , BZ∗ ∈ H(d)
con Z = ⊕j∈Ikσj Ij y la Observación 2.2.5, podemos concluir que:

A = ⊕j∈IkAj y B = ⊕j∈IkBj =⇒ A−B = ⊕j∈IkAj −Bj , (2.28)

donde Ij , Aj , Bj ∈ Mmj (C), para j ∈ Ik; más aun, Aj , Bj ∈ H(mj), siempre que σk 6= 0, para j ∈ Ik.
Como B es un minimizador local de ΨN en Vs se puede ver que

Bj es un minimizador local de Ψ(Nj , Aj , s(Bj)) , para j ∈ Ik ,

donde Nj es la nui estrictamente convexa en Mmj (C) dada por Nj(C) = N(C ⊕ 0d−mj
). En efecto, esto

último muestra que para cada j ∈ Ik tal que σj 6= 0 - lo cual incluye a todos los 1 ≤ j ≤ máx{k − 1 , 1} -
Bj es un minimizador local de Φ(Nj , Aj , λ(Bj)); el Teorema 2.1.7 muestra que Aj y Bj conmutan, entonces
A∗jBj , Aj B

∗
j ∈ H(mj), para j ∈ Ik tal que σj 6= 0. Por lo tanto, vamos a considerar dos casos posibles:

por un lado, si σk 6= 0 entonces las observaciones previas muestran que

A∗B = ⊕j∈IkA
∗
j Bj ∈ H(d) ,

y de manera similar, AB∗ ∈ H(d).

Por otro lado, si σk = 0, notemos que mk = dim kerZ < d (pues Z 6= 0), y Bk ∈ Mmk
(C) es un

minimizador local de Ψ(Nk , Ak , s(Bk)). En este caso podemos usar la hipótesis inductiva para concluir que
A∗k Bk , Ak B

∗
k ∈ H(mk). Como ya hemos probado que A∗j Bj , Aj B

∗
j ∈ H(mj), para 1 ≤ j ≤ k − 1, ahora

podemos ver que A∗B , AB∗ ∈ H(d).

Teorema 2.2.7. Sean A ∈Md(C), s ∈ (Rd≥0)↓ yN una nui estrictamente convexa. SiB es un minimizador
local de ΨN en Vs entonces A y B tienen una descomposición en valores singulares simultánea; i.e., existen
matrices U, V ∈ U(d) tales que

A = U∗Ds(A)V y B = U∗Ds(B)V.

En particular, s(A−B) = |s(A)− s(B)|↓ y B es un minimizador global de ΨN en Vs.
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Demostración. Notemos que si B es un minimizador local de ΨN in Vs y X∗AY = Ds(A) es una descom-
posición en valores singulares de A para dos matrices X, Y ∈ U(d), podemos reemplazar A por Ds(A) y
B por X∗BY para obtener:

N(A−B) = N(Ds(A) −X∗BY ).

Como Vs 3 C 7→ X∗CY ∈ Vs es un homeomorfismo de Vs podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que A = Ds(A). Por la Proposición 2.2.6 se tiene que AB, AB∗ ∈ H(d); luego, por [27] (ver la Observación
2.2.5) existen matrices U, V ∈ U(d) tales que

U∗AV = Ds(A) (= A) y U∗B V = Dβ con β ∈ Rd .

Supongamos ahora que β /∈ Rd≥0, entonces existe 1 ≤ ` ≤ d tal que β` < 0. Observemos además que la
función f(t) : [0, π]→ R≥0 dada por

f(t) = |s`(A)− eitβ`| para t ∈ [0, π]

es estrictamente decreciente. Si consideramos W (t) = (wjk)j, k∈Id ∈ U(d) la matriz diagonal cuya diagonal
principal está dada por wjj = 1 para todo j 6= `, y w`` = eit para t ∈ [0, π]; luego W (0) = I. Definamos

B(t) = U W (t)DβV
∗ para t ∈ [0, π] .

Luego B(t) es una curva continua tal que B(0) = B, B(t) ∈ Vs para t ∈ [0, π] y

ΨN (B(t)) = N(U (Ds(A) −Dβ(t))V
∗) = N(D|α−β(t)|) ,

donde β(t) = s(B(t)) para t ∈ [0, π]. Luego, βj(t) = βj para j 6= ` y β`(t) = eit β`. Por lo tanto,
|αj − βj(t)| = αj − βj es constante para j 6= ` y |α` − β`(t)| = f(t) para t ∈ [0, π]. Como la función f es
estrictamente decreciente, podemos concluir que

|α− β(t)| ≺w |α− β| =⇒ ΨN (B(t)) es estrictamente decreciente para t ∈ [0, π] .

Esto último contradice las suposiciones hechas sobre B. Por lo tanto, β ∈ Rd≥0.

Supongamos ahora que β 6= s = s(B) i.e. β 6= β↓; como A = Ds(A) con s(A) = s(A)↓ entonces,
por el Teorema 2.1.7, Dβ no es un minimizador local de ΦN = Φ(N,Ds(A), s) en Os . Luego, existe una

curva continua δ(t) : [0, 1] → U(d) tal que δ(0) = I y h(t) = N(Ds(A) − δ(t)∗Dβ δ(t) ), es estrictamente

decreciente en[0, 1]. De este modo se tiene que, si B̃(t) = U δ(t)∗Dβ δ(t)V
∗ para t ∈ [0, 1] entonces

B̃(0) = B, B̃(t) ∈ Vs para t ∈ [0, 1], y la función ΨN (B̃(t)) = h(t) es estrictamente decreciente en [0, 1].
Estos hechos contradicen que B sea un minimizador local de ΨN in Vs. Por lo tanto, U∗BV = Ds y
entonces, s(A−B) = |s(A)− s|↓ lo cual implica que B es un minimizador global de ΨN in Vs.

Corolario 2.2.8 (Igualdad en la desigualdad de Lidskii para valores singulares). Sean A, B ∈ Md(C).
Luego |s(A) − s(B)|↓ = s(A − B) si, y sólo si, A y B tienen una descomposición en valores singulares
simultánea.

Demostración. Si A , B ∈ Md(C) tienen una descomposición en valores singulares simultánea, entonces
se puede ver fácilmente que |s(A)− s(B)|↓ = s(A−B). Rećıprocamente, supongamos que

|s(A)− s(B)|↓ = s(A−B)

y elijamos una nui estrictamente convexa N sobre Md(C), cualquiera, por ejemplo la norma 2. Por
los comentarios hechos al principio de la sección, se puede ver que B es un minimizador global de
Ψ(N ,A , s(B)) = ΨN en Vs(B). En particular, B es un minimizador local de ΨN en Vs(B); el resultado
ahora se sigue del Teorema 2.2.7.
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Caṕıtulo 3

El problema de las completaciones de
marcos

Comencemos dando una breve descripción del principal problema tratado en este caṕıtulo, el cual será
presentado con más detalle en la Sección 3.1.1. Fijemos una familia (inicial) de vectores F0 = {fi}i∈In0

en (Cd)n0 y un vector a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓; consideremos también el toro definido en la Notación 1.2.6
como

Td(a) =
{
G = {gi}i∈Ik ∈ (Cd)k : ‖gi‖2 = ai para todo i ∈ Ik

}
,

dotado con la métrica:

d(G , G̃)2 =
∑
i∈Ik

‖gi − g̃i‖2 para G = {gi}i∈Ik , G̃ = {g̃i}i∈Ik ∈ Td(a) .

Nuestro problema principal es estudiar la estructura de los minimizadores locales de la función

Td(a) 3 G 7→ Pϕ(F0 , G) = tr(ϕ(S(F0 ,G))) = tr(ϕ(SF0 + SG)) , (3.1)

donde ϕ ∈ Convs(R≥0) es una función estrictamente convexa y F = (F0 , G) es una completación de F0

con una sucesión finita de vectores en Cd cuyas normas están predeterminadas por a. La pregunta que
estamos interesados en responder es si los minimizadores locales son globales.

Este problema tiene como antecedentes algunos casos particulares. Por ejemplo, dada una familia
(finita) de vectores unitarios G = {gi}i∈Ik , Benedetto y Fickus introdujeron en [5] la definición de potencial
de marco dado por

FP (G) :=
∑
i, j ∈Ik

|〈gi , gj〉| 2 = tr
(
S2
G
)
.

Entre otras cosas, ellos probaron que los marcos ajustados de norma uno se caracterizan como los minimi-
zadores (locales) de este potencial, entre todos los marcos de norma uno. Es decir, ellos dieron respuesta
positiva al problema que planteamos al principio, para la familia inicial F0 = ∅, a = (1)ki=1 y ϕ(x) = x2.

Más adelante Casazza, Fickus, Kovacevic, Leon y Tremain consideraron en [15] el caso en que la familia
inicial es F0 = ∅ y a = (ai)

k
i=1 ∈ Rk>0 es una sucesión de normas predeterminadas arbitraria. En este caso,

al igual que en el caso anterior, se prueba que los mı́nimos locales del potencial de marco son globales y
se calcula la estructura espectral de los óptimos.
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Más recientemente ha habido interés por minimizar otro tipo de potenciales. Por ejemplo; Fickus,
Mixon y Poteet estudiaron en [30, 31] el caso en que la familia inicial F0 y la sucesión de normas predeter-
minadas a = (ai)

k
i=1 ∈ Rk>0 son cualesquiera fijos y consideraron el potencial denominado error cuadrático

medio (ECM) de F = (F0,G0) dado por

ECM(F) = tr
(
S−1
F
)
.

En la serie de trabajos [58, 59, 60, 61]; Massey, Ruiz y Stojanoff consideraron familias de potenciales
convexos (que incluyen tanto al potencial de Benedeto-Fickus como al ECM) y probaron que existen
completaciones óptimas Fop = (F0, Gop) - con Gop ∈ Td(a)- que minimizan simultáneamente de manera
global a todos los potenciales convexos en Td(a). Cabe destacar que los minimizadores globales han
sido caracterizados por estos autores. De manera independiente, este resultado también fue obtenido
posteriormente por Fickus, Marks y Poteet en [32] en términos de un Teorema de Schur-Horn generalizado.

Por otro lado, este problema de completaciones óptimas también está relacionado con el problema de
optimizar la distancia al operador de marco en la variedad (suave) Td(a), presentado por Strawn en [63];
es decir, para S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ fijos, minimizar la distancia al operador de marco
(DOM) que se define como la función Θ2 = Θ(2 , S ,a) : Td(a)→ R≥0 dada por

Θ2(G) = ‖S − SG‖2 para G ∈ Td(a) ,

donde ‖A‖22 = tr(A∗A), para A ∈ Md(C), denota la norma Frobenius en Md(C). En el caso de que
S = α I para algún α > 0, Strawn observó que encontrar los minimizadores de Θ2 en Td(a), es equivalente
a encontrar los minimizadores del potencial de Benedetto - Fickus en Td(a), pues

‖S − SG‖22 = tr(S2) + tr(S2
G)− 2 Re(tr(S − SG)) = α2 d+ FP(G)− 2 (αd− tr(a)) .

Además, Strawn notó que agregando la hipótesis de que a ≺ λ(S), la versión del Teorema de Schur-Horn
para marcos (ver Teorema 1.2.4), afirma que existe una familia Gop ∈ Td(a) tal que SGop = S; en este
caso,

mı́n {Θ2(G) : G ∈ Td(a) } = 0 .

Al notar que la condición de que a ≺ λ(S), asegura que el valor mı́nimo que toma la función es cero,
Strawn presenta un algoritmo de aproximación basado en el método de descenso en la dirección del
gradiente de Θ2, el cual explota algunos aspectos geométricos de la geometŕıa diferencial de la variedad
Td(a) obtenidos por él mismo en [62] (algunos de los cuales son de naturaleza similar a los que se consideran
en [58]). En el caso de que la sucesión de iterados construida por el método de Strawn sea convergente,
lo que uno espera es (en el mejor de los casos) encontrar un minimizador local de la función objetivo.
Los resultados obtenidos en ese trabajo le permitieron a Strawn conjeturar que (bajo ciertas hipótesis
adicionales) los minimizadores locales de la DOM, son globales. En el próximo caṕıtulo veremos que, en
general, la Conjetura de Strawn es equivalente al problema de determinar si los minimizadores locales del
potencial de Benedetto - Fickus (sobre cierto conjunto de completaciones con normas predeterminadas)
son minimizadores globales. Este hecho motiva a estudiar los minimizadores locales de completaciones
con normas predeterminadas, para el potencial de Benedetto-Fickus y para el caso más general de los
potenciales convexos basados en funciones estrictamente convexas como los de la Eq. (3.1).

En este caṕıtulo, dada una familia inicial F0 de vectores en Cd y una sucesión a = (ai)i∈Ik de números
positivos (fijos), vamos a mostrar que cualquier completación F = (F0,G0) de F0, que se obtenga agregan-
do una familia de vectores G0 ∈ Td(a) y que sea un minimizador local de algún potencial (estrictamente)
convexo, resulta ser un minimizador global de todos los potenciales convexos, sobre tales completaciones.
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La demostración está basada en la caracterización de los minimizadores globales dada por Massey, Ruiz y
Stojanoff en [61]; y aśı como para ellos fue fundamental el Teorema de Lidskii (clásico) y la caracterización
del caso de igualdad (ver Teorema 1.1.6), para nosotros será una herramienta clave la versión local del
Teorema de Lidskii (para matrices positivas) desarrollado en la Sección 2.1. Este resultado generaliza
entonces a los que fueron obtenidos previamente en [5, 15, 30, 31] para el potencial de marco y el ECM;
aśı como también generaliza los resultados de [32, 58, 59, 60, 61] relacionados con los diseños óptimos (y/o
completaciones óptimas) con normas predeterminadas con respecto a un potencial convexo arbitrario. En
cuanto al Problema de Strawn, los resultados obtenidos en este caṕıtulo nos permitirán probar al inicio
del Caṕıtulo 4 que la conjetura planteada en [63] es cierta, incluso de manera más general.

3.1. Minimizadores locales de completaciones de marcos con normas
predeterminadas

En esta sección dada una familia inicial F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 , una sucesión de normas predetermi-

nadas a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y una función ϕ ∈ Convs(R≥0), vamos a describir las primeras caracteŕısticas
estructurales de los minimizadores locales de la función de la Eq. (3.1), para potenciales convexos generales
de la forma

Ψϕ(G) := Pϕ(F0,G) = tr(ϕ(SF0 + SG)) para G ∈ Td(a).

En la Sección 3.1.1, basándonos en el Teorema de Lidskii local para potenciales convexos 2.1.6, vamos a
probar que los vectores de una familia G0 ∈ Td(a) que es minimizador local de Ψϕ son autovectores del
operador de marco de F = (F0,G0) y que además SF0 y SG0 verifican la igualdad en la desigualdad de
Lidskii. También daremos dos argumentos de reducción que nos permitirán calcular en la Sección 3.1.2 la
estructura interna de los minimizadores locales.

3.1.1. Propiedades geométricas de los minimizadores locales

En esta sección comenzaremos a estudiar la geometŕıa relativa (tanto de los vectores del marco, como
de los autovectores del operador de marco asociado) de las completaciones de marcos con normas prede-
terminadas que son minimizadores locales de potenciales estrictamente convexos. En adelante utilizaremos
la siguiente notación y nociones básicas.

Notación 3.1.1.

1. F0 = {fi}i∈In0
será una familia fija en (Cd)n0 y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ un vector de normas prede-

terminadas, también fijo.

2. Dado un subespacio V ⊆ Cd denotaremos por

TV (a) =
{
G = {gi}i∈Ik ∈ V

k : ‖gi‖2 = ai , i ∈ Ik
}
,

dotado con la topoloǵıa producto - de la topoloǵıa usual en TV (ai) para i ∈ Ik - i.e. la que es
inducida por la métrica

d(G , G̃)2 =
∑
i∈Ik

‖gi − g̃i‖2 .

3. Recordemos el conjunto Ca (F0) definido en la Eq. (1.16), dado por

Ca (F0) =
{
F = (F0 , G) ∈ (Cd)n0+k : G ∈ Td(a)

}
.
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Para ϕ ∈ Convs(R≥0), vamos a considerar el potencial convexo inducido por ϕ, de la sucesión
completada F = (F0 , G) ∈ Ca (F0); i.e. la función Ψϕ = Ψ(ϕ ,F0) : Td(a)→ [0,∞) dada por

Ψϕ(G) = Pϕ(F0 , G) = tr
(
ϕ(SF0 + SG)

)
para toda familia G ∈ Td(a) . (3.2)

4. La familia G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) denotará un minimizador local de Ψϕ en Td(a). 4

En la Sección 3.2 veremos que G0 es en realidad un minimizador global de Ψϕ en Td(a), en otras pala-
bras, F = (F0 , G0) es un minimizador global en Ca (F0) para el potencial convexo Pϕ y es independiente
de la función ϕ.

El siguiente resultado, el cual está basado en el Teorema de Lidskii local para autovalores 2.1.6, repre-
senta las primeras propiedades estructurales de los minimizadores locales de los potenciales estrictamente
convexos.

Teorema 3.1.2. Consideremos la Notación 3.1.1 y fijemos un minimizador local G0 = {gi}i∈Ik de Ψϕ en
Td(a). Luego,

1. Para todo j ∈ Ik, SF = SF0 + SG0 conmuta con gj ⊗ gj o equivalentemente, gj es un autovector de
SF = SF0 + SG0 .

2. Existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

SF0 =
∑
i∈Id

λi(SF0)↑ vi ⊗ vi y SG0 =
∑
i∈Id

λi(SG0)↓ vi ⊗ vi .

En particular, podemos afirmar que λ(SF0 + SG0) =
[
λ↑(SF0) + λ(SG0)

]↓
.

Demostración. Para cada j ∈ Ik , vamos a considerar

Sj = SF0 +
∑

i∈In\{j}

gi ⊗ gi ∈Md(C)+ y µ[j] = aj e1 ∈ (Rd≥0)↓ .

Notemos que, como en la Eq.(2.1), la órbita unitaria de µ[j] es

Oµ[j] = {g ⊗ g : ‖g‖2 = aj} .

Por hipótesis, es claro que (comparando las funciones Ψϕ y Φ(ϕ , Sj , µ[j]) definida en la Eq. (2.4)) la matriz
Gj = gj ⊗ gj es un minimizador local de Φ(ϕ , Sj , µ[j]) en Oµ[j] . Haciendo uso del Teorema 2.1.6, podemos
concluir que Sj y Gj conmutan, lo cual implica el ı́tem 1.

Para probar el ı́tem 2 notemos que, por hipótesis, existe ε > 0 tal que toda matriz

U ∈ B(I , ε)
def
= {U ∈ U(d) : ‖I − U‖ < ε}

satisface que U · G0 = {U gi}i∈Ik ∈ Td(a), SU ·G0 = U SG0 U
∗ y U · G0 está lo suficientemente cerca de G0,

por lo cual

Φ(ϕ , SF0 , µ)(U SG0 U
∗) = tr

(
ϕ(SF0 + U SG0 U

∗)
)

= Ψϕ(U · G0) ≥ Ψϕ(G0) = Φ(ϕ , SF0 , µ)(SG0) .

Tomemos ahora el vector µ = λ(SG0) ∈ (Rd≥0)↓. Notemos que la función π : U(d) → Oµ dada por
π(U) = U SG0 U

∗, es abierta y tiene un sección local continua en I ∈ U(d) (ver [1, Teo. 4.1]), por lo tanto
π(B(I , ε)) es un entorno abierto de SG0 en Oµ y SG0 es un minimizador local para Φ(ϕ , SF0 , µ) en Oµ . El
ı́tem 2 ahora se sigue del Teorema 2.1.6.
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Notación 3.1.3. Consideremos la Notación 3.1.1. Luego, el Teorema 3.1.2 nos permite introducir las
siguientes nociones y notaciones:

1. Denotemos por λ = (λi)i∈Id = λ(SF0)↑ ∈ (Rd≥0)↑ y µ = (µi)i∈Id = λ(SG0)↓ ∈ (Rd≥0)↓.

2. Fijemos una bon B = {vi}i∈Id de Cd como la del Teorema 3.1.2. Luego,

SF0 =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y SG0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi , (3.3)

3. Denotaremos por ν(G0) = λ+ µ ∈ Rd≥0, de este modo:

SF = SF0 + SG0 =
∑
i∈Id

νi(G0) vi ⊗ vi .

Notemos que ν(G0) se construye emparejando las entradas de los vectores ordenados (pues λ = λ↑ y
µ = µ↓) pero ν(G0) no necesariamente es un vector ordenado. Sin embargo, ordenando las entradas
de forma no-creciente, se tiene que ν(G0)↓ = λ(SF ). En lo que sigue vamos a obtener algunas
propiedades del vector (no ordenado) ν(G0).

4. Sea sF = máx {i ∈ Id : µi 6= 0} = rkSG0 . Denotaremos por W = gen g1, · · · , gk = R(SG0), el cual
reduce a SF .

5. Sean S = SF
∣∣
W

= SF0 + SG0 |W ∈ L(W ) y σ(S) = {c1 , . . . , cp} (donde c1 > c2 > . . . > cp > 0).

6. Para cada j ∈ Ip , vamos a considerar los siguientes conjuntos de ı́ndices:

Kj = {i ∈ IsF : νi(G0) = λi + µi = cj} y Jj = {i ∈ Ik : S gi = cj gi} .

El Teorema 3.1.2 nos asegura que IsF =
⊔
j∈Ip

Kj y Ik =
⊔
j∈Ip

Jj .

7. Como R(SG0) = gen{gi : i ∈ Ik} = W =
⊕

i∈Ip ker (S − ci IW ) entonces, para todo j ∈ Ip ,

Wj
def
= gen{gi : i ∈ Jj} = ker (S − cj IW ) = gen{vi : i ∈ Kj} , (3.4)

pues gi ∈ ker (S − cj IW ) para todo i ∈ Jj . Notemos que, por el Teorema 3.1.2, cada Wj reduce
tanto a SF0 como a SG0 . 4

La siguiente observación nos permitirá considerar argumentos de reducción cuando calculemos dife-
rentes aspectos de la estructura de los minimizadores locales del problema de completaciones con normas
predeterminadas.

Observación 3.1.4 (Dos argumentos de reducción para minimizadores locales). Consideremos los datos
y la terminoloǵıa fijada en las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3.

a) Para j ≤ p− 1 denotamos por

Ij = Id \
⋃
i≤j

Ki ; Lj = Ik \
⋃
i≤j

Ji ; λIj = (λi)i∈Ij ; G(j)
0 = {gi}i∈Lj ; aLj = (ai)i∈Lj
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y tomemos una sucesión F (j)
0 en Hj =

[ ⊕
i≤jWi

]⊥
tal que SF(j)

0

= SF0 |Hj (notar que, por construc-

ción, Hj reduce a SF0). Luego, se puede ver de manera directa que G(j)
0 es un minimizador local de

Ψj

(ϕ ,F(j)
0 )

: THj (a
Lj ) → R≥0 . En efecto, si Mj es cualquier sucesión de |Lj | vectores en Hj con normas

predeterminadas por aLj , entonces M = ({gi}i∈Ik\Lj
,Mj) ∈ Td(a) (en algún orden) y

Ψϕ(M) =

j∑
i=1

ϕ(ci) dimWi + Ψj
ϕ(Mj) ,

donde la última ecuación es una consecuencia de las relaciones de ortogonalidad entre las familias. Notemos

también que la distancia entre las (sub)familias Mj y G(j)
0 es la misma como distancia entre las familias

M y G0 .

La importancia de las observaciones previas yace en el hecho de que nos proveen un método de

reducción, tanto para calcular la estructura de los conjuntos G(i)
0 , Ki y Ji para 1 ≤ i ≤ p, como para el

conjunto de constantes c1 > . . . > cp ≥ 0. En efecto, supongamos que podemos describir los conjuntos

G(1)
0 , K1 , J1 y la constante c1 en algún sentido estructural, utilizando el hecho de que esos conjuntos son

extremales (e.g. esos conjuntos son construidos en base a c1 > cj para 2 ≤ j ≤ p). Luego, podemos aplicar

el mismo argumento para calcular, por ejemplo, los conjuntos G(2)
0 , K2 , J2 pensando que son extremales

para el problema reducido que describimos anteriormente para j = 1.

b) Supongamos que k ∈ Id−1 y sea F = (F0,G0) ∈ Ca (F0). Fijemos una sucesión F̃0 = {f̃i}i∈In0
en

W = R(SG0) tal que SF̃0
= SF0 |W . Luego, para todo M∈ TW (a),

Ψ(ϕ ,F0)(M) = Pϕ(F0 ,M) = Pϕ(F̃0 ,M) +
d∑

i=k+1

ϕ(λi) = Ψ(ϕ , F̃0)(M) +
d∑

i=k+1

ϕ(λi) ,

incluso para M = G0 . La identidad anterior nos muestra que G0 es un minimizador local de Ψ(ϕ , F̃0) en

TW (a). En este caso se tiene que d ′ = dimW = rk(SG0) ≤ k. Luego, a fin de calcular la estructura de G0,
podemos asumir -como lo haremos siempre en este caṕıtulo- que k ≥ d.

4

3.1.2. Estructura interna de los minimizadores locales

A lo largo de esta sección vamos a considerar las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Recordemos que hemos fijado
una función ϕ ∈ Convs(R≥0) y una sucesión de vectores G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) que es un minimizador
local del potencial Ψ(ϕ ,F0) en Td(a).

El objetivo de esta sección es estudiar las particiones del espectro de SF0 + SG0 , cuando G0 ∈ Td(a)
es un minimizador local de Ψ(ϕ ,F0), explotando la noción de feasibilidad establecida por Massey, Ruiz y
Stojanoff en [59] (ver Sección 1.2.2).

El siguiente resultado está inspirado en [15].

Proposición 3.1.5. Sea F = (F0 , G0) ∈ Ca (F0) como en la Notación 3.1.3 y supongamos que existen
j ∈ Ip y c ∈ σ(SF ) tales que c < cj . Luego, la familia {gi}i∈Jj es linealmente independiente.

Demostración. Supongamos que para algún j ∈ Ip la familia {gi}i∈Jj es linealmente dependiente. Luego,
existen coeficientes zl ∈ C para l ∈ Jj (no todos nulos) tales que |zl| ≤ 1/2 y∑

l∈Jj

zl a
1/2
l gl = 0 . (3.5)
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Sea Ij ⊆ Jj dado por Ij = {l ∈ Jj : zl 6= 0}. Supongamos que existe c ∈ σ(SF ) tal que c < cj y sea
h ∈ Cd tal que ‖h‖ = 1 y SFh = c h. Para t ∈ (−1/2, 1/2) vamos a considerar F(t) = (F0 , G(t)), donde
la familia G(t) = {gi(t)}i∈Ik está dada por

gl(t) =

{
(1− t2 |zl|2)1/2gl + t zl a

1/2
l h si l ∈ Ij ;

gl si l ∈ Ik \ Ij .

Notar que G(t) ∈ Td(a) para t ∈ (−1/2, 1/2). Si denotamos la parte real de A ∈Md(C) por Re(A) = A+A∗

2 ,
para l ∈ Ij se tiene que

gl(t)⊗ gl(t) = (1− t2 |zl|2) gl ⊗ gl + t2 |zl|2 al h⊗ h+ 2 (1− t2 |zl|2)1/2 t Re(h⊗ zl a
1/2
l gl) .

Luego, si llamamos S(t) al operador de marco de la familia F(t) = (F0 , G(t)) ∈ Ca (F0), entonces
S(0) = SF . Notemos además que

S(t) = SF + t2
∑
l∈Ij

|zl|2 (−gl ⊗ gl + al h⊗ h) +R(t) ,

donde R(t) = 2
∑
l∈Ij

(1− t2 |zl|2)1/2 t Re(h⊗ a1/2
l zl gl). Luego R(t) es una función suave y tal que

R(0) = 0 , R′(0) =
∑
l∈Ij

Re(h⊗ zl a
1/2
l gl) = Re(h⊗

∑
l∈Ij

zl a
1/2
l gl)

(3.5)
= 0 ,

y R′′(0) = 0. Por lo tanto, ĺım
t→0

t−2 R(t) = 0. Consideremos ahora el subespacio

V = gen
(
{gl : l ∈ Ij} ∪ {h}

)
= gen

{
gl : l ∈ Ij

} ⊥
⊕ C · h .

Luego, dimV = s+ 1 para s = dim gen{gl : l ∈ Ij} ≥ 1. Por construcción, V reduce a SF y a S(t) para
t ∈ R, de manera tal que S(t)|V ⊥ = SF |V ⊥ para t ∈ R. Por otro lado

S(t)|V = SF |V + t2
∑
l∈Ij

|zl|2 (−gl ⊗ gl + al h⊗ h) +R(t) = A(t) +R(t) ∈ L(V ) , (3.6)

donde hemos utilizado el hecho de que los rangos de los operadores autoadjuntos del segundo y tercer
término de la fórmula anterior, claramente están contenidos en V . Luego, λ

(
SF |V

)
=
(
cj 1s , c

)
∈ (Rs+1

>0 )↓

y

λ
(∑

l∈Ij |zl|
2gl ⊗ gl

)
= (γ1 , . . . , γs , 0) ∈ (Rs+1

≥0 )↓ con γs > 0 ,

por como hemos definido s y porque |zl| > 0 para l ∈ Ij (y el hecho conocido de que si S , T ∈ Md(C)+

entonces R(S + T ) = R(S) + R(T ) ). Luego, para t lo suficientemente chico, el espectro del operador
A(t) ∈ L(V ) definido en (3.6) es

λ
(
A(t)

)
=
(
cj − t2 γs , . . . , cj − t2 γ1 , c+ t2

∑
l∈Ij al |zl|

2
)
∈ (Rs+1

≥0 )↓ ,

pues 〈gl , h〉 = 0 para todo l ∈ Ij . Consideremos ahora,

λ
(
R(t)

)
=
(
δ1(t) , . . . , δs+1(t)

)
∈ (Rs+1

≥0 )↓ para t ∈ R .
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Recordemos que en este caso ĺım
t→0

t−2δj(t) = 0 para 1 ≤ j ≤ s+ 1. Aplicando la desigualdad de Weyl de la

Eq. (1.5) a la Eq. (3.6), podemos ver que

λ
(
S(t)|V

)
≺ λ

(
A(t)

)
+ λ

(
R(t)

) def
= ρ(t) ∈ (Rs+1

≥0 )↓ .

Lo que sabemos es que

ρ(t) =
(
cj − t2 γs + δ1(t) , . . . , cj − t2 γ1 + δs(t) , c+ t2

∑
l∈Ij al |zl|

2 + δs+1(t)
)

=
(
cj − t2 (γs − δ1(t)

t2
) , . . . , cj − t2 (γ1 − δs(t)

t2
) , c+ t2 (

∑
l∈Ij al |zl|

2 + δs+1(t)
t2

)
)
.

Como por hipótesis cj > c, las observaciones previas muestran que existe ε > 0 tal que, si t ∈ (0, ε)
entonces para todo i ∈ Is resulta

cj > cj − t2(γs−i+1 −
δi(t)

t2
) > c+ t2 (

∑
l∈Ij

al |zl|2 +
δs+1(t)

t2
) .

Los hechos previos muestran que para t ∈ (0, ε) vale, de manera estricta, la relación de mayorización

ρ(t) ≺ λ(SF |V ) =
(
cj 1s , c

)
.

Como la función ϕ es estrictamente convexa, para todo t ∈ (0, ε) se tiene que

Ψϕ

(
G(t)

)
≤ tr ϕ

(
λ(SF |V ⊥)

)
+ tr ϕ

(
ρ(t)

)
< tr ϕ

(
λ(SF |V ⊥)

)
+ tr ϕ

(
λ(SF |V )

)
= Ψϕ(G0) ,

lo cual contradice el hecho de que G0 sea un minimizador local de Ψϕ in Td(a).

Recordemos que de acuerdo a la Notación 3.1.3, c1 > . . . > cp . Luego, el siguiente resultado es una
consecuencia inmediata de la Proposición 3.1.5.

Corolario 3.1.6. Sea F = (F0 , G0) ∈ Ca (F0) como en la Notación 3.1.3 y supongamos que p > 1. Luego,
la familia {gi}i∈Jj es linealmente independiente para todo j ∈ Ip−1. En particular, por la Eq. (3.4), se
tiene que

dim(Wj) = |Kj | = |Jj | para j ∈ Ip−1 . �

Corolario 3.1.7. Consideremos la Notación 3.1.3 y k ≥ d. Sea F = (F0 , G0) ∈ Ca (F0) y supongamos
que, para W = R(SG0), el operador SF |W ∈ L(W ) tiene un sólo autovalor. Luego:

1. (λ, a) es feasible;

2. λ(SF )↑ = ν(λ , a) y λ(SG0) = µ(λ , a) (ver Definición 1.2.9);

3. F es un minimizador global de Ψϕ in Td(a).

Demostración. Comencemos suponiendo que sF = d, i.e. W = Cd. En este caso SF = SF0 + SG0 = c1 I y
F es un marco ajustado. Por los comentarios hechos al final de la Observación 1.2.8 y la Definición 1.2.9
(notar que en este caso mı́n{d, k} = d) podemos ver que ν(λ , a) = c1 1d . Luego,

µ(λ , a) = c1 1d − λ = λ(SG0)↓ .
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Como SG0 es el operador de marco de la familia G0 ∈ Td(a), la Proposición 1.2.4 muestra que la relación de
mayorización a ≺ µ(λ , a) vale, entonces el par (λ , a) es feasible. El hecho de que G0 sea un minimizador
global de Ψϕ en Td(a) ahora se sigue del Teorema 1.2.10.

Consideremos el caso sF < d. Luego, µi > 0 para 1 ≤ i ≤ sF y

SF =
∑
i∈Id

(λi + µi) vi ⊗ vi =
∑
i∈IsF

c1 vi ⊗ vi +

d∑
i=sF+1

λi vi ⊗ vi .

En particular, c1 = λsF + µsF > λsF . Por otro lado, k ≥ d > dimW , entonces {gi}i∈Ik = {gi}i∈J1 es una
familia linealmente dependiente. Luego, la Proposición 3.1.5 implica que c1 ≤ λi para sF + 1 ≤ i ≤ d; en
particular, c1 ≤ λsF+1.

Los hechos previos junto con la Observación 1.2.8, muestran que

λ(SF )↑ = (c1 1sF , λsF+1, . . . , λd) = ν(λ , a),

de acuerdo con la Definición 1.2.9. Más aun, también se tiene que λ(SG0) = ν(λ , a) − λ = µ(λ , a).
Nuevamente, como G0 ∈ Td(a), por el Teorema de Schur-Horn para marcos 1.2.4 podemos concluir que la
relación de mayorización a ≺ µ(λ , a) vale y por lo tanto, el par (λ , a) es feasible. Como antes, el Teorema
1.2.10 muestra que G0 es un minimizador global de Ψϕ en Td(a).

El siguiente resultado es [61, Proposición 4.5]. Aunque este resultado haya sido establecido para los
minimizadores globales en [61], inspeccionando en la demostración (para ϕ ∈ Convs(R≥0), entonces valen
los resultados previos) se puede ver que también es cierto para el caso de los minimizadores locales.
Recordemos de la Notación 3.1.3 que, si p > 1 entonces

Kj = {i ∈ IsF : λi + µi = cj} y Jj = {i ∈ Ik : SF gi = cj gi}

para cada j ∈ Ip , donde λ = λ(SF0)↑ y µ = µ↓ = λ(SG0).

Proposición 3.1.8. Consideremos la Notación 3.1.3 con F = (F0 , G0) ∈ Cop
a (F0) y supongamos que

k ≥ d y p > 1. Dados i , r ∈ Ip , h ∈ Ji y l ∈ Jr se tiene que

i < r =⇒ ah − al ≥ ci − cr > 0 =⇒ h < l .

En particular, existe s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 < sF ≤ d tal que

Jj = {sj−1 + 1 , . . . , sj} para j ∈ Ip−1 y Jp = {sp−1 + 1 , . . . , k} . �

Proposición 3.1.9. Consideremos la Notación 3.1.3 con F = (F0 , G0) ∈ Cop
a (F0) y supongamos que

k ≥ d y p > 1. Luego,

i ∈ K1 =⇒ i < j ( =⇒ λi ≤ λj ) para todo j ∈
⋃
r>1

Kr = IsF \K1 .

Inductivamente, por la Observación 3.1.4, podemos deducir que los conjuntos Kj consisten de ı́ndices

consecutivos. Por lo tanto, si s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 < sp
def
= sF son como en la Proposición 3.1.8

entonces

Kj = {sj−1 + 1 , . . . , sj} = Jj para j ∈ Ip−1 y Kp = {sp−1 + 1, . . . , sp} .
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Demostración. Supongamos que existen i ∈ K1 y j ∈ Kr para 1 < r tales que j < i. En este caso,

µi ≤ µj , λj ≤ λi y c1 = λi + µi > cr = λj + µj .

Consideremos B = {vl}l∈Id como en la Notación 3.1.3. Para t ∈ [0, 1) definimos

gl(t) = gl +
(

(1− t2)1/2 − 1
)
〈gl, vi〉 vi + t 〈gl, vi〉 vj para l ∈ Ik . (3.7)

Notemos que, si l ∈ J1 , entonces SF gl = c1 gl =⇒ 〈gl , vj〉 = 0. De manera similar, si l ∈ Ik \J1 entonces
〈gl , vi〉 = 0 (y por lo tanto gl(t) = gl). Luego, la sucesión G(t) = {gl(t)}l∈Ik ∈ Td(a) para t ∈ [0, 1). Sean
Pi = vi ⊗ vi y Pji = vj ⊗ vi (entonces Pji x = 〈x , vi〉 vj). Luego, para todo t ∈ [0 , 1),

gl(t) =
(
I + ((1− t2)1/2 − 1) Pi + t Pji

)
gl para todo l ∈ Ik .

Esto es, si V (t) = I + ((1 − t2)1/2 − 1) Pi + t Pji ∈ Md(C) entonces gl(t) = V (t) gl para todo l ∈ Ik y
t ∈ [0, 1). Por lo tanto se tiene que

G(t) = V (t)G = {V (t) gl}l∈In =⇒ SG(t) = V (t)SG V (t)∗ para t ∈ [0, 1) .

Por consiguiente, obtenemos la representación:

SG(t) =
∑

`∈Id\{i, j}

µ` v` ⊗ v` + γ11(t) vj ⊗ vj + γ12(t) vj ⊗ vi + γ21(t) vi ⊗ vj + γ22(t) vi ⊗ vi ,

donde las funciones γrs(t) son las entradas de la matriz A(t) =
(
γrs(t)

)2
r , s=1

∈ H(2) definidas por

A(t) =

(
1 t

0 (1− t2)1/2

)(
µj 0
0 µi

)(
1 0

t (1− t2)1/2

)
para todo t ∈ [0 , 1) .

Es fácil verificar que tr(A(t)) = µi + µj y det(A(t)) = (1 − t2)µj µi . Estos hechos implican que si
consideramos la función continua L(t) = λmáx(A(t)) entonces L(0) = µj y L(t) es estrictamente creciente
en [0, 1). Cálculos directos prueban también que podemos considerar curvas continuas xi(t) : [0, 1)→ C2

que satisfagan que {x1(t), x2(t)} sea una bon de C2 tal que

A(t)x1(t) = L(t)x1(t) para t ∈ [0, 1) y x1(0) = e1 , x2(0) = e2 .

Para t ∈ [0, 1) consideramos X(t) = (ur,s(t))
2
r,s=1 ∈ U(2) con columnas x1(t) y x2(t). Por construcción,

X(t) = [0, 1)→ U(2) es una curva continua tal que X(0) = I2 y

X(t)∗A(t)X(t) =

(
L(t) 0

0 µi + µj − L(t)

)
.

Finalmente, consideremos la curva continua U(t) : [0, 1)→ U(d) dada por

U(t) = u11(t) vj ⊗ vj + u12(t) vj ⊗ vi + u21(t) vi ⊗ vj + u22(t) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

vl ⊗ vl .

Notemos que U(0) = I; además, sea G̃(t) = U(t)∗ G(t) ∈ Td(a) para t ∈ [0, 1), la cual es una curva
continua tal que G̃(0) = G0 . En este caso, para t ∈ [0, 1) se tiene que

SG̃(t) = U(t)∗ SG(t) U(t) = L(t) vj ⊗ vj + (µi + µj − L(t)) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

µ` v` ⊗ v` .
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En otras palabras, U(t) se construye de manera tal que B = {vl}i∈Id consiste de autovectores de SG̃(t)

para todo t ∈ [0, 1). Luego, si F̃(t) = (F0 , G̃(t)) y E(t) = L(t)− µj ≥ 0 para t ∈ [0 , 1), se tiene que

SF̃(t) = (cr + E(t) ) vj ⊗ vj + (c1 − E(t) ) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

(λ` + µ`) v` ⊗ v` .

Sea ε > 0 tal que E(t) = L(t) − µj ≤ c1−cr
2 para t ∈ [0, ε]. (recordemos que L(0) = µj y c1 > cr). Como

L(t) (y por ende E(t)) es estrictamente creciente en [0, 1), se puede ver que

(c1 − E(t) , cr + E(t)) ≺ (c1 , cr) =⇒ λ(SF̃(t)) ≺ λ(SF ) para t ∈ (0 , ε] ,

donde las relaciones de mayorización son estrictas. Luego, como ϕ ∈ Convs(R≥0) entonces

Ψϕ(G̃(t)) = tr(ϕ(λ(SF̃(t)))) < tr(ϕ(λ(SF ))) = Ψϕ(G0) para t ∈ (0 , ε] .

Este último hecho contradice la minimalidad local de G0 y el resultado queda probado. La descripción de
los conjuntos Ki ahora se sigue del Corolario 3.1.6.

3.2. Los minimizadores locales son globales

A lo largo de esta sección vamos a considerar las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Recordemos que la función
ϕ ∈ Convs(R≥0) está fija, al igual que la familia G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) la cual es un minimizador local del
potencial Ψϕ en Td(a).

En lo que sigue, vamos a probar que los minimizadores locales (como el G0) de Ψϕ en Td(a) son mini-
mizadores globales (ver Teorema 3.2.11). Con el fin de conseguirlo, desarrollaremos un estudio detallado
la estructura interna de los minimizadores locales, basándonos en los resultados obtenidos en la Sección
3.1 y en el caso feasible dado por Massey, Ruiz y Stojanoff en [61] (ver la Sección 1.2.2).

Observación 3.2.1 (Caso k ≥ d). Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 y supongamos que k ≥ d.
Luego, de acuerdo con las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9, existen p ∈ Id y s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 < sp =
sF ≤ d, donde sF = rk(SG0), tales que

Kj = Jj = {sj−1 + 1 , . . . , sj} para j ∈ Ip−1 ,

Kp = {sp−1 + 1 , . . . , sp} , Jp = {sp−1 + 1 , . . . , k} .
(3.8)

En términos de estos ı́ndices, también se tiene que:

λ(SF ) =
(
c1 1s1 , . . . , cp 1sp−sp−1 , λsp+1 , . . . , λd

)↓ ∈ (Rd>0)↓ si sp < d . (3.9)

o
λ(SF ) =

(
c1 1s1 , . . . , cp 1sp−sp−1

)↓ ∈ (Rd>0)↓ si sp = d . (3.10)

Lo que haremos ahora será describir un algoritmo que calcule las constantes c1 > . . . > cp al mismo
tiempo que los ı́ndices s1 < . . . < sp en términos del ı́ndice sp−1. 4

En adelante vamos a utilizar las definiciones y nociones dadas en la Sección 1.2.2. En particular
recordemos que el par (λ , a) es feasible si a ≺ µ(λ , a) = ν(λ,a)−λ (donde ν(λ,a) es el vector construido
en la Eq. (1.18)); es decir, si ∑

i∈Ij

ai ≤
∑
i∈Ij

µi(λ , a) para j ∈ Ir−1 , (3.11)
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A fin de mostrar el rol que cumple el ı́ndice sp−1 descrito en la Observación 3.2.1, vamos a considerar
la siguiente

Definición 3.2.2. Sean λ = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, con k ≥ d.

1. Dado 0 ≤ s ≤ d− 1 denotaremos por

λs = (λs+1 , . . . , λd) ∈ Rd−s y as = (as+1 , . . . , ak) ∈ Rk−s ,

a los truncamientos de los vectores λ y a.

2. Diremos que el ı́ndice s es feasible (para el par (λ , a)) si (λs , as) es un par feasible (ver Definición
1.2.9); i.e. si as ≺ ν(λs , as)− λs. 4

Notar que, con la notación y la terminoloǵıa de la Definición 3.2.2, el par (λ , a) es feasible si, y sólo si,
el ı́ndice s = 0 es feasible.

Proposición 3.2.3. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Sean k ≥ d y s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 <
sp ≤ d como en la Observación 3.2.1. Luego:

1. El ı́ndice sp−1 ≥ 0 es feasible;

2. La constante cp y el ı́ndice sp están determinados por:

cp = (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) y sp = d si (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) ≥ λd,

o de otro modo, si (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) < λd, por la identidad

ν(λsp−1 , asp−1) =
(
cp 1sp−sp−1 , λsp+1 , . . . , λd

)
y sp < d . (3.12)

3. Si consideramos G(p−1)
0 = {gi}ki=sp−1+1 entonces λ(SG(p−1)

0

) = ((µi)
sp
i=sp−1+1, 0d−(sp−sp−1)) ∈ (Rd≥0)↓;

luego
(ai)

k
i=sp−1+1 ≺ (µi)

sp
i=sp−1+1 .

Demostración. Por la Observación 3.1.4 (́ıtem a con j = p − 1) la familia G(p−1)
0 = {gi}ki=sp−1+1 es un

minimizador local de la función (para k′ = k − sp−1 ≥ 1)

{K = {ki}i∈Ik′ ∈ (Hp−1)k
′
, ‖ki‖2 = asp−1+i , i ∈ Ik′} 3 K 7→ Pϕ(F (p−1)

0 ,K),

donde, según la notación de la Observación 3.1.4, Hp−1 =
[ ⊕

i≤p−1Wi

]⊥
y F (p−1)

0 es una sucesión en
Hp−1 tal que SFp−1

0
= SF0 |Hp−1 . Más aun, por construcción del subespacio Hp−1 se puede ver que, si

F (p−1) = (F (p−1)
0 ,G(p−1)

0 ) ∈ Casp−1 (F (p−1)
0 ) entonces

Wp = R(SG(p−1)
0

) y SF(p−1) PWp = cp PWp .

Por lo tanto, por el Corolario 3.1.7, se tiene que el par (λs , as) es feasible. El resto de las afirmaciones se
siguen de la Observación 1.2.8, el Corolario 3.1.7 y la Proposición 1.2.4.

Observación 3.2.4. Observemos que, bajo las hipótesis de la Proposición 3.2.3 se tiene que el ı́tem 2
implica que

sp = máx{j ∈ Id : λj < cp} ∈ Id . 4
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Notación 3.2.5. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3, y supongamos que k ≥ d.

1. Definimos hi := λi + ai para todo i ∈ Id.

2. Dado j ≤ r ≤ d, consideramos

Pj , r =
1

r − j + 1

r∑
i=j

hi =
1

r − j + 1

r∑
i=j

λi + ai . (3.13)

En adelante, vamos a abreviar P1 , r = Pr para los promedios iniciales. 4

El siguiente resultado nos permitirá obtener varias relaciones entre los ı́ndices y las constantes que des-
criben a λ(SF ) como en la Observación 3.2.1. Queremos señalar que las ideas detrás de esta demostración
derivan de [61].

Lema 3.2.6. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 y supongamos que k ≥ d y p > 1. Luego, con la
notación de la Observación 3.2.1 se tiene que

1. Si 1 ≤ r ≤ d entonces

(aj)j∈Ir ≺ (Pr − λj)j∈Ir ⇐⇒ Pr ≥ Pi , i ∈ Ir ⇐⇒ Pr = máx{Pi : i ∈ Ir} .

2. c1 = Ps1 = máx{Pj : j ≤ sp−1}. Más aun, si s1 < t ≤ sp−1 =⇒ Pt < c1 .

Demostración. 1. Como λ = λ↑ y a = a↓ entonces (Pr − λj)j∈Ir = (Pr − λj)↓j∈Ir y (aj)j∈Ir = (aj)
↓
j∈Ir . Por

otro lado, ∑
j∈Ir

aj =
∑
r∈Ir

Pr − λj por definición de Pr .

Luego, (aj)j∈Ir ≺ (Pr − λj)j∈Ir si, y sólo si, para k ∈ Ir∑
j∈Ik

aj ≤
∑
j∈Ik

(Pr − λj) ⇐⇒ Pk =
1

k

∑
j∈Ik

aj + λj ≤ Pr .

2. Por las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9 podemos ver que la sucesión {gj}j∈Is1 es tal que los autovalores de

su operador de marco están dados por (µ1, . . . , µs1 , 0, . . . , 0) ∈ (Rd≥0)↓ y las normas de sus elementos están

dadas por ‖gj‖2 = aj , para j ∈ Is1 . Por la Proposición 1.2.4 se tiene que (aj)j∈Is1 ≺ (µj)j∈Is1 . Por otro
lado, la Proposición 3.1.9 implica que λj + µj = c1 para j ∈ Is1 . Luego,

s1 c1 =
∑
j∈Is1

λj + µj =
∑
j∈Is1

λj + aj =⇒ c1 =
1

s1

∑
j∈Is1

λj + aj = Ps1 . (3.14)

De este modo,

(aj)j∈Is1 ≺ (c1 − λj)j∈Is1 = (Ps1 − λj)j∈Is1 =⇒ Ps1 = máx{Pj : j ∈ Is1} .

Consideremos ahora s1 < t ≤ sp−1 y sea 2 ≤ r ≤ p− 1 tal que sr−1 < t ≤ sr. Luego,

Pt =
s1

t

 1

s1

∑
j∈Is1

hj

+
t− s1

t

 1

t− s1

t∑
j=s1+1

hj


=

s1

t
c1 +

t− s1

t

 1

t− s1
(

r−1∑
`=2

c` (s` − s`−1) +

t∑
`=sr−1+1

λ` + a` )

 ,
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lo cual representa a Pt como una combinación convexa, donde hemos utilizado las identidades

s∑̀
i=s`−1+1

hi =

s∑̀
i=s`−1+1

λi + µi = (s` − s`−1) c`

que se siguen de la relación de mayorización (ai)
s`
i=s`−1+1 ≺ (µi)

s`
i=s`−1+1 para 2 ≤ ` ≤ p− 1, las cuales son

una consecuencia de las Proposiciones 3.1.8, 3.1.9 y 1.2.4. Si ahora consideramos la relación

(ai)
sr
i=sr−1+1 ≺ (µi)

sr
i=sr−1+1 ,

junto con el hecho de que las entradas de esos dos vectores están ordenadas de manera no-creciente,
podemos concluir que

1

t− s1
(

r−1∑
`=2

c` (s` − s`−1) +

t∑
`=sr−1+1

λ` + a` ) ≤ 1

t− s1
(

r−1∑
`=2

c` (s` − s`−1) + cr (t− sr−1) ) < c1 ,

ya que la expresión de la izquierda es una combinación convexa de c2, . . . , cr < c1. Finalmente, podemos
deducir que

Pt <
s1

t
c1 +

t− s1

t
c1 = c1 .

Proposición 3.2.7. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3 para k ≥ d. Sean s0 = 0 < s1 < . . . <
sp−1 < sp ≤ d y c1 > . . . > cp como en la Observación 3.2.1 con p > 1. Luego, si F = (F0, G0) se tienen
las siguientes relaciones entre esos ı́ndices y las constantes:

1. El ı́ndice s1 = máx
{
j ≤ sp−1 : P1 , j = máx

i≤sp−1

P1 , i

}
, y c1 = P1 , s1 .

2. Si sj < sp−1 , luego sj+1 = máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , j = máx

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
y cj+1 = Psj+1 , sj+1 .

3. sp−1 es un ı́ndice feasible y tanto cp como sp están determinados por (Definición 3.2.2)

cp = (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) y sp = d si (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) ≥ λd

o de otro modo, si (d− sp−1)−1 (trλsp−1 + tr asp−1) < λd por la identidad

ν(λsp−1 ,asp−1) =
(
cp 1sp−sp−1 , λsp+1 , . . . , λd

)
y sp < d . (3.15)

Más aun, valen las siguientes desigualdades:

cp ≥
1

`− sp−1

∑̀
i=sp−1+1

hi para sp−1 + 1 ≤ ` ≤ sp . (3.16)

Demostración. El ı́tem 1 está contenido en la demostración del Lema 3.2.6. Pues, por la Eq. (3.14) y la
Eq. (3.13) se tiene que

c1 =
1

s1

∑
j∈Is1

λj + aj = P1,s1 = máx {Pj : j ≤ sp−1} .
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Luego, sj+1 = máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , j = máx

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
.

El ı́tem 2 también se sigue del Lema 3.2.6 aplicado a las familias reducidas G(j)
0 como definimos en

la Observación 3.1.4. Notar que, como consecuencia de las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9 - considerando la
notación de la Observación 3.1.4 - se tiene que, para 1 ≤ j ≤ sp−1,

Ij = {i : sj + 1 ≤ i ≤ d} y Lj = {i : sj + 1 ≤ i ≤ k} ,

lo cual implica que λIj = (λi)
d
i=sj+1 ∈ (Rd−sj≥0 )↑, G(j)

0 = {gi}ki=sj+1 y aLj = (ai)
k
i=sj+1 ∈ (Rk−sj≥0 )↓.

La Proposición 3.2.3 muestra que sp−1 es un ı́ndice feasible y que la constante cp y el ı́ndice sp están
determinados de la manera que describimos arriba. Finalmente, notemos que la Proposición 3.2.3 prueba
las relaciones de mayorización (ai)

k
i=sp−1+1 ≺ (µi)

sp
i=sp−1+1, donde 1 ≤ sp ≤ d ≤ k. Luego,

∑̀
i=sp−1+1

ai ≤
∑̀

i=sp−1+1

µi para todo ` tal que sp−1 + 1 ≤ ` ≤ sp .

Utilizando esta desigualdad y el hecho de que λi+µi = cp para sp−1 +1 ≤ i ≤ sp se tiene la Eq. (3.16).

En Teorema 3.2.9 es el resultado principal de [61]. Éste será necesario para tener una estructura
detallada de los minimizadores globales, con el fin de probar en el Teorema 3.2.11 que los minimizadores
locales son globales.

Definición 3.2.8 ([61]). Sean F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 , λ = λ(SF0)↑ ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓.

Con la intención de construir un espectro óptimo de las completaciones de marco, vamos a considerar los
siguientes casos:

C.1. En caso de que k ≥ d, definimos

s∗ = mı́n { 0 ≤ s ≤ d− 1 : s es un ı́ndice feasible para el par(λ , a) }

y sean q ∈ Id, s∗0 = 0 < s∗1 < . . . < s∗q−1 = s∗ < sq ≤ d y c∗1 > . . . > c∗q−1 > c∗q calculados según el
siguiente algoritmo recursivo:

Si s∗ = 0

1. El ı́ndice s∗0 = 0 y q = 1. Entonces continuamos con el ı́tem 4.

Si s∗ ≥ 1.

2. El ı́ndice s∗1 = máx
{
j ≤ s∗ : P1 , j = máx

i≤s∗
P1 , i

}
, c∗1 = P1 , s∗1

y q = 1.

3. Si el ı́ndice s∗j ya está calculado, s∗j < s∗ y redefinimos q = q + 1, entonces

s∗j+1 = máx
{
s∗j < r ≤ s∗ : Ps∗j+1 , j = máx

s∗j<i≤s∗
Ps∗j+1 , i

}
y c∗j+1 = Ps∗j+1 , s∗j+1

.

4. Fijemos s∗q−1 = s∗, y sean c∗q y s∗q−1 < s∗q ≤ d tales que (ver Definición 3.2.2)

(c∗q 1s∗q−s∗q−1
, λs∗q+1 , . . . , λd) = ν(λs

∗
, as

∗
) ∈ (Rd−s

∗

>0 )↑ .
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Finalmente, definimos

νop(λ , a) := (c∗1 1s∗1 , c
∗
2 1s∗2−s∗1 , . . . , c

∗
q−1 1s∗q−1−s∗q−2

, ν(λs
∗
, as

∗
)) ∈ Rd>0 ,

C.2. En caso de que k < d, definimos

λ̃ = (λi)i∈Ik ∈ (Rk≥0)↑ y ν̃ = νop(λ̃ , a) ∈ (Rk>0)↓ ,

donde el segundo vector se construye de acuerdo al caso C.1 y

νop(λ , a) := (ν̃ , λk+1 , . . . , λd) ∈ Rd≥0 .

4

Teorema 3.2.9 ([61]). Sean F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 , λ = λ(SF0)↑ ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Sea

νop(λ , a) como en la Definición 3.2.8. Luego,

1. Existe Fop = (F0, Gop) ∈ Ca (F0) con λ(SFop) = νop(λ , a)↓.

2. Para toda función ϕ ∈ Convs(R≥0),

Pϕ(F0,G) ≥ Pϕ(F0,Gop) para toda completación (F0,G) ∈ Ca (F0) . (3.17)

3. Dada (F0, G) ∈ Ca (F0), vale la Eq. (3.17) ⇐⇒ λ(S(F0,G)) = νop(λ , a)↓.

�

Consideremos la notación y la terminoloǵıa de la Definición 3.2.8 y sea Fop = (F0, Gop) ∈ Ca (F0) tal
que λ(SFop) = νop(λ , a)↓. Si ϕ ∈ Convs(R≥0) entonces se tiene que Gop es un minimizador global de Ψϕ,
en particular, Gop es un minimizador local. Luego, podemos aplicar la Proposición 3.2.7 a la familia Gop

y deducir algo de información contenida en el caso C.1. de la Definición 3.2.8 con una notable excepción,
que sq−1 = s∗ es el mı́nimo ı́ndice feasible del par (λ , a).

Observación 3.2.10. Sean F0 = {fi}i∈In0
∈ (Cd)n0 , λ = λ(SF0)↑ ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓.

Sea νop(λ , a) construido como en el Teorema 3.2.9. (dependiendo de si k ≥ d o k < d). El hecho de que
νop(λ , a) es el espectro óptimo para todo potencial convexo ϕ ∈ Convs(R≥0) es equivalente a decir que

νop(λ , a) ≺ λ(S(F0,G)) para toda completación (F0, G) ∈ Ca (F0) . (3.18)

Ver [61] o [32] para una prueba independiente de este hecho. 4

El siguiente teorema es el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 3.2.11. Consideremos las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Luego, el minimizador local G0 ∈ Td(a) es
un minimizador global de Ψϕ in Td(a).

Demostración. Adoptemos la terminoloǵıa de las Notaciones 3.1.1 y 3.1.3. Empezaremos suponiendo que
k ≥ d y vamos a argumentar por inducción sobre p ≥ 1; i.e. la cantidad de constantes c1 > . . . > cp > 0.

En efecto, si p = 1 entonces el Corolario 3.1.7 muestra que G0 es un minimizador global de Ψϕ en Td(a)
y entonces ya está. Luego, supongamos que p > 1 y que la hipótesis inductiva vale para p − 1. Por la
Proposición 3.2.3 el ı́ndice sp−1 es feasible y entonces,

sp−1 ≥ s∗ = mı́n{ 0 ≤ s ≤ d− 1 : s es un ı́ndice feasible para el par (λ , a) } .
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Consideremos ahora la notación y la terminoloǵıa del caso C.1. de la Definición 3.2.8, que describe al
espectro óptimo νop(λ , a) (notar que q ≥ 1).

Supongamos que q = 1. En este caso ν = νop(λ , a) = (c∗1 1s∗1 , λs∗1+1 , . . . , λd) ∈ (Rd≥0)↑. En particular la
relación de mayorización λ(SF ) ≺ ν en Eq. (3.18) muestra que

c∗1 = mı́n{νj : j ∈ Id} ≥ mı́n{λj(SF ) : j ∈ Id} = cp .

Luego, por la Observación 3.2.4 y el hecho de que λ6 ν ∈ (Rd≥0)↑ , podemos deducir que

s∗1 = máx{j ∈ Id : λj < c∗1} ≥ máx{j ∈ Id : λj < cp} = sp > s1 .

Luego, por el Teorema 3.2.9, c∗1 ≥ P1 , j para 1 ≤ j ≤ s∗1 =⇒ c∗1 ≥ P1 , s1 = c1 , donde la última igualdad
se debe a la Proposición 3.2.7. Utilizando los hechos anteriores, es fácil verificar que tr(ν) > tr(λ(SF )), lo
cual contradice la relación de mayorización en la Eq. (3.18).

Asumamos ahora que q > 1. En este caso,

s1 = máx{1 ≤ j ≤ sp−1 : P1,j = máx
1≤i≤sp−1

P1,i} y c1 = P1,s1 (3.19)

s∗1 = máx{1 ≤ j ≤ s∗q−1 = s∗ : P1,j = máx
1≤i≤s∗q−1

P1,i} y c∗1 = P1,s∗1
(3.20)

Supongamos que s∗1 6= s1. Utilizando el hecho de que s∗ ≤ sp−1 se puede ver que s∗ = s∗q−1 < s1. Como
νop(λ , a) corresponde al espectro del minimizador global, el cual en particular es un minimizador local,
podemos aplicar el ı́tem 3 de la Proposición 3.2.7 (ver Eq. (3.16)) y aśı tenemos que:

c∗q ≥
1

`− s∗q−1

∑̀
i=s∗q−1+1

hi para s∗q−1 + 1 ≤ ` ≤ s∗q . (3.21)

Consideremos los siguientes dos sub-casos:

Sub-caso a: s∗q ≥ s1. Como s∗ = s∗q−1 < s1 se tiene que

c1 =
1

s1

s1∑
i=1

hi =
s∗

s1

(
1

s∗

s∗∑
i=1

hi

)
+

(s1 − s∗)
s1

(
1

(s1 − s∗)

s1∑
i=s∗+1

hi

)
(3.22)

lo cual representa a c1 como combinación convexa de los promedios. El primer promedio satisface (por
como fueron construidos c1 y s∗ ≤ sp−1)

1

s∗

s∗∑
i=1

hi ≤ c1 =⇒ 1

(s1 − s∗)

s1∑
i=s∗+1

hi ≥ c1 .

Ya que de otro modo, la Eq. (3.22) no vale. Utilizando la hipótesis s∗q ≥ s1 > s∗ = s∗q−1, la Eq. (3.21) y
la desigualdad previa resulta que

c∗q ≥
1

s1 − s∗q−1

s1∑
i=s∗q−1+1

hi ≥ c1 ≥ c∗1 ,
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donde además hemos aplicado las Eqs. (3.19) y (3.20), y el hecho de que s∗q−1 ≤ sp−1. Luego q = 1
contradice nuestra suposición sobre q > 1. Por lo tanto, el Sub-caso a no es posible.

Sub-caso b: s∗q < s1. Recordemos que sp−1 ≥ s∗ = s∗q−1 lo cual, por las Eqs. (3.19) y (3.20), implica que
c1 ≥ c∗1. Luego, c∗1 s

∗
q ≤ c1 s

∗
q < c1 s1 y entonces,

tr(νop(λ , a) ) =
∑
i∈Iq

c∗i (s∗i − s∗i−1) +
d∑

i=s∗q+1

λi ≤ c1 s
∗
q +

d∑
i=s∗q+1

λi

<
∑
i∈Ip

ci (si − si−1) +

d∑
i=sp+1

λi = tr(SF ) .

Esto último contradice la relación de mayorización de la Eq. (3.18). De este modo podemos concluir que
el Sub-caso b tampoco es posible.

Por lo tanto, debemos tener que s∗1 = s1 y entonces c1 = c∗1. Vamos a probar que F = (F0, G0) es un
minimizador global mostrando que λ(SF ) = νop(λ , a). En efecto, aplicando el argumento de reducción

descrito en la Observación 3.1.4 deducimos que, tomando k′ = k−s1, G(1)
0 = {gi+s1}i∈Ik′ es un minimizador

local de la función

{K = (ki)i∈Ik′ ∈ (H1)k
′
, ‖gi‖2 = as1+i , i ∈ Ik′} 3 K 7→ Pϕ(F (1)

0 ,K) (3.23)

donde H1 = W⊥1 para W1 = gen{gi}i∈Is1 y F (1)
0 es una sucesión en H1 tal que SF(1)

0

= SF0 |H1 . En este

caso, por el Corolario 3.1.6 y el hecho de que p > 1, d′ = dimH1 = d − s1 ≤ k − s1 = k′. Más aun, por

construcción del H1, si tomamos F̃ = (F (1)
0 , G(1)

0 ) entonces

λ(SF(1)
0

) = (λs1+i)
↓
i∈Id′

y λ(SF̃ ) = (c2 1s2−s1 , . . . , cp 1sp−sp−1 , λsp+1, . . . , λd)
↓ .

Luego, podemos aplicar la hipótesis inductiva a G(1)
0 y aśı tenemos que G(1)

0 es un minimizador global de la
función en la Eq. (3.23). Por lo tanto, con la notación de la Definición 3.2.2 y el Caso C.1. de la Definición
3.2.8,

λ(SF̃ ) = νop(λs1 , as1) .

Ahora, una inspección de la construcción en el Caso C.1. de la Definición 3.2.8 revela que

νop(λ , a) = (c∗1 1s∗1 , ν
op(λs1 , as1)) ∈ Rd≥0 . (3.24)

En efecto, como la noción de ı́ndice feasible depende de la cola de la sucesión de autovalores y normas
podemos ver que

s∗ = s∗1 + mı́n{0 ≤ s ≤ d′ − 1 : s es un ı́ndice feasible para (λs1 , as1)} .

La Eq. (3.24) ahora se deduce utilizando s1 = s∗1, la identidad anterior y las fórmulas para los ı́ndices s∗i
tanto para νop(λ , a) como para νop(λs1 , as1) del caso C.1. de la Definición 3.2.8. Entonces ahora podemos
ver que

λ(SF ) = (c1 1s1 , λ(SF̃ )) = (c∗1 1s∗1 , ν
op(λs1 , as1)) = νop(λ , a) . (3.25)

La Eq. (3.25) junto con el Teorema 3.2.9 muestran que F = (F0 , G0) es un minimizador global en este
caso.
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Finalmente, en caso de que k < d, podemos argumentar como en la segunda parte de la Observación
3.1.4. Utilizando la Notación 3.1.3 y el hecho de que rk(SG0) ≤ k, podemos ver que µi = 0 para k+1 ≤ i ≤ d
y por lo tanto

SG0 =
∑
i∈Ik

µi vi ⊗ vi =⇒ λ(SF ) = (λ1 + µ1, . . . , λk + µk, λk+1, . . . , λd)
↓ (3.26)

y W := R(SG0) ⊂ H = gen{vi : i ∈ Ik}. Notar que H reduce SF0 ; luego, podemos considerar una sucesión
F̃0 en H tal que SF̃0

= SF0 |H. En este caso G0 es un minimizador local de la función

TH(a) = {G = {gi}i∈Ik ∈ H
k : ‖gi‖2 = ai , i ∈ Ik }Td(a) 3 G 7→ Pϕ(F̃0,G) . (3.27)

Como dimH = k entonces, por la primera parte de esta prueba, podemos concluir que G0 es un minimi-
zador global de la función en la Eq. (3.27) y que, por el Teorema 3.2.9,

(λ1 + µ1, . . . , λk + µk)
↓ = λ(S(F̃0 ,G0)) = νop(λ̃ , a) , (3.28)

donde λ̃ = λ(SF̃0
)↑ = (λi)i∈Ik . Finalmente, notemos que por el Teorema 3.2.9 aplicado al caso C.2. y las

Eqs. (3.26) y (3.28) podemos concluir que

νop(λ , a) = (νop(λ̃ , a), λk+1, . . . , λd)
↓ = λ(SF ) . (3.29)

La Eq. (3.29) junto con el Teorema 3.2.9 muestran que F = (F0 , G0) es un minimizador global en este
caso.

Es importante observar que, además de que los minimizadores locales de Φϕ en Td(a) son globales,
éstos no dependen de la función (estrictamente) convexa ϕ. Es decir, que son los mismos para todos los
potenciales convexos.
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Caṕıtulo 4

Distancias al operador de marco en Td(a)

“Esta es la cama para los invitados” dijo Procusto,
“espero que encajes justo.”

R. E. Francillon1

Los problemas de aproximación de matrices aparecen constantemente como aplicaciones de la teoŕıa
de análisis matricial. Estos problemas también pueden encontrarse en la literatura como problemas de
cercańıa de matrices o problemas de Procusto (ver por ejemplo el texto reciente [35] y los clásicos libros
de Bhatia [7] y Kato [39]).

En la mitoloǵıa griega, Procusto (hijo de Poseidón) era un posadero que teńıa su casa en las colinas
de Ática. Alĺı ofrećıa posada al viajero solitario y lo invitaba a tumbarse en una cama de hierro donde,
mientras el viajero dormı́a, lo amordazaba y lo ataba a las cuatro esquinas del lecho. Si la v́ıctima era
alta y su cuerpo era más largo que la cama, proced́ıa a cortar las partes del cuerpo que sobresaĺıan: los
pies, las manos o hasta incluso la cabeza. Si, por el contrario, era de menor longitud que la cama, lo
descoyuntaba a martillazos hasta estirarlo. Se dice que nunca nadie coincid́ıa con el tamaño de la cama
porque Procusto teńıa dos, una exageradamente larga y otra exageradamente corta. El oscuro reinado de
Procusto continuó hasta que recibió la visita de Teseo, quien invirtió el juego y lo retó a comprobar si su
propio cuerpo encajaba con el tamaño de la cama. Cuando el posadero se hubo tumbado, Teseo hizo con
él, lo mismo que este le hab́ıa hecho a sus v́ıctimas para ajustarlas a la cama.

La historia de Procusto cuenta con tres elementos fundamentales: el desafortunado viajero X, la cama
Y y el tratamiento T que Procusto le daba al viajero para ajustarlo a la cama. Formalmente, si X e Y
son matrices y T es la matriz que representa el tratamiento que se le aplica a X, se le llama problemas
de Procusto a los del tipo

mı́nN(TX − Y ) sobre el conjunto de matrices T con determinada propiedad

donde N es una norma matricial, en general, la norma Frobenius.

Para relacionarlo con nuestro trabajo, vamos a presentar otra formalización de los problemas de
Procusto, siguiendo el texto de Higham (ver [37]); dados S ∈Md(C), una norma matricial N en Md(C)
y un conjunto de matrices X ⊂Md(C), queremos encontrar la distancia mı́nima

dN (S,X ) = mı́n{N(S −A) : A ∈ X} ,
1Gods and Heroes (The Kingdom of Jupiter). The Athenæum Press Ginn & Company, Boston, 1894.
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y el subconjunto de matrices de X que aproximan mejor a S:

Aop
N (S , X ) = {A ∈ X : N(S −A) = dN (S , X )} .

La resolución de este tipo de problemas provee una caracterización y, de ser posible, un cálculo exacto (o en
algunos casos estimaciones ajustadas) de la distancia dN (S , X ) y del conjunto de mejores aproximaciones
Aop
N (S , X ). Como ya ha sido mencionado, en general, suele elegirse a N como la norma Frobenius de

matrices (también conocida como la norma 2), por ser una norma Eucĺıdea (pues está asociada a un
producto interno). Sin embargo, hay otras normas que también son de interés para este tipo de problemas,
como por ejemplo las normas pesadas, las normas p para p ≥ 1 (que en particular incluyen a la norma 2
y también son conocidas como normas Schatten) o una clase más general, la de las normas unitariamente
invariantes. En cuanto a los conjuntos X , algunas de las elecciones más importantes son el conjunto de
matrices autoadjuntas, el de matrices semi definidas positivas, el de las matrices de correlación, el de los
proyectores ortogonales, el de los proyectores oblicuos y el de las matrices cuya dimensión del rango está
acotada por un número fijo (ver [22, 28, 37, 40, 64]).

Una vez resuelto el problema de cercańıa para S ∈ Md(C), X ⊂ Md(C) y N una norma matricial
(fijos), aparece -de manera natural- un nuevo problema de proximidad: para una matriz A0 ∈ X fija, se
pretende calcular la distancia (o alguna cota ajustada)

dX (A0 , Aop
N (S , X )) = mı́n{dX (A0 , A) : A ∈ Aop

N (S , X )} ,

donde dX denota una métrica en X . En el caso de que X esté dotado de una estructura suave que es
compatible con la distancia dX y es tal que la función Ψ(A) := N(A0 − A) es también suave sobre X ,
entonces se pueden obtener estimaciones de dX (A0 , Aop

N (S , X )), aplicando métodos de descenso en la
dirección del gradiente para Ψ.

El problema de cercańıa de matrices que analizaremos en este caṕıtulo es el siguiente: para S ∈
Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ fijos, consideremos los conjuntos:

Td(a) =
{
{gi}i∈Ik ∈ (Cd)k : ‖gi‖2 = ai , i ∈ Ik

}
y Xa =

∑
i∈Ik

gi ⊗ gi : {gi}i∈Ik ∈ Td(a)

 .

Con esta notación, resolveremos el problema de cercańıa de matrices correspondiente a Xa ⊂ Md(C)+,
para N una nui estrictamente convexa enMd(C). Es decir, vamos a obtener una descripción expĺıcita de
dN (S , Xa) = dN (S , a) y Aop

N (S , Xa) = Aop
N (S , a). Vale la pena señalar que el conjunto Xa considerado,

puede describirse como el conjunto de los operadores de marco SG de sucesiones finitas de vectores con
normas predeterminadas, G = {gi}i∈Ik ∈ Td(a).

De este modo, es natural considerar los problemas de proximidad asociados al problema de cercańıa
de matrices que hemos descripto anteriormente. En este contexto se puede proponer una versión un poco
más fuerte: dado G0 ∈ Td(a), buscar una cota superior (ajustada) de

d(G0 , Bop
N (S , a)) = mı́n

{
dTd(a)(G0 , G) : G ∈ Bop

N (S , a)
}
,

donde
Bop
N (S , a) =

{
G ∈ Td(a) : SG ∈ Aop

N (S , a)
}

y d 2
Td(a)(G0 , G) =

∑
i∈Ik

‖g0
i − gi‖2 ,

para G0 = {g0
i }i∈Ik , G = {gi}i∈Ik ∈ Td(a). Es decir, vamos a centrar nuestra atención en las sucesiones

G ∈ Td(a), en lugar de los operadores de marco SG . Notar que en el caso particular de que S = k
d I,
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ai = 1 para i ∈ Ik y N es la norma Frobenius, este problema está relacionado con el problema de
aproximación de Paulsen [8, 10, 11], el cual es central en la teoŕıa de marcos y ha estado abierto por
varios años. Recientemente se han obtenido soluciones parciales por Kwok, Lau, Lee y Ramachadram en
[38] y posteriormente (y de manera más simple) por Hamilton y Moitra en [36].

Cuando la norma N es suficientemente suave, para estimar d(G0,Bop
N (S,a)) se pueden aplicar métodos

de tipo de descenso en la dirección del gradiente de la función Θ = Θ(N ,S ,a) definida en Td(a) - que

es una variedad suave de (Cd)k - dada por Θ(G) = N(S − SG), comenzando en una familia G′ ∈ Td(a).
Notemos que cuando N es la norma Frobenius, esta función es la distancia al operador de marco definida
por Strawn en [63] (ver la introducción del Caṕıtulo 3).

En el caso general, analizar el comportamiento de los algoritmos de descenso en la dirección del
gradiente, nos lleva a estudiar el comportamiento local de la función

Td(a) 3 G = {gi}i∈Ik 7→ Θ(G) = N(S − SG) alrededor de G′ ∈ Td(a) .

Una cuestión importante es determinar cuando los minimizadores locales de Θ (que son atractores natu-
rales de este tipo de algoritmos) son en realidad minimizadores globales. En la Sección 4.1 de este caṕıtulo
vamos a probar que esto es válido para la norma Frobenius v́ıa la relación que existe entre el problema de
la distancia al operador de marco y los problemas de completaciones de marcos con normas predetermina-
das para el potencial de Benedetto - Fickus introducido en [5]. Esto nos permitirá dar respuesta positiva
a la conjetura de Strawn planteada en [63], incluso de manera más general que la que el autor propone.

Desafortunadamente, las técnicas utilizadas para resolver este problema cuando la norma es la Frobe-
nius, no pueden utilizarse para una norma N arbitraria, ni siquiera cuando es una p-norma (para p > 1,
p 6= 2). Sin embargo, en la Sección 4.2, probaremos que en el caso de que N sea una nui estrictamente
convexa, los minimizadores locales de Θ están caracterizados por una condición espectral que no depende
de N . En particular, vamos a poder concluir que los minimizadores locales son globales y esto no depende
la nui elegida. Las técnicas que utilizaremos en este caso, yacen en el contexto de la teoŕıa de mayorización
y los Teoremas de Lidskii locales que obtuvimos en el Caṕıtulo 2. Lo que haremos primero será probar
que para algunos casos particulares, los minimizadores locales son globales. Luego, basándonos en esos
resultados, vamos a introducir la noción de problemas de G-DOM co-feasibles. Aunque en general los
problemas de G-DOM no son co-feasibles, esta noción jugará un rol clave en el estudio de la estructura
espectral de los minimizadores locales. Utilizando el hecho de que la función Td(a) 3 G 7→ SG ∈ Xa es
continua, obtendremos que los minimizadores locales SG0 ∈ Xa de

Ψ : Xa → R≥0 dada por Ψ(SG) = N(S − SG) ,

son minimizadores globales y no dependen de la nui estrictamente convexa elegida. Esto es más débil que
el resultado para las funciones Θ, ya que la función continua Td(a) 3 G 7→ SG ∈ Xa no tiene secciones
locales alrededor de una sucesión G0 ∈ Td(a) arbitraria.

4.1. Solución del problema de Strawn de la distancia al operador de
marco

Vamos a comenzar dando una breve descripción del trabajo de N. Strawn [63] sobre la función distancia
al operador de marco (DOM). Para ello vamos a tomar una matriz semi definida positiva S ∈Md(C)+ y
un vector ordenado de manera no-creciente a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ (fijos) tales que a ≺ λ(S). En este caso
vamos a considerar el producto (cartesiano) de esferas en Cd;

Td(a) :=
{
G = {gi}i∈Ik ∈ (Cd)k : ‖gi‖2 = ai , para todo i ∈ Ik

}
.
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dotado con la métrica producto de la métrica eucĺıdea en cada una de esas esferas, es decir

d(G , G′)2 =
∑
i∈Ik

‖gi − g′i‖2 para G = {gi}i∈Ik , G
′ = {g′i}i∈Ik ∈ Td(a) .

Notemos que Td(a) es un espacio métrico compacto con la métrica producto.

Como ya hemos mencionado anteriormente en las motivaciones del Caṕıtulo 3, la distancia al operador
de marco (DOM) se define como la función Θ2 = Θ(2 , S ,a) : Td(a)→ R≥0 dada por

Θ2(G) = ‖S − SG‖2 para G ∈ Td(a) ,

donde ‖A‖22 = tr(A∗A), para A ∈Md(C), denota la norma Frobenius enMd(C). Por la Proposición 1.2.4,
la relación a ≺ λ(S) implica que existe una familia Gop ∈ Td(a) tal que SGop = S. En este caso,

mı́n {Θ2(G) : G ∈ Td(a) } = 0 .

Cuando Strawn nota eso, presenta un algoritmo basado en el método de descenso en la dirección del
gradiente de la función Θ2. Basado en su propio trabajo y en evidencia numérica, el autor postula la
siguiente:

Conjetura (Strawn [63]): Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d y supongamos que
a ≺ λ(S). Luego, los minimizadores locales de Θ2 en Td(a) son minimizadores globales. 4

Tal como es remarcado en [63], probar esta conjetura proporcionaŕıa una beneficiosa garant́ıa teórica
para el rendimiento del algoritmo de la DOM, basado en la aproximación con el método de descenso en
la dirección del gradiente, presentado en ese trabajo, desde una perspectiva numérica.

En lo que sigue vamos a considerar una versión generalizada del la DOM, en términos de las normas
unitariamente invariantes (nuis) enMd(C) (ver Sección 1.1). Más aun, consideraremos el caso general en
que S ∈Md(C)+ y a ∈ (Rk≥0)↓, sin necesidad de asumir ni que k ≥ d, ni que a ≺ λ(S).

Definición 4.1.1. Sean S0 ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Dada una nui N en Md(C) vamos a
considerar la distancia al operador de marco generalizada (G-DOM), como la función

Θ(N , S ,a) = ΘN : Td(a)→ R≥0 dada por ΘN (G) = N (S − SG) ,

donde SG ∈Md(C)+ denota al operador de marco de G ∈ Td(a). 4

En caso de que S ∈Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ sean arbitrarios, el mı́nimo valor de la función ΘN

en Td(a) no hab́ıa sido calculado aún en la literatura, ni siquiera para el caso de la norma Frobenius. El
siguiente resultado establece que hay soluciones estructurales al problema de optimización de la G-DOM,
en el sentido de que existen familias Gop ∈ Td(a) tales que, para toda nui N , el mı́nimo valor de ΘN en
Td(a) es ΘN (Gop). En particular, esto nos permite calcular el mı́nimo valor de ΘN en Td(a) para una nui
N arbitraria, en el caso general.

En adelante, dados λ̃ ∈ (Rd≥0)↑ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, vamos a considerar el vector νop(λ̃ , a)
construido como en la Definición 3.2.8, de acuerdo al caso k ≥ d ó k < d.

Teorema 4.1.2. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Sea λ̃ = (λ̃i)i∈Id ∈ (Rd≥0)↑ dado por

λ̃ = ‖S‖1d − λ(S) y tomemos δ = δ(λ(S) , a) ∈ Rd dado por δ = (δi)i∈Id = ‖S‖1d − νop(λ̃ , a). Luego,
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1. Para toda nui N en Md(C) se tiene que

mı́n{ ΘN (G) = N (S − SG) : G ∈ Td(a) } = N (Dδ) ,

donde Dδ es la matriz diagonal con diagonal principal dada por el vector δ.

2. Si N es estrictamente convexa y G ∈ Td(a) entonces

N (S − SG) = N (Dδ) si, y sólo si, λ(S − SG) = δ↓ .

En este caso existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi(S) vi ⊗ vi y SG =
∑
i∈Id

(λi(S)− δi) vi ⊗ vi . (4.1)

Como ya lo hemos adelantado, vamos a probar el Teorema 4.1.2 haciendo una traducción entre el
problema de optimización de la distancia al operador de marco y el problema de optimización para
potenciales convexos de completaciones de marco con normas predeterminadas.

Antes de probar el Teorema 4.1.2, vamos a demostrar el siguiente lema que será necesario para probar
la unicidad en el ı́tem 2.

Lema 4.1.3. Sean a, b ∈ Rd tales que a � b y |a|↓ = |b|↓. Luego, a↓ = b↓.

Demostración. Podemos asumir que a = a↓ y b = b↓. También podemos suponer que a 6= λ1 (el caso
a = λ1 es trivial). Lo que haremos será argumentar por inducción sobre la dimensión d. Si d = 1 el
resultado es claro.

Supongamos ahora que el resultado vale para d− 1 ≥ 1 y sean a, b ∈ Rd tales que a � b y |a|↓ = |b|↓.
Reemplazando a por −a↓ y b por −b↓ si es necesario, podemos suponer que

|a1| ≥ |ad| =⇒ máx
i∈Id
|ai| = |a1| = a1 > 0 ,

donde el hecho de que a1 > 0 (en este caso) se sigue fácil usando que a↓ = a 6= λ1. Notemos que
b ≺ a =⇒ a1 ≥ b1. Supongamos que a1 > b1. Luego, ad = bd = −a1 . En efecto, bd debe alcanzar el
módulo máximo (porque b1 no lo alcanza ) y ad ≤ bd por mayorización. Consideremos ahora ã = (ai)i∈Id−1

y b̃ = (bi)i∈Id−1
. Es fácil ver que ã↓ = ã ≺ b̃ = b̃↓ y |ã|↓ = |b̃|↓. Luego, por hipótesis inductiva

ã = b̃ =⇒ a1 = b1 ,

lo cual es una contradicción. Entonces podemos suponer que a1 = b1 . Como antes, podemos aplicar la
hipótesis inductiva y concluir que (ai+1)i∈Id−1

= (bi+1)i∈Id−1
. Luego, a = b.

Demostración del Teorema 4.1.2. Consideremos S̃ = ‖S‖ I−S ∈Md(C)+ y sea F0 = {fi}i∈Id una familia
en Cd tal que SF0 = S̃. Notemos que, si λ(S) = (λi(S))i∈Id ∈ (Rd≥0)↓ entonces

λ(SF0)↑ = (‖S‖ − λi(S))i∈Id = λ̃.

Si G ∈ Td(a) luego,
S − SG = ‖S‖ I + (S − ‖S‖ I)− SG = ‖S‖ I − (S̃ + SG) . (4.2)

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 61 de 96



Distancias al operador de marco en Td(a) 4.1.

En particular, se tiene que

λ(S − SG)↑ = ‖S‖1d − λ(S̃ + SG) ∈ (Rd)↑ . (4.3)

Sin embargo, notemos que, como G ∈ Td(a) entonces

S̃ + SG = SF0 + SG = SF para F = (F0, G) ∈ Ca (F0) .

Luego, por el Teorema 3.2.9 (según sea el caso k ≥ d o k < d)

νop(λ̃ , a) ≺ λ(S̃ + SG) =⇒ δ
def
= ‖S‖1d − νop(λ̃ , a) ≺ ‖S‖1d − λ(S̃ + SG) , (4.4)

donde estamos utilizando el hecho de que si a, b ∈ Rd son tales que a ≺ b, entonces −a ≺ −b. Utilizando
la Eq. (4.3) y el hecho de que la función R 3 x 7→ |x| ∈ R≥0 es convexa, podemos concluir que

|δ| = (|δi|)i∈Id ≺w | ‖S‖1d − λ(S̃ + SG) | = s(S − SG)↑, (4.5)

donde s(S−SG) = |λ(S−SG)|↓ ∈ (Rd≥0)↓ denota al vector de valores singulares de S−SG . Por el Teorema
1.1.10, la relación de submayorización previa implica que para toda nui N

N (S − SG) ≥ N (Dδ) para toda familia G ∈ Td(a) .

Con el fin de probar que esta cota inferior es alcanzada, consideremos Gop ∈ Td(a) y una completación
óptima en Td(a) de F0; i.e. una completación tal que

λ(S̃ + SGop) = λ(SF0 + SGop) = νop(λ̃ , a)↓.

Luego, por la Eq. (4.5) podemos ver que

s(S − SGop)↑ = |‖S‖1d − νop(λ̃ , a)↓| =⇒ |δ|↑ = s(S − SGop)↑ y N (S − SGop) = N (Dδ) .

Este último hecho muestra que la cota inferior se alcanza en Gop lo cual prueba el ı́tem 1. Asumamos
ahora que N es una nui estrictamente convexa y sea G ∈ Td(a) tal que

N (S − SG) = N (Dδ) .

La relación de submayorización en la Eq. (4.5) junto con las hipótesis previas, implican que

|δ|↑ = | ‖S‖1d − λ(S̃ + SG) | = s(S − SG)↑ .

La identidad anterior junto con la relación de mayorización en la Eq. (4.4) y el Lema 4.1.3 implican que

δ↓ = (‖S‖1d − νop(λ̃ , a))↓ = (‖S‖1d − λ(S̃ + SG))↓

de lo cual se sigue que
λ(SF0 + SG) = λ(S̃ + SG) = νop(λ̃ , a)↓.

Por lo tanto, G ∈ Td(a) es un minimizador global de Ψϕ(G) = tr(ϕ(SF0 + SG)) para toda función
ϕ ∈ Convs(R≥0). Luego, por el Teorema 3.1.2 existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S̃ =
∑
i∈Id

λ̃i vi ⊗ vi y SG =
∑
i∈Id

(νop(λ̃ , a)− λ̃)i vi ⊗ vi . (4.6)

Utilizando el hecho de que S = S̃ + ‖S‖ I y por ende λ̃ = ‖S‖1d − λ(S), podemos ver que la Eq. (4.1)
vale para {vi}i∈Id .
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El siguiente resultado prueba una versión generalizada de la Conjetura de Strawn sobre minimizadores
locales de la DOM para la norma Frobenius enMd(C), ya que las hipótesis de que k ≥ d y la relación de
mayorización a ≺ λ(S) no son requeridas (ver los comentarios en la introducción del Caṕıtulo 3 ).

Teorema 4.1.4. Sean S ∈Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y consideremos la DOM

Θ2 : Td(a)→ R≥0 dada por Θ2(G) = ‖S0 − SG‖2 .

Luego, los minimizadores locales de Θ2 en Td(a), son minimizadores globales.

Demostración. Consideremos S̃ = ‖S‖ I − S ∈ Md(C)+ y sea F0 = {fi}i∈Id una familia en Cd tal que
SF0 = S̃. Luego, λ(SF0)↑ = (‖S‖ − λi(S))i∈Id = λ̃. Sea ϕ ∈ Convs(R≥0) la función dada por ϕ(x) = x2

para x ∈ R≥0 y consideremos la función Ψϕ : Td(a)→ R≥0 dada por

Ψϕ(G) = tr(ϕ(S(F0 ,G))) = tr((SF0 + SG)2).

Si G ∈ Td(a) entonces, por la Eq. (4.2) se tiene que,

Θ2(G)2 = ‖S − SG‖22 = tr((‖S‖ I − [SF0 + SG ])2)

= ‖S‖2 d− 2 ‖S‖ tr(SF0 + SG) + tr((SF0 + SG)2) = c+ Ψϕ(G)

donde

c = ‖S‖2 d− 2 ‖S‖ tr(SF0 + SG) = ‖S‖2 d− 2 ‖S‖ (tr S̃ + tr a)

es una constante (pues G ∈ Td(a)). Luego, Θ2(G)2 = Ψϕ(G)+c para toda familia G ∈ Td(a). En particular,
los minimizadores locales de Θ2 y Ψϕ coinciden. El resultado ahora se sigue del Teorema 3.2.11.

4.2. Problemas de G-DOM

En lo que sigue, vamos a recordar la Definición 1.2.2 y consideraremos la siguiente:

Notación y terminoloǵıa. Sea F = {fi}i∈Ik una sucesión finita en Cd. Luego,

1. TF ∈Md,k(C) denota el operador de śıntesis de F dado por TF · (αi)i∈Ik =
∑

i∈Ik αi fi.

2. T ∗F ∈Mk,d(C) denota el operador de análisis F dado por T ∗F · f = (〈f, fi〉)i∈Ik .

3. SF ∈Md(C)+ denota el operador de marco F dado por SF = TF T
∗
F . Luego,

SF =
∑
i∈Ik

fi ⊗ fi y R(SF ) = gen {fi : i ∈ Ik} . (4.7)

Recordemos también que F es un marco para Cd si lo genera (linealmente); equivalentemente, F es
un marco para Cd si SF es un operador positivo e invertible en Cd. 4

Es adelante, vamos a considerar S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y el producto (cartesiano) de
esferas en Cd, Td(a) dotado con la métrica producto de la métrica eucĺıdea en cada una de esas esferas
como en la Sección 4.1. Además, dada una nui N estrictamente convexa en Md(C), vamos a considerar
la G-DOM en Td(a) definida en la Eq. (4.1.1) como la función Θ(N ,S ,a) : Td(a)→ R≥0 dada por:

ΘN (G) = N(S − SG) para toda familia G ∈ Td(a).
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En la sección anterior hemos probado que cuando N es la norma 2, los minimizadores locales de
Θ(N ,S ,a) son globales (ver Teorema 4.1.4); pero además hemos obtenido algunos resultados relacionados
con la G-DOM inducida por una nui estrictamente convexa N , arbitraria (ver Teorema 4.1.2). Si bien
estos resultados nos han dado información sobre los minimizadores globales de la G-DOM, los métodos de
reducción utilizados para estudiar los minimizadores locales en el caso en que N es la norma Frobenius,
no pueden aplicarse para caso general.

El problema que estudiaremos de aqúı en adelante es el siguiente:

Problema. (G-DOM). Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y N una nui estrictamente convexa en
Md(C). Consideremos la función Θ(N ,S ,a) : Td(a)→ R≥0 dada por Θ(N ,S ,a)(G) = N(S−SG). Queremos
ver que si G0 es un minimizador local de Θ(N ,S ,a) en Td(a) entonces, G0 es un minimizador global de

Θ(Ñ , S, ,a) para toda nui Ñ en Md(C).

4

En esta sección vamos a describir las primeras caracteŕısticas estructurales de los minimizadores locales
de Θ(N,S,a) : Td(a)→ R≥0, para una nui estrictamente convexa N enMd(C), una matriz S ∈Md(C)+ y

una sucesión de normas predeterminadas a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ arbitrarias. De manera análoga al caso de
los potenciales convexos en el Caṕıtulo 3; i.e. basándonos en el Teorema de Lidskii local para nuis 2.1.7,
vamos a probar que los vectores de una familia G0 ∈ Td(a) que es minimizador local de Θ(N ,S ,a), son
autovectores del operador diferencia S−SG0 y que además S y SG0 verifican la igualdad en la desigualdad
de Lidskii. Es importante señalar que, en este caso, no podrán aplicarse argumentos de reducción como
los que presentamos en la Observación 3.1.4 para el caso de los potenciales convexos.

Luego, en la Sección 4.2.2, vamos a estudiar algunos casos particulares de los problemas de G-DOM
y probaremos que, bajo ciertas hipótesis adicionales, los minimizadores locales son globales. Estos casos
particulares nos llevarán a definir la noción de problema co-feasible en la Sección 4.2.5, que será la clave
para determinar la estructura de los minimizadores locales para el caso general. Estos resultados nos
llevarán a probar, en la Sección 4.3, que los minimizadores locales de la función Θ(N,S,a) son globales y
no dependen de la nui elegida.

Antes de seguir adelante con nuestro problema vamos a hacer la siguiente observación, la cual nos
permitirá mostrar claramente la conexión entre los problemas de G-DOM y los problemas de cercańıa de
matrices.

Observación 4.2.1. Sea S ∈Md(C)+ y consideremos una nui estrictamente convexa N en Md(C). Sea
µj ∈ (Rd)↓ (j ∈ Ik) y consideremos las órbitas unitarias

Oµj = {G ∈ H(d) : λ(G) = µk} para j ∈ Ik .

Ahora podemos considerar el siguiente problema de cercańıa de matrices (como se describe en [37], ver
también [51])

argmin {N(S −H)) : H ∈ Oµ1 + . . .+Oµk} . (4.8)

Sea a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y consideremos el caso particular: µj = aj e1, para j ∈ Ik, donde {ei}di=1 denota
la base canónica de Cd. Luego, G ∈ Oµj si, y sólo si, G = g⊗g para algún g ∈ Cd con ‖g‖2 = aj , j ∈ Ik. De
este modo, el problema de cercańıa de la Eq. (4.8) coincide con el problema de calcular los minimizadores
globales de Θ(N ,S ,a) en Td(a). De manera similar, el estudio de los minimizadores locales del problema
de cercańıa de matrices se corresponde con el estudio de los minimizadores locales de Θ(N ,S ,a). Vale la
pena señalar que para el caso de la norma Frobenius, los minimizadores locales del problema de cercańıa
de matrices surgen de manera natural como puntos estables en algoritmos de descenso en la dirección del
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gradiente, como los que se consideran en [51]. Por lo tanto, resolver el Problema de la G-DOM resulta
relevante desde un punto de vista aplicado.

4

4.2.1. Propiedades de los minimizadores locales de la G-DOM en Td(a)

Recordemos algunas notaciones que ya hemos utilizado y establezcamos los hechos que vamos a usar
en adelante.

Notación 4.2.2. Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y N una nui estrictamente convexa en
Md(C). Vamos a considerar:

1. La función Θ(N,S,a) = ΘN : Td(a)→ R≥0 dada por ΘN (G) = N(S − SG).

2. Un minimizador local G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) de Θ(N,S,a), con operador de marco S0 = SG0 .

3. Para µ ∈ (Rd)↓, la órbita unitaria Oµ dada por

Oµ = {G ∈ H(d) : λ(G) = µ} = {U∗Dµ U : U ∈ U(d)} ,

con la métrica usual inducida por la norma de operadores, la cual hace de Oµ un espacio métrico.

4. La función ΦN = Φ(N,S, µ) : Oµ → R≥0 dada por ΦN (G) = N(S −G).

4

Teorema 4.2.3. Consideremos la Notación 4.2.2. Luego,

1. S − S0 y gj ⊗ gj conmutan, para j ∈ Ik. De este modo se tiene que gj es un autovector de S − S0,
para j ∈ Ik.

2. Existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi(S) vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

λi(S0) vi ⊗ vi .

En particular, se tiene que λ(S − S0) =
[
λ(S)− λ(S0)

]↓
.

Demostración. Para j ∈ Ik definimos

S[j] = S −
∑
i 6=j

gi ⊗ gi ∈ H(d) y µ[j] = aje1 ∈ Rd≥0 .

Luego, Oµ[j] =
{
g ⊗ g : ‖g‖2 = aj

}
y de manera directa se puede verificar que gj ⊗ gj es un minimizador

local de Θ(N,S[j], µ[j]) en Oµ[j] . Luego, por el Teorema 2.1.7, gj ⊗ gj conmuta con S[j], para j ∈ Ik. Este
último hecho implica que S − S0 y gj ⊗ gj conmutan, para j ∈ Ik, lo cual prueba el ı́tem 1.

Como G0 es un minimizador local de ΘN en Td(a), existe ε > 0 tal que

U ∈ B(I , ε)
def
= {U ∈ U(d) : ‖I − U‖ < ε} =⇒ Φ(N,S, µ)(U S0 U

∗) ≥ Φ(N,S, µ)(S0) , (4.9)
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donde estamos usando la Notación 4.2.2, con µ = λ(S0). En efecto, sea ε > 0 tal que para G′ ∈ Td(a) con
d(G0,G′) < ε se tiene que ΘN (G′) ≥ ΘN (G0). Notemos que, si U ∈ B(I , ε) entonces U · G0 = {U gi}i∈Ik ∈
Td(a) es tal que d(G0 , U · G0) < ε. Por lo tanto,

Φ(N,S, µ)(U S0 U
∗) = ΘN (U · G0) ≥ ΘN (G0) = Φ(N,S, µ)(S0) .

Ahora, la función π : U(d) → Oµ dada por π(U) = U (S0)U∗ es abierta (ver [1, Teo. 4.1]), por lo tanto
π(B(I , ε)) es un entorno abierto de S0 en Oµ y S0 es un minimizador local de Φ(N,S, µ) en Oµ . El ı́tem 2.

ahora se sigue del Teorema 2.1.7 y del hecho de que µ = λ(S0) ∈ (Rd)↓.

Corolario 4.2.4. Consideremos la Notación 4.2.2 y sea W = R(S0) ⊂ Cd. Luego,

1. W reduce S − S0 ∈ H(d); de este modo, D := (S − S0)|W ∈ L(W ) es un operador autoadjunto;

2. Sea σ(D) = {b1 , . . . , bp} tal que b1 < b2 < . . . < bp y sea

Jj = {` ∈ Ik : Dg` = bj g`} para j ∈ Ip .

Luego, Ik es la unión disjunta de {Jj}j∈Ip ;

3. Si Wj = gen{g` : ` ∈ Jj} entonces Wj reduce tanto a S como a S0, para j ∈ Ip. Más aun,
W = ⊕j∈IpWj .

Demostración. Notemos que W = gen{gi : i ∈ Ik}; por otro lado, por el Teorema 4.2.3, gi es un autovector
de S − S0, para cada i ∈ Ik. Estos dos hechos prueban que W es un subespacio invariante de S − S0;
como S − S0 es autoadjunto, W reduce a S − S0. Luego, la restricción D = (S − S0)|W ∈ L(W ) es un
operador autoadjunto bien definido, actuando en W . Las observaciones previas también muestran que Ik
es la unión disjunta de {Ji}i∈Ip .

Sean j, ` ∈ Ip con j 6= ` y sean r ∈ Jj y s ∈ J`. Luego, gr y gs son ortogonales, puesto que esos
vectores son autovectores de un operador autoadjunto correspondientes a autovalores diferentes. Por lo
tanto, Wj ⊥W` y

S0 gr =
∑
u∈Jj

〈gr , gu〉 gu ∈Wj .

Luego, en particular, Wj reduce a S0; utilizando que Wj también reduce a S − S0 podemos concluir
que Wj reduce a S = (S − S0) + S0, para j ∈ Ip. Por otro lado, como W =

∑
j∈Ip Wj se tiene que

W = ⊕j∈IpWj .

Teorema 4.2.5. Consideremos la Notación 4.2.2. Sean W = R(S0) y σ((S−S0)|W ) = {b1 , . . . , bp} como
en el Corolario 4.2.4. Sea j ∈ Ip y supongamos que existe c ∈ σ(S − S0) tal que bj < c. Luego, la familia
{gj}j∈Jj es linealmente independiente.

Demostración. Supongamos que para algún j ∈ Ip la familia {gi}i∈Jj es linealmente dependiente. Luego,
existen coeficientes zl ∈ C, l ∈ Jj (no todos nulos) tales que |zl| ≤ 1/2 para todo l ∈ Jj y∑

l∈Jj

zl a
1/2
l gl = 0 . (4.10)

Sea Ij ⊆ Jj dado por Ij = {l ∈ Jj : zl 6= 0}. Supongamos que existe c ∈ σ(S − S0) tal que bj < c y sea
h ∈ Cd tal que ‖h‖ = 1 y (S−S0)h = c h. Para t ∈ (−1/2, 1/2) consideremos la familia G(t) = {gi(t)}i∈Ik
dada por:

gl(t) =

{
(1− t2 |zl|2)1/2gl + t zl a

1/2
l h si l ∈ Ij ;

gl si l ∈ Ik \ Ij .
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Notemos que G(t) ∈ Td(a) para t ∈ (−1/2, 1/2). Denotemos por Re(A) = A+A∗

2 a la parte real de
A ∈Md(C). Para l ∈ Ij se tiene que

gl(t)⊗ gl(t) = (1− t2 |zl|2) gl ⊗ gl + t2 |zl|2 al h⊗ h+ 2 (1− t2 |zl|2)1/2 t Re(h⊗ zl a
1/2
l gl)

Observemos que G(t) es una curva continua en Td(a) tal que G(0) = G0. Si denotamos por S(t) al operador
de marco de G(t) ∈ Td(a), entonces S(0) = S0. Consideremos, T (t) = S − S(t) para t ∈ (−1/2 , 1/2).
Notar que

T (t) = S − S0 + t2
∑
l∈Ij

|zl|2 (gl ⊗ gl − al h⊗ h) +R(t) (4.11)

donde R(t) = −2
∑
l∈Ij

(1− t2 |zl|2)1/2 t Re(h⊗ a1/2
l zl gl). Luego, R(t) es una función suave tal que

R(0) = 0 , R′(0) = −
∑
l∈Ij

Re(h⊗ zl a
1/2
l gl) = −Re(h⊗

∑
l∈Ij

zl a
1/2
l gl)

(4.10)
= 0 y R′′(0) = 0.

De este modo se tiene que ĺım
t→0

t−2 R(t) = 0. Consideremos ahora el subespacio

V = gen
(
{gl : l ∈ Ij} ∪ {h}

)
= gen

{
gl : l ∈ Ij

} ⊥
⊕ C · h .

Luego, dimV = s + 1 para s = dim gen{gl : l ∈ Ij} ≥ 1. Por construcción, el subespacio V reduce a
S − S0 y T (t) de manera tal que (S − S0)|V ⊥ = T (t)|V ⊥ , para t ∈ (−1/2 , 1/2). Por otro lado, por la Eq.
(4.11),

T (t)|V = (S − S0)|V + t2
∑
l∈Ij

|zl|2 (gl ⊗ gl − al h⊗ h) +R(t) = A(t) +R(t) ∈ L(V ) , (4.12)

donde hemos utilizado el hecho de que los rangos de los operadores autoadjuntos en el segundo y en el
tercer término de la fórmula anterior, claramente están contenidos en V . Luego,

λ
(
(S − S0)|V

)
=
(
c , bj 1s

)
∈ (Rs+1

>0 )↓

y

λ
( ∑

l∈Ij |zl|
2gl ⊗ gl

)
= (γ1 , . . . , γs , 0) ∈ (Rs+1

≥0 )↓ con γs > 0 ,

por la definición de s y el hecho de que |zl| > 0 para l ∈ Ij (y el hecho conocido de que si S , T ∈
Md(C)+ =⇒ R(S+T ) = R(S) +R(T ) ). Luego, para t lo suficientemente chico, el espectro del operador
A(t) ∈ L(V ) definido en la Eq. (4.12) es

λ
(
A(t)

)
=
(
c− t2

∑
l∈Ij al |zl|

2 , bj + t2 γ1 , . . . , bj + t2 γs
)
∈ (Rs+1

≥0 )↓ ,

donde hemos utilizado el hecho de que 〈gl , h〉 = 0 para todo l ∈ Ij . Consideremos ahora

λ
(
R(t)

)
=
(
δ1(t) , . . . , δs+1(t)

)
∈ (Rs+1

≥0 )↓ para t ∈ R .

Recordemos que en este caso ĺım
t→0

t−2δj(t) = 0 para 1 ≤ j ≤ s + 1. Utilizando la desigualdad de Weyl de

la Eq. (1.5) en la Eq. (4.12), podemos ver que

λ
(
T (t)|V

)
≺ λ

(
A(t)

)
+ λ

(
R(t)

) def
= ρ(t) ∈ (Rs+1

≥0 )↓ . (4.13)
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Ahora sabemos que

ρ(t) =
(
c− t2

∑
l∈Ij al |zl|

2 + δ1(t) , bj + t2 γ1 + δ2(t) , . . . , bj + t2 γs + δs+1(t)
)

=
(
c− t2 (

∑
l∈Ij al |zl|

2 + δ1(t)
t2

) , bj + t2 (γ1 + δ2(t)
t2

) , . . . , bj + t2 (γs + δs+1(t)
t2

)
)
.

Como por hipótesis bj < c, las observaciones previas muestran que existe ε > 0 tal que si t ∈ (0, ε)
entonces, para todo i ∈ Is

c > c− t2
∑
l∈Ij

al |zl|2 +
δ1(t)

t2

 > bj + t2
(
γi +

δi+1(t)

t2

)
> bj .

Los hechos previos muestran que para t ∈ (0, ε) se tiene que ρ(t) ≺ λ((S − S0)|V ) =
(
c , bj 1s

)
estricta-

mente. Por lo tanto,

λ(T (t)) =
(
λ((S − S0)|V ⊥) , T (t)|V

)↓ (4.13)
≺

(
λ((S − S0)|V ⊥) , ρ(t)

)
≺

(
λ((S − S0)|V ⊥) , λ(S − S0)|V

)↓
= λ(S − S0) ,

donde la segunda relación de mayorización es estricta, es decir

(λ((S − S0)|V ⊥) , ρ(t))↓ 6= (λ((S − S0)|V ⊥) , λ(S − S0)|V )↓).

Como N es una nui estrictamente convexa, para t ∈ (0, ε) se tiene que

ΘN (G(t)) = N(T (t)) < N(S − S0) = ΘN (G) .

Esto último contradice el hecho de que G0 es un minimizador local de ΘN en Td(a).

Observación 4.2.6. Considerando la Notación 4.2.2 y las notaciones del Corolario 4.2.4; asumiendo que
k ≥ d se tiene que

bp = máxσ(S − S0) . (4.14)

En efecto, si R(S0) = W = Cd entonces σ(S − S0) = R(D) = {b1 , . . . , bp} con b1 < · · · < bp. De otro
modo, dimW < d ≤ k entonces, por el Corolario 4.2.4 y el Teorema 4.2.5, se tiene que la familia {gi}i∈Jp
no puede ser linealmente independiente (pues, las familias {gi}i∈Jj son linealmente independientes para
1 ≤ j < p y mutuamente ortogonales). Por lo tanto, podemos deducir que bp = máxσ(S − S0). 4

4.2.2. Casos especiales de problemas de G-DOM

Consideremos la Notación 4.2.2 y supongamos que k ≥ d; si W = R(S0) ⊂ Cd entonces, tal como
vimos en el Corolario 4.2.4, W reduce al operador autoadjunto S−S0 ∈ H(d). En esta sección probaremos
que en caso de que W sea un autoespacio de S−S0 y G0 sea un minimizador local de Θ(N ,S ,a) en Td(a),
se tiene que G0 es un minimizador global, lo cual es un caso particular del Problema para la G-DOM (ver
Teorema 4.2.9). Con el fin de abordar este caso particular, vamos a introducir la siguiente

Observación 4.2.7 (Un modelo “naif”). Fijemos S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y una nui
estrictamente convexa N . Sea t = tr(a) =

∑
i∈Ik ai > 0. Si G ∈ Td(a) entonces es claro que

SG ∈Md(C)+ y tr(SG) =
∑
i∈Ik

‖gi‖2 = tr(a) = t .
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Luego, vamos a considerar

Md(C)+
t = {A : A ∈Md(C)+ , tr(A) = t} ⊃ {SG : G ∈ Td(a)} , (4.15)

dotado con la métrica inducida por la norma de operadores. Más aun, vamos a considerar la función

D(N,S, t) = D :Md(C)+
t → R≥0 dada por D(A) = N(S −A) . (4.16)

Por la Eq. (4.15) podemos ver que

mı́n{D(A) : A ∈Md(C)+
t } ≤ mı́n{ΘN (G) : G ∈ Td(a)} . (4.17)

La desigualdad en la Eq. (4.17) puede ser estricta. Sin embargo, probaremos que bajo algunas hipótesis
adicionales, vale la igualdad en la Eq. (4.17). Más aun, como Md(C)+

t es un conjunto (más grande pero)
más simple, podemos calcular aquellos A ∈ Md(C)+

t que alcanzan el mı́nimo en el lado izquierdo de la
Eq. (4.17) (ver Teorema 4.2.8). 4

Teorema 4.2.8. Sean S ∈ Md(C)+, λ(S) = (λi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↓, t > 0 y N una nui en Md(C) (fijos).

Consideremos una bon {vi}i∈Id de Cd tal que S vi = λi vi, para i ∈ Id. Sea c ≤ λ1 únicamente determinado

por
∑
i∈Id

(λi − c)+ = t y sea

Aop =
∑
i∈Id

(λi − c)+ vi ⊗ vi ∈Md(C)+
t , entonces λ(S −A0) = (mı́n{c , λi})i∈Id ∈ (Rd)↓ .

Luego, Aop es un minimizador global de D definido como en la Eq. (4.16).

Demostración. Por construcción podemos ver que λ(S − Aop) = (mı́n{c , λi})i∈Id . Sea A ∈ Md(C)+
t

arbitrario; consideremos los siguiente casos:

En caso de que c ≤ λd, se tiene λ(S −Aop) = c1d. Como tr(A) = t, entonces

tr(λ(S −A)) = tr(S −A) = tr(S)− t = tr(λ(S −Aop)).

Por lo tanto, en este caso se tiene que (ver ı́tem 4. en la Observación 1.1.3)

λ(S −Aop) = c1d ≺ λ(S −A) .

De este modo, podemos concluir que D(Aop) = N(S −Aop) ≤ N(S −A) = D(A).

En caso de que c > λd, existe r ∈ Id−1 tal que λr ≥ c > λr + 1. Luego,

(γi)i∈Id := λ(S −Aop) = (c1r , λr+1 , . . . , λd) ∈ (Rd)↓ .

Si λ(A) = (αi)i∈Id ∈ (Rd≥0)↓ entonces, por la desigualdad de Lidskii (aditiva), se tiene que

(δi)i∈Id := ((λi − αi)i∈Id)↓ = (λ(S)− λ(A))↓ ≺ λ(S −A) . (4.18)

Ahora probremos que (γi)i∈Id ≺ (δi)i∈Id ; por construcción tr((γi)i∈Id) = tr((δi)i∈Id) esto es

tr(γ) =

d∑
j=1

γj = r c+
d∑

j=r+1

λj = tr(δ) =
d∑
j=1

δj =

d∑
j=1

(λj − αj) . (4.19)
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Luego, con el fin de probar que (γi)i∈Id ≺ (δi)i∈Id necesitamos ver que
∑d

j=k γj ≥
∑d

j=k δj , para todo
k ∈ Id, ya que los vectores están ordenados de manera no-creciente. Notemos que λi ≥ λi − αi, para todo
i ∈ Id; luego, por la Observación 1.1.3, podemos concluir que λi ≥ δi, para i ∈ Id. Esto garantiza que,
para r + 1 ≤ k ≤ d,

d∑
j=k

γj =
d∑
j=k

λj ≥
k∑
j=1

δj . (4.20)

Definamos ahora β =
∑d

j=r+1(γj − δj) y notemos que la Eq. (4.20) muestra que β ≥ 0. Por la Eq. (4.19),

r∑
j=1

δj = r (c+ β/r),

lo cual implica que (c+ β/r)1r ≺ (δ1, · · · , δr). Luego, si 1 ≤ k ≤ r entonces

r∑
j=k

δj ≤ (r − k + 1) (c+ β/r) ≤ (r − k + 1) c+ β . (4.21)

Por lo tanto, para 1 ≤ k ≤ r resulta que

d∑
j=k

γj −
d∑
j=k

δj = (r − k + 1) c+ β −
r∑
j=k

δj
(4.21)

≥ 0 . (4.22)

Luego, las Eqs. (4.19), (4.21) y (4.22) muestran que γ ≺ δ. Finalmente, si N es una nui (estrictamente
convexa) entonces

N(S −Aop) = N(Dγ) ≤ N(Dδ)
(4.18)

≤ N(S −A)

y por lo tanto Aop es un minimizador global de D en Md(C)+
t .

El siguiente teorema resuelve el Problema de la G-DOM que planteamos al comienzo de esta Sección,
bajo algunas hipótesis adicionales sobre la estructura espectral de los minimizadores locales.

Teorema 4.2.9. Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, k ≥ d y N una nui estrictamente convexa
en Md(C). Sea G0 = {gi}i∈Ik un minimizador local de ΘN en Td(a) tal que existe b1 ∈ R que satisface
(S − SG0)gi = b1 gi, para i ∈ Ik. Luego, existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y SG0 =
∑
i∈Id

(λi − b1)+ vi ⊗ vi , (4.23)

donde (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓. Más aun, λ(S − SG0) ≺ λ(S − SG) para G ∈ Td(a). En particular, G0 es
un minimizador global de ΘN en Td(a).

Demostración. Sea S0 = SG0 . Por el Teorema 4.2.3 existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

λi(S0) vi ⊗ vi . (4.24)

En particular, λ(S−S0) = (λ(S)−λ(S0))↓. Sea W = R(S0) = gen{gi : i ∈ Ik}, el cual reduce a S−S0 por
el Corolario 4.2.4. Luego, por hipótesis se tiene que σ((S − S0)|W ) = {b1}. Entonces vamos a considerar
los siguientes dos casos:
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Supongamos que W = Cd. En este caso σ(S − S0) = {b1} y por ende λ(S − S0) = b1 1d. Luego,
λi − λi(S0) = b1 lo cual implica que

λi(S0) = (λi − b1)+ para i ∈ Id.

Notemos que para todo G ∈ Td(a) se tiene que tr(S − SG) = tr(S)− tr(a); luego, podemos ver que

b1 1d = tr(λ(S − S0)) = tr(S − SG),

lo cual muestra que (ver ı́tem 4. en la Observación 1.1.3) λ(S − S0) ≺ λ(S − SG) para toda familia
G ∈ Td(a). Este último hecho implica que

ΘN (G0) = N(S − S0) ≤ N(S − SG) = ΘN (G) para toda familia G ∈ Td(a).

Luego, G0 es un minimizador global de ΘN in Td(a).

Ahora supongamos que W 6= Cd. Luego, d > dimW = gen{gi : i ∈ Ik} lo cual prueba que G0 es
una familia linealmente dependiente, pues k ≥ d. Luego, el Teorema 4.2.5 implica que c ≤ b1 para todo
c ∈ σ(S − S0). Sea 1 ≤ r ≤ d − 1 tal que dimW = r. Luego, λ(S0) = (λ1(S0) , . . . , λr(S0) , 0d−r) y
W = gen{vi : 1 ≤ i ≤ r}. Por lo tanto, usando la Eq. (4.24) y los hechos previos, podemos concluir que

S − S0 =

r∑
i=1

(λi − λi(S0)) vi ⊗ vi +

d∑
i=r+1

λi vi ⊗ vi = b1

r∑
i=1

vi ⊗ vi +

d∑
i=r+1

λi vi ⊗ vi

Luego, σ(S − S0) 3 λi ≤ b1 y λi(S0) = 0, para r + 1 ≤ i ≤ d; entonces λi(S0) = (λi(S) − b1)+, para
r + 1 ≤ i ≤ d. De este modo, λi(S0) = (λi − b1)+ para i ∈ Id y por lo tanto se obtiene la representación
de S0 como en la Eq. (4.23).

Notemos que b1 = λ1− (λ1− b1)+, pues W 6= {0}. Esto prueba que b1 ≤ λ1. Más aun, si tr(a) = t > 0
entonces ∑

i∈Id

(λi − b1)+ = tr(S0) = tr(a) = t .

Utilizando la Observación 4.2.7 y el Teorema 4.2.8 podemos ver que para toda familia G ∈ Td(a) se tiene
que λ(S − S0) ≺ λ(S − SG); en particular,

ΘN (G) = N(S − SG) = D(SG) ≥ D(S0) = N(S − S0) pues SG ∈Md(C)+
t .

Finalmente, G0 es un minimizador global de ΘN en Td(a).

4.2.3. Particiones del espectro y del conjunto de normas

En esta sección vamos considerar nuevamente una matriz S ∈ Md(C)+, una sucesión (de normas)
a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y una nui estrictamente convexa N en Md(C). También vamos a considerar una
familia G0 ∈ Td(a) (la cual no necesariamente será un minimizador local de la función ΘN en Td(a), como lo
hemos supuesto en secciones anteriores) con operador de marco SG0 = S0, el subespacio W = R(S0) ⊂ Cd,
el operador D = (S − S0)|W y σ(D) = {b1 , . . . , bp}, donde b1 < b2 < . . . < bp.

En el Corolario 4.2.4 hemos probado que W reduce a S−S0 ∈ H(d); de este modo, D := (S−S0)|W ∈
L(W ) es un operador autoadjunto. También hemos presentado el conjunto de ı́ndices

Jj = {` ∈ Ik : Dg` = bj g`} para j ∈ Ip . (4.25)
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De este modo, Ik es la unión disjunta de {Jj}j∈Ip . También hemos visto en el Teorema 4.2.3 que cada
vector gi es un autovector de S − S0; esto nos permite considerar los conjuntos

Kj = {i ∈ IsD : δi = λi − µi = bj} , (4.26)

para sD = rk(S0). Luego, IsD es la unión disjunta de {Kj}j∈IsD .

En la Proposición 4.2.13 vamos a describir la estructura de los conjuntos Jj y Kj , para j ∈ Ip; para
tal fin vamos a presentar los siguientes dos resultados técnicos, que son de alguna manera un poco más
generales de lo necesario para este caso, pero serán fundamentales más adelante para la demostración del
Teorema 4.3.12. Cabe señalar que la Proposición 4.2.13 jugará un rol central en la prueba del Teorema
4.2.17, en el cual obtendremos la estructura detallada de los minimizadores locales de la G-DOM. Para
empezar, vamos a establecer la notación que necesitaremos.

Notaciones 4.2.10. Fijemos S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y una nui estrictamente convexa N
en Md(C). Consideremos

Θ(N ,S ,a) = Θ : Td(a)→ R≥0 dada por Θ(G) = N(S − SG) .

También vamos a considerar una familia G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) tal que:

a) Existe B = {vi}i∈Id una bon de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi ,

donde λ = (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓, S0 = SG0 y µ = (µi)i∈Id = λ(S0) ∈ (Rd≥0)↓.

b) Vamos a tomar W = R(S0), D = (S − S0)|W y σ(D) = {b1 , . . . , bp} donde b1 < b2 < . . . < bp.

c) Denotaremos por δ = λ − µ ∈ Rd de este modo, S − S0 =
∑

i∈Id δi vi ⊗ vi y D =
∑sD

i=1 δi vi ⊗ vi ,
donde sD = máx {i ∈ Id : µi 6= 0} = rkS0 .

e) Como R(S0) = gen{gi : i ∈ Ik} = W =
⊕

i∈Ip ker (D − bi IW ) entonces, para todo j ∈ Ip ,

Wj = gen{gi : i ∈ Jj} = ker (D − bj IW ) = gen{vi : i ∈ Kj} , (4.27)

pues gi ∈ ker (D − bj IW ) para todo i ∈ Jj . Notemos que, por el Teorema 4.2.3, cada Wj reduce
tanto a S como a S0 .

Es preciso notar que una familia G0 ∈ Td(a) que es un minimizador local de Θ(N ,S ,a) en Td(a), verifica
todas estas condiciones.

Proposición 4.2.11. Sean S ∈ Md(C)+ y G0 ∈ Td(a) como en la Notación 4.2.10 y supongamos que
p > 1. Supongamos también que existen

i < r ≤ p , h ∈ Ji , l ∈ Jr con l < h ( =⇒ al ≥ ah) . (4.28)

Luego, existe una curva continua G(t) : [0, 1)→ Td(a) tal que G(0) = G0 y tal que λ(S−SG(t)) ≺ λ(S−S0)
con mayorización estricta para t ∈ (0, ε) para algún ε > 0.
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Demostración. Consideremos

wh = gh/ ‖gh‖ = a
−1/2
h gh y wl = gl/ ‖gl‖ = a

−1/2
l gl,

(notar que 〈wh, wl〉 = 0 pues 〈gh, gl〉 = 0). Ahora definamos, para t ∈ R y algún γ > 0 conveniente (el
cuál será expĺıcitamente calculado más adelante),

gh(t) = cos(t) gh + sin(t) ‖gh‖ wl y gl(t) = cos(γt) gl + sin(γt) ‖gl‖ wh.

Luego, consideremos la familia Gγ(t), la cual se obtiene de G0, reemplazando los vectores gh y gl por gh(t)
y gl(t) respectivamente, y denotemos por Sγ(t) a su operador de marco. Notemos que Gγ(t) ∈ Td(a) para
todo t ∈ R.

Sea Wh,l = gen {wh, wl}, este subespacio reduce a S − S0 y S − Sγ(t). El hecho de que gh(t), gl(t) ∈Wh,l,
nos permite representar la siguiente matriz con respecto a la base Wh,l,

gh ⊗ gh =

(
ah 0
0 0

)
, gh(t)⊗ gh(t) = ah

(
cos2(t) cos(t) sin(t)

cos(t) sin(t) sin2(t)

)
,

gl ⊗ gl =

(
0 0
0 al

)
, gl(t)⊗ gl(t) = al

(
sin2(γt) cos(γt) sin(γt)

cos(γt) sin(γt) cos2(γt)

)
.

Luego,

S − Sγ(t) = S − S0 − gh(t)⊗ gh(t)− gl(t)⊗ gl(t) + gh ⊗ gh + gl ⊗ gl.

Entonces (S − S0)|W⊥h,l = (S − Sγ(t))|W⊥h,l . Por otro lado, (S − S0)|Wh,l
=

(
bi 0
0 br

)
y

(S − Sγ(t))|Wh,l
=

(
bi + ah sin2(t)− al sin2(γt) −ah cos(t) sin(t)− al cos(γt) sin(γt)

−ah cos(t) sin(t)− al cos(γt) sin(γt) br + al sin
2(γt)− ah sin2(t)

)
def
= Aγ(t).

Notemos que tr(Aγ(t)) = bi + br para todo t ∈ R, entonces la mayorización λ(Aγ(t)) ≺ (br, bi) es estricta
si, y sólo si, ‖Aγ(t)‖22 < b2r + b2i . Entonces consideremos la función mγ : R→ R dada por

mγ(t) = ‖Aγ(t)‖22 = tr(Aγ(t)2) (∀t ∈ R).

Notemos que Aγ(0) = (S − S0)|Wh,l
, entonces mγ(0) = tr((S − S0)|2Wh,l

) = b2r + b2i . El próximo paso es

encontrar un γ > 0 conveniente, tal que m′γ(0) = 0 pero m′′γ(0) < 0; en este caso la mayorización estricta
λ(Aγ(t)) ≺ (br, bi) implica que λ(S − Sγ(t)) ≺ λ(S − S0) estrictamente para todo t cercano a 0, como
queŕıamos.

Comencemos calculando las derivadas de las entradas aij(t) de Aγ(t), para 1 ≤ i, j ≤ 2:

a′11(t) = ah sin(2 t)− alγ sin(2 γt) =⇒ a′11(0) = 0,

a′12(t) = −ah cos(2 t)− alγ cos(2 γt) = a′21(0) =⇒ a′12(0) = −ah − alγ,
a′22(t) = alγ sin(2 γt)− ah sin(2 t) =⇒ a′22(0) = 0,

a′′11(t) = 2 ah cos(2 t)− 2 alγ
2 cos(2 γt)) =⇒ a′′11(0) = 2 (ah − alγ2),

a′′12(t) = 2 ah sin(2 t) + 2 al γ
2 sin(2 γt) =⇒ a′′12(0) = 0,

a′′22(t) = 2 alγ
2 cos(2 γt)− 2ah cos(2 t) =⇒ a′′22(0) = 2 (alγ

2 − ah).
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Luego,

m′γ(0) = 2 a11(0) a′11(0) + 4 a12(0) a′12(0) + 2 a22(0) a′22(0) = 0,

m′′γ(0) = 4 bi(ah − al γ2) + 4(ah + alγ)2 + 4 br(al γ
2 − ah).

Notemos que m′′γ(0) es una función cuadrática que depende de γ y su discriminante es

a2
h a

2
l [ah al − (al + br − bi)(ah + bi − br)] > 0,

dado que asumimos que ah ≤ al. Luego,

(al + (br − bi))(ah − (br − bi)) = al ah + (br − bi)(ah − al)− (br − bi)2 < al ah.

Por lo tanto, existe γ ∈ R tal que m′′γ(0) < 0. Notemos que , mientras que (br− bi)(ah−al)− (br− bi)2 < 0
(lo cual es equivalente a decir que ah − al < br − bi) podemos elegir γ como arriba.

Como ya hemos mencionado anteriormente, la Proposición 4.2.11 junto con el siguiente resultado, nos
permitirán obtener una prueba de la Proposición 4.2.13.

Proposición 4.2.12. Sean S ∈ Md(C)+ y G0 ∈ Td(a) como en la Notación 4.2.10 y supongamos que
p > 1. Supongamos también que existen

i ∈ Ke y j ∈ Kr con e < r tales que j < i . (4.29)

En este caso, existe una curva continua

G(t) : [0, 1)→ Td(a) tal que G(0) = G0 y λ(S − SG(t)) ≺ λ(S − S0) ,

con mayorización estricta para t ∈ (0, ε), para algún ε > 0.

Demostración. Considerando las notaciones ya establecidas y la Notación 4.2.10, observemos que

µi ≤ µj , λj ≤ λi y be = λi − µi < br = λj − µj .

Consideremos, como en la Notación 4.2.10, una bon B = {vl}l∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi . (4.30)

Para t ∈ [0, 1) vamos a considerar la curva

gl(t) = gl +
(

(1− t2)1/2 − 1
)
〈gl, vi〉 vi + t 〈gl, vi〉 vj para l ∈ Ik . (4.31)

Notemos que, si l ∈ Je , entonces (S − S0) gl = be gl =⇒ 〈gl , vj〉 = 0. De manera similar, si l ∈ Ik \ Je
entonces 〈gl , vi〉 = 0 (lo cual implica que gl(t) = gl). Por lo tanto, la familia G(t) = {gl(t)}l∈Ik ∈ Td(a)
para t ∈ [0, 1). Sean Pi = vi⊗ vi y Pji = vj ⊗ vi (luego, Pji x = 〈x , vi〉 vj). Entonces, para todo t ∈ [0 , 1),

gl(t) =
(
I + ((1− t2)1/2 − 1) Pi + t Pji

)
gl para todo l ∈ Ik .

Esto es, si V (t) = I + ((1 − t2)1/2 − 1) Pi + t Pji ∈ Md(C) entonces gl(t) = V (t) gl para todo l ∈ Ik y
t ∈ [0, 1). De este modo se tiene que

G(t) = V (t)G = {V (t) gl}l∈In =⇒ SG(t) = V (t)SG V (t)∗ para t ∈ [0, 1) .

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 74 de 96



Distancias al operador de marco en Td(a) 4.2.

Luego, obtenemos la siguiente representación

SG(t) =
∑

`∈Id\{i, j}

µ` v` ⊗ v` + γ11(t) vj ⊗ vj + γ12(t) vj ⊗ vi + γ21(t) vi ⊗ vj + γ22(t) vi ⊗ vi ,

donde las funciones γrs(t) son las entradas de la matriz A(t) =
(
γrs(t)

)2
r , s=1

∈ H(2) dada por

A(t) =

(
1 t

0 (1− t2)1/2

)(
µj 0
0 µi

)(
1 0

t (1− t2)1/2

)
para todo t ∈ [0 , 1) .

De manera sencilla se puede probar que tr(A(t)) = µj+µi y det(A(t)) = (1−t2)µj µi . Estos hechos impli-
can que si consideramos la función continua L(t) = λmáx(A(t)) entonces L(0) = µj y L(t) es estrictamente
creciente en [0, 1). También es fácil ver que podemos considerar las curvas continuas xi(t) : [0, 1) → C2,
que satisfacen que {x1(t), x2(t)} es una bon de C2 tal que

A(t)x1(t) = L(t)x1(t) para t ∈ [0, 1) y x1(0) = e1 , x2(0) = e2 .

Para t ∈ [0, 1) consideramos la matriz X(t) = (ur,s(t))
2
r,s=1 ∈ U(2) con columnas x1(t) y x2(t). Por

construcción, X(t) = [0, 1)→ U(2) es una curva continua tal que X(0) = I2 y tal que

X(t)∗A(t)X(t) =

(
L(t) 0

0 µi + µj − L(t)

)
.

Finalmente, consideremos la curva continua U(t) : [0, 1)→ U(d) dada por

U(t) = u11(t) vj ⊗ vj + u12(t) vj ⊗ vi + u21(t) vi ⊗ vj + u22(t) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

vl ⊗ vl .

Notemos que U(0) = I; además, consideremos G̃(t) = U(t)∗ G(t) ∈ Td(a) para t ∈ [0, 1), la cual es una
curva continua tal que G̃(0) = G0 . En este caso, para t ∈ [0, 1) se tiene que

SG̃(t) = U(t)∗ SG(t) U(t) = L(t) vj ⊗ vj + (µi + µj − L(t)) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

µ` v` ⊗ v` .

En otras palabras, U(t) se construye de manera tal que B = {vl}i∈Id consiste de autovectores de SG̃(t)

para todo t ∈ [0, 1). Luego, si E(t) = L(t)− µj ≥ 0 para t ∈ [0 , 1), tenemos que

S − SG̃(t) = (br + E(t) ) vj ⊗ vj + (be − E(t) ) vi ⊗ vi +
∑

`∈Id\{i, j}

(λ` − µ`) v` ⊗ v` .

Sea ε > 0 tal que E(t) = L(t) − µj ≤ br−be
2 para t ∈ [0, ε], (recordemos que L(0) = µj y be < br). Como

L(t) (y entonces E(t)) es estrictamente creciente en [0, 1), podemos ver que

(br − E(t) , be + E(t)) ≺ (br , be) =⇒ λ(S − SG̃(t)) ≺ λ(S − S0) para t ∈ (0 , ε] ,

donde las relaciones de mayorización son estrictas.

Ahora śı estamos en condiciones de describir la estructura de los conjuntos Jj y Kj para j ∈ Ip,
definidos en la Notación 4.2.14.
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Proposición 4.2.13. Sean S ∈ Md(C)+ y G0 ∈ Td(a) como en la Notación 4.2.14 y supongamos que

p > 1. Luego, existen s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 < sp
def
= sD ≤ d tales que

Kj = Jj = {sj−1 + 1 , . . . , sj} para j ∈ Ip−1 ,

Kp = {sp−1 + 1 , . . . , sp} y Jp = {sp−1 + 1 , . . . , k} .
(4.32)

Demostración. Fijemos S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y una nui estrictamente convexa N en
Md(C). Sea G0 un minimizador local de Θ(N ,S ,a) en Td(a). De este modo, G0 satisface las hipótesis
de la Notación 4.2.10; con esas notaciones, supongamos que p > 1. Luego, vamos a probar que existen
s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 < sp

def
= sD ≤ d tales que se verifica la Eq. (4.32). En efecto, en caso de que

los conjuntos Jj , para j ∈ Ip, no tengan la estructura descrita anteriormente (i.e. conjuntos crecientes
formados por ı́ndices consecutivos), se tiene que existen ı́ndices i, r ∈ Ip y h, l ∈ Ik para los cuales la Eq.
(4.28) vale. En este caso, la Proposición 4.2.11 muestra que existe una curva continua G(t) : [0, 1)→ Td(a)
tal que G(0) = G0 y λ(S − SG(t)) ≺ λ(S − S0) con mayorización estricta para t ∈ (0, ε) para algún ε > 0.
Como N es una nui estrictamente convexa podemos concluir que

Θ(N ,S ,a)(G̃(t)) = N(S − SG̃(t)) < N(S − S0) = Θ(N ,S ,a)(G0) for t ∈ (0 , ε] . (4.33)

Este último resultado contradice la minimalidad local de G0. Luego, existen ı́ndices s0 = 0 < s1 < . . . <
sp−1 < sp ≤ d para los cuales la representación de los conjuntos Jj , para j ∈ Ip, como en la Eq. (4.32)
vale.

De manera similar, en el caso de que los conjuntos Kj , para j ∈ Ip, no sean conjuntos crecientes
formados por ı́ndices consecutivos, aplicando la Proposición 4.2.12, también tenemos que G0 no es un
minimizador local; lo cual contradice la hipótesis sobre G0. Finalmente, notemos que por el Teorema 4.2.3
tenemos que la familia {gi}i∈Jj es linealmente independiente para todo j ∈ Ip−1. En particular, por la Eq.
(4.27), tenemos que

dim(Wj) = |Kj | = |Jj | para j ∈ Ip−1.

Luego, tenemos que Jj = Kj , para j ∈ Ip−1, y que Kp = {sp−1 + 1 , . . . , sp} y aśı tenemos el resultado
querido.

4.2.4. Estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM

En esta sección, basados en los resultados obtenidos en la Sección 4.2 y la estructura de los conjuntos
Jj y Kj (para j ∈ Ip) establecidos en las Eqs. (4.25) y (4.26), vamos a dar una descripción detallada de lo
que llamamos estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM. Para ello vamos a introducir
la siguiente

Notación 4.2.14. Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y N una nui estrictamente convexa en
Md(C). Vamos a considerar del mismo modo que antes,

1. La función Θ(N ,S ,a) = Θ : Td(a)→ R≥0 dada por Θ(G) = N(S − SG).

2. Un minimizador local G0 ∈ Td(a) de Θ(N ,S ,a), con operador de marco SG0 = S0.

3. El vector de autovalores de S y el de S0 (contando multiplicidades) ordenados de manera no creciente
λ = (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓ y µ = (µi)i∈Id = λ(S0) ∈ (Rd≥0)↓, respectivamente.
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4. Una bon fija B = {vi}i∈Id de Cd como en el Teorema 4.2.3. Luego,

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

µi vi ⊗ vi , (4.34)

5. El subespacio W = R(S0) de Cd, el operador D = (S−S0)|W y sus autovalores σ(D) = {b1 , . . . , bp},
donde b1 < b2 < . . . < bp.

6. sD = máx {i ∈ Id : µi 6= 0} = rkS0 .

7. El vector δ = λ− µ ∈ Rd tal que, por la Eq. (4.34),

S − S0 =
∑
i∈Id

δi vi ⊗ vi y D =

sD∑
i=1

δi vi ⊗ vi .

Notar que δ se construye emparejando las entradas de dos vectores que están ordenados (pues
λ = λ(S) y µ = λ(S0)), sin embargo δ no necesariamente es un vector ordenado. De todos modos,
tenemos que λ(S−S0) = δ↓. Lo que haremos en adelante es obtener algunas propiedades del vector
(no ordenado) δ.

8. Para cada j ∈ Ip , los conjuntos de ı́ndices:

Kj = {i ∈ IsD : δi = λi − µi = bj} y Jj = {i ∈ Ik : Dgi = bj gi} .

El Teorema 4.2.3 nos permite asegurar que IsD =
⊔
j∈Ip

Kj y Ik =
⊔
j∈Ip

Jj (donde la unión es

disjunta).

9. Como por la Eq. (4.7), R(S0) = gen{gi : i ∈ Ik} = W =
⊕

i∈Ip ker (D − bi IW ) entonces, para todo
j ∈ Ip , se tiene que

Wj = gen{gi : i ∈ Jj} = ker (D − bj IW ) = gen{vi : i ∈ Kj} ,

ya que gi ∈ ker (D − bj IW ) para todo i ∈ Jj . Notar que, por el Teorema 4.2.3, cada Wj reduce
tanto a S como a S0 .

4

Observación 4.2.15. Consideremos la Notación 4.2.14 para S ∈ Md(C)+ y un minimizador local G0 ∈
Td(a) de la función Θ(N ,S ,a) . Sea s0 = 0 < s1 < . . . < sp = rk(S0) ≤ d, como en la Proposición 4.2.13. En

términos de los ı́ndices tenemos también que λ(S−S0) = δ(S , a , G0)↓, para δ(S , a , G0) = λ(S)−λ(S0),
y

δ(S , a , G0) =
(
b1 1s1 , b2 1s2−s1 , . . . , bp 1sp−sp−1 , λsp+1 , . . . , λd

)
si sp < d (4.35)

o
δ(S , a , G0) =

(
b1 1s1 , b2 1s2−s1 , . . . , bp 1sp−sp−1

)
si sp = d . (4.36)

4

En el siguiente resultado vamos a obtener una caracterización de los ı́ndices s1 < . . . < sp−2 y las cons-
tantes b1 < . . . < bp−1 en términos del ı́ndice sp−1 (cuando p > 1). Más adelante vamos a complementar
estos resultados, mostraremos el rol clave que juega el ı́ndice sp−1 y daremos una caracterización de la
constante bp. Para comenzar vamos a fijar la notación que utilizaremos. Cabe destacar que esta notación
no depende ni de la nui N , ni del minimizador local G0.
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Notación 4.2.16. Sean S ∈Md(C)+, a ∈ (Rk>0)↓, λ(S) = (λi)i∈Id ∈ (Rd)↓ y m = mı́n{k , d}.

1. Vamos a definir hi := λi − ai, para todo i ∈ Im.

2. Dado 1 ≤ j ≤ r ≤ m, vamos a considerar los promedios:

Pj , r =
1

r − j + 1

r∑
i=j

hi =
1

r − j + 1

r∑
i=j

λi − ai . (4.37)

En adelante, vamos a abreviar los promedios iniciales P1 , r = Pr . 4

Teorema 4.2.17. Consideremos la Notación 4.2.14 para S ∈Md(C)+ y G0 ∈ Td(a) un minimizador local
de Θ(N ,S ,a) . Supongamos además que p > 1. Sea s0 = 0 < s1 < . . . < sp ≤ d tal que la Eq. (4.32) vale.
Luego, tenemos las siguientes relaciones:

1. El ı́ndice s1 = máx
{

1 ≤ r ≤ sp−1 : Pr = mı́n
1≤i≤sp−1

Pi
}

y b1 = Ps1 .

2. Recursivamente, si sj < sp−1 , entonces

sj+1 = máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , j = mı́n

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
y bj+1 = Psj+1 , sj+1 .

Para probar el Teorema 4.2.17, vamos a considerar un resultado preliminar.

Proposición 4.2.18. Consideremos las Notaciones 4.2.16 y 4.2.10, y supongamos que p > 1. Supongamos
también que los conjuntos Jj y Kj , para j ∈ Ip, satisfacen las Eq. (4.32). Luego, se tiene que:

1. (ai)i∈Jj ≺ (λi − bj)i∈Kj , para j ∈ Ip.

2. Si 0 ≤ r < s ≤ d entonces, (aj)
s
j=r+1 ≺ (λj − Pr+1, s)

s
j=r+1 si, y sólo si,

Pr+1, s ≤ Pr, i , r + 1 ≤ i ≤ s ⇐⇒ Pr+1, s = mı́n{Pr+1, i : r + 1 ≤ i ≤ s} .

Demostración. Para cada j ∈ Ip, consideramos los subespacios Wj = gen{gi : i ∈ Jj} = R(SGj ), por lo
tanto dimWj = |Kj |. Sea Qj el proyector ortogonal sobre Wj ; luego, Wj reduce tanto a S como a S0 y
además

(S − S0)Qj = bj Qj y S0Qj = SGj .

Luego,

S Qj = (S − S0)Qj + S0Qj = bj Qj + SGj =⇒ λ(SGj ) = ((λi − bj)i∈Kj , 0d−|Kj |) ∈ (Rd)↓ .

Finalmente, por el Teorema de Schur-Horn 1.2.4, tenemos que (ai)i∈Jj ≺ λ(SGj ), esto equivale a la relación
de mayorización

(ai)i∈Ij ≺ (λi − bj)i∈Kj ,

lo cual prueba el ı́tem 1.

Supongamos ahora que 0 ≤ r < s ≤ d y notemos que por construcción (aj)
s
j=r+1, (λj−Pr+1 , s)

s
j=r+1 ∈

(Rs−r)↓. Por otro lado, si r + 1 ≤ i ≤ s entonces,

i∑
j=r+1

aj ≤
i∑

j=r+1

λj − Pr+1 , s ⇐⇒ (i− r)Pr+1 , s ≤
i∑

j=r+1

hi ⇐⇒ Pr+1 , s ≤ Pr+1 , i .

Aśı tenemos probado el ı́tem 2.
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Proposición 4.2.19. Consideremos las Notaciones 4.2.16 y 4.2.10, y supongamos que p > 1. Supongamos
también que los conjuntos Jj y Kj , para j ∈ Ip, satisfacen la Eq. (4.32). Luego, tenemos las siguientes
relaciones:

1. Los ı́ndices s1 = máx
{
j ≤ sp−1 : P1 , j = mı́n

i≤sp−1

P1 , i

}
y b1 = P1 , s1 .

2. Recursivamente, si sj < sp−1 , entonces

sj+1 = máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , r = mı́n

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
y bj+1 = Psj+1 , sj+1 .

Demostración. Primero, consideremos un ı́ndice 0 ≤ j ≤ p−2, arbitrario. Por el ı́tem 1. de la Proposición
4.2.18 y el hecho de que Jj+1 = Kj+1 = {sj + 1, . . . , sj+1}, podemos ver que

(ai)i∈Jj+1 ≺ (λi − bj+1)i∈Kj+1 =⇒ bj+1 = Psj+1 , sj+1 . (4.38)

Ahora, por la relación de mayorización de la Eq. (4.38) y el ı́tem 2 de la Proposición 4.2.18, también
tenemos que:

Psj+1 , sj+1 = mı́n{Psj+1 , i : sj < i ≤ sj} .

Por lo tanto, en el caso en que las relaciones establecidas entre los ı́ndices s0 = 0 < . . . < sp−1 y las
constantes b1 < . . . < bp−1, no valgan se tiene que, existe un ı́ndice 0 ≤ j ≤ p− 2 tal que

sj+1 < máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , r = mı́n

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
= t ≤ sp−1 .

Por la definición de t resulta que
bj+1 = Psj+1 , sj+1 ≥ Psj+1 , t . (4.39)

Además, existe j + 1 ≤ ` ≤ p− 2 tal que s` < t ≤ s`+1. Utilizando la relación de mayorización en la Eq.
(4.38) podemos ver que j ≤ r ≤ `− 1:

(sr+1 − sr) br+1 =

sr+1∑
i=sr+1

hi y (t− s`) b`+1 ≤
t∑

i=s`+1

hi .

Luego, las desigualdades previas nos permiten obtener la siguiente acotación:

Psj+1 , t =
1

t− sj

t∑
i=sj+1

hi ≥
`−1∑
r=j

sr+1 − sr
t

br+1 +
t− s`
t

b`+1 =: β,

Notemos que la cota inferior β se representa como la combinación lineal convexa de las constantes bj+1 <
. . . < b`+1, lo cual implica que Psj+1 , t ≥ β > bj+1 y esto contradice la Eq. (4.39).

Demostración del Teorema 4.2.17. En el caso de que G0 sea un minimizador local de Θ(N ,S ,a) en Td(a)
para una nui N estrictamente convexa, los resultados previos implican que los conjuntos Jj y Kj asociados
a G0 satisfacen la Eq. (4.32). Luego, hemos visto que las siguientes relaciones son válidas:

1. El ı́ndice s1 = máx
{
j ≤ sp−1 : P1 , j = mı́n

i≤sp−1

P1 , i

}
, y b1 = P1 , s1 .

2. Recursivamente, si sj < sp−1 , entonces

sj+1 = máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , r = mı́n

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
y bj+1 = Psj+1 , sj+1 .
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En efecto, consideremos un ı́ndice 0 ≤ j ≤ p − 2 arbitrario. Por el ı́tem 1. de la Proposición 4.2.18 y el
hecho de que Jj+1 = Kj+1 = {sj + 1, . . . , sj+1}, se tiene que

(ai)i∈Jj+1 ≺ (λi − bj+1)i∈Kj+1 =⇒ bj+1 = Psj+1 , sj+1 . (4.40)

Ahora, utilizando la relación de mayorización en la Eq. (4.40) y el ı́tem 2 en la Proposición 4.2.18 también
tenemos que

Psj+1 , sj+1 = mı́n{Psj+1 , i : sj < i ≤ sj} .

Por lo tanto, en el caso de que las relaciones entre los ı́ndices s0 = 0 < . . . < sp−1 y las constantes
b1 < . . . < bp−1 del enunciado no sean válidas, existe un ı́ndice 0 ≤ j ≤ p− 2 tal que

sj+1 < máx
{
sj < r ≤ sp−1 : Psj+1 , r = mı́n

sj<i≤sp−1

Psj+1 , i

}
= t ≤ sp−1 .

Por la definición de t se tiene que

bj+1 = Psj+1 , sj+1 ≥ Psj+1 , t . (4.41)

También existe j + 1 ≤ ` ≤ p − 2 tal que s` < t ≤ s`+1. Usando la relación de mayorización en la Eq.
(4.40) podemos ver que, para j ≤ r ≤ `− 1:

(sr+1 − sr) br+1 =

sr+1∑
i=sr+1

hi y (t− s`) b`+1 ≤
t∑

i=s`+1

hi .

Luego, las desigualdades previas nos permiten hacer la siguiente acotación:

Psj+1 , t =
1

t− sj

t∑
i=sj+1

hi ≥
`−1∑
r=j

sr+1 − sr
t

br+1 +
t− s`
t

b`+1 =: β

notar que la cota inferior β se representa como combinación convexa de las constantes bj+1 < . . . < b`+1.
Este último hecho implica que Psj+1 , t ≥ β > bj+1, lo cual contradice la Eq. (4.41).

4.2.5. Condición de co-feasibilidad

A lo largo de esta sección vamos a suponer que k ≥ d. En la Sección 4.2.2 presentaremos algunos
casos particulares, donde los minimizadores locales de la G-DOM, son globales. Estos casos particulares
motivan a definir la noción de co-feasibilidad de manera análoga al concepto de feasibilidad utilizado en
el Caṕıtulo 3, en el contexto de las completaciones de marcos con normas predeterminadas. Si bien no
todos los problemas de G-DOM son co-feasibles, esta noción nos permitirá más adelante estudiar el caso
general.

Para comenzar recordemos el siguiente:

Teorema (Ver Teorema 4.2.9). Consideremos la Notación 4.2.14 y supongamos que k ≥ d. Supongamos
también que p = 1, i.e. existe una constante c = b1 que satisface (S − S0)gi = c gi, para i ∈ Ik. Luego,
existe una bon {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi vi ⊗ vi y S0 =
∑
i∈Id

(λi − c)+ vi ⊗ vi ,

donde (λi)i∈Id = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓. Más aun, G0 es un minimizador global de Θ en Td(a).

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 80 de 96



Distancias al operador de marco en Td(a) 4.2.

Corolario 4.2.20. Con la notación del Teorema 4.2.9 se tiene que:

1. La constante c = máxσ(S − S0) es el autovalor más grande de S − S0.

2. El autovalor µi = λi(S0) = (λi(S)− c)+, para i ∈ Id.

3. La lista de normas a ≺ ((λi(S)− c)+)i∈Id ; en particular

tr(a) =
∑
i∈Ik

ai =
∑
i∈Id

(λi(S)− c)+ .

Demostración. 1. Como estamos suponiendo que k ≥ d, la Observación 4.2.6 afirma que

c = bp = máxσ(S − S0).

2. Es una consecuencia directa del Teorema 4.2.9 y el hecho de que λ(S) = (λi)i∈Id ∈ (Rd)↓, por lo tanto(
(λi − c)+

)
i∈Id
∈ (Rd)↓.

3. Como G0 ∈ Td(a) (es una familia con normas predeterminadas por a ), por el Teorema 1.2.4, podemos
afirmar que

a ≺ ((λi(S)− c)+)i∈Id .

El resto de las afirmaciones es consecuencia directa de esa relación de mayorización.

Los resultados previos motivan la siguiente noción, la cual sólo depende de algún λ ∈ (Rd≥0)↓ y

a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, con k ≥ d (y no requiere de ninguna nui N en particular, ni de ningún minimizador
local G0 de la G-DOM en Td(a)).

Definición 4.2.21. Sean λ ∈ (Rd≥0)↓ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, con k ≥ d. Diremos que el par (λ , a) es
co-feasible si existe una constante

c < λ1 tal que a ≺
(

(λi − c)+
)
i∈Id

. (4.42)

En este caso, la constante de co-feasibilidad c está únicamente determinada por la ecuación

tr(a) =
∑
i∈Id

(λi − c)+ .

4

Proposición 4.2.22. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓, con k ≥ d. Luego, el par (λ(S) , a) es
co-feasible si, y sólo si, se verifican las siguientes condiciones:

1. Existen una familia G = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) y una constante c ∈ R tales que (S − SG) gi = c gi , para
todo i ∈ Ik .

2. Esta constante verifica la igualdad c = máxσ(S − SG).
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Demostración. Supongamos que existen c ∈ R y G = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) tales que verifican los ı́tems 1 y
2. Por la Eq. (4.7), W = R(SG) = gen{gi : i ∈ Ik}. Como (S − SG)

∣∣
W

= c IW , entonces S(W ) ⊆ W .

Supongamos que r = dimW . Luego, considerando por separado los autovalores de S
∣∣
W

y S
∣∣
W⊥

=

(S − SG)
∣∣
W⊥

, el hecho de que c = máxσ(S − SG) implica que

c < λi(S) para i ∈ Ir y c ≥ λi(S) para r < i ≤ d .

Por lo tanto, λ(SG) = λ(S−(S−SG) ) =
(

(λi(S)−c)+
)
i∈Id

. Luego, argumentando como en la demostración

del Corolario 4.2.20, concluimos que la constante c satisface la Eq. (4.42). Notemos que c < λ1(S), pues
tr a 6= 0.

Rećıprocamente, si existe una constante c que satisface la Eq. (4.42), consideramos una bon B = {vi}i∈Id
de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi(S) vi ⊗ vi , y sea S0
def
=
∑
i∈Id

(λi(S)− c)+ vi ⊗ vi ∈Md(C)+ .

Por el Teorema 1.2.4, existe una familia G = {gj}j∈Ik ∈ Td(a) tal que S0 = SG . Notemos que

λi(S)− (λi(S)− c)+ = mı́n{λi(S) , c} para todo i ∈ Id . (4.43)

Luego, c ≥ máxσ(S − SG). Si consideramos

r = rkSG = máx{i ∈ Id : (λi(S)− c)+ > 0} = máx{i ∈ Id : λi(S) > c} ≥ 1 ,

entonces {0} 6= W
def
= R(SG) = gen{vi : i ∈ Ir} y satisface que (S − SG)

∣∣
W

= c IW . La demostración
termina notando que, por la Eq. (4.7), gj ∈W y por lo tanto (S − SG)gj = c gj para todo j ∈ Ik .

Observación 4.2.23. Sean S ∈Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ (con k ≥ d) tales que el par (λ(S) , a)
es co-feasible. Consideremos una familia G = {gi}i∈Ik ∈ Td(a) y una constante c ∈ R como en la prueba de
la segunda parte de la Proposición 4.2.22. Luego, por el Teorema 4.2.9, G es un minimizador global (y por
lo tanto local) de la función Θ(N ,S ,a) , con p = 1. Sin embargo, este hecho no implica a priori que todo
minimizador local tenga la misma estructura. Lo que vamos a probar más adelante es que la estructura
espectral de los minimizadores locales es única (para el caso general, lo cual incluye al caso co-feasible).

4

Vale la pena recalcar que hay problemas de G-DOM que no son co-feasibles. Para convencernos veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.24. Consideremos una matriz S ∈ M4(C)+ tal que λ := λ(S) = (2, 2, 1, 1) ∈ (R4
>0)↓ y

fijemos el vector de normas a = (3, 1, 1, 1) ∈ (R4
>0)↓. Luego, el par (λ , a) no es co-feasible. Pues, la única

solución c < 2 de la ecuación 6 = tr(a) = 2 (2−c)+ +2 (1−c)+ es c = 0. De este modo, ((λi−c)+)i∈I4 = λ,
pero sin embargo a 6≺ λ. 4

En general, como ya hemos mencionado anteriormente, dados S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓,
el par (λ(S) , a) correspondiente a estos datos no es co-feasible. De hecho, si consideramos una nui N
en Md(C) que sea estrictamente convexa, entonces los minimizadores locales de Θ(N ,S ,a) nos permiten
localizar tales partes co-feasibles. Con el fin de describir esta situación, vamos a introducir la siguiente
definición, que es análoga al concepto de feasibilidad que hemos utilizado en el Caṕıtulo 3.
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Definición 4.2.25. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d. Para r ∈ Id−1 ∪ {0} vamos a
considerar las truncaciones:

λ(r)(S) = (λr+1(S) , . . . , λd(S)) ∈ (Rd−r≥0 )↓ y a(r) = (ar+1(S) , . . . , ak) ∈ (Rk−r>0 )↓ .

Diremos que r es un ı́ndice co-feasible para S y a si el par (λ(r)(S) , a(r)) es co-feasible (de acuerdo con
la Definición 4.2.21 con dimensiones d− r ≤ k − r). 4

Observación 4.2.26. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d. Consideremos una bon
B = {vi}i∈Id de Cd tal que S vi = λi(S) vi para i ∈ Id . Luego, por la Proposición 4.2.22, un ı́ndice
r ∈ Id−1 ∪ {0} es co-feasible si, y sólo si, las condiciones 1 y 2 de la Proposición 4.2.22 valen para el
espacio Vr = gen{vi : r + 1 ≤ i ≤ d}, el operador positivo Sr = S|Vr ∈ L(Vr) y el vector de normas
a(r) = (ar+1(S) , . . . , ak) ∈ (Rk−r>0 )↓. Esto significa que existen: una constante c ∈ R y una familia

G = {gi}i∈Ik−r
∈ TVr(a(r))

def
= Tk−r(a(r)) ∩ V k−r

r ,

tales que (Sr − SG) gi = c gi , para todo i ∈ Ik−r , y c = máxσ(Sr − SG). Notar que esto no depende de la
bon elegida, sólo depende de la lista de autovalores λ(Sr) = λ(r)(S) ∈ (Rd−r≥0 )↓. 4

El siguiente resultado complementa al Teorema 4.2.17.

Proposición 4.2.27. Consideremos la Notación 4.2.14 con k ≥ d para S ∈ Md(C)+ y un minimizador
local G0 ∈ Td(a) de la función Θ(N ,S ,a) . Sea 0 = s0 < s1 < . . . < sp−1 < sp ≤ d como en la Proposición
4.2.13. Luego, bp = máxσ(S −SG0) y sp−1 es un ı́ndice co-feasible para S y a. En particular, la constante
bp y el ı́ndice sp = rkSG0 están únicamente determinados por las ecuaciones

k∑
i=sp−1+1

ai =
d∑

i=sp−1+1

(λi(S)− bp)+ y sp = máx{sp−1 + 1 ≤ i ≤ d : λi(S)− bp > 0} . (4.44)

Demostración. Sea S0 = SG0 . Notar que bp = máxσ(S − S0) por la Observación 4.2.6, ya que estamos
suponiendo que k ≥ d. Para probar que sp−1 es un ı́ndice co-feasible vamos a utilizar la Observación
4.2.26. Tomemos r = sp−1 . Recordemos de la Notación 4.2.14 y la Proposición 4.2.13 que Jp = {i ∈ Ik :
(S − S0)gi = bp gi} = {r + 1 , . . . , k} y Wp = gen{gi : i ∈ Jp} = gen{vj : r + 1 ≤ j ≤ sp}. Como

W = R(S0) = gen{vi : j ∈ Isp} entonces Vr = gen{vi : r + 1 ≤ i ≤ d} = Wp ⊕W⊥ .

Luego, Gr = {gi}ki=r+1 ∈ TVr(a(r)) = Tk−r(a(r)) ∩ V k−r
r es tal que SGr = S0|Vr (donde hemos usado que,

por el ı́tem 9 de la Notación 4.2.14, gj ∈ W⊥p para todo j /∈ Jp). Por lo tanto, si PM es la proyección
ortogonal sobre un subespacio M⊆ Cn,

S|Vr − SGr = (S − S0)|Vr = bp PWp + S PW⊥ =⇒ (S|Vr − SGr) gi = bp gi para r + 1 ≤ i ≤ k .

Luego, máxσ(S|Vr − SG′) ≤ máxσ(S − S0) = bp y, por la Observación 4.2.26, sp−1 = r es un ı́ndice
co-feasible para Sy a. Luego, por la Definición 4.2.25, sp y bp están determinados por la Eq. (4.44).

Observación 4.2.28. Consideremos la Notación 4.2.14 con k ≥ d para S ∈ Md(C)+ y un minimizador
local G0 ∈ Td(a) de la función Θ(N ,S ,a) . Teniendo en cuenta todos los objetos y hechos detallados en la
Notación 4.2.14, la Observación 4.2.15, el Teorema 4.2.17, la Eq. (4.43) y la Proposición 4.2.27, podemos
concluir que λ(S − SG0) = δ(S ,a ,G0)↓, con

δ(S , a , G0)
def
=
(
b1 1s1(r) , b2 1s2−s1 , . . . , bp−1 1sp−1−sp−2 ,

(
mı́n{λi(S) , bp}

)d
i=sp−1+1

)
, (4.45)

Departamento de Matemática - UNLP Hoja 83 de 96



Distancias al operador de marco en Td(a) 4.3.

o δ(S , a , G0) =
(

mı́n{λi(S) , b1}
)
i∈Id

(si p = 1, el caso co-feasible), donde todos los elementos de esta
fórmula pueden calcularse en términos de S, a y el ı́ndice sp−1 . En efecto, esta expresión depende de G0

y N sólo a través del ı́ndice sp−1 el cual determina los ı́ndices previos y las constantes por el Teorema
4.2.17, y la parte co-feasible la cual comienza en sp−1, lo cual determina a sp y a bp , por la Proposición
4.2.27 v́ıa la Eq. (4.44). Por lo tanto vamos a denotar sp−1 = sp−1(G0) . 4

Para finalizar esta sección, vamos a presentar un resultado que compara las constantes de co-feasibilidad
correspondientes a distintos ı́ndices co-feasibles.

Corolario 4.2.29. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d y supongamos que los ı́ndices
r, s ∈ Id−1 son co-feasibles para S y a. Denotemos por c(s) y c(r) sus constantes de co-feasibilidad,
respectivamente. Luego,

s < r =⇒ c(s) ≥ c(r) .

Demostración. Por la Proposición 4.2.22, a(s) ≺
(

(λi(S)− c(s) )+
)d
i=s+1

y a(r) ≺
(

(λi(S)− c(r) )+
)d
i=r+1

.
Luego,

k∑
i=r+1

ai =

d∑
i=r+1

(λi(S)− c(r) )+ y

r∑
i=s+1

ai ≤
r∑

i=s+1

(λi(S)− c(s) )+ . (4.46)

Por lo tanto,

d∑
i=s+1

(λi(S)− c(s) )+ =
k∑

i=s+1

ai ≤
r∑

i=s+1

(λi(S)− c(s) )+ +
d∑

i=r+1

(λi(S)− c(r) )+ .

Pero si c(s) < c(r) entonces (λi(S)− c(s) )+ ≥ (λi(S)− c(r) )+ para todo i ∈ Id , y además tenemos que

(λr+1(S)− c(s) )+ > (λr+1(S)− c(r) )+ porque
k∑

i=r+1
ai > 0

(4.46)
=⇒ c(r) < λr+1(S).

4.3. Los minimizadores locales de la G-DOM son globales

Finalmente, probaremos es esta sección, el resultado principal del caṕıtulo: ((Los minimizadores locales
de la G-DOM, son minimizadores globales)). La prueba de este resultado se obtiene como consecuencia del
estudio de la estructura interna de los minimizadores locales de la G-DOM y la noción de co-feasibilidad,
presentados anteriormente en este caṕıtulo. Vale la pena señalar que este resultado incluye como caso
particular la solución de la Conjetura de Strawn.

Esta Sección está dividida en dos partes, primero vamos a considerar el caso en que k ≥ d y luego el
caso general.

4.3.1. Caso k ≥ d

A lo largo de esta sección vamos a considerar k ≥ d. Notemos que las Eqs. (4.35) y (4.36) junto con
el Teorema 4.2.17 y la Proposición 4.2.27 nos proporcionan una descripción detallada de la estructura
espectral de los minimizadores locales de la G-DOM. Con la notación de esos resultados, vale la pena
señalar el rol clave que juega el ı́ndice co-feasible sp−1 en la determinación completa de la estructura
espectral de S − S0 y S0 (ver la Definición 4.2.21).

La idea básica para lo que sigue es reemplazar el ı́ndice sp−1 por un ı́ndice co-feasible r arbitrario,
para reproducir el algoritmo dado en el Teorema 4.2.17 y conseguir los ı́ndices y constantes en términos
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de ese r (el cual a priori no está asociado a ningún minimizador local G0 de la G-DOM). Mostraremos
luego que existe un único ı́ndice r ”correcto” (es decir, co-feasible y admisible, ver Definición 4.3.1) que
sólo depende de λ(S) y a, por lo tanto debe coincidir con sp−1(G0) .

Definición 4.3.1. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Para un ı́ndice co-feasible r ∈ Id−1 ∪ {0}
vamos a considerar q = q(r) ∈ Id, 0 = s0(r) < s1(r) < . . . < sq−1(r) = r < sq ≤ d ≤ k y b1(r), . . . , bq(r)
calculados acorde al siguiente algoritmo recursivo (que sólo depende de r, λ(S) y a):

1. Si r = 0, tomamos q = q(r) = 1 y s0(r) = sq−1(r) = r = 0 (y vamos al ı́tem 4.).

2. Si r > 0, considerando los promedios Pi , j definidos en la Notación 4.2.16, tomamos

s1(r) = máx
{

1 ≤ j ≤ r : P1 , j = mı́n
i≤r

P1 , i

}
y b1(r) = P1 , s1(r) .

3. Si el ı́ndice sj(r) ya fue calculado y sj(r) < r , entonces

sj+1(r) = máx
{
sj(r) < j ≤ r : Psj(r)+1 , j = mı́n

sj(r)<i≤r
Psj(r)+1 , i

}
, (4.47)

y bj+1(r) = Psj(r)+1 , sj+1(r) .

4. Si sj(r) = r , tomamos q = q(r) = j + 1 (entonces sq−1(r) = r) y definimos bq(r) y sq(r) (con
bq(r) < λr+1 y r = sq−1(r) < sq(r) ≤ d) que está únicamente determinado por

k∑
i=r+1

ai =
d∑

i=r+1

(
λi(S)− bq(r)

)+
y (4.48)

sq(r) = máx{r + 1 ≤ i ≤ d : λi(S)− bq(r) > 0} . (4.49)

En particular, sq(r) = máx{i ∈ Id : λi(S)− bq(r) > 0} como λ(S) = λ(S)↓.

5. Si r > 0 denotamos por δ(λ(S) , a , r) ∈ Rd al vector dado por

δ(λ(S) , a , r) =
(
b1(r)1s1(r) , . . . , bq−1(r)1sq−1(r)−sq−2(r) ,

(
mı́n{λi(S) , bq(r)}

)d
i=r+1

)
, (4.50)

y δ(λ(S) , a , 0) =
(

mı́n{λi(S) , b1(0)}
)
i∈Id

. Es fácil ver que (por construcción)

tr δ(λ(S) , a , r) = tr (S)− tr (a) . (4.51)

Finalmente, diremos que el ı́ndice r es admisible si r = 0 o r > 0 y bq−1(r) < bq(r) . 4

Observación 4.3.2. Consideremos una nui estrictamente convexa N en Md(C), fija. Sea G0 ∈ Td(a) un
minimizador local (o global) de Θ(N ,S ,a) = Θ : Td(a)→ R≥0 y supongamos que k ≥ d. Ahora, podemos
aplicarle los resultados previos a la familia G0; consideremos p ≥ 1, constantes b1 < . . . < bp e ı́ndices
s0 = 0 < s1 < . . . < sp ≤ d como en el Teorema 4.2.17 y la Proposición 4.2.27. En particular, se tiene
que sp−1 es un ı́ndice co-feasible que también es admisible, ya que por definición, si sp−1 > 0 entonces
bp−1 < bp ( ver el Teorema 4.2.3). La idea de lo que sigue es probar que sp−1 (denotado por sp−1(G0) en
la Observación 4.2.28) es el único con ambas propiedades (cualquiera se la nui N). Para empezar, vamos
a mostrar algunas propiedades del vector δ(λ(S) , a , r) para un ı́ndice co-feasible y admisible. 4
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Proposición 4.3.3. Sean S ∈Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ (con k ≥ d). Supongamos que r ∈ Id−1 ∪
{0} es un ı́ndice co-feasible. Luego, para p = q(r), sj = sj(r), bj = bj(r) (con j ∈ Ip ) y δ = δ(λ(S) , a , r)
como en la Definición 4.3.1, se tiene que:

1. Si p > 1 luego b1 < . . . < bp−1 .

Si el ı́ndice r además es admisible, entonces bp−1 < bp = máx
i∈Id

δi y también:

2. λsp−1+1 ≥ λsp > bp y λi(S) > bj , para todo sj−1 + 1 ≤ i ≤ sj y j ∈ Ip−1 . Luego,

δi ≤ mı́n{bp , λi} para todo i ∈ Id . (4.52)

3. Si p > 1 entonces (ai)
sj
i=sj−1+1 ≺

(
λi(S)− bj

)sj
i=sj−1+1

∈ Rsj−sj−1

>0 , para todo j ∈ Ip−1.

4. (ai)
k
i=sp−1+1 ≺

(
(λi(S)− bp)+

)d
i=sp−1+1

∈ Rd−sp−1

≥0 .

Demostración. 1. El caso p = 2 es trivial. Si p > 2, supongamos que existe j ∈ Ip−2 tal que bj ≥ bj+1 .
Luego, notemos que

Psj−1+1 , sj+1 =
sj − sj−1

sj+1 − sj−1
bj +

sj+1 − sj
sj+1 − sj−1

bj+1 ≤ bj ,

lo cual contradice la definición de sj en la Eq. (4.47), pues sj+1 ≤ sp−1 = r. De este modo, b1 < . . . < bp−1.

Si r = sp−1 es un ı́ndice admisible, entonces bp−1 < bp = máx
i∈Id

δi por definición y la Eq. (4.50).

2. Por la Eq. (4.49), se tiene que bp < λi(S) para sp−1 + 1 ≤ i ≤ sp . Por lo tanto, si

j ∈ Ip−1 y sj−1 + 1 ≤ i ≤ sj =⇒ bj < bp < λsp−1+1(S) ≤ λi(S) ,

pues i ≤ sj ≤ sp−1 < sp−1 + 1 y λ(S) ∈ (Rd)↓.

3. Para j ∈ Ip−1 y sj−1 + 1 ≤ m ≤ sj , se tiene que

m∑
i=sj−1+1

ai ≤
m∑

i=sj−1+1

(λi(S)− bj) ⇐⇒ bj ≤
1

m− sj−1

m∑
i=sj−1+1

λi(S)− ai
(4.37)

= Psj−1+1 ,m (4.53)

(la equivalencia también es válida para la igualdad). Utilizando la definción de los bj (́ıtem 2. de la
Definición 4.3.1), podemos ver que la desigualdad del lado derecho de la Eq. (4.53) vale para todo ı́ndice
m, con igualdad cuando m = sj (por la definición de los bj y los sj ). Hemos probado entonces que

(ai)
sj
i=sj−1+1 ≺

(
λi(S)− bj

)sj
i=sj−1+1

.

El ı́tem 4 se sigue de manera inmediata del hecho de que r = sp−1 es un ı́ndice co-feasible (ver la Definición
4.2.25).

Corolario 4.3.4. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d. Sea r ∈ Id−1 ∪ {0} un ı́ndice
co-feasible y admisible. Luego, a ≺ λ(S)− δ(λ(S) , a , r).

Demostración. La relación a ≺ λ(S) − δ(λ(S) , a , r) se sigue de los ı́tems 3 y 4 de la Proposición 4.3.3,
ya que x ≺ y y z ≺ w =⇒ (x , z) ≺ (y , w) (ver la Observación 1.1.3). �
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Teorema 4.3.5. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓. Luego, existe un único ı́ndice co-feasible y
admisible s ∈ Id−1 ∪ {0}. Además este s es el mı́nimo ı́ndice co-feasible.

Demostración. Supongamos que existen dos ı́ndices que son co-feasibles 0 ≤ s < r ≤ d− 1 y que además
r es admisible, aśı llegaremos a una contradicción. En efecto, sean s0 = 0 < s1 < . . . < sp−1 = r < sp ≤ d
y b1 < . . . < bp los ı́ndices y constantes correspondientes a la Definición 4.3.1, para el ı́ndice r (i.e.,

renombramos p = q(r), sj = sj(r) y bj = bj(r) para j ∈ Ip). Sea λ
def
= λ(S) ∈ (Rd≥0)↓ y consideremos el

vector
δ = δ(λ , a , r) =

(
b1 1s1−s0 , . . . , bp−1 1sp−1−sp−2 ,

(
mı́n{λi , bp}

)d
i=sp−1+1

)
. (4.54)

De manera similar, consideremos q = q(s), s∗0 = 0 < s∗1 < . . . < s∗q−1 = s < s∗q ≤ d, b∗1 < . . . < b∗q−1 y b∗q los
ı́ndices y constantes correspondientes a la Definición 4.3.1, para el ı́ndice s. Vamos a considerar también
el vector

δ∗ = δ(λ , a , s) =
(
b∗1 1s∗1−s∗0 , . . . , b

∗
q−1 1s∗q−1−s∗q−2

,
(

mı́n{λi , b∗q}
)d
i=s∗q−1+1

)
. (4.55)

Si δ∗ = δ entonces, por las Eqs. (4.49), (4.54) y (4.55), se tiene que

s∗q = sp = máx{i ∈ Id : δi < λi(S)} y b∗q = bp = δsp .

Pero en este caso r = sp−1 = mı́n{i ∈ Id−1 : δi+1 = bp} ≤ s∗q−1 = s, lo cual es una contradicción. Luego,
δ∗ 6= δ.

Caso 1. Supongamos que existe 1 ≤ j ≤ mı́n{p− 1 , q − 1} tal que

si = s∗i (y entonces también bi = b∗i ) para 0 ≤ i ≤ j − 1 , pero sj 6= s∗j .

Vamos a probar ahora, que esto lleva a una contradicción, más precisamente veremos que bajo estas
condiciones δ∗ = δ. En efecto, como sj−1 = s∗j−1 , por construcción

sj = máx{sj−1 < i ≤ r : Psj−1+1 , i = mı́n
sj−1+1≤`≤r

Psj−1+1 , `} con bj = Psj−1+1 , sj

y
s∗j = máx{sj−1 < i ≤ s : Psj−1+1 , i = mı́n

sj−1+1≤`≤s
Psj−1+1 , `} con b∗j = Psj−1+1 , s∗j

.

Utilizando que s < r, se tiene que

mı́n
sj−1+1≤`≤s

Psj−1+1 , ` ≥ mı́n
sj−1+1≤`≤r

Psj−1+1 , ` .

Como s∗j 6= sj , entonces se puede ver que

bj ≤ b∗j y s∗q−1 = s < sj ≤ r . (4.56)

Por otro lado, por el Corolario 4.2.29, se tiene que b∗q = bq(s) ≥ bp(r) = bp , ya que son las constantes
co-feasibles correspondientes a los ı́ndices co-feasibles s∗q−1 = s < r = sp−1 .

Ahora, considerando los hechos previos, podemos comparar δ y δ∗:

Tenemos que δi = δ∗i para 1 ≤ i ≤ sj−1 = s∗j−1 por hipótesis.

Por las Eq. (4.54), (4.55), y el ı́tem 1 de la Proposición 4.3.3 (b∗j < . . . < b∗q−1),

δ∗i ≥ b∗j
(4.56)

≥ bj = δi para sj−1 = s∗j−1 < i ≤ s∗q−1

(4.56)
< sj .
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Como bp = máx{δj : j ∈ Id}, por la Proposición 4.3.3 (r es admisible), se tiene que

δ∗i = b∗q ≥ bp ≥ δi para s∗q−1 < i ≤ s∗q .

Finalmente, δ∗i = λi ≥ δi , para s∗q < i ≤ d (por el ı́tem 2 de la Proposición 4.3.3).

Por lo tanto δ6 δ∗. Como tr(δ) = tr(S)− tr(a) = tr(δ∗) por la Eq. (4.51), se tiene que δ = δ∗, lo cual es
absurdo.

Caso 2. Si ahora suponemos que p ≤ q y sj = s∗j (y por lo tanto bj = c∗j ) para 0 ≤ j ≤ p− 1, entonces

sp−1 = s∗p−1 ≤ s∗q−1 = s < r = sp−1 .

Caso 3. Por último, si q < p y sj = s∗j (y por lo tanto bj = c∗j ) para 0 ≤ j ≤ q − 1, entonces se tiene que
δi = δ∗i para 1 ≤ i ≤ s∗q−1 = sq−1. Luego, por la Proposición 4.3.3, se tiene que

bp ≤ b∗q =⇒ δi
(4.52)

≤ mı́n{bp , λi} ≤ mı́n{b∗q , λi}
(4.55)

= δ∗i para s∗q−1 < i ≤ d .

Luego, δ ≤ δ∗. Utilizando que tr(δ) = tr(δ∗), también podemos concluir en este caso que δ = δ∗. La
demostración está finalizada una vez que notamos que alguno de esos tres casos debe ocurrir.

Definición 4.3.6. Sea S ∈ Md(C)+ con λ = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ (con k ≥ d). Si
s ∈ Id−1 ∪{0} es el único ı́ndice co-feasible y admisible para S y a (el cual existe por la Observación 4.3.2
entonces, definimos δ(λ , a) := δ(λ , a , s) como en la Eq. (4.50) de la Definición 4.3.1. 4

Observación 4.3.7. Con las notaciones de la Definición 4.3.6, podemos notar que el vector δ(λ , a) se
puede calcular utilizando un algoritmo rápido. En efecto, la noción de ı́ndice co-feasible y admisible es
algoŕıtmica y puede chequearse utilizando una rutina rápida; una vez que el único ı́ndice co-feasible y
admisible es calculado, el vector δ(λ , a) puede calcularse también utilizando un algoritmo rápido (ver la
Definición 4.3.1). 4

Teorema 4.3.8. Sea S ∈ Md(C)+ con λ = λ(S) ∈ (Rd≥0)↓, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k ≥ d y δ(λ , a)
como en la Definición 4.3.6. Si N es una nui estrictamente convexa enMd(C) entonces, son equivalentes:

1. G0 ∈ Td(a) es un minimizador global de Θ(N ,S ,a);

2. G0 ∈ Td(a) es un minimizador local Θ(N ,S ,a);

3. λ(S − SG0) = δ(λ , a)↓.

Luego, los minimizadores globales (y locales) son los mismos para toda nui estrictamente convexa.

Demostración. Claramente, 1. ⇒ 2. Para probar 2. ⇒ 3., recordemos las Observaciones 4.2.15, 4.2.28 y
4.3.2, donde hemos visto que λ(S−SG0) = δ(S , a , G0)↓, para el vector δ(λ , a , G0) dado por la Eq. (4.45)
y completamente determinado por el ı́ndice sp−1(G0). Por la Observación 4.3.2 y el Teorema 4.3.5, este
ı́ndice sp−1(G0) es el único co-feasible y admisible del Teorema 4.3.5. Por lo tanto, por las Eqs. (4.45) y
(4.50), se tiene que

δ(λ(S) , a) = δ(S , a , G0) =⇒ λ(S − SG0) = δ(λ , a)↓ .

3. ⇒ 1. Notemos que Θ es una función continua definida sobre un espacio métrico compacto, entonces
existe una familia G1 ∈ Td(a) que es minimizador global de Θ y, en particular, es un minimizador local.
Por la implicación ya demostrada 2.⇒ 3., debemos tener que

λ(S − SG1) = δ(λ , a)↓ = λ(S − SG0) .
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En particular, como N es unitariamente invariante,

Θ(N ,S ,a)(G0) = N(S − SG0) = N(Dδ(λ ,a)) = N(S − SG1) = Θ(N ,S ,a)(G1) ,

donde Dδ(λ ,a) ∈Md(C) denota la matriz diagonal con diagonal principal δ(λ , a).

Para finalizar esta sección vamos a considerar los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 4.3.9. Consideremos la base canónica B = {e1 , e2} de C2. Sean S = 3 e1⊗e1+e2⊗e2 ∈M2(C)+

y a = (1 , 1) (i.e. k = d = 2). Luego, S es una matriz inversible. Tomemos ahora los vectores g1 = g2 = e1,
y consideremos la familia G0 = {g1 , g2} ∈ T2(a). Luego,

λ(S − SG0) = λ(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) = (1 , 1).

Si G ∈ T2(a) es una familia arbitraria, entonces trλ(S − SG) = tr S − tr SG = 2. Luego,

λ(S − SG0) = (1 , 1) ≺ λ(S − SG) =⇒ s(S − SG0) = (1 , 1) ≺w s(S − SG) ,

por la Observación 1.1.3 y el Teorema 1.1.10. Por lo tanto,

Θ(N ,S ,a)(G0) ≤ Θ(N ,S ,a)(G) para toda nui N .

Aśı, G0 = {e1 , e1} es un minimizador global de Θ(N ,S ,a) en T2(a). Por consiguiente, este problema es
co-feasible, entonces p = 1, s1 = rkSG0 = 1 y b1 = λ2(S) = 1. Lo interesante es notar que en este caso G0

no es un marco para C2 (ni siquiera cuando S ∈M2(C)+ es inversible y k ≥ d). 4

Ejemplo 4.3.10. Consideremos B = {e1 , e2} la base canónica de C2. Sean S = e1 ⊗ e1 ∈ M2(C)+ y
a = (2, 1) (otra vez con k = d = 2). Esta vez la matriz S no es inversible. Sin embargo, veremos que
G0 = {2 e1 , e2} ∈ T2(a) es un minimizador global de Θ(N ,S ,a), para toda nui N . En efecto,

λ(S − SG0) = λ(−e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) = (−1 , −1) =⇒ s(S − SG0) = |λ(S − SG0)| = (1, 1)

y si G ∈ T2(a) es una familia arbitraria, entonces tr λ(S−SG) = 1−3 = −2, por lo tanto tr s(S−SG) ≥ 2.
Este último hecho implica que

s(S − SG0) ≺w s(S − SG) =⇒ Θ(N ,S ,a)(G0) ≤ Θ(N ,S ,a)(G) .

Resulta que este problema también es co-feasible, con p = 1, s1 = rkSG0 = 2 y b1 = −1. Notemos que en
este caso, la familia G0 śı es un marco para C2 (a pesar de que S ∈M2(C)+ no sea inversible). 4

4.3.2. Caso general

Hasta ahora hemos considerado el caso de los minimizadores locales de la G-DOM cuando el número
de vectores k es mayor o igual que la dimensión del espacio d; esto fue esencialmente necesario en la
Sección 4.2.5 (ver la demostración del ı́tem 1 en el Corolario 4.2.20). En esta sección vamos a considerar
el caso general, el cual incluye el caso k < d. Nuestra propuesta está basada en una reducción al caso
considerado en la Sección 4.3.1.
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Definición 4.3.11. Sean S ∈ Md(C)+ y a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ con k < d. Sea B = {vi}i∈Id una bon de
Cd tal que S =

∑
i∈Id λi(S) vi ⊗ vi . Vamos a considerar los espacios

Vk = gen{vi : i ∈ Ik} y Sk
def
= S|Vk =

∑
i∈Ik

λi(S) vi ⊗ vi ∈ L(Vk)
+ .

Como k = dimVk (el “nuevo d”) podemos tomar el vector δ(λ(Sk) , a) ∈ Rk utilizado en la Definición
4.3.6, para los datos λ(Sk) = (λ1(S) , . . . , λk(S) ) ∈ (Rk≥0)↓ y a ∈ (Rk>0)↓. Aśı, definimos el vector

δ(λ(S) , a)
def
=
(
δ(λ(Sk) , a) , λk+1(S) , . . . , λd(S)

)
,

el cual no depende ni de Sk, ni de B; sólo depende de λ(S) y a. 4

Teorema 4.3.12. Sean S ∈ Md(C)+, a = (ai)i∈Ik ∈ (Rk>0)↓ y N una nui estrictamente convexa en
Md(C). Dada una familia G0 = {gi}i∈Ik ∈ Td(a), son equivalentes:

1. G0 es un minimizador global de Θ(N ,S ,a).

2. G0 es un minimizador local de Θ(N ,S ,a).

3. λ(S − SG0) = δ(λ(S) , a)↓ (ver la Definición 4.3.6 para k ≥ d, y la Definición 4.3.11 para k < d).

Demostración. Cuando k ≥ d, esto es el Teorema 4.3.8; por lo tanto vamos a suponer que k < d.

Es claro que 1. ⇒ 2. Si ahora suponemos que vale 2 podemos aplicar el Teorema 4.2.3, la Proposición
4.2.13 y el Teorema 4.2.17 (notar que en tales enunciados no se supone que k ≥ d). Con la notación de
esos resultados (i.e., con la Notación 4.2.14), existe una bon B = {vi}i∈Id de Cd tal que

S =
∑
i∈Id

λi(S) vi ⊗ vi y S0 = SG0 =
∑
i∈Id

λi(S0) vi ⊗ vi .

Ahora tenemos que

r
def
= rkS0 ≤ k y W = R(SG0) = gen{vi}i∈Ir ⊆ gen{vi}i∈Ik = Vk ,

como en la Definición 4.3.11. Como λi(S0) = 0 para i > k, el vector

δ
def
=
(
λi(S)− λi(S0)

)
i∈Ik
∈ Rk ,

satisface que

λ(S − S0) =
(
λ(S)− λ(S0)

)↓
y λ(S)− λ(S0) =

(
δ , λk+1(S) , . . . , λd(S)

)
. (4.57)

Con la notación de la Definición 4.3.11, lo que tenemos que probar es que δ = δ(λ(Sk) , a). Como en este
caso r = sp ≤ k < d, podemos aplicar la Observación 4.2.15 (a la diferencia λ(S)− λ(S0) ∈ Rd), entonces

δ =
(
b1 1s1 , b2 1s2−s1 , . . . , bp 1sp−sp−1 , λsp+1(S) , . . . , λk(S)

)
si sp < k (4.58)

o
δ =

(
b1 1s1 , b2 1s2−s1 , . . . , bp 1sp−sp−1

)
si sp = k , (4.59)

donde los ı́ndices s1 < . . . < sp−2 y las constantes b1 < . . . bp−1 son construidas (para λ(S − SG0) y por
lo tanto también para δ) en términos del ı́ndice sp−1 (cuando p > 1) utilizando el algoritmo dado en el
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Teorema 4.2.17 (y también en la Definición 4.3.1, con respecto a λ(Sk), a y sp−1). Además, bp−1 < bp por
el Teorema 4.2.3.

Por lo tanto, con el fin de mostrar que δ = δ(λ(Sk) , a), por el Teorema 4.3.5 lo que necesitamos probar
es que el ı́ndice sp−1 ∈ Ik−1 ∪{0} es co-feasible (y admisible) con respecto a Sk y a. Notemos que, por los
Teoremas 4.2.3 y 4.2.13, sabemos que (S − S0)gi = bp gi ⇐⇒ sp−1 + 1 ≤ i ≤ k y

Wp = gen{gi : sp−1 + 1 ≤ i ≤ k } = gen{vi : sp−1 + 1 ≤ i ≤ sp } .

Luego, si tomamos X = gen{vi : sp−1 + 1 ≤ i ≤ k } y Gp = {gi}ki=sp−1+1 ∈ TX(a(sp−1)) entonces

(Sk|X − SGp) gi = (S − S0) gi = bp gi , para sp−1 + 1 ≤ i ≤ k .

Por la Observación 4.2.26 (para Sk y a), lo único que nos queda probar es que

bp = máx
sp−1+1≤i≤k

δi (= máx
i∈Ik

δi ) .

Supongamos que bp < máxσ(S−S0). Luego, por el ı́tem 5 del Teorema 4.2.3, la familia G0 es linealmente
independiente (pues, cada conjunto {gj}j∈Jj es linealmente independiente, y además son conjuntos de
autovectores correspondientes a autovalores bj diferentes ). Luego, sp = rkS0 = k y entonces podemos
aplicar la Eq. (4.59); automáticamente tenemos que bp = máx

i∈Ik
δi .

De otro modo tendŕıamos que bp = máxσ(S − S0) ≥ máx
i∈Ik

δi . Luego, en cualquier caso resulta que

bp = máx
i∈Ik

δi . Hemos probado entonces que el ı́ndice sp−1 es co-feasible (y también admisible, pues

bp−1 < bp) con respecto a Sk y a. Luego, δ = δ(λ(Sk) , a) por el Teorema 4.3.5 y λ(S−SG0) = δ(λ(S) , a)↓

por la Eq. (4.57).

3.⇒ 1. Se prueba con un argumento análogo al de la demostración del Teorema 4.3.8 (3.⇒ 1.).

Observación 4.3.13. La demostración de 2.⇒ 3. del Teorema 4.3.12 se vuelve trivial si suponemos que
(la versión vectorial de) la nui N satisface que; para x , y ∈ Rk y z ∈ Rd−k,

N(x , z) ≤ N(y , z) =⇒ N(x , 0) ≤ N(y , 0) , (4.60)

porque en este caso la familia G0 es aún un minimizador local para Sk y a en Vk . Las normas estrictamente
convexas más usuales (por ejemplo las normas p, para p ∈ (1,∞)) satisfacen la Eq. (4.60), pero esta
propiedad falla en general. Si tomamos N = ‖ · ‖∞ + ‖ · ‖2 la cual es una NUI estrictamente convexa,

tenemos que: si r =
√

2
2 , entonces (d = 3, k = 2)

N
(

(0 , 1) , 1
)

= 1 +
√

2 = N
(

(r , r) , 1
)

pero N
(

(0 , 1) , 0
)

= 2 > r + 1 = N
(

(r , r) , 0
)
. 4

Corolario 4.3.14. Con la Notación 4.3.12, se tiene que

|δ(λ , a)| ≺w |λ(S − SG)| , para todo G ∈ Td(a) .

Demostración. Para h ∈ Id y ε > 0 consideremos

N(h , ε)(A) = N(h)(A) + ε ‖A‖2 =
∑
i∈Ih

si(A) + ε ‖A‖2 , para A ∈Md(C) .
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Luego, N(h , ε) es una nui estrictamente convexa en Md(C) tal que ĺım
ε→0+

N(h , ε)(A) = N(h)(A), para A ∈

Md(C). Si tomamos una familia G0 ∈ Td(a) tal que λ(S − SG0) = δ(λ , a)↓ entonces, por el Teorema
4.3.12, ∑

i∈Ih |δ(λ , a)|↓i = N(h)(S − SG0) = ĺım
ε→0+

N(h , ε)(S − SG0)

≤ ĺım
ε→0+

N(h , ε)(S − SG) =
∑
i∈Ih

|λ(S − SG)|↓i .

Como esto sucede para todo h ∈ Id , entonces |δ(λ , a)| ≺w |λ(S − SG)|.
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