Universidad Nacional de La Plata
Facultad de Ciencias Astronomicas y Geofisicas

Tesis para obtener el grado académico de
Doctor en Astronomia

SOBRE LA INTERACCION PLANETA-DISCO EN
DISCOS DE PLANETESIMALES

Lic. Pablo J. Santamaria

Director: Dr. Adrian Brunini

LA PLATA, ARGENTINA
- FEBRERO 2015 -



Sobre la interacciéon planeta—disco en discos de
planetesimales.

Pablo J. Santamaria.

Septiembre 2015.

Facultad de Ciencias Astronémicas y Geofisicas.
Universidad Nacional de La Plata.



Prefacio

Esta tesis es presentada como parte de los requisitos para obtener el grado académi-
co de Doctor en Astronomia de la Universidad Nacional de La Plata. La misma contiene
los resultados de los estudios desarrollados bajo la direccién del Dr. Adrian Brunini en
el seno del Grupo de Ciencias Planetarias' de la Facultad de Ciencias Astronémicas y
Geofisicas de la Universidad Nacional de La Plata.

Pablo Javier Santamaria.

e-mail: pablo@fcaglp.unlp.edu.ar

Sitio Web: http://gcp.fcaglp.unlp.edu.ar/integrantes:psantamaria:start
La Plata, septiembre de 2015.

!Sitio Web: http://http://gcp.fcaglp.unlp.edu.ar/

iii


pablo@fcaglp.unlp.edu.ar
http://gcp.fcaglp.unlp.edu.ar/integrantes:psantamaria:start
http://http://gcp.fcaglp.unlp.edu.ar/




Resumen

En la actualidad, existe suficiente evidencia observacional proveniente de muchos de
los sistemas planetarios extrasolares descubiertos en los tltimos anos, asi como también
resultados tedricos e indicios en nuestro propio sistema solar, para considerar que, en
general, los planetas pueden no haberse formado en las érbitas actuales, sino que, de
hecho, han migrado grandes distancias desde sus orbitas iniciales.

Esta tesis aborda algunos aspectos involucrados en uno de los posibles mecanis-
mos dinamicos que puede originar una migracién planetaria, a saber, la interaccion
gravitatoria de los planetas con un disco de planetesimales residuales del proceso de
formacion. Puesto que la magnitud y direccién de tal migracién es determinada por
una compleja interaccion entre las diversas fuentes y sumideros dinamicos que aportan
o restan particulas del disco a la region de interacciéon con el planeta, el proceso de
migraciéon resulta mejor comprendido a través de simulaciones numéricas. Ahora bien,
para seguir la evolucion del sistema sobre escalas de tiempos dindmicamente relevantes
en tiempos de computo razonables, tales simulaciones consideran, usualmente, que el
disco es modelado por un determinado nimero de particulas de masas iguales las cuales
interaccionan gravitatoriamente con los planetas pero no interactian entre ellas. Esta
manera de simular el disco es objeto de estudio en esta tesis.

En primer lugar, los experimentos numéricos muestran la importancia de utilizar
un numero suficientemente grande de particulas para la modelizacién del disco de
planetesimales si se quiere obtener una migracion planetaria suave y no enteramente
estocdstica. En esta tesis abordamos, pues, un estudio sistematico del niimero de parti-
culas adecuado para obtener resultados confiables en las simulaciones de la interaccién
planeta—disco, el cual mostré que cuando la “granularidad” del modelo (definida por la
razon M /m de la masa M del planeta a la masa individual m de cada planetesimal) es
menor que cierto valor critico, el efecto de la friccion dindmica entre las particulas del
disco y el planeta es subestimado, lo cual conduce a un modelo incorrecto del problema.
Cuando el nimero de particulas se incrementa, la granularidad aumenta y la accion de
la friccion dindmica resulta relevante en la simulacion.

Por otra parte, con la presencia de un planeta embebido en el disco con masa varios
6rdenes de magnitud mayor que la de los planetesimales, la interacciéon planetesimal—
planetesimal, esto es, la autointeraccion del disco, es tipicamente despreciada en las
simulaciones numéricas respecto a la interaccion planeta—planetesimal. Sin embargo, la
pérdida de excitacién del disco por interacciones gravitaciones entre los planetesimales
puede traer consecuencias en fenomenos como la captura en resonancias de movimien-
tos medios. Asi, en esta tesis, analizamos mediante un modelo analitico simplificado el
efecto de la autointeraccion del disco para determinar cual deberia ser el nimero de
particulas a utilizar en el modelo del disco para reproducir adecuadamente dicho feno-
meno en una simulacion que incluya la autointeraccién. El resultado es que el niimero
necesario genera un tiempo de computo prohibitivamente grande, pero permite expli-



Resumen

car por qué aun una simulaciéon con granularidad correcta para modelar la migracion
planetaria no necesariamente es suficiente para describir las poblaciones resonantes si
la autointeraccion es considerada.

Claramente el estudio de los dos puntos anteriores requieren de un cédigo numérico
de N-cuerpos adecuado al problema de la interaccion planeta—disco. En esta tesis pre-
sentamos la adaptacion, a tal escenario, de un cédigo originalmente desarrollado en la
tesis de licenciatura del autor. Este codigo es un integrador simpléctico hibrido, capaz
de resolver encuentros y colisiones entre cuerpos, donde el orden cero del problema
se corresponde a un movimiento puramente kepleriano en torno a la estrella central,
en tanto las interacciones gravitatorias entre cuerpos es computada a través de la es-
trategia del denominado codigo de arbol octal. Este iltimo punto es el que permite la
inclusiéon de un gran nimero de planetesimales para modelar el disco. Con el fin de
testear la capacidad del cédigo ampliado consideramos tres escenarios de migracion
planetaria presentes en la literatura. El primer escenario consistio en el estudio de la
migracion planetaria de un tnico cuerpo planetario sumergido en un disco de plane-
tesimales de masa nebular minima y densidad superficial constante prestando especial
atencion a su efecto sobre la estructura global del disco, segtin el trabajo de Cionco y
Brunini (2002). Nuestro c6digo reprodujo satisfactoriamente los resultados previamen-
te obtenidos por dichos investigadores para un cuerpo de la masa de Jupiter, donde la
migracion procede hacia adentro con un tiempo de deriva caracteristico del orden de
10° afios. Aumentando el grado de complejidad, un segundo escenario abordado fue el
de los cuatro planetas gigantes exteriores en un disco de planetesimales con un perfil de
densidad tipico de los discos protoplanetarios. Las simulaciones numéricas (Fernandez
e Ip, 1984) muestran que Saturno, Urano y Neptuno migran, sobre el promedio, hacia
afuera, mientras que Jupiter migra levemente hacia adentro. Ahora bien, dependiendo
de la masa del disco, las simulaciones muestran que Neptuno puede tener una migra-
cién limitada a unas pocas UA, o bien sufrir una migracion que lo lleva hasta el borde
del disco e incluso, si el disco es lo suficiemente masivo, puede experimentar una migra-
cion en fuga con un semieje orbital que no varfa en forma mondtona (Gomes y otros,
2004). Con el fin de estudiar tal escenario consideramos un disco masivo extendiéndose
hasta unas 50 UA para una configuracion inicial de los planetas mas compacta que
la actual. Nuestro codigo nuevamente resulté exitoso, reproduciendo los resultados de
Gomes y otros. Finalmente, el tercer escenario abordado es el denominado modelo de
Niza. Este modelo considera una configuracion compacta de los cuatro planetas, con
un disco comenzando después del ultimo planeta y extendiéndose hasta unas 30 UA.
La compacticidad del sistema permite el cruce de la resonancia de movimientos me-
dios 1:2 mutua de Jupiter y Saturno durante el proceso de migracién lo que origina
una desestabilizacion de todo el sistema conduciendo a Neptuno al interior del disco
con la consecuente dispersion de los planetesimales del mismo, de manera tal que el
modelo puede (i) reproducir los elementos orbitales actuales de los planetas gigantes
(Tsiganis y otros, 2005), (i4) mostrar que es posible la captura de las poblaciones de
troyanos de Jupiter y Neptuno (Morbidelli y otros, 2005; Tsiganis y otros, 2005), (i)
dar una explicacion al denominado bombardeo intenso tardio sobre los planetas interio-
res (Gomes y otros, 2005) y (iv) reproducir las principales caracteristicas de la region
transneptuniana (Levison y otros, 2008). Nuestro c6digo nuevamente pudo reproducir
el escenario propuesto para el bombardeo intenso tardio de Gomes y otros (2005).
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Capitulo 1

Introduccion: Relevancia de la
interaccion planeta-disco

En la actualidad existe suficiente evidencia para afirmar que los planetas se forman
en discos de acrecion protoplanetarios constituidos de gas y polvo orbitando en torno
a una protoestrella, siendo tales discos un subproducto posible de la formacién de la
estrella central surgida del colapso gravitacional de densas nubes moleculares presentes
en nuestra galaxia (Kortenkamp y otros, 2000; Cole y Woolfson, 2002; Armitage, 2010).
Confirmacion de tal estado inicial surge de la observacion de discos alrededor de estrellas
jovenes ya sea en forma directa, a través de imégenes obtenidas por el telescopio espacial
Hubble u otros sistemas 6pticos en tierra, o inferidos en forma indirecta, a partir de
los excesos infrarrojos de sus espectros estelares (ver referencias anteriores). Ademas,
la observaciéon de estrellas jévenes permite inferir que el tiempo de vida de estos discos
es menor a 107 afios (Cole y Woolfson, 2002).

Un disco protoplanetario estd compuesto principalmente de gas, pero también con-
tiene particulas de polvo y hielo. Ahora bien, varios érdenes de magnitud en masa
separan a las particulas de polvo de un cuerpo planetario. La evolucién de una en otra
supone un proceso de diversas etapas o regimenes de crecimiento, las cuales presenta-
mos muy sucintamente a continuacién (ver, por ejemplo, Armitage (2010), para una
discusion més completa):

1. Coagulacion colisional de granos de polvo microscopicos para formar agregados ma-
croscopicos del tamano de centimetros a metros y, finalmente, objetos con tamanos del
orden de los kilémetros con masas del orden de 10'2 — 10'® ¢ denominados planetesi-
males.

C® La dindmica de los granos de polvo inmersos en el disco estd fuertemente influenciada
por su interaccion con el gas a través de la fuerza de friccion aerodinamica que experimentan,
la cual conduce, por un lado, a un decaimiento diferenciado de las particulas al plano medio
del disco (donde los granos mas pequenos tardan mas en depositarse que los grandes) y, por
otro, a un decaimiento orbital diferenciado hacia la estrella (donde los granos mas pequenos
se dirigen hacia la estrella mas rdpidamente que los grandes). Ambas situaciones favorecen las
colisiones entre los granos y, asi, la posibilidad de aglomeramiento en objetos de tamanos cada
vez mayores. Una vez que, eventualmente, los objetos alcanzan el tamano de kilémetros, esto
es, resultan en planetesimales, las fuerzas de friccién del gas son de menor relevancia sobre su
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dindamica y régimen de crecimiento que la mutua interaccién gravitatoria entre planetesimales,
que es, entonces, la que domina el proceso dando lugar a la segunda etapa de crecimiento. Un
punto crucial es, dado que objetos creciendo del tamano de centimetros a metros tienen el
menor tiempo de decaimiento orbital y éste es de unos cientos de afios a 1 UA, el proceso de
formacion de planetesimales tiene que ser més rapido, de lo contrario la mayoria del material
solido del disco decaeria hacia la estrella central produciéndose una catastréfica pérdida de
masa al evaporarse en las mas calientes regiones internas del disco protoplanetario.

11. Acumulacién gravitacional de planetesimales por colisiones directas en cuerpos con
masas entre 1026-10%7 g, denominados embriones planetarios.

S Debido a la atraccién gravitatoria mutua, los cuerpos de mayor masa disminuyen su
velocidad relativa respecto a los de menor masa y este proceso de friccion dindamica favorece
el aumento gravitatorio de la secciéon eficaz de colision, fenémeno denominado enfocamiento
gravitacional. Asi, los més grandes planetesimales presentes en cierta region crecen a expensas
de sus vecinos. Simulaciones estadisticas y de N-cuerpos muestran que una poblacién de
planetesimales a 1 UA del cuerpo central y sobre una estrecha franja en semieje mayor,
interactian de manera tal que un cuerpo crece mucho mas rapidamente separandose del
resto de la poblaciéon y convirtiéndose en un embrién planetario con un rango de masa entre
Mercurio y Marte en una escala de tiempo de unos 10° afios. Tipicamente tal embrién es unas
102-10% veces mas masivo que el segundo cuerpo mas grande de la regién. Este régimen de
crecimiento es conocido como etapa de crecimiento en fuga (runaway grow)'. Cuando en la
vecindad del embrién los planetesimales comienzan a excitarse lo suficiente, esta etapa deja
de ser eficiente y las simulaciones numéricas muestran una transicion a un nuevo régimen
de crecimiento autolimitado, llamado crecimiento oligirquico. En este régimen los embriones
més grandes crecen mas rapidamente que los mas pequenos (aunque a tasas mas lentas que en
la etapa de crecimiento en fuga), conduciendo a una distribucién de masa con embriones de
masas tipicamente entre la lunar y la de Marte embebidos en un enjambre de planetesimales.

111. Crecimiento caético de los embriones planetarios por grandes impactos conduciendo
a objetos de masas entre 10%7-10%® g, que son los planetas terrestres o progenitores de
los niicleos de planetas gigantes.

C® Al final de la etapa de crecimiento oligarquico, los embriones han vaciado lo suficiente sus
vecindades como para que la fricciéon dindmica no pueda mantener sus excentricidades e incli-
naciones bajas: en consecuencia, la interaccion gravitacional entre los mismos puede conducir
a orbitas que se cruzan y asi, ocasionalmente, al impacto entre dos embriones planetarios para
formar un cuerpo mayor. Tales impactos contintan hasta que unos pocos planetas terrestres
resultan aislados unos de otros en érbitas estables. La escala de tiempo de esta etapa es del
orden de 10% afios.

1v. Los nicleos méas masivos adquieren envolturas gaseosas del gas presente en el disco
para formar los planetas gigantes gaseosos (como lo son Jupiter y Saturno, en nuestro
sistema solar).

C® Una vez que los planetas adquieren una masa del orden de una masa terrestre la in-
teraccion con el gas presente en el disco vuelve a jugar un papel relevante, pero no ya via
friccién, sino gravitacionalmente. Para un nicleo con masa del orden de diez masas terrestres,

1'Una simulacién de este régimen es detallada en 2.6.



la interaccion con el gas resulta tan fuerte que éste acreta gas del disco y un planeta gigante
gaseoso es formado en una escala de tiempo de 10° afios.

Si bien el modelo descrito puede dar cuenta de la formacién de los planetas gigantes
gaseosos como Jupiter y Saturno en las posiciones que ocupan en nuestro sistema solar,
no puede, sin embargo, formar a los gigantes helados, Urano y Neptuno, in situ, puesto
que las escalas de tiempo resultan mucho mayores a la edad del sistema solar (Armitage,
2010). Asimismo, el modelo no puede explicar las inesperadas caracteristicas de muchos
de los exoplanetas descubiertos ya sea en 6rbitas muy préximas a la estrella central o
con grandes excentricidades. Una manera de solventar tales escollos y reconciliar la
teoria con las observaciones es suponer la posibilidad de que los planetas se pueden
haber formado en regiones del disco que no son las que ocupan actualmente para
luego, mediante ciertos mecanismos dinamicos, modificar sustancialmente sus orbitas
hasta alcanzar las actuales, proceso denominado migracion planetaria. Tres son los
principales mecanismos dindmicos que pueden originar tal migraciéon orbital.

I. Interaccién entre el planeta y la componente gaseosa del disco protoplanetario.

Embebido en el disco, el potencial gravitatorio de un cuerpo suficientemente masivo,
como lo es un planeta terrestre y, sobre todo, un gigante gaseoso, origina perturbacio-
nes relevantes en la distribucion de densidad del gas en ciertas localizaciones dadas por
las resonancias de Lindblad, excitando alli ondas de densidad que transfieren momento
angular del planeta al disco hacia zonas cada vez mas alejadas. Esta interaccion gra-
vitacional con el disco tiende a repeler el gas localizado en la vecindad de la 6rbita del
planeta y, si el planeta es lo suficientemente masivo, se forma una gran brecha anular
en el gas. Una asimetria intrinseca entre la intensidad de los torques de las resonan-
cias externas e internas al planeta originan una pérdida neta de momento angular del
planeta lo que conduce a una disminucion del semieje orbital, esto es, a una migra-
cién hacia el interior del disco (Goldreich y Tremaine, 1980)2. Esta migracién de un
planeta por la interacciéon con el gas presente en el disco protoplanetario constituye
una explicaciéon para la existencia de los exoplanetas denominados “Jupiter calientes”
(hot Jupiters) (Lin, Bodenheimer y Richardson, 1996), los cuales son cuerpos de masa
minima® mayor que la décima parte de la masa de Jupiter y localizados a menos de
0.1 UA de la estrella central.

1. Interaccion entre el planeta y un disco de planetesimales residuales.

Un planeta puede también intercambiar momento angular interactuando gravitacio-
nalmente con los planetesimales remanentes del proceso de formacion planetaria. Un
cuerpo planetario embebido en un disco de planetesimales ejerce al moverse fuerzas
sobre el disco y la reacciéon a tales fuerzas influyen en su movimiento, de este modo,
el planeta puede considerarse que se mueve como si estuviera en presencia de un me-
dio resistivo producto de las interacciones gravitacionales con el mismo, y de aqui el
nombre de friccion dindmica del proceso. Aquellos planetesimales que, debido de la
interaccion gravitatoria con el planeta, sean dispersados hacia la region exterior de la

2Una més extensa discusién de la migracién planetaria en discos gaseosos es considerada en 3.2.

3Dado que las técnicas observacionales, en general, no pueden determinar la inclinacién i de la
orbita del planeta, solo puede derivarse la denominada masa minima M seni en vez de su masa M.
Suponiendo que la orientacion de las 6rbitas tiene una distribucion aleatoria uniforme sobre su rango,
la masa minima en promedio es (1/seni) = /2 veces menor que la masa real.
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orbita planetaria, produciran un decaimiento en el semieje mayor del mismo, mientras
que, si la dispersion es hacia el interior, se producirda un incremento del semieje ma-
yor. Ahora bien para un cuerpo planetario sumergido en el disco de planetesimales, los
mismos provienen de cualquier direccion y por lo tanto, es de esperarse solo pequenos
cambios en la evolucién temporal del semieje mayor. Sin embargo, si los sumideros y/o
fuentes de tales planetesimales, como la eyeccion, transferencia de un planeta a otro e
incluso poblaciones en resonancias de movimientos medios, se encuentran a un lado u
otro de la orbita del planeta en cuestion, puede haber un flujo neto de material en una
u otra direccion y el planeta se moverd en la direcciéon opuesta para conservar el mo-
mento angular del sistema, pudiéndose producir, asi, una migracion orbital sustancial.
De hecho, el trabajo pionero de Ferndndez e Ip (1984) muestra que el sistema solar
exterior favorece una importante migracion hacia afuera de Urano y Neptuno, en tanto
que Saturno también se dirige hacia el exterior pero en menor medida, mientras que
Jupiter migra levemente hacia adentro. La clave de este proceso se debe a que Urano
y Neptuno no eyectan eficientemente planetesimales del sistema, sino que la gran ma-
yoria son dispersados hacia la regién interior donde se encuentran Saturno y Jupiter.
Asi, Neptuno y Urano, por reaccién, se mueven hacia afuera. Por otro lado, Jupiter
eyecta fuera del sistema la gran mayoria de los planetesimales que éste encuentra y, por
tanto, se mueve hacia al interior. Notese que este escenario de migracion de los planetas
gigantes permiten que ellos puedan ser formados en una configuracion mas compacta
y proxima al Sol, aminorando sustancialmente el problema de la formacién de Urano
y Neptuno in situ. Por otra parte, una migracion hacia afuera de Neptuno juega un
papel relevante para explicar la dinamica orbital de Pluton y la de objetos similares
del cinturén de Kuiper (Malhotra, 1993, 1995) y muchas otras caracteristicas de la
arquitectura del sistema solar exterior segun el denominado modelo de Niza (Tsiganis
y otros, 2005; Morbidelli y otros, 2005; Levison y otros, 2008)%.

1. Interaccion entre dos o mas planetas en un sistema gravitatoriamente inestable.

La configuraciéon de los planetas de un recién formado sistema planetario no necesaria-
mente tiene que ser gravitacionalmente estable y la interaccion gravitatoria entre los
mismos puede conducir a érbitas que favorezcan los encuentros proximos, lo cual, por
un lado, puede dar lugar a colisiones fisicas, y, por otro, a la eyeccién de uno o mas
cuerpos, tipicamente los de menor masa, dejando a los planetas sobrevivientes en 6rbi-
tas excéntricas. Este tltimo proceso de dispersion gravitacional planeta-planeta puede
ser una explicacion a las grandes excentricidades observadas en muchos de los planetas
gigantes de los sistemas extrasolares descubiertos (Rasio y Ford, 1996; Weidenschilling
y Marzari, 1996; Lin e Ida, 1997) y un posible origen para algunos de los llamados pla-
netas interestelares (free-floating planets) observados en la nebulosa de Orién (Lucas y
Roche, 2000) y en otras regiones.

En esta tesis nos interesa abordar los aspectos involucrados en las simulaciones del
segundo escenario planteado, esto es, de la interaccion planeta—disco de planetesimales
una vez que la componente gaseosa del disco protoplanetario ya no esta presente. En
estas circunstancias, el escenario se corresponde a un problema N -cuerpos puramente
gravitatorio, conformado por los planetas y un disco simulado tipicamente con cierto

4Una discusién més extensa de estos modelos y su contexto observacional y teérico es dada en 3.3
y 3.4.

4



numero de particulas de igual masa. Asi las orbitas de tales cuerpos son calculadas
integrando numéricamente sus ecuaciones de movimiento. Ahora bien, la dindmica de
tales cuerpos estd dominada por la fuerza del cuerpo central, con 6rbitas desviandose
de un movimiento puramente kepleriano por fuerzas perturbativas debida a los otros
cuerpos presentes, excepto cuando ocurra un encuentro, en cuyo caso la interaccion
entre los cuerpos involucrados puede dejar de ser un término perturbativo respecto a
la fuerza central e incluso puede derivar en una colision fisica. Por otra parte, existe
una jerarquia de masas en el sistema: mientras que las particulas conforman el disco
de planetesimales, los planetas constituyen objetos embebidos en el disco con masas
de varios 6rdenes de magnitud mayores. En estas circunstancias la interaccién entre
planetesimales, la autointeraccion del disco, puede ser despreciada, y las simulaciones
proceden considerando a los planetesimales interactuando con los planetas pero no entre
ellos. Finalmente debe tenerse presente que la mayor parte del tiempo de computo en las
simulaciones de N-cuerpos reside en el célculo de las interacciones gravitatorias mutuas,
el cual, si se procede con una evaluacion directa, crece con el cuadrado del nimero de
cuerpos presentes y, por lo tanto, resulta de interés utilizar esquemas de evaluacién
menos costosos (a expensas de cierta pérdida de precision). Deberia, pues, resultar
claro que la escritura de un cédigo adecuado para la integracion de las ecuaciones de
movimiento teniendo en cuenta todas estas caracteristicas no es trivial.

En esta tesis consideramos, entonces, en el capitulo 2, la adaptacion al escenario de
interaccion planeta—disco de un integrador numérico, desarrollado originalmente en la
tesis de licenciatura del autor, a partir de diversas ideas presentes en la literatura. A
continuacion, en el capitulo 3 consideramos diversos escenarios de migracion de interés
con el fin de poner a prueba la capacidad del codigo desarrollado. En el capitulo 4
realizamos un estudio sistematico sobre el nimero de particulas adecuado para describir
el disco de planetesimales de manera que las simulaciones resulten confiables y en el
capitulo 5 exploramos cual deberia ser el nimero de particulas a considerar en una
simulacién que reproduzca adecuadamente fenémenos como la captura en resonancias
de movimientos medios si la autointeraccion es incluida. Finalmente, el capitulo 6 esta
dedicado a las conclusiones y perspectivas de trabajo futuras.






Capitulo 2

Un integrador numeérico para la
simulacién de la dinamica de discos
de planetesimales

2.1. Introduccidén.

Un integrador numérico del problema de N-cuerpos adecuado a la simulacién de la
dindmica de planetesimales en discos keplerianos debe, idealmente, satisfacer o apro-
vechar los siguientes puntos:

I. El integrador debe ser un integrador simpléctico para asi preservar la evolucién di-
namica del sistema conservativo sobre largos tiempos.

11. Para un disco kepleriano existe un cuerpo central (el Sol, digamos) mucho méas ma-
sivo que el resto de los cuerpos del sistema. En consecuencia, el integrador deberia
tomar en cuenta que los cuerpos, en ausencia de encuentros proximos, se mueven prin-
cipalmente bajo un potencial central y la evaluacion de tal interaccion puede entonces
efectuarse con la formulacién analitica del problema de los dos cuerpos.

111. Encuentros préximos deben ser detectados e integrados con suficiente precision. Es-
to es muy importante para la compresiéon de muchos procesos que afectan la estructura
dindmica del sistema.

1v. El calculo en forma directa de las interacciones gravitatorias mutuas deberia ser
evitado, puesto que el nimero de operaciones involucrado en este calculo se incrementa
con el cuadrado del nimero de cuerpos del sistema.

Nuestro proposito fue desarrollar un cédigo que satisfaga tales requisitos utilizando,
en conjunto, las soluciones propuestas en la literatura para cada uno de los puntos in-
dividuales. De esta manera, utilizamos un esquema de integracién simpléctico descrito
por Duncan y otros (1998), el cual satisface los dos primeros puntos. Para resolver el
tercer punto, respecto a los encuentros, incorporamos el esquema descrito por Cham-
bers (1999). Finalmente, para evitar el computo directo de las interacciones entre los
cuerpos utilizamos un cédigo de arbol, como es descrito por Brunini y Viturro (2003).
El integrador asi obtenido, bautizado como DAEDALUS, fue desarrollado inicialmente
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en el contexto de la tesis de licenciatura y una discusion exhaustiva del mismo puede
verse en Santamaria (2004). En lo que sigue describimos brevemente los problemas
involucrados y las soluciones propuestas, para luego discutir las modificaciones reali-
zadas al codigo en el marco de esta tesis, esto es, estudiar problemas de interaccién
planeta—disco.

2.2. Integradores simplécticos.

El problema de N-cuerpos involucra un sistema hamiltoniano cuyas ecuaciones de
movimiento constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, el
cual, sujeto a ciertas condiciones iniciales, define un problema de valor inicial para un
sistema de ecuaciones diferenciales'. Es sabido que, en la practica, la solucién ezacta
de un problema de valor inicial solo puede ser determinada para un nimero mas bien
reducido de casos (y ésta no es, ciertamente, la situacién del problema general de N-
cuerpos). De este modo, debemos considerar soluciones aprozimadas mediante métodos
numeéricos.

La solucién numérica a un problema de valor inicial no se obtiene como una aproxi-
macién continua de la solucion exacta, sino como un conjunto de aproximaciones de los
valores exactos sobre ciertos valores discretos de la variable independiente, en nuestro
caso, el tiempo t. En el planteo mas simple, la soluciéon numérica es construida a partir
de la condicién inicial sobre un conjunto de intervalos temporales equiespaciados de
paso 7 constante.

En la literatura matematica existen numerosos métodos numéricos para resolver un
problema de valor inicial. Tales métodos comprenden al método de Taylor, los métodos
de Runge-Kutta y sus derivados, métodos de extrapolacién como el de Bulirsch—Stoer y
métodos multipasos como los de Adams—Bashforth o Adams—Moulton. Estos métodos,
si bien son precisos y apropiados en muchas circunstancias, no respetan, por otra parte,
la naturaleza fisica del sistema que originé el conjunto de ecuaciones diferenciales.
En particular, tales métodos introducen una componente espuria en el célculo de la
energia del sistema de manera tal que la misma no se mantiene constante (y ni siquiera
acotada) como serfa de esperarse en un sistema conservativo, sino que por el contrario,
su magnitud varfa monétonamente con el tiempo (Kinoshita y otros, 1990). Es claro,
pues, que para estudiar el comportamiento dindmico de un sistema fisico sobre un rango
considerable de tiempo, es necesario disponer de integradores numéricos que respeten
la fisica del problema. Tales métodos son los integradores simplécticos.

Un método de integraciéon de las ecuaciones de movimiento de Hamilton de un
sistema se dice que es simpléctico si las aproximaciones obtenidas de las variables
candnicas en un instante de tiempo y las correspondientes a un instante posterior
estan relacionadas por una transformacion canoénica. De este modo, la transformacion
canodnica que es solucién exacta del problema es aproximada por otra transformacion
canodnica proxima en un sentido a precisar. El hecho de que las soluciones numéricas
estén relacionadas por una transformacion candnica permiten asegurar que:

'El apéndice A presenta una discusiéon basica de los elementos de la formulacién hamiltoniana.



2.2. Integradores simplécticos.

I. Un integrador simpléctico preserva la estructura del espacio de fases del sistema.

11. La acumulacién de los errores de truncamiento no introduce una componente secular
en el computo de la energia del sistema, por lo que la variaciéon de la misma se mantiene
acotada.

Notese, sin embargo, que la deseable propiedad de mantener acotada la energia es
satisfecha en tanto, y en cuanto, el paso de integracién se mantenga constante. Si el
paso de integracion es variado durante la integracion, no es posible asegurar que los
errores en el cdlculo de la energla del sistema se mantengan acotados (Yoshida, 1993).

El procedimiento para construir un integrador simpléctico consiste esencialmente en
reescribir el hamiltoniano H del sistema como la suma de un conjunto de partes, cada
una de las cuales puede ser resuelta por su cuenta. Entonces, para un dado instante
de tiempo, tales soluciones son combinadas de manera tal que aproximen a la solucién
del problema en dicho instante. Un formalismo apropiado para generar integradores
simplécticos a partir de tal division del hamiltoniano, se basa en la formulacién hamil-
toniana de la mecanica en términos de los corchetes de Poisson y las series de Lie.

En dicho formalismo, la evolucién temporal en el espacio de las fases de una funcion
u = u(q, p) de las variables candnicas ¢, p, sobre un intervalo temporal 7 esta dada por

u(t) = eMu(0), (2-1)
siendo H el operador diferencial lineal
H=[ ,H], (2-2)

donde los corchetes denotan el corchete de Poisson. Suponiendo que dividimos el ha-
miltoniano H en dos partes
H = Hy + H,, (2-3)

la evolucion temporal de u es
u(t) = e Moty (). (2-4)

Si el operador exponencial de esta ecuacion es aproximado por la composicion de los
operadores exponenciales de los hamiltonianos por separado, esto es,

eT(H0+H1) ~ e7'H1/2€7'H0€TH1/27 (275>

resulta que tal aproximacién tiene un error de truncamiento proporcional a 72. Esto
conduce, pues, a un integrador simpléctico de segundo orden dado por

u(r) = eTHl/QeTH‘)eTﬂl/Qu(O). (2-6)

La aplicacion de cada operador exponencial en esta ecuacién es equivalente a resolver
las ecuaciones de movimiento considerando presente solamente la correspondiente parte
del hamiltoniano. En consecuencia, cada paso del integrador consiste en tres subpasos:

1. El sistema se avanza sujeto sélo a la accién de H; sobre la mitad del paso de inte-
gracion.
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1. A continuacién se avanza sobre el intervalo temporal completo bajo la accién de H.
1. Finalmente se avanza otra mitad del paso temporal bajo la accién de H;.

En este caso, puede mostrarse (Yoshida, 1993) que el integrador resuelve en forma
exacta un hamiltoniano H = H + H,,, donde

7_2

1
He = 3 [Hy, Ho|, Hy + 2H1 +términos proporcionales a 7* (2-7)

para 7 suficientemente pequeno.

Consideremos ahora, especificamente, el problema de N-cuerpos. El hamiltoniano
de un sistema de n = N + 1 particulas de masas m; (i = 0,..., N) sujetas inicamente
a la accién de sus mutuas atracciones gravitatorias esta dado por

N-1

R D 2o

1=0 j= Z+1|q2_

donde q; = (24, Yi,2i) ¥ Pi = (PuysDy;» D) son los vectores posicién y momento del
cuerpo i-ésimo (de masa m;) respecto a un sistema de referencia inercial de coordenadas
cartesianas y GG es la constante de gravitacion universal. La division mas simple de este
hamiltoniano consiste en separarlo en el término correspondiente a la energia cinética
y el correspondiente a la energia potencial:

H = K(p)+U(q). (2-9)

En tal caso, el integrador de segundo orden dado por el procedimiento prescrito por la
ecuacion (2-6), calcula la evolucién del sistema, desde un estado inicial, sobre un paso
de integracion 7 segun:

b= p(0) ~ 5 7 (al0)
a(r) = q(0) + Taa—f(ﬁ), (2-10)
p(r) =B~ 55 (a(")

Estas ecuaciones definen el bien conocido integrador simpléctico de segundo orden
denominado leap-frog.

Sin embargo, como ya hemos notado, para un disco kepleriano existe un cuerpo
central cuya masa mg es mucho mayor que la de los restantes cuerpos m; (i # 0). De
este modo, la fuerza gravitatoria del cuerpo central es usualmente la fuerza dominante
y resulta méas 1til escribir el hamiltoniano del sistema como

H = Hyep + Hing (2-11)

donde Hkep, es la parte del hamiltoniano que describe el movimiento central de N cuer-
pos en torno al cuerpo myg, en tanto Hj,; es la parte que describe la interaccion de los
restantes cuerpos unos con otros. Asi, el hamiltoniano es separado en una parte integra-
ble junto con otra parte que es considerada como una perturbacion. Los integradores
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simplécticos basados en tal divisiéon del hamiltoniano son conocidos como integrado-
res simplécticos de variables miztas (integradores MVS, por mized variable symplectic
methods).

La manera precisa en que tal division del hamiltoniano es realizada depende de las
coordenadas escogidas. Los métodos MVS estdndar utilizan coordenadas jacobianas 2.
Un ampliamente difundido método MSV de segundo orden es el integrador SWIFT de
Levison y Duncan (1994). Sin embargo, resulta mas adecuado (y computacionalmente
méas simple) utilizar las denominadas variables democrdticas heliocéntricas. Tales va-
riables consisten en coordenadas Q respecto al cuerpo central y momentos P respecto
al baricentro del sistema. Las mismas constituyen también variables canénicas 3 y, en
términos de ellas, el hamiltoniano es escrito como

H(va) = HKep +Hint +H@, (2*12)
donde
a |Pi|2 Gmﬂ”o)
Hyen = - ;
e §<2m@- Q]
N-1 N

Hiy = -G Z

Aqui un tercer término Hg aparece en el hamiltoniano debido al momento baricéntrico
del cuerpo central. Para una division del hamiltoniano en tres términos, el integrador
simpléctico de segundo orden (2-6) puede ser facilmente extendido. Ahora, un paso de
integracion toma la forma:

u(r) = e™Mint/2eTHo 2 emHIen oTHO /2 oTHine /2y, () (2-13)
Analizando como actia cada parte del hamiltoniano sobre las variables canénicas vemos

que el método de integraciéon procede como sigue:

I. Las coordenadas permanecen fijas y cada cuerpo recibe una aceleraciéon proveniente
de los otros cuerpos (pero no del cuerpo principal) que modifica su momento sobre un
intervalo temporal 7/2.

1. Los momentos permanecen fijos, y cada cuerpo sufre un desplazamiento en su posi-
cién en la cantidad (7/2mg) 2N, P;.

11. Cada cuerpo evoluciona en torno a una 6rbita kepleriana (con la misma localizacion
central y la misma masa central) en un tiempo 7.

1v. Como en el paso II.

v. Como en el paso I.

2Las coordenadas jacobianas constituyen un sistema de referencia donde la posicién y momento
de cada cuerpo es tomada con respecto al centro de masa de todos los cuerpos con indices menores
respecto a cierto orden asignado de antemano.

3Ver apéndice B para una demostracion.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Tij /rcrit

Figura 2.1. Una funcién de encuentro K apropiada para el algoritmo de integracion
hibrido en funcién de la separacion, r;; = |Q; — Q;l, de dos particulas.

Este esquema de integracién tiene dos claras ventajas respecto al método leap-frog.
En primer lugar el movimiento kepleriano dado por la accién de Hkep, tiene una solucion
analitica bien conocida. Por lo tanto, el avance de cada particula del sistema sobre un
dado intervalo temporal es efectuado con un esfuerzo computacional minimo. Mas atn,
distinto de los métodos MSV estandar, todos los cuerpos orbitan alrededor del mismo
cuerpo central, con la misma masa central. Por otra parte, supuesto que todos los
cuerpos permanecen alejados unos de otros,

in epls
[ Hine| < [Hiep|, |[Hol < |Hiepl

por la razén de la masa de los cuerpos a la del cuerpo central, ¢ = SN m;/mg. En
consecuencia, cada paso del integrador tiene un error de truncamiento de proporcional a
er?, en vez de a 72 como en el integrador leapfrog. Asi, para la misma precisién, podemos
tomar un paso temporal /2 veces el paso del método leapfrog, lo cual redunda en un
menor tiempo de computo (Kinoshita y otros, 1991; Duncan y otros, 1998).

Por supuesto, lo dicho es valido en tanto no se produzcan encuentros préoximos entre
los cuerpos. Si dos cuerpos se aproximan lo suficiente, la distancia mutua entre ellos es
pequena y, en consecuencia, el correspondiente término en H;j, resulta comparable en
tamano, o incluso es mayor, a Hgep. Debido a esto, el error de truncamiento por paso
se incrementa de e7? a 72. Para mantener la precisién, los integradores tradicionales
reducen el tamano del paso de integracién. Sin embargo, como ya hemos indicado, en
un integrador simpléctico un cambio del paso destruye sus propiedades simplécticas.

2.3. Resolviendo encuentros.

Disefiar un integrador simpléctico que detecte e integre en forma precisa los encuen-
tros no es una tarea facil. Los métodos MSV estandar al utilizar coordenadas jacobianas
no pueden seguir apropiadamente los encuentros. Una solucién es dada por Duncan y
otros (1998) en su integrador SYMBA, un integrador simpléctico de paso miltiple que
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utiliza coordenadas heliocéntricas democraticas donde el término perturbativo es sub-
dividido de manera tal que a cada parte se le asigna un distinto (pero fijo) paso de
integracion, donde los términos mas débiles reciben los mas grandes pasos.

Una solucién alternativa consiste en reescribir la division del hamiltoniano de forma
tal que Hiy, sea nuevamente pequeno frente a Hyep. Una manera simple de proceder
consiste en transferir el término conflictivo de H;,; a Hxkep mientras dura el encuentro.
Sin embargo, este intercambio a lo largo de los sucesivos encuentros termina destru-
yendo la naturaleza simpléctica del integrador.

Para lograr un integrador realmente simpléctico, ningtin término tiene que ser trans-
ferido entre las diversas partes del hamiltoniano. Un procedimiento adecuado es des-
cripto por Chambers (1999), quien reescribe los términos de Hgep v Hint introduciendo
una funcion de encuentro K:

N (1P ? Gmim0> mim;
H ep — - G - K .- NI,
‘ ;(2% Qi ;];ﬂle |[ (1Qi — Q)]

Hy -GS S ‘Q”””J SR - Q).
i=1 j=i+1 ¢

(2-14)

La forma de K es tal que tiende a la unidad cuando la separacién |Q; — Q;| entre dos
cuerpos ¢ y j es grande, mientras que tiende a cero cuando tal separacion es pequena,
tal como se ilustra en la Figura 2.1. Esto asegura que Hj,; permanezca pequeio frente
a Hgep alin durante un encuentro. En ausencia de encuentros Hyep, puede ser integra-
do analiticamente. Sin embargo, cuando dos cuerpos tienen un encuentro tenemos un
problema de tres cuerpos (el cuerpo central y los cuerpos en encuentro). Aunque esta
situacion ya no es integrable analiticamente, en la practica el problema puede ser inte-
grado numéricamente con un integrador tradicional (tipicamente utilizando el método
de Bulirsch—Stoer) al grado de precisién necesaria. La incorporacién de un integrador
no simpléctico dentro del esquema simpléctico anterior confiere al integrador resultante
la naturaleza de hibrido. Su procedimiento es entonces, como sigue:

I. Las coordenadas permanecen fijas y cada cuerpo recibe una aceleracion proveniente
de los otros cuerpos (pero no del cuerpo principal) pesada en las situaciones de en-
cuentros por un factor K, que modifica su impulso sobre un intervalo temporal 7/2.

11. Los impulsos permanecen fijos, y cada cuerpo sufre un desplazamiento en su posicion
en la cantidad (7/2mg) XN, P;.

1. Los cuerpos que no estan en encuentros se mueven en una orbita kepleriana en
torno al cuerpo principal sobre un intervalo temporal 7, en tanto que para los cuerpos
que estan en encuentros binarios, los términos keplerianos y los términos de encuentro,
pesados por (1 — K), son integrados numéricamente un paso 7.

1v. Como en el paso II.
v. Como en el paso 1.

La implementaciéon de Chambers de tal integrador simpléctico hibrido es incluida en
su paquete denominado MERCURY (Chambers y Migliorini, 1997).
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2.4. El algoritmo de arbol jerarquico octal.

El esquema de integraciéon de Chambers satisface los tres primeros requisitos enun-
ciados al comienzo de este capitulo. A saber, es un integrador simpléctico (hibrido)
adecuado para tratar la dinamica de un disco kepleriano, y capaz de resolver encuen-
tros. Sin embargo, al igual que en los otros codigos mencionados, la interaccion entre
particulas es evaluada directamente. Este procedimiento particula—particula demanda
mucho tiempo de computo. En efecto, el computo de la interaccién requiere de un total
de operaciones proporcional al cuadrado del nimero de particulas, puesto que, para
N particulas, hay %N (N — 1) interacciones a evaluar. Este procedimiento es razonable
para sistemas que involucran unos pocos de cientos de particulas, pero como el tiempo
de computo se incrementa tan rapidamente con el nimero de particulas, simulaciones
numéricas con miles de particulas resultan computacionalmente costosas y aquellas con
millones de particulas resultan inalcanzables. Es claro, pues, que para tales sistemas
debe considerarse un procedimiento alternativo al calculo directo.

Una manera fructifera de disminuir el tiempo de computo en la evaluacion de la
interacciéon gravitacional entre particulas consiste en implementar el llamado algoritmo
de drbol jerdrquico octal, puesto que para este método el nimero total de operaciones
involucradas en el computo de las interacciones resulta proporcional a N log N (Pfalzner
y Gibbon, 1999). El algoritmo explota el hecho de que el potencial gravitatorio decae
con la inversa de la distancia, con lo cual las particulas interactian fuertemente con sus
vecinos mas proximos, pero menos informacién acerca de la distribucién de masa resulta
necesaria para describir sus interacciones con particulas mas distantes. Asi mientras la
interaccion sobre una particula debida a otras particulas cercanas es evaluada en forma
directa como una interaccion particula—particula, la interaccién debida a las particulas
mas distantes puede considerarse como una interaccién directa entre la particula y
dicho conjunto de particulas distantes, representado como una particula cuya masa
es la total del grupo colocada en el centro de masa del mismo. Por supuesto, esto
conduce a una pérdida de informaciéon acerca de la distribucion espacial de masa dentro
del grupo, lo cual, a su vez, introduce un error en el computo de la interaccién. Sin
embargo incluyendo los momentos multipolares del grupo, esta informacién puede ser
recuperada en parte, obteniéndose asi una precision suficiente. Para llevar a cabo esta
idea en forma eficiente, el algoritmo construye una estructura jerarquica que recuerda
a un drbol (de aqui el nombre) a partir de una divisiéon particular del espacio. Esta
estructura de arbol provee una manera sistematica de determinar el grado de “cercania”
entre dos diferentes particulas sin calcular explicitamente la distancia entre cada par
de particulas y permite calcular eficientemente los momentos multipolares.

Un codigo de arbol adecuadamente adaptado para la dindmica de planetesimales
es presentado por Brunini y Viturro (2003). Tal cédigo, sin embargo, al integrar las
ecuaciones de movimiento con el algoritmo [leapfrog, no toma ventaja del hecho de
que las particulas evolucionan principalmente sujetos a un potencial cental. Nuestro
c6digo, por otra parte, es una escritura desde cero del esquema de Chambers pero
utilizando el codigo de arbol para el computo de las interacciones entre particulas
contenidas en Hj,. De este modo esperamos obtener la mejor performance. El codigo
de arbol implementado es una modificacion del cédigo de Brunini y Viturro, el cual, a
su vez se basa en el algoritmo bésico descrito por Barnes y Hut (1986, 1989), Hernquist
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(1987), Barnes (1995) y Pfalzner y Gibbon (1999). Una somera descripcién es dada a
continuacion. Los detalles de la implementacién son descritos en Santamaria (2004).

El primer paso de un codigo de arbol consiste en la construccion del mismo. Dicha
construccion comienza creando un cubo que contenga a todo el sistema e identificando
el mismo con la celda més grande del arbol (conocida como raiz). Luego, esta celda es
subdividida en ocho subceldas de igual tamano y, a su vez, cada una de ellas es dividida
recursivamente hasta que las celdas finales (las hojas del arbol) contienen uno o ningun
cuerpo. Con esta division espacial del sistema, las masas totales, centros de masa y
momentos cuadrupolares de cada celda son calculados recorriendo el arbol en forma
descendente utilizando féormulas recursivas para los calculos. Esto provee un desarrollo
a segundo orden del potencial gravitatorio del sistema que es utilizado para computar
la interaccion del sistema sobre un cuerpo. Para ello se comienza recorriendo el arbol
desde la raiz hacia las hojas. Una celda contribuird como un todo a esta interaccion
si se encuentra suficientemente lejos del cuerpo. El criterio para decidir cuando debe
o no subdividirse esta relacionado con el denominado pardmetro de expansion 6 del
arbol, definido como la razon entre el tamano de la celda y su distancia al cuerpo bajo
consideraciéon. En la situacion mas simple la celda es subdividida cuando el parametro
de expansién es mayor que cierto valor limite. Nétese que la situacion extrema 6 = 0
es equivalente a calcular todas las interacciones en forma directa, particula a particula,
requiriendo pues un esfuerzo de cémputo proporcional a N2, mientras que la otra
situacién extrema, 6 — oo, produce una muy baja resolucion espacial, con la interaccion
calculada solamente entre particulas y grandes grupos de particulas, lo cual, aunque es
muy rapido, es extremadamente impreciso. En la practica, para sistemas sin contornos
impuestos, valores de 6 en el rango 0.5 — 0.7 han demostrado ser adecuados (Pfalzner
y Gibbon, 1999).

2.5. Detectando encuentros y colisiones.

La estructura de arbol puede ser utilizada para determinar las particulas que tienen
encuentros. El cédigo requiere conocer al comienzo de un paso de integracion qué
particulas estan en encuentros. Una condicion de encuentro puede ser definida como
sigue. Para cada particula ¢, computamos su radio de Hill, definido como

\1/3
o) (2-15)

P

donde 7; es la distancia heliocéntrica de la particula y m; su masa. Entonces para
un cuerpo i, las particulas j en encuentro seran aquellos vecinos més préximos cuyas
distancias a 7 satisfagan la condicion

i < max (aRy,, aly,), (2-16)
siendo « un factor de proporcionalidad, cuyo valor, adoptado por la mayoria de los
autores, es 3 (Levison y Duncan, 1994; Duncan y otros, 1998; Chambers, 1999; Brunini
y Melita, 2002).
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Determinar las particulas en encuentros requiere asi de un algoritmo para la bisque-
da de vecinos mas prozimos. Un procedimiento directo basado en evaluar la distancia
mutua entre cada par de objetos demanda claramente un costo computacional que
crece con N2, Un algoritmo més eficiente puede ser construido en base a la estructura
de arbol. El procedimiento, en esencia, es como sigue. Nuevamente los detalles de la
implementacién pueden verse en Santamaria (2004).

Para la btisqueda de los vecinos proximos de un cuerpo dado dentro de una distancia
h, el cuerpo es encerrado en un cubo de lados 2h. Comenzando con la celda raiz, el
arbol es entonces recorrido de manera analoga al procedimiento del computo de las
interacciones. La diferencia es que, ahora, el criterio de apertura es reemplazado por
la cuestion de si el cubo de busqueda se traslapa con el cubo de la celda examinada.
Si tal traslapo no ocurre, entonces la rama del arbol bajo tal celda no contiene vecinos
proximos y la bisqueda sobre la misma es detenida. Si, por el contrario, el traslapo
ocurre, la celda es dividida en sus subceldas y la busqueda continta sobre el siguiente
nivel de jerarquia de tal rama. Si la celda que se traslapa con el cubo de busqueda es
una hoja (esto es, es un cuerpo) se verifica si tal particula yace efectivamente dentro de
la distancia h. Si este es el caso, tal cuerpo es agregado a la lista de vecinos proximos.
Este procedimiento es efectuado sobre todas las ramas del arbol.

Por otra parte, si las particulas del sistema son, en realidad, cuerpos de radio
finito, durante un encuentro es posible que el par de cuerpos involucrados sufran una
colisiéon. Como es usual en las simulaciones de N-cuerpos, la condicion de colision es
que la distancia mutua entre los dos cuerpos en encuentro sea menor o igual que la
suma de sus radios. El tratamiento mas simple de la colision es suponer que la misma es
perfectamente plastica. Esto es, los dos cuerpos se fusionan sin fragmentarse, originando
un nuevo cuerpo cuya masa es igual a la suma de las masas del par y cuya posicién
y velocidad, inmediatamente después de la colision, es la del centro de masa del par
inmediatamente antes de la colision. En tales circunstancias hay una disminucion en la
energia cinética, con lo que la colision perfectamente plastica es una colision ineldstica
de primera clase (o endoérgica). Es claro que, debido a las colisiones, la energia total
del sistema no se conservara.

2.6. Desempeno del cédigo.

Con el fin de evaluar el desempeno del codigo hemos realizado una serie de expe-
rimentos numéricos, los cuales son esencialmente los presentados en Brunini y Viturro
(2003). Los resultados obtenidos estan en excelente acuerdo con los experimentos an-
teriores, aun utilizando un paso temporal considerablemente mayor. Esto es debido
a la naturaleza hibrida del cédigo, el cual aprovecha el hecho de que el movimiento
ocurre bajo un potencial perturbado del potencial central kepleriano. Nuevamente, en
Santamaria (2004) puede verse una discusién completa de los experimentos numéricos;
aqui solo presentaremos los resultados mas relevantes.

El escenario considerado corresponde a las simulaciones numéricas de Kokubo e Ida
(1996) de la etapa de crecimiento en fuga de la acrecién de planetesimales. Como hemos
mencionado en el capitulo introductorio, las simulaciones numéricas muestran que una
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Figura 2.2. Error relativo en la energia total del sistema en funcién del tiempo.

poblacion de planetesimales a 1 UA del cuerpo central y sobre una estrecha franja en
semieje mayor, interactiian de manera tal que un cuerpo crece mucho mas rapidamente
separandose del resto de la poblacion y convirtiéndose en un embriéon planetario con
un tamafio en el rango entre Mercurio y Marte en una escala de tiempo de unos 10°
anos.

En nuestro caso, la simulacién consiste inicialmente en N = 2000 planetesimales de
igual masa, m = 10?* g (con densidades p = 2 g cm™?) distribuidos uniformemente en
una regién anular alrededor de a = 1 UA con un ancho Aa = 0.2 UA. Las excentricida-
des e inclinaciones de las orbitas osculatrices iniciales de los planetesimales estan dadas
por distribuciones gaussianas con dispersiones (e?)!/? = 2(i?)!/2 = 4Ry /a, siendo Ry
el radio de Hill de los cuerpos.

En el primer conjunto de experimentos numéricos, los cuerpos fueron tratados co-
mo masas puntuales, con lo cual las colisiones fueron ignoradas. Esto nos permitio
testear la precision global del cédigo (medida por la conservacién de la energia total
del sistema), la precision del cédigo de arbol en el computo de las interacciones entre
los planetesimales, y la eficiencia en la detecciéon de encuentros. Un analisis de las si-
mulaciones mostré que la eleccién de un parametro de expansion ¢ = 0.7 y un paso
de integracion 7 = 0.005 afios constituyen una apropiada eleccién para satisfacer los
requisitos anteriores. En particular, como se ilustra en la Figura 2.2, el error relativo en
la energia total del sistema no muestra un comportamiento secular a lo largo de 10 000
anos. Aun cuando las variaciones de la energia sobre periodos cortos de tiempo son
relativamente grandes, la dispersién de los valores respecto de la media es 8.7 x 1072,

En el segundo conjunto de simulaciones se permitio la posibilidad de colisiones entre
planetesimales. En estas circunstancias, tal como lo hicieran Kokubo e Ida (1996), el
radio inicial de los planetesimales fue aumentado en un factor 5 respecto del valor
realista que se obtiene suponiendo que la densidad de los mismos es p = 2 g cm™3.
Como muestran Kokubo e Ida, esto solo cambia la escala de tiempo de acrecién, pero
no el modo de crecimiento de los planetesimales. Con las mismas condiciones iniciales
que antes, el sistema fue integrado hasta ¢ = 20000 afios con un paso de integracion
7 = 0.01 anos (tomando el parametro de expansién del arbol # = 0.7). Los resultados

obtenidos son ilustrados en el conjunto de Figuras 2.3, 2.4 y 2.5, las cuales deberian
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Figura 2.4. Masa méaxima en
la simulaciéon (curva de trazo
continuo) y masa media (curva
de trazo punteado) en funcién
del tiempo. Abscisas: tiempo en
afios, ordenadas: masa en 10%* gr
(escala logaritmica sobre ambos
ejes).

Figura 2.5. Evolucién temporal
de la media cuadratica de la ex-
centricidad (curva de trazo con-
tinuo) y de la inclinaciéon (cur-
va de trazo punteado). Abscisas:
tiempo en afos (escala logarit-
mica sobre ambos ejes).



2.7. Modificaciones al cédigo para problemas de interaccién planeta—disco.

compararse con las correspondientes al trabajo de Kokubo e Ida. La Figura 2.3 muestra
la evolucién del nimero total de cuerpos en funcion del tiempo. Este decrece de 2000 a
833 en los 20000 anos (en la simulacién de Kokubo e Ida, el nimero final de cuerpos es
715). La Figura 2.4 muestra la evolucién temporal de la mayor masa en cada instante
de tiempo y la masa media de los planetesimales (exceptuando la masa maxima). Al
final de la integracion, la masa del cuerpo mas masivo es unas 93 veces el valor de su
masa inicial. Este valor difiere en un factor 2 del resultado de Kokubo e Ida, la cual
es atribuible a un evento colisional aleatorio al final de la simulaciéon. De cualquier
manera, la razon de la masa maxima a la masa media crece mondétonamente con el
tiempo a una tasa similar a la obtenida por Kokubo e Ida. La Figura 2.5 muestra la
evolucion temporal de las medias cuadraticas de la excentricidad e inclinacion de las
6rbitas osculatrices de los planetesimales. Ambas se incrementan monétonamente con
el tiempo y puede apreciarse que su razon se mantiene aproximadamente en 2, el valor
inicial.

2.7. Modificaciones al c6digo para problemas de in-
teraccién planeta—disco.

Todo escenario de la interaccion planeta—disco requiere distinguir entre cuerpos pla-
netarios y planetesimales. Mientras que estos tltimos conforman el disco de particulas,
los primeros constituyen objetos embebidos en el disco con masas varios 6rdenes de mag-
nitud mayores. Como muestran Ida y Makino (1993), aun para un pequeno planeta, la
interaccién entre los componentes del sistema (planeta—planetesimal y planetesimal—
planetesimal) evoluciona hacia un estado dominado por el planeta, esto es, por la
interaccién planeta—planetesimal, convirtiéndose el planeta en un fuerte perturbador
del disco. En estas circunstancias la interaccion entre planetesimales, la autointeraccion
del disco, puede ser despreciada.

Ahora bien, el cédigo original desarrollado inicialmente en el contexto de la tesis
de licenciatura (Santamaria, 2004) trata a todos los cuerpos que orbitan a la estrella
central en pie de igualdad frente a las interacciones mutuas. La posibilidad de distinguir
entre planetas y planetesimales es una capacidad que se incorpord al cédigo en el
marco de esta tesis de doctorado. Con tal distincion podemos considerar ahora que, en
la evaluacion de la interaccién entre cuerpos, los planetas interactiian entre si y con
los planetesimales, pero los planetesimales del disco no interactian gravitatoriamente
entre si. Especificamente, para un planeta la interaccién gravitatoria de los restantes
cuerpos (planetas y planetesimales) es evaluada a través del drbol, mientras que para
cada planetesimal la interacciéon gravitatoria, dada tnicamente con los planetas, es
evaluada en forma directa. En el siguiente capitulo examinaremos diversos escenarios
particulares de la interaccion planeta—disco que resultaron utiles para poner a prueba
el integrador desarrollado.

Disponibilidad del cédigo. El cédigo fuente del integrador DAEDALUS desarrollado
se encuentra disponible, junto con instrucciones especificas para su compilacién y uso,
en http://gcp.fcaglp.unlp.edu.ar/integrantes:psantamaria:daedalus:start.
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Capitulo 3

Escenarios de migracion planetaria
por interaccion planeta—disco

3.1. Introduccion.

En este capitulo consideramos diversos escenarios de migracion planetaria, presentes
en la literatura, con el fin de poner a prueba la capacidad del c6digo numérico expuesto
en el capitulo anterior. Especificamente consideraremos la migracién de un tinico cuerpo
planetario embebido en un disco de planetesimales y dos escenarios de migracion de los
planetas gigantes del sistema solar, uno con la presencia de un disco de planetesimales
masivo y, finalmente, el denominado modelo de Niza.

3.2. Migraciéon de un tinico cuerpo planetario.

El primer escenario a abordar consiste en el estudio de la migracién planetaria de
un unico cuerpo planetario sumergido en un disco de planetesimales de masa nebular
minima (0.01 M)! con densidad superficial constante (X ~ 10 g cm~?), prestando
especial atencién a su efecto sobre la estructura global del disco, tal como lo proponen
y analizan Cionco y Brunini (2002). En dicho trabajo, la interaccién planeta—disco es
analizada desde una perspectiva resonante: a través de la determinacion de la tasa
de migracién del planeta, medida en la fase en que la fricciéon dinamica domina la
evolucion orbital, se computa el torque ejercido por el disco. Los resultados obtenidos
en una serie de simulaciones numéricas para planetas en el rango de una masa de
Jupiter a diez masas terrestres (esto es, la masa de un nicleo de los planetas gigantes
del Sistema Solar) son contrastados con los correspondientes a la formulacion analitica
de la friccién dindmica en discos de particulas (Lynden-Bell y Kalnajs, 1972) y, en
virtud de la correspondencia destacada en un trabajo pionero de Goldreich y Tremaine
(1979), con las expresiones analiticas de la teorfa lineal de ondas de densidad para
discos gaseosos bidimensionales. A continuacién presentamos un breve resumen del
marco tedrico asociado con dichos trabajos.

Ver apéndice C para una breve discusién del modelo de nebulosa solar de masa minima.

21
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Consideremos un planeta inmerso en un disco de planetesimales, esto es, un cuerpo
diferenciado del resto de las particulas del disco. En su movimiento el planeta ejerce
fuerzas sobre el disco y la reaccion a tales fuerzas influye asimismo en el movimiento del
planeta. De este modo, podemos considerar que el planeta se mueve en un medio resis-
tivo, donde la resistencia tiene su origen no en efectos viscosos como los producidos por
el movimiento de un fluido, sino por efectos netamente gravitacionales. El concepto de
tal friccion dinamica, como es denominada en la literatura, fue introducido por Chan-
drasekhar (1942) en el contexto de la dindmica estelar. En su formulacién, el cuerpo
masivo se mueve en un “mar” infinito de particulas y como resultado de los sucesivos
encuentros gravitacionales el cuerpo masivo experimenta una continua desaceleracion,
efecto que resulta proporcional a la masa del cuerpo. Asi, mientras la velocidad rela-
tiva del cuerpo respecto al medio disminuye, la velocidad relativa de las particulas se
incrementa. El efecto neto es que la fricciéon dinamica tiende a llevar al sistema a un
estado de equiparticion de la energia donde las velocidades relativas de las particulas se
incrementan a expensas de la disminucion de la del cuerpo masivo. Aplicado al marco
de la interaccion planeta—disco, la friccion dindmica produce un decaimiento orbital del
planeta. El consiguiente decrecimiento de su momento angular origina un aumento del
momento angular de los planetesimales, aumentando asi el grado de excitacién del dis-
co. El tiempo necesario para alcanzar el estado de equiparticion de la energia, momento
en el cual la friccién dindmica desaparece, se denomina tiempo de relajacion. Notese,
sin embargo, que la aplicaciéon de la formulaciéon de Chandrasekhar de la friccién dina-
mica en discos keplerianos de planetesimales debe tener presente las limitaciones que
la misma adolece en virtud de las hipdtesis efectuadas en su deduccién. A saber, ésta
es derivada para un cuerpo moviéndose a través de un medio infinito y homogéneo de
particulas y la interaccion gravitacional es descripta en el marco del problema de los
dos cuerpos. En un disco de planetesimales, donde los mismos se encuentran en érbitas
keplerianas cuasi-circulares en torno a la estrella central, la velocidad relativa entre un
cuerpo masivo y las particulas estda determinada fundamentalmente por la cizalladura
kepleriana establecida por la velocidad diferencial del disco (esto es, las particulas a
distancias radiales menores que la del cuerpo masivo se mueven mas rapidamente que
el mismo, mientras que las més alejadas lo hacen mas lentamente). Asi pues, la des-
cripcién de la interaccion gravitatoria requiere de la formulacién del problema de tres
cuerpos. Noétese, sin embargo, que la formulacién de Chandrasekhar puede ser utilizada
como una estimacién de la friccién dindmica en un entorno local?. Pero, en el marco
de la perspectiva resonante considerada en el trabajo de Cionco y Brunini discutido
aqui, es necesario considerar una descripcién mas precisa. La formulacion de la fric-
ciéon dinamica en discos de particulas proviene de la dinamica estelar. Lynden-Bell y
Kalnajs (1972) muestran que un perturbador embebido en un disco de particulas y
rotando uniformemente produce torques solo en ciertas posiciones resonantes, a saber,
en las denominadas resonancia de corrotacién y resonancias de Lindblad 3. En térmi-
nos generales, una resonancia aparece cuando una frecuencia caracteristica del cuerpo
perturbador coincide con una frecuencia del disco. Para el caso de un perturbador en
una orbita circular con frecuencia angular €2, y un disco de frecuencia orbital 2, la

2Tal aproximacién sera utilizada, de hecho, en el capitulo siguiente.
3Ver el apéndice D para una deduccién elemental del surgimiento de estas resonancias.
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resonancia de corrotacién ocurre cuando ambas frecuencias coinciden
0=, (3-1)
en tanto que una resonancia de Lindblad ocurre cuando
m(Q —Q,) = %k (3-2)

donde m es un entero y kg es la frecuencia natural para oscilaciones radiales de las
particulas del disco, denominada frecuencia epiciclica. Para un disco kepleriano, donde
los pequenos apartamientos del valor 2 = /G Mg /r3 debido a la autointeraccién son
despreciados, hay, por un lado, una tnica resonancia de corrotacion y ésta es coor-
bital con la localizacién del perturbador, y, por otro lado, reduciéndose ko = € (ver
apéndice D), las localizaciones de las resonancias de Lindblad estan dadas por

1\2/3
= (1 + E) Tps (3-3)
donde 7, es el radio de la 6rbita circular del perturbador. Aqui el signo +(-) corresponde
a las resonancias de Lindblad externas (internas), las cuales resultan cada vez mas pré-
ximas entre si conforme nos acercamos a la localizacién del perturbador. Asi pues, un
planeta orbitando en el interior de un disco de planetesimales, intercambiara momento
angular con el disco sélo en dichas resonancias (Lynden-Bell y Kalnajs, 1972). Por otra
parte, para un disco de gas, la transferencia de momento angular en tales resonancias
genera perturbaciones en su distribucion de densidad, excitando asi ondas de densidad
las cuales transportan momento angular hacia zonas cada vez mas alejadas del planeta.
El torque neto, sin embargo, puede modelarse independientemente de los detalles de
cémo estas ondas se propagan y disipan en el disco, tal como mostraron Goldreich y
Tremaine (1979, 1980) (ver también Tanaka y otros, 2002 para una presentacién y re-
visién mejorada). El calculo, por cierto laborioso, procede considerando el perturbador
sobre una 6rbita circular embebido en un disco de gas geométricamente delgado (de
aqui la denominacion de disco bidimensional). El potencial gravitatorio del perturba-
dor es entonces descompuesto como una superposicion de armoénicos y, a continuacion,
se calcula, a partir de la linealizacion de las ecuaciones hidrodinamicas, la respuesta
del gas a tales componentes en las localizaciones resonantes para asi derivar el torque
correspondiente. El punto fundamental del calculo consiste en suponer que cuando la
perturbacion es lo suficientemente débil como para no alterar sustancialmente la densi-
dad superficial del gas en el disco, el torque neto sobre el perturbador puede ser obtenido
considerando la suma discreta de los torques ejercidos en cada resonancia. Notese que,
aunque este procedimiento da la magnitud del torque neto sobre el cuerpo, no da in-
formacion sobre su signo. Ahora bien, el cuerpo gana momento angular a expensas del
disco en las resonancias de Lindblad internas (r;, < 7,) y por lo tanto tiende a moverse
hacia afuera, en tanto que, en contrapartida, el gas tiende a moverse hacia adentro. La
situacién se revierte en las resonancias de Lindblad externas (ry > r,) donde el cuerpo
pierde momento angular y por lo tanto tiende a moverse hacia adentro, en tanto que
el gas tiende a moverse hacia afuera. Notese que, entonces, la interaccion gravitatoria
del cuerpo con el gas tiende a repeler el gas que se encuentra en las proximidades de
la orbita del cuerpo. Ignorando por el momento la contribuciéon de la resonancia de
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corrotacion al torque, es claro que habra cambios significativos en la érbita del cuerpo,
esto es, una migracion, si existe una diferencia sustancial en la magnitud de los tor-
ques opuestos originados en la resonancias internas y externas de Lindblad. Contrario
a la suposicion natural de esperar que el signo del torque neto dependa del perfil de
densidad superficial del gas, cdlculos detallados para discos de diversos perfiles de den-
sidad superficial de genuino interés muestran que el torque neto de las resonancias de
Lindblad, en el marco discutido, es negativo, es decir, la migracion es hacia adentro
(Ward, 1997). Con respecto a la contribucién de la resonancia de corrotacién al torque
neto, para un disco bidimensional ésta es nula para discos con una densidad superficial
con caida kepleriana (¥ oc r~%2) (Goldreich y Tremaine, 1979). Por supuesto, este
resultado no es valido para discos tridimensionales, pero en tal caso la contribucién es
significativamente menor, aunque no despreciable, que la correspondiente a las reso-
nancias de Lindblad y, por sobre todo, no revierte el sentido de la migracién (Ward,
1997, Tanaka y otros, 2002). La migracién orbital de un planeta sumergido en un disco
de gas por accion del torque neto calculado segtin el marco discutido se conoce como
migracion de Tipo I. La velocidad o tasa de migracién en este régimen es proporcional
a la masa del planeta y por lo tanto su escala de tiempo, o tiempo de deriva, resulta
inversamente proporcional a la masa del planeta; esto es, la migraciéon de Tipo I es
mas rapida cuanto mayor sea la masa del planeta. Ahora bien, en virtud de la hipdtesis
fundamental de que la interaccion con el disco es lo suficientemente débil como para
considerar un tratamiento lineal de las ecuaciones hidrodindmicas y suponer que la
distribucion de gas en el disco es sélo levemente alterada, es claro que una migracion
de Tipo I sélo podré ocurrir para planetas de masa suficientemente baja (tipicamente
del orden de la masa terrestre Mg, ), aunque el valor exacto dependerd de las propieda-
des del disco) donde el intercambio de momento angular gravitatorio entre el planeta
y el disco es despreciable con respecto a la redistribucion de momento angular debido
a la viscosidad del gas. En esta situacion la densidad superficial del gas permanece
casi sin perturbar y por lo tanto el gas estd presente en todas las localizaciones reso-
nantes satisfaciéndose asi las condiciones para el computo del torque neto de acuerdo
al régimen de migracion de Tipo I. En la situaciéon opuesta, para planetas de masa
suficientemente grande (tipicamente por encima de una fraccién de la masa de Jupiter)
donde el torque gravitacional predomina localmente sobre la redistribucion de momen-
to angular por viscosidad, el hecho de que, como hemos mencionado previamente, la
accion gravitacional del planeta tiende a repeler el gas en su vecindad, provoca que la
densidad superficial del gas decaiga en la vecindad de r = r,, formando una brecha,
esto es, una regién anular en la cual la densidad superficial del gas es mucho menor que
su valor no perturbado original. En tal situaciéon, en las localizaciones resonantes mas
proximas al planeta habra una deficiencia de material gaseoso; éstas contribuiran poco
o nada al torque total y por lo tanto sélo las resonancias de Lindblad de 6rdenes m
mas bajo contribuiran significativamente. Asi, el torque neto sera sensiblemente menor
al predicho por el modelo de la migracién Tipo I. Claramente, una vez que comienza a
abrirse una brecha en la distribucion del gas, la hipdtesis que sustenta el tratamiento
lineal de la interacciéon planeta—disco resulta invalida y el torque debe ser calculado
autoconsistentemente junto con un modelo de la evoluciéon del disco de gas, el cual
involucra a las ecuaciones no lineales de la hidrodindmica. El régimen de migracion
establecido cuando la brecha se encuentra abierta se conoce como migracion de Tipo
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II. En este caso la tasa de migracion y su tiempo de deriva resultan independientes de
la masa del planeta; para un disco dado, sélo es funcion de su viscosidad. ElI modelo
unificado de Ward (1997) muestra que, conforme un protoplaneta aumenta su masa
acretando material del disco, evoluciona de un régimen de Tipo I a un régimen de Tipo
IL.

Para finalizar el marco teérico indiquemos que Goldreich y Tremaine (1979) esta-
blecieron que para discos gaseosos bidimensionales frios, condicion expresada por la
desigualdad

CS

Qr
donde ¢, es la velocidad del sonido del medio y €2 la frecuencia orbital a la distancia r,
el torque descrito por la teoria lineal de ondas de densidad es equivalente a la formula-
cion resonante en discos de particulas, aunque en este caso no se establecen ondas de
densidad excitadas que transportan el momento angular al disco, sino que la transfe-
rencia ocurre directamente sobre los planetesimales localizados en las resonancias. Por
otra parte, en un disco de planetesimales, son las colisiones mutuas quienes juegan un
papel anédlogo a la viscosidad en el disco para disipar energia e impedir la apertura de
una brecha.

<1, (3-4)

El marco tedrico anterior clarifica el objetivo propuesto en el trabajo de Cionco y
Brunini (2002). A continuacién describiremos la metodologia y los resultados encon-
trados. Como ya hemos indicado, el modelo propuesto por los investigadores consta de
un planeta de masa M orbitando en torno a una estrella de tipo solar en una drbita
inicial cuasi-circular a 5 UA. El planeta se encuentra asimismo sumergido en un disco
de planetesimales de densidad superficial constante ¥ = 12 g cm ™2, valor consistente
con un modelo de masa nebular minima (~ 0.01 M), que se extiende entre 2y 11 UA.
Esta eleccion de los limites garantiza la inclusion de todas las resonancias planeta—disco
relevantes para el calculo del torque teodrico. Las simulaciones se llevaron a cabo para
tres tipos de cuerpos planetarios: para un cuerpo de masa equivalente a la masa de
Jupiter, My, un cuerpo de masa igual a la masa de Saturno, Mg, y un cuerpo de masa
correspondiente a diez masas terrestres, M, = 10Mg,. Por su parte el disco de planete-
simales es construido a partir de cierto niimero N de planetesimales de masas iguales
m de manera tal que la granularidad M /m de la simulacién sea mayor que 102, puesto
que esto permite considerar el disco no autogravitante (Ida y Makino, 1993). Las si-
mulaciones se llevaron a cabo sobre un periodo de 10° afios, con un cédigo de segundo
orden diseniado por Brunini, al cual se le realizaron modificaciones para el correcto
tratamiento de los encuentros. Especificamente, cuando un planetesimal cae dentro de
una esfera del orden del radio de Hill del planeta, el encuentro se calcula como una
interaccion de dos cuerpos mas una perturbacion debida a la estrella central. El codigo
permite también acrecion planetaria y eyeccién de cuerpos en orbitas hiperbdlicas. El
resultado mas relevante de las simulaciones es la tasa de variacién del semieje mayor
del planeta, a, el cual determina un tiempo caracteristico de deriva T dado por

a
= (3-5)

esto es, el tiempo necesario para que el cambio en el semieje sea del mismo orden que
su valor; y el torque I' ejercido por el disco sobre el planeta en una érbita cuasi-circular
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3. Escenarios de migraciéon planetaria por interacciéon planeta—disco

de frecuencia orbital 2, dado por

1
= aQMa. (3-6)

#1 En efecto, la estructura aplanada del disco permite suponer que la totalidad del torque
ejercido por el disco sobre el planeta, moviéndose muy cerca del plano xz—y, es debido a
su componente z. De este modo es licito suponer que, en virtud del torque I', el planeta
experimenta, sobre un érbita aproximadamente circular, una aceleraciéon tangencial 7" en la
direccién tangente al movimiento @ que es transversal al radio vector y, por tanto, esta
relacionada con dicho torque por la ecuacién

I'=aT M. (3-7)

Debido a T el planeta experimenta un cambio en su velocidad dv = T'dt @p. Se sigue entonces
de la ecuacién de energia del problema de los dos cuerpos

2 1
vi= ,u(— - —), siendo p = Q%a?, (3-8)
rooa

que para cada uno de una sucesién de impulsos instantaneos
1
2v-dv:,u¥da. (3-9)

Como, en nuestra situacién, v-dv = (var)- (T dt Gr) = v T dt, se sigue de la ecuaciéon anterior
que
Lo . 19
T = 3 a2 4=g--aa.
Finalmente, considerando la érbita del planeta esencialmente circular, v = Qa, con lo cual
obtenemos

1
T=3%%. (3-10)
Reemplazando esta ecuacién en (3-7) obtenemos la ecuacién (3-6). W

La tasa de migracion se obtiene por un ajuste de minimos cuadrados sobre el semieje
dentro del intervalo en el cual la misma exhiba una variacién constante. En este sentido
los autores observan respecto a la variacion del semieje en sus simulaciones y pruebas,
que existen dos estadios principales: una fase transitoria donde estan presentes os-
cilaciones y saltos del semieje producidos por el dominio de los efectos estocésticos
relacionados principalmente con la masa y distribucion inicial de las particulas que si-
mulan al disco, y una fase estacionaria donde se presenta una variacién casi constante
del semieje con saltos y oscilaciones de mucha menor amplitud, donde efectivamente
determinan la tasa de migracién planetaria por la friccion dinamica con el disco. Los
autores mencionan que para las simulaciones de masas Mj y Mg requieren de al menos
N = 10000 planetesimales para modelar la situaciéon correctamente, mientras que para
la masa M, se requiere un valor N = 20 000. Sin embargo, los saltos en el semieje nunca
desaparecen completamente. Sobre este punto volveremos al considerar las simulacio-
nes con nuestro propio codigo. En lineas generales, las simulaciones realizadas por los
autores, muestran que los planetas migran hacia el interior del disco desarrollando un
patron espiral en el sentido contrario a la traslacion planetaria. El disco se ve muy
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3.2. Migracién de un tnico cuerpo planetario.
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Figura 3.1. Variacion relativa del semieje mayor respecto a su valor inicial en la
migracién del cuerpo planetario Mj.

perturbado en las cercanias de las resonancias de Lindblad y la de corrotaciéon y una
brecha en la densidad superficial del disco aparece en la zona de superposicion de reso-
nancias, siendo la misma muy profunda para los casos de las masas My y Mg y menos
pronunciada para el caso de la masa M.. Las velocidades de migracion determinadas
a partir del promedio de al menos cuatro corridas en cada caso, muestra que la escala
de tiempo de migracién se encuentra en el orden de ~ 10° afios. Aunque los planetas
predan el disco, la gran mayoria de los planetesimales que cruzan la érbita del planeta
son dispersados y no acretados. La comparacién del torque resonante obtenido de la
simulacién con respecto al valor computado por el modelo tedrico lineal muestra una
reduccion del torque medido por un factor de 0.38 para M., 0.04 para Mg y 0.01 para
Mj. Estos resultados indican que mientras que para M, la disminuciéon del torque es
lo esperado para migradores de Tipo I en discos gaseosos, los cuerpos mas masivos se
comportan como migradores de tipo II en discos gaseosos.

Con el fin de poner a prueba nuestro cédigo, en este escenario descrito, consideramos
el caso del perturbador planetario de masa igual a la masa de Jupiter, My, ubicado
inicialmente a 5 UA y sumergido en un disco de densidad constante ¥ = 12 g cm ™2
extendiéndose entre 2 y 11 UA. El disco es construido a partir de la distribucién
de N = 20000 particulas siguiendo un perfil de densidad constante, con lo cual la
masa de cada una de ellas es de m = 0.008Mg y por lo tanto la granularidad del
sistema es M/m ~ 38000 4. Las excentricidades e inclinaciones orbitales iniciales de
las particulas son generadas al azar siguiendo un perfil gaussiano con dispersiones de
valores 0.01 y 0.005 respectivamente, en tanto los restantes elementos orbitales son
generados al azar siguiendo una distribucion de probabilidad uniforme en el rango
correspondiente. La simulacion es llevada a cabo a lo largo de 100 000 afios con un paso
temporal At = 0.1 anos. La Fig. 3.1 muestra la variacién relativa del semieje mayor

4Recordemos que Mj = 313Mg,.
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Figura 3.2. Estado el disco de planetesimales en el plano z—y resultante de la
migracion del cuerpo planetario Mj al finalizar la simulacién en 10° afios. Los signos
"+’ indican la localizaciéon de la estrella central y el cuerpo planetario. Nétese la
presencia de planetesimales corrotadores agrupados en las cercanias de los puntos
lagrangianos L4 y Ls del planeta.

del perturbador planetario a lo largo del tiempo. La velocidad de migracion, obtenida
siguiendo el procedimiento descrito anteriormente en [20-80]x 10% afios, arroja el valor

a=—122x107% UA afio *,
lo cual da un tiempo caracteristico de deriva de
T =4.1 x 10° afios,

resultados compatibles con los obtenidos por Cionco y Brunini (2002). Es interesante
destacar que el resultado anterior es obtenido a partir de una tnica simulaciéon y no
del promedio de un conjunto de ellas, como es realizada por los autores mencionados,
ya que en nuestra simulacion la variacion del semieje, luego de la fase inicial, tiene un
comportamiento suave. Esto se debe en ultima instancia a la introduccion en nuestro
c6digo de la funcion encuentro para el tratamiento de los encuentros, tal como hemos
descrito en la seccion 2.3 del capitulo 2. Como hemos indicado, tal funcion mantiene la
naturaleza simpléctica del integrador a la vez que permite seguir correctamente un en-
cuentro. Por el contrario el esquema maés simple que calcula dicho encuentro como una
interaccion de dos cuerpos mas una perturbacion debida a la estrella central, implemen-
tado en el codigo original de Cionco y Brunini, termina destruyendo la simplecticidad
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3.3. Migracion planetaria en un disco masivo.
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Figura 3.3. Distribucién del ntimero de particulas a lo largo del disco, normalizadas
al valor del semieje mayor de la o6rbita del planeta migrante, al tiempo inicial y final
de la simulacién para el cuerpo planetario Mj. La localizacion de las resonancias de
Lindblad estan indicadas por las lineas verticales.

del codigo y es origen de los saltos, luego de la fase transitoria, en la evoluciéon del
semieje reportados por los autores.

Continuando con el andlisis de los resultados de la simulacién con nuestro cédigo,
la figura 3.2 muestra la depredacion del disco de particulas debido al patrén espiral que
tiende a desarrollar el planeta en su migracion, en tanto que la figura 3.3 muestra la
distribucion del niimero de particulas del disco con la distancia radial al tiempo inicial
y final de la simulacién, junto con la localizacion de las resonancias de Lindblad en el
disco. Como puede apreciarse, una profunda brecha surge en la zona de superposicién
de las resonancias. Finalmente, en la figura 3.4 se muestra el estado dinamico del
disco en el plano a—e al finalizar la simulacién. Tal grafico da cuenta de la excitacion
de los planetesimales dentro de la zona de cruce con el perturbador planetario, cuyo
limite es indicado por la linea continua®. Dentro de esta zona los planetesimales se
ven fuertemente dispersados, aumentando a la vez su excentricidad y semieje. Por otra
parte, también se observa excitacion de la excentricidad en zonas del semieje resonantes
al planeta por fuera de la zona de cruce.

3.3. Migracion planetaria en un disco masivo.

En esta seccién mostraremos la capacidad de nuestro c6digo en un segundo escenario
de migracion mas complejo que involucra a los planetas gigantes del sistema solar segiin
el articulo de Gomes y otros (2004).

5Ver apéndice E para la definicién y célculo de la zona de cruce planetario.
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3. Escenarios de migraciéon planetaria por interacciéon planeta—disco

Figura 3.4. Estado dindmico en el plano (a,e), de semiejes a y excentricidades e,
del disco de planetesimales al final de la simulacién (¢ = 10° afios) correspondiente
al cuerpo planetario Mj. La linea continua indica el borde de la zona de cruce con
el planeta.

Antes de describir las simulaciones consideradas procederemos a dar el contexto
tedrico y observacional que involucran a las mismas. En los tltimos anos, el ntimero
de objetos conocidos mas alla de la 6rbita de Neptuno, denominados colectivamente
como objetos transneptunianos (TNOs, del inglés trans-Neptunian objects), ha crecido
enormemente en virtud de los avances de las técnicas de observacion astrondmica.
Aunque su existencia teodrica fue sugerida en los anos 50 del siglo pasado por Edgeworth
y Kuiper (ver Davies y otros (2008) para una revisién historica de los primeras ideas
concernientes a esta region), sélo en tiempos mas recientes se descubri6 el primer objeto
transneptuniano (descontando a Pluton y su satélite Caronte): 1992 QB; (Jewitt y Luu,
1993). Desde entonces el nimero de objetos conocidos sobrepasa el millar, tal como lo
muestra la lista de objetos transneptunianos actualizada constantemente en el Minor
Planet Center®. Con tamaifios en el rango de las decenas a unos miles de kilémetros
todos ellos comparten una caracteristica que los define, a saber, los perihelios de sus
6rbitas son mayores que el semieje mayor de Neptuno (a = 30 UA) y sus érbitas se
extienden hasta unas centenas de unidades astronémicas. Actualmente, la dindmica de
sus Orbitas permite diferenciar estos objetos en, al menos, cuatro clases (Delsanti y
Jewitt, 2006), lo cual se ilustra en la Figura 3.5.

SEl Minor Planet Center (MPC) es un organismo del Smithsonian Astrophysical Observatory
(SAO), que forma parte del Center for Astrophysics (CfA) junto con el Harvard College Observa-
tory (HCO). Bajo el auspicio de la International Astronomical Union (IAU), el MPC es la institucién
encargada de recopilar observaciones de los cuerpos menores del Sistema Solar, calcular sus érbitas y
publicar los resultados. En su sitio Web, http://www.minorplanetcenter.net/iau/mpc.html, ofrece
numerosos servicios, uno de los cuales es el catdlogo en linea de objetos transneptunianos, accesible
en http://www.minorplanetcenter.net/iau/lists/MPLists.html.
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3.3. Migracion planetaria en un disco masivo.

I. En primer lugar tenemos los objetos resonantes, los cuales se encuentran en resonan-
cias de movimiento medio con Neptuno. De entre ellas, la resonancia 2:3, con locali-
zacion nominal en 39.4 UA, es la méds densamente poblada (del orden del centenar de
objetos). Sus miembros son conocidos como plutinos puesto que Plutén pertenece a tal
poblacion.

11. En segundo lugar, podemos distinguir a los objetos del cinturon de Edgeworth- Kuiper
cldsico, los cuales son objetos no resonantes con bajas excentricidades (e < 0.2) que
se encuentran en la regiéon comprendida entre la resonancia de movimiento medio 3:2
a 39.4 UA y la resonancia 1:2 a 47.6 UA (sin incluir a las mismas). Las observaciones
muestran que en esta regiéon conviven dos poblaciones, una de bajas inclinaciones,
i < 4°, conocida como poblacion “fria” (cold), y otra de altas inclinaciones, tanto
como 30° o més, denominada poblacion “caliente” (hot). El conjunto de objetos de
las poblaciones resonantes y del cinturén de Edgeworth-Kuiper clasico se conocen,
colectivamente, como objetos del cinturén de Edgeworth-Kuiper (KBOs, del inglés
Kuiper belt objects).

11. La tercera clase la constituyen los objetos del disco dispersado (SDOs, del inglés
scattered disk objects), los cuales tienen perihelios en el rango de 30 a 40 UA con
excentricidades e inclinaciones altas.

1v. Finalmente, una cuarta clase corresponde a los llamados objetos del disco dispersado
extendido (E-SDO, del inglés extended scattered disc objects) o, con mas propiedad,
objetos distantes separados (DDO, del inglés distant detached objects) los cuales poseen
distancias perihélicas de méas de 40 UA. Con perihelios tan lejanos de la érbita de
Neptuno, su influencia gravitacional no es significativa y de aqui que se consideren
“separados” respecto de las otras poblaciones.

La determinacion de los mecanismos que originaron la estructura actual de los
objetos transneptunianos constituye un tema activo y de ningin modo esta completa.
Esto se debe a que un buen modelo debe poder explicar ciertas particularidades de la
dindmica actual de la regién resefiadas por Levison y otros (2008):

I. La presencia de objetos con altas excentricidades en las resonancias externas de mo-
vimientos medios con Neptuno (2:3, 3:5, 4:7, 1:2, 2:5, etc.). Un anélisis de su dinamica
muestra que estas resonancias son estables, pero no explica por qué ni como existen
objetos en estas resonancias sobre oOrbitas con excentricidades tan grandes como lo
permiten los criterios de estabilidad.

1. La excitacion de las excentricidades en el cinturén de Kuiper clasico. La excentrici-
dad media de la poblacién del cinturén clasico es ~ 0.07. Aun cuando la excentricidad
media actual de los objetos de esta poblacion es relativamente pequena, la misma es, al
menos, un orden de magnitud mayor que aquella que debié haber existido en la forma-
cién de estos objetos. La dinamica actual es estable en la regién del cinturéon clasico,
de modo que sin mecanismos perturbativos adicionales, las pequenas excentricidades
primordiales deberian haber sido preservadas hasta los tiempos actuales.

1. La carencia de objetos del cinturéon de Kuiper clasico sobre érbitas cuasi-circulares
(e < 0.05) en el rango de semiejes 44 < a < 48. En efecto, mas alld de 44 UA la
excentricidad de la poblacién de objetos tiende a incrementarse con el semieje. Este
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Figura 3.5. Objetos transneptunianos en el plano (a,e) de semiejes a y excentri-
cidades e, de acuerdo a las listas del MPC a finales de enero de 2014. Los circulos
representan la poblacién resonante y los objetos del cinturén de Kuiper clasico. Las
lineas verticales muestran las localizaciones nominales de las resonancias 2:3 y 1:2
con Neptuno. Los plutinos constituyen la poblacién de la resonancia 2:3, mientras
que la resonancia 1:2 establece un borde externo a la distribuciéon de objetos del
cinturén clasico. Los tridngulos representan la poblacién del disco dispersado y del
disco dispersado extendido. La curva a trazos corresponde a valores de a y e con un
perihelio ¢ de 40 UA.

hecho no puede ser explicado ni como consecuencia de un sesgo observacional ni por

consideraciones de estabilidad dindmica’.

1v. El limite exterior del cinturéon de Kuiper clasico coincidiendo con la localizacion de
la resonancia externa de movimientos medios 1:2 de Neptuno. S6lo objetos con gran-
des excentricidades asociados a la poblacion del disco dispersado u objetos distantes
separados parecen existir mas alld de dicho limite. La carencia de objetos con bajas ex-
centricidades mas alla de la resonancia 1:2 no puede ser explicada como consecuencia
de un sesgo observacional y un analisis de estabilidad muestra que tal regién resul-
ta ser estable, incluso a moderadas excentricidades. Por lo tanto, cualquier poblacion
primordial distante deberia haber permanecido alli hasta la actualidad.

V. La distribucién de inclinaciones en el cinturén de Kuiper clasico y la correlacion de
propiedades fisicas. Como ya hemos indicado, las observaciones sugieren la coexistencia
de dos poblaciones en el cinturén de Kuiper clasico: una poblaciéon dindmicamente fria
(cold), constituida por objetos en drbitas con inclinaciones i < 40°, y una poblacién

7 Si esta caracteristica fuese simplemente la consecuencia de un sesgo observacional que favorece el
descubrimiento de objetos con 6rbitas de distancias perihélicas ¢ mas pequenas, el limite inferior de la
distribucién de tales objetos en el plano (a, ) seguirfa una curva dada por un valor de ¢ constante. Sin
embargo, las observaciones indican que la excentricidad en la regién considerada crece més fuertemente
con el semieje mayor que respecto al valor que tomaria si siguiese una curva de ¢ constante.
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3.3. Migracion planetaria en un disco masivo.

dindmicamente caliente (cold) de mayores inclinaciones. Ademas la evidencia observa-
cional muestra que estas dos poblaciones tienen diferente distribucion de tamanos y
diferentes colores. La poblacién hot consiste en objetos mas grandes que la poblacion
cold y, mientras que la poblaciéon hot muestra un amplio rango de colores, de rojo a
gris, los objetos de la poblacion cold son principalmente rojos. Estas diferencias en las
propiedades fisicas sugiere que las dos poblaciones tienen origenes distintos.

V1. El llamado problema del déficit de masa de la region transneptuniana. Las estima-
ciones de la masa total contenida actualmente en el cinturéon de Kuiper indican valores
en el rango de 0.01Mg a 0.1Mg. Aun dentro de la incerteza de este valor, los modelos
indican una diferencia de 2 a 3 érdenes de magnitud con respecto a la masa primigenia
necesaria para la formacién in situ del cinturén de Kuiper. En particular, para que los
objetos hoy presentes se hayan formado en un tiempo de 107 ~10® afios, el cinturén
de Kuiper tuvo que contener originalmente de 10 a 30Mg de material sélido en un
disco dindmicamente frio. Puesto que la mayor parte del cinturén de Kuiper actual es
dindmicamente estable, no es posible explicar la remocién de mas del 99 % de su masa
primordial en este contexto.

Aun sin disponer de un modelo completo que de cuenta de todas estas caracteristi-
cas, es un consenso general que la migracion planetaria de Neptuno desde su posicién
de nacimiento original hasta la actual fue la responsable de “esculpir” la region trans-
neptuniana, generando las caracteristicas observacionales actuales (Armitage, 2010).

En Malhotra (1993, 1995) se plantea por primera vez que las excentricidades de
los objetos resonantes del cinturén de Edgeworth-Kuiper pueden ser explicadas como
consecuencia de una migracion de Neptuno hasta su posicién actual de al menos 5 UA.

&1 En efecto, bajo ciertas condiciones un cuerpo capturado en una resonancia externa de
movimiento medio de un planeta, continia atrapado en dicha resonancia conforme el planeta
migra hacia afuera y, al mismo tiempo, la excentricidad de dicho cuerpo se incrementa (Mu-
rray y Dermott, 1999). Especificamente, para una particula en la resonancia externa j:(j+1),
la excentricidad evoluciona segin la ecuacién (Malhotra, 1995)

et =ek + b log AN (3-11)

J+1 ano’

donde ey es la excentricidad de la particula al instante en que la misma es capturada en la
resonancia, siendo ay o el semieje mayor de Neptuno cuando dicho evento ocurre, e y ay la
excentricidad de la particula y el semieje mayor de Neptuno al mismo instante, posterior a la
captura. Aplicando esta ecuacién a Plutén, asumiendo la captura en resonancia 2:3 (j = 2)
en una orbita circular en cierta posiciéon de Neptuno a determinar y la consiguiente evolucion
hasta alcanzar el valor actual de la excentricidad e = 0.25 con Neptuno en la posiciéon actual
any = 30 UA, encontramos que Neptuno se encontraba a an,p ~ 25 UA al momento de la
captura. Por lo tanto, Neptuno ha migrado al menos 5 UA. B

La ecuacion (3-11), de la cual deriva el resultado anterior, requiere de ciertas aproxi-
maciones en el marco del modelo conocido como aproximacion adiabdtica de la captura
en resonancia, la cual implica, en el contexto descrito, un tinico planeta sobre una 6r-
bita circular migrando lenta y monétonamente. Asi, el modelo no puede ser aplicado si
la excentricidad del planeta o la inclinacion de la particula es grande. Pero, ademas, si
conforme el planeta migra, éste se encuentra con otros planetas u otros planetesimales
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de mayores dimensiones que el resto presente en el disco, entonces el semieje mayor
del mismo sufre saltos al igual que las localizaciones de las posiciones resonantes; si la
amplitud de tales saltos son mayores que el ancho de la resonancia, entonces las parti-
culas atrapadas en las mismas seran liberadas (Murray-Clay y Chiang, 2005). Por otra
parte, aunque el escenario de barrido de las resonancias puede explicar la existencia de
la poblacién resonante, no puede dar cuenta de la distribucién orbital de los objetos no
resonantes del cinturén de Kuiper clasico. Claramente, el estudio de un escenario mas
completo requiere invariablemente de simulaciones numéricas que permitan, contras-
tando con las caracteristicas observables del cinturéon de Kuiper, determinar que tipo
de migracién ocurrio en el sistema solar y, asi, en ultima instancia derivar la masa y
estructura del disco protoplanetario primigenio.

Consideremos, entonces, el trabajo de Gomes y otros (2004), en donde los autores
analizan, a través de un conjunto de simulaciones, distintos regimenes de migracion que
Neptuno puede seguir, dependiendo de la masa presente en el disco protoplanetario re-
manente del proceso de formacién planetaria. Sus resultados les permiten sugerir que
la actual posicién de Neptuno y el problema del déficit de masa de la region transnep-
tuniana pueden ser explicados suponiendo que el disco protoplanetario tenia su borde
exterior alrededor de las 30 UA. Nétese que este truncamiento en la distribucién de
particulas del disco no contradice la existencia del cinturén de Kuiper actual, a mas
de 40 UA, puesto que en el contexto descrito, todo el cinturén de Kuiper habria sido
generado a partir de la dispersion de los cuerpos presentes en las cercanias de dicho
borde durante el pasaje de Neptuno en su migracion hacia el exterior. En particular,
nos interesa destacar, entre el conjunto de simulaciones presentadas, aquellas que con-
sideran una configuracion inicial mas compacta de los planetas gigantes en un disco de
planetesimales que se extiende entre 20 y 50 UA, esto es, hasta el borde actual del cin-
turén de Kuiper cldsico, con un perfil de densidad superficial que varia con la distancia
radial 7 sobre el plano del disco como r~!. Para dicho sistema se efectiian distintas
simulaciones donde se varia la masa total del disco, desde 40Mg hasta 200Mg,. Los
resultados muestran que la evolucién temporal del semieje mayor de Neptuno difiere
segun la masa total del disco considerado como sigue:

I. Para un rango entre 40Mg y 45Mg, después de una rapida migracion, Neptuno
desacelera su tasa de migracion hacia el exterior hasta alcanzar un valor casi nulo,
alcanzando asi un cuasi-asintotico semieje mayor que lo posiciona dentro del disco
pero alejado del borde exterior del mismo. La regién del disco por fuera de la orbita
de Neptuno preserva su perfil de densidad original, mientras que en la regiéon interior
estd casi completamente despoblada. Tal régimen de migracién es denominado por los
autores como migracion amortiguada.

11. En los discos con masa mayor o del orden de 50M, por el contrario, la migracion
continiia y Neptuno alcanza una posicién final un poco mas alla del borde exterior del
disco. Este régimen es denominado por los autores como migracion forzada.

111. Para discos con masas mayores que unas 100Mg el semieje mayor de Neptuno ya no
se incrementa monotonamente con el tiempo, sino que Neptuno alcanza rapidamente
el borde exterior del disco y revierte su direcciéon migrando hacia el interior, para luego
volver a migrar hacia el exterior hasta alcanzar nuevamente el limite exterior del disco.
Este régimen de migracion es denominado, por los autores, migracion en fuga. Aqui el
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3.3. Migracion planetaria en un disco masivo.
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Figura 3.6. Evolucién de los semiejes mayores de los cuatro planetas gigantes en
un disco de planetesimales de 200 Mg, extendido inicialmente entre 20 y 50 UA. Las
curvas se corresponde, de abajo hacia arriba, a Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno.

proceso de migracion es autosustentado, es decir, una vez iniciada la migracion, ésta
procede sin la necesidad de que otros planetas estén presentes.

Con el fin de testear nuestro cddigo en el escenario planteado consideramos, en par-
ticular, una simulacion de la migracion en fuga de Neptuno para un disco de 200Mg,
en la region de 20 a 50 UA, tal como es descrita en el trabajo referenciado. A saber, se
consideran 6rbitas iniciales de excentricidad e inclinacion nulas para Jupiter, Saturno,
Urano y Neptuno con semiejes mayores de 5.4, 8.7, 13.8 y 18.1 UA, respectivamente.
El disco de planetesimales se extiende desde 12.5 a 50 UA. Puesto que, debido a la
acrecion planetaria, el disco deberia estar despoblado en la regiéon que contiene a los
planetas, se supone que la regién interna de 12.5 a 20 UA contiene unas 5Mg con
un perfil de densidad superficial que decae con la distancia radial sobre el plano del
disco como r~15. Por otra parte, en la regién externa, de 20 a 50 UA, se supone que
el disco es tan masivo como para contener 200M con un perfil de densidad superfi-
cial proporcional a r~!. Entonces, la regiéon exterior del disco es simulada utilizando
N = 10000 particulas de igual masa, la cual impone entonces que el disco interior sea
simulado con N = 250 particulas de idéntica masa. La excentricidades e inclinaciones
orbitales iniciales de las mismas siguen un perfil gaussiano con dispersiones de valo-
res 0.01 y 0.05 respectivamente, con los restantes elementos orbitales asignados segtin
una distribucién de probabilidad uniforme en el rango correspondiente. La simulacion
procede sobre 20 x 10° afios con un paso temporal At = 0.5 afios. Como en las si-
mulaciones precedentes, las particulas interacttian con los planetas pero no entre ellas.
La Figura 3.6 ilustra la evoluciéon temporal de los cuatro planetas gigantes. Como era
de esperarse, Saturno, Urano y Neptuno tienden a migrar hacia el exterior, mientras
que Jupiter lo hace hacia el interior del disco. Pero més importante atn, nuestra si-
mulacién reproduce el régimen de migracion en fuga de Neptuno: aproximadamente a
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3. Escenarios de migraciéon planetaria por interacciéon planeta—disco

a) t =6 x 10° afios b) t =7 x 105 afios

Figura 3.7. Estado dindmico del disco en el plano (a,e), de semiejes a y excen-
tricidades e, antes y después de que Neptuno alcance el borde exterior del disco y
revierta la direcciéon de su migracion. Las lineas continuas indican los bordes de las
respectivas zonas de cruce de cada planeta.

6 x 10° afios, Neptuno acelera rapidamente su migraciéon y alcanza el borde exterior
del disco donde revierte su migracién, para luego, al tiempo 1.2 x 107 afios, comenzar
a migrar nuevamente hacia el exterior. Finalmente, la figura 3.7 muestra, en el plano
de semiejes y excentricidades, el aumento del estado de excitacion de la zona exterior
del disco durante el primer pasaje de Neptuno hacia el borde exterior y su reversion
de la direccién de migracion.

3.4. El modelo de Niza.

Los modelos descritos en la seccion anterior suponen que Neptuno migra hacia el
borde exterior del disco sobre una orbita cuasi-circular. Existe, sin embargo, una pro-
puesta alternativa donde la evolucion orbital de los planetas gigantes es sustancialmente
diferente. Este modelo, conocido como modelo de Niza (debido a que los investigadores
involucrados trabajaban en el Observatorio de la Costa Azul en tal ciudad de Francia
al momento de su concepcién) exhibe una corta, pero remarcable, fase de inestabili-
dad dindmica global producto del cruce de Saturno y Jupiter en una resonancia de
movimiento medio de bajo orden. Tal escenario permite, de acuerdo a una serie de
simulaciones numéricas en los trabajos que presentan dicho modelo, (i) reproducir los
elementos orbitales actuales de los planetas gigantes (Tsiganis y otros, 2005), (i7) mos-
trar que es posible la captura de las poblaciones de troyanos de Jupiter y Neptuno
(Morbidelli y otros, 2005; Tsiganis y otros, 2005), (éi7) dar una explicacién al denomi-
nado bombardeo intenso tardio sobre los planetas interiores (Gomes y otros, 2005) vy,
finalmente, (iv) reproducir las principales caracteristicas de la regién transneptuniana
(Levison y otros, 2008).
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3.4. El modelo de Niza.

El modelo de Niza postula que los planetas gigantes se encuentran inicialmente en
orbitas cuasi circulares (e ~ 1073) y coplanares (i < 0.1°) con una configuracién en las
separaciones orbitales significativamente més compacta que la actual. Especificamente,
los planetas gigantes gaseosos son ubicados de manera que Jupiter orbita a 5.45 UA
(esto es, levemente mas alejado del Sol que en la actualidad), mientras que Saturno
es colocado entre 8 y 9 UA, siempre dentro de la resonancia exterior de movimientos
medios 1:2 de Jupiter (a una localizacién de 8.65 UA), la cual es una hipétesis clave
para el modelo 8. Por su parte, los planetas gigantes helados, son dispuestos con Urano
entre 11 y 13 UA y Neptuno entre 13.5 y 17 UA. La otra pieza clave del modelo es la
presencia de un disco de planetesimales mas alla de los planetas conteniendo, en total,
unas 35Mg v extendiéndose hasta su borde externo a unas 30 UA (como lo sugiere
el trabajo de Gomes y otros (2004), resefiado en la secciéon anterior) y con el borde
interno aproximadamente 1.5 UA del planeta mas alejado, valor que es impuesto por
el requisito de que las particulas de este disco tienen que tener un tiempo de vida
dindmico del orden o mayor al tiempo de vida supuesto para el disco gaseoso, unos
3 x 10 afios, pues de lo contrario ellas habrian sido eliminadas durante la etapa en que
el gas estaba presente.

Con tal configuracién, las simulaciones muestran que los planetesimales en las cer-
canias del borde interno del disco son dispersados por Neptuno, muchos de ellos hacia
la region interior, sobre una escala de tiempo del orden de los millones de afos de
manera que la interaccién gravitacional de tales planetesimales con los planetas causa
una lenta migracion de los mismos, moviéndose Jupiter hacia afuera y los restantes pla-
netas hacia el interior. La clave del modelo de Niza es que después de un largo tiempo,
entre 305 y 1100 millones de anos, Jupiter y Saturno, al migrar en direcciones opuestas,
cruzan su mutua resonancia 1:2 causando un comportamiento cadtico sobre las orbitas
de los gigantes helados que desestabilizan todo el disco de planetesimales. En efecto,
el cruce de tal resonancia excita las excentricidades de Jupiter y Saturno a valores
levemente mayores que los actuales. Sin embargo, este evento conduce a un aumento
significativo de las excentricidades de Urano y Neptuno favoreciéndose asi, en un corto
periodo de tiempo, los encuentros entre ambos y, en consecuencia, un comportamiento
cadtico de sus 6rbitas®. Esto lleva a ambos gigantes helados a migrar rdpidamente hacia
afuera en 6rbitas de gran excentricidad (e ~ 0.3 — 0.4), las cuales penetran profunda-
mente en el disco de planetesimales, desestabilizandolo y dispersando planetesimales
del mismo sobre todo el sistema. A continuacion, en unos millones de anos, las ex-
centricidades de Urano y Neptuno y, en menor medida, las de Jupiter y Saturno, son
reducidas producto de la friccion dinamica ejercida por el disco de planetesimales, y
los planetas alcanzan sus 6rbitas finales cuando Neptuno, en su rapida migraciéon que
produce el vaciamiento del disco, llega a las cercanias del borde externo del mismo. Los
valores finales de semiejes mayores, excentricidades e inclinaciones de las simulaciones
reproducen cuantitativamente las orbitas actuales de los planetas gigantes.

Por otra parte, los planetesimales dispersados hacia el interior del sistema durante
la desestabilizacion del disco, junto con material proveniente del cinturén de asteroides

8En la actualidad Saturno se encuentra en el exterior de la resonancia externa 1:2 de Jupiter y en
el interior de la resonancia externa 2:5.

9De hecho, en la mitad de las simulaciones llevadas a cabo por Tsiganis y otros (2005), se observa
que los gigantes helados intercambian sus érbitas.
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3. Escenarios de migraciéon planetaria por interacciéon planeta—disco

también desestabilizado por la migracién de Jupiter y Saturno que los aleja de la reso-
nancia 1:2, son considerados, por el modelo, los causantes del denominado bombardeo
intenso tardio: un corto periodo de tiempo, aproximadamente unos 700 millones de
ailos después de la formacion del sistema solar hace unos 4.6 x 10° afios atras, donde
la intensidad de impactores sobre los cuerpos del sistema solar interior fue de gran
magnitud 9.

Ademas, las simulaciones muestran que una fracciéon de las particulas dispersas
son atrapadas en la resonancia de movimientos medios 1:1 de Jupiter, dando origen,
cuando Jupiter y Saturno estdn lo suficiente alejados de la resonancia mutua 1:2, a
una poblacion estable cuya distribucién orbital resulta estar de acuerdo con la de los
troyanos de Jupiter. Las simulaciones muestran también una poblacién de troyanos de
Neptuno capturados cuando la excentricidad del planeta esta siendo amortiguada por
el disco de planetesimales.

Finalmente, la region transneptuniana, de acuerdo al modelo, es formada a partir de
las particulas del disco original dispersadas hacia afuera durante la evolucién orbital de
Neptuno desde una orbita de gran excentricidad hasta la amortiguacion de la misma.
Las simulaciones permiten reproducir las dos clases dinamicas, “fria” y “caliente”, de
la poblacién del cinturén de Kuiper clasico, su limite exterior en la resonancia de
movimientos medios 1:2 con Neptuno, las poblaciones resonantes con Neptuno y el
déficit de objetos sobre oOrbitas con baja excentricidad entre 45 y 48 UA. Mas aun,
el modelo da cuenta de una poblacién de objetos més alla de la resonancia 1:2 con
Neptuno con distancias perihélicas de unas 40 UA, las cuales se corresponden a la
actual poblacién de objetos del disco dispersado.

El modelo de Niza, sin embargo, produce una poblacion fria del cinturéon de Kuiper
clasico con una excentricidad media mas alta que la observada y no puede reproducir
las mas altas inclinaciones presentes en el cinturon clasico. Pero la principal debilidad
del modelo de Niza es que la configuracion inicial de los planetas es escogida sin tener
en cuenta la historia previa de la evolucion planetaria cuando el disco de gas estaba atin
presente. Este problema es abordado por Morbidelli y otros (2007) y conduce a una
variante en la cual los planetas se encuentran en una configuracion multiresonante luego
de la desaparicion del disco gaseoso, con Jupiter y Saturno en su mutua resonancia de
movimientos medios 2:3 y Urano y Neptuno en la respectiva resonancia 3:4. La presencia
de un disco de planetesimales por fuera de la regién planetaria rompe eventualmente
la configuracién resonante origindndose una fase de inestabilidad similar al modelo
original pero ahora cuando Jupiter y Saturno cruzan su mutua resonancia 5:3. Este
escenario refinado del modelo anterior es conocido como modelo de Niza 2.

Con fines de testear nuestro cédigo, consideraremos una simulaciéon compatible con
el escenario del modelo de Niza planteado en el trabajo de Gomes y otros (2005) para
dar una explicaciéon del bombardeo intenso tardio. Especificamente, los cuatro planetas
gigantes son colocados sobre el plano del disco, siendo los semiejes iniciales de Jupiter,
Saturno, Urano y Neptuno, 5.45, 8.18, 11.5 y 14.2 UA, respectivamente, con excentri-

10La, hipétesis del bombardeo tardio resulta de la interpretacién de los registros geolégicos de las
rocas lunares traidas por las misiones Apolo y meteoritos lunares encontrados en la Tierra (Tera y
colaboradores, 1974). Sin embargo, no hay un acuerdo unanime sobre el mismo e incluso su existencia
es puesta en duda por otros investigadores (Armitage, 2010).
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3.4. El modelo de Niza.
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Figura 3.8. Evolucion temporal de los semiejes mayores de los planetas gigantes
en una simulacion del modelo de Niza. Las curvas se corresponde, de abajo hacia
arriba, a Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno.

cidades e inclinaciones nulas. El disco de planetesimales se extiende originalmente més
alla de Neptuno, desde 15.5 UA hasta 34 UA, con un perfil de densidad que decae con
la distancia radial sobre el plano del disco como r~! y tiene una masa total de 35Mg,.
El disco se supone inicialmente “frio”, con las particulas en Orbitas cuasi-circulares,
con una dispersién de las excentricidades de 107 y una dispersién de las inclinaciones
de 0.5 x 1073, El disco es simulado utilizando N = 5000 particulas de igual masa.
La simulacién procede sobre un intervalo temporal de 80 x 10% afios con un paso de
integracion At = 0.25 anos. Planetesimales que adquieren érbitas hiperbdlicas o cuyas
distancias heliocéntricas sean mayores que 1000 UA son eliminados del sistema. Co-
mo en todas las simulaciones de este capitulo, las particulas del disco se suponen no
interactuantes, pero éstas tienen masa y por lo tanto influyen sobre el movimiento de
los planetas gigantes (y viceversa). La Fig. 3.8 muestra la evolucién de los semiejes de
los planetas gigantes. En nuestra simulacion el cruce de la resonancia 1:2 mutua de
Jupiter y Saturno se produce entre t = 72 x 10° y t = 73 x 10°% afios. Nétese que, en
tal evento, Neptuno y Urano sufren un encuentro cercano. La diferencia de un orden
de magnitud en el tiempo del cruce de la resonancia en nuestra simulacién respecto
al trabajo mencionado se debe, como también indican los autores, a la sensibilidad de
dicho instante con la localizacion inicial del borde interno del disco de planetesimales
respecto al planeta mas alejado: cuanto menor sea esta distancia mas rapidamente se
produce el evento. La Fig. 3.9 muestra el estado de excitacion del sistema, planetas
y disco. Como puede verse, por un lado, el cruce de la resonancia origina una fase
transitoria de altas excentricidades en los planetas gigantes helados, y por otro lado,
la migracion de Neptuno hacia el interior del disco produce una alta dispersion de sus
planetesimales.
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Figura 3.9. Estado dindmico del sistema en el plano (a,e), de semiejes a y ex-
centricidades e, en diversos instantes de una simulacién del modelo de Niza. Las
lineas continuas indican los bordes de las respectivas zonas de cruce de cada planeta
gigante.
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Capitulo 4

La importancia del nimero de
particulas en las simulaciones de la
interaccion planeta—disco

4.1. Introduccion.

Un punto clave de las simulaciones de la interaccién planeta—disco es el ntiimero
de particulas utilizadas para describir el disco de planetesimales. Conforme se consi-
dera en las simulaciones una masa cada vez mas pequena del planeta, mas particulas
son requeridas para obtener resultados confiables en un disco de una masa dada. Asi,
si el disco no es simulado con suficiente particulas, la interaccion planeta—disco sera
dominada por la fuerte interaccion resultante de encuentros entre el planeta y “parti-
culas” cuyas masas son demasiado grandes. El propdsito de este capitulo es examinar
la sensibilidad de las simulaciones con el nimero de particulas que modelan al disco.

4.2. Planteo del problema.

Para determinar la sensibilidad de las simulaciones con el nimero de particulas
utilizado recurrimos a una serie de simulaciones numéricas del escenario interaccién
planeta—disco descrito por Cioncio y Brunini (2002), escenario que hemos presentado
en el capitulo 3.

Esencialmente, nuestro modelo consiste en un planeta de masa M, ubicado inicial-
mente a 5 UA del cuerpo central, el Sol, sobre una érbita circular e inmerso en un disco
de masa Mgjsco constituido por N planetesimales de igual masa m. Especificamente, se
consideran cinco valores para la masa del cuerpo planetario, a saber: M = 10, 8, 6,4 y
2Myg,. Por otra parte el disco de planetesimales se toma con una masa Mgisco =~ 160Mg,
con una densidad superficial constante de 12 g cm~2, valor consistente con un modelo
de nebulosa solar de masa minima (0.01M/). El limite interno del disco es tomado a
2 UA, mientras que el limite externo es colocado a 12.5 UA, cubriendo asi todas las
resonancias relevantes. Las excentricidades e inclinaciones de las érbitas iniciales de las
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4. La importancia del nimero de particulas

particulas se consideran con una distribucién normal de media cero (restringida al ran-
g0 no negativo en el caso de la excentricidad) y dispersiones (e?)!/? = 2(;2)1/2 = 1072.
Mientras que la interaccion planeta—planetesimal es calculada plenamente, la autointe-
raccion del disco es ignorada. Por otra parte, las colisiones con el planeta son tratadas
como procesos de acrecién perfecta y planetesimales que alcanzan érbitas hiperbdli-
cas son eliminados del sistema. Destaquemos también que, en nuestras simulaciones,
ninguna particula colisiona con el Sol, de hecho sélo un niimero insignificante (< 2)
alcanza una distancia heliocéntrica menor que 1 UA. El paso de integracién escogido
es At = 0.1 afios (< 5 x 1072 del menor perfodo orbital en cada simulacién). Este
paso, resultante de una serie de experimentos previos, permite un tiempo de computo
razonable y, a la vez, una adecuada deteccién de los encuentros.

4.3. Sensibilidad al nimero de particulas.

Los resultados mas relevantes de las simulaciones son la tasa de variacion del semieje
mayor del planeta, a, la cual determina un tiempo caracteristico de deriva T dado por
la ecuacién (3-5) esto es, el tiempo necesario para que el cambio en el semieje sea del
mismo orden que su valor; y el torque I' ejercido por el disco sobre el planeta, dado
por la ecuacién (3-6).

Como muestran Cionco y Brunini (2002), para el disco simulado la interaccién
planeta—disco deberia resultar en una migracion hacia el interior del disco, con una
tasa de migracion a ser comparada con las predicciones de la teoria lineal de las on-
das de densidad, la cual, como hemos indicado en el capitulo 3, constituye una teoria
representativa de la friccion dindmica en discos. Para determinar la sensibilidad de la
tasa de migracién con respecto al nimero N de planetesimales efectuamos diversas
simulaciones con el disco de masa total dada, pero modelado con diferente niimero de
particulas, a saber, en el rango de 1000 — 250 000, para cada masa planetaria M. De
esta forma, en total, tenemos 16 simulaciones para las cinco masas planetarias con-
sideradas. Cuando la “granularidad” de la simulacién, definida por la relaciéon M /m,
es menor que un cierto valor critico, esperamos que el efecto de la friccion dinami-
ca resonante entre las particulas del disco y el planeta sea completamente superada
por los efectos estocasticos de los encuentros cercanos, conduciendo asi a un modelo
incorrecto del problema. En tanto que, cuando el nimero de particulas es incremen-
tado, el “ruido” introducido por la granularidad del modelo es reducido y esperamos
que la acciéon de la friccion dinamica resulte relevante, obteniéndose una tasa de mi-
graciéon apropiada. Tal situacion es ejemplificada dramaticamente en la Figura 4.1.
La misma ilustra la evoluciéon temporal del semieje mayor para el caso de un planeta
de M = 2M, inicialmente ubicado a 5 UA en el disco simulado con tres diferentes
valores para el nimero N de planetesimales. En la primera simulacion N = 50000,
con lo cual la masa de cada planetesimal es m = 0.00327Mg, (y M/m ~ 610). En la
segunda simulacién, N = 150000 y m = 0.00109M, (M /m ~ 1830). Mientras que en
la dltima, N = 250000, m = 0.00066 Mg, (M/m ~ 3050). Estos resultados muestran
claramente que los modelos del disco de la primera y la segunda simulacién no son
confiables, mientras que recién la tercera simulacién muestra una migracién hacia el
interior del disco como lo requiere nuestro escenario. Notese también que la figura ilus-
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Figura 4.1. Evolucién temporal del semieje mayor en tres simulaciones para un
planeta de masa M = 2Mg.

tra un resultado potencialmente peligroso: aun cuando la interaccién dinamica con el
disco sea pobremente modelada el semieje mayor del planeta puede experimentar una
suave migracion, aunque en la direccion incorrecta.

4.4. El término de friccién dinamica y su correcto
modelado.

Para verificar que las simulaciones incorrectas son efectivamente consecuencia de
un incorrecto modelado de la friccion dinamica, recurrimos a la descripcién estadistica
de las orbitas de los planetesimales conocida como aproximacién de “particula en una
caja” (Stewart y Wetherill, 1988). Este modelo concibe a los planetesimales en 6rbitas
aproximadamente circulares coplanares y concéntricas. La mutua interaccion gravita-
cional perturba sus érbitas conduciendo a valores pequenos (pero no despreciables)
de sus excentricidades e inclinaciones. La aproximacién estadistica ignora las orbitas
individuales y utiliza, en su lugar, una distribucion de densidad de probabilidad para
describir la distribuciéon de los elementos orbitales de la poblaciéon de planetesimales.
Suponiendo que los perihelios y las longitudes de los nodos estan orientados al azar,
la distribucién de excentricidades e inclinaciones de la poblacién puede ser descrita
por una unica variable, la velocidad media cuadratica, v, con respecto a una érbita de
referencia local circular y de inclinacién nula:

5 1,5\
v = <§62 + 522> VK, (4-1)

siendo vk la velocidad circular kepleriana local, e la excentricidad e ¢ la inclinacién
(medida en radianes). En un disco kepleriano los cuerpos con distintos semiejes orbitan
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4. La importancia del nimero de particulas

el cuerpo central con diferentes velocidades medias, siendo éstas menores cuanto mayor
sea la distancia al cuerpo central. Existe, asi, un movimiento ordenado en el disco.
Ahora bien, la velocidad v de un planetesimal relativa a la de una orbita circular local
de inclinacion nula, puede considerarse como una magnitud esencialmente aleatoria.
Tales velocidades aleatorias juegan un papel analogo a las velocidades aleatorias de las
moléculas de un gas confinado en una cavidad a una temperatura dada, y de alli el
nombre de “particula en una caja” (particle—in—a—box) con que se designa al modelo
estadistico.

Distintos mecanismos pueden afectar la evolucion de la velocidad aleatoria. Una
ecuacion que describe la evolucion de un cuerpo testigo de masa M interactuando
con la poblacion de cuerpos de masa m es dada por Stewart y Wetherrill (1988).
En nuestro disco de particulas, libre de gas, esta ecuacion consta de cuatro términos.
Especificamente, la tasa de cambio de V', la velocidad relativa media cuadratica del
cuerpo de masa M, esta dada por

av

—=A+B+C+D (4-2)

donde los cuatro términos se identifican como sigue:

A. Excitacién de la velocidad causada por encuentros gravitacionales,

Ao (M 4+m)V?+ (mv? — MV?). (4-3)

B. Excitacion de la velocidad originada por colisiones inelasticas,

B oc m(V? —v?) +2MV?2. (4-4)

C. Amortiguamiento de la velocidad debido a la disipaciéon de energia por colisiones
inelasticas,

Coc —|m(V?—v?) +2MV?|. (4-5)

D. Transferencia de energia de los cuerpos mayores a los mas pequenos por friccion
dindamica,
D o mv* — MV?2, (4-6)

Los factores de proporcionalidad en estas ecuaciones son dados en el apéndice F. Aqui,
los términos A y B se comportan como términos viscosos o resistivos, donde las inter-
acciones mutuas entre planetesimales transforman la energia del flujo medio en movi-
miento aleatorio, tratando de llevar al sistema a un estado en el cual las velocidades
son independientes de la masa. En un disco rotando uniformemente ambos términos
serian nulos. Por su parte, el término C', con origen en las colisiones inelasticas, desex-
cita al sistema. Finalmente, el término D, que es el término de friccion dindmica que
nos interesa, trata de llevar al sistema a un estado de equiparticion de energia donde
las velocidades de los cuerpos mas pequefios se incrementan mientras que las de los
cuerpos mas grandes disminuyen. En efecto, si V =~ v y M > m se sigue de la ecua-
ci6én (4-6) para D que dV/dt < 0 por accién de este término e, invirtiendo el papel de
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las masas, es claro que dv/dt > 0. Si la friccién dindmica opera eficientemente llevando
al sistema un estado de equiparticion de energia entre los cuerpos mayores y menores,
el tiempo necesario para que esto ocurra se denomina tiempo de relajacion del sistema.
Notese, sin embargo, que para un disco de planetesimales con una amplia distribuciéon
de tamanos, el estado de equiparticiéon nunca es alcanzado debido a la presencia de los
términos viscosos que operan en sentido contrario.

Es importante dejar en claro que el modelo anterior constituye una descripciéon co-
rrecta del problema sélo localmente. En consecuencia, para computar los cuatro térmi-
nos involucrados en la tasa de cambio de la velocidad relativa V' del planeta M embebido
en el disco, debemos tomar en cuenta sélo aquellos planetesimales que se encuentren
dentro de una regiéon anular centrada a la distancia del planeta, a — Ar < r < a+ Ar,
de cierto ancho Ar = aRy, siendo

A\
Ry = 4-7
i=a(sr) (@)

el radio de Hill del planeta y, tipicamente, tomamos a = 3.

La evaluacion de los términos para las tres simulaciones correspondientes a M =
2Mg,, descritas en la seccion anterior, muestran, en primer lugar, que el término C' no
afecta fuertemente la evolucién de la velocidad. Asi, los términos A+ B y D controlan
el comportamiento de la tasa de cambio de V. Si la friccién dindmica es relevante,
entonces el término D debe tomar el control sobre el término A + B y por lo tanto
esperamos que la razén |A + B|/|D| permanezca menor que la unidad a lo largo del
tiempo. La Figura 4.2 muestra las contribuciones relativas de los términos A + B y
D en las tres simulaciones y permiten confirmar que sélo en la tercera simulacion
(N =250000) la accion de la friccion dindmica es relevante. De hecho, para la primera
(N =50000) y la segunda simulacion (N = 150000), la condicién |A + B| > |D| es
satisfecha un 12 % sobre la duracién de la misma, mientras que en la tercer simulacién
tal relacion sélo se satisface un 4 %.

4.5. Simulaciones confiables y el niimero de parti-
culas.

La Tabla 4.1 y la Figura 4.3 presentan el niimero de planetesimales necesarios que
hemos encontrado para obtener resultados confiables en nuestro conjunto de simula-
ciones. Como indican Cionco y Brunini (2002), la tasa de migracién a es determinada
por un ajuste de minimos cuadrados sobre la evolucién temporal del semieje mayor a
en un intervalo donde la variaciéon del mismo sea mondtona (donde efectos como rela-
jacién o saturacion de resonancias estan ausentes). A partir de tal valor, el tiempo de
deriva 7 es calculado de acuerdo a la ecuacién (3-5) y, en virtud de la circularizacién
de la érbita del cuerpo planetario por accién de la friccién dindamica, es licito aplicar
la ecuacién (3-6) para estimar el torque I' que ejerce el disco sobre el mismo.

Como ya hemos mencionado, para nuestras condiciones particulares del disco, se
espera una migracion planetaria hacia el interior del disco. En consecuencia, el término
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Figura 4.2. Contribucién de los términos A + B y D en las simulaciones con
N = 50000, N = 150000 y N = 250000 particulas para el disco de planetesimales
en el caso de un cuerpo planetario de M = 2My,.

de friccién dindmica deberia ser
mv* — MV? < 0. (4-8)

En un disco de planetesimales, podemos suponer que las velocidades aleatorias depen-
den de la masa en la forma (Safronov, 1969)

v (M) V. (19)

donde, si la fricciéon dinamica opera el exponente ¢ es negativo, e igual a —% si la
equiparticion de la energia es completamente alcanzada (Wetherill y Stewart, 1989).
Combinando estas dos ecuaciones, y usando el hecho de que todos los discos de nuestras
simulaciones tienen la misma masa total, encontramos que el niimero de planetesimales
deberia ser

N > Mgisco /M, (4-10)

Un ajuste de minimos cuadrados a nuestras simulaciones confiables, muestra, tal como
se observa en la Figura 4.3, que el nimero adecuado para obtener resultados confiables
varia como M3 un resultado compatible con la prediccién anterior.

4.6. Relevancia de los resultados.

La eficiencia de nuestro codigo nos permitioé realizar simulaciones con un gran nu-
mero de planetesimales y explorar asi la importancia de usar muchas particulas en las
simulaciones de la interaccion planeta—disco. Nuestros resultados muestran que utili-
zar un numero de planetesimales menor que cierto valor puede conducir a resultados
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M N m a T r

10 20000 0.00830 —3.22x107% 1.55x 105 —1.31 x 107
8 50000 0.00327 —5.42x107% 9.22x10° —-1.85x 1071
6 50000 0.00327 —7.72x107% 6.48 x10° —1.97 x 10710
4 100000 0.00082 —5.35x107% 9.36 x 10° —9.12 x 10~
2 250000 0.00065 —1.04 x107° 4.82 x 10> —9.84 x 10~1

Tabla 4.1. Simulaciones confiables en nuestro experimentos. La masa M del planeta
y la masa individual m de las particulas del disco son expresadas en masas terrestres.
La tasa de migracién @ es expresada en unidades de UA ano™!, el tiempo de deriva
7 en afios y el torque ejercido sobre el planeta en Mg AU? afio

-2

Figura 4.3. Numero de particulas que dan resultados confiables para diferentes

masas planetarias (expresadas en masas terrestres).
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4. La importancia del nimero de particulas

incorrectos. Como indicamos, esta situacion es potencialmente peligrosa, debido a que,
como lo muestra la Fig. 4.1, aun si la interaccion dinamica con el disco es pobremente
modelada, el semieje mayor del planeta puede experimentar una suave migracion en la
direccion incorrecta.

Aunque los resultados han sido obtenidos con un disco de estructura particular
(densidad superficial constante), una posible estrategia a considerar en una simulacién
con un disco de una dada estructura, seria efectuar una serie de simulaciones de prue-
ba con un planeta masivo de masa M, tal que requiera de un nimero relativamente
pequeno Ny de planetesimales (lo cual implica un tiempo de cémputo razonablemente
rapido). Una vez que es determinado el valor minimo Ny que da una direccién y tasa
de migracién confiables, el nimero de particulas N que debe ser usado en la simulacién
de interés, con la masa planetaria M, puede ser determinado de la relacion

M 1.3
N > N, ﬁo . (4-11)
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Capitulo 5

El efecto de la autointeraccion del
disco de planetesimales

5.1. Introduccidén.

Como hemos mencionado en varias oportunidades a lo largo de la tesis, en un
escenario con la presencia de un planeta embebido en el disco, el grado de exitacion del
disco de planetesimales es gobernado fundamentalmente por la interaccion gravitatoria
de tal planeta con las particulas del disco, siendo la autointeraccion del disco un efecto
secundario que tipicamente es despreciado en las simulaciones numéricas debido al alto
costo de tiempo de computo involucrado. Esta simplificaciéon implica la pérdida de
ciertos procesos que ocurren al tomar en cuenta la presencia de la autointeraccion.
En particular, si el disco estda dindmicamente excitado en una localizacién resonante,
tal excitacion, bajo ciertas condiciones, se propaga como una onda a través del disco,
amortiguando asi la propia excitaciéon (Ward y Hahn, 1998, 2003). Sin embargo, tal
propagacion de onda es posible sélo si la excitacién del disco es muy pequena (e < 0.01,
i < 0.3°, Hahn, 2003) y por lo tanto, en un escenario con un planeta embebido en el
disco interactuando fuertemente con las particulas que se encuentran dentro de su zona
de cruce, el efecto descrito no influye significativamente en la migracion del planeta.
Sin embargo, la autointeracciéon modifica colectivamente el estado dindmico de tales
particulas y por lo tanto es de esperar efectos secundarios. Por otra parte, al despreciar
la autointeracciéon no se estd tomando en cuenta la amortiguacién de la excitacion
dindmica del disco producto de las posibles colisiones entre particulas. Goldreich y otros
(2004) muestra un sistema en el cual la amortiguacion colisional es tan eficiente que toda
excitacion en el disco debido a la presencia de un planeta es casi completamente disipada
instantaneamente. Sin embargo, para que esto suceda, se requiere de una distribucién
de tamanos de las particulas del disco mas bien extrema, escencialmente todos los
planetesimales deben tener un diametro del orden de un centimetro. A continuacién,
exploraremos nuestros propios resultados sobre los efectos de la autointeraccion del
disco en las localizaciones resonantes de un planeta.

Como consecuencia de la migracion orbital de un planeta los planetesimales del
disco pueden ser capturados en las localizaciones resonantes en movimiento medio
del planeta (las cuales se mueven con él). En el marco del modelo de aprozimaciin
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

Simulacién (a) Simulacién (b)

Figura 5.1. Estado dindamico del sistema en el plano (a,e), de semiejes mayores a
y excentricidades e, a t = 10° afios para un cuerpo de masa M = 10Mg migrando
en un disco de planetesimales de Mgisco = 200Mg en una simulacién (a) donde la
autointeraccién del disco es ignorada y (b) donde es considerada. La simulacién (a)
da cuenta de dos poblaciones capturadas en las resonancias de movimientos medios
internas 2:1 y 3:2 del planeta, en las localizaciones nominales, al tiempo considerado,
2.52 UA y 3.05 UA, respectivamente.

adiabdtica del proceso, si el planeta se mueve hacia el interior (exterior) del disco, la
captura en resonancia puede ocurrir s6lo en las resonancias interiores (exteriores) y en
tanto la excentricidad inicial e del planetesimal sea menor que cierto valor critico eq.
Para excentricidades mayores la captura es un evento probabilistico cuya probabilidad
decrece conforme e es mayor. Asi, el proceso de captura en resonancia es dependiente
del estado de excitacion dinamica de la region del disco que encuentra el planeta, la
cual sera diferente si se tiene en cuenta, o no, la autointeraccion del disco.

Para cuantificar la situacién consideremos nuevamente un escenario de migracion
del trabajo de Cionco y Brunini (2002) descrito en el la seccién 3.2 del capitulo 3
y base de los resultados del capitulo anterior. Especificamente, un planeta de masa
M = 10Mg, es ubicado inicialmente a 5 UA del cuerpo central, el Sol, sobre una 6rbita
circular e inmerso en un disco de planetesimales de masa Mgis.o, = 200M, con densidad
superficial constante, que se extiende inicialmente entre 2 y 12.5 UA, siendo modelado
con N = 10000 particulas de igual masa m. La Figura 5.1 muestra el estado dinamico
del sistema en el plano de semiejes mayores a y excentricidades e transcurridos ¢ = 10°
anos, ilustrando la figura de la izquierda, (a), una simulacién donde la autointeraccién
del disco no es considerada, en tanto que la figura de la derecha (b) corresponde a una
simulaciéon donde si es contemplada. Como podemos apreciar, la localizacion final del
planeta es similar y, de hecho, las tasas de migracién calculadas son del mismo orden
para ambas simulaciones!. Sin embargo, en la simulacién (a) es clara la presencia de dos

Y(a) = —6.15 x 1076 UA afio~!, (b) a = —5.97 x 10~ UA ajio~ 1.
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5.2. Resonancias de movimiento medio y captura en resonancia.

poblaciones capturadas en las resonancias de movimientos medios internas 2:1 y 3:2, no
distinguibles en la simulacién (b). Ademaés la regién mas externa del disco, no sensible
a la perturbacion del planeta migrando hacia el interior, se encuentra claramente en
un estado de excitacién mayor en la simulacién (b) debido a la autointeraccién no
contemplada en (a). El problema se debe a que N = 10000 particulas para simular el
disco resulta suficiente para que la “granularidad” M /m sea adecuada para modelar
la migracion del planeta, pero, para dicho valor, la masa individual de cada particula
es m = 0.02Mg, esto es dos veces la masa de la Luna (0.01Mg). Si bien no podemos
excluir la presencia de cuerpos con masas de este orden en los discos protoplanetarios
cuando los planetas ya estan formados, ellos sélo contribuyen con una pequena fraccion
de la masa total del disco, el cual, por lo tanto, estd compuesto de un mayor nimero
de cuerpos en el rango de masas menores. Asi, la masa de cada particula individual
del disco utilizada en la simulacién no es realista, y aunque modela correctamente la
migracion, no da cuenta de las poblaciones resonantes al considerar autointeraccion.

Nos interesa, pues, en este capitulo, determinar cual debe ser el nimero de particulas
N para modelar un disco de planetesimales donde la autointeraccién es considerada y
que, a la vez, sea consistente con la posibilidad de captura en resonancia durante la
migracion planetaria. Para ello deduciremos un conjunto de ecuaciones generales que
permitan describir el estado de autoexcitacién del disco, en el marco de un modelo
local muy simplificado, las cuales aplicaremos a nuestro problema.

5.2. Resonancias de movimiento medio y captura
en resonancia.

En esta seccion introducimos brevemente la terminologia general utilizada para
describir el fenémeno de resonancias de movimiento medio asi como las ecuaciones
basicas del proceso de captura en resonancia. Nuestra discusion esta basada en el
Capitulo 8, Resonant Perturbations, del libro Solar System Dynamics de Murray y
Dermott (1999).

En esencia, una resonancia de movimientos medios ocurre cuando la razén de los
periodos orbitales de dos cuerpos son conmensurables, es decir, es aproximadamente
igual a la razon de dos enteros pequenos. Consideremos en primer lugar las resonancias
que introduce un cuerpo de masa planetaria M al perturbar el movimiento de un
planetesimal de masa m en una Orbita interior a M. Si despreciamos las (lentas)
frecuencias de precesion de los nodos y pericentros de las dérbitas, una resonancia de
movimientos medios ocurre cuando para dos enteros particulares j; vy jo se satisface la
relacion:

Jiny + jan = 0, (5-1)

donde n y n, son las frecuencias o movimientos medios de las 6rbitas keplerianas del
planetesimal y el planeta, respectivamente. Tomando j; = p+ ¢, jo = —p donde p y
q son enteros positivos, podemos escribir la conmensurabilidad de movimientos medios
involucrada como

Ny p

no_ m’ (5-2)
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

y decimos que el planetesimal m se encuentra en una resonancia interna (p + q):p de
M, siendo q el orden de la resonancia. Esta conmensurabilidad de movimientos medios
implica, a su vez, una relacion entre los semiejes mayores a y a, de las orbitas de m y
M. Suponiendo que tanto la masa del cuerpo planetario como la del planetesimal son
despreciables frente a la del cuerpo central (m, M < my), se sigue de la tercera ley de
Kepler:

n*a® = Gmy, na® = Gmy, (5-3)

2/3 2/3
Lo () () (5-4)
ap n p+q

Debido a la dependencia con el semieje mayor a,, las resonancias de movimientos
medios estdn espacialmente localizadas. Definimos la localizacion nominal a, de la
resonancia (p + ¢):p como el valor del semieje mayor del cuerpo m que satisface la

relacion:
2/3
an:< b ) ap. (5-5)

y por lo tanto

p+q
Consideremos ahora la situacion en que el cuerpo M perturba a un planetesimal

de masa m en una Orbita exterior al mismo. De manera similar a lo anterior, una
resonancia ocurre si existen valores enteros 7; y jo tales que

Jin =+ jan, = 0. (5-6)

Tomando nuevamente j; = p + q, jo» = —p, la relaciéon de conmensurabilidad entre los
movimientos medios puede escribirse como

n p

— = (5-7)

n, p+tq
y decimos que el planetesimal m se encuentra en una resonancia externa p:(p + q) de
M, siendo q el orden de la resonancia. Asimismo, la relacién entre semiejes que esta
relaciéon implica permite definir la localizacion nominal a, de la resonancia externa
p:(p + q) como el valor del semieje mayor del cuerpo m que satisface la relacion:

2/3
p+q
ap = (T) ap. (5-8)

En nuestro problema trataremos solamente con resonancias de primer orden. En
tal caso ¢ = 1, de manera que j; = p + 1, jo = —p. Siguiendo a Murray y Dermott
(1999), escribimos:

h=p+tl=j, Jp=-p=1-7 (5-9)

De esta forma, para una resonancia interna de primer orden j:(j — 1) la relacién de
conmensurabilidad y localizacion nominal de la misma son escritas como

. 1\ 23
no_ an:(]j ) 0 (5-10)
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En tanto que, para una resonancia externa de primer orden (5 — 1):7,

. . 2/3
n 5—1 7

Consideremos ahora las ecuaciones basicas del proceso de captura en resonancias de
primer orden. En primer lugar, supongamos que el planetesimal de masa m se encuentra
en una resonancia de primer orden interna j:(j — 1) del cuerpo de masa planetaria M
moviéndose, pues, en una Orbita interior a M. Ademés se considera que ambos cuerpos
se mueven sobre un mismo plano y que la érbita del planeta es circular y permanece sin
perturbar (con lo cual m < M ). Asi pues, la 6rbita de m serd capturada en resonancia
si su excentricidad e < ey, siendo (Murray y Dermott, 1999)

~1/3

3 . e M
ot = V6 i (j —1)4/3 42/ MO . (5-12)

El factor f; = fi(a) estd asociado con la parte directa de la funcion perturbadora del
problema perturbativo de dos cuerpos y depende, para una dada resonancia, solamente
de la razén de semiejes o = a/a,. Su expresion, obtenida de la primera entrada de la
Tabla 8.1 de Murray y Dermott (1999), es

fu(0) = 3[-2) — aD] B (a). (5-13)

En esta ecuacién D es el operador diferencial D = d/da y b1 /2( «) es un coeficiente de

Laplace. En forma general, el coeficiente de Laplace bY)(a), donde s = i + 1/2 es un
semientero (s = 1/2,3/2,5/2,...) es definido como

Ly = L [T cos (J¥) .
2b8 () = 27?/0 (1 —2accos®y + a2)3dw' (5-14)

En forma alternativa, estos coeficientes puede ser expresados como una serie conver-
gente para todo o < 1 2:

s(s+1)...(s+75—1)
1-2-3-+
s(s+j) 5 s(s+D)(s+5)(s+75+1) 4

[”1@“)@* ST ES T

a? x

(5-15)

En el caso particular 7 = 0 el factor fuera de los corchetes es igual a la unidad. Tales
coeficientes satisfacen ciertas relaciones entre si, en particular:

o) =) (5-16a)
Db = (b9 —2ab9) + b)), (5-16b)

2Recuérdese que como estamos tratando una resonancia interna a < a,, la condicién a < 1 se
satisface.
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Utilizando la relacion (5-16b) es inmediato mostrar que la expresion de fy dada por la
ecuacion (5-13) puede escribirse como:

G 1 i
fal@) = =j bih(a) = Ja 05" (@) = 2005 (@) + 1550 ()] (5-17)
#0 En efecto,

1 .
Ja(a) = 5[-2j - aD]b{})

1
- 1208, - api)

Lo G-1 +1)
- 2 bgj/)Q (b:(J,j/Q —2a bg]/)Q + b:(aj/Q )
a0 L oG- @) o, G+
=-J blj/z @ [b3]/2 —2a bsj/z + bsj/z ]

la cual es, precisamente, la ecuacion requerida. ll

En la evaluacién de f; para una resonancia particular el valor de a queda determina-
do por la localizacién nominal de la resonancia. Asi, en nuestro caso, segin la ecua-

ci6én (5-10):
‘ 2/3
. 1
a=2— <‘7—> . (5-18)

ap ]

Las ecuaciones presentadas permiten, en particular, determinar el valor critico de
la excentricidad para la captura en las resonancias 2:1 y 3:2 como funcién de la razon
de la masa del cuerpo planetario a la del cuerpo central.

Resonancia interna 2:1.
M ) 1/3

e — 1543056(
myo

crlt

(5-19)

#1 En efecto, en este caso j = 2, con lo cual, segin la ecuacién (5-17),

1

fal@) = =2b75(0) = g Bl (@) — 2abgy(a) + b ().

17\ 2/3
o= (5) = 0.629961,

la evaluacién numérica de los coeficientes de Laplace conduce a

Tomando

»%) = 0.365314,

1/2
H _
b3/2 4.92256,
b\?) = 3.65544,
3/2 = 9
3)
l)3/2 = 2.60296,
con lo cual,
fa = —1.190492.

La ecuacién (5-12) conduce, entonces, al resultado planteado. H
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5.2. Resonancias de movimiento medio y captura en resonancia.

Resonancia interna 3:2.

3
(32)_1237014< ) . (5-20)

Crlt mo

&1 En efecto, en este caso j = 3, con lo cual, segtin la ecuacién (5-17),

fale) = 35 (0) — § @ B2 @) — 20857} (0) + By ().

9\ 2/3
o= (5) = 0.76343,

la evaluacién numérica de los coeficientes de Laplace conduce a

(8) _
by, = 0.400516,

Tomando

b2 = 10.4857,

3/2
3 _
by o = 8.8484,
4 _
by o = 7.33676,
con lo cual,
fa = —2.025222.

La ecuacion (5-12) conduce, nuevamente, al resultado planteado. l

Consideremos ahora la situacién en que un planetesimal de masa m se encuentra
en una resonancia de primer orden externa (j — 1):j del cuerpo de masa planetaria M
al moverse en una oOrbita exterior a M. En este caso, la érbita de m serd capturada en
resonancia si su excentricidad e < e, siendo

3 .o My —1/3
Cerit = \/_ [|fd| M‘| . (5*21)

Como antes, el factor f; = f4(a) depende, para una dada resonancia, solamente de la
razén de semiejes a = a,/a < 1. Su expresion, obtenida de la segunda entrada de la
Tabla 8.1 de Murray y Dermott (1999), es

fule) = 21142+ Db, ). (5-22)

Utilizando la relacion (5-16b) que satisfacen los coeficientes de Laplace, obtenemos su
expresion explicita:

1, -
fule) = 525 = 115" (@) = F @ [p557 (@) — 20055 (@) +B4(@)]. (5-23)
#1 En efecto,
fale) = 5[-1+ 2 + D], (o)

1
=5 bgj/Ql) +2j bg/Q )+O‘Db§/z )( )]

2

1 i 1 ;

=5 |02 + 2t +ag(b55Y — 20055 +65))

1 1 _

= 5@ = DbfR" = S a b, (@) — 208,V (@) + ), ().
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

la cual es la ecuacién planteada. H

El valor de o requerido para evaluar f; en una resonancia particular resulta de consi-
derar la localizacion nominal de la resonancia. Asi, segun la ecuacién (5-11):

. 2/3
o <9;1> | (5-24)

an J

En particular, expresemos el valor critico de la excentricidad para la captura en las
resonancias 1:2 y 2:3 como funciéon de la razén de la masa del cuerpo planetario a la
del cuerpo central.

Resonancia externa 1:2.

crit mo

. M\Y?
6(1'2)21.273990<—> . (5-25)

#1 En efecto, en este caso j = 2, con lo cual, segin la ecuacién (5-23),

3 1
fala) = 3 ng/)Q(a) -1 [bgo/)Q(a) — 2« bgl/)Q(a) + ng/)Z(a)}

Tomando
17\ 2/3
o= (5) = 0.629961,

la evaluacién numérica de los coeficientes de Laplace conduce a

i1, = 0.75684,

by, = 6.05826,

b, = 4.92256,

bgjg — 3.65544,
con lo cual,

fa=1.688312.

La ecuacién (5-21) conduce, entonces, al resultado planteado. H

Resonancia externa 2:3.

M )1/3. (5-26)

e — 1105788 <—

crit mo
#1 En efecto, en este caso j = 3, con lo cual, segtin la ecuacién (5-23),
5 2 1 1 2 3
Ja(@) = Sb{7(@) = 7 a b (@) = 2B (@) + b ().
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5.3. Autoexcitacién del disco de planetesimales.

Tomando

9\ 2/3
o= (5) = 0.76343,

la evaluacién numérica de los coeficientes de Laplace conduce a

2 _
b1/2 = 0.61745,
H _
b3/2 = 12.08476,
b\ = 10.4857
3/2 : ,
3 _
l)3/2 = 8.8484,
con lo cual,
£ = 2.484005.

La ecuacién (5-21) conduce, asi, al resultado planteado. H

5.3. Autoexcitaciéon del disco de planetesimales.

En esta seccion nos interesa describir la evolucién de la excentricidad de los plane-
tesimales de un disco producto de la interaccion con otros planetesimales del mismo.

Consideremos, a una dada distancia r = a sobre el plano del disco, un planetesimal
de masa m cuya Orbita inicial es proxima a una oérbita circular. Cada interaccién con
otro planetesimal introduce un pequefio cambio en la velocidad. Suponiendo que estas
perturbaciones estan orientadas al azar, la magnitud del cambio puede ser obtenida
considerando su valor cuadratico medio Av? = ((Av)?). Utilizando la ecuaciones de
Gauss para la variacién de los elementos orbitales (ver, por ejemplo, Danby, 1992) resul-
ta, al promediar sobre la orbita, que el valor cuadratico medio del cambio de velocidad
esté relacionado con el cambio cuadratico medio Ae? = ((Ae)?) de la excentricidad del
planetesimal por la ecuacion
5 5 AV

6 v

donde vk es la velocidad kepleriana circular local.

Ae (5-27)

&1 En efecto, en el marco del tratamiento perturbativo del problema de los dos cuerpos,
la accion de los otros planetesimales puede ser considerada como una perturbacién sobre la
Orbita kepleriana inicialmente circular y describirse, entonces, por una fuerza perturbadora
F por unidad de masa (dimensionalmente, una aceleracién). Descomponiendo F segin las
direcciones dirigidas a lo largo del radio vector (4,), transversal a éste (ig) y perpendicular
al plano de la 6rbita no perturbada (7 4)

F = Ri, + Big+ Ny,

la ecuacion de Gauss del problema perturbativo correspondiente a la variacion de la excen-
tricidad de la 6rbita (Danby, 1992) es

d 2
d_i _ 1 —e?[Rsenv + B(cosv + cos E)],
1

57



5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

siendo = Gmyg (donde G es la constante de gravitaciéon universal y mg la masa del cuerpo
central y suponemos que m < my), n = \/u/a® el movimiento medio de la érbita kepleriana
de semieje mayor a, y vy E la anomalia media y excéntrica, respectivamente, del planetesimal
a un dado instante de tiempo en su 6rbita. En el caso de una érbita aproximadamente circular,
r~aye~0, laecuacién anterior se reduce a

de = i(Rsenl/—l— 2 Bcosv),

dt VK
siendo vk = na = /p/a la velocidad kepleriana circular local en r = a. Cada perturbacién
F introduce un pequeno cambio en la velocidad Av = FA¢t. Suponiendo que tales perturba-
ciones estan orientadas aleatoriamente, el cambio vectorial total en la velocidad sera nulo,
pero su magnitud cambiara en una cantidad que puede ser obtenida considerando la suma de
sus cambios cuadraticos. El efecto sobre la excentricidad de este proceso de camino aleatorio
resultard, pues, de promediar sobre la érbita el cuadrado de la ecuacién anterior. Asumien-
do que las perturbaciones se producen con igual probabilidad en todo punto de la 6rbita

obtenemos
2
<(%> > = %((32& +4(B2)2).

Puesto que las perturbaciones pueden tener cualquier direccién (R?) = (B?) = (N?), lo cual
implica que

1<F2> C1{(Av)H) 1 A?
3 3 (AN T 3 (AH%

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion anterior y aproximando los diferenciales por

(R?) = (B%) =

incrementos finitos obtenemos finalmente la ecuacién (5-27). W

Nos interesa ahora determinar el cambio de velocidad (y el correspondiente cambio
de la excentricidad) debido a los encuentros y colisiones de nuestro planetesimal de
masa m con otros planetesimales cercanos al mismo. Comencemos considerando el
pasaje de un objeto de masa m’ en las cercanias del planetesimal m bajo las hipdtesis
de la aprozimacion impulsiva. Esto es, la trayectoria de la masa m’ se supone rectilinea
y uniforme no siendo afectada por la presencia del cuerpo que perturba®. En tal caso,
el cambio de velocidad que experimenta m por el encuentro con m’ es en la direccién
perpendicular a la velocidad relativa vg entre ambos y su magnitud estd dada por

2G'm/

Av = 528
V= (5-28)

siendo b el parametro de impacto.

#1 En efecto, considerando la geometria del problema como se ilustra en la Figura 5.2, las
componentes de la fuerza por unidad de masa F que experimenta el cuerpo de masa m en la
direcciéon de movimiento F), y transversal a la misma F'| estdan dadas por

1+ (UTRt)2

3Claramente la aproximacién impulsiva sélo es vélida en el caso de un encuentro con grandes
velocidades relativas, puesto que, en este caso, la érbita de encuentro es una hipérbola de excentricidad
muy alta, es decir, practicamente una recta. Sin embargo, la aproximacion impulsiva permite mantener
el modelo simple y correcto en primera aproximacion.

Gm' x Gm'z  Gm/upt —3/2

Fyp= 2 (02 +22)3/2 b3

)
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5.3. Autoexcitacién del disco de planetesimales.

Figura 5.2. Geometria en la aproximaciéon impulsiva de un encuentro. Un plane-
tesimal de masa m’ se aproxima al planetesimal m sobre una trayectoria rectilinea
con velocidad relativa vg y pardmetro de impacto b.

o Gm' b _ Gm'b _ Gm’ [1 (U;Rt)z} —3/2
L 2 (b2 +a2)3/2 b2 b '

donde hemos tomado como tiempo inicial al instante en que m’ pasa por la maxima apro-

ximacion. El cambio en la velocidad se obtiene integrando estas ecuaciones sobre el rango

temporal —oo <t < co. Como Fy, es una funcién impar de ¢ el efecto neto en la direccion

del movimiento es nulo, con lo cual el cambio neto en la velocidad estd dado solamente por

la contribucién de F :

L e it

Av =
v bur J—oo bur

como queriamos mostrar. ll

Consideremos ahora el efecto de sucesivos encuentros con una poblacién de plane-
tesimales descrita, en un dado instante de tiempo, por el nimero de planetesimales por
unidad de volumen, con masas entre m’ y m’ + dm’ a la distancia r = a sobre el plano
del disco:

72(m’) dm/. (5-29)

El nimero de objetos de masa m’ que el planetesimal m encuentra con velocidades
relativas vg en un rango del pardmetro de impacto (b,b + db), y en un intervalo de
tiempo dt, es

AN = 22(m")27b dbvrdt dm’, (5-30)

suponiendo que la distribucion de los objetos es homogénea. Cada encuentro produce
una perturbacion en la velocidad de m dada por la ecuacién (5-28). Nuevamente supo-
niendo que las direcciones de las velocidades relativas pueden considerarse aleatorias,
la magnitud del cambio de velocidad en m esta determinada en promedio por su cam-
bio cuadratico medio. Se sigue entonces de las ecuaciones (5-28) y (5-30) e integrando
sobre todo el rango del pardmetro de impacto y sobre la distribucién de masa de la
poblacién, que la tasa de cambio de la velocidad por efecto de los encuentros estd dada

por

2 Mmax 12 !

47 grge lnA/ mZ oA Gt (5-31)
dt 0 UR

donde In A = In (byax /b)) €s el denominado logaritmo coulombiano y muya.y es el limite
superior en la distribucion de masa.
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

#1 En efecto, en virtud de la aleatoriedad de los encuentros, la tasa de cambio de la velocidad
de m debida a los encuentros con planetesimales de masa m’ en el rango (b,b + db) del
parametro de impacto esta dada por

2Gm/
bur

2 " db
) AN = srG2m2 24D b 4

20,1y
dv (m,b)—( "

Integrando sobre el rango de variacion del parametro de impacto, suponiendo que es inde-
pendiente de la masa, obtenemos

/!
dv*(m') = 87G*m/?* In A zAm’) dm/dt,
UR

La integracién sobre la distribucién de masas conduce entonces a la ecuacién (5-31). B

En virtud de (5-27), la ecuaciéon (5-31) implica que la tasa de variacién de la
excentricidad de un planetesimal de masa m debido a los encuentros cercanos con el
resto de la poblacion esta dada por

de* 20 mumax m'? 22(m’)

1
G2 A~ M_7AM) . 532
a3 R wm (5-32)

Consideremos ahora los eventos colisionales. Las colisiones macroscopicas son, en
general, colisiones inelasticas, esto es, la energia cinética no se conserva sino que es
convertida a otras formas, tal como energia interna. En el caso extremo de colisiones
perfectamente inelasticas, donde los cuerpos permanecen unidos después del evento, la
magnitud del cambio de velocidad que experimenta un cuerpo de masa m producto de
la colisiéon con otro cuerpo de masa m’ estd dada por

/

Av = ——— 1. (5-33)

m—+m

donde v, es la velocidad relativa de colision.

#1 En efecto, debido a la conservacién del impulso lineal, inmediatamente antes y después
del choque:
mv; +m'v; = (m+m')vy,

de donde se sigue que el cambio en la velocidad de m es

/ m/

A C G

m

Av=v;—v;=—

y por lo tanto, en magnitud, obtenemos la ecuacién planteada. H

Si vr es la velocidad relativa de los cuerpos lejos del encuentro, la velocidad de
colisiéon puede escribirse como

Ve = VR + g, (5-34)

donde v, es la velocidad de escape del punto de contacto

m+m'

2
Y Yo
v GR—l—R”

. (5-35)
siendo R y R’ los radios de los cuerpos de masa m y m’, respectivamente.

60



5.3. Autoexcitacién del disco de planetesimales.

&1 En efecto, considerando la érbita kepleriana del cuerpo m’ respecto a m, evaluando la
integral de la energia C' = %1)2 — p/r, donde p = G(m + m'), en el instante del contacto
(r=R+ R')yenr— oo, resulta

1, m+m' 1,

PR Tt
de donde obtenemos la ecuaciéon (5-34). B

Analicemos ahora el efecto de sucesivas colisiones del cuerpo m con la poblacién de
objetos descrita segtin (5-29). Las colisiones ocurrirdn cuando la separacion entre los
centros de los dos objetos en cuestion es menor o igual que la suma de sus radios. Asi,
el nimero de objetos de masa m’ que m encuentra con velocidades relativas vg para
colision en un intervalo de tiempo dt es

AN = zem')w(R+ R') vg dt dnt. (5-36)

Cada colisién produce una perturbaciéon en la velocidad de m cuya magnitud es dada
por la ecuacién (5-33). En forma similar a lo anterior, suponiendo que las colisio-
nes ocurren en direcciones aleatorias, la magnitud del cambio de velocidad de m esta
determinada por la suma cuadratica de las contribuciones de cada colisién. Se sigue
entonces de las ecuaciones (5-33), (5-34) y (5-36), integrando sobre toda la distribu-
ciéon de masa, que la tasa de cambio de la velocidad por efecto de las colisiones esta
dada por

/

dd—f = W/Omméx(R—l—Rl)Q [1 - <£>2]v§< ~ )2 zom’) dm’. (5-37)

UR m +m’

# En efecto, por la aleatoriedad de las direcciones de las colisiones, la tasa de cambio de
la velocidad de m debido a las colisiones con planetesimales de masa m’ con velocidades
relativas vg estd dada por

201 m/ 2 2\1/2 2
dv (m):[m+m/(vR+ve) } dN
m/ 2 3 ve \ 2

= 1 €
(m+m’) UR[F (UR)

La integracion sobre la distribucién de masa conduce entonces a la ecuacién (5-37). B

722(m/)m(R + R/)2 dm/dt.

Utilizando nuevamente la ecuacién (5-27), se sigue de (5-37), que la tasa de varia-
cion de la excentricidad de un planetesimal de masa m debido a las colisiones con el
resto de la poblacion esta dada por

de? - 5T /OmméX<R+R,)2 ll n <£> ]v%< m/ ) %(m') dm’. (5*38)

5_6@ UR m —+m’

Suponiendo una densidad de masa volumétrica p constante para toda la poblacion, y
aproximando los planetesimales como esferas,

4
m = §7TR3,0, (5-39)
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

con lo cual los radios R, R’ y la velocidad de escape v, en (5-38) pueden expresarse
explicitamente en funcién de la masa:

3 \ /3 3 \1/3
— | = 1/3 A 11/3 54
R <47rp> m’, R <47rp> m", (5-40)
Y 1/3
s amt+m_[dwp m—+m’ B
vi=20 _2<—3 ) G il i (5-41)

Debido a que, en promedio, los encuentros ezcitan las excentricidades, en tanto las
colisiones enfrian al sistema (Safronov, 1969), la tasa de cambio de la excentricidad de
un planetesimal de masa m sera

de?

dt

de? B de?

- = 542
dt dt ’ ( )

enc col

donde la tasa debido a los encuentros estd dada por (5-32) y la correspondiente a
las colisiones por (5-38). Estas ecuaciones constituyen la base de nuestro modelo para
describir el efecto de la autointeraccién del disco y serdn aplicadas, en la siguiente
seccion, para el caso particular de un disco de particulas de masas iguales.

5.4. Disco de particulas de masas iguales.

Supongamos que la poblacién del disco esta constituida por planetesimales de masas
iguales m. En tal caso la funcién de distribuciéon del nimero de particulas por unidad
de volumen, puede ser descrita como

zZ(m’)ydm' = Né(m' —m) dm’, (5-43)
donde N es el niimero de particulas de masa m por unidad de volumen a la distancia

r=a,y ¢ es la delta de Dirac.

Reemplazando (5-43) en la ecuacion (5-32), la tasa de excitacion de la excentricidad
por encuentros resulta dada por
de* 20 N m?

— = —71G*InA .
dt 3 viur

(5-44)

Ahora bien, tanto N como vy contienen informacién sobre el estado dindmico del disco,
la cual explicitamos como sigue. En primer lugar, notemos que la densidad superficial
> del disco esta relacionada con la distribucion de densidad n de la poblacién en r = a
y su excentricidad media cuadratica segtin la ecuacion
Y
N = (5-45)

aem’

&1 En efecto, en un anillo diferencial de ancho da, la masa contenida es

Y 27 ada.
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5.4. Disco de particulas de masas iguales.

Siendo h la escala de altura del disco, en el cilindro diferencial de altura 2h la masa contenida
es
mN 27 ada?2h.

De estas dos ecuaciones se sigue que
S = 2N mh. (5-46)

Por otra parte la escala de altura h del disco puede escribirse (Lissauer y Stewart, 1993), en
r = a, COmo

h=ali®)'? = 2(e%)'?, (5-47)

donde la inclinacién ¢ es expresada en radianes y hemos supuesto la condicion de equilibrio
dindmico (Stewart y Wetherill, 1988)

(€312 /(i1 = 2. (5-48)
De (5-46) y (5—47) se sigue la ecuacion (5-45). W

Por otra parte, la velocidad relativa promedio vr entre dos cuerpos esta relacionada
con la velocidad kepleriana circular local vk y la excentricidad media cuadratica de la

poblacién segtin
5
VR = \/;er. (5-49)

#1 En efecto, en una descripcién estadistica del disco de planetesimales, la distribucién de
velocidades de los mismos es asumida aleatoria respecto de la velocidad circular kepleriana
local vk, estando relacionada con los valores medios cuadraticos de la excentricidad e incli-
nacién (en radianes) de la poblacién de objetos de masa m por (ver Lissauer & Stewart,

1993)
5
v =vk(e? +i?)/? = 5 UKe,

donde hemos asumido nuevamente la condicién de equilibrio (5-48). Ahora bien, la velocidad
relativa entre dos cuerpos m y m’ de la poblacién de planetesimales tiene una magnitud dada
por v} = [(vk + V') — (vk + v)}2 = (v =v)?2 =2v? —2v- Vv 4+ v2. Debido a la aleatoriedad
asumida de las velocidades relativas a la velocidad kepleriana, (v - v/) = 0, con lo cual, siendo
vl = V[ =,

v%{ = 02
De las dos ecuaciones anteriores resulta (5-49). B

La sustitucion de las ecuaciones (5-45) y (5-49) en (5-44) permiten escribir la
evolucion de la excentricidad por encuentros como:

2 41 ’Ya?
e2d¢ _ \/T)ﬂlnA(m) ¢ (5-50)

— = — | —n.
dt 3 mo) m
siendo n el movimiento medio de los planetesimales de masa m a la distancia r» = a
sobre el plano del disco.

#1 En efecto, sOlo es cuestién de algebra y tener presente que aproximando las Orbitas
keplerianas por una érbita circular se cumplen las relaciones

Gmo
Vg =Nna= s
a
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

que permiten, entonces, deducir la ecuacién planteada. Ml

La ecuacién (5-50) puede ser integrada en primera aproximacién suponiendo que
los parametros del segundo miembro son constantes sobre un intervalo de tiempo 7.
Para una excentricidad inicial nula, la evolucion de la excentricidad de la poblacién de
objetos al tiempo 7 a la distancia r = a sobre el plano del disco, debida a los encuentros,
resulta, entonces, dada aproximadamente por la ecuacion

2
V1 Ya?
et = s Oﬂ'ln/\(ﬂ> = o, (5-51)

3 mo m

Consideremos ahora los procesos colisionales. Sustituyendo la funcién de distribu-
cién de la poblacién (5-43) en la ecuacién (5-38) y teniendo presente que todos los
planetesimales tienen la misma masa y radio, la tasa de cambio de la excentricidad por
colisiones resulta dada por:

de* 57 ve \?

—==-—1 — N R?. 5-52

dt 6% [ * (UR> ]UP‘N ( )

En forma similar a lo anterior, utilizamos las ecuaciones (5-45) y (5-49), junto con
(5—41) para expresar la evolucion de la excentricidad por colisiones como:

de? 25

dt 24

107 lez + (5-53)

4a m)|XR?
- = — n
5 Rmg| m

#1 En efecto, la sustitucién directa de tales relaciones, teniendo presente que, para masas

iguales, la ecuacion (5-41) toma la forma

5 2Gm
Ve ="p
junto con las relaciones, al aproximar las 6rbitas keplerianas por una érbita circular,

Gm(]
Vg =Nna= R
a

permiten deducir la ecuacién planteada. l

La integracién de la ecuacién (5-53) sobre un intervalo temporal 7, comenzando
con excentricidad nula y asumiendo constantes los parametros involucrados sobre dicho
intervalo de tiempo, conduce a que la evolucion de la excentricidad de la poblacion de
objetos al tiempo 7 a la distancia r = a sobre el plano del disco, debida a las colisiones,
resulte dada aproximadamente por la ecuacion

5) a m YR?
2= V107w — — 5-54
e ) 7TR . nr, ( )
asumiendo que
25 Y R?
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5.5. Disco de particulas de masas iguales y densidad superficial constante.

&1 En efecto, la separacién de variables de la ecuacion (5-53) para su integracién, supo-
niendo constantes sobre el intervalo de tiempo 7 los pardmetros involucrados y considerando
excentricidad inicial nula, conduce a

4a m 25 Y R?
2 _xa m 29 = _
e =5 R mo {exp<24 107 - m’) 1}

El desarrollo a primer orden en 7 de la funcién exponencial involucrada en esta ecuacion
permite obtener la ecuaciéon planteada. B

5.5. Disco de particulas de masas iguales y densi-
dad superficial constante.

Para continuar supondremos que la densidad superficial ¥ es constante sobre todo
el disco, tal como es el caso de las simulaciones presentadas en la introduccién. Si tal
disco esté constituido por IV objetos de masa m y se extiende entre 7 = Gy ¥ 7 = Gmax,
siendo @y > A, con una masa total Mgiseo = Nm, podemos escribir:

N N
5 — m ~ 2 (5-56)

ﬂ-(agnéx - a’r2nin) B Tra’rznéx

y se sigue de la ecuaciéon (5-51) que la excitacion de la excentricidad por encuentros al
tiempo 7 resulta dada por:

8 M 1SCO —
e = ( \é_ln A) Sdiseo @ N-1/2p1/27172, (5-57)

mo  QGmsx

#1 En efecto, sustituyendo esta expresién en (5-51), ésta toma la forma

64:£1 A<m0)2< a4 >2Nm',

Gmax

y puesto que m = Mgisco/N, obtenemos la ecuacién planteada. l

De la misma forma, se sigue de la ecuacion (5-54), que la evolucién temporal de la
excentricidad por colisiones al tiempo 7 resulta dada por:

5 3M isco i M, isco
e? = 6\/E ( d ) diso @ N1/ 47, (5-58)

47Tpa’ mo  Oméix

max

& En efecto, teniendo en cuenta que la densidad superficial, en este caso, estd dada por la
ecuacion (5-56) se sigue que (5-54) toma la forma

:—\/— I ﬁNnT

Gmax OGmax 110

Haciendo uso de (5-40) junto con la relacién m = Mgjsco/IN se sigue la ecuacién planteada.
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

Las ecuaciones (5-57) y (5-58) modelan la evolucién de la excentricidad de la po-
blacién del disco de densidad constante debido a los encuentros y colisiones, respectiva-
mente, con otros planetesimales, estando la evolucion total dictada, segin la ecuacién
(5-42), por

2
€= Cenc — ecol

(5-59)
En particular, la evolucion de la excentricidad de los planetesimales, por estos efectos,
en la localizacion resonante correspondiente a una resonancia interna de primer orden
j:(j — 1) de un cuerpo de masa planetaria M embebido en la poblacién del disco a
una distancia a, sobre el plano del disco (con movimiento medio n,) resulta, a partir

incorporar las ecuaciones (5—10) en (5-57) y (5—58), dada por:

‘ 3

enc
J mo a’max

—-1/3 1/3
—1 3M isco M, isco
Col =LV <j ) (47Tp; ) ’I;ilo aap N~ 1/3 nyT. (5*61)

max
Estas ecuaciones nos permiten analizar los resultados de las simulaciones presentadas
en la introduccion considerando la evolucion de la excentricidad por los efectos de au-
tointeraccion en funcion del nimero de particulas N utilizado para modelar el disco de
masa total My, fija. Especificamente, los parametros del disco de nuestra simulacién
son:

Mgisco = 200Mg,  amax = 125 UA, p=2gcm™>, mg= 1M, (5-62)
y adoptamos un valor tipico (Armitage, 2010),
InA =~ 10. (5-63)

Para el planeta:
M =10Mg, a, =5 UA. (5-64)

Ademas, dado que n, = (G mg/ af))l/ 2y utilizando, como en la simulacién, la unidad
de distancia en UA, el tiempo en aflos y las masas en masas solares, resulta G = 4 72,

y por lo tanto
2m

p = 0.562. (5-65)

n, =

Las localizaciones resonantes de interés para las simulaciones presentadas en la intro-

duccién corresponden a la resonancias 2:1 (j = 2) y 3:2 (j = 3). Es facil ver que

para tales resonancias la contribucién de la razén de enteros en las ecuaciones (5-60)

y (5—61) es proxima a la unidad y al tomarla como tal eliminamos la dependencia de

las mismas con la resonancia particular considerada. Los valores criticos de captura
correspondientes, calculados a partir de las ecuaciones (5-19) y (5-20) son:

3:2

e = 0.0479, %P =0.0384. (5-66)

La Figura 5.3 muestra el cambio cuadratico de la excentricidad en las localizaciones

resonantes por encuentros y por colisiones en funciéon del niimero de particulas utiliza-

do para modelar el disco, tal como resulta de las ecuaciones (5-60) y (5-61). Es claro
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5.5. Disco de particulas de

masas iguales y densidad superficial constante.
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Figura 5.3. Evolucién de e por encuentros y colisiones, respectivamente, en las
localizaciones resonantes 2:1 y 3:2 para los intervalos temporales (de abajo hacia
arriba) 7 = 103,10% y 10° afios en funcién del ntimero de particulas N para un disco
de Mgisco = 200Mg.
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Figura 5.4. Evolucién de la excentricidad por autointeraccién (encuentros y colisio-
nes) en las localizaciones resonantes 2:1 y 3:2 para diversos intervalos temporales 7
(en anos) en funcién del niimero de particulas N para un disco de Mgisco = 200Mg;.
La linea recta solida corresponde al valor critico de la excentricidad para la captura
en la resonancia interna 2:1, en tanto que la linea recta punteada al correspondiente
valor para la resonancia interna 3:2.
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5. El efecto de la autointeraccién del disco de planetesimales

de los gréaficos que la contribucién de las colisiones al proceso es minima frente a los
encuentros gravitacionales. Finalmente, la Figura 5.4 da cuenta de la evolucién total
de la excentricidad en funcién del nimero de particulas N y es claro que, al tiempo
7 = 10° aios, se requiere un disco con N > 50 000 particulas para reproducir el escena-
rio de captura en resonancia 2:1 en una simulacién que contemple la autointeraccion y
un disco con N > 125000 para el caso de la resonancia 3:2. Las ecuaciones planteadas
explican, asi, porque en una simulaciéon con un disco autointeractuante de N = 10000
particulas tales resonancias resultan difusas. Por otra parte es claro que simulaciones
con discos autointeractuantes compuestos de un ntiimero tan alto de particulas como
los requeridos resultan inviables, al momento, debido al gran costo de tiempo compu-
tacional involucrado.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis presentamos algunos aspectos relevantes a las simulaciones numéricas
de la interaccion planeta—disco para uno o mas planetas embebidos en un disco de
planetesimales remanente del proceso de formaciéon planetaria, libre de gas.

Para explorar tales aspectos ampliamos la capacidad de un c6digo numérico, desaro-
llado originalmente en la tesis de licenciatura del autor, de manera que resulte adecuado
al escenario bajo estudio. Dicho cédigo tiene las siguientes caracteristicas: (7) es un in-
tegrador simpléctico y por lo tanto preserva la evolucion dindmica del sistema con
variaciones en el computo de la energia acotadas, sin introducir componentes secu-
lares, aun durante encuentros entre los cuerpos; (ii) aprovecha el hecho de que, en
ausencia de encuentros, los cuerpos se mueven principalmente bajo un érbita kepleria-
na en torno al cuerpo central, la cual puede entonces computarse analiticamente via el
problema de dos cuerpos; (7ii) los encuentros préximos entre cuerpos son detectados
y resueltos, sin destruir la naturaleza simpléctica del integrador, como un problema
modificado de tres cuerpos mediante un integrador numérico clasico; (iv) el calculo
de las interacciones gravitatorias mutuas procede por el esquema de arbol octal, con
la consiguiente disminucién del tiempo de computo respecto a una evaluacién directa
de tales interacciones o, en forma equivalente, la posibilidad de considerar un mayor
nimero de cuerpos; (v) permite diferenciar una poblacién de cuerpos planetarios de las
particulas que modelan el disco de planetesimales de manera tal que tales particulas
interactian gravitacionalmente con los planetas pero no entre si.

El codigo ampliado ha reproducido satisfactoriamente varios escenarios de interac-
ci6n planeta—disco presentes en la literatura, a saber, (i) la migracién hacia el interior
de un cuerpo planetario sumergido en el disco de planetesimales via friccion dinamica
(Cionco y Brunini, 2002); (i¢) la migracién en fuga de Neptuno en un sistema solar
exterior inicialmente més compacto (Gomes y otros, 2004); (iii) el escenario para el
bombardeo intenso tardio dentro del marco del modelo de Niza (Gomes y otros, 2005).

Gracias a la incorporacién del esquema de arbol octal en la evaluacién de las in-
teracciones gravitatorias mutuas, fue posible abordar, en forma sistematica uno de los
puntos relevantes de las simulaciones, a saber, el problema de la sensibilidad de las mis-
mas respecto al niimero de particulas utilizado para modelar el disco de planetesimales.
Utilizando el modelo estadistico de “particula en una caja” (Stewart y Wetherill, 1988)
pudimos fundamentar que cuando la “granularidad” de la simulacion, definida por la

69



6. Conclusiones y perspectivas

razéon de la masa M del planeta a la masa individual m de cada planetesimal, es me-
nor que cierto valor critico el efecto de la fricciéon dindmica operando en la interaccién
planeta—disco es pobremente modelada, siendo superada por los efectos estocasticos de
los encuentros cercanos con particulas de masas no realistas.

Finalmente abordamos un segundo punto de interés: la influencia de la autointe-
raccion del disco, tipicamente despreciada en las simulaciones numéricas, en las po-
blaciones originadas por la captura en resonancias de movimientos medios conforme
el planeta migra. A través de un modelo simplificado que da cuenta de la excitacion
de las particulas del disco por sus interacciones mutuas exploramos cual deberia ser
el nimero de particulas a considerar en una simulacion que podria reproducir adecua-
damente tales poblaciones si la autointeracciéon es incluida. Tal andlisis nos permitié
concluir que dicho nimero es prohibitivamente alto en tiempo computacional, pero
permite explicar por qué aun una simulacion con granularidad correcta para modelar
la migracion planetaria no necesariamente es suficiente para describir las poblaciones
resonantes si la autointeraccion es considerada.

Como todo programa informatico, el codigo desarrollado es susceptible de mejoras.
Uno de los puntos de interés a considerar a futuro es la incorporacion de la capacidad de
concurrencia y paralelismo. El autor de esta tesis se encuentra actualmente estudiando
estos recursos computacionales. En una primera etapa una mejora significativa consiste
en la posibilidad de utilizar simultaneamente los cores disponibles en los multiprocesa-
dores actuales a través de la incorporacion de directivas OpenMP sobre las estructuras
de control iterativas (sentencias DO ... END DO de Fortran) de manera que las mismas
sea ejecutada concurrentemente a través de todos los cores. En una segunda etapa, se
puede considerar la paralelizacion del codigo para ser ejecutado ya sea en un cluster de
céomputo o bien en hardware especifico como GPUs o coprocesadores Intel Xeon-Phi.
Sin embargo, ésto requiere una adaptacién mayor del codigo ya que se requiere de un
adecuado estudio de la forma optima de particionar el computo de manera de minimi-
zar todo tiempo ocioso del hardware. A este respecto, en las simulaciones de nuestro
escenario, los encuentros entre cuerpos imponen una barrera natural en el desarrollo
del cémputo, por cuanto la resoluciéon de un encuentro requiere, usualmente, en el co-
digo hibrido, de muchos pasos de integracion para alcanzar el tiempo al cual se quiere
evaluar el sistema. Asi todo otro calculo, que dependa de la posicién e impulsos de los
cuerpos en encuentro, estard detenido hasta la espera de que el mismo sea resuelto.
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Apéndice A

Elementos de la formulacion
hamiltoniana de la mecanica clasica

Ecuaciones de movimiento de Hamilton. Las ecuaciones de movimiento de un
sistema fisico de, digamos, n grados de libertad, pueden describirse por un conjun-
to de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden para un conjunto de 2n variables
independientes: a saber n coordenadas generalizadas ¢; y sus respectivos n impulsos
canoénicos conjugados p;, a través de una funcion de las coordenadas e impulsos llamada
el hamiltoniano del sistema,

H = H(q,p). (A-1)

Tal conjunto de ecuaciones diferenciales son las ecuaciones canonicas de Hamilton:

. oH
qi = ;
Ip;
. _OH (A-2)
Di = o

El conjunto de 2n variables independientes que constituyen los ¢; y p; nos permite de-
finir un espacio cartesiano 2n-dimensional, denominado espacio de las fases, asociando
a cada coordenada ¢; e impulso p; un eje cartesiano. Cuando, en un instante dado, se
conocen las posiciones e impulsos del sistema, éste queda representado por un punto en
el espacio de las fases, y su evolucién futura, dada por las ecuaciones de movimiento,
traza una curva en el espacio de las fases, la cual representa la evolucién del sistema.

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton pueden ser escritas en un esquema de
nomenclatura compacto que nos sera de utilidad en lo que sigue. Para un sistema de n
grados de libertad, construyamos una matriz columna n de 2n elementos:

M = Qs Mitn =DPi5 t=1,....m, (A-3)
y una matriz columna %—Z de 2n elementos:
0OH OH 0OH oH . 1 (A1)
- — E— = : 1= o, n —
877 i 8% ’ 877 itn 8pl 7 ’ ’



A. Elementos de la formulacién hamiltoniana de la mecanica clasica

Ademas sea J la matriz cuadrada antisimétrica de 2n x 2n construida a partir de
matrices nulas y unidad n x n como:

- (_01 (1)> . (A-5)

Entonces las ecuaciones de movimiento de Hamilton pueden escribirse como

OH
n=J—. A6
=I5, (A-6)
Esta representacion de las ecuaciones de Hamilton es conocida como forma matricial o
simpléctica. Es facil verificar que la matriz J satisface las siguientes propiedades

J? =1, (A-Ta)

J'J =1 (ortogonalidad), (A-T7Db)
Ji=-J=J1 (A-T7c)

det (J) = +1. (A-7d)

Transformaciones candénicas. Para nuestros propositos resulta suficiente tratar
con sistemas conservativos en donde el hamiltoniano no depende explicitamente del
tiempo y puede identificarse con la energia total del sistema (y por lo tanto se conser-
va). En tal sistema consideremos una transformacién simultédnea de las coordenadas e
impulsos, ¢; y p;, a un nuevo sistema @); y P; a partir de ciertas ecuaciones (invertibles)

Qi = Qi<q7 p)7
P = Py(q,p),

o, en forma matricial, definiendo las matrices columna 1 y ¢ de 2n elementos ¢;, p; vy
Q;, P;, respectivamente

(A-8)

¢=<(n). (A-9)
Estas ecuaciones definen una transformacién del espacio de las fases del sistema y se
dice que es una transformacion candnica si para todo hamiltoniano H(q, p) se preserva
la estructura de las ecuaciones de movimiento. Esto es si existe otra funcion K(Q, P)
tal que

i oK . oK
= p=__"" A-1
QZ aPZ Y 3 an Y ( 0)
0, en notaciéon simpléctica
; 0K
=J—. A-11
¢=1% (A-11)

Debido a que, bajo nuestras suposiciones, en las ecuaciones de transformacién (A-8) el
tiempo no aparece explicitamente, las transformaciones canénicas que consideraremos
son realmente transformaciones candnicas restringidas. La caracterizacion de las trans-
formaciones canénicas puede ser dada bajo tres aspectos (a saber, a través de funciones
generatrices, condicién simpléctica, o corchetes de Poisson) como discutiremos en las si-
guientes secciones. Tales métodos, desde luego, estan relacionados, y cualquiera de ellos

72



es valido para el tratamiento de las transformaciones candénicas. En particular, puede
utilizarse indistintamente el formalismo generador o el simpléctico, para mostrar que
las transformaciones canoénicas tienen las cuatro propiedades siguientes, caracteristicas
de la estructura de grupo:

I. La transformacion identidad es candnica.
II. La inversa de una transformacion candnica es también canodnica.

11. La aplicacién sucesiva de dos transformaciones candnicas (operacion “producto”)
es una transformacion canénica.

1v. La operaciéon producto es asociativa.

Formalismo generador de las transformaciones canénicas. Utilizando el prin-
cipio variacional que ha de cumplir todo sistema de coordenadas canénicas, puede mos-
trarse! que la transformacion entre los dos sistemas de coordenadas canénicas (q, p) y
(Q, P) satisface la relacion

n

S i~ H zy@z K(Q.P)+ & Fla.p,QP), (A-12)

i=1
salvo un factor de escala que es tomado igual a la unidad. Aqui, F' es una funcion
cualquiera de las coordenadas del espacio de las fases con derivadas segundas continuas.
Mediante las ecuaciones de transformacion (A-8) y sus inversas, F' puede expresarse
en parte en funcion de variables originales y en parte en términos de las variables
nuevas. De hecho, F' resulta ttil para especificar la forma exacta de la transformacion
canodnica s6lo cuando la mitad de las variables pertenece al sistema original y el resto
al nuevo. De esta forma, I’ constituye un puente entre los dos sistemas candnicos y se
denomina asi funcion generatriz de la transformacién canénica. Para ilustrar como una
funcién generatriz determina las ecuaciones de transformacion, supongamos que F' es
especificada como

F= Z%’pi + F3(Q, p), (A-13)

donde Fj es una cierta funcion de los impulsos originales p; y las nuevas coordenadas
Q);. La ecuacion (A-12) toma la forma

—iqmi— ZPQz )+ Fs(Q P)

" OF; " OF; .
=Y PQ; P i
-3 RO~ K@ Hlﬁ@Q+me

Como las coordenadas nuevas Qz y los impulsos originales p; son independientes por
separado, esta ecuacion se cumplird idénticamente tan sélo si se anulan los coeficientes
de los p; y los @);, con lo cual

0F;

3 A-14
ql apl Y ( a)
OF3
p=_-_2 A-14b
’ 0Q;’ ( )

Wer, por ejemplo, Goldstein (1990), capitulo 9, seccién 1.
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A. Elementos de la formulacién hamiltoniana de la mecanica clasica

en tanto que

K(Q,P)=H(q,p). (A-15)

Las ecuaciones (A-14a) constituyen n relaciones que definen los ¢; en términos de
p; ¥y @, cuya inversion permite obtener las n @); en funcién de ¢; y pj;, esto es, la
primera mitad de las ecuaciones de transformacién (A-8). Ahora, sustituyendo estas
relaciones en las ecuaciones (A-14b), obtenemos los n P, en funcién de ¢; y pj, es
decir, la segunda mitad de las ecuaciones de transformacién (A-8). Finalmente, la
ecuacién (A-15) proporciona la relacién existente entre el nuevo hamiltoniano K y
el original H, al expresar los ¢ y p de H mediante las inversas de las ecuaciones de
transformacién (A-8). Incidentalmente (A—15) muestra que para una transformacién
canodnica restringida el hamiltoniano original expresado en las nuevas variables sirve de
hamiltoniano nuevo.

Formalismo simpléctico de las transformaciones candnicas. FEl segundo for-
malismo para el tratamiento de las transformaciones canénicas resulta de la formulacién
simpléctica de las ecuaciones de Hamilton. Si 1 es la matriz columna con los 2n ele-
mentos ¢;, p;, recordemos que, segin la ecuacién (A—6), las ecuaciones de Hamilton
pueden escribirse como
77 = Ja—a
n

donde J es la matriz definida en la ecuacion (A-5). Por supuesto, en el nuevo sis-
tema de coordenadas, ); v P; definen una matriz columna ¢ de 2n elementos, y la
transformacion puede ser escrita segin la ecuacion (A-9)

¢ =<¢(n).

Entonces la transformacion es candnica si y solo si cumple la llamada condicion sim-
pléctica
MJIM' = J, (A-16)

donde M = % es la matriz jacobiana 2n x 2n de la transformacién (A-9), de elementos

G
am;

(A-17)

ij

Veamos que, efectivamente, la condicion simpléctica es una condicién suficiente para
que la transformacion sea candnica. La derivada respecto al tiempo de un elemento
cualquiera de ¢ es

2n
' 9Gi .
G=> —n; i=1,....2n
=1 O ’
0, en notaciéon matricial .
¢ = Mn. (A-18)
Con las ecuaciones de movimiento para 7, la ecuaciéon (A-18) puede ser escrita como
; 0OH
=MJ—. A-19
¢=mi) (A-19)
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A partir de la transformacién inversa podemos considerar H como una funcién de ¢,
de manera que su derivada respecto a 7; es, de acuerdo a la regla de la cadena

OH 0¢;
5’m Z 1 0¢; On;”

0, en notacion matricial
8_H = Mta_H
on o¢
Reemplazando la ecuacién (A—20) en la ecuacion (A-19), obtenemos las ecuaciones de

movimiento correspondientes a las variables ¢ obtenidas por la transformaciéon inde-
pendiente del tiempo (A-9) de las variables canénicas n

(A-20)

0OH
e
Sabemos ya, de la secciéon anterior, que en el caso de una transformaciéon candnica

restringida, el hamiltoniano original expresado en funcion de las nuevas variables sirve
de hamiltoniano nuevo. De esta forma

&= MIM' = (A-21)

oH
¢

Por lo tanto, la transformacién (A-9) serd una transformacién canonica, si su matriz
jacobiana M cumple con la condicion

(=322

MJIM! = J,

tal como queriamos probar. Reciprocamente, invirtiendo los pasos de la demostracion,
es claro que toda transformacién canodnica restringida satisface la ecuacién (A-16).
Indiquemos, sin demostracion, que aun en el caso de una transformacion que contenga
al tiempo en forma explicita, la condicién simpléctica es una condicién necesaria y
suficiente para que la transformacién sea canoénica?.

La condicién simpléctica puede ser escrita en una forma alternativa como sigue.
Multiplicando a la derecha la ecuacién (A-16) por la matriz inversa de M’ tenemos
que

MJ = J(MH)!

Multiplicando ahora esta ecuacién por la izquierda por J y por la derecha por —J,
obtenemos, en virtud de (A-T7a)

JM = (M")J,

O Ssea

MM = J. (A-22)

2Ver, por ejemplo, Goldstein (1990), Capitulo 9, Seccién 3.
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A. Elementos de la formulacién hamiltoniana de la mecanica clasica

Corchetes de Poisson. Siwu y v son dos funciones escalares de las variables canénicas
(q,p), se define el corchete de Poisson de u 'y v como

" [ Ou Ov ou Ov ou\'_ o
e = Z(@% Op;  Op; 8%‘) B (%) J%' (A-23)

i=1

Escogiendo en particular como funciones u y v a las propias variables canénicas (q, p)
es facil verificar que los corchetes de Poisson respectivos, denominados corchetes de
Poisson fundamentales, tienen los valores

[Qja Qlap = [pjvpk]q,p =0,

(A-24)
97, Prla,p = —[Pj; @klap = )k
Definiendo un corchete de Poisson matriz cuadrada, [n,n] de manera tal que
([n, n]) = [ ],
Im
las ecuaciones (A—24) pueden resumirse como
(m,n), =J. (A-25)

Tomando ahora como funciones u y v a las variables transformadas (Q,P) por las
ecuaciones de transformacién (A-9) obtenemos el corchete de Poisson matricial:

¢, ¢, = <§—§> Jg—f, = M JM, (A-26)

donde M = g—% es la matriz jacobiana de la transformacion. Entonces si la transforma-
cién (A-9) es candnica se cumple la condicion simpléctica (A-22) y por lo tanto

[€.¢ly =J. (A-27)

Reciprocamente, si es vélida la ecuacion (A-27), la transformacion es canénica. De
este modo, la ecuacion (A-27) es una condicién necesaria y suficiente para que una
transformaciéon del espacio de las fases sea canodnica.

Si ¢ constituye realmente un nuevo conjunto de variables canénicas, tenemos segin
la ecuacién (A-25) que

[, ¢le=J. (A-28)

Las ecuaciones (A-27) y (A-28) muestran que los corchetes de Poisson fundamentales
de las variables ¢ tendran el mismo valor al calcularlos respecto de cualquier sistema de
coordenadas candnicas. Esto es, los corchetes de Poisson fundamentales son invariantes
ante las transformaciones canénicas. No es dificil mostrar® que, de hecho, todos los
corchetes de Poisson son invariantes ante las transformaciones canonicas. En virtud
de este importante resultado, es posible suprimir en la notacién anterior el subindice
que indica respecto a qué sistema de coordenadas candnicas se calcula tal corchete.

3Ver, por ejemplo, Goldstein (1990), Capitulo 9, Seccién 4.
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Invarianza del elemento de volumen en el espacio de las fases. Ademas de
los corchetes de Poisson, otro invariante canénico lo constituye el elemento de volumen
del espacio de las fases. En una transformacion ¢ = ¢(n) del espacio de las fases el
elemento de volumen

dn =dq ...dg,dp; ...dp,,

se transforma en un nuevo elemento de volumen
d¢ =dQ,...dQ,dP, ... dP,.

Ahora bien, en toda transformacién, los tamanos de los dos elementos de volumen
estan relacionados con el valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana de la
transformacion segun

d¢ = |det(M)|dn. (A-29)
Si la transformacién es canénica, de la condicién simpléctica (A-16)
det(M)? det(J) = det(J),
con lo cual, puesto que la ecuacion (A-7d) nos asegura que det(J) # 0,
|det(M)| = 1. (A-30)

La ecuacion (A-29) muestra entonces, segtiin (A-30), que el elemento de volumen del
espacio de las fases es, efectivamente, invariante ante transformaciones canénicas. Como
corolario, tenemos que el volumen de una regién cualquiera del espacio de las fases

[ [

es también invariante frente a las transformaciones candnicas.

Ecuaciones de movimiento y evolucién temporal. Retomemos las ecuaciones
canonicas de Hamilton (A-2),

_8H . oH
_81%’ b= a%’.

Gi

La resolucion de estas ecuaciones diferenciales determinan los valores de q y p en un
instante de tiempo cualquiera a partir de sus valores en un instante inicial prefijado
to = 0. Ahora bien, es claro que debe existir una transformacién candénica que lleve los
valores iniciales constantes de las coordenadas e impulsos a sus respectivos valores en
un instante de tiempo posterior ¢ dado:

(a(0), p(0)) — (a(t), p(?))

Obtener dicha transformaciéon es equivalente a resolver las ecuaciones de movimiento
del problema. Notese que en esta interpretacion del problema, la transformacién cano-
nica involucrada juega un rol activo, en el sentido de que ella relaciona las coordenadas
de un punto del espacio de las fases con las de otro punto del mismo espacio de las
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A. Elementos de la formulacién hamiltoniana de la mecanica clasica

fases. Esta interpretacion es ciertamente diferente (pero fructifera para nuestros pro-
pésitos) a la manera en que definimos a las transformaciones canénicas como cambios
de coordenadas de espacios de fase. Ahora, en la interpretacion activa, la transforma-
cién candnica “mueve” el punto figurativo del sistema de una posicion de coordenadas
(q(0), p(0)) a otro punto (Q,P) = (q(t), p(t)) del espacio de las fases.

Consideremos la evolucion en el espacio de las fases, de una cierta funcién de las
variables canénicas u = u(q, p). Usando las ecuaciones (A-2), su derivada total respecto
al tiempo puede ser expresada como

<8u OH 0Ou 8H>

— = [u, H], (A-31)

donde el corchete es el corchete de Poisson entre u y el hamiltoniano H. La ecua-
cién (A-31) puede considerarse como la ecuacion de movimiento generalizada para una
funcién arbitraria u de la configuracién del sistema y, en particular, contiene las pro-
pias ecuaciones de Hamilton cuando tomamos por u una de las variables candnicas.
Si esta ecuacién puede ser integrada para obtener u(t) obtendremos la accién de la
transformacion canénica buscada. Una solucién formal se puede obtener desarrollando
u(t) en serie de Taylor en torno al valor inicial u(ty = 0):

(1) = u(0) + tdu N ?d?u| 3 d3u N
u = u R [ [ e
de|, 2vdez|, 30de3|,
Por la ecuacion (A-31) tenemos
du
T [U, H]Oa
dt |,

donde el subindice cero significa que hay que tomar el valor del corchete de Poisson
en el instante inicial. La aplicacion reiterada de la ecuacién (A—31), tomando al propio
[u, H] como funcién de la configuraciéon del sistema, da

d?u

A2
y se puede iterar el proceso para obtener la tercera derivada de u y asi sucesivamente.
La serie de Taylor para u(t) conduce, pues, a la solucién formal por serie

= [[u, H], H],

2 3

(t) = w(0) + tlu, Mo+ {lu, H), o+ S{[[w H) H Hlo+- . (A-32)

Una manera fructifera de escribir este desarrollo resulta de considerar el juego de
paréntesis de Poisson del término n-ésimo como la n-ésima aplicacion repetida (por
la derecha) del operador diferencial lineal

"(8 OH 0 8H>
=1

A _
0q; Op; Op; 0g;

[ H]

' (A-33)

2
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De esta forma, la ecuacién (A-32) adopta la forma
u(t) = e™Mu(0) (A-34)

donde la exponencial define, a partir de su desarrollo en serie, el operador evolucion
temporal e, Esta ecuacion nos dice, pues, que la dependencia temporal de u viene
dada por la aplicacion del operador evolucién temporal sobre su valor inicial.

En principio, todo lo que hemos hecho es reescribir las ecuaciones de movimiento,
y podemos percibir que el procedimiento es meramente artificial por cuanto las ecua-
ciones permanecen sin soluciéon analitica, excepto en casos especiales. Sin embargo esta
formulacién en términos de los corchetes de Poisson no sélo proporciona una visién
profunda de la estructura de la mecanica clasica, sino que, como hemos visto, permite
construir integradores numéricos simplécticos.
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Apéndice B

Variables democraticas
heliocéntricas en el problema de
N-cuerpos

El hamiltoniano de un sistema de n = N + 1 particulas de masas m; (i =0,...,N)
sujetos Unicamente a la acciéon de sus mutuas atracciones gravitatorias esta dado por

N-1

Z m; m] (Bfl)

i 1=0 j=i+ |ql |

N
p) =3 |2p
1=0

donde q; = (24, Yi,2i) ¥ Pi = (PuysDy;» D) son los vectores posicién y momento del
cuerpo i-ésimo (de masa m;) respecto a un sistema de referencia inercial de coordenadas
cartesianas y G es la constante de gravitacion universal. Queremos definir un nuevo
conjunto de variables candnicas, Q; y P;, de manera tal que las nuevas posiciones, para
i # 0, sean las coordenadas respecto al cuerpo i = 0 y la posicion del baricentro en el

caso 1 = 0:
q — qo sii#0
Q=1 v o (B-2)
i ijo m;q; si1=0,

donde M = Z;V:O m; es la masa total del sistema. La transformacién canénica que
relaciona las variables candnicas nuevas con las originales puede ser construida utili-
zando la siguiente funcion generatriz de las nuevas posiciones y los momentos originales

(Szebehely, 1967):

1 N N 1 N
F3(Qi,pi) = —Po - (Qo i Z“%’Qj) - sz‘ : <Qi + Qo — i Z”%’Qj)- (B-3)
j=1 i=1 j=1

Entonces las nuevas variables son canénicas si !

q_:_aFg _ Qi—l—Qo—ﬁZ?f:lijj sii 0
Z op; Qo — ﬁZjvzl m;Q; sit =0,

1Véanse la ecuaciones (A-14) del Apéndice A.
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B. Variables democraticas heliocéntricas en el problema de N-cuerpos

P, = -

0Q; > =0 Pj sii=0.
Asi, los nuevos impulsos canénicos son los momentos baricéntricos (si ¢ # 0) y el

momento total del sistema (si ¢ = 0). De este modo, la transformacién canénica buscada
es

Qi:{%—% sii#0

1 N .
i 2jmomyd; sii =0,

N (B-6)
p, =P~ i Xj=oP; siiF0
Z ZN oPj sit=0.
y su transformacién inversa
4o {3 gmna i
Z QO—LZN: m,;Q; sii =0,
o 5-7)
pi = Pi+ 5 Po sii#£0
Z %Po—zyzle sii=0.

Puesto que la transformacion candnica de las variables originales a las nuevas no contie-
ne explicitamente al tiempo, el hamiltoniano del sistema respecto de las nuevas variables
se obtiene simplemente sustituyendo la transformacion (B-7) en la expresion (B-1) de
H:

Tal sustitucién conduce a

|Po|? NopPN P> Gm;mg m; mj
Q.P +—§jPi + - GE E B-9
( ) 2M 2m i=1 i=1 2m; |QZ| i=1 j=i+1 |Ql | ( )

Puesto que la coordenada Qq es ciclica, el vector Py es una constante de movimiento.
Esto era de esperarse: el centro de masa del sistema se mueve como una particula libre
y su contribuciéon al hamiltoniano del sistema puede ser ignorada. Asi, en términos de
las variables democraticas heliocéntricas, el hamiltoniano del sistema toma la forma

H(Qa P) = HKep + Hint + H@, (B*]_O)
donde
H i<|PZ|2 Gmﬂ”o) (B-11a)
e == —_ 5 — a
e o\ 2my |Qil

1nt - G Z Z i mj (B*llb)
i=1 j= z+1 ‘QZ ‘

ZP

(B-11c)

2m0
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Apéndice C
La nebulosa solar de masa minima

La nebulosa solar de masa minima es un modelo de disco protoplanetario que provee
una cota inferior a la cantidad de material gaseoso para formar todos los planetas del
sistema solar, considerandolos de composicion solar. La derivacién del mismo procede
como sigue (Weidenschilling, 1977; Hayashi, 1981):

I. A partir de las abundancias de elementos pesados (especificamente Fe) de cada plane-
ta (conocidas o modeladas), la masa de cada uno de ellos es aumentada con la adecuada
proporcion de hidrégeno y helio para lograr una composicion semejante a la del Sol (el
cual tiene una masa fraccional de hidrégeno X = 0.73, de helio Y = 0.25 y “metales”
Z =10.02).

11. El sistema solar es dividido en regiones anulares con un planeta por cada anillo. La
masa aumentada de cada planeta es distribuida uniformemente en el anillo correspon-
diente, derivando un perfil de densidad de masa superficial, 3, expresado como una ley
de potencias de la distancia radial r sobre el plano del disco.

El resultado obtenido es que entre el rango de la 6rbita de Mercurio a la de Neptuno
(pero ignorando el cinturén de asteroides) tal perfil decae como r~3/2. Tipicamente, el
perfil supuesto es

~3/2
(r) = 10° (1 {JA) gcm 2 (C-1)

La integracion de este perfil entre 0.3 y 30 UA conduce a un valor de la masa minima
de la nebulosa solar de 0.01M, (una centésima de la masa solar).

Es importante remarcar que la masa asi obtenida es una masa minima, no es una
estimacion de la masa presente al tiempo de la formacién del disco protoplanetario
solar. Ademés, el perfil obtenido, ¥ o 7~3/2, no necesariamente constituye un perfil
caracteristico para todos los discos protoplanetarios. Otros modelos teéricos predicen
un perfil ¥ oc 771, el cual decae més lentamente con la distancia.
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Apéndice D

Condicién para las resonancias de
Lindblad y de corrotacién

La siguiente exposicion esta basada en el correspondiente topico del libro Galactic
dynamics de Binney y Tremaine (1987). Consideremos un planeta orbitando una estre-
lla sobre una orbita circular de frecuencia angular constante €2,. Tomando un sistema
de coordenadas (z,y,z) con origen en el centro de masas del sistema, con el plano
2~y como el plano de dicha érbita, y que rota con velocidad angular €2, = 2, E, siendo
2, > 0, la ecuacién de movimiento para el vector posiciéon r de una particula de prueba
de masa despreciable respecto de este sistema rotante de coordenadas es:

F=-V¢—2(Q, x1)—Q, x (2, xr), (D-1)

donde ¢ es el potencial gravitatorio y los términos —2(2, x ) y —, x (€2, x r)
corresponden a las fuerzas de Coriolis y centrifuga, respectivamente. Reduciendo el
problema al plano en que se mueve el planeta, podemos considerar coordenadas polares
(r,0) sobre el mismo, y la ecuacién de movimiento anterior toma la forma

L d¢ ;

r—r@zz—EjLQr@ijLQir, (D—2a)
s 10
4200 = —— =5~ 270, (D-2b)

Suponiendo que la masa del planeta es mucho menor que la estelar, podemos escribir el
potencial ¢ como el potencial central estelar mas una contribucion perturbativa debida
al planeta:

¢(r,0) = ¢o(r) + ¢1(r, 0) (D-3)

donde |¢1/¢o| < 1 en tanto la particula de prueba no esté dentro de la esfera de
influencia del planeta. En esta situacion podemos representar el movimiento de la
particula de prueba como desviaciones debidas a la perturbacion ¢, del movimiento en
el potencial central ¢q:

r(t) =ro+ri(t), 0(t)=0o(t) + 0.1(t). (D-4)
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D. Condiciéon para las resonancias de Lindblad y de corrotacion

Figura D.1. En la aprozimacion epiciclica el movimiento de una particula de prue-
ba sobre una drbita eliptica (curva continua) es obtenida superponiendo al movi-
miento del centro de guia, en dérbita circular con velocidad angular Qy — €, (6rbita
punteada), un epiciclo eliptico alrededor del mismo.

En la literatura esta descripcion del movimiento es conocida como aproximacion epici-
clica, por cuanto el movimiento orbital de la particula de prueba es obtenido superpo-
niendo al movimiento del punto (rg, fy), denominado el centro de guia, las desviaciones
(r1,01) respecto del mismo (ver Fig. D.1).

Puesto que aun para una perturbacién nula deben satisfacerse las ecuaciones de
movimiento, se sigue de la ec. (D-2a) que

dgq

g2 = — L0

dT’ + 2 To 90 Qp + Qi?”o, (D*5)

0

la cual conduce a la usual ecuacién para el equilibrio centrifugo en ry:

_ 4%

7”0(90 + Qp)2 = dr (D,G)

0

Introduciendo la frecuencia circular a la distancia r en el potencial ¢g:

1 déo )
Q=4/~=, (D-7)

la ecuacién anterior permite escribir la velocidad angular del centro de guia como
éo = QO - Qp, (D*S)

donde Qy = Q(ry). Escogido el origen del tiempo de manera tal que §y(t = 0) = 0,
resulta

By = (Q — Q) L. (D-9)

Al reemplazar las ecs. (D-3) y (D-4) en las ecuaciones de movimiento (D-2) y retener
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solo los primeros ordenes en 71 y #;, obtenemos las ecuaciones

. d? : 0
i+ < d,:io - Qz) . 1 —21r98 01 = — _(;Zil m, (D-10a)
0 +200—=—— —— D-10b
o o rg 00| ( )

Para continuar debemos explicitar la forma del potencial perturbador ¢;. Es amplia-
mente conocido que, en virtud de los procedimientos clasicos de la Mecanica Celeste, el
mismo puede ser desarrollado en una serie de términos cosenoidales cuyos argumentos
son multiplos de 6,

Z A, (1) cos (mb), (D-11)

donde m es un entero (ver, por ejemplo, Danby, 1992). Debido a que los términos
cosenoidales contribuyen a través de una serie, podemos considerar, sin pérdida de
generalidad, un Unico miembro arbitario del mismo. Asi, explicitamos el potencial per-
turbativo como

o1(r,0) = A (r) cos (mb), (D-12)

para un dado entero m. Suponiendo que ; se mantiene pequeno, podemos aproximar
6 por 0y = (€29 —€2,)t en la ecuacion anterior, y nos permite derivar a partir de (D-10),
las ecuaciones

71+ ( dio - QQ> . =219 0, = — 3| cos (m(Qo — Q,)1], (D-13a)
. : A
b+ 20yt = MQW sen [m(Q — Q)1 (D-13b)
To o

La integracion de la segunda de estas ecuaciones conduce a

91 — —2 QO n Am(TO)

_—— Qg —Q tant D-14
" T%(QO—QP)COS[ m(§ — 2,)t] + constante, ( )

ecuacién que permite eliminar 6; en (D-13a) para obtener, finalmente

dA,, 20 A,
1+ Kgry = — l ] cos [m(Qy — §2,)t] 4 constante, (D-15)

-]

donde kg, la denominada frecuencia epiciclica, es definida por

d?¢

2 _ 0 2

Ky = [er —|—3QLO. (D-16)
Noétese que para un potencial kepleriano, ¢g = —u/r, resulta kg = Qo = \/ /78,

En la ecuacion (D-15) la constante involucrada carece de importancia puesto que
puede ser absorbida por el desplazamiento r; — 1y + constante. De este modo, la
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D. Condiciéon para las resonancias de Lindblad y de corrotacion

Figura D.2. Localizacién de la resonancia de corrotacién (linea punteada) y de las
resonancias de Lindblad (lineas continuas) para un planeta en érbita circular en el
potencial kepleriano de una estrella central. El grafico muestra las resonancias de
mas bajo orden, a saber, segin su proximidad al planeta, m = 5,4,3,2,1.

misma es la ecuacién de un oscilador armonico de frecuencia natural ko forzado por
una perturbacién de frecuencia m(€2y — €2,,). La solucion general de esta ecuacién es

dA,, N 2QA,, cos [m(Qo — )]
dr Q=) [, K§—m* (S —Qp)?

r1(t) = C} cos (kot +§) — (D-17)

siendo C y § constantes fijadas por las condiciones iniciales. De esta ecuacién es claro
que existen ciertos valores de rg de la 6rbita no perturbada que conducen a valores
singulares de la ¢rbita epiciclica. A saber:

I. En la denominada resonancia de corrotacion, cuando
QO — Qp. (D*lS)
En esta situacion, segin la ecuacion (D-8), la velocidad angular del centro de guia es

nula. Es decir, el centro de guia corrota con el potencial perturbador.

11. En las denominadas resonancias de Lindblad, cuando
m(QO — Qp) = :l:lio. (D*19>

El signo positivo corresponde a una resonancia interna de Lindblad donde €2y > €Q,,, es
decir el centro de guia, y por ende la particula de prueba (puesto que hemos supuesto
que su orbita es muy préxima a la no perturbada) rota mas rapido que el potencial
perturbador. El signo negativo, por su parte, corresponde a una resonancia externa de
Lindlad, donde el centro de guia rota mas lento que el potencial perturbador. Para un
potencial kepleriano, ¢ = —u/r, donde ademads la masa del cuerpo central domina sobre
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la del planeta y cualquier otro cuerpo, la ecuacién anterior define las localizaciones de
las resonancias:

1 2/3
ro = <1 + E) Tps (D—-20)

donde 7, es el radio orbital del planeta. La Figura D.2 ilustra la localizaciéon de las
mismas para las resonancias de orden mas bajo.
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Apéndice E
Zona de cruce planetaria

Consideremos un planeta en una orbita circular de radio a, y otro cuerpo con una
6rbita tal que la distancia al perihelio ¢ = a(1 —e) y la distancia al afelio Q = a(1+e),
siendo a el semieje mayor y e la excentricidad de dicha érbita, cumplan las condiciones

g=a(l—e)<a,<@Q=a(l+e). (E-1)

Bajo estas condiciones las dos érbitas pueden tener un punto en comun (para verificar si
lo tienen deberia considerarse la geometria en el espacio, puesto que las érbitas pueden
estar inclinadas y con diferentes argumentos del perihelio). Las desigualdades anterio-
res, junto con las restricciones 0 < e < 1 propias de la definiciéon de la excentricidad,

Figura E.1. Zona de cruce de un planeta con érbita circular de radio a, =5 en el
plano a—e.
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E. Zona de cruce planetaria

definen entonces una regiéon en el plano a—e conocida como zona de cruce del planeta:

a
L -1, sia/2<a<a,
a E-2)
e > ap . (
1——, sia,<a<oo.
a

La Fig. E.1 ilustra dicha region.
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Apéndice F

Evolucion de la velocidad aleatoria
en el modelo “particula en una
caja”

La siguiente discusion estd basada en el articulo de Lissauer y Stewart (1993). Las
trayectorias de los planetesimales del disco son orbitas aproximadamentes keplerianas
alrededor del cuerpo central, y, como tales, pueden ser descritas por los elementos or-
bitales de sus 6rbitas osculatrices (esto es, la 6rbita kepleriana que tendria el cuerpo,
en cada instante de tiempo, si todas las perturbaciones desaparecieran sibitamente).
El modelo estadistico de “particula en una caja” describe el movimiento de los planete-
simales con una velocidad relativa aleatoria. La relacion entre esta velocidad aleatoria
y los elementos orbitales no es directa y distintas expresiones pueden ser utilizadas
dependiendo del aspecto especifico a considerar. De hecho, a lo largo de esta tesis, uti-
lizamos dos relaciones, las cuales, ambas, suponen que tanto la excentricidad e como
la inclinacion ¢ de las orbitas son pequenas:

1. La velocidad del planetesimal relativa a la érbita circular en el plano del disco con
el mismo semieje mayor que el del planetesimal:

v = (e + %)Y, (F-1)
siendo vk la velocidad kepleriana de la 6rbita de referencia.
11. La velocidad del planetesimal relativa a la érbita circular local:

1/2
5 1.
v = <§€2 + 512> UK, (F-2)

siendo vk la velocidad kepleriana de la 6rbita de referencia.

La segunda definicién corresponde a la velocidad aleatoria descrita en el modelo de
“particula en una caja”. La tasa de cambio de la velocidad aleatoria V' de un cuerpo

de masa M embebido en el disco de planetesimales de masas m esta dada por
dV

donde los términos de esta ecuacion estan dados como sigue.
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F. Evolucién de la velocidad en el modelo “particula en una caja”

A. Excitacién de la velocidad aleatoria causada por encuentros gravitacionales:

A= §ﬁG2plogA [(9L —12V3)(M +m)V? + (5L — 4V/3) (mu* — Mv2)} :

IERA%
(F-4)
siendo p la densidad volumétrica de masa del planetesimal de masa m,

V2=V? 407 (F-5)
L=log[(2+3)/(2—V3) =~ 2.634, (F-6)

sen (W nax/2)
A= ——"7"— F-7
sen (Vi /2)’ (F=7)

donde el angulo de deflexién ¥ esta relacionado con el parametro de impacto b
segun la formula de dispersion de Rutherford:

v Y
sen <§> = (1 + b_%> : (F-8)

siendo by = G(M +m)V~2. El angulo de deflexién minimo ¥, es calculado con el
parametro de impacto

b = bmax = max (V/Q,v/Q), (F-9)
siendo €2 la frecuencia orbital, en tanto que el dngulo de deflexion maximo W4y,

es calculado utilizando el parametro de impacto correspondiente a la seccién eficaz
de captura gravitacional R, en la formulacién del problema de dos cuerpos,

2{)0 ‘|1/2

e —— F-10
* Ry + Ry ( )

b= bml’n - Rg - (RM +Rm) [1

donde Ry y Ry, son los radios fisicos de los cuerpos de masa M y m respectivamente.
De este modo,

br2néx + bg i
g
B. Excitacion de la velocidad aleatoria originada por colisiones ineléasticas,
NS 5L\V _, m(V?—0v?) +2MV?
B=—(V3——|=pR . F-12
s \V3- 1)y el (M + m)? (F-12)

C. Amortiguamiento de la velocidad debido a la disipacién de energia por colisiones
inelasticas,

(V2 = 0?) 4+ 2MV?

o m
RQ (M + m)2

(F-13)

11v/3  L\V
C__ﬁ< 18 +ﬂ>?’)

D. Transferencia de energia de los cuerpos mayores a los mas pequenos via friccién
dindmica,

4/7LG?
D= %plog A(mv? — MV?). (F-14)
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