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INTRODUCCION

El analisis de residuos es una parte fundamental en el estudio individual de las observaciones
en relacién al modelo. En el caso de redes altimétricas es sabido que la escasez de grados de
libertad es una de las caracteristicas de su ajuste. Se busca mostrar como con herramientas
estadisticas de uso comun en el analisis de regresion lineal multiple es posible realizar una
comprobacion de residuos a partir de ciertas condiciones. Tales herramientas consisten de
estadisticos, histogramas y ploteos de residuos de los que valernos para la toma de decisiones.
Para obtener las observaciones a ajustar se determinaron los desniveles entre una serie de
marcas fisicas de esta Facultad, mediante el método de nivelacion compuesta con varios
niveles automaticos similares. Con cada relevamiento se realizd un ajuste por Minimos
Cuadrados Ponderados con Condicionamiento Minimo en el mismo punto fijo. Finalmente
también se realiz6 un ajuste con todas las observaciones con el objeto de verificar la
normalidad de las observaciones. Luego del ajuste quedé demostrado que el uso de
observaciones duplicadas posibilitd construir histogramas y ploteos mas cercanos a las
hipotesis previas asi como contar con estadisticos capaces de responder estrictamente a una
distribucion de probabilidades determinada. Ademas, por medio de la Distancia de Cook se
busco la influencia de las observaciones con residuos atipicos en los parametros estimados.

PARTE EXPERIMENTAL

Las observaciones (desniveles) fueron tomadas, por estudiantes de la carrera Ingeniero
Agrimensor, con niveles automaticos de similares caracteristicas y durante distintos cursos del
dictado de la asignatura Calculo de Compensacion. Se aplicé el modelo topografico de
equipotenciales esféricas concéntricas con estaciones equidistantes entre miras y cada desnivel
se midi6 dos veces.

En la vista aérea se aprecian las ubicaciones de las marcas fisicas vinculadas mediante
diferencia de alturas. Como datum (cota conocida para evitar singularidad) se adopté el punto
AGRIM_VIEJA (AV).

Se ajustaron las observaciones por Minimos Cuadrados Ponderados (observaciones con
distinta jerarquia) mediante ecuaciones de observacion:

y=AX+C+ ¢

El estudio de este vector &, luego de ser estimado, es el motivo de este trabajo. Este vector
tiene por hipétesis distribucion normal con E(g)=0 mientras que su varianza a priori esta
expresada por la matriz de varianzas covarianzas V = Var(g) y que representa las varianzas de
los desniveles medidos AH

Var(s) = ¢ Q
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Var(AHpg) = Gpp” Qup =V

El valor @,,,,~ es la varianza a priori que resultaria de nivelar un kilémetro en forma simple. La
matriz Q es la matriz de cofactores en cuya diagonal principal se encuentran la cantidad de Km
empleados para la determinacion de cada desnivel.
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Nuestra matriz de pesos P provendra de la inversa de V. El vector C es el que permite
introducir el datum mediante un condicionamiento minimo. Este tipo de condicionamiento
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implicara que solo las observaciones determinaran la calidad del ajuste. La resolucién del
sistema de ecuaciones normales

AP AX=A.P.(y+C)

Permite obtener una Unica solucion para el vector de cotas X . A partir de éste obtenemos el
vector de residuos estimados e

e=AX—(y+0C)

Los residuos podran estudiarse grafica y/o analiticamente pero antes debe considerarse su
estandarizacion o escalamiento ya que luego del ajuste los residuos tendran diferente
varianza aunque a priori sean las observaciones del mismo peso o precision [2]. Esto debe
hacerse ya sea para estudios graficos o con estadisticos.

La estudentizacion se realiza mediante la expresion,

|
"ql sz " QEE

S, . . . .
Donde ~ =i es la varianza de cada residuo estimado para lo cual deberemos contar con la matriz
de varianzas covarianzas [1] de los residuos la cual se expresa:

SE=52(P1-A.(A".P.A)*TA")= 5§09,
z
Cuando el modelo es correcto estos residuos i tienen varianza constante y o =1
Los residuos asi escalados podran estudiarse en histogramas o en QQPlots ya que

perteneceran a una misma poblacién. Hay que recordar que se recomienda su empleo cuando
el nimero de observaciones es superior a 20 [2].

Los Ti seran estadisticos con una distribucién tipo t [2] con n-r grados de libertad.
Estrictamente no pertenecen a una distribucion ¢ por no ser independientes el numerador del
denominador [2]. Este tipo de escalamiento donde se incluye a la observacion sospechada de
atipica se denomina interno.

Para solucionar la circunstancia de la falta de independencia entre numerador y denominador

h)

z
se puede estimar © (i} prescindiendo de la observacion Ah; considerada atipica en funcién de

su residuo T'i. Esto independiza numerador y denominador evitando un escalamiento interno [2]
Se obtiene un estadistico con distribucion T de Student con n-p-1 grados de libertad. La

2
estimacion de 55w puede ser realizada con la expresion

2
(=
_ . S
52 = (n—¥) (1~ hy)

n—p—1

Recordando que(1 —h:) es e
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Esta expresion evita tener que hacer los ajustes nuevamente. Asi el estadistico de estudio sera

e
R, = —
d'.'|||5z (e

Esto ultimo soélo sera posible cuando contemos con observaciones duplicadas.

En la tabla se pueden ver los desniveles medidos y sus valores en metros en las primeras dos
columnas. En la tercera columna se encuentran los desniveles ajustados al modelo por
Minimos Cuadrados Ponderados y en la cuarta columna los residuos brutos e.

Tramo | DH bruto DH e r R Dist. Cook
medido ajustado
AV - AN +2.046 +2.0460423 | 0.0004231 -0.30553 | -0.294603 0.0085646
Q1 - AN +1.110 +1.1100164 | 0.0000164 | -0.010755 | -0.010333 0.0000084
D-Q1 +0.112 +0.1105502 | 0.0014498 | 1.3849766 | 1.4412095 | 0.1822203
Q2-D +0.381 +0.3764464 | 0.0045536 | 3.2334299 | 7.0212768 | 0.7538931
P-H -1.615 -1.6148721 | 0.0001279 | -0.0727518 | -0.069912 0.0003866
C-Q2 -0.920 -0.9212172 | 0.0012172 | 1.0037532 | 1.0040679 | 0.0849196
AN - H +0.166 +0.1661877 | 0.0001877 | -0.1491127 | -0.143386 0.0016492
C-1 -0.435 -0.4342206 | 0.0007794 | -0.601502 | -0.586118 0.0233012
P-AV +0.267 +265363 0.0016367 | 0.9227019 | 0.9170405 | 0.0615705
C-H +0.842 +0.8419835 | 0.0000165 | 0.010763 | 0.0103408 | 0.0000084
AN - AV -2.046 -2.0460423 | 0.0004231 0.30553 0.2946033 | 0.0085646
AN — Q1 -1.110 -1.1100164 | 0.0000164 | 0.010755 | 0.0103331 0.0000084
Q1-D -0.111 -0.1105502 | 0.0004498 | -0.429699 | -0.415805 0.0175404
D-Q2 -0.375 -0.3764464 | 0.0014464 | 1.0270777 | 1.0294347 | 0.0760658
H-P +1.616 +1.6148721 | 0.0011279 | 0.641391 | 0.6262164 | 0.0300517
Q2-C +0.920 +0.9212172 | 0.0012172 | -1.0037532 | -1.004068 0.0849196
H-AN -0.167 -0.1661877 | 0.0008123 | -0.6451983 | -0.630056 0.0308775
Q1-C +0.436 +0.4342206 | 0.0017794 | 1.3732679 | 1.4269477 | 0.1214548
AV-P -0.265 -0.26535 0.0003633 | 0.2048246 | 0.1971074 0.003034
H-C -0.842 -0.8419835 | 0.0000165 | -0.010763 | -0.010341 0.0000084

En las ultimas tres columnas se ven los residuos estudentizados r; y los residuos R de Student
y los valores de la Distancia de Cook.

Esta red resulté con una varianza del ajuste de % =0.00002304m? con n— p = 13 grados
de libertad. La varianza propuesta a priori de crém = 0.000025m? fue satisfactoriamente
testeada bilateralmente mediante Chi Cuadrado para e = 0.05

Para estudiar los residuos individualmente primero se determind la magnitud de los residuos
estudentizados r y posteriormente, sexta columna, la de los residuos R. Los primeros se

analizaron para e« = 0.05 con un tg =2.16 [3], y los segundos al tener n —p —1 =12
grados de libertad, para un t; = 2.18 [3].Se encontrd el valor i=4 alcanzé el valor r = 3.23

superior al tz = 2.16 [3] considerando a la misma como atipica segun este criterio. EI mismo
z
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residuo cuando se lo escala en forma externa se obtiene un valor de 7.02. Este ultimo residuo
tiene distribucién estrictamente T de Student ya que numerado y denominador son
independientes. Finalmente tenemos el QQPIot de los residuos estudentizados y el grafico de
los residuos estudentizados contra los valores ajustados de los desniveles.

Normal Q-Q Plot Desniveles Ajustados vs. Residuos Estudentizados

; 0

Sample Quantiles

residuos estudentizados
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@

Theoretical Quantiles desniveles ajustados

Influencia de las observaciones

Cuando es encontrada una observaciéon atipica puede ser util obtener una medida de su
influencia. La Distancia de Cook [2] mide si la distancia cartesiana, elevada al cuadrado, entre
dos soluciones es significativa. Estas soluciones se diferencian en que una de ellas no incluye
al dato atipico. Esta distancia puede expresarse en funcion de los parametros de la siguiente
manera

o _ X X)ANPA (X — X)
e p.52

En la practica suele emplearse el siguiente estadistico [2].

L

p, = -L
©op \sL

2
2 5
r? [ 5]

Donde r; es el residuo estudentizado y p la cantidad de parametros del ajuste. D; no es un
estadistico F sin embargo usar el valor de corte Fyg,, .- ¥ 1 funciona bien en la practica [2].
Es decir que se mide la significancia de una observacion presuntamente influyente. Lo usual es
poner en duda la observacion cuya D; = 1.

CONCLUSIONES

El empleo de técnicas graficas como QQPlots y ploteo de residuos contra valores ajustados
muestra rapidamente el cumplimiento, o no, de hipétesis, como homogeneidad de varianzas y
adecuacion al modelo, asi como también la existencia de valores atipicos. La decisién de
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calificar las observaciones estudiando el residuo que arrojan luego del ajuste con la
construccion de estadisticos con distribucidon T de Student debe adecuarse a la cantidad de
datos. Con redes cuyos desniveles fueron medidos solamente una vez solo pueden
estudentizarse en forma interna ya que no puede excluirse ninguna de las observaciones sin
perder parte de la red. La estudentizacidn externa, aplicable solo a redes con observaciones
dobles mostré como los residuos reaccionan en caso de tener una varianza estimada sin el
aporte del dato atipico. La Distancia de Cook no mostré ser sensible al valor atipico. Cabe
recordar que las circunstancias que generen el apartamiento del valor esperado se distribuyen a
toda la red. La Distancia de Cook mide la influencia en todos los parametros estimados. Existen
estadisticos que miden la influencia sobre cada uno de los parametros estimados siendo
posiblemente mas pertinente su empleo.
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