
CALCULO DE LAS PERTURBACIONES DE LA ANOMALIA MEDIA 
Y DEL RADIO VECTOR POR EL METODO DE BOHLIN

Pedro Carlos Riti

Este trabajo tiene por objetos
1) Calcular las perturbaciones de la anomalía media y del radio vec
tor pór el método de Bohlin suponiendo (caso especial del problema 
de los tres cuerpos) que el planeta perturbador Júpiter y el aste
roide no perturbado tengan excentricidades nulas y que ambos plane
tas se muevan en un plano, tomando como variable independiente a la 
función:

c - a í  ¿;5 ¿t

2) Comparar los resultados numéricos obtenidos en el caso particular 
del asteroide Tbule, con los de las tablas de Bohlin.»

1) El desarrollo de la función perturbadora es en general una serie 
rápidamente convergente de la forma:

^  *b 2  COS'X, ♦ -+• 2  C- Sin (Ki \ ^
donde k^ y son números enteros, \  ,>«. las longitudes medias «Los 
coeficientes B y C son funciones de los elementos elípticos oscuxa- 
dores a,e,l, , 9 de ambos planetas*

Para los grandes planetas y algunos asteroides, la utilización 
del desarrollo anterior no presenta dificultades. Sin embargo, en 
aquellos casos que la relación -k^/lc, de ambos números enteros ten
gan un valor muy próximo a la relación de los movimientos medios 
diurnos n'/n de ambos planetas, el integrar se introducen pequeños 
divisores (k^ n 4 ^  n.1) que originan desigualdades de largos pe rio»
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las cuales pueden alcanzar valores considerables.
SI cíl-i culo ux&cio del coeficiente afectado por el pequeño divi

sor es una tai-.*:.. ..o-.»pilcada que exige el cálculo previo do los térmi
nos anteriores que no son uirectamente útiles.
2) El método do Hansen para el cálculo de perturbaciones de pequeños 
planctas; cuyas ecuaciones diferenciales empleamos;, depende fundamen
talmente de la hipótesis de la existencia de una órbita elíptica fi* 
ja como base cuyos elementos osculadores son conocidos y entonces de
fine los componentes n, ó, z , o y u, del desplazamiento de su posi
ción en la órbita a su posición perturbada en el espacio. La posi
ción perturbada en el espacio se determina por la solución de la - 
ecuación de Kbplor, con la anomalía media perturbada:

M + nA(t - t,J + nfiz s í -  o sen f  o o' o o

que es equivalente a resolver la ecuación de Kepler para el tiempo 
t + 5z en lugar de t. La anomalía excéntrica ?  corresponde a la pro
yección de la posición perturbada sobre la órbita fija plana. Bn - 
cuanto al radio vector r, su proyección sobre la órbita fija es 
a0d  - eQcos ?){1 + v> ) s r(l -f\> ). Las perturbaciones de la anomalía 
media y del radio vector nfiz y v , respectivamente, so expresan en 
serles periódicas cuyos argumentos dependen de las posiciones de am
bos planetas, perturbado y perturbador, e implícitamente del tiendo. 
35) Si la distancia mútua entre dos de los n cuerpos de ur^sistema 
tiende a cero cuando t — *tQ, mientras que las distancias mútuas de 
los restantes (n-2) cuerpos se conservan acotadas inferiormente y se 
supone nula la acción de los (n-2) cuerpos respecto de los dos prlmei- 
ros, la solución del problema de n cuerpos para tstQ> (t .̂«q ) pre
senta la singularidad de una colisión binaria.
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En caso de colisiones binarias (reales o imaginarias) y aún de 
colisiones triples (reales, el caso del movimiento lagrangiano y pa
ra valores particulares de las masas Sq  y de las constantes de inte
gración), puede intentarse la regular!zación de la singularidad in
troduciendo en lugar de t la variable independiente u cuya forma más 
general, segdn Sundman y Levi-Civita, es del tipo:

A«dt s S(r)«du
donde A = Constante y S(r) s S(r-j_,r2,r^) es una función homogénea de 
primer grado de las tres distancias mutuas« La solución del problema 
es uniformizada por medio del parámetro u:

ri = ri(u) t = T(u) i = 1,2,5 “«o u ¿.oq
de manera que a cada valor de u corresponde un conjunto de valores 
de las distancias mutuas«
I4.) Es la variable independiente $ regularlzadora en el sentido de 
Sundman y Levi-C ivita? Hoi*^ Pero la variable independiente tiene 
la propiedad de "absorber" la "singularidad" de carácter práctico 
que se presenta como consecuencia de la distancia Ao>0 alcanza va
lores muy pequeños y en cierto modo a causa que 3/k es aproxi
madamente conmensurable« Cabe destacar que el caso /¿~5/lj. es más di
fícil que aquel de n'/n ~  1/3 porque el asteroide está más próximo 
a Júpiter en el primer caso que en el segundo«

II
1) Para simplificar el problema, suponemos que las órbitas del aste
roide y de Júpiter están sobre un mismo plano (inclinación mutua nu
la) y que ambas órbitas son circulares (excentricidad nula)« A 0 es 
la distancia mutua entre el asteroide y Júpiter«

(1 ) A 5 = a *5 (1 + a2 - 2a eos E ) ^ 2 ft/a' = a<  1  o '

«) Por razones de brevedad omitimos la demostración que está amplia
mente desarrollada en nuestra tesis,donde seguimos la exposición de
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Además: (2) H = 6 - (3) 6 = nt + c (1+) 8* = n't + c'
donde 8 y 6* son las anomalías excéntricas y c,c' constantes.
Por otra oarte: (5) =^6 - /*c + c*
de donde:
(6) E = (1 -yu)8 + - c' (7) H = (1 -/i)nt+c-c' (8) (3dH = d8

(?) de = n.dt (10) JL_aH = dt
n

Sea la variable independiente:
f t _3

(11) Z, = A/ 40(t)dt'o
y elegida la constante A = n/(3 y efectuado el cambio de variable, 
resulta:

/H=H(t)
(12 ) $=/ d'/.dH

^H=H(to)

Con los valores numéricos de c^c1 y yu- las expresiones (6) y (7) 
resultan:

(13) H = 
y la integral (12 ), 
para t = 0:

(1 -/Oe - 3,Ol<.6é (IÍ4.) H = (1 -/Ont-2,5261

tomado el valor numérico dol limito inferior

(1 5 ) ? í
H -3.A 0(H).dH

- 2 ,5 2 6 1

2) Para calcular la integral (15 ), desarrollamos A0 en una serie tri
gonométrica cuyos coeficientes do Laplace han sido tabulados por 
Brown-Brouwer en "Tables for the development of tho disturbing func
tions":

Z » Const + C H + 2  c . son nH 7 o -K-i n
A*Wintner "The Analytical Foundations of Celestina Mechanics" de los 
resultados y métodos de la teoría de K.F.Sundr.an.
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y haciendo: ■*_ Zj -  Const 
C0

re su lta : *
(16)  ̂ s  H + Z: CA-sen riH

n=l

5) Del método Hansen-Bohlin, tenemos:
(1 7 ) 8 - e,son 6 = nt + nóz + c r = rQ(l + v ) (18) T =á£ 

de

donde n, ó, z y v son las perturbaciones de la anomalía media y del 
radio vector, respectivamente, y T es la función:

donde:
(19) T = ll'a ÒJI ,2 é í l

¿>v ò r

S I = m* (——r - eos H)

Ahora expresamos la anomalía excéntrica como suma de un término 
secular más dos términos, una que llamaremos parte Irracional y otra 
que es una constante:

(20) e = mH + mp( ft. -y*#)H + Const, 

y sea la relación entre yu. y yu.0 :

donde a es un parémetro. Como veremos más adelante, H y a serán ex
presadas como funciones de w, /¿,es el valor numérico de la fracción 
de dos números enteros más próximos a n 1 y n.

De lo anterior, resulta: para el caso particular de ~ 3 / h  

(2 1) 6 = ljH + 6 + B
donde: -(3 w(m - 1)H = Q B = Const,

Del desarrollo f(H) definido por la (16) hemos obtenido
por interpolación gráfica los valores de necesarios*para hallar
el desarrollo de Fourior de la función inversa de la (lé), o sea
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■ (f %H = F( Z f ) donde Z¡ -b0^ siendo b0 una constante.
J4.) El desarrollo de la función T (18) es el siguiente (1):

(22) T = m* |
2

- a2 )sen H 4 ¿x* - 2
4 sen(+-6-B)[5(a2 - ^ 2 l-)(cos 3H IOS 5H) 4 eos Í4üj4

4 eos (+-8-B)[3(a - “ 4r)(i son 5H -

para el caso particular /±Q = 2A-*
Efectuamos el cambio de variable en la ecuación diferencial de 

Hansen (18) y resulta:
d v  = j & a f  (25) -W. a í T. ¿|.d^(2U)
d Z* 1

En lugar de A* escribimos a'a$03- siendo 0=(l4a2-2cos H ) ^ 2 
y multiplicados ambos miembros de (22) por b * y divididos por a1^, 
obtuvimos:

(25) P>T 0<f= ̂ ¥ =  m'p j Ja2(l - ©* ) sen H 4d - V
4 sen (ie-B) [3a2(0o*“*)(coa 3H - ¿ eos 5H) 4 2a^cos 1#] 4

3
4 eos (^-0-B) [5tt2(0oa-l)(¿ SGn 5H - sen JH) - 2a^sen itfi]}

T T. 2/35) Siendo de donde a = M  por la relación w = i - /*/, es
/¿ = / + o (h * ) de manera que a = a(i»). También H = H(i») como resulta do 
reemplazar en (6) a /<- por / M I  - 1»). Do esto:

H = dQw 4 d1fi 4 d2

donde: dQ = (e - c)^0 dx B (1 - ) el, = (/-y* - c»)
Además:

a = ̂ ( 1  - 0,66w - 0,lli»2 ...)
^(w) = [(1,6816 - 0,9088w 4 0,1515w2) -

- (1,6512 - 1 ,1008w - 0,l8l5w2 ). eos (dQw 4 djg + d2^^2
20



,ì = (1 -/*) - 3,986? - 11,7555» « « «-l

3m'(3a2 ■= 0,00813 - 0,03U76w ...

2m'pa5 = 0 , 0014+8 -  0 ,0 219 5*  . . .  
dQ = (2,9900H + 7,514.82) -  (8, 8015H + 26, 8ll+6)w . . .

Desarrollamos 0¡(w), eos nH y sen nH, según la fórmula de 
Taylor, en una serle de potencias del parámetro w:

sen nH = sen n(d1e 4 d£) + nd^cos n(d^8 4 d2 ŵ + 
eos nH = eos n(d^ó d2) - ndQsen níd^ t d2 )w 4 ... 

Introduciendo en (26) los distintos desarrollos obtenidos en 
este párrafo, resultas

donde Ln y son funcionos de H - H( Zf), siendo Ln los términos In
dependientes de w y L¿ los términos que contienen a w.

6) Ahora cpnsideremos otra ecuación diferencial de Hansen:
d(néz) = W.d6

on la que efectuaremos el cambio de variable. En efecto:

de = P.d0.dV
de dondo:

fijsgd = p ».a»
d Z >

o integrando:

'o
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Como hornos restringido el cálculo do las perturbaciones al in
tervalo 0¿H420° que corresponde a Oé 5*4 3*1^6, para obtener el 
limite inferior de integración determinamos la función f = F(t) tal 
que *̂(t) = 0 cuando H = H(t) = 0, es decir, iniciamos la cuenta 
del tiempo cuando el asteroide y Júpiter están en oposición (E = 0, 

s 0)» A tal efecto, con una transformación lineal obtuvimos!
r s t - 50ll|.,5 t = r + 50iij.,3

De esto, el limite inferior de las integrales que determinan W 
y ó, z, es = 0 para r  =0:

f V  _  i ? -
W s p JT. 0,a. ¿ V  n 6 z s 0 j W . a \ .  

o J0

donde W es la función w después de reemplazar el parametro  ̂ por 
6 = liH + 0 + B

Los desarrollos en serles trigonométricas de las funciones 1^ 
y se han obtenido por análisis harmónico con un esquema de 12 
ordenadas siendo las abscisas ^ s 0°,15°, 30°, ...180°.

7) Para integrar la ecuación diferencial:

dW = T
de

(donde W = Wn( ) suponemos que la solución es desarróllatele en
la sAT»ie

(28) W s W1 4 + Wj. + + •••

y satisface a la ecuación a derivadas parciales:

(29) M  = dW + dWde = T =  T_m* + •S.n'jf + T2m*w2 + ... 
d? ¿Z* d© d ?  A

Tenemos:
- Hw = 0 (párrafo 5) p = 5,9867 - 11,7355» (párra

fo 5) de donde:
2 2



( 50) H  =  - ( 1 1 , 9 6 0 1 1 1  -  55. 2059® 2 )

que introducimos en (29). Por otra parte, siendo w =-0,012,podemos 
escribir:

(5 1) 1» ~  m*/9 ~  w2
7, -

Entonces, resulta de (28),(29),(50) y (5 1)*

(5 1) avr, . awi . sviL ... -(1 1 ,96011» - 55*2059w2)(i?í + ̂  + a \ ( & )
J f + hX* a?  ̂*©. ¿e be ' ^

1 1 » o . 1= (T + T w + T_w + ...)mo l  ¿

Igualando los términos a derecha e izquierda en (5 1) del mismo 
orden de i», resulta el siguiente sistema de ecuaciones diferencia
les para determinar W.

(52) = 0a 2;*
(55) ¿WL = -.1 1 ,9601»» atn¡ = t '

bl * bB

(54) - ii,9¿oiwd.a + 55,2059w2 d03 = t:'
¿ r  de

En la ecuación diferencial (52), la función de no depende 
de w, y es función de la variable 0,1^ = <¡>je) Suponemos condicio
nes iniciales que hacen <f>1 (e) - o Integramos la ecuación diferen
cial (55):

(55) W2 = I r  d ?  +  ^ ( 0)

con la condición. deducida. de <4,0 ) para que W no contenga térmi
nos socularos y que <|>r(e)-o Resulta:

(56) W2 = Const + F^( Tf )

siendo F^(^) una serio trigonométrica, Y asi sucesivamente.
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Do (27) resultas
(58) T^ = Lj_ + coa (^ -e -B  )L2 + son (‘t-G -B ÍL j

(39) Tí = Lí + cos + son

o Integrando las serlos (38) y*(39) resultan las serlos trigonomé
tricas (36) y (37)# con las cuales queda determinada la función V.

8) . Hemos Calculado
W — Wg + + •••

y reemplazando el parfimetro ^ por 6 = ljH + 0 + B, los cos Of’-S-B) 
y sen (i’-S-B) se transforman en cos I4H y sen I4H que expresamos en 
funciones de 3* mediante el análisis harmónico. Introducidos en 
las series que resultan de la integración de (38) y (39)»resulta la 
función:V

W = Wg + Wj + ...
y cop la ecuación diferencial de Hansen escrita en el párrafo 6,que 
integramos« resulta la serle trigdhomótrlca para calcular la pertur
bación de la anomalía media, de primero y segundo <r den, en primera 
aproximación«

9) . Para calcular la perturbación total V del radio vector,emplea
mos la ecuación diferencial de Hansen^^s

(liO) d i> _ . 1 dV~ 
d« “ 2 . b t

donde, efectuado el cambio de variable, resulta: 1

(1) Tisserand - Mec.Céléste, Tomo. IV, (Méthode do Heneen),



La derivada parcial significa que primero se deriva W
respecto al parámetro y después se hace 4H+S+3 En el re
sultado de la integración no aparecen discriminadas las perturba
ciones por su orden primero, segundo, etc* a consecuencia de ha
ber desarrollado la función W = W2 + 4 ... introduciendo en el
miembro el valor numórico de w porque en primera aproximación 
no es posible limitar el desarrollo do W~W2 porque alcanza 
valores numéricos del mismo orden do Wg.

10) . Para cotejar los resultados de nuestro cálculo de las pertur
baciones del radio vector y do la anomalía media con aquellos obte-

(2)nidos por E.Bohlin en su memoria, hemos calculado las mencionadas 
tablas para yU.0 = 3/Í4- ya que-ellas contienen solamente los coeficlen 
tos para yu.0 = 1/3.

Además, los argumentos de las funciones trigonométricas del 
método de Bohlin tienen la forma ((i-/1-) £ + 6* ), de manera que pa
ra comparar ambos resultadas hemos introducido en este argumento 
una variable que dependa inplicitamonte de 2 * A tal efecto,he
mos obtenido:

( í - /u.)c+s1 = 0,00052 .r + 3,1149

11) . Los resultados que hemos obtenido, han*sido calculados con 
las siguientes serles:
(n 8 = -22V 5ÍJ. 258"96 e o s ?  -12?5Ó eos 2?  -2n06 eos 3 2?  4 

4^"12 eos k V  -8n2l|. eos 5 ? r42Mo6 eos 7?  + ...
= 202nl6 -515"52 eos ?  +156n72 eos 2 ?  -57n7é eos 3?* + 

+33"00 eos k ? *  -lé” 52 eos 5 ?  -l̂ n12 eos 6 V  4 ...

(2) K.Bohlin - Formoln und Tafeln zur Grupponweisse Berechnung dor 
Aligómeinon Storungen ...(Upsala,l896).
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4-(-nSî) = 0,0000268 + 0,0000516 c o s ?  -0,0000065 cos 2W i
+0,0000019 cos 5 T? -0,0000007 cos ^ +0,0000001+ cos 5$* 
-0,0000001 cos 6$*

Serlos de Bohlin para (nöz)^, (nöz)^, vt , v>̂ para <*.0 =5/U-

s = (1 - jil)c + 01 = 0,00052 z + 5,11419

-21- = 0,1+21+ 0,00108 *(-£7)= 0,00216

(U6z)l = h_ (-21+59*16 sen s - l+595"76 sen 2s - U 68”l+8 sen 5s 
- 1+57*12 sen 1+s + 1525M51 sen 5s + l407**Ui sen 6s +
+ 185” 57 son 7s + 99*55 sen 8s + J+9n50 sen 9s +
+ 5l+*90 sen 10s)

2.
(nôz)2 = to(^)(885Un7Ì| sen s 4  55229*01 sen 2s 4 21788*80 sen 5s+ 

+ 591+8*29 sen I4S - 57212"52 sen 5s - 9571*91 sen 6s - 
-1676"15 son 7s - 657"76 sen 8s - l+ll"l6 sen 9s - 
-26l"2l+ sen 10s)

1̂ = ¡7a- (195*68 + 665"52 cos s + 2628"72 cos 2s +
+ 5557*18 cos 5s + 1+2*88 cos 1+s - 151+1* 12 cos 5s -
- 523”6i+ cos 6s - 272"96 cos 7s - IU.9” 51 cos 8s -
- 78"66 cos 9s - 56"87 cos 10s)

^  = f  f e )<256° 2" 57 - 8051"60 cos s - 11+650*26 cos 2s -
- 11855"o5 cos 5s - 22"59 cos i+s + 1+0205*89 cos 5s + 
+ 11555*1+7 cos 6s + 2706*79 cos 7s+1009*75 cos 8s +
+ 658*62 COS 9s + 589*1+8 cos 10s)
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Comparación do las perturbaciones de la anomalía media y del radio

vector calculadas>con las tablas de Bohlln y en este- trapajo

r
Di as H s

(nóz^ (nóz)2

(I) (IX) (I) (II)

0 0 0 5,11*19 0 0 0 0

10 0,0052 0,0875 5,11*71 - 2*0 6 • in 65 1 *U|. l^i,
‘f* ■ í-

2p, 0,01014 0,1565 5^1525 - % wi8 —  k nk z 3 "50 r> "ié *
50 0,0156 0,2616 5,1575 - 8n05 f 6" 85 6" 85 5*56
l*o 0,0208 0,5056 5,1627 - 8wÍ45 - 7"oo 8"9lí 7"08
50 0,0260 0,57814- 5,1679 fio"50 - 8*55 9tt88 8" 83
60 0,0512 0,1^58 5,1751 -15*21* -12"59 llwl6 10tt8Í4

Días H ? s
(I) (II)

0 0 0 5,110-9 0 0
10 0,0052 0,0875 5,1Í471 - 0M02 - owo6
20 0,010Í| 0,15^5 5,1525

0H"01 - 0n08
50 0,0156 0,26l6 5,1575 - 0”l6 - Qn12
Í40 0,0208 0,5056 5,1627 - 0'*25 - 0"20
50 0,0260 0,57814 5,1679 ~ o"27 - 0rt25
60 0,0512 0,14258 5,1751 - on55 - 0"l40

(I) Resultados según nuestro trabajo* 
(II) Resultados sogun Bohlin.
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Summary:
CALCULATION OF THE PERTURBATIONS OF THE MEAN ANOMALY AND THE RADIUS

VECTOR BY BOHLIN'S METHOD

The classical disturbing function R =Z?B.cos '(k^i + k^^) + 
^Sc.sen ^2. ) is not suitable to most of the asteroids
because in the integration of R, in the case -k^/k^ approximately 
equal to n ‘/n, the very small divisor (k^n + k^n1) gives origin to 
a very large period inequality. In order to avoid such a difficulty 
we have solved the differential equations of Hanson-Bohlin1 s method, 
by means of trigonometrical series, using as independent variable

-3the function I A Q dt instead of the excentric anomaly,
Jo

vre used a numerical method, assuming that both of the orbits 
(disturbing and disturbed planets) are circular and coplanar. The 
perturbations of the mean anomaly and the radius vector, in the 
first approximation, are calculated in the particular case of the 
asteroid Thule. Though the independent variable ^ is not a regula
rizing variable in the sense of the Lovi-Civita-Sundman theories, 
it has the proporty to absorb the singularities of practical charac
ter when the mutual distance d*> o reaches very small values.
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