CALCULO DE LAS PERTURBACIONES DE LA ANOMALIA MEDIA
Y DEL RADIO VECTOR POR EL METODO DE BOHLIN

Pedro Carlos Rid

Este trabajo tiene por objeto:
1) Calcular las perturbaciones de la anomalis media y del radio vec-
tor por el método de Bohlin suponiendo (caso especial del problema
de los tres cuerpos) que el planeta perturbador Jfipiter y el aste-
roide no perturbado tengan excentricidades mlas y que ambos plane-
tes se muevan en un plano, tomando como variable independiente a la

funcibn: )
c,-Af A dt
]

2) Comparar los resultados muméricos obtenidos en el caso particular

del asteroide Thule, con los de las tablas de Bohlin,-

1) E1 desarrollo de la funcibén perturbadora es en general una serie
r&pidamente convergente de la forma:

Re Z B cos(krern) + Z C.sim (K2 + )
donde k1 N ké son nfmeros onteroe,'lq.ﬁs las longitudes medias,Los
coeficientes B y C son funciones de los elementos elipticos oscuia=
dores a,e,1, w,8 de ambos plansetas,

Para los grandes pianetas y algunos asteroides, la utilizacién
del desarrollo anterior no presenta dificultades, Sin embargo. en
aquellos casos que la relacién 'ki/k? de ambos nf@meros enteros ten-
gan un valor muy préximo a la relacibén de los movimientos medios
diurnos n'/n de ambos planetas, el integrar se 1nnroduéen pequefios

divieores (k.l. n+k n') que originan desigualdades de largos perioe
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las cuales pueden alcanzar vaiores considerables,

A

1 chinulu wxscto del coeficionte afectado por el peguefio divi-

[RA]

gor 69 una: telwo. .oapllicada que exige el cllculo previo de los térmi-
nos antoriores que. no son uirectamente ttiles,

2) El mCtodo do Hansen para el cllculo de perturbaciones de pequeilos
. plancteas, cuyas ecuaciones difercnciales emplecamos, depende fundamen-
talmente de la hipbtesis de la existencia de una 6rbita eliptica f1.
ja como base cuyos elementos osculadores son conocidos y entonces de-
fine los componentes u1, 8, z, v y u, del desplazamiento de su posi--
cién en la 8rbita a su posicibén perturbada en el espacio. La posi--
cién perturbada en el espacio se determina por la solucibén de la -

ecuacién de Kepler, con la anomalia media perturbada:

M+ n,(t - t,) + nbz = T - o sen  §

que es equivalente a resolver la ecuacibn de FKepler para el tiempo

t 4+ 62 en lugar de t, La anomalia excéntrica ¥ corresponde a la pro-
yeccibn de la posicibén perturbada sobre la érbita fija plana, Bn -
cuanto al radio vector r, su proyeccién sobre la 6rbita fija es

a (1 - e cos E){(1 +4v ) =F(1l +v), Las perturbaciones de 1la anomalfia
media y del radio vector ndz y v , respectivamente, se expresan en
series perifdices cuyos argumentos depernden de laa posiciones de ame
bos planetas, perturbado y perturbador, e implicitamente del tiempo.
%) s1 la-distancia mfitua entre dos de los n cuerpos de unﬁdatoma
tiende a cero cuando t —1t,, mientras que las distancias mfituas de
los restantes (n-2) cuerpos se conservan acotadas inferiormente y se
supone nula la accifn de los (n=2) cuerpos respecto de los dos pPrime-
ros, la solucién del problema de n cuerpos para t=t,, (to#uo) pre--

senta la singularidad de una colisifn binaria,
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En caso de colisiones binarias (reales o imaginarias) y afin de
colisiones triples (reales, el caso del movimiento lagrangiano y pa-
ra valores particulares de las masas m, y de las constantes de inte-
gracién), puede intentarse la regularizacién de la singularidad ine-
troduciendo en lugar de t la variable independiente u cuya forma méAs
general, segfin Sundman y Levi-Civita, es del tipo:

A.dt = S(r).du

donde A = Constante y S(r) = S(rl,ra,r3) es una funcién homogenea de
primer grado de las tres distancias mutuas, La solucién del problema
es uniformizada por medio deol parfmetro u:

ry = !'1(11)‘ t = T(u) 1 =1,2,3 -0 46U <op
de manera que a cada valor de u corresponde un conjunto de valores
de las distancias mutuas,
l4) Es la variable independiente § regularizadora en el sentido de
Sundman y Levi-Civita? NOE.) Pero la variable independiente 7 tiene
la propiedad de “absorber® la "singularidad” de carficter préctico
que 8e prescnta como consecuencia de la distancia 4,>0 alcanza va-
lores muy pequefios y en cierto modo a causa qué M~ 3/l es aproxi-
madamente conmensurable, Cabe destacer que el caso puv}/h es mis 31-
ficil que aquel de n'/n ~ 1/3 porque el asteroide estf mfs préximo
a Jipiter en el primer caso que en el segundo,

I1

1) Para simplificar el problema, suponemos que las 8rbitas del aste-
roide y de Jfpiter estfn sobre un mismo plano (inclinacién mutua mi-
la) y que ambas 6rbitas son circulares (excentricidad mla), A, es
la distancia mutua entre el asteroide y Jé@piter,

(1) Az = 5'3 (1 + a.2 - 2a cos 11)3/2 1'1/;' =a<l

s) Por razones de brevedad omitimos la demostracién que esté amplia-
mente desarrollada en nuestra tesis,donde seguimos la exposicién de
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ademfs: (2) H=¢ - 8! (3) €=nt +c (L) &' =n't + ¢!
donde & y €' son las anomalias excéntricas y c,c! constantes,
Por otra varte: (5) &' zpue =pc + ¢!

de dondo:

(6) H= (1 ~m)& apc=c' (7)E = (1-plintec-c' (8) pad = ae

(9) ae = n.at  (10) Pay - at
n

Sea la variable independiente:
T3
(11) Z.=A/ 4,(t)at
[o]
y elegide la constante A = n/p y efectuado ol camblo de variable,

H=H(t)
(12);=/ A7 an

H=H(t°)

resuita:

Con los valores muméricos de c,c' y a4 las expresiones (6) y (7)
resultan:

(13) H= (1 -u)e - 33,0466 (14) H = (1 -p)nt-2,5261
y la integral (12), tomado el valor mumépico dol limite inferior

para t = 0O

2) Para calcular la integral (15), desarrollemos A:on upna serie tri-
gonométrice cuyos conficientes de Laplace han sido tabulados por
Browne-Brouwer en ™Tables for the development of the disturbing func-
tions®:

= Cons Zc .
[4 onst + COH + “_1(‘“ sen nH

regulitedos y mbétodos de la teoria de K F.Sundran,
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y haciendo: €.= Z - Const
Co
resulta:
(16) G‘: H+ Z Ch.sen nH
n=1
3) Del m6todo Hensen-Bohlin,tenemos:

(17) @ ~c,sen € =nt + ndz + ¢ r=r_(1l+v) (18) T 9%
, ° ae

donde n, 6, z y v son las perturbaciones de la anomalia medie y del

radio vector, respectivamente, y T es la funcion:

= uta SR , y1a228
(19) T = M‘Aa 3t NAB. =
donde:
=m' (= . _r ;
ﬂ_mg(A: ;Ecosﬂ)

Ahora expresamos la anomalia excéntrica como suma de un t6rmino
secular més dos t6rminos, una que llaemaremos parte irracional y otra

que es una constante:
(20) ¢ =mH 4+ mB(pu-p)H + Const,

§ sea la relacién entre my &, :

“'

M= Po= "WhHe M=
donde w es un parfmetro, Como veremos més adelante, H y a serfin ex-
presadas como funciones de w, K,es el valor mmérico de la fraccién

de dos nfmeros enteroet més préximos a n' y n,

De lo anterior, resulta: para el c¢aso particular de =3/L
(21) e =-L4H 4+ 6 + B
donde: - wim - 1)H = @ B = Const,

Del desarrollo Z,': £(H) definido por la (16) hemos obtenido
por interpolacibén gr&fica los valores de 7,' necesarios- para hallar

el desarrollo de Fourier de la funciém inversa de la (16), o sea
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— 4
=F( Z*) donde % -b,Z,‘ siondo b, une constante.

L}) E1 desarrollo de la furicion T (18) es el sigulente (1):

2
(22) T = m'{}(aAg' - az)sen i+
- c- r 2 1 . 7
+ sxen(‘l’-e—B)]}(a2 - adz‘-)(cos 3H - ' cos SH) + %%:— cos l;.HL
2 1] 4,
2 a 8
+ cos (4’—9-3)[3(0» - _A-?)(% son 5H - sen 34) - 2:; son L ]}

para el caso particular M,= 3/l.

Efectuamos ol cambio de variable en la ecuacibn diferencial de

Hansen (18) y rosulta: 7
dW _ Tpa} (23) Y YV MRER
dzr __i; /
3

' — 3
En lugar de A: escribimos a39:— A}  siendo Q=(1+a2-2cos H)
y multiplicados ambos miembros de (22) por A: y divididos por 3'5,

obtuvimos:
3_dw_ 2 3

(25) (yreoz i mia { 2a°(1 - 6, ) sen H 4+
+ sen (W—G-B)[Baa(eoz-i)(cos %H - % cos 5H) +,2aacos hﬂ} +
+ cos (¥-8-B) [35-2(9:-4)(% ;on SH - son ZH) = 21 sen L;H]}

7, 7 2y
5) Siendo a’ =M@ de donde a = M4 por la relacion w = 1- ,wé,- es

M= puo(l-w) de manera que a

a(w), Tambien B = H(w) come resulta de
reemplazar en (6) a s por Mol - W), Do esto:

H=dOW+dle+d2

donde: d, = (& = c)pu, 4 = (1 = &) & = (me = c')

Ademhs: Xy
@ = pMo(1 = 0,66m - 0,11n° ,..)

0)(w) = [(1,6816 - 0,9088w + 0,1515v2) -
- (1,6512 = 1,1008w =~ 0,1813w2).cos (dgw + @€ + daj)]a/z
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P (=)t 23,9867 - 11,7357 ...

"

Zm'Ba® = 0,0081% - 0,03476w ...

2m'f30.5 0,00’41;8 CJ 0’02195" ece
d, = (2,9900H + 7,5482) - (8,8015H + 26,81L6)w ...

Desarrollamos O.,(w), cos nE y sen nH, segfin la férmuls de

Taylor, en una serie de potonclas del parfmetro w:

(26) 0,6 = 0 (o) + (205 o

dw  Lelo

sen nH = sen n(dle + d2) + ndécos n(dle + 62)w + eso

cos nH = cos n(d;8 + dy) = nd,sen n(d;¢ + o)W + ..o

Introduciendo en (26) los distintos desarrolles obtenidos en

este parrafo, resulta:

-

(27) Sx_! = L.+ L] + cos (Y-o -B)(L2+Lé) + sen (L6 -B)(L.3+L%)

1

donde L, y L) son funcionos de H = H(Z’), siendo L los términos in-

dependientes de w y L1'1 los términos que contienen a w,

6) Ahora cpnsideremos otra ecuacibn diferencial de Hanson:
d(nsz) = W.,de

on la que ofeoctuarcmos 6l cambio do varieble, En efecto:

de = p,A.d7Z

de dondo:

¢ integrando:



Como hemos restringido el cflculo de las perturbaciones al in-
tervelo 0 <H& 20° que corresponde a 0¢< 376 3,1416, para obtener el
1imite inferior de integraciém determinamos la funcién T = F(t) tal
qQue g:"(d: 0 cuando H = H(t) = 0, es decir, iniciamos la cuenta
del tiempo cuando el asteroide y Jipiter estfn en opoeicién (E = O,
Q—‘ = 0), A tal efecto, con una transformacién lineal obtuvimos:

T =1t - 5014,3 t =T+ 514,3
De esto, el 1imite inferior de las integrales que determinan W

yn, 8, z, o8 Zf:olaara T =03
¥ zF
3 = I
ll:B]T.e,.dZ' nbz:Bfw.A°.d;'
° °

donde W es la funcibn W después de reemplazar el parametro 1 4 por
E-LlH+06+B

Los desarrollos en series trigonometricas de las funciones L,
vy I.!"_ se han obtenido por anflisis harmbnico con un esquema de 12 .
v

ordenadas siendo las abscisas = 0°,15°, %0°, ,..180°,

7) Para integrar la ecumcidn diferencial:

an =T

de

(donde W = wn(ﬁe,w)) suponemos que la solucién es desarrcllable en

la marie

(28) '='1+W2+Wz+...+wn+.._
¥ satisface a la ecuacibn a derivadas parcieles:
(29) _a_w____ oW , oW .d__:.._ =T = Tom' + Tlm'w + sz’wa ¥ eee
(°]

- ZpHw = 6 (pérrafo 3) B = 3,9867 - 11,7%53w (pérra=-

fo 5) de dondes
22



(30) 3= -(11,960In - 35,2059%) A; (%)

que introducimos en (29), Por otra parte, sicndo w =-0,012,podemos

oscribir:

(31) w ~ m' m'/9 ~ w

7, -

Entonces, resulta de (28),(29),(30) y (31):

71) W, AW , 25 ... -(11,9601w - 35,2059%2) (3, 3y 2W3) 43 (7
(1) W, k25 (11,9601w - 35,2059w") (Fh . 3 2 ) 47 ()

] ] $ ]
= (To + T.waT w2 4 eee)M

i 2

Igualando los términos a derecha ¢ izquiorda en (%1) del mismo
orden de w, recsulta el siguiente sistema do ecuaciones diferencia-

los para detoerminar W,

(32) oW, _ 0
37+
(3%) A, = =.11,9601w A) oW, ~ T,
: 3 56
(3 PAAE 3 3, 2 3 ;
54) = - 11,9601w 4, + 25,2059w 4, g:a= T

En la ecuacidén diferencial (%2), la funcibn de W} no depende
de w, y os funcibébn de la variable 6, w = ‘h(q Suponemos condicio-

nes iniciales que hacen ¢§,(6)-0 Integramos la ecuacion diferen-

clal (7%7):
z°
(35) v, = [1‘0’ a7+ ¢,(8

con la condicién jeducida de ¢,(® para que W no contenga térmie-

nos secularos c¢. 2* y quo ¢,(6)=0 Resulta:
(%6) W, = Const + F;( Z;)

siendo Fﬁ(z}) una serie trigonométrica, Y asf sucesivamente,
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De (27) resulta:

(38) '1‘; Ly + cos (‘P—O—B)Lz + sen (V- 9-3)13

(39) Ti L; + cos (‘#-B-B)Lé 4+ son (‘P-G-B)L-;

° integrando las series (38) y-(39) resultan las series trigonomé-

tricas (36) y (37), con las cuales queda determinada la funcién W.

8). Hemos Calculado
N = l2 + '5 + oce

y reemplazando el parfmetro Y por e =LH 4+ 0 + B, los cos (¥-6-B)
¥y sen (‘1’-9-3) se transforman en cos 4H y sen 4H que expresamos en
funciones de Z_‘ mediante el anflisis harménico. Introducidos en
las series que resultan de la intogracién de (38) y (329),resulta la
funeibnt W

F=wa W; + soe
y con la ecuacién diferencial de Hansen escrita en el phrrafo 6,que
integramos, ruvsulta la serie trigdhométrica para calcular la perture
bacibn de la anomalia media, de primero y segundo a den, en primera
aproximacién,

9). Para calcular la perturbacién total v del radio vector,emplea-

mos la ecuacidén diferencial de Ha.nsen(l):

dy oo 12w
(ho) 12w

donde, efectuado el cambio de variable, resulta:

; d 4 p W
o g --ipfye

(1) Tisserand - Mec,Céléste, Tomo IV, (Méthode de Hensen),
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La‘porivada parcial géi significa que primero se deriva W
respecto al parémetro f' y despues se hace YVeuex 4H+0+B En el re-
sultado de la integracién no aparecen discriminadas las perturba-
ciones por su orden primero, segundo, etc, a consecuencia de haee
ber deserrollado la funcién W = Wz + Wz + ... introduciendo en el
miembro W3 ol valor mumérico de % porque en primera aproximacién

no es posible limitar el desarrollo de ¥~ W, porque l; alcanza

valores numéricos del mismo orden de Wy,

10). Para cotejar los reosultados de nuestro célculo do las perture
baciones del radio vector y do la anomalia media con aquellos obte=-
nidos por K.Bohlin en su memoriafa) hemos calculado las mencionadas
tablas para u, = 3/& fa que- ellas contiencn solamente los coeficien
tos para x,= 1/3,

Ademés, los argumentos de las funcionses trigonométricas del
método de Bohlin tienen la forma ((1-x4 )€ + 6,), de manera que pa=
ra comparsr ambos resultadés hemos introducido en este argumento
una variable que dependa inplicitemente de Z? A tal efecto,he~

mos obtenido:

(1-w)e+8 = 0,00052 .T + 3,119

11). Los resultados que hemos obtenido, han sido calculados con
las siguientos series:
(n83), = -224"sl 238"96 cos 3’ -12"36 cos 22% -2"06 cos 37" +
4+4"12 cos L 7F -8"2L cos 5Z:+2"06 co8 TZ* + uee
= 20216 -713"52 cos 7 +156"72 cos 22* =57"76 cos 33" 4

+37%"00 cos L 2¥ -16"52 cos 5 2* =412 cos 575' 4+ oo

(2) K,Bohlin - Formeoln und Tefeln zur Gruppenweisse Berechmng der
Allgomeinen Stérungen ...(Upsala,1896),
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%(ms:.)l = 0,0000263 + 0,0000%316 cos;’ =G,000006% coe 25+

+0,0000015 cos 3%4° =0,0000007 cos L 2° 4+0,000000l cos 5Z*-
-0,0000001 cos 67"

Series de Bohlin pare (ndz)y, (ndz),, Vv, , Vv, para &,=3/l4

8= (l-pa)+6 =0,00052C + 3,119

2= 0,k2 %(%)Z 0,00108 w(-;‘;(-)l: 0,00216

(n6z), = 2 (-2L59"16 son s - 1595776 sen 28 - L168"L8 sen 3s -
- 43712 sen Ls + 1%25"31 sen 58 + LO7"L1 sen 68 +

+ 185"57 son Ts + 99"5% sen 8s + L9"50 sen 98 +
+ 3L"90 sen 10s)

(néz), = w(le)zaszu"m sen s 4
+59L8"29 sen Ls -
-1676"15 sen 7s -
-261"2ly sen 10s)

33229"01 sen 2s + 21788"80 sen s+

37212"52 sen 53 - 9571"91 sen 6s =-
€57"76 sen 8s - 411"16 sen 98 =

v, = ﬁ( (193"68 + 66532 cos 8 + 2628"72 cos 28 +

+ 3357"18 cos 3s + L2"88 cos Ls - 1541"12 cos 58 =
- 528"6lL cos 6s = 272"96 cos Ts - 149"51 cos 88 -
- T8"66 cos 9s - 56"87 cos 10s)

(S
v, :5§-E%J(25602"57 = 8071"60 cos s - 11,6%0™26 cos 28 =

- 118%5"03% cos 78 - 22"59 cos Ls + L020%"89 cos 58 +
+ 115%%"47 cos 63 + 2706"79 cos 7841009" 73 cos 8s +
+638"62 cos 98 + 389"L8 cos 10s)
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Comparacién de las perturbacioncs de la anomalia media y del radio

vector calculadas: con las tablas de Bohlin y en este trabajo

T (nbz), (nsz)2
Dias H %‘ s .
(1) (11) (1) (11)

0 0 0 %,1419 (o} 0 0 0

10 {0,0052 0,0873 3,1&71 - 2%6 | - 1"63 1Ml "8l . .
20.{o,010h | 0,1565 | 3;1523 | —k"m8 oo s | o30Sl
%0 |0,0156 0,2616 12,1575 1-8"3 | - 6"83 6"83 5936
o |0,0208 | 0,%056 | 37,1627 - 8"45 | - 700 8"9l¢ 708
50 {0,0260 0,378l | 23,1679 ~-10"30 | - 8"s5 | 9"88 8"83
60 [0,0%12 0,4278 | 3,1731 -15"2L | -12"s59 11"16 0"8lL

| f f o v . )
_ v
Dias H z* s -
(1) (1I1)

0 0 0 7,139 0 0

10 |0,0052 0,087% | 73,1471 - 0"2 | - 6"6

20 |0,0104 0,1565 | 3,1523 -0"10 | -0"8

70 |0,0156 0,2616 | 33,1575 -0"16 | - QM2

Lo [0,0208 | 0,%056 | 3,1627 -0"25 | - o"20

50 10,0260 0,2784 | 3,1679 ~0"27 [ - o"25

60 [0,0312 | 0,4238 | 32,1731 | - 0"35| = 0"Lo

(I) Rcsultados segun nuestro trebajo,

(II) Resultados sogun Bohlin,



Summary:
CAILCULATION OF THE PERTURBATIONS OF THE MEAN ANOMALY AND THE RADIUS
VECTOR BY BOHLIN'S METHOD

The classical disturbing function R =2)B.cos (k21 + ki) +
+2C.s6n (k17\1 + k2>‘z ) is not suitable to most of the astorolds
because 1n the integration of R, in the case --lr._l_/k2 approximately
equal to n'/n, the very small divisor (kln + k2n') gives origin to
a very larg; period inequality., In order to avoid such a difficulty
we have solved the differential equations of Hanson-Bohlin's method,
by means of trigonomet;ri:.al sories, using as independent variable
the function 1§ -Aj A, dt instead of the excentric anomaly.

Woe used a mnnerioc'a.l method, assuming that both of the orbits
{(disturbing and disturbed planets) are circular and coplanar, The
perturbations of the mean anomaly and the radius vector, in the
first approximation, are calculated in the particular case of the
asteroid Thule, Though the independent variable § 1s not a regula-
rizing veriable in the sense of the Lovi-Civita-Sundman theories,
it has the proporty to absord the singularities of practical charac-

3
ter when the mutual distance 4;>0 reaches vory small values,
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