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Resumen

El funcionamiento de la maquinaria industrial depende en gran medida del desempefio de
los apoyos de las partes maviles, siendo los cojinetes hidrodindmicos una de las tecnologias
mas empleadas por su fdcil fabricacion, gran versatilidad ante cargas elevadas e impactos,
extensa vida titil y relativo bajo costo y tamario.

Para modelar el comportamiento dindmico de un sistema mecdnico se requiere del
conocimiento de la respuesta de cada uno de sus componentes ante cargas variables,
incluyendo los apoyos. De esta manera, los coeficientes de rigidez y amortiguamiento de
los cojinetes son muy importantes a la hora de estudiar las frecuencias criticas de los
rotores y la determinacion de zonas de posible inestabilidad que se acopla a la de los
demds mecanismos.

El propasito de este trabajo es la determinacion analitica de los coeficientes dindmicos en
cojinetes de longitud finita. Para ello se hace uso de una aproximacion que resuelve la
Ecuacion de Reynolds para flujo isotérmico por medio del método de perturbacion regular.
Previamente, esta técnica fue implementada para estimar pardmetros estaticos como
presion, caudal y factor de friccion, con buenas predicciones para relaciones de aspecto
(L/D) y excentricidad relativa (n) para las cuales las soluciones de cojinetes cortos (ISJB) y
cojinetes largos (ILJB) no son vdlidas [1].

Esta solucion aproximada se emplea para determinar los coeficientes dindmicos del
sistema triboldgico rotor-fluido-cojinete de manera analitica. Los resultados son
comparados con los homaonimos para ISJB y los propios de resolver numéricamente la
Ecuacion de Reynolds. Se obtiene que la solucion de orden cero, que considera L/D-0
(ISJB), puede ser utilizada tinicamente para describir el comportamiento de cojinetes hasta
valores de L/D=% y excentricidades n->0. Asimismo, la implementacion del método
descripto produce buenas predicciones de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento
hasta valores de excentricidades relativas n—>1 y relaciones de aspecto L/D~=1.
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1. Introduccidn

La lubricacion hidrodinamica queda descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales
formado por los balances de cantidad de movimiento, masa y energia, aplicados a la capa
muy delgada de fluido que se encuentra confinado entre dos superficies en movimiento
relativo. En el caso particular de fluido newtoniano en flujo isotérmico, la integracion en el
espesor de pelicula del balance de masa combinado con los balances de cantidad de
movimiento, da lugar a una ecuacion diferencial a derivadas parciales para la presion que
se conoce con el nombre de Ecuacion de Reynolds. Esta es una ecuacion de aparente
sencillez que, sin embargo, auin sigue siendo motivo de estudio ya que no se ha podido ser
resuelta en forma exacta, aun para los casos mds sencillos. En el caso de cojinetes
hidrodinamicos el andlisis de orden de magnitud de las ecuaciones que describen el flujo
muestra que existen dos pardmetros adimensionales que gobiernan el comportamiento del
sistema: la relacion de aspecto (L/D) y la excentricidad relativa (O<n<1). Llevando el
primero de estos pardmetros a sus valores limite, se obtienen dos soluciones analiticas
exactas de la Ecuacion de Reynolds, ampliamente conocidas en el campo de la lubricacion,
la del cojinete infinitamente corto (L/D-0) y la del cojinete infinitamente largo (L/D— o),
que se identifican por sus siglas en inglés como ISJB y ILJB, respectivamente [2][3]. En la
prdctica, tales soluciones arrojan resultados validos tinicamente en su orden de magnitud
quedando la descripcion exacta del flujo en cojinetes de longitud finita para el campo de
los métodos numericos. Paralelamente, son varios los intentos que se pueden encontrar en
la literatura de soluciones analiticas aproximadas [4] [5] [6] [7] [8] [9]. En particular, estos
autores usaron con gran éxito en el pasado el método de perturbacion regular para
extender la solucion de 1SJB hasta valores de L/D cercanos a 1, para toda n [1]. Lo novedoso
del planteo realizado en ese trabajo es que no sdlo se realizo la expansion de la presion
usando el pardmetro de perturbacion (L/D)*2, sino también el nimero de Ocvirk
(equivalente al numero de Sommerfeld) que es una medida de la capacidad de carga
obtenida por integracion del campo de presion sobre el eje, relativa a la fuerza actuante
por unidad de drea proyectada. La metodologia propuesta permitid describir con mayor
precision que otros métodos existentes, tanto el nimero de Ocvirk y la capacidad portante
como el caudal y la fuerza de friccion.

Por otro lado, las caracteristicas dindmicas de un cojinete, ademds de las estdticas, son
fundamentales para el comportamiento de las maquinas que los utilizan. La rigidez de los
cojinetes hidrodinamicos afecta las velocidades criticas y la estabilidad del rotor, lo que
resulta de gran importancia sobre todo en aplicaciones en las que su uso pretende
amortiguar impactos y disipar efectos desestabilizadores. En este sentido, es importante
contar con métodos eficientes para calcular las caracteristicas dindmicas de un cojinete
[10].

Un gran numero de trabajos se abocaron a la determinacion de estos pardmetros a traves
de la implementacion de métodos numeéricos [11] [12], inclusive en un grado creciente de

dificultad asumiendo otras circunstancias como desalineaciones del eje y flexibilidad en el
rotor [13] [14].

Rao y Biswas [15] encontraron expresiones analiticas de los coeficientes rotodinamicos en
cojinetes de longitud finita en forma empirica, ponderando las soluciones ISIB e ILJB. A
pesar de la falta de fundamento analitico de esta metodologia, las predicciones de los
coeficientes resultan muy satisfactorias para un rango amplio de excentricidades y
relaciones de aspecto.
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Chasalevris y Sfyris [16] determinaron una solucion analitica al asumir la existencia de una
solucion particular y una homogénea de la Ecuacion de Reynolds. Si bien, al igual que Rao
y Biswas dicha solucion se adapta muy bien en un gran rango de valores de excentricidad
y relaciones de aspecto, es demasiado laboriosa a la hora de reproducir sus resultados y
no existen expresiones simples de los coeficientes dindmicos.

En el presente trabajo se extiende el método de perturbacion regular usado previamente
[1], empledndolo para el célculo de la fuerza estdtica, el dngulo de desfasaje entre la linea
de centros y la carga y los coeficientes dinamicos de cojinetes de longitud finita. Estos
pardmetros rotodinamicos se calculan resolviendo la ecuacion de Reynolds, con la
diferencia respecto del caso estdtico que se le impone al eje pequenas fluctuaciones
alrededor de los puntos de equilibrio en la direccion radial y tangencial. Estds, modifican
la ecuacian del espesor de pelicula agregando términos temporales.

2. Desarrollo

La Figura 1 esquematiza el sistema en estudio, el cual contempla un eje de radio R y largo
L que gira a una velocidad angular 2 dentro de un cojinete estatico de radio RB, ambos
separados por una pelicula continua de fluido lubricante. Al aplicar una carga W sobre el
rotor, este se desplaza del centro del cojinete una distancia e (excentricidad) generando
una cavidad curva de altura H(X) por la que el eje arrastra al lubricante, generdndose un
efecto hidrodindmico el cual le permite al sistema resistir grandes impactos con baja
friccion sin producir contacto entre las partes. Al analizar el movimiento del eje bajo carga
estdtica se denota un desfasaje entre su desplazamiento y la carga aplicada simbolizados
por el dngulo ¢.

Cojinete—_

____________________ AL

/ Cojinete

g
Figura 1. Geometria y sistema de coordenadas.

En el planteo de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del fluido en la
lubricacion hidrodindmica se realizan simplificaciones para facilitar su resolucion. Debido
a que el huelgo C es mucho menor que el radio R (C<<R), se desprecian los efectos de
curvatura pudiéndose trabajar las ecuaciones que describen el comportamiento del fluido
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lubricante en coordenadas cartesianas, como se ve en la Figura 1-a. Ademds, se considera
flujo isotérmico, fluido Newtoniano incompresible, flujo laminar con g€ .. y Re de
R

orden uno o menor, y efectos convectivos y gravitacionales despreciables.
Las ecuaciones diferenciales que describen el flujo resultan:

Balance de masa: ,_ U & V& Wow (1)
TRE® Cév Loz

©-Balance de cantidad de movimiento: - _fzx 2", U &4 (g
TR @ c” er-
y-Balance de cantidad de movimiento: o = _%fﬂj K v (3
2

oY or?

z-Balance de cantidad de movimiento: o _ fzzr %', EQ (4)
L & "
donde las variable adimensionales son:
_P-Bu (5)
PR.EF
Analizando el BM, se deduce que, si los tres términos son de orden de magnitud similar,
entonces :% Y w= UTL' Por otro lado, de acuerdo a la aproximacion de cojinetes

infinitamente cortos, conocida como solucidn de Ocvirk [2], el gradiente de presion en la
direccion @seria despreciable frente al axial. Esto permite concluir que para cojinetes cortos
el perfil de velocidad axial deberia ser lineal, como en flujo Couette, y que Prer Se puede
estimar a partir de Ec. (4, BCMz), quedando definida como:

_LU(R LY (6)

P_="|2|=

=R [cJ (RJ

Consecuentemente, los balances adimensionales de masa y cantidad de movimiento
quedan:

o=l & & (7

o =

0 Cy éz

o=71[£]@+‘i‘ ®
T\ R/} 6©® &

o=_@+[£}z AgC)
L

av”

C

0=

6
oz c’i

> (10)

Donde, se observa que el gradiente de presion en direccion radial () puede despreciarse,

ya que el balance de cantidad de movimiento en esa direccion es (c/L)*2 veces mds
pequerio que los otros.

Bajo esta consideracion, las Ecs. (7, BCMx) y (8, BCMz) se pueden combinar con el BM para
dar la ecuacion conocida como Ecuacidn de Reynolds [17]:
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dh L L (L2, L8, a
d 27d0 1277\ R/ O\ 2@ 12¢z\ &z

Las condiciones de borde empleadas son:

u =1 =0y =— v =0 w _=0:u_ =0 (12)

donde ,_ 7 _ |, cosne) ©S €l espesor adimensional de lubricante (h=H/c).
c

Para determinar el orden de magnitud de t se toma la condicion de borde , _ 4%, donde

yLdt

al reemplazar por variables con dimensiones se tiene que:

YVR| LT, dTL U g3
Ucl, Cdr dT ‘R

Siendo T, el valor caracteristico del tiempo, que, de acuerdo con la Ec. (13), debe ser
r — R para mantener la igualdad.
U

c

El huelgo H(6) sale de relaciones trigonométricas, resultando:

H=c+R+e cos(f)-R ’1—[%}‘51112(6) ~ ¢ +e cos(H) (14

h=§=1+§cos(9) =1+17 cos(70) (15)

que define

siendo 1 la excentricidad relativa, p=b-
C

Para resolver la Ec. de Reynolds, ademds de las condiciones de no-deslizamiento listadas
en la Ec. (12), se usan las condiciones de borde de presion:

—o (16)

Rle

P'|e=c:p"e=1:0 H P'L:lzzo ;

z=0

considerando sdlo el flujo en la seccion convergente del cojinete.

Tradicionalmente el comportamiento de los cojinetes hidrodinamicos se relacionan con el
nuimero de Sommerfeld (S) [18], [19], o su equivalente, el nimero de Ocvirk (0) [2], [20].
Estos numeros miden la importancia de la presion (dada por su orden de magnitud) relativa
a la presion media, Pp, calculada como la fuerza actuante sobre el eje dividida por su drea

proyectada, » — £ . En este trabajo se usa:
? 2RL

O:S[LY _ MU [5\-1 [E\-: 17)

r) re\c)\RJ

Un valor pequerio de este nuimero seriala, por lo tanto, no solo mayor carga, F, para una
dada Prer, sino también mayor excentricidad. Si se introduce este numero adimensional
en la ecuacion de Reynolds, y se adimensionaliza la presion con Pp, se obtiene otra
expresion de la Ec. de Reynolds:
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of Py L) 1 (L} 2 (). 1,02 (18)
di 2rd®) 3z°\D) ¢O\ o0 12 &

P_PEXT .

con O definidaenlaEc. (17)y p=

p

2.1 Coeficientes dindmicos

Para la determinacion de los coeficientes dindmicos en cojinetes, se considera al centro del
eje moviéndose con pequerias amplitudes (An(t), A(t)) alrededor de una posicién de
equilibrio (o, ¢o), como se esquematiza en la Figura 2.

Cojinete—___

JC: Centro del gje
BC: Centro del cojinete

Figura 2. Representacion del eje moviéndose con pequerias amplitudes

Estas vibraciones son de un orden de magnitud mucho menor que 1o y modifican el espesor
de pelicula h(®) que pasa a estar compuesto por una parte estdtica ho(®) y otra dindmica
h1(®,t), donde:
h(©.6) =hy(©)+ 1 (©.)  con "o (0) =17y cos(76) .
h (©,t)= An(t) cos (70)+ n,Aw(t)sin ( 70)

(19)

que permiten expresar la velocidad y la aceleracion como:

Y nivy . 90 ave (20)
A An(r) ;7 y 7, Aw (1)

d*y d*

} e i}
dr;‘=mz(r) D ez = v @1)

donde cada punto sobre una variable indica su derivada respecto del tiempo.

Como en todo sistema mecdnico, las fuerzas generadas en el rotor son funcion de los
desplazamientos, velocidades y aceleraciones, por lo que:
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Fy = Fo (ny, mpAyr, Ang, mpAvr, Anj, Afj, n,Ayi) (22)
F, =F,(n,. n,Av. A, mAv, A, A, nAy) (23)

Teniendo en cuenta que este andlisis se realiza para pequerias amplitudes en el movimiento
alrededor de un punto de equilibrio, las fuerzas de reaccidn se pueden aproximar por los
primeros términos de una expansion en serie de Taylor:

Fy=F, +—2 A0+ 2 pAp+ 2 A0 T8 A5 - T 0 A T8 py (24)
¢de dv do dv de® il
dF, dF, dF, . dF, dF, . dF, (25)
F =F +—"A0+ = Ay+ - AQ+ —— Ay +— AQ + —— A}

do dy

do & a6 dy

es factible definir los coeficientes de elasticidad, amortiguacion e inercia en cojinetes como:

i=0.y (26)

3)
dr) ),

donde J representa las velocidades del centro del eje (5,6),y 2 [ gj representa sus

ot o\ ar

aceleraciones (3,6). Asi, por ejemplo, Key es el coeficiente de rigidez que se produce en la

direccion © debido a un desplazamiento estdtico en la direccion ;, y Cey es el coeficiente
de amortiguacion que se produce en la direccion ® debido a velocidad de desplazamiento
en y. Este comportamiento cruzado en cojinetes queda fdcilmente demostrado en el
cdlculo estatico, donde la linea centros tiene un dngulo de desfasaje (¢) con respecto a la
carga aplicada que varia con la excentricidad (n). El signo negativo en los coeficientes es
debido a que un valor positivo de ellos le corresponde una fuerza de reaccion. Los Mj se
definen como los coeficientes de inercia, los que son importantes tinicamente para
excitaciones a grandes frecuencias [21], las que no serdn tratadas en este trabajo.

Las caracteristicas dindmicas del sistema triboldgico eje-lubricante-cojinete se puede
asemejar a resortes y amortiguadores de comportamiento no lineal de sistemas mecanicos,
como se puede ver en la Figura 3. En este caso el sistema queda completamente definido
con el uso de 8 coeficientes, cuatro de rigidez (K;) y cuatro de amortiguamiento (Cj). Kee,
Kyy. Ceo y Cyy son comunmente referidos como coeficientes directos de amortiguacion y
elasticidad y se corresponden a fuerzas que se oponen directamente al desplazamiento o
a la velocidad de movimiento del centro del eje en el cojinete. En cambio Key, Kye, Coy ¥
Cyo se denominan de acoplamiento cruzado ya que representan la reaccion al
desplazamiento o velocidad perpendicular al de aplicacion de la carga. Cuando los
coeficientes de rigidez cruzados Key y Kye son de signos opuestos, el acoplamiento se
vuelve desestabilizante produciendo fuerzas que agregan energia a la drbita del eje,
resultando en amplitudes muy grandes de desplazamiento que pueden no llegar a ser
contrarrestadas por la disipacion directa del cojinete [22].

__{@\. =0y _ | @ | fi=ey dF,
’ Q‘fjglj:O:Y a
dt\ dt
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Cojinete

Figura 3. Resortes y amortiguadores no lineales que representan al lubricante.

Por definicion, todos los coeficientes son evaluados en una posicion de equilibrio con todos
los otros desplazamientos y velocidades iguales a cero. Es por ello que se considera que
existen distintas presiones dindamicas superpuestas actuando junto a la presion estdtica
[10], de esta manera se tiene que:

p=p.+4p (27)
Ap = pg +DP, + Py +D; (28}

donde pes: es la presion correspondiente al caso estdtico, y p,, p . p. yp, son las

presiones dindmicas que resultan de los desplazamientos del centro del eje.

Substituyendo las ecuaciones (27) y (19) en (18), reteniendo tinicamente los términos de
primer orden, definiendo

e=(L/D)"2 y separando variables, y tomando como teérminos independientes los que son
debidos a las fluctuaciones del eje, se llega a 5 ecuaciones diferenciales: una para el caso
estdtico y las otras 4 para el cdlculo de coeficientes dindmicos:

1, M 28 [C(Pm e (o (hc(o)]hg(e) 29)
6 dz” B“r o 0 ) 20
ogn(ne)x,M 2(h(®)
( ’ (@) 0
lxé‘{hg(c:))}’y}_,_z_g_até( }}‘c(@)} hc(e)Zscos(:z@) é(p..)e(h(®) Ap (30)
6 &z’ 3réd| 80 = e -

+ I (©)2¢ sin(20) %
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/Ocos(:z@);r_Mé(hu(@))_'_
hy (©) ce
1, 2(50O02) 26 0(2(Pe) 126 _| 5, (@) 225050 2er) 2(4() a1
EFT"’EELF%(@) =| 1, (©) . = - nAw

+71 (@)2¢ cos(70) 5(%)
[#,

RN i
6 éz" 3760

ETE’[?GS(OJH,‘J 2 @ [6[%) )

D% 130) |~ (207 cos(@)) a3
J

1 & (KOps) 25 2(8(p o _

5 TT-#;%L% hg(@j] = (\20:rmn(ﬂ®j}r,ruﬂw (33)

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto de manera numerica, por la técnica de

elementos finitos o bien por diferencias finitas, obteniéndose todos los perfiles de presion

para un determinado valor de relacion de aspecto ¢ y excentricidad n. Estas resoluciones

conllevan un gran tiempo de cdlculo para determinar las condiciones en un punto dado, es

por ello que el desarrollo de nuevas técnicas analiticas es beneficioso para el

entendimiento de problemas complejos. Para el caso particular de coeficientes dindmicos

en cojinetes infinitamente cortos, se debe hacer ¢=0 y resolver el sistema de ecuaciones

integrando las presiones unicamente en z.

La determinacion de los pardmetros rotodindmicos se realiza al integrar pertinentemente

las presiones dindmicas obtenidas de las ecuaciones diferenciales (30-33), como se muestra
en las Ecs. (40) y (41):

2.2, Resolucidn del sistema de ecuaciones empleando el método de la perturbacion
regular

En este trabajo se propone el método de la perturbacion regular para la determinacion de
los 8 coeficientes rotodindmicos, las cargas estaticas y el dngulo entre la carga y la linea
de centros (¢). Como ya se comentara, esta técnica fue previamente utilizada para la
resolucidn de la Ec. De Reynolds (11) (caso estatico) [1] realizando una expansidn en series
tanto de la presion como del nimero de Ocvirk usando como pardmetro de perturbacion
de £=(L/D)>. Esta técnica dio muy buenos resultados en la prediccion del caudal, friccion y
capacidad portante para valores de L/D y n en los cuales la soluciones ISJB e ILIB no
resultan adecuadas.

En esta extension se propone que, ademds de la presion estatica y el nimero de Ocvirk,
todas las presiones dindmicas se puedan expresar como series basadas en (L/D)? como
pardmetro de perturbacion. De esta manera:

D, =p,+EP,+0(s") con i=est, @, y, O, 34)
O=0,+£0,+0(s")

En este procedimiento, una vez determinados los perfiles de presion, se deben integrar en
el drea para poder obtener las fuerzasy asi, los coeficientes dinamicos. Para este desarrollo

se consideran solamente los términos de orden uno (g), por lo que el método solo permite
el célculo del valor absoluto de las fuerzas y, en consecuencia, de los coeficientes.
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Por ejemplo, para el caso estdtico es:

FP=F +F’= [L P, sin(rz@)dAT + [L P, cos(n@)dAT (35)

donde, al reemplazar d4 = zRLda . p,, = Py, + &Py, ¥ P = P, Docoo

esi

y expandiendo los cuadrados y dejando sdlo los términos de orden cero y uno, se llega a:

2

F, =(#RLP,) [[ [ Pes Sm(@)daT”L P sin(20)da [ p.., Sill(rt@)da+0(gl)J (36)

que permite calcular:

o

- TRZP = [U..pe:fﬂ sin(:z@]da}: + E-[A .., sin(7m@®)da _[,Pe:,-o sin(:z*‘E)]daJ1 ) (37
; ) 4 4 4

@

donde fo es la componente en direccion circunferencial de la fuerza adimensional. Lo
mismo se puede hacer para Fy, y asi calcular:

_ arcten| P2 | 38
4= MLF} (38)

Quedando el término de orden cero (correspondiente a la solucion ISJB) elevado al
cuadrado. Si bien esto es una desventaja no genera grandes dificultades debido a que con
el sistema de coordenadas empleado los 8 coeficientes determinados numeéricamente
mantienen su signo para cualquier valor de excentricidad (n) y (0<L/D<2), por lo que su
signo se puede fdcilmente adaptar para el método propuesto siendo, de todos modos,
solucion de la raiz.

De esta manera, a través del método de perturbacion regular se calculan los coeficientes y
la fuerza adimensionales como:

fi=
kL’: Lj=0 (39)
cy =
donde:
_rr:O;l
(=0, j=0=0a=0
ARLP,  7RLP, o w. | [(==J a lm:Ln:O (40)
= k, = | £, (sin(20))" (cos(20))"da {i=0,y] _ |i=©j=y=a=y]
i c i c 4 \ J J ) L= d
J=0.y]  li=yj=0=a=0)]
| m=1m=0
L li=wj=y=a=y| °~
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r=0:1
i=O;j=(:)3a=O

alR°P,  aLR°P, }m=1,n=0 @1)

ijr ve Cyr UC"Lpﬂr(sin(ﬂ@j]m(cos(ﬂej]"da i=('§):}5'}:’ i=(§);j=%'«':aa=}f'
=i =0 -0
! 1“; .:>a .}n=1,m=0
i=pj=y=a=y

=6y

En el caso de los coeficientes de rigidez Kyy y Key, estos pueden obtenerse directamente
derivando respecto a n las fuerzas Fe y Fy, no siendo necesaria la resolucion de la ecuacion
diferencial de py .

El valor de P, se obtiene de la Ec. (17), una vez calculado el nimero de Ocvirk,

p AU ( R ] ( L J . Al reemplazar esta expresion en las Ecs. (37), (40) y (41) es factible de
v RO \ C D

determinar que los drdenes de magnitud de la fuerza, coeficientes de rigidez y
amortiguamientos son:

s 2](3] - o025 - crenei(2][5] @

Haciendo r=0 en las Ecs. (40) y (41) (soluciones ISJB) se obtienen:

o | 1om o, 8m)

_rr(l—r,vz)2 ’ ) 4(1—7;2}” T s 16;';2+rr:(1—;'32}

. 1 Oy i} oy 10, (2;']14-1} ) ZOE;';(;'f-v-l} 43)
Fao =y 7 ¢ R = —— e R e
(t-7) (1-7%) (1-7%) (1-n*) =
207 1o 10,(27° 1)
Coyo = Cra0 S Cago STy aE 03,3,325,7153
=(1-7°) (1-n) (1-7°)
Mientras que para r=1
1 ((110,+100,), 7 +(40,-100,) 1) 1((60,+50), 7 +(60,-50,)77") 1 (117 -192)p* +(—192-77 )P —47%) 0,
for= 40 [:I—U:‘]52 s :r[:l—n"]s T (if*lﬁ]l]“r[:lﬁflzj‘]rf+,7:
1 ((110,+100,), 7 +40,-100,)  1((60,+50,), 7" +60, 50, ) o1 (220, +200,) 7 +(490, -100, ) 7" +40,~100,
31 10 (:1—7,'::]5: = Mool 3 ,T[:l—fi:‘]s + Moo 10 ,”[[:1—7}:‘]7] (44)
. 2((60,+510)7* + 240,77 + 60, =50, 1 (110,+100, )77 +40, -100, 2((60, +30,)7* +60,~50,)n
w0 = : 3 ool =5 - DG =— - —
T (=)’ B SR}
2((40,+50)7 =30, )n 1 ((160,+200,)5* +(250,-100,)1* +40,-100,)
Crot = "%~ - = B v -
R w(1-7'f 20 (=)

3. Resultados y Conclusion

Para mostrar el alcance del método, los resultados obtenidos por la perturbacion reqular
(P&O-perturbation) son comparados con los correspondientes a la solucion de Ocvirk
(ISJB) y la numeérica (Numeric). El ajuste se muestra con respecto al sistema de referencia
estdtico (X, Y), utilizando la siguiente matriz de transformacion:
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[lg Lg“-:[oes(m —sin(;ﬁ)\.[t,, L,@\.[co.s@s) sing) ),y o (45)
Ly Ly ) \sin(g) cos(d) \Ls L, /\-sin(g) cos(¢))

Camo asi tambien, la fuerza, los coeficientes de rigidez y amortiguamiento se representan
mediante las siguientes adimensionalizaciones:

. . - (46)
kz=+ : C»=+ - LL fT:ﬁ
4:1#61:5;:5”7 4@1:5;:£;T 4an1-3‘:1|

¢ lc)\bp) lc)\p) Lo/ \p)

La Figura 4 muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4. Pardmetros calculados en funcion de la excentricidad relativa para L/D=0.5: Angulo de
desfasaje (¢), fuerza total adimensional (fr), coeficientes de rigidez adimensional (ki) y coeficientes
de amortiguacidn adimensional (ci).

Como era de esperar, los valores calculados por los tres métodos practicamente coinciden
para valores de excentricidad pequerios, cercanos a cero. Este comportamiento se hace
aun mds notorio a medida que disminuye la relacion de aspecto (L/D). En cuanto al método
de la perturbacion regular, éste da resultados muy satisfactorios, que se acercan al
resultado numerico, hasta excentricidades altas, como se puede ver en los datos para
L/D=0,5.
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Si bien, en algunos de los coeficientes no se observan diferencias sustanciales a medida
que aumenta la excentricidad, es debido a que los mismos estdn adimensionalizados por
sus respectivas fuerzas y en el caso de la solucion de Ocvirk, €sta actia como un factor de
correccion atenuando la discrepancia que los coeficientes calculados por este método
presentan para grandes excentricidades. Para n=0.5, el error porcentual de la fuerza
calculada por la solucion de Ocvirk es del 26% mientras que para la solucion del método
de perturbacion es de tan solo 4%, y para n=0.9 el error para ISJB es de 138% mientras
que para el método propuesto es de solo el 24%.

Esto demuestra el gran alcance que tiene esta relativa simple solucion. Seria sencillo utilizar
un factor de ajuste basandose unicamente en el cdlculo de la fuerza total para poder
extrapolar esta solucion hacia nuevos valores de relacion de aspecto. Si se mostraran los
valores reales la diferencia total seria mucho mds notoria a favor de la propuesta de este
trabajo.
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