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Resumsn

La linealizacién local de sistemas no
lineales de tiempo oontinuo con control
puede lograrse el el wsaistema en estudio
cumple con determinadas condiciones. En
este articulo Be westablecen condiciones
necesarias y suficientes para ese fin. Este
objetivo se logra mediante la construccién
de un cambio de coordenadas y la aplicacién
de una realimentac¢ién, que transforman al
sistema original en otro equivalente, pero
lineal y controlable [1]. Loes resultados
alcanzados se aplican tanto a siletemas de
una entrada y wuna salida, asi como a
sistemas de miltiplee entradas y miltiples
salidas.

Por otra parte, y considerando al
control como un nuevo estado, se extiende al
sistema no lineal de tal manera de
convertirlo en otro sistema no lineal, pero
mée particular, del tipo lineal analitico. A
este nuevo sistema se le puede aplicar la
teoria ya conocida (2], aque permite, bajo
clertas hip6tesis, linealizarlo iocalmente.
Por Ultimo, se comparan ambos procedimientos
de linealizacién, y se ponen de manifieato
cudlee son las dificultades encontradas para
hallar la realimentacién que linealiza al
aletema, ya sea utilizando el primer método
o el segundo.

Abstract

Continuous time, oontrolled nonlinear
systeme local linearization can be achieved

Republica Argentina

for systeme satisfying certain conditions.
In this paper necessary and sufficient
conditions are establiehed for this purpoee.
obtained through

coordinates change and feedback transforming

Linearization is

the original system into a controllable
linear equivalent one [(1]). These results
apply to eingle input single output as well
as to multiple input multiple output
systems.

On the other hand, considering the
input as another state the nonlinear eystem
is extended in order to traneform it into a
linear analytic one [21. Then, local
linearization theory can be applied to these
systeme since it is already known, ([2].

Finally, both proocedurees are compared
in terms of the difficulties involved in
obtaining the feedback law to

linearization.

achieve

1. Introduccién

Dado el sistema no lineal de tiempo

continuo con control
E : x7(t) = £(x(t),u(t)) (1.a)

donde x(t) « R” es el estado del sistema en

el instante t, u(t) @« R es el control vy

£:R"™"—— R ee C” ; ol propésito de este

establecer, bajo Que

sistema (l.a) puede

linealizarse localmentse.

articulo ee

condiciones, el

Dentro del conjunto de eistemas no
linealese con control exiete un eubconjunto
formado por esistemae del tipo lineal
analitico, v que tienen la forma:

T: xT(t) = £(x(£)) + g (x(t)).u(t) (1.b)

6.18.1.



donde fl:R"——-' R, a‘:R"—o R' son
funciones analiticas y u @ R ee ol control.
A continuacién se enunciardn algunas
definiciones y resultados ya conocidos que
permiten decidir cuando: un eistema lineal
analitico resulta linealizable [1].
Def.1.1 Dado el sieﬁema (1.b) con salida y =
ht(x(t)). hﬁRP————» R, 8e dice que este
sistema tiene grado relativo "r” en x, € R
ei:
1) L L n
gL fa 1
en algin entorno U° de X, -

r~4
11) L,L."h = 0 en x,

= 0, para k < r-1 y para todo x

lema 1.2 El eistema (1.b) aes linealizable
localmente alrededor de x, el vy 8blo el
existe un entorno U° de X, ¥ una funcién
h‘(x) definida eobre Uo Yy a valores reales
tal que el sistema (1.b) con salida h tiene
grado relativo "n” en X -

Observacién 1.3. ' La linealizacién del
sistema lineal analitico se obtiene mediante
la aplicacién de un cambio de coordenadas vy
de una realimentacién, sienc indistinto el

orden con qQue ee apliquen.

El cambio de coordenadas z
define as{:

P(x) sos

z = h (x)

za= L“h‘()()
:n-t
'n= L?: ha(x)

La realimentacién que se debe aplicar
en:

T — S N SR

L Ln-lh'(x) fea's

g1 1

Luego de aplicar este cambio de
coordenadas y eata realimentacidn se obtiene

al siguiente sistema lineal y controlable:

o10. . .0 0
oo1. . .0 0
z'= . .2+ . ",
000 .1 0
000 .0 1
con salida:
y=(10. 0].z

6.18.2.

2. Un resultado sobre linealizacién

2.1 Sistemas de una entrada y una salida

Considerando el sistema (l.a) y el
eletema lineal:

E : q'(t) = A.q(t) + b.v(t) =

<]
= gly(t),v(t)) (2.1.a)
donde

010...0 [o]

001...0 n 0 n
A= : a R , b= : |« R

000...1 0

000...0 1

se establece la miguiente definicién:

Def. 2.1.1 El saistema (1.a) se dice
localmente linealizable en (xb.ub) si existe
un abierto U s R™*
def%nido sobre U qQue verifique:

1) T= [1&....Tn]' enstd formado por funociones

ned

y un difeomorfismo T

Ti:R ——R, para (e, ..n Que dependen
sdlo de x.
1) 25t = gor

Puede probarse que [qQ1...gn v]‘r =

T(x,u) satieface Zo pues:

T'(xu) = [T](x)...T;(x)]" = —— £ =
(@T)(x,u) = g(q,v)

Lema 2.1.2 El eistema (1.a) es localmente
linealizable en (xo,uw0) sl y s6lo sl existe
h e Cm. h:W —— R, oon W ablerto de R' ¥y xo
e W tal que:

a) D,(L; h) = 0, para tiso....n-1; en algtn
entorno de (xo,uo)

oh
ax
b) det : " 0

n-1
o
Lf

3x

{ % ,WIE(NO,u0)

c) DL(L: h) = 0 en (xo,us)

Demostracién

Supongamos que existe T difeomorfiemo
que verifica lae condiociones i) y i1) da 1la
def.2.1.1. Bea h(x)=T, (x) « C”.



ot 1"

AT
Luego[—;;‘ ...... Fx . 4 =
g(T1,Ta, . .. ,TnTre)=
010...0 T 0
001 .. .0 Tz 0
= | : : + | ]
000 .. .1 : 0
000 . o/ Tn 1
Y entonces:
aT1 _
1;— .f - th - T.
OTrn-12 LY N
—ox f=h B=T
ATn _ (P -
ox— L= Ly h= The

Por hipétesis Ti,Tz,...,Trn dependen
ablo de x, lusgo se cumple a).

Ademée T es un difeomorfismo de U <
R™ en T(U) € R, luego el rango de T ee
n+l en todo punto de U, en papticular en
(xo,u0) y entonces:

oh an
Tox au
det . . =
oL7™'h  oL7 'n
ax gu
oL’ h oL h
ox du Jouws (xo,u0y
2L h
au %, ur=(x0,u0) )
Jh
Ix
det Ched = 0
oL 'h
ax (%, U= (X0, u0)
Yy valen también b) y c).

Para probar la reciproca se supone gque
existe h e« C° Que verifica lae condiciones
a),b) y e).

S8e define:

™ = L:-lh, para iz,. .. ,net
Por hipétesis a) existe U, entdrno de

- 1]
(x0,u0) tal qus DL(I;‘h) = 0 en U, vpara
iet,. ..., por lo tanto Te,...,Tn son
funciones que no deprnden de u, y vale

entonces 1).
Ademés
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2T OTs }
Fx u
det OTn din =
X du
OTnes OTnet
L X au
ah
-]
oL, n :
= T3y — . det .
oL7™'n
ax
Cada uno de 1los factoree de la
expresién anterior resultan no nuloa
evaluados en (xo,uw), Existe entonces un
entorno U, de (xo,uw) donde T:U,—> T(,)
es difeomorfiemo (Teorema de la funcién

inversa). Luego, tomando U=UJﬁ(&. obtenemos
un entorno de (xo,uws) de Que
T:0 — T(U) €8 un difeomorfismo  que
verifica la condicién 1) de la definioién.
8e tiene también:
Ti(x) = h(x)
T.(x) = Lh(x) = LT (x)

tal manera

To(x) = LT h(x) = LT, (x)

Laled §
de donde
dTs 010...0 Ts
Ix .

. f=|%01.. .0} } T -
oTn 000...1 :
Ix 000 .. .0 Tn

0
+ 9 . Tnes
1
v también ee verifica 1i).
Ejemplo.
Se considera el sistema no lineal
R
x, x
x; = een(xi.u)
con salida
h(x) 2 X
Se puede probar, a partir de lan



condicionee establecidas en el 1lema 2.1.2,
qQue este mistema es localmente linealizable
alrededor de (x:,x:,u°) 3% xj “ 0; x: = 0 vy
] .u’% (2k+1)n/2, con k e Z.

Mediante cédlculos directos se define el
difeomorfiemo T a partir del cual ae
obtienen el cambio de coordenadas y la
realimentacién que ee le aplicarén al
sistema original para linealizarlo.

El difeomorfiemo z=T(x) es:

T‘(x)

N
n
"
»

1

= T, (x) X,

z = T.(x) = 2.x‘.aen(x‘.u)

N
]

Luego, el cambjo de coordépadas que ee

aplica al sistema no line;l Y-}
T=(T‘ TZ)T vy la realimentaciédn u =
l/xl.arceen(v/Zx}). obteniéndose asi el

siguiente sistema lineal y controlablse:

con eallida
y= [1 0l.z

En las eiguientes figuras se grafica la
salida del eistema no lineal, con condicién
inicial (x[,x;)'= (.1 .1)", y la salida del
sistema linealizado, ambae en el 1intervalo
[0 , 3). En 1la figura A 8e considera
v(t)=cost, mientras hue en la figura B, ee
toma v(t)=2-t. El error en ambos capos 68
practicamente nulo, puesto que se trata de
una linealizacién exacta. Luego en los
dos casos las gréficas de las salidaes del
sistema no lineal y del silstema linealizado

son coincidentes.
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Fig.A

Fig.B

2.2 Bistemas de mGltiples
mialtiples salidas

entradas y

El resultado del 1lema 2.1.1 pusde
extenderse a sietemae con miltiplees sntradae
y miltiples ealidas. En este articulo eélo
se enunciaré bajo gque oondicionea eetos
sistemas pueden linealizarse localmente; la
demostracién ee andloga a la del caso de una
entrada-una ealida.

Dadoe loes sistemas :

ro:ox’(t) = £f(x(t),u(t)), (2.2.a)
con x(t) e R, (t) e F"y £:F""— R @

c® oy



F : Q°(t) = A.a(t) + B.v(t) =

o
= gla(t),v(t)), (2.2.b)
con
AL O ool 0 01 ........ 0
0 A, coounn 0 001 ...... 0
22
A= 'Au
000 ...... 1
0 0........ 0 000 ..... 0
b 0..... Q0 ..0 [ 0
‘ 0
B 0 by..... 00 ..0 . b= :
0
[o I v} ..br 0 0 1
donde A« ¥, A, e "™, Be R, b e
Rkk. se emtablece la siguiente definicién:

Def. 2.2.1 El sistema (2.2.a) @8 localmente

N xXm

linealizable en (xo,uo) € R 8l existen

nimeros naturales k....k con k. ..+k=n ¥y

T difeomorfismo definido scbre un entorno U

de (xo.uo) tal que T = (1;.T;. ..... .T;’m)
verifica:
i) 1;,....T" son funciones que dependen sélo
de x.

oT,
11) 9% | £ = goT

o'rh

ax

Lema 2.2.2 El sistema (2.2.a) es localmente

linealizable en (xb.uo) mii existen
funciones h',...,hr [ Cm. con h\:W — R, W
ablerto y x, e W tales que:
a) Du(L; h),) = 0, para j=t....,r; L% kj—l'
en algin entorno de X,
h
ox
k-3 ,
b) det | L R % 0 en (x,.u,)
ax
oh
-
ax
aikr-lh
-
ax
L J
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GLf ha OL‘ h'_

au ou
1 m
c) rg e e e e e e e e e = r en

kr kr

de hr OLf hr
u, o Oum

- o

(xa,uo).

3. Extensién de un eistema no lineal general
a otro del tipo lineal analitico.

El eistema no lineal (1.a) puede
extenderse a otro eistema 1lineal analitico
del tipo (1.b) estableciendo:

T nel
g = [(xu) «€«R , como nuevo
eatado; y
U= u, ocomo nuevo control
Luego el sistema extendido puede

repregentarse como:
z.: 2= f.(z) + g.(z).u. (3.a)

donde £,= (£(z) 01" @ K™, g= [0 117 e
R"", u € R,

Mediante la aplicacidn direota del lema
1.2 al sistema (3.a) se puede establecer el
siguiente resultado:
Lema 3.1 El1 sistema (3.a) ee localmente
linealizable alrededor de z°=(x°.u°) eil
existe un entorno U, de z_, y una funcién h.
definida sobre Uo y a valores realss, tal
que el eistema (3.1) oon ealida h_ tiene
grado relativo "n+l1" en z,.
Observacibén 3.2 La realimentacién qQue
linealiza al sistema (3.a) es:

1 -
N+t
h. + u.) (3.b)

usz ——— (- Lr

h e

Observacién 3.3 Mediante cdlculos

sencillos puede probarse que:
L Lh =D°L h todo k
g.‘..-ur...paraoo
Ademéds, dados los eistemas (1.a) con
salida h(x) y (3.a) con salida h.(z) = h(x)
se verifica:



h =D L“ h, para todo k
L] “w f

Considerando entonces loe resultados de
2.1.2 y 3.1 ese
siguiente proposicién:

los lemes establece 1la

Proposicién 3.4 El aistema (l1l.a) con
salida h(x) ee puede linealizar localmente
alrededor de (xo,uo)'eii el eistema (3.a)
con salida h.(z) = h(x) se pueds linealizar

loocalmente alrededor de z =(x ,u,).

4. Conclusiones

Teniendo en cuenta la demostracién del
lema 2.1.2 se deduce que
igualdad:

a partir de 1la

; =T (x,u) =L h
nel f
s® obtiene el

(4.a)

control que linealiza el

slatema (l.a). Luego, derivando ;

respecto
de z =[x u]T ee tlene:
- 6L:h aL:h x° T n
U= (g e )‘.[ %)= 7™+ pLnu
Yy entonces
ey = (e et 1
u’=su = (u’- Lr h). — (4.b)
DL h
u'f
que coingide con 1la realimentaciédn (3.b)
hallada en el parédgrafo 3 para el caso de

h.(z) = h(x).
Se concluye entonces que para lograr la
linealizacién del esistema

caso de qQuerer utilizar el resultado

(l.a), y en el
2.1.2,
es necesario hallar una realimentacién u que
matisfaga (4.a).

81 en cambio extendemos el eistema no
lineal para convertirlo en otro del tipo

lineal analitico, segin lo establecido en el

pardgrafo 3, ee podré obtener la
realimentacién u que linealiza al sistema
original (l.a) resolviendo la ecuacién

diferencial en u (4.b).
Ea claro que mediante cualquiera de loe
halla la

realimentacién u; en un caso resolviendo una

dos procedimientos se misma

ecuacién diferencial y en el otro calculando

la funcién inverea.
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