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Prefacio. VII

Prefacio.

Estos “apuntes” sobre Mecanica Celeste Clasica estin destinados a los alumnos que recién
comienzan a estudiar y relacionarse con los problemas dindmicos de la Astronomia, por supuesto es
necesario tener conocimiento de ciertos temas vinculado con Analisis Matematico III !, Mecénica
Analitica y Métodos Numéricos.

La Mecanica Celeste es una rama de las Ciencias Exactas que estudia el movimiento de los
cuerpos celestes utilizando como herramienta primordial las leyes de la Fisica Clasica. Por lo tanto, la
Mecénica Celeste nos permite analizar en detalle el movimiento de los planetas alrededor del Sol, el
de la Luna en torno a la Tierra, la orbita de un cometa, de una nave espacial a través del Sistema Solar,
etc. Esta disciplina procura describir en forma matematica las fuerzas que actuan sobre un determinado
sistema de cuerpos celestes (fuerzas gravitacionales, resistencia atmosférica, presion de radiacion, etc.)
obteniendo un conjunto de ecuaciones diferenciales, que en teoria, al ser resueltas permiten hallar el
vector posicion y velocidad de cada cuerpo para un cierto instante de tiempo.

Los origenes y primeras ideas de esta apasionante disciplina se remonta a los tiempos de los
filosofos griegos (siglo VI a. C.) uno de los cuales Pitdgoras de Samos afirmaba que la Tierra era
esférica y no ocupaba el centro del Universo ademas, observaron que el Sol, la Luna y los planetas no
participan del movimiento uniforme de las estrellas, ya que cada uno tenia su propia trayectoria. Otro
gran filésofo Democrito, nacido en el 470 a. C., desarrollo la teoria atdbmica de la materia. Para €l toda
la materia consistia de pequefias particulas a las que llamé "dromos", esta palabra significa
"mdivisible". Los escritos de Demdcrito no se pudieron recopilar pero sus ideas se conocen por
referencias de otros filésofos. Las ideas de Demdcrito fueron totalmente intuitivas y a ellas se
opusieron otras igualmente intuitivas de filosofos como Sdcrates y Platon las cuales, para desgracia de

la ciencia, tuvieron durante muchos siglos gran influencia en el mundo.

EL RENACIMIENTO.

A mediados del siglo XV se produjo en Italia un cambio social, econdémico y sobre todo intelectual,
el cual produjo una evolucion en las artes y la ciencia, y poco tiempo después en toda Europa. Los
intelectuales de esa época se interesaron nuevamente en leer y estudiar los antiguos escritos griegos.
Muchos de éstos “textos” no se perdieron, gracias a que los arabes los habian traducido en el siglo IX.
Los textos arabes fueron también traducidos al latin por Gerardo de Cremona en el siglo XII,
utilizando los libros que quedaron en Toledo (Espafia) al ser reconquistada por los “castellanos” en el
siglo XV. El descubrimiento de la imprenta por Gutemberg vy los viajes de los “adelantados”
espafioles y portugueses, principalmente los de Colony Magallanes, cambiaron los conceptos e ideas
en la mente de los crentificos europeos.

La expresion Renacimiento representa la “reactivaciéon” del conocimiento y el progreso después
de siglos de predominio del pensamiento dogmatico establecido en la Europa de la Edad Media. Esta
nueva etapa transformo el conocimiento cientifico y propuso una nueva forma de ver el mundo y al

I Donde se estudia: Ecuaciones Diferenciales Parciales, Desarrollos en Serie de Fourier, Funciones Especiales,
Métodos de Aproximaciones Sucesivas, etc.
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“ser humano”, estimul6 el interés por las artes, la politica y las ciencias, “examinando” el concepto
“geocentrico” medieval y sustituyéndolo por el “heliocéntrico”.

Una de las mentes brillantes del Renacimiento fue Leonardo da Vinci (1452-1519), ademas de ser
un brillante pintor y escultor también se destaco por su pensamiento cientifico. En sus escritos sugiere
que la verdadera ciencia comienza con la observacion y que la “experimentacion” es la madre de toda
verdad. Este modo de investigar fue empleado por Galileo Galilei (15/02/1564-8/01/1642) un siglo
después para desarrollar la ciencia moderna y los criterios de observacioén con un telescopio.

Nicolas Copérnico (19/02/1473-24/05/1543), cientifico polaco que estudidé medicina y astronomia
en Italia, redescubri6 la teoria heliocéntrica de Aristarco y postuld que el movimiento de los planetas se
podia demostrar y expresar facilmente si se suponia que orbitaban entorno del Sol y escribi6 !:

“Primero y sobre todo hallar la esfera de las estrellas fijas, conteniendo todas las cosas, y por esta
razon inamovible que es, en verdad, el armazon del Universo, al cual deben referirse el movimiento y
posicion de todos los demds cuerpos celestes. De éstos el primero es Saturno, que recorre su ciclo en
treinta anos; siguele Jupiter, que lo hace en doce anos; después Marte, cuyo recorrido es bienal; el
cuarto en orden de duracion de los ciclos es la Tierra, con la orbita lunar como un epiciclo, el quinto

lugar corresponde a Venus, cuya rotacion dura nueve meses, y el sexto, a Mercurio, que la efectua en
ochenta dias. En el centro de todo brilla el Sol”. (https://es.wikipedia.org/wiki/Nicolas Coperrnico).

La Mecdanica Celeste, que ahora denominamos "cldsica" comienza con las leyes de Johannes
Kepler (27/12/1571—- 15/11/1630), astrbnomo y matematico aleman quien demostré que el movimiento
de los planetas alrededor del Sol se realiza en orbitas cerradas. Su hipotesis sobre el Sistema Solar
revoluciond los conceptos e ideas tradicionales vigentes hasta entonces, fundamentalmente la hipotesis
geocéntrica propuesta por los cldsicos griegos.

Este nuevo concepto sobre el movimiento planetario fue posteriormente fundamentado por el fisico
y matematico inglés Isaac Newton (25/12/1642-20/03/1727), quien formulo la ley de atraccion
gravitacional. Las leyes de Newton, no solamente explican las leyes de Kepler sino que predicen otras
trayectorias para los cuerpos celestes: parabolas e hipérbolas. Posteriormente fue tratada, perfeccionada
y desarrollada tedrica y numéricamente con estudios mas analiticos y matematicos por Laplace,
Lagrange, Hamilton, Euler, Bessel, Poisson y otros notables astronomos y matematicos en los siglos
XVIIT y XIX.

Kepler fue el primero en proponer las leyes que definen las orbitas a partir de las observaciones
empiricas del movimiento de Marte apoyadas, en gran parte, en las observaciones astrondomicas
realizadas por Tycho Brahe (14/12/1546-24/10/1601) quien se negaba a dar dichos datos hasta que en
su lecho de muerte lo llamo para decirle que se las otorgaria, después que murid, su familia acepto
darselas a Kepler (después de mucho insistir). Afios mas tarde, Newton desarroll6 su ley de gravitacion
basandose en el trabajo de Kepler.

Isaac Newton introdujo la idea y el concepto que el movimiento de los cuerpos en el cielo, como
los planetas, el Sol, y la Luna, y el movimiento de objetos en la Tierra, como las “manzanas que caen
de un arbol”, podian ser descriptos por las mismas leyes de la fisica. En este sentido ¢l unificé el

1 Su libro De revolutionibus orbium coelestium (Sobre las revoluciones de las esferas celestes) suele ser

considerado el inicio y fundador de la astronomia moderna.


http://es.wikipedia.org/wiki/De_revolutionibus_orbium_coelestium
http://es.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Marte_(planeta)
http://es.wikipedia.org/wiki/Tycho_Brahe
http://es.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
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concepto y estudio del movimiento dinamico de los cuerpos celestes y de los cuerpos terrestres, es por
esta razon que su Ley de Gravitacion se llama Universal.

Después aparecieron los trabajos cientificos de Gottfried Leibniz, Pierre-Simon Laplace, Joseph-
Louis de Lagrange, Urbain Le Verrier, Simon Newcomb entre otros. La Mecanica Celeste y el
estudio dindmico del Sistema Solar (teoria de perturbaciones, puntos de equilibrio, grandes
aproximaciones, colisiones binarias y triples, desarrollos de métodos de calculo, etc.) alcanzaron un
gran desarrollo tedrico, analitico y numérico en los siglos XVIII y XIX y a principios del siglo XX
debido al gran interés que motivo su investigacion e interpretacion, incentivdé a un gran numero de
astronomos, matematicos y fisicos como: Tisserand, Poincaré, Charlier, Brown, Hill y otros a

escribir numerosos tratados y libros que todavia son consultados.

Dedico estos Apuntes a mis Profesores de la Carrera de Astronomia y en especial de
Mecanica Celeste y Analisis Matematico III como un homenaje y un recuerdo muy afectuoso a
todos ellos.

Agradecimientos:

A la Doctora Romina P. Di Sisto y al Doctor Gonzalo Carlos De Elia por
haber examinado minuciosamente este manuscrito y sus valiosas correcciones y
comentarios. A ambos distinguidos colegas muchas gracias.

Francisco Lopez Garcia.
Ciudad de La Plata, primavera de 2018.



§ 1.1 Introduccion. 1

Capitulo 1

Conceptos astronomicos y dinamicos.

§ 1.1 Introduccion.

El fundamento tedrico de estos apuntes esta basado en los principios de la Mecénica Clasica 1, pero
su aplicacion concierne a los cuerpos celestes, en particular aquellos que pertenecen al Sistema Solar.
Los conceptos bésicos para estudiar la Mecéanica Celeste se encuentran en las tres leyes del movimiento
y la ley de la gravitacion de Newton 2, enunciada en su celebre trabajo: “Philosophiae Naturales
Principia Matematica”, en 1687. Sin embargo, debemos destacar que fue Kepler 3 quien, afios antes,
dedujo sus tres famosas “leyes” sobre el movimiento de los planetas, utilizadas luego por Newton para
enunciar su célebre ley de la gravitacion. Efectivamente, las tres leyes de Kepler fueron las que
permitieron deducir el tipo de fuerzas que actuan sobre un planeta. Las leyes de Kepler son:

Primera ley (1609). La orbita que describe un planeta en torno del Sol es una elipse,
donde el Sol ocupa uno de los focos.

Segunda ley (1609). El radio vector que une un planeta con el Sol barre areas iguales
en tiempos iguales.

Tercera ley (1618). Para todos los planetas, el cuadrado de su periodo orbital es
directamente proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor a de su orbita.

Estas propiedades, que satisfacen el movimiento planetario, fueron enunciadas por Kepler
analizando los datos observacionales sobre la posicion de los planetas realizadas por el astronomo
danés Tycho Brahe (1546-1601), principalmente las relacionadas con el movimiento de Marte.

NOTA: Tycho Brahe, astronomo danés, considerado como el mas grande observador del cielo en el periodo de
la observacion astrondmica sin telescopio; hizo que se construyera Uraniborg, un palacio que se convertiria en el
primer instituto de investigacion astronomica de Europa. Los instrumentos disefiados por Tycho Brahe le
permitieron medir las posiciones de las estrellas y los planetas con una precision muy superior a la de la época.

! Goldstein, H.; 1963, “Mecdanica Clasica”, Ed. Aguilar S.A.
Landau, L. D. & Lifshitz, M.; 1960, “Mechanics”, Ed. Pergamon Press Ltd.

2 Sir Isaac Newton, nacio el 4 de enero de 1643 (seglin calendario gregoriano) en Woolsthorpe, Inglaterra y
muri6 en Kinsington, Londres el 31 de enero de 1727 (a los 84 afios). Estudio y fue Profesor del Trinity
College, University of Cambridge.

3 Kepler, Johannes, Nacio el 27 de diciembre de 1571 y fallecio el 15 de noviembre de 1630, de origen aleman.
Sus leyes contribuyeron al conocimiento cientifico del Sistema Solar; fue astronomo y matematico; Sus tres
Leyes permitieron describir el movimiento de los planetas en su orbita alrededor del Sol. Fue colaborador de
Tycho Brahe, a quien sustituyé como matematico imperial de Rodolfo II.



2 § 1.1 Introduccion.

Atraido por la fama de Tycho Brahe, Johannes Kepler acept6 una invitacion que le hizo para trabajar
junto a ¢l en Praga. Después de la muerte de Brahe, las mediciones de las posiciones de los planetas
pasaron a estar disposicion de Kepler, y las observaciones del movimiento de Marte, en particular, de su
movimiento retrégrado fueron esenciales para que pudiera formular las tres leyes que rigen el
movimiento de los planetas. Posteriormente, estas leyes sirvieron de base a la Ley de la Gravitacion
Universal de Newton.

La ley de la gravitacion universal enunciada por Newton en 1687, establece una relacion cuantitativa
para la fuerza de atraccion entre dos cuerpos con masas finitas; este concepto fisico se expresa por una
ecuacion cuyo enunciado es: “la fuerza que ejerce un cuerpo con masa m; sobre otro de masa m; es
directamente proporcional al producto de ambas masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la

distancia que los separa”, es decir:

—> mim T O\
-1 172 - mj F
F=k 5 w G

r

De acuerdo con la mecénica newtoniana las dos fuerzas
son iguales en mddulo y direccidn, pero contrarias en
sentido; al estar aplicadas en diferentes cuerpos no se
anulan y su efecto combinado no altera la posicion del
centro de gravedad G, comin de ambas esferas.

El estudio de la Mecanica Celeste implica teorias dindmicas y matematicas que permiten describir,
con cierta precision, el movimiento de los planetas alrededor del Sol, de los satélites alrededor de sus
respectivos planetas, comprender el movimiento de un miembro de una estrella doble alrededor de la
otra 6 fendmenos similares. Tanto los datos observacionales como las teorias matematicas permitieron
comprender e interpretar el movimiento de los cuerpos celestes en todo el Universo observable. Fue
Newton el primero en aportar nuevas ideas dinamicas y la matematica necesaria para estudiar y
analizar el movimiento de los distintos cuerpos en el Sistema Solar.

Es importante destacar que las leyes de Kepler constituyen una descripcion de la solucién del
problema gravitacional de n-cuerpos, donde:

1) Todos los cuerpos pueden ser tratados como puntos masa.
1) Todas las masas, salvo una, son tan pequeiias que ellas no afectan apreciablemente el
movimiento de las otras, pero son atraidas inicamente por el cuerpo de mayor masa.

Estas consideraciones tienen un alto grado de “exactitud” en el sistema dinamico Sol-planetas y en
aquellos sistemas formados por un satélite moviéndose respecto de su primario; Sir Isaac Newton fue el
primero en introducir estos conceptos, plantearlos y resolverlos satisfactoriamente.

En conclusion: si examinamos el movimiento orbital de los distintos miembros del Sistema Solar
nos revelan ciertas propiedades ¢ caracteristicas y ademads, varias incognitas a resolver.
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Por lo tanto, podemos asegurar que se cumplen las siguientes caracteristicas orbitales y dindmicas:

1) La mayoria de las orbitas en el Sistema Solar son elipses.

i1) El movimiento de todos los miembros del Sistema Planetario (planetas, satélites,
cuerpos menores, etc.) es “casi coplanar”.

1i1) La mayoria de los cuerpos satisfacen las leyes de Kepler.

iv) Una ley de distribucion orbital, similar a la de Bode, es posible.

v) La conmensurabilidad entre los movimientos medios es un fendémeno frecuente.

vi) Muchas particulas perteneciente a los anillos de Saturno 6 algunos cuerpos en la
region de asteroides, parecen evitar ciertas conmensurabilidad.

vii) En ciertas orbitas cometarias asi como también de satélites puede haber cambios
o0 variaciones en sus elementos orbitales.

Los interrogantes 6 controversias pueden ser los siguientes:

1) Cual es el significado de las propiedades 1) y vii) ?

i1) Cuan estables son las orbitas planetarias teniendo en cuenta sélo sus mutuas
perturbaciones gravitacionales ?.

1i1) Que edad tienen los planetas ?

iv) Pueden los planetas colisionar entre si ?

v) Los satélites retrogrados mas externos de Jupiter y Saturno son asteroides
capturados ?

vi) Para un intervalo de tiempo muy grande la mayoria de las 6rbitas de los satélites
son estables, aun si las fuerzas tidales son tenidas en cuenta ?.

Muchos de estos interrogantes todavia estan sin responder.
Debemos aclarar que ésta es una vision clasica de la Mecénica Celeste que se hacia en los afios 1950.

NOTA: Se recomienda consultar:

Danby, J.M.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, Ed. Willmann-Bell, Inc.
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, Cap. 1. Ed. Adam Hilger Ltd.

En los textos de los siglos XVIII y XIX se definia a la Mecénica Celeste como una rama de la
Astronomia que se ocupa del movimiento de los cuerpos celestes '; los principales fundamentos sobre
los cuales estaban cimentados esta ciencia era la Mecanica Teorica, basada en los tres Axiomas o Leyes
de Newton. Efectivamente, las dos primeras Leyes de Newton son suficientes para determinar el
movimiento de un cuerpo sujeto a cualquier tipo de fuerzas conocida; sin embargo, es necesario otro
“principio” cuando las investigaciones estan relacionadas al movimiento de un sistema formado por
dos o mas cuerpos sujetos a sus mutuas interacciones. Precisamente, la fercera ley de movimiento
expresa este principio y fue d’Alembert en 1742 quien la expreso con simbolos mateméticos 2.

! Tisserand, F.; 1889, “Traité de la Mécanique Céleste”, (Paris, Ed. Gauthier-Villars).

Whittaker, E.T.; 1959, “A Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies”. Cambridge
University Press.

2 Consultar: Appell’s Mécanique, Vol. II, Cap. XXIIL
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El concepto de Astronomia Dinamica implica la conexidon entre procesos mecanicos y
conocimientos fisicos relacionados con los fendmenos observacionales. Formalmente la Astronomia es
tan antigua que resulta casi imposible remontarnos a su origen; en cambio, la Astronomia Dinamica
comienza en los tiempos de Aristoteles y desde entonces, importantes progresos “conceptuales” fueron
realizados en solo muy breves intervalos.

Ademas, la aparicion de los satélites artificiales y sondas interplanetarias han planteado interesantes
problemas ante la posibilidad de posibles encuentros o colisiones, los cuales requieren ‘“‘urgente”
solucion. Ante estos nuevos eventos, el término “astrodinamica” se aplica como una rama de la ciencia
espacial la cual trata del comportamiento de objetos en el Sistema Solar bajo la accion de la ley de
gravitacion de Newton. También incluye temas como los efectos de la atmosfera, campos
electromagnéticos, presion de radiacion, etc. Por lo tanto, el estudio del movimiento orbital incluye a la
Mecanica Celeste, Astrodindmica, Cinematica Estelar, Dinamica Estelar, movimiento de Sistemas
Binarios, etc., y en las ultimas décadas ha tenido un desarrollo muy significativo.

La expresion “movimiento orbital” se refiere al movimiento de un cuerpo de masa m respecto de
otro de masa mg. Habitualmente este concepto implica el movimiento de un satélite alrededor de un
planeta, 6 de un planeta entorno del Sol, 6 de una estrella alrededor de otra ¢ respecto del centro de la
Galaxia, etc. Las distintas ramas de la dindmica han sido desarrolladas desde los tiempos de Newton
para abordar los problemas asociados con temas matematicos como las EDs en distintos sistemas de
referencia utilizando variables fisicas y otras sin dimension. Es por esta razon que la Mecénica Celeste,
la mas antigua de estas ramas, iniciada por Newton alcanzé todo su clésico desarrollo durante los siglos
XVIII y XIX, culminando con los “extraordinarios trabajos” de Poincaré y el completo tratamiento del
movimiento de la Luna de Hill y Brown.

NOTA. Para una descripcion sobre el desarrollo de la Mecanica Celeste recomendamos:
Barrow-Green, J.; 1997, “Poincaré and the Three Body Problem”. History of Mathematics,
Vol. 11. Ed. American Mathematical Society.
Siegel, C.L. & Moser, J.K.; 1995, “Lectures on Celestial Mechanics”. Ed. Springer-Verlag.
Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Ed. Academic Press.
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Capitulo 2

La teoria de los dos cuerpos.

§ 2.1 Conceptos generales.

Sea O un punto del espacio Euclidiano tridimensional, fijjo o mévil y consideremos dos masas
cualesquiera, sean m( y m;; expresado de otro modo: dos puntos materiales de masa mg y my, o dos

cuerpos cuyas masas mg y m; supondremos concentradas en sus centros de gravedad y sean ademas,

Ry y R los vectores de posicion de dichos puntos masa respecto de O. Ver Figura 1.

Fig. 1. Representacion vectorial de la posicién de myy m; en el
espacio Euclidiano 5R3. Donde R = R1 — R, es la distancia mutua

entre las masas.

o, . 1

De acuerdo con la ley de la Gravitacion Universal de Newton *, cada uno de los puntos masa atrae
al otro segun una fuerza cuyo moédulo es proporcional al producto de las masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas; sea R = R; — Ry, si definimos r = | R |, entonces

resulta:

mp m
F=G—2—-1
r2

Donde la fuerza F acttia a lo largo del vector R y G es una constante de proporcionalidad.

La formulaciéon matematica fue publicada por Isaac Newton en 1687, en su obra Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, aunque existe una version previa en un fragmento manuscrito De motu corporum in mediis regulariter
cedentibus de 1684.
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G se denominada constante de la Gravitacion Universal y depende de las unidades elegidas; el valor
hallado experimentalmente en el laboratorio es:

G = 6,672 x 10"® en unidades c.g.s.

NOTA: El analisis de los movimientos (6rbitas) de los cuerpos que pertenecen al Sistema Planetario
confirma que G es una constante, la cual es independiente de las condiciones fisicas de los cuerpos

tales como temperatura, composicion quimica, etc. por lo tanto, es razonable suponer que es una
constante universal. En general, mges mucho mayor que m;; por ejemplo, en el Sistema Solar, si m

representa la masa del Sol y m; la masa de cualquier planeta ! entonces, los efectos de atraccion del
planeta sobre el Sol son pequefios comparados con los efectos de atraccion del Sol sobre el planeta; en
consecuencia, el Sistema Solar esta representado, en primera aproximacion, por un modelo fisico con
un “centro fijo de atraccion”. El valor de la constante de la Gravitacion Universal depende del sistema
de unidades elegidas; si estas son: unidad de distancia: | UA (unidad astronémica), unidad de masa: 1
masa solar y unidad de tiempo: 1 dia solar medio entonces, el valor de la constante gravitacional en
estas unidades, denomina constante de Gauss o constante Gaussiana es: k= 0.017 202 098 05.

En este Capitulo nos proponemos estudiar el movimiento de dos puntos masa respecto de un

sistema de referencia fijo, en el espacio euclidiano %3 , con origen en O. Sean {I, J, K} los versores
ortogonales 2 que definen la terna fija (X, Y, Z) entonces, los vectores de posicién tienen la expresion:

R0=X()I+Y()J+Z()K, R1=X11+Y1J+21K;

por lo tanto, el médulo del vector Ry es: [Ro| =1 ¢ = \/ x% + y% + z% , analogamente el modulo de R

es: |R|=r1;= \/ x12 + y12 + 212 . La distancia r, entre los dos puntos masa considerados, es el modulo

del vector diferencia de R; menos Ry; i.e.,r=|R; — Ry| = \/(xl —xo)2 +(y1 —yo)2 +(z; —20)2 .

Vamos a deducir las ecuaciones del movimiento aplicando el segundo principio de la dindmica. “La
variacion del momento lineal de una particula, con respecto al tiempo, es proporcional a la fuerza
aplicada a la particula y tiene lugar en la misma direccion que la fuerza”.

Sea I'y y I'} las aceleraciones de las masas my y m; respectivamente entonces, para el punto masa
mg resulta,

_2 momy Ry-Ro)
2 r

mg [y
T

simplificando se tiene

. m
o =Ro =k* == (R;-Ry) @2.1)
r

1 . ] o
Si mg representa la masa del Sol entonces, my = 1 Ms,); si m; es la masa de Jupiter resulta: m; = Myypiter ~ 0.001 Mso.
2 . .
|I|=|J=|K|=1y perpendiculares entre si.
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y una expresion similar para la masa m;, luego
- m
I =Ri=k* —30 (Rp-Ry)
r

mgo

r3

o también, Ry = k2 (R, -Ry) 2.2)

NOTA: La aceleraciéon T; = d* R; /d £ = R i

Por lo tanto, si representamos el vector diferencia (R;—R ) por P, i.e., (R; =R )=P, donde P es un

vector variable funcidn del tiempo, P = P (t) entonces, restando miembro a miembro la ecuacion (2.2)

de (2.1) resulta:
.. . 2 2
P=Ri1-Ro :—k—mo P—k—ml P

r3 r?

2

2
p - k +
agmpandoa P=__3(m0+m1)P, o P :—M
T

3

P ; si definimos k2 (mg+mp)=p

se tiene: P =—% P,osea
r

P+t p=o 2.3)
r3

La expresion (2.3) es una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes variables del
problema de los dos cuerpos en forma vectorial; esta ecuacion es integrable ' y define el movimiento
de uno cualquiera de los puntos masa respecto del otro, movimiento relativo. Esto se debe a que
siempre es posible fijar (o determinar) uno cualquiera de los vectores Ry 6 Ry; por ejemplo, si fijamos
Ry y resolvemos la ecuacion de movimiento del problema de los dos cuerpos podemos hallar la ley de
variacion del vector P en funcién del tiempo y por tanto, la ley de variacion del vector R; lo cual
significa conocer la ley del movimiento del cuerpo m; respecto de my, definido como origen.

Un razonamiento analogo se puede hacer fijando el punto masa m; y determinar la ley del
movimiento de myy.

A partir de la ED (2.3) se pueden deducir dos integrales importantes 2 Si multiplicamos
vectorialmente ambos miembros de la ecuacion (2.3) por el vector P, resulta

PxP+ - PxP=0
1‘3

pero P x P =0, por ser vectores paralelos. Luego, P x P=0 entonces, D(P x 15) = 0, y por tanto:

Una ecuacion diferencial es integrable cuando podemos expresar su solucion en forma cerrada (mediante funciones
elementales) o por series de potencias convergentes.

2 . .. . /-
Las integrales del movimiento son expresiones analiticas, generalmente cerradas, que permanecen constantes durante el

movimiento. Conocidas también como integrales primeras.
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P x P=C = constante. Entonces la igualdad
PxP=C (2.4)

es una integral primera del movimiento, siendo C un vector constante. La ecuacion (2.4) nos dice que
el vector momento angular del sistema permanece constante durante el movimiento y es perpendicular

al plano que definen los vectores P y P, vector posicion y velocidad respectivamente; esto significa

que el movimiento tiene lugar en el plano definido por P y P , y por tanto P« C = 0 ', siempre que
C # 0. La ecuacion (2.4) se denomina Integral de las Areas.

Si multiplicamos la ecuacion (2.3) escalarmente por P, se obtiene

1

los productos interiores se pueden escribir de la forma: PP = Y D (P 2) y P P = % D (Pz); si

reemplazamos estas expresiones en la ecuacion anterior resulta:

1 52 pol 2
—D((P)+——=D(P") =0,
;D + 52D (P
por definicion p? =2 , entonces se tiene: % D (P 2) + % % D (rz) = 0; e integrando término a
r
término resulta la ecuacion
p2 2t _jp (2.5)
r

donde h es una constante de integracion.
La ecuacion (2.5) representa la integral de la energia o la integral de las fuerzas vivas. A diferencia
de la integral de las areas, ecuacion vectorial, la integral de la energia es una ecuacion escalar.

Si en la integral vectorial de las areas (2.4) multiplicamos escalarmente por el vector posicion P

resulta: P« P x P = C « P = 0; esta ecuacion expresa que el vector P se desplaza siempre en un plano,
;porque? %; luego, el movimiento de los cuerpos m( y m;jse realiza en un plano. Los vectores Py C

estan representados, en funcion de sus coordenadas cartesianas, de la forma:
P=xI+yJ+zK, C=c¢l+cJ+cK

Luego, C*P=c; x+c,y+ c3z=0 es la ecuacion de un plano que pasa por el origen de coordenadas,
donde cy, ¢y, y ¢3 son coeficientes constantes.

1Por serP 1L C.

2. L .
Si el producto escalar de dos vectores es nulo significa que ambos vectores son perpendiculares y por tanto, el
vector posicion P es L al vector momento angular C.
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Es posible considerar un sistema de coordenadas rectangulares, con origen en my, que contenga en
el plano {x,y} al punto masa m; y por tanto, su movimiento; esto significa que estamos suponiendo que
el mismo se realiza en el plano {x,y}. Ver Figura 2.

Fig. 2. Representacion grafica del movimiento relativo
de m, respecto de mq (origen) en el plano {x,y}.

Las ecuaciones del movimiento relativo se obtienen haciendo z = 0 en toda la teoria anterior.
Entonces la expresion cartesiana del vector P es:

P=x1+1J; sumodulo |P| =T =4 x% + y2 y P=x1I+ y J, su variacion respecto del tiempo.

Luego, la ecuacion vectorial (2.3) en coordenadas cartesianas toma la forma:

-
X+—x=0

r3
§+i§y=0 (2.6)

r

Es decir, un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, el cual requiere cuatro
constantes de integracion para su solucién completa; hallar e interpretar estas constantes constituye la
“esencia” del problema de los dos cuerpos en el plano '. En sintesis, el sistema (2.6) representa el
movimiento relativo de m; respecto de my en el plano {x,y}.

A partir de la ecuacion vectorial (2.4), i.e., P x P= C, resulta
X}'/—y>.(=c3 2.7)

la integral de las 4reas en el plano en coordenadas cartesianas.

Finalmente, la integral de la energia (2.5) en coordenadas cartesianas y en el plano tiene la
expresion:

x2t+yr=vi=2E 2.8)

! Se sugiere consultar: Danby, J.M.A.; 1992. “Fundamentals of Celestial Mechanics”, Capitulo 6, pag. 125.
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donde V es la velocidad relativa de m; respecto de my. Si definimos la funcion U(r)= - i,
r
denominada funcion potencial, entonces (2.8) toma la forma
% r2+U(r) =h (2.9)

donde r2 =x2 + y 2 ; es otro modo de escribir la integral de la energia. Si adoptamos U (r) tal que

tienda a cero cuando r tiende a infinito, entonces la constante h representa la energia de la orbita. En la
ecuacion (2.9) la cantidad [h — U(r) ] debe ser no negativa, de modo que los circulos obtenidos por las

soluciones de
h—U(r) =0

representan en general, contornos “fundamentales” que no pueden ser cruzados durante el movimiento.
En particular, si h es negativo, debe ser un limite superior para los posibles valores de r, de modo que el
movimiento esta acotado. Si h es positivo y dU/dr siempre conserva el mismo signo, la velocidad
tiende a un limite finito cuando r tiende a infinito; la particula nunca retorna y el movimiento es

infinito.

NOTA: Las integrales (2.7) y (2.8) representan las ecuaciones fundamentales en el caso de Orbitas
centrales, donde el potencial U(r) es una funcion de punto i.e., es funcion sélo de las coordenadas .
§ 2.2 El movimiento en coordenadas polares.

Las variables cartesianas {x,y} y sus derivadas respecto del tiempo, tienen la siguiente expresion
en coordenadas polares % Ver Figura 3.

X =T COS O, X =TI COS ®— I sen o

y=rsen o, }./=fsenoa—rc.ocosco
y las relaciones X}./ e yitienen la forma:

xy = IT cOS ®Sen ® + > cos> ® ®

yxX = I'I'SCH(OCOS(O+I'2 senzco ()

luego, la integral de las dreas xy — yx = c3, en coordenadas polares, resulta

r? o=c3=C (2.10)

! Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, Ed. Dover Publications, Inc.
Taff, L.G.; 1985, “Celestial Mechanics”, Ed. Wiley.
2 Consultar Balanzat, M.; 2002, “Matematica Avanzada para la Fisica”, Ed. Eudeba.
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v

Fig. 3. Representacion grafica de las coordenadas

polares {r,o} del cuerpo m, en el plano.

Del mismo modo calculamos x 2 + 5/2 =12 +1% o 2, luego la integral de la energia tiene la
forma
P2ar2 =28 4y @2.11)
r

también es frecuente expresar la ecuacion de la energia en coordenadas polares como
1 . .
E(r2+r2a)2)+U(r):h (2.12)

donde U(r)= — L.
r

NOTA: Las ecuaciones (2.10) y (2.12) no se modifican si reemplazamos t por -t, pero la constante h
tiene el signo opuesto de modo que el movimiento es reversible. Esto significa que si v ' cambiara su

signo en un punto la trayectoria retrocederia i.e., tendria direccion contraria. De la integral de las éreas,

r2 @ = C es evidente que ® debe conservar el mismo signo durante el movimiento; generalmente es

considerado positivo. Ademas, si h es positivo, ® tiende a cero cuando r tiende a infinito; entonces,
puesto que r tiende a un limite finito, el movimiento debe ser asintdtico, como ocurre con el
movimiento hiperbolico. Por otra parte, si h = 0 (6rbita parabdlica en el movimiento Kepleriano), r

tiende a cero, r — 0.

La ecuacion de la 6rbita. A partir de la ley de las areas podemos obtener dt y reemplazar en la
integral de la energia, procediendo de la siguiente forma:

5 > do r?

ro=r"—=C = dt=— do
dt C

1 . .
v representa la velocidad de m; respecto de mg en coordenadas cartesianas o polares.
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La integral de la energia en coordenadas polares tiene la expresion:

2 2
A 2 (40 B h o (dr? + 2 (do) = 25 (de? +h (de)?
dt dy r r
2 1‘4 2 2 2 2 | I‘4 2 I‘4 2
donde, (dt)"= — (do)”;entonces, (dr)* +r” (do)’ =2~ — (do)” +h — (do)
c? rc c?
. . 2 r’ r 2 2
agrupando y simplificando resulta, (d r) =12un — h —5 T (dm) , luego
C C
3 4 1/2
r 2
dr = 2u—2+h—2—r dow;
C C
y por tanto,
do= ldr 1 1
I EPc R By
cor C r
integrando ambos miembros se tiene,
1 dr
o=[— 172
r 2 2
h n 1 1)
2 T a T ( - 2]
C C r C
»_ h p? I n
para resolver la integral introducimos nuevas variables, sea: o~ = St e yus |- -—|,
C C r C
g 1
entonces u’ = [— — sz y du= - - dr, reemplazando en la integral resulta,
r C r
o= 75 T arccos E +oy = Y= cos (o — o ), reemplazando u y o se obtiene,
e —uT ;
1 [T h uz 1

———— = |—=+— cos(w-wg) = 1=

r 2 c2 4 . NI
By + B cos (0 — ®g )

b
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Otra forma de expresar el radio vector r es:

c
_ u
r ENT
h C
1+ 5t 1 cos (® — mg )
u
2 b C2 1/2
entonces, si definimos — =p y e=| 1 + 3 resulta la siguiente expresion “clasica”:
1)
r= P (2.13)

_1+ecos((o—oao)

4 y s 1 - . .
que representa la ecuacion, en coordenadas polares, de una conica ', i.e., es la trayectoria que describe
el punto masa m; con respecto al punto my (origen de referencia) denominado foco de la conica; las
cantidades e y ®o son constantes arbitrarias y p, semilatus rectum, un parametro. La forma de la conica

esta definida por los valores que adopta e, excentricidad, a saber:

e =0 esuna circunferencia
e =1 esuna pardbola
e<1 esunaelipse = (Primera ley de Kepler)
e>1 esuna hipérbola
Resumen.

Las ecuaciones del movimiento relativo de m; respecto de my, en el plano {x,y}, son:

>
+
>
Il
(=)

ﬁw|t ﬁw|t

>
+
>
Il
<o

donde p = k2 (mg + m;). Las integrales primeras del sistema de ED, integrales del movimiento son:
X y -y x =C
1 . .
~(x?+y?)= L,
2 T

donde: r* = x* + y*; llamadas integral de las 4reas y de la energia respectivamente. Estas expresiones,

en coordenadas polares tienen la forma:

La palabra “conica” proviene de la frase “seccion conica”. Sus propiedades se pueden hallar en:

Danby, J. M.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, Apéndice A, pag. 413.
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2o=C

T
La2i202y =By
2 r

Entonces, a partir de este sistema de ecuaciones diferenciales hemos deducido la ecuacion de la orbita,

_ p
l+ecos(m—mg)
2
donde p = — es un parametro y la constante arbitraria e (excentricidad) es funcion del valor de h,
b 1/2
. h C
constante de la energia; e =| 1 + 5 , luego
u

<1 h<O0 elipse
eq>1 h>0 hiperbola
=1 h=0 parabola

La representacion grafica del movimiento relativo de dos cuerpos, en el plano y en coordenadas

polares, se muestra en la Figura 4.

-

II Periastro

m X—>

T
Q] -
-7 o
ae /-~
0

a

4 »
<« »

Fig. 4. Descripcion del movimiento de m4 respecto de mg en
coordenadas polares. IT es la posicién del periastro. Las
coordenadas polares que definen la posicién de m; sonry .

Calculo de los valores maximos y minimos del radio vector r en funcién de ®. Suponemos que la
direccion del argumento del periastro my coincide con la direccion del eje-x, luego wp = 0 y por tanto r

P

resulta para ® = 0 que r serd un minimo, entonces
l+ecosm

sera minimo cuando ® =0, i.e., sir =

p
+e

=a(l—e), porserp=a (1 —¢).

se tiene: r=
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Si @ = 7 entonces r es maximo, ya que r ZIL =a (1+e).
-e

2
, . C ,
Ademas, como hemos visto p = a (1 — e ¥) = — luego, el modulo al cuadrado del vector momento

angular tiene la forma, c’= pa(l- e? ); también por definicion, la excentricidad e tiene la expresion
2 2
hC h C
5 (ver pag. 13), entonces e = 1 +
K [

e= |1+

y reemplazando el valor hallado de C? resulta
2_,.h 2. h 2\ _ 2 . :
e =1+—a(l-e”);luego —a(l—e”)=—(1—-e") ya partir de esta igualdad podemos obtener
[ [

e
h como: h = - = ——= y por tanto,

Expresion que representa la energia total del sistema y nos dice que es inversamente proporcional al
semieje mayor de la orbita (una constante del movimiento); ademas, si e < 1 (orbita eliptica), a es
positivo entonces la integral de la energia es negativa y la trayectoria es estable .

Tercera ley de Kepler. El elemento de area en coordenadas polares se obtiene del triangulo
formado por r, (r + dr) y dw, su expresion

analiticaes: dA = % r? dw, ver Figura 5.

AY
Teniendo en cuenta la ecuacion (2.10), la dw
integral de las éreas: 2 o=C , resulta dA
o)
r+dr eje x
2 do 1 2 1 pe >
" — =C;luego, —r" do=— C dt
dt 2 2

1 5 1 Fig. 5. Representacion del elemento de area dA
y por tanto, d A = 5 r“do = 5 C dt.

. ., dA 1 ) .
Entonces, la velocidad areal esta expresada por la ecuacion E = 5 C; i.e., es una constante. Si

reemplazamos el valor de la constante C, hallado anteriormente, se obtiene

dA 1 2
— == a(l-e 2.14
ar 2 VH (=) (2.14)
Expresion que relaciona la velocidad areal con los parametros de la orbita a y e.

NOTA: La ecuacion (2.14) es valida parae < 1.

'Un concepto muy importante en el estudio de los sistemas dindmicos. El movimiento r (t) es estable si se
satisfacen las siguientes dos condiciones:
1) r (t) # 0 para todo valor de t en ausencia de colision.
i) | r(t) | < ¢ ( ¢ = constante).
Si el movimiento es estable, entonces la energia total h del sistema es negativa. (Teorema de Jacobi).
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, o . 27 ,
Sea T el periodo de m; respecto de mg y n su movimiento medio, i.e., n = T Ademas, por

definicion, la velocidad areal en una orbita eliptica es: ; entonces, por definicion de movimiento

medio T = 2n luego, la velocidad areal es: n;b = ;—b n = % abn = — a 21 n'. Por lo
n T

tanto, si igualamos las dos expresiones halladas para la velocidad areal, resulta

1 2 () 2
— = — a(l-e =—a l1-¢” n,
;oo vnal ) =5
relacion que nos permite determinar p,
3
n= n? a’= 4n? a_2
T

Consideremos dos planetas orbitando el Sol, con masas m; y m,; sean a;, n; y ap, np sus semi

eje mayor y movimiento medio respectivamente, entonces se satisfacen las siguientes relaciones *:
_ 1,2 _ 2.3
up = k% (mg+mp) =nj a
_ 12 _ .23
Hy = k% (mo+mjy) =nj a;
donde my es la masa del Sol. Dividiendo miembro a miembro estas dos expresiones resulta,

2
mg +my 0y a;

my + my n3 a%

. . mgy + m
el primer miembro se puede expresar de la forma: 071 -9+
mg + mj mgy + mj

m; —m .
1 z_, luego se tiene

2 3
np a, m; —mp

=1+

— : (2.15)
ny a; mo + mjp

expresion que representa la Tercera Ley de Kepler.

NOTA: El enunciado de la tercera ley de Kepler es: “El cuadrado de los periodos de dos planetas

cualesquiera es proporcional al cubo de sus distancias medias desde el Sol”.

3
T/ 4
2 a 3
Tierra Tierra

! En una orbita eliptica a es el semi eje mayor y b el semi eje menor, estan relacionados por: b =a (1- ¢*)"*.

2 Recordar que la constante p = k* (m + m,;) donde k es la constante gravitacional del problema de dos cuerpos.
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Luego,

=
—N

o
W

Il
—_
S

(2.16)

=
[T
o
N W

Esta expresion es correcta si mgy >> my y my.

Entonces, de acuerdo a (2.15), la tercera ley de Kepler solo se satisface aproximadamente en el
Sistema Solar, pues en ¢l la masa del planeta mayor (Jipiter) es del orden de 0,001 la masa del Sol .
En conclusion, la tercera ley de Kepler (2.16) solo es valida en el Sistema Solar. La expresion rigurosa
que la acredita es la formula (2.15). Si consideramos un sistema estelar (por ejemplo, un sistema
binario) la férmula que se debe aplicar, para obtener los elementos de la 6rbita o el movimiento medio,
es la expresion (2.15).

NOTA: Cuando el movimiento de los cuerpos, en un sistema estelar, satisface las tres Leyes de Kepler
se lo define como “movimiento Kepleriano” y en el caso de un sistema planetario, se dice que se
mueven en “Orbitas Keplerianas”. También es importante expresar el periodo (una revolucion
completa) en funcion de ay p,

Si en la integral de las é4reas o integral de las fuerzas vivas, enunciada por la relacion:

r2 do =C dt , reemplazamos d  y las constantes por sus desarrollos, ver pag. 12, entonces resulta:

do = dr luego, C dt = r?

2 (2wl b 1
c2r 2 2

factoreando % y Lz en el radicando resulta, Cdt =
C T

dr
2 |( el b1
c2r 2 2

Crdr
\/2ur+hr2—C2

; recordemos que

rdr

na\/a2 e? —(r—a)2

3

c? = ua (1—62) y U =n’a ; reemplazando y simplificando se tiene, dt =

luego,
rdr
ndt = 2.17)
a\/azez— (r—a)2
haciendo la sustitucion: r —a = —aecosE, resulta r = a(l—ecosE) y dr = aesenE dE;

reemplazando en la ecuacion diferencial (2.17) se tiene

1 La masa de Jupiter Myyp = 0.000 954786 Ms|.
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ndt = (a—aecosE) aesen E dE _ (l-ecosE) senE dE.

a\/azez—azezcoszE \ll—coszE

luego, n dt = (1 — e cosE)dE '; integrando ambos miembros resulta, n(t — 1) =E — e sen E.

Sea n(t — t) =M, la Anomalia Media, entonces resulta
M=E-esenE (2.18)

Expresion que define la ecuacion de Kepler; relaciona la anomalia excéntrica E con la anomalia media
., ., , . . 2
M; es una ecuacion trascendente, por lo tanto su solucion es por métodos iterativos .

NOTA: En las orbitas elipticas T es una constante de integracion y define el instante de pasaje por el
perihelio.

La ecuacion de Kepler y la busqueda de su solucion en forma numérica o analitica han promovido
durante muchos afios el interés de los astrénomos y matematicos. A comienzo del siglo XX Moulton *
escribio:

“A very large number of analytical and graphical solutions have been
discovered, nearly every prominent mathematician from Newton until the
middle of the last century having given the subject more or less attention. A
bibliography containing the references to 123 papers on Kepler’s equation is
given in the Bulletin Astronomique, January 1900, and even this list is
incomplete”.

La solucion de la ecuacion de Kepler ha sido y es un tema que todavia tiene vigencia en trabajos
de investigacion; aun las soluciones analiticas explicitas, que ahora son conocidas en la forma de
integrales definidas, no son tan eficientes como los métodos numéricos. En general, las soluciones
numéricas aplican el método de aproximaciones sucesivas 2.

El radio vector r expresado en funcion de la anomalia excéntrica tiene la forma: r =a(1 — e cosE)

De la ecuacion (2.13), que relaciona el vector r con la anomalia verdadera o, podemos hallar su
variacion en funcion de la anomalia excéntrica luego, r +r e cos(w — ®y) =p, si @y = 0 4 resulta

—-T r . a(l—ecosE
rcos ®= P-r_P_ —; de acuerdo a la Figura 4, x = r cos ®, entonces x = P_ ( )
e e e e e

sustituyendo el valor de p =a (1 — ¢ ) y simplificando se tiene,
x=a(cos E—e)

formula que permite calcular la abscisa x, en cualquier instante t, en funcion de la anomalia excéntrica.

! Recordar que: sen” E + cos” E = 1.
2 Lépez Garcia, F.; 2004, “Introduccion a la Dinamica del Sistema Solar”, Apéndice C, pag. 89.
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 84.

3 Moulton, F.R.; 1914,”An Introduction to Celestial Mechanics”.

4 El angulo o = 0 define la posicion del periastro.
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En realidad x es funcion de la variable t a través de la anomalia excéntrica: x — f(E(t)), ya que E
es funcion de t a través de M, ver ecuacion (2.18). Para calcular la ordenada y recordemos que:

2 2

r2=x? + y2 luego, y2 =12 - x? , reemplazando r y x por sus valores hallados resulta,

y2 :az(l—ecos E)2 —az(cosE—e)z,
operando algebraicamente se tiene
y2 =a’ (l—ez)sean
por lo tanto,
sen E
pero como a 1-e2 =", entonces,
y=bsen E
luego,
x+ae =acosE = X
bsenE =y

sistema de ecuaciones que representa las ecuaciones paramétricas de la elipse, i.e.,

X =acos E
=bsenE (2.19)
y

Construyamos dos circunferencias con los respectivos radios de la elipse, ver Figura 6.

v

Fig. 6. La orbita (linea roja) “elipse” construida entre dos circunferencias de
radios ay b. F es el foco de la elipse. P la posicién del planeta en la orbita. La
distancia OC = a, la distancia OB = b; la distancia FP’ = x y OP’ = X, ademas
PP’ =y. El angulo o es la anomalia verdadera y E la anomalia excéntrica.
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La elipse (orbita) esta comprendida entre la circunferencia interior de radio b y la circunferencia
exterior de radio a; siendo b el semi-eje menor y a el semi-eje mayor. Entonces, las ecuaciones
paramétricas de la elipse son:

X=acosE
y=DbsenE
ya que, elevando al cuadrado y sumando resulta,

=1 (2.20)

la ecuacion de una elipse, en coordenadas cartesianas, con centro en O. ver Figura 6.
Luego, las coordenadas del punto P, sobre la elipse, son

X=acosE
y=bsenE

De la Figura 6 resulta: OF = a e; FP' =x; OP’ = X; P es un punto genérico sobre la elipse. Entonces,
los &ngulos E y o cumplen la condicion:

o |E
0 0
I I
2n | 2m

Propiedades de la elipse. La elipse es una cénica ' donde la excentricidad 0 < e < 1. Sie =0 es
una circunferencia. De la ecuacion polar se deduce que r esta acotada, de modo que la elipse es una
curva cerrada. La ecuacion (2.20) es la forma cartesiana de representarla, donde a y b son positivos y
b < a. La ecuacién en coordenadas polares tiene la forma :

rz—p
l1+ecosv

siendo p el parametro de la conica. En la Figura 6, el foco de la elipse ( F ) define el origen del sistema
de coordenadas y se encuentra sobre el eje X; por simetria F’ es el otro foco, tal que el centro de la
elipse O bisecta la recta FF'. Entonces resultan las siguientes propiedades:

OC=0C'=a, FC=q=a(l-e¢), p=a(l-¢’), OF=O0F =ae
OB=O0OB' =b, FC'=q=a(l+e), b*=a’(l-¢")

a(l—ez)
r

Luego la ecuacidn polar se puede escribir de la forma: =l+ecosv.

Definicion: Una seccion conica es la interseccion de un plano y un cono. Variando el 4ngulo y el lugar de la
interseccion, podemos crear un circulo, un elipse, una parabola o una hipérbola.
% Consultar pagina 18. El angulo v = .
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De la ecuacion de Kepler (2.18) deducimos: E — M = e sen E, pero el segundo miembro, e sen E,
admite un desarrollo en serie de Fourier ' de la forma,

E-M =¢esenE =) b, sen nM
n

Luego,
E=M+ ) b, sennM (2.21)
n
Este desarrollo nos permite calcular la anomalia excéntrica en funcién de la anomalia media. Los b,
son los coeficientes de Fourier >y n =1, 2, 3,... (entero positivo).

§ 2.3 La érbita en el plano. Desarrollos del movimiento eliptico.

Para determinar la 6rbita de un planeta en el plano {x,y} es necesario conocer cuatro constantes,
[a, e, T, v]; donde,
a = semi-eje mayor, e = excentricidad,

T = instante de pasaje por el perihelio, v = anomalia verdadera.

Ver Figura 7.
A y
Planeta
r
v Ejex _
| ............. } () »
.... Perihelio
Instante =t

Fig. 7. El planeta P describe una o6rbita eliptica, e < 1. La forma de la elipse
esta descripta por los elementos a y e; t es un instante de tiempo y w el
angulo de posicién del periastro respecto de una direccion determinada.

Si consideramos la anomalia verdadera v, las coordenadas {x,y} de planeta tienen la expresion

X=T COSVL
y=T1 senv
donde
r= x2+y2 = p

l+ecos(v—w)

! Consultar: Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 165.

2 Los coeficientes de Fourier se obtienen de la expresion: b, = 2/nt JEM) sen (n M) dM; la integral es entre 0 y

7. El desarrollo de E = f (e, M) se puede consultar en: Lépez Garcia, F.; 2004, “Una Introduccion a la
Dindamica del Sistema Solar”, pag. 20.
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siendo p = a (1 — ¢”). Ademas, las coordenadas x e y en funcion de la anomalia excéntrica tienen la
expresion
x =a(cos E—e)

y=a 1-e? senE

donde el radio vectorr=a (1 —ecos E) yn (t- 1) =M =E — e sen E; siendo M el angulo que describe,
en un tiempo t, el radio vector r si el movimiento fuese circular y uniforme .

. , iy 2
Es importante poder expresar una de las anomalias en funcién de la otra “. Vamos a demostrar una
relacion entre la anomalia verdadera v y la anomalia excéntrica E; Para ello recordemos que:

a(cosE-¢)  a(cosE—-e)  (cosE -e)

r a(l-ecosE) (l1-ecos E)’

rcosv=a(cosE—e) = cosv=

Sumamos la unidad en ambos miembros y operamos algebraicamente, resulta:

cosE—e+1—-ecosE _ (1-e)(l+cosE)
(I-ecosE) (I —ecosE)

1 +cosv=

y restando de la unidad en ambos miembros, se obtiene:

l-ecosE - (cosE—-e) (l+e)(l-cosE).
(I1-ecosE) (1-ecosE)

1—cosv=

estas dos ecuaciones se pueden formular en funcion del arco mitad, entonces resultan las expresiones:

o (1-e)2 cos? E
1 +cosv=2cos> — = 2
2 (1-ecosE)
o (I+e) 2 sen’ E
1-cosv=2sen’ — = 2.
2 (I-—ecosE)
. . . . 2 1 I+e o1
dividiendo miembro a miembro, se obtiene: tg 5 L= | tg 5 E, luego
—e

L I1+e E
tg — = tg — 2.22
52 T \1-e ©2 (222

relacion importante que vincula la anomalia verdadera v con la anomalia excéntrica E.

) Consultar: Lépez Garcia, F.; 2004, “Una Introduccion a la Dinamica del Sistema Solar”; pag. 10.
En los métodos numéricos para calcular y determinar 6rbitas se emplean expresiones que relacionan ambas
anomalias.
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Desarrollos analiticos. Nos proponemos desarrollar la anomalia verdadera v, en serie de senos
de los multiplos de la anomalia excéntrica E. De la ecuacion (2.22) podemos escribir que

[1+e _1+B luego l+e _ (1+B)°
l-e¢ 1-B l-e (1-B)?

operando algebraicamente resulta,

e[(1-BY+(A+B’1=(1+BY-(1-B) = e[2+2B]=4p = e[l1+p]=28,

2
1+

por lo tanto, e = ; de esta ecuacion obtenemos 3 en funcion de la excentricidad de la forma,

B2—2B+1=O,luego,
e

p=r 12416 | (223)

€

NOTA: Nos interesa s6lo un valor de  porque la excentricidad, en general, es pequefia en el Sistema
Solar .

. 1
Teniendo en cuenta el desarrollo de 4 1 — e? =1-—e?——e*+ ..., resulta,

le[li(l—%ez—..l= 1£1 2

€ €

I+

; luego, B es minimo cuando consideramos el signo negati

N o

vo por lo tanto, la ecuacion (2.23) toma la forma

B:i[l_ | — &2 } (2.23a)

€

Con la introduccion y definicion de B la ecuacion (2.22) resulta,

L 1+ E
tg— = tg —
2 1-B 2

: (2.24)
Considerando las expresiones exponenciales imaginarias, de la siguiente forma: e'® = X, ¢'¥ =Y,
entonces, podemos escribir:

v L.
sen —
9 2

tgB
2

1 . .
Para los planetas e < 0,1, excepto Mercurio e = 0.2056; para los cuerpos menores: asteroide, cometas, etc.
la excentricidad puede alcanzar el orden de: e ~ 0,9.
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1
Dividiendo numerador y denominador por X 2 resulta,

L . X -1 , E .Y -1
tg —=—-1 , analogamente: tg — = —i
2 X +1 2 Y +1

reemplazando en la ecuacion (2.24) se obtiene:

X-1 _1+4p Y-1
X +1 1-B Y+1

resolviendo esta ecuacion respecto de X, resulta:

X 1_1+B Y -1 :1+1+B Y -1
1-B Y+1

operando algebraicamente se obtiene,

X[(=B) (Y +1) = (1+p) (Y =1)] = (=B) (Y + 1)+ (1+B) (Y 1)
por lo tanto,
X[2-2BY]=-2B+2Y
luego,
x— BrY S 1-py
1-ByY I-BY

Tomando logaritmos en ambos miembros y recordando las definiciones de X e Y se tiene: In X =i1vy
In Y =1E, entonces

InX=iv=iE+In(1-B Y1) —In(1-B Y) (2.25)

Como P es una cantidad muy pequeiia ', i.e., p << 1, resulta |B Y| = | [3| <«<ly ‘B y~! ‘ = |B| <«<1%

recordemos ademas, que el desarrollo en serie de potencias de la expresion In (1 + x) es de la forma:

Todx % 2.3
ln(1+x)=f =I(l—x+x — X +...)dx
pl+tx
luego,
2 3 4
ln(1+x)=x—X—+X——X—+
2 3 4
y permutando X por —x resulta
2 3 4
X X X
In(l-x)=—-(X+—+—+—+...
( )=—( St 3t )

! Consultar ecuacién (2.23)
2 Recordar que | X |=1]Y | < 1; porqué ?.
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Entonces, si aplicamos estos resultados a la ecuacion (2.25),iv=1E + In(1-f Y_l) -In(1-BY),

resulta:
2 v—-2 3 v-3 2 ~2 3 +v3
iv=iE - (BY_1+B LA +..00) + (BY+B L +..0)
2 3 2 3
este desarrollo se puede escribir de la forma,
b=E+ = B(Y-Y )+ 2 ﬁ(\(2—3{—2)+i ﬁ(Y3 ~Y 73 +
2i 2i 2 2i 3
Nuevamente si recordamos la definicidon de Y, se obtiene:
i B’
U=E+2[BsenE+Tsen2E +?sen3E+...] (2.26)

Expresion que representa el desarrollo en serie de la anomalia verdadera v, en funciéon de la
anomalia excéntrica E; la serie converge uniformemente para todo valor de E, ya que el término
n-ésimo tiene la forma:

Bn
< — <1, porserf<<l1.

Desarrollo de la anomalia excéntrica en funcion de la anomalia media.

La ecuacion de Kepler se escribe frecuentemente de la forma: M = E — e sen E, donde M se define
como M =n (t — 1) y 7 el instante de pasaje por el periastro. Nos proponemos hallar un desarrollo de E
en serie trigonométrica en funcion de la anomalia media M. Como (e sen E) es una funcidn periddica,
con periodo 27, admite un desarrollo en serie de Fourier ! con términos impares %, de la forma:

esenE =3 b, senvE

\%

T
donde, b, :%j (E-M)senvM dM.
s
0
Ademads, senvM dM = A d(cosvM), reemplazando e integrando por partes se tiene,
%
2 " 2 n F
by =—— [ (E-M)d(cos vM) = —— < [(E-M) cosvM[} — [ cosvM d(E-M)
VT VT 0

1 Loépez Garcia, F.; 1995, “Curso de Analisis Matematico III”, Capitulos 2 y 3.

Si la funcioén a representar en serie de Fourier es impar, s6lo admite un desarrollo de términos impares. Con
1
sultar .
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La relacion entre las anomalias es la siguiente: cuando E=0=> M =0yparaE=n=>M=n

entonces, el primer término se anula y por tanto el coeficiente de Fourier b, toma la forma

Y
bv=ij cos VM (dE — dM)
VT
U 2 s 2 T
pero [ cos vM dM =0, luego b,= — [ cos VM dE = — [ cos(VE — ve senE) dE.
0 VT VT

Vamos a demostrar que los b, se pueden expresar de la forma: b, = 2 Jy (ve),dondelos J, (ve)
%

son las funciones de Bessel " de orden v y argumento (ve); luego, la anomalia excéntrica E admite el
siguiente desarrollo,

E=M+2 > Iv(ve)

\%

sen (v M) (2.27)

donde v toma valores enteros.

. 2 . ., . .
NOTA: Las funciones de Bessel “ son soluciones de la ecuacion diferencial de Bessel de orden n,
definida como:

x2y +xy +(x2-n%)y=0 (2.28)

cuya solucién y(x) esta dada por la expresion J,(x) formulada como:

Y
Ja(x) = 1 [cos(nu - x senu) du.
To
Es facil probar que estas funciones son soluciones de la ED de Bessel (2.28). Las funciones de Bessel
admiten el siguiente desarrollo:

x" x? x4

- + + ...
20 ! 2(2n+2) 2.4(2n+2)(2n+4)

Jn(x) =

1.e., un desarrollo en serie de potencias del argumento x, cuyo radio de convergencia es infinito.
Comentario: Las funciones de Bessel aparecieron por primera vez en la década de 1730 en un
trabajo de Daniel Bernoulli y Euler, relacionado con las oscilaciones de una cadena suspendida
verticalmente. La misma ecuacion aparece en un articulo publicado por Euler en 1764 vinculado con
las vibraciones de un tambor y Fourier las uso en su clésico tratado sobre la teoria de difusion del calor
(1822). Sin embargo, sus propiedades generales fueron estudiadas por primera vez, en forma
sistematica, en 1824, en una publicacion de F.W. Bessel quien estaba investigando el movimiento de
los planetas. La obra clasica sobre las funciones de Bessel es: “A Treatise on the Theory of Bessel
Functions” de G.N. Watson, 1944.

! Bessel, F.W. (1784-1846). Destacado astronomo y matematico aleman. Al estudiar el movimiento de los
planetas y sus perturbaciones (aplicando la teoria del potencial) determino la ED del movimiento que lleva su
nombre, la importancia de esta ED ordinaria son sus soluciones llamadas funciones de Bessel.

2 Consultar Lopez Garcia, F.; 2008,”Curso Analisis Matematico III”, Capitulo 10, pag. 75-96.
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La ecuacion de Laplace.
Diferenciando la ecuacion de Kepler (2.18) y recordando que r =a (1 — e cos E) se tiene:

(1- ecos E) d E=d M, y teniendo en cuenta la ecuacion (2.27) resulta:
dE a

=1+2 J, (ve) cos(vM
M1 %:v( ) cos(vM)

Expresion que permite calcular la distancia r en funcion de la anomalia media M; ver Figura 6, pag. 19.

Recordemos la formula de Lagrange !, mediante la cual es posible modificar (invertir) la ecuacion
de Kepler; “no es una serie de la forma anterior (serie de Fourier con términos seculares) sino, una
serie de potencias de la excentricidad”, convergente para valores de e pequefios (e << 1). La formula
de Lagrange nos permite expresar:

2 3
E=M+esenM+%Cn sen2M+e3—'Cﬁ sen° M ... (2.29)

Serie que converge para todo M, ya que es convergente en I [0, 27t] y por periodicidad para todo valor
de M; para ello es necesario, como lo demostr6 Laplace, que la excentricidad sea menor que:
e <0.66274342... (radio de convergencia).

(Como se determina del radio de convergencia de la serie (2.29)?. Se trata de hallar los puntos
singulares de la funcion definida por el desarrollo de Lagrange; para ello supongamos que en la
ecuacion de Kepler (2.18) la anomalia media es arbitraria entonces, diferenciando respecto de E y e,
resulta:

(1-ecosE)dE—senEde=0

por ser M arbitrario, luego:
dE _ senE

de 1-ecosE

Supongamos que en esta ED, la anomalia excéntrica y la excentricidad son variables complejas,
entonces la ED admite una solucion en serie de potencias de la excentricidad, cuyo radio de
convergencia esta definido por la distancia al origen del punto singular mas proximo de la funcion dada
por la ED. Los puntos singulares de esta ecuacion son los que anulan el denominador i.e.,
1 — e cosE = 0; sin embargo, estos puntos deben satisfacer a la ecuacion de Kepler: E — e sen E = M.

Considerando estas dos ecuaciones se puede eliminar la anomalia excéntrica obteniéndose entonces,
una relacion entre la excentricidad y la anomalia media i.e., e = f (M); luego, para cada valor real de la
anomalia media se obtiene, en general, un valor complejo de la excentricidad y el lugar geométrico de
los puntos correspondientes a todos los puntos reales de la anomalia media estdn sobre una curva,
denominada “curva de puntos singulares”. En particular, para M =0 y M = 2r corresponde el punto +1
y para el valor M = m, el punto —1.

! Stoer, J.& Bulirsch, R.; 2002, "Introduction to Numerical Analysis", Ed. Springer.

La formula de Lagrange permite calcular una funcion f{x) mediante la expresion: f(ty—x) = § pn(x) f(ty —nh), donde
n=0

pn (X) son polinomios en x. Estas expresiones se suelen aplicar a la soluciéon de ED, como en los métodos de predictor-
corrector. No son recomendables para interpolacion.
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La representacion grafica de e = f (M) es una curva simétrica respecto del origen y de los ejes real e

imaginario de la excentricidad; su menor distancia al origen esta dada por la ecuacion de Laplace,

2
1+\/1+q2=qe t+a

esta ecuacion trascendente permite determinar el radio de convergencia del desarrollo (2.29). Ver
Figura 8.

(e
€y = f (Mo)

v

Fig. 8. Representacién en el plano complejo de la solucion de la ecuacion de Laplace.

Resena: Hemos introducido distintas clases de variables, las cuales serdn utiles para un posterior
estudio de las perturbaciones en el movimiento Kepleriano, denominadas ‘“elementos orbitales
clasicos”. Sin embargo, no hemos considerado en su totalidad las multiples aplicaciones del
movimiento Kepleriano; para ello sugerimos un estudio mas exhaustivo relacionado con la formulacion
canodnica de los sistemas dinamicos. Consultar: Duriez, L.; Ferraz-Mello, S.; Henrard, J.; 1989,
”Modern Methods in Celestial Mechanics”, Ecole de Goutelas 1989. Ed. Frontiéres.

En sintesis, hemos estudiado las aplicaciones del problema de las fuerzas centrales para la
descripcion y solucion del movimiento de un sistema de dos cuerpos sometidos so6lo a su “mutua
atraccion gravitacional”. Se admite que las dos masas se encuentran suficientemente aisladas respecto
de otros cuerpos del Universo, de tal modo que la tnica fuerza actuante es su mutua interaccion
gravitacional. En las aplicaciones astrondmicas las distancias entre los cuerpos es muy grande
comparada con sus dimensiones fisicas.

Entonces, el analisis del mismo estuvo orientado hacia un detallado estudio sobre la dinamica del
movimiento resultante y por lo tanto resolver dos problemas que son centrales en la Mecanica Celeste.

i) Dada la posicion y velocidad, en el espacio euclidiano, de un punto masa en funcion del
tiempo hallar los elementos o parametros que definen su orbita.

ii) Dado los elementos orbitales o parametros definiendo la forma y orientacion de la
trayectoria dindmica, hallar la posicion del punto masa en el espacio, en un instante dado.

En el proximo Capitulo analizaremos las perturbaciones producidas por un tercer cuerpo 6 varios, en
relacion con la dinamica del problema de dos cuerpos.
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Capitulo 3

El problema de n cuerpos.

§ 3.1 Nociones generales.

Cuando tres 6 mas cuerpos se mueven por su mutua atraccion gravitacional el movimiento resulta
mas complejo, aumentando rapidamente su dificultad con el nimero de objetos involucrados. Como
hemos estudiado en el Capitulo anterior, el problema de dos cuerpos puede ser formulado
matematicamente de tal modo que, conociendo la posicion y velocidad inicial de un cuerpo respecto del
otro en un instante t(, se puede predecir su posicion y velocidad en el espacio en cualquier otro instante.
Este modo de determinar el movimiento constituye una solucion matematica cerrada del problema. Por
el contrario, si mas de dos cuerpos estan involucrados en el estudio dinamico es imposible, en general,
formular tal solucion. Sin embargo, ciertos casos particulares pueden ser tratados analiticamente .

Los planetas del Sistema Solar constituyen un clasico ejemplo del problema de n cuerpos. Como sus
posiciones varian durante su movimiento orbital alrededor del Sol, las fuerzas gravitacionales que
actian sobre cada uno de los cuerpos también varian. Sin embargo, en el caso del Sistema Solar, el Sol
es el centro de fuerzas dominante por lo tanto, el movimiento planetario resultante se aproxima al
movimiento que se observaria si el Sol y cada planeta formaran un sistema de dos cuerpos puro. Las
diferencias entre el problema de dos cuerpos y la accion (influencia) de los otros planetas se denominan
perturbaciones. Como ejemplo, consideremos un satélite artificial, cuya masa es muy pequeia,
moviéndose alrededor de la Tierra; el centro de fuerzas es la Tierra misma. Sin embargo, el Sol, la
Luna y la no esfericidad de la Tierra causan pequenas perturbaciones sobre el movimiento del satélite
alrededor de ésta, considerado en primera aproximacion como un problema de dos cuerpos.

En este Capitulo haremos una resefia matematica sobre los principales temas concernientes al

problema de n cuerpos.

§ 3.2 Ecuaciones del movimiento.

Consideremos n puntos masa, mg, my, . . ., My_1, NO necesariamente coplanares; designemos con R; y
Ry los vectores de posicion de los puntos masa m; y my respectivamente, respecto de un origen
arbitrario O del espacio Euclidiano R*; ademas indicamos con {I,J.K} tres vectores unitarios o versores
ortogonales dos a dos con origen en O y con (§;, n;, §; ) las coordenadas cartesianas del punto masa m;
entonces, el vector R; admite la expresion canonica: R; = & 1+n;J+ (K ; ver Figura 9, y la distancia
entre los punto masa m; y my, i.e., el modulo del vector (R - R;), es:

! Consultar: Marchal, C.; 1990, “The Three-Body Problem”, Ed. Elsevier.
Valtonen, M. & Karttunen, H.; 2006, “The Three-Body Problem”, Ed. Cambridge University Press.
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‘Rk_Rj‘zz‘&j_&k‘z""nj_nk‘z""gj_gk‘z (3.1

m; (&, j> &)

R; (R~ Ry) o Mi (& MiCx)
J

K 4 Rk

A 4

Fig. 9. Posicién de los puntos masa m; y mg en el espacio
Euclidiano R, sistema de referencia versores {1,J,K}.

La fuerza resultante de la atraccion gravitacional Newtoniana, que sobre el punto masa m j ejercen
sobre ¢l los (n-1) puntos masa restantes y en virtud de los principios de la Dindmica, tiene la expresion:
nl, m;my (R —Rj)

L i
m;R; kzzzl ‘Rk_Rj‘z ‘Rk —Rj‘

(3.2)

En esta suma vectorial ' k # j; el subindice j toma los valores j = 0, 1, 2...., (n-1). G es la constante
de la gravitacion universal, constante de Newton, su valor hallado experimentalmente es: 6,668){10’8
dinas.cm?/gr” (sistema de unidades c.g.s.) . La formula (3.2) representa la ecuacién diferencial del
movimiento de m; respecto del punto de referencia O, perturbado por los (n-1) puntos masa restantes.

El potencial (6 funcion potencial) en un sistema de n puntos masa esta definido por la expresion:

U:k2 Z* Z* mJ my _ 2 m, m, + m, m, 4 m,m, _, N m, m, N
i k>j ‘Rk—Rj‘ R, =Ro[ R, =R, ‘RH—RO‘ R, -R|
T L. S
‘Rnfl_Rl‘

'En el simbolo suma z * el asterisco indica que k toma todos los valores desde k = 0 hasta k = n-1, excepto
k=j;k#]j.

2 En el Sistema Planetario G = k> = 0,017202119... en las unidades: UA, Mg,;, DSM, denominada constante de
la gravitacion de Gauss. La constante gravitacional depende del sistema de unidades elegido.
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Con esta definicion de la funcién potencial U vamos a demostrar que el segundo miembro de la
ecuacion diferencial (3.2) es el gradiente de U respecto del vector posicion Rj, con lo cual el sistema de
ED toma la forma,

mj R = Ug,= VU

para ello basta demostrar que,

ou ou ou
+

URJZVU: ot . .
OE,J 811] 8CJ

El gradiente de la funcién U en la direccion R; es,

UR;:AQIEI mj awgiRﬂ]*‘6W§iRﬂJ*'am§iRﬂK
k=0 ‘Rk_Rj‘ (tﬁ_] M;j E:J
multiplicando cada término (derivada) por ‘Rk _Rj‘ resulta
Ry R
_ 2n—l jmy . G‘Rk—Rj‘ o a‘Rk—Rj‘
R, = kZ::O ‘Rk—Rj‘3 R 08 e [Re-R; on; "
(3.3)

ORy —R:
*RiRj ‘ ;cj J‘

ademas, derivando la expresion (3.1) respecto de (&, n, ) se tiene:

OR —R;

2[Ry R ‘;‘Tjj‘ = 2(gj- &)
ORy —R;

2[Ry R aknj # = 2(n-ny)
ORy —R;

2[Ry = =2 )

reemplazando estos resultados en la ecuacion (3.3) resulta,
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n—1 .
Ug, = K2y ml—mk3[(gj—gk)I+(nj—nk)J+(€j—€k)KJ$
k=0 ‘Rk—Rj‘

la expresion entre corchetes es la diferencias de los vectores posicion (R; - Ry), luego se tiene

-1 .
Ug, = k2 nz * mJ—mk3 (Rj_Rk)
k=0 ‘Rk_RJ‘

Por lo tanto, queda demostrado que la fuerza que actia sobre masa m; es igual al gradiente de la

funcion potencial U *:

m;R ;= Ug,=VU.

§ 3.3 Integrales primeras del movimiento.

El concepto de integral primera proviene de la solucion o integral de una ecuacion diferencial de
orden n, representada por cualquier funcion que satisfaga la ED y que permanece constante “en toda la
solucién o curva integral”?.

Definicion. Se define la integral general de una ED a toda funciéon @ de la variable x y de un
cierto nimero de parametros c; :

®(x,¢1,€9,...,Cp)

tal que, cualquiera sean los valores de los parametros, la funcion @ es solucion de la ED.
Entonces, una integral primera (cantidad que se conserva o permanece constante durante el
movimiento) en un sistema de EDs definido como:

x =f(t,x), xeR", f:AcR" > R"

es la funcion @ (x,t)= constante a la largo de las curvas integrales o soluciones del sistema, i.e.,
@ (x(t),t)=constante, V t, y para toda solucion x (t)del sistema de EDs.

NOTA: Una integral del movimiento o constante del movimiento, en un problema dinamico, es una funcion
de las posiciones y velocidades (o su equivalente en coordenadas generalizadas y momentos conjugados) que
permanece constante a lo largo de la trayectoria del sistema en el espacio de fase. En la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias este concepto se generaliza al de integral primera. Una integral primera depende de las
variables de la ecuacion diferencial y sus derivadas y permanece constante respecto del "tiempo" u otra variable.

Si sumamos todas las ecuaciones del sistema (3.2) se obtiene

n—1 .. 2 n-1 n—l* mJ mk
2 mjR;= k% ¥ X ————= Ry -Ry =0 (34)
j=0 j=0 k=1 ‘Rk_Rj‘

1ElgradientedeU=gradU=VU= ii+i j +i k = 6_Ui+6_U j +8_U k,esunvectoreniﬂz'.
ox oy oz ox oy oz

2
Consultar Verhulst, F.; 2000, ”Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems”, pag. 16.
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Porqué es idénticamente nula ?.

m;m
A cada término de la suma, por ejemplo: k* 1k 3 (Rg —Rj) podemos asociarle el término
Ry —Rj|
) mk m] n—1 .. . 1
k 3 (Rj—Rg), con lo cual se demuestra que > m iR = 0; luego, integrando’ esta
‘RJ — Rk‘ 1=0
igualdad resulta:
n-1 .
> m;R i=A (3.5)
i=0

Esta ecuacion es una integral, donde A es un vector constante; en realidad, esta expresion en

coordenadas cartesianas representa tres integrales, i.e.,
n-1 . . .
m; I+ J+C. K |=al+taa]J+a:K
2 mj| & lem; I+, PmeTs
j=0
entonces igualando las componentes vectoriales se tiene:
n-1 . . .
ZO mj&;=a;, X mjm;=a, 'Zo mj C; =23
J: =

representan tres integrales cartesianas.
Multiplicando la ecuacion (3.5) por dt, en ambos miembros e integrando término a término, resulta

n-1

ijj:At+B (36)
=0

J

una nueva integral del movimiento, cuya expresion cartesiana resulta:

n-1 n—1 n—1
ij§j=a1t+b1, ijnj=a2t+b2, ijCj=a3t+b3 (3.6a)
j=0 j=0 i=0

Estas ecuaciones representan las integrales del baricentro o centro de gravedad del sistema de n
cuerpos, donde A y B son vectores constantes y {a;} y {b;}, 1= 1,2,3 son sus componentes cartesianas.

Si indicamos con {&g, MG, g} las coordenadas del baricentro del sistema de n puntos masa y
n-1
ademas, si M= > m jes la masa total del sistema, entonces se deducen las siguientes férmulas 2.
j=0

Mic,:ij ‘:Ja _WIT]G:ijT]j, _WICGZZ m; CJ
] ] ]

! Recordar que RJ =d? Rj /dt?.

2 Consultar: Whittaker, E.T.; 1988, “Analytical Dynamics”, Ed. Cambridge University Press.
Goldstein, H.; 2006, “Mecanica Clasica”, Capitulo 3. Ed. Reverté.
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Multiplicando estas tres ecuaciones por los vectores unitarios {[,J,K} y sumando e indicando
ademas, con Rg el vector de posicion del baricentro del sistema resulta:

n-1
.(]VZRG = z 1’1’1J RJ
j=0

y en virtud de la ecuacioén (3.6), se tiene:

MRGzAt+B,

expresion que formula que el baricentro del sistema se desplaza con movimiento rectilineo y uniforme.

Luego,
A B
Rg=—1t +—.
M M
Ecuacion que nos dice que el centro de masa del sistema de n puntos se mueve, en el espacio,

uniformemente en linea recta.

Integral de las areas e integral de la energia.

Hemos estudiado que si mg, my, . . . , m,_| representan n puntos masa, los cuales se mueven en un
campo gravitatorio newtoniano i.e., cada uno de los puntos masa estd sometido a la atraccion de los
restante cuerpos, por una fuerza proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al
cuadrado de sus distancias, entonces las ecuaciones diferenciales del movimiento tienen la forma ':

Mjlij=URj -V U, (3.7)

donde j =1, 2, ..., (n-1). Si R; es el vector de posicion del punto masa m; respecto de un origen O y
URJ- es el gradiente en la direccion R; de cierta funcion escalar U, entonces

URJ-: gradg; U = oy I+ oy J+ oy K,

donde {§;, n;, §;} indican las coordenadas cartesianas del punto m; respecto del sistema determinado
por la terna fundamental de vectores unitarios {I,J,K} con origen en O (ver Figura 9, pag. 30); donde U
es la funcion potencial, definida por la expresion:

mg my mgpmy momy_q mj)my mpmy_

U = k? + +..t BRI e i
[Ri-Ro| [R2-Ry| ‘Rn_l—Ro‘ [Ro =R ‘Rn—l_Rl‘

mp_p My

‘Rn—l - Rn—2‘ ,

como hemos visto esta formula se puede expresar de la forma,

El concepto fisico clasico es: masa x aceleracion igual a fuerza o también igual al gradiente de una funcion
potencial, la cual s6lo depende de la posicion, denomina funcioén de punto.
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m; m
Uzkzz* Z* j Mk

] k>j‘Rk_Rj

b

expresion simbolica que se suele escribir para definir la funcidon potencial. El sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden (3.7), que define el movimiento de los n cuerpos, admite las siguientes

integrales,
(n—1) .
=0
(3.7a)
(n—1)
m; Rj =At+B
i=0

estas ecuaciones representan las seis integrales del baricentro y demuestran que el centro de masa del
sistema de n puntos masa se desplaza con movimiento rectilineo y uniforme.

El gradiente de la funcion U en la direccion R; esta dado por la expresion:

1 . .

Un. = 18 k™ R, R.)=m; R;

R; X 7 R —Rj) =mjR;
k=0 ‘Rk_Rj‘

introduciendo el significado de URj como el gradiente de U, en el sistema de ecuaciones diferenciales

(3.7) y, multiplicando vectorialmente ambos miembros de la igualdad, por R; y sumando desde j = 0
hasta (n-1) resulta,
(n-1) .. 5 (n-1) (n-1 m; my
i=0 j=0 k=0 ‘Rk_Rj

(RjXRk —RjXRj)

Pero R;xR; =0, luego

(n-1) ; , (=D (2D mj
Z IIlJ RjXRj =k (RjXRk);
i=0 i=0 k=0 ‘Rk—Rﬂ

la suma del segundo miembro es nula, ya que a cada término de la suma doble, que es de la forma

m; m
ik
— 5 (RjxRy)

‘Rk—Rﬂ

k2

le podemos hacer corresponder el término

m; m
j Hk
—3(Rk XRj)

|Rj-Ry

k2
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y por tanto, la suma de estos dos términos es nula. Luego,

(n-1) .

z 1’1’1J Rj X Rj =0

i=0
o también,

(n—1) d : .

m: —(R:xR:) =

EO i qt (RjxRj)

e integrando en ambos miembros resulta,

(n-1) .
j=0
esta integral vectorial, equivalente a tres integrales cartesianas, se denomina la integral de las areas o
del momento angular. La integral se puede escribir en forma cartesiana del siguiente modo:

(n—1) I J K
.ZO m; &J n;j CJ =C1+CJ+GCGK
= . . .

Siomj 6

igualando los coeficientes de los versores correspondientes se obtiene,

(n-1) _ .
> mjMm;&;-¢ijny) =G
i=0

(n-1) . _
> m; (&5 -€;C) =C (3.8a)
i=0

(n—1) _ .
m;j (Ej nj —Mj &;) =GCs
=0

J

las tres ecuaciones configuran la integral de las dreas en forma cartesiana.

Las ecuaciones (3.8) y (3.8a) representan las integrales primeras del movimiento del problema de n
cuerpos, denominadas integral de las dreas o principio de conservacion del momento angular respecto
de un sistema de coordenadas con tres ejes ortogonales. Hacemos notar que estas integrales son validas
en cualquier sistema de coordenadas arbitrario, en el cual se cumplan las leyes del movimiento de
Newton .

! Consultar: Danby, J.M.A., 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, Cap. 9.
Roy, A.E., 1978, “Orbital Motion”, Cap. 5.
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Para determinar el movimiento (o el tipo de movimiento), es necesario conocer las posiciones y
velocidades (condiciones iniciales) para un valor determinado de la variable independiente t (tiempo) .

Los datos iniciales estan representados por el conjunto de valores {&;, n;, ;} y { & [ ,ﬁ [ ,é [ } para t = to,

los cuales permiten determinar las constantes C;, C,, C3 y por tanto, el momento angular total del
sistema 1i.e., la integral de las areas.
Otra integral primera es la integral de las fuerzas vivas, la cual se obtiene multiplicando

escalarmente las ecuaciones diferenciales del movimiento (3.7) por el vector R j y sumando en ambos

miembros, resulta:
(n-1) . (n-1) .
2 mjRjRj= 2 Ug;Rj,
=0 j=0

El vector posicion R; esta definido por la expresion: R; =&; I+m; J+C; K y su vector

derivada es: R j= é i+ n T+ C i K, por lo tanto, el segundo miembro toma la forma

-0 (aU - oU - oU dU
Zo\ge Sita Mitan ST
j=0 & n;j Gj

La funcion potencial U, por definicion, sélo depende de los vectores de posicion por lo tanto, es
funcién solamente de las 3n coordenadas (&;, ;, ;) de los n puntos masa considerados y como dichas
coordenadas son funcion del tiempo t, la funcion escalar U es también una funcion del tiempo luego, el
segundo miembro es la derivada total de U respecto de t. Ademas,

. .. 1 d . 2
iRj =27 (Ri)
(n—1) :
entonces, m; 1d (R j2 ) = au , € integrando ambos miembros resulta,
i=0 2 dt dt
(n-1) .
1 m; Rj* =U+h
2 .
j=0
(n—1) SRR
también se puede escribir en forma cartesiana: 5 > m; (ﬁj + M+ Cj ) =U+h, yen su
i=0
expresion mas frecuente:
1 (n=D 5
— 2 mjvi=U+h (3.9)
2 {5 J

Matematicamente constituye un problema de valor inicial; es decir, consiste en resolver EDs con ciertas condiciones

adicionales y arbitrarias que se imponen a la funcion incégnita y sus derivadas llamadas condiciones iniciales para t = ty.
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El primer miembro de la ecuacion (3.9) es la energia cinética de las masas m;, representada por T;

entonces (3.9) toma la forma
T=U+h

Si V=-1U,siendo V la energia potencial y E = h una constante, resulta

E=T+V (3.10)

Ecuacion que enuncia el principio de conservacion de la energia, siendo E la constante de la energia;
esta expresion es una magnitud escalar como la demuestra la ecuacion (3.9). La igualdad (3.10) se
conoce también como la integral de la energia.

En el sistema de ecuaciones (3.7a), A y B son vectores constantes de integracion, que definen seis
constantes escalares, conocidas como las integrales del centro de masa; ademas, las tres integrales de
las areas, ecuaciones (3.8a) y la integral de la energia, ecuacion (3.10), constituyen las tUnicas
integrales primeras del movimiento del problema de n cuerpos. Luego, el sistema de n EDs, de segundo
orden, ecuaciones (3.7) o su equivalente, un sistema de 3n EDs de primer orden (expresion cartesiana)
solo admiten 10 integrales algebraicas; y en consecuencia, el sistema formado por n cuerpos solo
admite: (6n — 10) grados de libertad.

Sintesis de las integrales del movimiento.

La energia potencial en un sistema de n puntos masa es:

n m; m;
=k ¥ —L (i#j)
i,j=1 Pij

Esta magnitud escalar solo depende de las distancias relativas ' entre los puntos masa. Su valor es
invariante para cualquier traslacion del origen del sistema de coordenadas o una rotacion de los ejes del
sistema, para cualquier angulo arbitrario. Entonces, a causa de esta invariancia, las integrales de
movimiento: centro de masa y la integral de las areas definen nueve constantes de integracion. En el
Sistema Solar estas constantes dependen de las observaciones. La décima constante es la integral de la
energia, por lo tanto son 10 las constantes de integracion en el problema de n cuerpos. Sin embargo,
para poder resolver “completamente” este problema dindmico es necesario conocer 6n constantes.

Muchos astronomos y matematicos han desarrollado otras integrales que satisfagan las ecuaciones
de movimiento y por tanto otras constantes; sin embargo, este esfuerzo no tuvo éxito. Las integrales,
como la de la energia, son relaciones algebraicas entre las coordenadas y sus velocidades. En 1887,
Bruns ? demostrd que estas 10 integrales son las unicas integrales algebraicas independientes en el
problema de tres cuerpos. Posteriormente Poincaré, H.; 1896, “Sur la méthode de Bruns”, Comptes.
Rendus 123, 1224; agregd nuevas restricciones al problema de la “no existencia de nuevas integrales”
en el problema de tres cuerpos haciendo unas correcciones al teorema de Brums. Se recomienda
consultar: Moulton, F. R.; 1948, “An Introduction to Celestial Mechanics”, Cap. VII, pag. 261.

! La distancia relativa entre dos puntos masas es: pjj = | R; _Ri| = \/(?;j —&i)2 +(nj —ni)2 +(§j —Qi)2 ,1#].
2 Bruns, H.; 1887, ” Uber die Integrale des Vielkoper-Problems *, Acta Mathematica, Vol. X1, pag. 25.
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NOTA: Cualquier otra integral se obtendria por combinacion lineal de estas diez; en consecuencia,
solo existen 10 integrales algebraicas '. Una exposicion muy detallada de estos teoremas se encuentra
en el libro de Whittaker *. En 1960, los matematicos rusos sugirieron un nuevo concepto para definir
los sistemas dinamicos: los denominaron sistemas integrados y no integrados *.

En conclusion, no es posible, en general, resolver el problema de n cuerpos i.e., hallar la variacion
de las coordenadas y componentes de la velocidad en funcion del tiempo para un instante cualquiera;
por lo tanto, el problema no tiene una solucion cerrada, significa que no es posible predecir el
comportamiento dinamico para cualquier instante de tiempo. Ademads, es imposible determinar el
movimiento si dos 0 mas cuerpos colisionan entre si, o si alguno de ellos escapa del sistema.

En general, en la Mecanica Celeste clasica, se analizan y estudian ciertas configuraciones especiales,
principalmente en el problema de tres cuerpos, restringido o no. Estas configuraciones que conducen a
soluciones particulares fueron estudiadas por Lagrange * en 1772.

Sintesis °: Las integrales deducidas expresan relaciones algebraicas entre las coordenadas, las
velocidades y eventualmente el tiempo y, en virtud del teorema de Bruns, el problema de tres cuerpos
no admite mas integrales algebraicas que las 10 obtenidas. Entonces, un sistema de 3n ecuaciones
diferenciales de segundo orden, o su equivalente un sistema de 6n ecuaciones diferenciales de primer
orden, que definen el movimiento de n cuerpos, solo es posible reducir el nimero de grados de libertad
en 10; luego, estas 10 integrales pueden disminuir el orden del sistema a uno de orden (6n—10); por
ejemplo, en el caso particular de tres cuerpos estas integrales algebraicas reducen el orden a ocho.

Plano invariable de Laplace.

En el Sistema Solar, las 6rbitas de los planetas, con la excepcion de Pluton 6, tienen inclinaciones
pequefias (i < 3°, 7 Mercurio = 7° ) con respecto a un plano que contiene al baricentro del sistema y
perpendicular al vector momento angular total del mismo, denominado plano invariable de Laplace. Si
las coordenadas perpendiculares a este plano son despreciadas, las ecuaciones del movimiento del
problema de n cuerpos tienen un plano comun; entonces, el sistema de ED es del orden 4n y por lo
tanto, el nimero de integrales es ahora 6; luego, el orden puede ser reducido a: 4n — 6. En el caso
particular del problema de tres cuerpos, si se considera este plano el sistema reduce su orden a seis.
Consultar: Morbidelli, A.; 2002, “Modern Celestial Mechanics”, pag. 131.

Sintetizando, la ecuacion (3.8) nos dice que el momento angular de las masas del sistema es
constante. El vector C define un plano denominado plano invariable de Laplace cuya inclinacion es de
1.5° respecto al plano de la ecliptica y esté situado entre los planos de las orbitas de Jupiter y Saturno.

Para aquellos estudiantes que estén interesados, desde el punto de vista matematico, en el problema
de n cuerpos recomendamos: Wintner, A.; 1947, “The Analitical Foundations of Celestial Mechanics”,
Moulton, F. R.; 1948, “An Introduction to Celestial Mechanics”, Cap. VII, pag. 261.

! Poincaré, H.; 1892, “Les Methodes Nouvelle de la Mecanique Céleste”, Paris, Gauthier-Villars, Capitulo 5, pag. 250.
Whittaker, E.T.; 1917, “Analytical Dynamics”, Cambridge University Press, Capitulo 14.

Arnol’d, V.1.; 1963, Uspekhi Matematicheskikh Nauk 18, pag. 91.

Lagrange, J.L.; 1873, “Collected Works”, Paris, Gauthier-Villars, Vol. VI, pag. 229.

Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Academic Press, pag. 66-67.

2
3
4
5
6 Considerado un “planeta enano”, resolucion 6A de la UAI Asamblea General XX VI, Praga 2006.
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§ 3.4 El teorema del Virial. Nociones elementales.
Consideremos la funcion

2 2
I= Z miRi .
i=1

. . . . 1 . .
definida como el momento de inercia de un sistema de n puntos masa . Diferenciando dos veces con

respecto al tiempo, resulta:
2

. n . n . n
%I=§:miRp+ZImRLRi=2T+§:RbVﬂJ
i=1 i=1 i=1

donde U es una funcion de punto, homogénea en todas sus coordenadas, de orden -1, entonces aplican_
do el teorema de Euler se tiene,

n 1 ouU ou ouU
XRi.ViU=3 {Xi_"'}’i_"'zi —}
i=1 i=1 OX; 0yj 0z;
—-U=V.
Luego,
[=4T-2U =4T+2V 3.11)

Si tenemos en cuenta la integral de la energia (3.10), la ecuacion (3.11) se puede escribir en forma
alternativa:

[=4E-2V=2(T +E) (3.12)

Las ecuaciones (3.11) y (3.12) representan el Teorema del Virial *.
En la expresion (3.12) las cantidades T y V son positivas; por lo tanto, si E adopta un valor tal que

(4E-2V)>00 (2T + 2E) > 0, i.e., son cantidades positivas entonces, I es positivo y en consecuencia,
I aumenta sin limite. Un “sofisma” es concluir que al menos uno de los R; tiende a infinito, lo cual es
equivalente a decir que al menos uno de los cuerpos escapa del sistema *. Como ejemplo, supongamos

que R =tcost 'y R,=t sent entonces Rlz + R% = {2 expresion que tiende a infinito cuando t— oo.

Pero no es correcto decir que “al menos uno de los R; debe aumentar sin limite”. En efecto, se ha

demostrado que, solo en el caso n = 3, al menos uno de los cuerpos escapa del sistema si I es positivo.
Para que el sistema se “conserve en conjunto” i.e., sea estable es necesario que E sea negativo y por

tanto I debe ser negativo o cero sin embargo, este enunciado no representa una condicion suficiente.

! Dado un sistema de particulas y un eje arbitrario, se define el momento de inercia I como la suma de los productos de las
masas de las particulas por el cuadrado de la distancia » de cada particula a dicho eje. Matematicamente se expresa como:
I =2 mj1; para un cuerpo de masa continua esta definicion se generaliza I = Iy~ dm, el subindice V en la integral
indica que se integra sobre todo el volumen del cuerpo.

2 Goldstein, H.; 1963, “Mecéanica Clasica”, pags. 101-104. Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 117.
Danby, J.M.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pag. 276.

3 Pollard, H.; 1966, “Mathematical Introduction to Celestial Mechanics”, pag.44-46.
Siegel, C. L. & Moser, J. K.; 1971, “Lectures on Celestial Mechanics”, pag. 19-25.
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§ 3.5 Introduccion al Sistema Heliocéntrico.

Proélogo.

Las coordenadas heliocéntricas tienen su origen en el Sol y pueden ser coordenadas cartesianas,
eclipticas o ecuatoriales. Se distinguen de las coordenadas geocéntricas porque éstas tienen su origen
en la Tierra. Los planetas, asteroides, cometas y otros cuerpos que giran en torno al Sol, incluida la
Tierra, se estudian e investigan en coordenadas heliocéntricas. Estas coordenadas expresan la verdadera
posicion espacial en las unidades fisicas adoptadas. Ninguna observacion del Sol se puede realizar en
coordenadas heliocéntricas. Hay dos clases de sistemas de coordenados que son dos subcategorias:
cartesiana-heliocéntrica y heliocéntrica-radial .

Coordenadas Cartesianas Heliocéntricas. En el sistema de coordenadas cartesianas {x,y,z}, los
ejes son perpendiculares entre si; el eje-z es definido paralelo a la linea desde el Sol hacia el
observador. El eje-y es perpendicular al eje-z y al plano que contiene al el eje-z y al eje polar norte,
positivo hacia el norte del Sol. El eje-x es definido perpendicular a ambos ejes-z e y, con x positivo
hacia el oeste solar. Este es un sistema de coordenadas directo. Las unidades en cada eje se expresan en
una distancia fisica (p.j. en Km.; unidades astronomicas, UA; o en Rs,). Los sistemas de coordenadas

cartesianos-heliocéntricos son usados con frecuencia en la teoria del movimiento planetario 2.

Teoria Heliocéntrica.

La Teoria Heliocéntrica afirma que la Tierra y los demas planetas giran alrededor del Sol. Esta
teoria fue propuesta en la antigiiedad por el “astronomo” griego Aristarco de Samos (310 a.c.-230 a.c.),
quien se bas6 en medidas elementales de la distancia entre la Tierra y el Sol, determinando que las
dimensiones del Sol eran mucho mayores comparadas con las de la Tierra. Por esta razon, Aristarco
propuso que la Tierra debia girar alrededor del Sol y no a la inversa, como sostenia la teoria
geocéntrica de Ptolomeo e Hiparco, aceptada en esa €poca y en los siglos siguientes, acorde con la
vision antropocéntrica imperante.

Sin embargo, mas de un milenio después, en el siglo X VI, esta teoria volveria a ser formulada, esta
vez por Nicoldas Copérnico, uno de los astronomos mas influyentes de la historia, con la publicacion en
1543 del libro “De Revolutionibus Orbium Coelestium”. La diferencia fundamental entre la propuesta
de Aristarco en la antigliedad y la teoria de Copérnico es que este Ultimo emplea calculos matematicos
para sustentar su hipotesis. Precisamente a causa de esto y a pesar de que su libro fue prohibido por la
Iglesia Catdlica hasta 1835, durante casi tres siglos, dado que la teoria heliocéntrica contradice la
Biblia, sus ideas marcaron el comienzo de lo que se conoce como la revolucidn cientifica. No solo fue
un cambio importantisimo en la astronomia, sino en las ciencias en general y particularmente en la
cosmovision de la civilizacion. A partir de la publicacion de su libro y la refutacién del sistema
geocéntrico defendido por la astronomia griega, la civilizacion rompe con la idealizacion del saber
incuestionable de la antigiiedad y se lanza con mayor impetu en busca de un nuevo conocimiento.

Se recomienda: Seeds, M. A. & Backman, D. E.; 2009, “4stronomy, The Solar System and Beyond”,
Ed. Brooks/Cole. Es un libro muy didactico.

! Morbidelli, A.; 2002, “Modern Celestial Mechanics”, pags. 11, 17, 22-24.
2 Brouwer, D. & Clemence, G.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pags. 31-47.
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El movimiento de los planetas en la Teoria Heliocéntrica '.

A pesar de que Copérnico propuso una nueva teoria situando al Sol en el centro del Sistema
Planetario, su hipotesis se basaba en que los planetas giraban alrededor del mismo en 6rbitas circulares,
igual a lo establecido en el modelo geocéntrico de Ptolomeo, con la diferencia que en este ultimo el Sol
orbitaba entorno de la Tierra. Por esta razon, si bien los célculos matematicos para predecir el
movimiento de los planetas se habian simplificado considerablemente con la teoria de Copérnico, éstos
no arrojaban aun resultados exactos y precisaban de numerosas correcciones y combinaciones con
“circulos”. Los célculos adquirieron un grado de exactitud “mads preciso y mas simple” recién en 1609,
cuando el astronomo aleman Johannes Kepler (1571-1630) reformul6 la teoria, sugiriendo que la
trayectoria de los planetas no era circular, sino eliptica.

En el modelo de Copérnico se llama periodo orbital al intervalo entre dos conjunciones, superiores o
inferiores, si el planeta es interior; y dos conjunciones u oposiciones, si el planeta es exterior. Desde la
antigliedad, se conoce dicho periodo para todos los planetas. En el periodo sinddico se repiten las
distintas configuraciones de los cuerpos celestes.

Si bien no se puede considerar a Copérnico como el que propuso el “sistema heliocéntrico actual” ni
el que desarrolld la teoria, si cumplié una funcion primordial como inspirador para los cientificos que
le sucedieron. La verdadera revolucion aun habria de venir, cuando otros cientificos como Galileo
Galilei, Johannes Kepler y René Descartes iniciaron nuevas investigaciones sobre este tema, que
llevarian a replantear la epistemologia, la filosofia e incluso la teologia. En efecto, fueron las
observaciones realizadas por Galileo, sobre los satélites jovianos, las que establecieron una prueba
contundente a favor de la revolucion copernicana.

Los “astronomos”, que en forma cronoldgica contribuyeron al concepto de Sistema Heliocéntrico
son : Heraclides Pontico (390 a.c.-310 a.c.), Aristarco de Samos (310 a.c.-230 a.c.), Hiparco de Nicea
(190 a.c.-120 a.c.), Claudio Ptolomeo (85-165), Nicolas Copérnico (1473-1543), Tycho Brahe (1546-
1601), Giordano Bruno (1548-1600), Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630).

§ 3.6 Ecuaciones de movimiento en el Sistema Heliocéntrico.

Desde la época de los griegos se intenta explicar el movimiento de los planetas sobre la esfera
celeste. En el Sistema Solar, casi toda su masa esta concentrada en el Sol, el estudio de la trayectoria de
un planeta se realiza analiticamente utilizando los resultados del problema de dos cuerpos (planeta y
Sol), ya que las ecuaciones diferenciales del movimiento son completamente integrables. Sin embargo,
para periodos de tiempo muy extensos, los restantes planetas influyen sobre el movimiento del cuerpo
considerado, por lo tanto su trayectoria sera ligeramente diferente en dimension y orientacion espacial
cuando el tiempo t aumenta considerablemente. También, aparecen dificultades cuando se consideran
configuraciones con mas de tres cuerpos; entonces las ecuaciones diferenciales que describen el
movimiento no tienen una solucion analitica exacta y por lo tanto, es necesario recurrir a integraciones
numéricas, las cuales nos permiten obtener aproximaciones “muy precisas” en un intervalo de tiempo
muy grande .

! Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pags. 269-273.
2 Stiefel, E. L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics”. Ed. Springer-Verlag.
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Los métodos numéricos son confiables, en general dependen del error que se cometa en la
integracion de las EDs '. El objetivo de esta Seccion es estudiar el problema de n cuerpos sometido a la
atraccion gravitatoria de masas puntuales, con condiciones iniciales de posicion y velocidad arbitrarias,
en el espacio de tres dimensiones.

Resumiendo, el problema de n cuerpos consiste en plantear n ecuaciones diferenciales de segundo
orden con condiciones iniciales (posicion y velocidad) arbitrarias; la masa de los planetas es conocida y
en general, en unidades de la masa del Sol, Mg, 2,

Definimos el sistema de coordenadas de forma tal que el origen es uno cualquiera de los n puntos
masas dados. Consideremos solo tres puntos masa, my, m;, m; y supongamos que my es la masa del
Sol. Entonces, las ecuaciones de movimiento, en un sistema de coordenadas inercial 3, tienen la forma:

b _ 2 Mo My p Mo myp
moRo = VUg, =k 7 (R =Ry) + k% ————= (R, -Ry)
R, ~R,| IR, - Ry
. my mg my mjp
m;R; =VUg, = k2 —— 5 (Ro=Ry) * k? 5 (R2—-Ryp)
Ro—Ry| [Ry = Ry
o m, m m
myR2 = VUg, = K —2—'(R,-R,) + k» —>—_ (R;-R;)
R, —R,| R;— R,

Consideremos nuevas variables, sea: (R; — Rg) = P; y (R, — Rp) = P,, donde P; y P, son vectores que
indican las posiciones relativas de m; y m; respecto de my.
Simplificamos las ecuaciones anteriores dividiendo por my, m; y m, respectivamente y ademas

restamos la primera ecuacion de las otras dos, entonces resulta,

Pi=—k>—0p 2 Tp g M ppy g2 M

TR R T e T T e

Pz=—kzﬁpz—kzﬁpﬁkzﬁ(n—g)—kz%g
2 1 1~ 12 2

estas ecuaciones también se pueden escribir de la forma:

P+ K2 (m, +m,) P =k’m P,-P P

|P1|3 2 |P2—P1|3 |Pz|3

(3.13)
P, + K2 (m, +m,) P. =k m P-P, P
|Pz|3 2 1 |P1 _Pz|3 |P1|3

VEl error depende del integrador utilizado, del paso tabular, de posibles aproximaciones o colisiones, etc. Recomendamos
el integrador: “Evorb13” de Brunini, A. (UNLP) y Gallardo, T. (UR). Consultar: www.fisica.edu.uy/~gallardo/evorb
También pueden estar dadas en funcion de la masa de Jupiter o de la Tierra.

3 Brouwer, D. & Clemence, G. M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Cap. X , pag. 249.
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Las ecuaciones (3.13) representan, en coordenadas heliocéntricas, las ecuaciones de movimiento del
problema de tres cuerpos. Estas ecuaciones constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales
simultaneas de segundo orden en forma vectorial equivalente por tanto, a un sistema de seis ecuaciones
diferenciales simultaneas de segundo orden en forma cartesiana. Ademas, si uno cualquiera de los tres

cuerpos tiene masa nula, por ejemplo si m; = 0 entonces, la primera ecuacion del sistema (3.13)
representa la ecuacion de movimiento en el problema de dos cuerpos.

Consideremos coordenadas cartesianas con origen en la masa my luego, las coordenadas del vector
P; ' son {xy, y1, 1} o también, Py = x; I+y, I+ 2 K, donde, x; =& —&, yi=m1-"o, z1= —Go s
andlogamente para P, =x; [+ y, J + 2, K, donde x, =& — &), y2=mM2— Mo, 22=C — &o.

Vamos a demostrar que las ecuaciones heliocéntricas (3.13) se pueden escribir de la forma:

1")1+ K2 (m, +3m1) P = g)
B
(3.14)

Py k2 (MotMa) p R

donde Ry’ y Ry es el gradiente de la funcién escalar R, definida como la funcion perturbadora cuya

expresion es,

RO = |2 m, 1 3 P,.P,
|P2 _P1| |Pz|3

SR(Z): k2 m, 1 _ PI.P2
|P2 _P1| |Pl|3

El gradiente de la funcion escalar esta expresado de la forma *:

g = Q0T ORT L ORD
i 0X, ay, 0z,

Recordemos que:
2
|P2 _P1| = (x, _X1)2 + (¥, _Y1)2 + (2, _21)2;

(3.15)
o(P,-P
2fp,-pf 2B <2, ox) = 20, -x)
1
o(P,.P,
y que: (8;1) =X,.

X

1 PRy
Vector posicion de m respecto de my.

2 {&;, m;, §;} coordenadas del punto masa m; respecto de un sistema de referencia inercial, consultar § 3.2, pag. 29.

3 Rl gradiente de U =grad U=VU = (i1 0/0x +j 0/0y + k 0/0z ) U =0U/ox i+ dU/oy j+ dU/0z k. Luego, el gradiente de
una funcién escalar es un vector.
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Por lo tanto,

b= < 3 | 27 1| 8|P P| 8|P2_P1| I+ 0|P2_P1| K| -
|P2—P1| 0x, Jy, 0z,
e [a(P1 P, O(BP) ;  O(P) K}
|P2| 0x, oy, 0z,

Entonces, teniendo en cuenta las formulas (3.15) resulta,

K’ k*
SRE) =——[(X1_X2)I+ (X, =%,) I + (X, -x,) K] __3[X2I+ Y2 J + Z2K]

|P2 —P1|3 |P2|

y en forma vectorial tiene la expresion,

km2 py— mzP
1

2
[P, - 1| P,

Como se queria demostrar. De un modo similar se demuestra para el gradiente Ry, .

1
my SR;]) =

Entonces, las ecuaciones vectoriales de movimiento (3.14) en coordenadas cartesianas heliocéntricas

toman la forma 1:
k2 m,+m 89{(”
( 0 ) X m

1 H
\/(x +y+z7)’ 0X,
(3.16)
k* (m, +m,) . = OR?
\/(x +yi+z)) ’ 1 0X,

expresiones analogas para {5/1,21} y {5/2,22}.

§ 3.7 Soluciones del problema de tres cuerpos.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento del problema de tres cuerpos, en coordenadas
cartesianas heliocéntricas, fueron deducidas en (3.16). La Figura 10 muestra la posicion de m; y mp
respecto de my (Sol) en coordenadas cartesianas {x,y,z}.

Las ecuaciones de movimiento de m; y m; respecto de my, en forma vectorial, son [ver (3.14)]

! Poincaré, H.; 1892, “Methodes Nouvelles de la Mécanique Céleste”, Tomo L.
Danby, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pag. 273-280.
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Donde %}’ es el gradiente de la funcion perturbadora segin la direccion Py, y iy w@

representan las funciones perturbadoras, cuyas expresiones son:

RO = k* m, 1 PI‘I;2
[P,=P| |p,
RO = K m, | Pl'lz2
[P,-P| |p|
A
Z mi(X1,Y1,21)
r=A
P1 my (X23y2522)
P,
my X;

Fig. 10. Posicion de los tres cuerpos en el espacio R® mg (Sol)
coincide con el origen de coordenadas cartesianas heliocéntricas.

1
Pz—P1| B |P1 —P2| B T B

la designa como la parte principal de la funcion perturbadora. Luego, el gradiente de la funcion

Donde, — es la inversa de la distancia mutua entre los cuerpos m; y m,. Se

perturbadora tiene la forma,

k? k?
S}{;ll) =+ ﬁ (P,-P) - |P—I|T3l2 P,
27 2
k’ k’
5)12) - ﬁ(l’l—ﬂ)—ﬁl’l
25 1

Hemos visto que en el problema de tres cuerpos solo se conocen diez integrales algebraicas y por
tanto, el grado de indeterminacion es ocho '. En general, no existen mas integrales que las enunciadas,
pero hay algunos casos particulares de gran interés astrondmico, en el cual el sistema de tres cuerpos se
puede resolver, i.e., admite una solucion. Es el caso de las soluciones homogrdficas, de equilibrio

: . 2
relativo y colineales *.

! Consultar pag. 38.
2 Consultar: Lhotka et al.; 2008, MNRAS, Vol. 384, pags. 1165-1177.
Meyer, K.R., Hall, G.R., Offin, D.; 2009, “Introduction to Hamiltonian Dynamical Systems and the N-Body

Problem”, Cap. 12, pag. 304. Ed. Springer. (recomendable).
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Soluciones homograficas.

Decimos que una solucién del problema de tres cuerpos es homogrdfica ' si la configuracion del
sistema se conserva durante el movimiento semejante a si mismo, i.e., si el triangulo formado por los
tres puntos masa, en un instante cualquiera t, es semejante al tridangulo formado por las tres masas en el
instante inicial de la configuracion, para t = t,.

Entonces, debe verificarse si la configuracion es homogrdfica, que el angulo determinado por los
vectores P; y P, sea constante en el tiempo; definimos este angulo por ® y ademas, que la relacion

0
L

sea positiva, tal que para todo t = ty se verifique p(ty) = 1. Indiquemos con a; y a, los médulos de
P (tg)y P (t()respectivamente y con ag = | P, (to) — P; (to) |; de tal modo, que la expresion (3.17) toma

Pl |P§| =p(t)>0 (3.17)

la forma:

[Pi|=aip; |P2l=axp; y |Pato) —Pi(to)] =ao p (3.17a)

donde p se define como la funcion de dilatacion; es una funcion continua y derivable. Si en las
ecuaciones de movimiento (3.13) introducimos la definicion de los modulos (3.17a) resulta:

. 2 2

P1+k2(mo3—+r3nl)P1 = ks m32 (Pz_P1)_%P2
a, p a, p a p

. 2 2

Py + K’ (mo3+r3HZ) P, = k3 m31 (P,-P) - % P,
a p a, P a, p

c g . 3 , .
multiplicamos ambas ecuaciones por p” y ademas, como los coeficientes de los vectores P; y P, son

cantidades constantes, las ecuaciones anteriores se pueden escribir de la forma:

p3151+ a, P +a,P, =0

(3.18)
p’Pr+a, P +a,P, =0
donde:
an = I (m03+m1) S m32 > ap =k 2( 13 %J
a; 0 a, a,
2
a = kzn'11 %_% ) 322=+—k (m03+m2)+k2£31.
a, a a, a,

! Arnol’d, V., Kozlov, V., Neishtadt, A.; 2006, “Mathematical aspects of Classical and Celestial Mechanics”.
Danby, J.M.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, Cap. 8, pag. 266.
Plummer, H.C.; 1960, “An Introductory Treatise on Dynamical Astronomy”. Es uno de los mejores libros de referencia.
Wintner, A.; 1947,”The Analytical Foundations of Celestial Mechanics”.
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Si elegimos las unidades de longitud y tiempo, de tal modo que: k> = 1y my+ m; + my = 1;
entonces, los coeficientes a;; se simplifican y por lo tanto, tienen la expresion:

(I-m,) m, 1 1
a, =——7+—, a, =m,| —& — —
11 af 3(3] 12 2 a; a(})
(3.18a)
1 1 (I-m,) m,
a, =m|—-— |, Ay =—— +—-.
: ( : J SRS

Resumiendo. El sistema de ED (3.18) nos permite hallar soluciones en la cual la forma geométrica
de la configuracion permanece invariante. En este tipo de soluciones la escala de longitud puede variar
y la figura puede rotar pero la forma geométrica no varia. Una de estas configuraciones es un tridngulo

equilatero o los tres cuerpos alineados.

NOTA: Mi Profesor, el Dr. Reynaldo P. Cesco, estudié exhaustivamente este problema en un trabajo
titulado: “Sobre las soluciones homograficas del problema de los tres cuerpos”; 1959, Serie
Astronémica tomo 25, N° 2, Observatorio Astronémico de la Universidad Nacional de La Plata.
Recomiendo su lectura.

Solucién de equilibrio relativo.

Las soluciones homogréficas han sido estudiadas exhaustivamente por Whittaker 'y Levi-Civita *;
cuyos resultados son soluciones particulares de las soluciones de Lagrange *; quien, con pocos afios de
posteridad a Euler * dio las unicas soluciones exactas conocidas hasta ahora del problema de los tres

cuerpos con la ley de atraccion de Newton.

Las soluciones de equilibrio relativo, corresponden al caso particular cuando la dilatacion p(t) es
constante e idéntica al valor que adopta en el instante to, i.e., p(t,) = 1. En este caso la solucion de los
tres cuerpos correspondiente a una solucion homografica, transforma las ecuaciones (3.18) en el

siguiente sistema:

! Whittaker E. T. Naci6 en 1873 Inglaterra y murié en 1956 Escocia. Fue astronomo real de Irlanda en el 1906. Sus
estudios sobre Analisis Numérico, Funciones Especiales, Mecanica Analitica, Mecanica Celeste, Ecuaciones
diferenciales etc. le valieron para obtener una Catedra en la Universidad de Edimburgo y posteriormente el titulo de Sir.

2 Levi-Civita, T.(1873-1941) fue un matematico italiano, famoso por su trabajo sobre calculo tensorial pero también hizo
contribuciones importantes en otras areas de las matematicas. Fue discipulo de Gregorio Ricci-Curbastro, el inventor del
calculo tensorial. Sus trabajos incluyen publicaciones fundacionales en Matematicas puras y aplicadas, en Mecanica
Celeste (problema de tres cuerpos) y en hidrodinamica. Levi-Civita colabor6 con Albert Einstein en la aplicacion del
calculo tensorial, en la teoria de la relatividad general.

3 Lagrange, J.L. Naci6 en 1736 Turin y muri6 en 1813 Paris. Exquisito matematico !. Solo diremos que a los dieciséis afios
de edad fue nombrado profesor de matematicas en la Escuela Real de Artilleria de Turin. Su produccion cientifica esta

reflejada en su obra “Mécanique Analytique”. “Transcribia a las matematicas todos los temas sobre investigaciones fisicas
que le trafan sus amigos, de la misma manera que Schubert ponia muisica a cualquier ritmo que atraia su fantasia”.

4 Euler, L. Naci6 en 1707 Basilea y murié 1783 en San Petersburgo. Probablemente uno de los mas grandes matematicos
de la historia, comparable a Gauss, Newton, Laplace y Arquimedes. Fue discipulo de Bernoulli, a quien super6
rapidamente. Posiblemente fue el matematico mas fecundo y productivo; su actividad cientifica se manifiesta en sus
publicaciones, un promedio de 600 paginas por afio entre los afios 1727 y 1783. Publico varios trabajos sobre el
movimiento de la Luna y problema de tres cuerpos.
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Pi+a, P +a,P, =0
(3.19a)

P+a, P +a,P, =0
Estas ecuaciones forman un sistema de seis ecuaciones diferenciales simultaneas de segundo orden,
lineales con coeficientes constantes; el cual se puede resolver pero presenta una “objecion”: sélo

conduce a la solucion de equilibrio relativo; por lo tanto, analizaremos este sistema en algunos casos
particulares. Por definicion se tiene,

|P1|: a,

_ .. p2_ .2 2 2 I
P2|_ a, Pz_P1|_ a,; Pr=a;, Py=a;, (P,-P ) =ag

Derivando las tres ultimas igualdades, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden:

PPi=0
P, Pzz 0
(P,—P)(P>~P1) =0,

ademas, P, P, +P, P, = 0. El sistema anterior presenta tres relaciones muy utiles para el tratamiento

que sigue. Si multiplicamos escalarmente la primera ecuacion de (3.19a) por P; y la segunda ecuacion
por P, resulta,

P, Pi+a, a +a,PP, =0

P, Po+a, PP, +ay,a, =0 (3.19b)

recordemos que P, P, es el producto escalar de los vectores P, y P,, definido como el producto de sus

modulos por el coseno del &ngulo comprendido entre los vectores, representado por w, luego se tiene

P, P, = a,a, cos ® =p = constante

ademas, como P, Pi= 0 derivando se tiene: Pi P + P, Pi= 0; por lo tanto P, P, = —P?, entonces
resulta:

P, Pi =-Pi

P,P, =-P>

reemplazando en el sistema (3.19b) se obtiene:

2 2
Pi{ =ajjaj +appp

P% =aj) a% + ar) p (319C)
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Las ecuaciones (3.19¢) nos dicen que el cuadrado de los vectores velocidad es constante.

Posibles soluciones.
Consideremos el sistema (3.19a), supongamos primero que los nimeros constantes a,, = a,, =0, en

. 1 . .7 77 .
este caso tiene que ser ap =a; = a, , 1.., resulta una configuracion equilatera entonces, el sistema de

ED toma la forma

Pi+a, P=0
P>+a,, P,=0
. 1 . 1 . .
como las cantidades a,; y a,, = son iguales, resulta: a;,= a,, = —-, luego las ecuaciones anteriores
a
tienen la expresion:
Pi+a, P=0
P.+a, P,=0

Las cuales configuran un sistema de ED no simultdneas, i.e., ambas ecuaciones son independientes; la
primera ecuacion vectorial representa tres EDs de segundo orden en coordenadas cartesianas,
independientes de las otras tres, expresadas por la segunda ED vectorial.

Hemos supuesto que a,, =a,, =0y a, = a, = a,, luego el sistema (3.19¢c) toma la forma

o2
2 2

. . : » ) P
lo cual implica que P:1 = P2 por ser aj; = ay, entonces, resulta la relacion a, = —*, donde v =1, 2.
0

Indiquemos con @ el angulo que los vectores velocidad P y P, forman entre si luego, el producto

escalar entre ambos vectores se puede calcular por dos métodos diferentes:
1°) Aplicando la definicion: P;.P; = a, a; cos .
2°) Derivando la igualdad P, P+ P, P, = 0, demostrada anteriormente (pag. 49), resulta
2P Py + P, P, +P, P =0
2PP, —a, PP, —a,P,P,=0
PiPo=—-2a
12 5 < 4u p
igualando ambos productos se deduce: a, a; cos @ = a,, p= a,, a; cos ®, por lo tanto:

cos @ = cos ® = cos 60°=1/2, siysolosim=w=mn/3.

! Consultar sistema de ecuaciones (3.18a).
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Luego, los vectores velocidad también forman un angulo de 60° entre si; ademds, como estos
vectores son perpendiculares a los vectores posicion P; y P,, se deduce que el movimiento se realiza en
un plano.

Analisis de las soluciones homograficas colineales en equilibrio relativo.

Definicion de solucion homografica:

Una solucion del problema de los tres cuerpos es homogrdfica si la
configuracion de los tres cuerpos se mantiene semejante a si misma
durante el movimiento.

Si indicamos con P’ y P} los vectores de posicién de los puntos masa m; y my, respecto de un
sistema heliocéntrico con origen en my, en el instante inicial (tp = 0) y con P, y P, los respectivos
vectores de posicion en un instante cualquiera t entonces, la representacion geométrica de la solucion
homografica consiste de tridngulos semejantes, i.e., el angulo ® es constante. La Figura 11, muestra la
distribucion “triangular” de tres cuerpos en una solucion homogréfica.

) \ En 1772 Lagrange descubri6o dos soluciones
particulares del problema de tres cuerpos
denominadas soluciones estacionarias. Se
admite que, inicialmente, las tres masas

estan en un mismo plano. Entonces, resulta

una solucion estacionaria cuando la

configuracion geométrica permanece

_ . . _ invariante con respecto al tiempo. Si el
Fig. 11. La configuracién homografica con mg

] ] movimiento de las masas es tal que sus
como origen de coordenadas. El angulo ®

permanece constante durante el movimiento distancias mutuas no varian, implica que la
y la configuracion triangular permanece configuracion = simplemente rota en su

siempre semeiante al instante inicial. propio plano alrededor del centro de masa .

Hemos estudiado que la funcion dilatacion, ecuacion (3.17), satisface las condiciones p(t) > 0 y
p(0) = 1, ademas, si indicamos con a; y a, las longitudes de los vectores P’ y P} resulta,

P?=a’p’, Pl=alp’, PP=ajap coso=p (3.20)

Entonces, las soluciones de equilibrio relativo son las que corresponden a p constante e igual a uno,
re., p(t)y=1.

NOTA. Recomendamos consultar: Boccaletti, D. & Pucacco, G.; 1996, "Therory of Orbits,
Integrable systems and non-perturbative methods”, Cap. 3, pags. 218-235.

! McCuskey, S.W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 100.
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 124.
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Los vectores P; y P,, aun cuando tienen modulo constante, son funciones del tiempo t y por tanto,
podemos derivar las expresiones (3.20), luego

P Pv - 0
P, +P, P, =0, parav=1.2 (3.20a)

derivando la tercera ecuacién de (3.20) resulta: P, P, + P, P,=0.

Hemos estudiado, ver (3.18), que las ecuaciones diferenciales del problema de tres cuerpos,
correspondiente a una solucion homografica con dilatacion p(t), en un sistema heliocéntrico, tienen la

forma:
p3151+ a, P +a,P, =0
(3.18)
p3P2+ a, P +a,P,=0
donde
(m,+m,) m 1 1
a, = e -, ap =My| =5~ 3
a, a, a, a,
1 1 (m,+m,) m
a21:m1(_3__3j7 322=+%+_31.
al a0 a'2 a'0

Si los coeficientes aj» = a;; =0y p(t)= 1 se obtienen las soluciones equilateras de equilibrio relativo

de Lagrange; luego, las ecuaciones del movimiento toman la forma
P1 + a; P1 =0
Pr+a, P,=0

un sistema de dos ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden independientes o también,
doce ecuaciones diferenciales cartesianas de primer orden e independientes, consultar '.
Supongamos ahora que a;; # 0 entonces, podemos calcular los cuadrados de los médulos del vector
velocidad, teniendo en cuenta (3.20a) y (3.18), resulta
2
P,
2

P, =a,, aj +a, p (3.21)

2
a, a; +a,;, p

Luego, ambas relaciones son constantes; ver (3.19¢c).

"'Mec Cuskey, S. W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 102-108.
Moulton, F. R.; 1914, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 298-318.
Plummer, H. C.; 1960, “An Introductory Treatisi on Dynamical Astronom)y”.
Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, pag. 133-144.

Wintner, A.; 1947,”The Analytical Foundations of Celestial Mechanics”.
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Derivando estas dos igualdades respecto del tiempo resulta,

P P =0

P, Py =0
Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones diferenciales (3.19a) y multiplicando escalarmente por
Ply P, respectivamente se tiene:

PiPi+a, PP +a,P,P =0

P.Pr+a, PPa+a,P,Pa=0

ademas, como P, P, = 0 y P, P. =0 (v =1,2) las ecuaciones anteriores resultan:
a,P,Pi =0

a, P Pz =0

como por hipdtesis a,, # 0, entonces es necesario que P, P, =0 y también P, P, =0, Por lo tanto se

cumple que:

P, LP, P, LP, P, LP, P, LP,
ver Figura 12; estas relaciones implican el paralelismo entre P y P.; por lo tanto, P, = A P,, donde

P
A= u = constante.

1)

Derivando la relacién de proporcionalidad Py = A P> con

respecto al tiempo resulta P =2 Pz; reemplazando en la
primera de las ecuaciones (3.19a) se tiene,
AP+ a, P+a,P, =0

asimismo multiplicamos la segunda ecuacion de (3.19a)
por A, resulta:

Fig.12. Ortogonalidad entre los AP2+ra, P +ha,P, =0,

vectores posicion P, y velocidad luego, restando miembro a miembro ambas expresiones se

P’y (v =1,2). tiene,

(an_ 7"321)1)1 + (312 _kazz)Pz =0
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Supongamos que P; x P> = 0 ! entonces, la igualdad anterior solo se verifica si los coeficientes son

nulos ya que P; x P, # 0, lo cual implica que
A _ B

A= =
Ay

pero esta igualdad no puede verificarse pues los a;; no son proporcionales, entonces la relacion

anterior contradice la hipdtesis que P; x P, # 0.
Vamos a demostrar que la igualdad a,, a,, = a, a,, no es posible, por estar en oposicion con nuestra

hipotesis; reemplazando los a;; por sus valores (ver pag. 48) resulta:

(I-m,) m,|{ (d-m) m )| _ 1 1 1 1
— t S| t | Tmm -S| 33
al a0 a2 a'0 a’2 a'0 al a'0
1 m m m m
: : . 1 1 2 2 —0- Al
Operando algebraicamente se tiene: - 3T 53— + —— = 0; luego, multiplicamos

alay ajay aga;  aja)  a;a)
esta igualdad por: a; a’ a} resulta: a, — m,a, + m,a — m,a, + m, a; =0, entonces agrupando
’ . 2
segun los a, se tiene: a; (1-m, —m,) + m,a, + m, a; = 0, y finalmente obtenemos *:

3 3 3
my,a,+ m,a, + mya; =0

Este resultado estd en contradiccion con nuestra hipotesis, ya que las masas y los mdodulos de los
vectores de posicion son cantidades positivas 1.e., m, > 0,a > 0, para v = 0,1,2. En consecuencia,

P, x P, =0, luego los vectores P, y P, son paralelos 3; ver Figura 13.

Los vectores posicion P; y P, son paralelos;

mo a m g, m en el primer caso los cuerpos estan alineados
| > > en la misma direccion, en el segundo caso
P, Py las masas estan alineadas en direcciones
opuestas. Por lo tanto, podemos escribir que:
P, , P, A .
by | > P=AP,yPi=AP
my my
. . . . , | P1| a
Fig. 13. Posibles configuraciones colineales Luego, A = — = —L, y por tanto
de tres cuerpos con origen en my. Los vectores | 2| a,
posicion Py de las masas m, (v = 1,2) estan
en la misma direccion o en sentido opuesto. p? = 3_12 p2
1 2 t2-

'El signo x indica el producto vector.
2 Recordar que: mg + m; + my = 1.
3 Consultar: Me Cuskey, S.M.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, pags. 102-106.



§ 3.7 Soluciones del problema de tres cuerpo. 55

Por lo tanto, las ecuaciones diferenciales (3.18) no son simultaneas, son ecuaciones diferenciales

. . . S » a
independientes. Entonces, teniendo en cuenta la relacion Py = A P», donde A = —, reemplazando

a,
luego en las ecuaciones (3.21) y restando miembro a miembro resulta:
2 2 2 2 2 2 _
a;a; a,+a,a,p-a,a,a +a, a p=0
factoriando se tiene
2 .2 2 2 _
aya, (a;—a,)+(@,a,—a,a)p=0 (3.22)

Esta expresion es una relacion entre las masas y sus distancias medias ' que se debe satisfacer, es
una ecuacion de 5° grado descubierta por Euler en 1767, la cual le permiti6é determinar las distancias a
que deben estar inicialmente ubicados los cuerpos para obtener una solucion de equilibrio relativo
conociendo las masas de los mismos.

Vamos a suponer que a; < a; y ademas, a; = € a; luego ap = a, —a; = a, — € a, = (1- ¢€) a,, donde
0 <& < 1. Entonces, los coeficientes a; y a, en la ecuacion (3.22) se pueden simplificar; tener en cuenta
que: mo+m; + my =1y que p =a; a, cos ® = a; a, = € a,°, luego resulta

l-m m l-m m 1 1
82a§a§ 3 32+ é 3 31+ 13 T M| 5T 3 3 a;_
€ a, (1-¢)” a; a, (1-¢)” a; a, (l-g) a;
1 1
- m, g’ a) p=0.

e a) - (1-¢)’aj
Podemos simplificar y reemplazar p, entonces se tiene
(I-m,)(1-g)* —m,e* + m,e’ (1-¢°) — (I-m,) £’ (1-¢)> —m,e(l-¢)* =0

una ecuacion algebraica de quinto grado, hallada por Euler, donde 0 < ¢ < 1 que satisface la condicién
my > m; > my. Esta ecuacidn tiene cinco raices, denominadas L;, Ly, y L3 o puntos de libracion y Ly y
Ls denominados los puntos de Lagrange *. La Figura 14 muestra la posicion de estos puntos de acuerdo
a la ubicacion de las masas my y m;.

Si la masa m; no esta entre my y my, como hemos supuesto (a; < a;) y se cumple que a; > a, entonces,

es conveniente hacer a, = € a; y por tanto ap = (1 — €) a;. Si mg esta ubicado entre m; y m, conviene

) ., ) a a , .
definir € a la relacion entre a; y ap 0 entre ay y ag, i.e., e=—-<10 ¢=—2<1; ver graficos Fig. 13a.
a a
0 0

my P, P, P, my P,
® . = < o P

a a] a a1

a1 > ay La masa my esta entre m; y mo.

Fig. 13a.

! Consultar definicién de a;;, ver Ecuac. 3.18, pag. 52.
2 Consultar: Tisserand, F.; 1881, “Mécanique Céleste”, Vol. 1, pag. 155.
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L,
+ -
my Somy
L3 L] L2
Ls

Fig. 14. Los cinco puntos L; son denominados puntos de libracion o de
equilibrio. Los tres primeros (L4, L,, L3) son llamados puntos de Euler
y los dos restantes puntos de Lagrange (L4 y Ls).

NOTA: Podemos apreciar, de la definicion del parametro € que éste depende de las posiciones relativas
de a; y a, respecto de ay y de la ubicacion de ap respecto de a; y a;.

La imagen, Figura 15, nos muestra los puntos de equilibrio del Sistema Sol-Tierra-Luna.

Fig. 15. El Sol ocupa la posicién en my; el sistema Tierra-Luna
la posicion m4 y un “cuerpo artificial” en el punto de equilibrio L.
“Solar and Heliospheric Observatory Satellite, SOHO”.
Consultar: http://ciencia.nasa.gov/

NOTA: Recomendamos el articulo de F. Roig publicado en el Boletin de la AAA: BAAA, Vol. 50,
2007, pag. 3-13.

McCuskey, S. W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, pags. 109-117.

Szebehely, V.; 1967, ”Theory of Orbits”, Cap. 5, pags. 231-318.
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§ 3.8 Ecuaciones del movimiento relativo.

Conceptos: El estudio y el analisis del movimiento de los cuerpos del Sistema Solar se hacen muy
complejos cuando se considera el comportamiento dinamico de mas de dos cuerpos que se mueven
bajo su mutua atraccion gravitatoria, esta dificultad aumenta con el nimero de cuerpos considerados.
Como hemos visto anteriormente, el problema de dos cuerpos puede ser formulado matematicamente
de tal modo que, dadas las condiciones iniciales, posicion y velocidad de un cuerpo respecto del otro es
posible predecir, en un instante cualquiera, su posicion y velocidad en el espacio. Entonces, decimos
que la solucion matematica del problema es cerrada. Sin embargo, cuando se estudia el movimiento de
mas de dos cuerpos es imposible, en general, formular una solucion cerrada, salvo en ciertos casos
especiales o particulares.

Los planetas del Sistema Solar constituyen un clasico ejemplo del problema de n cuerpos. Como
la posicion de éstos varia durante su movimiento orbital alrededor del Sol, las fuerzas gravitacionales
que actiian sobre uno cualquiera de ellos también varia. Sin embargo, en el Sistema Solar, el Sol es el
centro de fuerzas dominante '. Por lo tanto, el movimiento planetario resulta, en primera aproximacion,
equivalente al movimiento que tendria cada planeta alrededor del Sol, lo cual implica un sistema
dindmico de dos cuerpos. Las pequeias discrepancias observacionales, debidas a la accion gravitatoria
de los otros planetas se denominan perturbaciones *.

La imposibilidad practica de establecer un sistema de coordenadas fijo en el espacio, al cual los
movimientos de los cuerpos celestes puedan estar referidos, nos induce a considerar los movimientos
relativos de n—1 cuerpos respecto del n-ésimo. Por ejemplo, en el Sistema Solar elegimos el Sol como
origen de coordenadas y el plano de la ecliptica como plano fundamental de referencia. Entonces, el
movimiento de los otros miembros del sistema, planetas, cometas, satélites, etc. puede ser descripto
respecto del Sol. En esta seccion analizaremos el movimiento de tres cuerpos.

Supondremos que las masas tienen simetria esférica, son homogéneas y se atraen mutuamente como
puntos masa. Consideremos primero tres masas, mj, m, y ms, cuyas posiciones, respecto de un sistema
de referencia inercial fijo, estan definidas por los vectores de posicion 1y, 12 y 13, ver Figura 15,

my P12 Y

o

Fig. 15. Los vectores de posicién r; de los tres cuerpos: m4, my 'y ms
respecto del sistema de referencia inercial O y las distancias relativas
pij(i,j=1,2,3) entre las masas.

' La Masa del Sol Mso = 1,9981 x 10% kg. La masa de todos los planetas es: 2668,5203 x 10% kg. Luego, el Sol
representa el 99,87 % la masa total del Sistema Solar.

2 Barrow-Green, J.; 1997, “Poincaré and the Three Body Problem”, American Mathematical Society.
Stiefel, E.L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics”, pag. 110.
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Supongamos que las tnicas fuerzas actuantes son las “atracciones Newtonianas mutuas” de cada
. . . 1
cuerpo sobre los otros. Con esta suposicion las ecuaciones del movimiento toman la forma ":

- 2| mm m;m
m; 1] =k % P12 + 13 > D13 (3.23a)
p 12 P13
- 21 Mom m-> m
myr2 = k%) —2—> py3 - ——Lp|y (3.23b)
P23 P12
- 5| mym m3; m
m3r3 =-k? ¢ —=—2p3y + ——Lpi3 (3.23¢)
P32 P13

donde los pj; son vectores que unen los puntos masas m; con m;j, como se muestra en la Figura 15.

Sumando estas ecuaciones e integrando dos veces resulta, consultar (3.6) pag.33,

m, 1, +m,r, +my1, =ct+c, (3.24)

donde ¢; y ¢; son vectores constantes de integracion. Por definicion, la posicion del centro de masa, R,
de los tres cuerpos es:
m 1, +m,r, + myr,

M

R:

donde M = m; + m; + m3. Por lo tanto, y teniendo en cuenta (3.24), resulta:

R=1¢4 &2 (3.25)
M M
Esta ecuacion nos dice que el centro de masa permanece en reposo o se mueve uniformemente en el
espacio en linea recta; constituye una integral primera de las ecuaciones del movimiento (3.23a,b,c) e
implica seis constantes arbitrarias i.e., las seis componentes de los vectores ¢; y ¢, Este resultado ya fue
deducido anteriormente, consultar (3.7a) pag. 35.

Si en la Figura 15 elegimos m; como el origen del sistema de referencia y restamos la ecuacion
(3.23a) de las ecuaciones (3.23b) y (3.23¢c) obtenemos el siguiente sistema de ED, después de algunas
simplificaciones resulta:

- m,+m,) 1 1

p,,= -k’ (12—2 u, +k’> m, { — Uy - — uB} (3.26a)
P12 P 23 P13

b= kM) e L (3.26b)
p 13 P23 P12

donde u;, uj3 y uz3 son vectores unidad (versores) segin la direccion de los vectores pi2, pi13 Y p23

respectivamente. Recordar que: uj; = pjj / | pjj |

! Consultar: § 3.6, pag. 43 y McCuskey, S. W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, Cap. 5.
Una generalizacion al problema de n cuerpos se puede hacer a partir de éste analisis.
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Interpretacion de las ED. La primera ED, (3.26a), es la ecuacion de movimiento del cuerpo m;
respecto de m; y la segunda ED es la ecuacion de movimiento de ms respecto de m;. Ademas, el
segundo miembro de (3.26a) consta de tres términos los cuales representan:

1) laaceleracion de m; debido a la accion de my, i.e., la fuerza que ejerce m; sobre my,

ii) la aceleracion de m; debido a la accion de mj, o la fuerza que m; ejerce sobre my,

i1i1) la aceleracion de m; aumenta o disminuya debido a la presencia de ms.

El segundo miembro de (3.26b) se interpreta en forma analoga.

NOTA: Si m; = 0, es evidente que (3.26a) describe el movimiento de m, alrededor de m;, es decir,
representa el movimiento en el problema de dos cuerpos '. Analogamente, si m, = 0 la ecuacion (3.26b)

representa el movimiento relativo de ms respecto de my.

Supongamos que m; es la masa preponderante en el sistema de tres cuerpos y ademas, esta situada
en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, ver Figura 16. Designemos con m el cuerpo cuyo
movimiento deseamos estudiar y, con m’ la masa del cuerpo que “perturba” el movimiento de m
alrededor de m;. Entonces, las ecuaciones del movimiento de m alrededor de m; y perturbado por m'’

son, en coordenadas cartesianas 2,

. 2 o i
k= KM e XXX (3.272)
r3 p3 rr3
. 2 o ’
y=—k3My+k2m’{y 3y—y7} (3.27b)
r p r
. 2 " ’
2=~z + 1’ m{ z 32—%} (3.27¢)
r p r
donde M =m; + m.
7z A m( ,Z)
m’(x’, y,,Z,)
T
IJ
m > Y

Fig. 16. Posicién de los tres cuerpos en el espacio euclidiano %°>. Notar
que la posicién de m, coincide con el origen del sistema de coordenadas.
Si m, representa el Sol, el sistema de coordenadas es Heliocéntrico.

p es la distancia mutua entre el cuerpo m vy el perturbador m’.

'Ver Capitulo 2, pag. 5.
2 Brouwer, D. & Clemence, G.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Capitulos X y XIII.
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La distancia mutua p se define como: p* = (x' —x)> + (¥’ — y)* + (2 — z)* entonces, es facil verificar

x'—x _0p!
p’  ox
y-y _op"
p° Oy
Z-z op’
p’ oz

Ademas, las coordenadas {x,y,z} son independientes de {x',y’,Z'} luego, se cumplen las relaciones

13 -

i{ xx’+yy'+zz'} _x'

o0x r r

0| xx"+yy' +zz' | _ ¥y
T
0| xx"+yy' +zz' | _ 7
E{ " } e

Reemplazando estas expresiones en las ED (2.27a,b,c) se obtienen las siguientes ecuaciones del

movimiento ':

- k> M OoR

X==———F— X+t —
r 0x

. _ k2 M N 5_R

y i y By

. 2

zZ=- K 3M z + oR (3.28¢)
r oz

donde

13

R=Km' 1 xx"+yy'+z7
p r

(3.282)

(3.28b)

Donde R es una funcioén que depende de las masas y las coordenadas, denomina perturbacion o funcion
perturbadora. Es evidente que R = 0 conduce a la definicion del problema de dos cuerpos o al
problema del movimiento relativo de m respecto de m;.

Es importante destacar que si mas de una masa perturbadora esta presente en el sistema entonces, la
funcion perturbadora resultante, debida a la accion de todas las masas, es la suma de todas ellas, i.e., la

resultante de todas las masas presentes. Si indicamos

R; = k% m’ {i XX+ Yy t+zz },

i '3

P; I;

! Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits, The Restricted Problem of three bodies”, Capitulo 1, pag. 25.
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la funcion perturbadora de la masa m’; que actiia sobre la masa m ! entonces, las ecuaciones de

movimiento del cuerpo m en torno a m; perturbado por los (n-2) cuerpos restantes adquieren la forma:

k* M = OR.
X =— X + —r 3.29a
r’ ; 0x ( )

- k> M 2 OR.

- + ZN 3.29b
y Y Zl 5y (3.29b)
- k* M = OR.
z=- z + —r 3.29¢

r’ 12:1: oz ( )

donde n es el numero de puntos masas en el sistema y (n-2) el nimero de cuerpos perturbadores.

NOTA: Si el movimiento se realiza en un plano, a veces es conveniente utilizar coordenadas polares
representadas por r y 0; entonces, x =1 cos 0, y = r sen 0 luego, las ecuaciones de movimiento del
problema de tres cuerpos toman la forma

- 2 kKM OR
r—r +——=—
r or

d 2 A aR

RN e = —_——

dt(r ) or

donde la funcion perturbadora R tiene la expresion

R=k? m’{l—%cos(e—e')}.
p r

§ 3.9 Coordenadas de Jacobi en el problema de tres cuerpos.
Las ecuaciones (3.23a,b,c), pag. 58, se pueden escribir de la forma:

m, m, m; m,

mrn =G 3 (,-r) +G 3 (r;—1;)
I I3
- m,m m, m
m,r» = G —5=2(r,-1,) +G ——-2(1,-1,) (3.30)
I I3
- m,m m, m
myr3 = G 13 3(1.1_1.3)_’_(} 23 3(1.2_1‘3)
I3 I3

donde los vectores de posicion ry, ry y r3 estadn referidos a un sistema de coordenadas con origen en el
centro de gravedad de los tres cuerpos *, ver Figura 17.

'La masam; ejerce una fuerza de atraccion gravitacional sobre m que es proporcional al producto de la masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas, ley de la gravitacion universal, enunciada
por Newton.

2 Moulton, F. R.; 1984, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 172.

3 G es la constante de la gravitacion universal, su valor es funcion de las unidades de masa, longitud y tiempo
elegidas.
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mp

Fig. 17. Los vectores ry, 2 y r3 determinan la posicién de los tres puntos masa
respecto de G, baricentro de los tres cuerpos; g es el centro de masa de m, y

my; r define la posicion de my respecto de m1; el vector p es la posicién de m;
respecto de g. Los vectores r y p definen las coordenadas de Jacobi.

De acuerdo a la ecuacion (3.25), pag. 58 (definicion de centro de masa), si los vectores ¢; y ¢; son
nulos, i.e., el origen de coordenadas coincide con el centro de masa, resulta: m; r; + my r, + m3 r3 = 0,
entonces, uno de los vectores r; se puede eliminar. Sin embargo, preferimos proceder de otro modo.
Para ello consideremos el movimiento de m, respecto de m;, definiendo el vector r =1, — 17 y el

movimiento de ms respecto del centro de masa g de los cuerpos m; y my. La posicion del baricentro g
respecto de G esta dado por:
mr+m,r, _ myn

r =
g
(m,+m,) (m, +m,)

La definicion del vector p, correspondiente a la masa ms, respecto del centro de masa g esta dado

1
por la ecuacion “:

m;1; n

=M

3+ ——
(m, +m,) u

Donde M =m; + m; + m3 y p = m; + my. Por lo tanto,
I3

i)

p=M
entonces, es facil verificar que:
m, m, 2
n—-1=1, nB-I=pt—=r; IRR—NHLH=p— —T1.
Si en las ecuaciones (3.30) dividimos la primera por m;, la segunda ecuacion por m, y restando la

primera de la segunda, se obtiene la ecuacion

Gp

r3

—m, u'r +m, u'r
I3 I3

r=-— r + G m,

1 -
La posicion de m; respecto de g esta dada por el vector: p =13 - .
2 . . . . .y . . .
Las distancias mutuas de m; a m; y m,, respectivamente, admiten también las siguientes expresiones:

- =p—(I1 Ty 3—=p— (2 —TIy).
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Consideremos ahora la ultima de las ecuaciones (3.30); multipliquemos ambos miembros por
M p~''m;', entonces resulta:

Mm, u' B
—= B (p+mp'r)-G

I3 23

. M m H_l
p=-G Mm p

(p-mp'n) (332
Las ED (3.31) y (3.32) definen los vectores r y p denominados coordenadas de Jacobi ' y ademas,
las ecuaciones de movimiento de los tres cuerpos en este sistema de coordenadas.

El sistema de ED (3.30) representa las ecuaciones del movimiento de tres cuerpos respecto de un
origen fijo en el espacio, de acuerdo a la segunda ley de Newton. Asimismo, el movimiento de los
cuerpos puede estar referido a la posicion de uno de ellos, generalmente el de mayor masa, definido
como movimiento relativo; ejemplo, el Sistema Solar 2 Por el contrario, en el sistema de coordenadas
de Jacobi el movimiento de la masa m, esta referido a la posicion de m; y la posicion del cuerpo
perturbador ms esta relacionada al baricentro del sistema m;-m;. Las coordenadas de los vectores r(x,y)
y p(d,0) permiten describir el movimiento de m, y ms. Ver Figura 18.

: . . ' . m, m
Si representemos la velocidad relativa r por vy p por V y definimos las constantes o, = ——2
m . . . _
oy = % entonces, en funcion de las coordenadas de Jacobi r y p, se verifican las siguientes

integrales del movimiento (ver § 3.3, pag. 32):
c=a;(rxv)+ox(pxV) = vector momento angular (constante)
A=a; ¥ + o p2 = Momento de inercia.
2T =y v+ o V2 = Energia cinética.

Las tres ecuaciones representan las integrales de movimiento del problema de tres cuerpos, en
funcion de las coordenadas de Jacobi. En general, se utilizan las coordenadas de Jacobi en los sistemas

Jerarquicos; por ejemplo, el Sistema Solar es un sistema jerarquico.

Sistemas jerarquicos: Son aquellos
sistemas dindmicos en los cuales algun
elemento fisico es predominante, por
ejemplo, la masa del Sol en el Sistema
Solar es mucho mayor que la masa del

resto de los miembros del Sistema o en un

Fig. 18. Definicion de coordenadas de Jacobi. sistema estelar binario o triple donde una

El modulo del vector p es: | p | = d la distancia
de G a m3; G es el baricentro de my y m,.

de sus componentes es una gigante y las
otras son estrellas enanas marrones.

! Lopez Garecia, F.; 1981, “Revista Mexicana de Astronomia y Astrofisica”, Vol. 6, pags. 107-109.
2 Consultar: Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to Ceslestial Mechanics”, pags. 269-273. Ed. Dover.



64 § 3.9 Coordenadas de Jacobi.

Conceptos generales. El estudio dindmico de un sistema de tres o mas particulas, las coordenadas
de Jacobi pueden ser utilizadas para simplificar la formulaciéon matematica. Estas coordenadas se
utilizan, por lo general, en el tratamiento de las moléculas poliatomicas, reacciones quimicas y en el
problema de tres cuerpos. Un algoritmo 1til para generalizar las coordenadas de Jacobi, aplicable al
problema de n-cuerpos, se basa en la estructura del “arbol binario”; este algoritmo se describe como
sigue; ver Figura 19:

Sea m1 y m2 las masas de dos cuerpos, las cuales son reemplazadas por un nuevo
cuerpo de masa virtual M = mi+my situado en Gi, “baricentro”. Las posiciones de
estas masas, definidas por los vectores r1 y 12, respecto de O, son reemplazadas por
el vector, posicion relativa, p1 = r2 - r1; el vector que define su centro de masa es:

Ri2 = (m1 x1+m 2 x 2)/ (m1+m). Si se agrega un tercer cuerpo ms su posicion, el vector
p2, esta referido al centro de masa de m1 y my; si afiladimos un cuarto cuerpo ms, su
posicion estara referido al punto Gz definido como el centro de masa de Gi1 y ms; de
un modo andlogo se procede si hubiese otros cuerpos. El vector R define la posicion
del centro de masa G ;respecto de O, si solo consideramos cuatro cuerpos'.

Entonces, las coordenadas de Jacobi, en este caso, son: pi, p2, p3, ver Figura 19.

Fig. 19. Representacién de las coordenadas de Jacobi en el caso de cuatro cuerpos.

En el problema de cuatro cuerpos las coordenadas de Jacobi se definen de la siguiente forma:

1 i i
pI=ri—ry, p=—0 m, 1, —1;,,; donde my, zz m, .
k=1 k=1

moj

El vector R representa el centro de masa de los cuerpos del sistema,

1 N N
= —kark ,donde m, =Z m,
my i k=1

donde N es el nimero de cuerpos.

"El centro de masa G , es el baricentro entre el punto G .1, cuya masa virtual corresponde a los (n-1) puntos
masa restantes y la masa del cuerpo n-esimo, m p; para n > 3.
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NOTA: La publicacion original de Jacobi se puede consultar en:
Jacobi, C.G.J.; 1843,”Sur [ 'élimination des noeudes dans le Probleme des Trois Corps”,
Crelle J. Reine Angew. Math., 26, pag. 115-131.

Consultar: Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 152-153. Ed. Adam Hilger.

Sistema estelar jerarquico.

Un sistema de tres cuerpos es jerarquico si dos de sus masas forman un sistema binario y el tercer
cuerpo se encuentra a gran distancia, ver Figura 19a. Si el sistema binario es estable (en algin sentido)
los cuerpos, m; y my, orbitan elipses Keplerianas perturbadas con respecto a su centro de masa comun,
designado por G. La masa externa (mj3) también tiene una oOrbita Kepleriana (elipse) perturbada
respecto de G y exterior a la orbita de la binaria. La estabilidad de estos sistemas ha sido analizada por
diferentes autores, principalmente en la década del 70, considerando una condicion suficiente para la
estabilidad de los mismos; cuando las “condiciones” son satisfecha entonces, la binaria tiene un
movimiento estable y m3; permanecera siempre a gran distancia de G; este resultado tiene cierta
similitud o es comparable con la estabilidad de Hill en el problema de tres cuerpos restringido circular.
La condicion suficiente depende del valor de la cantidad: ¢* E, donde ¢ es el vector momento angular
total y E la energia del sistema de tres cuerpos .

Hemos estudiado (ver pags.38-39) que una
2 solucion analitica general no es posible

p1 VG

e M cuando consideramos sistemas dindmicos con

mas de dos cuerpos. Sin embargo, es posible

P2 describir las oOrbitas de tres cuerpos empleando

“métodos aproximados” por ejemplo, cuando

m3 el sistema es jerarquico, i.e., si el mismo esta
formado por un sistema binario y un tercer

Fig. 19a. Representacion de las Coor_
denadas de Jacobi, donde p, >> p,. cuerpo alejado de éste.

Entonces, podemos considerar como exactas, en una primera aproximacion, las orbitas de los dos
cuerpos y los efectos del tercer cuerpo y sus perturbaciones como pequeinas fuerzas que hacen que la

trayectoria verdadera tenga pequenas desviaciones de la trayectoria de referencia.

NOTA: Este problema ha sido estudiado por un gran nimero de famosos matematicos, a saber: Euler,
Lagrange, Jacobi, Tisserand, Hill, Poincaré, Sundman, Burrau, Kozai, Kustaanheimo, Stiefel, Henon,
Marchal y Szebehely. Se lo puede considerar como un “periodo clasico” dominado por métodos
analiticos; pero, a partir de 1970 con la posibilidad de realizar calculos de érbitas “exactas” empleando
computadoras, el estudio del problema general de tres cuerpos contribuy6 con nuevas ideas y métodos

a la investigacion de los sistemas dinamicos.

! Aarseth, S.J. & Mardling, R.A.; 1999, ‘Dynamics and stability of three-body systems’, The Dynamics of
Small Bodies in the Solar System; pag. 385. Eds. B. A. Steves and A. E. Roy. Kluwer Academia Publishers;
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Uno de los primeros resultados, muy importante, utilizando poderosas computadoras, fue el

descubrimiento de la inestabilidad inherente del sistema de tres cuerpos. Resumiendo, en un sistema

jerarquico dos de los cuerpos forman una binaria estable mientras que el tercer cuerpo tiene

movimiento estable o escapa del sistema.

Recomendamos la siguiente bibliografia:

Belbruno, E.; 2004,”Capture Dynamics and Chaotic Motions in Celestial Mechanics”, pag. 9, Ed.

Princeton University Press.

Bertotti, B. & Farinella, P.; 1990, “Physics of the Earth and Solar System”, Capitulo 12, pag. 242-

254, Ed. Kluwer.

Marchal, C.; 1990, “The Three—Body Problem”, Ed. Elsevier, Amsterdam.
Valtonen, M.J. & Karttunen, H.; 2006, “The Three-Body Problem”, Capitulo 9, pag. 221-239. Ed.

Cambridge University Press.

Un sistema estelar triple: En un sistema estelar triple, cada estrella orbita el centro de masa
del sistema. Generalmente, dos de las estrellas forman un sistema binario y la tercera se encuentra en

uno de los focos de la elipse que describe el sistema doble; ver Figura 19b. Esta configuracion es

jerarquica. Sistemas estelares que contengan mas de tres estrellas son, en general, jerarquicos. Se

sugiere consultar Fig. 17, pag. 62.

Fig. 19b. Sistema estelar jerarquico. Esta formado
por una estrella principal A y un sistema binario BC.
El sistema binario tiene un periodo entorno de A de
25,7 anos. Los vectores r y p representan las coor_
denadas de Jacobi. Consultar: Fig. 17, pag. 62.
Ademas, la estrella principal A tiene un planeta del
tipo “Jupiter caliente”.

La Figura 19b representa el sistema HD
188753. Consta de una estrella principal A
cuyas caracteristicas son: Tipo Esp.: G8V;
m = 743; M= 1,06 Ms,;; R = 1,28 Rgqp;
Teff = 5750 °K. A una distancia media de
12,3 UA, se encuentran dos estrellas que
forman un sistema binario con una masa
total de 1,63 Mg, orbitando con un periodo
de 25,7 afios y una excentricidad e = 0,50.
El T.E. de B es KOV y el de C es M,
separadas por una distancia de 0,66 UA con
un periodo orbital de 156 dias respecto de
su baricentro. El vector r denota la posicion
de la componente C respecto de By pes la
posicion del baricentro G (B y C) respecto
de A.

En el afio 2005 fue descubierto el primer exoplaneta en un sistema triple entorno de la estrella A,
denominado HD 188753 Ab; las caracteristicas del exoplaneta son: M > 1,14 My,,; periodo orbital

P = 3,3481 dias; semi eje mayor a = 0,0446 UA y e = 0. Aun no confirmado: http://exoplanet.eu/.
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Capitulo 4

El problema restringido de tres cuerpos.

§ 4.1 Un breve comentario.

El problema de tres cuerpos (considerados como puntos masa) fue descripto y analizado con las
ecuaciones de movimiento (3.13) pag. 43 6 (3.14) pag. 44 en coordenadas heliocéntricas, es un sistema
de dos ED simultaneas de segundo orden, en forma vectorial, 6 equivalente a doce ED de primer orden
en forma cartesiana. También hemos estudiado que el movimiento de las tres masas, sometidas a su
mutua atraccion gravitacional, no admite una solucion analitica cerrada debido a que s6lo se conocen
10 integrales algebraicas del movimiento y por tanto, el grado de indeterminacion es ocho *. Luego, el
problema de tres cuerpos (y en general, el de n-cuerpos para n > 3) no se puede resolver por el método
de las cuadraturas (integrales de movimiento o integrales primeras). Henri Poincaré 2 demostrd que no
existe una expresion analitica que resuelva este problema; es decir, de las 18 integrales de movimiento
solo 10 pueden ser halladas por las leyes de conservacion. Ademas de estas 10 integrales, no existe otra
integral que sea algebraica e independiente. Estos resultados no implican, sin embargo, que no exista
una solucion general del problema de los tres cuerpos, pues es posible desarrollar una solucion en serie
de potencias.

Sundman 3, en 1906 y 1909, utilizando métodos analiticos, demostro la existencia de una serie

infinita, convergente uniformemente, como solucidon al problema restringido de tres cuerpos en el
plano, donde las singularidades son “eliminadas” a través de un proceso de regularizacion.

NOTA. Recomendamos las siguientes publicaciones y textos:

Cesco, R.P.; 1965, “Solucion del problema de los tres cuerpos por prolongaciones analiticas
aproximadas”, Serie Astronémica, Tomo XXXI, Observatorio Astronémico de La Plata.

Cesco, R.P. & Riu, P.C.; 1967,”Sobre el problema restringido eliptico de los tres cuerpos”, Serie
Astronomica, Tomo XXXIV, Observatorio Astronémico de La Plata.

Morbidelli, A.; 2002,”Modern Celestial Mechanics”, pags. 17-21 y 196-220.

Sundman, K.; 1913,”Memoire sur le probléme des trois corps” Acta Math. 36, pag. 105-179.

Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits in the Restricted Problem of Three Bodies”;

! Consultar § 3.3 Integrales primeras del movimiento, pag. 38.

? Matemético francés, nacio en Nancy el 29 de abril de 1854 y falleci6 en Paris el 17 de julio de 1912.

3 Sundman, Karl Frithiof (1873—1949) matematico finlandés. En 1918 fue nombrado profesor de Astronomia
en la Universidad Helsinki y también director del Observatorio, cargos que ocupo hasta su jubilacion en 1941.
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§ 4.2 El problema restringido.

Analicemos el siguiente ejemplo del problema restringido: Sol — Planeta — Asteroide.
Consideremos primero la solucion del problema de dos cuerpos en un sistema heliocéntrico plano;
ver Figura 20.

Supongamos que el planeta de masa p,
$Y describe alrededor del Sol, con masa (1-p),
una orbita circular (e = 0). La distancia del
punto masa p al Sol es 1; la constante
Gaussiana k* = 1; el punto G representa el
baricentro del sistema Sol-planeta. Enton
ces, las ecuaciones de movimiento de p

respecto del Sol son:

PR L A

Fig. 20. Sistema Heliocéntrico. En el origen | (4.1)
esta situado el Sol con masa (1-u); el planeta, Y '+1 w Y =0

de masa p, describe una orbita circular en

torno del Sol; la distanciaesr = 1.

O también,

X"+X :O} Es un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo

Y'+Y =0 orden independientes; donde las variables X e Y son funciones de t.

Notar que la masa total del sistema es la unidad si la masa del planeta es i, la masa del Sol es (1-p)
entonces, las ecuaciones (4.1) representan el movimiento del cuerpo de masa pu, donde X e Y son las
coordenadas del planeta en el plano{X,Y}, para todo t; el origen de coordenadas O esta situado en el
Sol con masa (1-p).

Las condiciones iniciales, para t = 0 son: la masa p situada en X(0) = 1 e Y(0) = 0 luego, una
solucion particular es:

X(t)=cost
Y (t)=sent

la cual corresponde a un movimiento periédico ', con periodo 21 y movimiento medio n = 1, porqué?.
Entonces, de acuerdo con la tercera ley de Kepler: n’a’ =K (mgo + my) = 1; ademas, el movimiento
medio n se define como n =27/ T, como el periodo es 2r, resultan =1y por tanto a = 1.
Consideremos ahora un cambio de coordenadas; elegimos como origen el baricentro del sistema
Sol-planeta representado por G (ver Figura 20) luego, el planeta p y el Sol se mueven respecto de G y
si éste permanece fijo o se desplaza con movimiento uniforme y rectilineo, ambos cuerpos describen

circunferencias en torno a G y en virtud de las integrales del baricentro, se puede escribir:

Son las ecuaciones paramétricas del movimiento de un cuerpo sobre una circunferencia de radio 1 y frecuencia
=1
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(I-p) &, +ung =0
(I-p)ny +pun, =0

(4.2)

Expresion valida si elegimos las constantes de las integrales de movimiento del centro de masa ' igual a

cero, luego:
&o + H(§1 _&o) =0
Ny +u(n,—my) =0

Por definicion de las coordenadas {&, n} se tiene: &, —&, =X, n, —n, =Y ; luego
E —&,=cost, m, —n,=sent
entonces, teniendo en cuenta (4.2), las coordenadas del cuerpo (1-p) tienen la expresion:
& =—1(§ —&;)=—pcost
Ny =—HM, —Ny)=—psent
y analogamente, para el cuerpo de masa p, resulta:
& =(1-p) cost
n, =(1-p)sent

Vamos a realizar una nueva transformacion de coordenadas, conservando el mismo origen G pero

suponiendo que el eje de abscisa X gira alrededor de G, con un periodo igual a 27 i.e., con velocidad

angular igual a la unidad y el eje Y perpendicular al eje X. En un instante t, el eje de abscisa habra

descripto el angulo t; supongamos ademas, que en el plano que se mueven los cuerpos py (I-p) se

desplace también, conforme a la ley de Newton, un cuerpo con masa practicamente nula, m ~ 0, como

es efectivamente la masa de un asteroide respecto del sistema Sol-Jupiter.

Sean (&, 12) las coordenadas del cuerpo de masa nula en un instante t, en el sistema de coordenadas

fijo definido por {{,n} y sean (X,y) sus coordenadas en el sistema movil definido por {x, y}. (ver

Figura 21). Entonces, procedemos del siguiente modo: el primer paso es expresar las coordenadas x e y

en funcion de &,y 1, de la forma 2,
x= & cost + my sent

y=-& sent + mp cost

Ademas, las ecuaciones diferenciales del movimiento de m son:

. ou
me, = ——
2¢g,

o _ou
Up on,

(4.3)

! Consultar ecuacion (3.6), pag. 33. Recordar que {&o,1o} son las coordenadas de (1-p) respecto de Gy {&;,m:}

las coordenadas baricéntricas de L.
2 Bs simplemente una transformacién de coordenadas del sistema {& ,n} al sistema movil {x,y}.
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v

A (1

Fig. 21. El sistema de coordenadas {&,n} es fijo y el sistema {x,y} es movil con
velocidad angular igual a uno y periodo 2x. En un instante t el sistema movil rota
un angulo t. Los puntos masa u y (1-u) estan siempre sobre el gje-x; la distancia
entre ellos es siempre uno. G es el origen de coordenadas en ambos sistemas.

Siendo U la funcién potencial definida por la expresion:

pU4=wp  d-p B
Ty o P,

m

Recordar que, por definicion, rg; = 1, distancia entre los puntos masa (1-p) y p; entonces, el primer
sumando de U es constante y por ende todas sus derivadas parciales son nulas, luego el potencial se

reduce a:
Py Py

por lo tanto, las ecuaciones del movimiento de m respecto de G tienen la expresion:

*

mé_aU* mﬁ_aU
toog,’ ',

%
Recordar que en la funciéon U esta presente m como factor y también lo estd en las ED del

movimiento, entonces podemos simplificar, resulta:
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é ~ou - oUu

PTog M om,

donde ahora la funcion U tiene la expresion: U = d-w +
Pi P2

Por razones de simplicidad suprimimos en las féormulas de transformacion (4.3) y en las ED del
movimiento el subindice 2, entonces resulta:

i-0U
o0 | yod=m »
ﬁ:a_U P P2
on

Derivando las funciones de transformacion de coordenadas (4.3) y teniendo en cuenta que las
variables & y 1 son funciones del tiempo, se tiene:

X=§cost+ﬁsent—§sent+ncost

y=—&sent+ﬁcost—§cost—nsent (4.32)
recordar que:
—&sent+mncost =y, - cost + nsent)=-x
n y ( n )

reemplazando resulta:

X =<ﬁcost+ﬁsent+y

y= —&sent+ﬁcost - X
Derivando nuevamente la primera ED se deduce,

i=écost+ﬁsent+Y—(é sent—hcost)
pero, —é sen t + n cost = y + X entonces, sustituyendo en X se tiene:

i=écost+ﬁsent+y+y+x
y agrupando resulta,

3{-2y=écost+ﬁsent+x
Un desarrollo andlogo aplicamos a la derivada y del sistema (4.3a), luego

j}z—ésent+ﬁcost—écost—hsent—k

Pero hemos visto que: —(é sen t + n cost) = —x + y
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entonces, reemplazando en y se tiene, y = —é sent + n cost —x — X + y ; y finalmente resulta,

§+2X=—%sent+ﬁcost+y

Por lo tanto, se obtiene el siguiente sistema de ED

i-2y=écost+ﬁsent+x

j}+2x=—ésent+ﬁcost+y
. 0oUu - oU . :
Recordemos que: & = 8_§ y n= o y reemplazando en el sistema anterior resulta
n
- - oy ou
X-2y=—cost+—sent+x
0 on
- ~ ou ou
y+2x=—-———sent+—cost+y
0 on
ou ou ou . - 0oU 0 1, 1,
pero, — cost+—sent = —, luego x -2y = —+x = —| U +—-x"+—y" |, yaque
0§ on ox 0x 0x 2 2

o(1l ,
— = =0.
GX(ZYJ

Anélogamente,§+ZX=—6—Usent+a—Ucost+y=a—U+y = i(U +lx2+ly2j, por
0 on oy oy 2 2
ser: i(lx2j=o.
oy\ 2

Recordar que,

o))
c

- 9u cos(L§E) + 66_U sen (An). En consecuencia, podemos escribir:
n

g

0

>

x—2y:8— 1 i
N o="Hi B i x2+y). (4.4)
y+2x:— [Sh [SP) 2

dy

Donde Q define la funcion perturbadora.
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Este sistema de ecuaciones diferenciales fue utilizado por Hill ' como base para estudiar la teoria de
la Luna.

NOTA. Hill, George William naci6é en New York el 3 de marzo de 1838 y se traslad6 con su
familia a West Nyack cuando tenia ocho afios. Después de asistir a la escuela secundaria, Hill
se gradud en la Universidad of Rutgers en 1859. Desde 1861, trabaj6é en la Nautical Almanac
Office en Cambridge, Massachusetts. Su trabajo se centraliz6 en el modelo matemético que
describe el problema de los tres cuerpos y luego continu6 con el anélisis de las perturbaciones
ejercida por los planetas Japiter y Saturno sobre la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra.
Falleci6 en West Nyack el 16 de abril de 1914. Lleg6 a ser presidente de la American
Mathematical Society en 1894, ocupando el cargo durante dos afios. Fue elegido miembro de la
Sociedad Real de Edimburgo en 1908, asi como de las academias de Bélgica (1909), Christiania
(1910), Suecia (1913), entre otras. Obtuvo varios premios y medallas en reconocimiento a su
labor cientifica.

Supongamos ahora que el punto masa m (~ 0) se mueve en un entorno de L4, punto de libracion,
(ver Figura 14 y 15, pag.56). Ademas, si en la Figura 21 situamos al cuerpo m proximo a L4 se obtiene
el siguiente grafico, ver Figura 22.

La distancia de la masa (1-p) al punto Ls es:

4 L4 (XaY)
y S pi=1ydepalyesp,=1luego?
/7 1
S pr=+p’+y’ ;s pl=xtp- 14y
, 1
1} b Ademés, si a y b son los lados que dividen al
//’ i triangulo equilatero: (1-p)uLs, en dos, entonces
/ 1
’ 3
¢ ! ! resulta: a = 1 yb= £, porque?
(w16 € 7

.. 1-2
La posicién de ¢ respecto de G es: =2y

Fig. 22. El punto L, esta en el plano que forman
las masas (1-p) y p, cuya distancia es 1, al igual ~ sobre el eje X.
que las distancias de estas masas al punto L.

Si el cuerpo m se mueve en un entorno de Ly se trata de un asteroide del tipo Troyano * supongamos
ademas, que el Troyano se desplaza en el plano de la d6rbita de Jupiter e indiquemos con & y n las
coordenadas, en un instante cualquiera t, del Troyano respecto de un sistema con ejes paralelos y
dirigidos en el mismo sentido que el sistema {X,Y} pero con origen en el punto L4. Entonces, se tiene:

! Hill, en 1878, utilizando la integral de Jacobi, demostré que la distancia Tierra-Luna permanece acotada, casi para todo t,
suponiendo que su modelo para el sistema Sol-Tierra-Luna es correcto; posteriormente Brouwn (1896) construy6 una
teoria lunar mas precisa.

? Recordar que la posicion del planeta p respecto de G es: (1-p) y la posicion del Sol (1-p) también respecto de G es: -|L.

3 Los asteroides Troyanos pertenecen a un grupo de asteroides que se mueven en el plano de la 6rbita de Jupiter. Estan
situados en los dos puntos de Lagrange a 60 grados por delante, L, (precediendo a Jupiter en su orbita), y por detras de
Jupiter, Ls (siguiéndolo a Jupiter en su orbita).
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x=a+t¢g
y=b+n 4.5)

NOTA: ayb son las coordenadas de L, respecto de G, donde a=(1-2u)/2yb= \/? /2.

Las coordenadas & y m son, en general, muy pequeas; esta suposicion es valida si el Troyano no se
aleja demasiado del punto de libracion L4. La Figura 23 ilustra la geometria del problema.

N NOTA: Los Troyanos forman un grupo de

v n, *Troyano asteroides que se mueven en la oOrbita de

A : m Jupiter, sus semiejes mayor varian ente 5.05 y
b —k-- : b 5.40 UA. Estan situados en los dos puntos de
L‘: N E Lagrange triangulares a 60 grados delante y

detras de Jupiter. Su nombre es en honor de

N2 T 1 los héroes de las guerras troyanas. Los

(1-2p)/2 \\ situados en el punto L4, preceden a Jupiter,

< > AN X recibieron los nombres de los guerreros

G p A =.—> griegos, y de ahi que se los conozcan como los
a 12 [ "griegos", mientras que los que siguen a

Jupiter, punto Ls, recibieron nombres de los
defensores de la ciudad de Troya, se los
designan como "troyanos".

Fig. 23. El sistema de coordenadas {&,n} con origen
L4, es paralelo al sistema {X,Y}. Las coordenadas
de L4, respecto de G, son (a,b) valores constantes.

Consideremos nuevamente las ecuaciones diferenciales de Hill, ecuaciones (4.4), reemplazamos las
coordenadas X e y por sus expresiones en funcion de & y n, ver (4.5) asi como también en sus derivadas

. A 2 3
ﬁ—Zn:(ZQJ+(Z ?j§+(aa§jn+...
X Jo Xy X0Y),

- : 0Q 0’ Q 0°Q
n+2¢ = + € + ~|lnt...
oy ), dx0y), oy” ),

un desarrollo en serie de potencias de & y 1, en un entorno del punto (a,b); notar que s6lo nos limitados

Lo
segundas, luego se tiene :

(4.42)

a los términos de primer orden en & y 1 * entonces, el sistema de ED (4.4a) es lineal con coeficientes
constantes, ya que las derivadas estan calculadas para un punto fijo (a,b).
El siguiente paso es calcular las derivadas de la funcion perturbadora Q respecto de x e y.

a=-p) w
o) P

. 1
Recordemos la expresion de Q = + 5 (x> +vy%).

1 , -,
Recordar que p; y p, estdn en funciénde x e y.

? Los términos de orden superior no se tienen en cuenta, ya que los Troyanos estan proximos a los punto de
libracion Ly o Ls por lo tanto, los valores de & y n son pequeiios.
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Calculo de las derivadas.

Recordar que la distancia del punto masa (1-p) al punto de libracioén Ly es p; = 1, del mismo modo,
la distancia de n a L4 es po = 1. Las expresiones que definen estas distancias en funcion de x e y son:

pr=(x+p) + vy, pr =(x+p-17+y’

y sus derivadas,

0 0

2p, SR =2 (x+p), 2p, SR =0y,
0X oy
0 0

2p, P2 = (x+pu-1), 2p, 2P2 =0y,
0Xx oy

Las coordenadas de los puntos a y b, respecto al origen G ! (baricentro de los puntos masa (1-) y )

(1-2p) f

son: a= T , ver Figura 23. Luego, el valor de las derivadas en este punto son:
B N R N R S S Y S ]
ox 27 ooy 27 7P ax 27 7 oy 2

Calculo de las derivadas de la funcion perturbadora en el punto (a,b).

- 3
(-2w oy A3
2 2

0
9P 4 X; luegoparax =a= , resulta

(mj ) dp w
2
P? Yox  pl o x

0Xx

0Q)  _ (lu) 1
(axja,b () 1( )+ (

Del mismo modo hallamos (ZQJ _ (= Pl opL_ Py 9P +y;
y

pr oy  p; oy
3 3 3
entonces, (8_9] =—-(- u)£ - U £ + — =0, luego: [8—Qj =0.
oy a.b 2 2 2 Y Jab

! Teniendo en cuenta la Figura 23 deducimos la distancia Ga = distancia (Gp) menos la distancia (ap), entonces
resulta: a=(1-p) — % =(1-2 p) /2 y b*>=1-(1/2)* luego, b= \/?/2 .
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Calculo de la derivada segunda de la funcion Q.

Hemos deducido: % = —% (x +p) — % (x + pu+1) +x; entonces, la derivada segunda es:
1 2
2 _ _
0 ? = 3(15“) (x + ) le _(1_3“) +3_5“(X+H_1)p2 9p2 —%Jrl;yenelpunto(a,b)
0% P ox  pl  p Ox i
02 Q 1 1 3 0% Q 3
=B3-3u)——-1l+p+3p——pn+1 ==, luego =—.
(ale ( u)4 W 3po-n 2 g (ale 1
a,b a,b
Del mismo modo, 0Q = - (1_3“) y — % y+y,
oy i P>

2 5 1 2 3 ’
oy p; oy PP oy © p3

2 2
73 4/3 7343
ayz b 2 2 2 2 4 b 4

Q30— 0 1— 3 0
_ (1u)p ply_( u)+_up P2y _ K 4y

ake) 3(1- 0 3 0
_ (u)pl PL ., 3u P

0x0y Pf 0 X ) P2 oy

02 Q 143 V43 33 33 33
-3p)——F3p|—=| — — — , luego

(axayj (=315 “[ 2) 2 4 4 " Ko s

20 20 3

= =2 [30-2

[axayJ [ayaxJ gV =2
a,b a,b

>

Con los valores de las derivadas calculadas, hasta el segundo orden, reemplazamos los mismos en el
sistema de ED (4.4a), entonces resulta:

E-2n-28- =~ (1-21)n=0
(4.6)

3

. . 3 9
+28 - N (q1-2 - Zn=0
n+2¢ 4 ( wé il
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Las ecuaciones (4.6) forman un sistema de ED de segundos orden simultaneo, el cual admite una
solucion particular de tipo exponencial que nos permite escribir la solucion general '. Las soluciones
particulares son de la forma

(t: — A th
n=Be°! 4.7)

y sus derivadas son:

E=cAct, ézGZAth; n=ocBe’t, ﬁzszBth

Reemplazamos las funciones solucion y sus derivadas en el sistema de ED (4.6) luego simplificamos,

entonces resulta:

3./3

A o2 —2Bc—§A——\/_(1—2u)B=o
4 4
3.3

Bo? +2AG—T\/_(1—2u)A—%B=O

factoriando las constantes A y B, se tiene:

o2 _%jA —|:2G+¥(1—2u)} B=0

20—%(1—2}4)}A+(62 —%j B=0

un sistema algebraico lineal y homogéneo respecto de las variables A y B, el cual admite una solucién
distinta de la trivial (A = B = 0) si el determinante de los coeficientes es nulo,

02—% —[2c+#(l—2u)]
20—#(1—2;1) o2 -2

Desarrollando el determinante resulta,

(62 -2)(c? -9 + [m%#a—zu)ﬂzcz—#(1—@)} 0.

una ecuacion algebraica de cuarto grado.

La solucion general de una ED es combinacion lineal de las soluciones particulares.
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Resolviendo la ecuacion algebraica respecto de o, se tiene:

4 2 27 2 27 2 _

c -3c +E+4c —E(l—2p) 0
agrupando segun potencias de o, resulta:

4 2 27 27 2, _

' +on+ e g(1—4H+4H )=0
y finalmente se obtiene,

(54+(52+2T;7},l(1—},l)=0 (4.8)
cuya solucion es: o2 = —% + \/ % - 2747 pn(l—p) . Notar que las raices de esta ecuacion son reales si

el discriminante:
1-27u(1—p) 20, esdecir, si: 1 >27 p(1—p), o también 27 p> —=27p +12 0,
desigualdad que se satisface si p adopta los valores:

pp =0.9614791..., p, = 0.0385209...

Por lo tanto, si p esta comprendido entre 0 y pp, ie., 0 < p < 0.038521, la ecuacion

27 : .
—% + \/ % - p(l—p) toma valores reales y negativos. Entonces, o2 sélo posee valores reales y

negativos, i.e., o2 = — k? , luego las raices son:
oy = ki, 6, = —ki
O3 =k1i, G4=—k1i

En consecuencia, la solucion general de (4.6) es de la forma,
E=Ajcoskt + Aysenkt + Ascosk;t + Agsenk;t
n=Bjcoskt + Bysenkt + Bscosk;t + Bssenk; t

Es decir, una combinacion lineal de las soluciones particulares.

Entonces, si suponemos que i representa la masa de Jupiter, es decir p = 9,5464x10” M go1 ~
b
1047.5167

son:

M g1 resulta (1 - p) = 0.999045... la masa del Sol '; luego, las raices de la ecuacion (4.8)

o= -0.00648040 ...y 3= -0.99351959 ...

'Enla mayoria de los problemas tedricos se considera la mas del Sol como la unidad, Mg, = 1 entonces, la
masa de Jupiter es Mygpier = 9.546387x10™ Mg, ~ 0.001 Mg, , o también n=1/1047,5167 Mg, .Masa de
Jupiter = 1,8987x10*" kg.
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Entonces se obtienen los siguientes valores de k y k; 1,
k=0.08050095 ..., k;=0.996754 ...

Recordar que el periodo de Jupiter es aproximadamente 11,86 afios (Pjypiter = 11.8623 afios) 2,
Tener en cuenta que el sistema de unidades empleado en este anélisis es con un periodo de Jupiter igual

a 21 (Pyopiter = 27m) por lo tanto, el periodo del primer valor de k es % y el del segundo es 2—TE;
1

. . 2n 1 2n 1
entonces, en el primer caso se tiene: o % Dupiter y en el segundo caso: k_1 = k_1 Jupiter -
P .
Luego, para k = 0.0805... resulta: Jupiter _ 1186 147,327 afios, valor que corresponde al
k 0.080500
11,86

periodo de los Troyanos; y para el valor de k; se tiene: = 11,8986 ~ 12 aios. Esto significa

0.996754
que las coordenadas del cuerpo de masa m admiten dos periodos; uno, el mayor, del orden de 147 afos
denominado la libracion del troyano y el otro, un periodo alrededor de 12 afos, ligeramente mayor al
periodo de Japiter, el cual indica un desplazamiento del periodo del troyano respecto de Japiter *.

Reseina.

En 1772 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), astronomo, fisico y matematico francés, demostrd
que tres cuerpos con masas mj;, m; y ms pueden tener una configuracion orbital estable bajo ciertas
condiciones, ellas son: se debe cumplir que m; sea igual o mayor que cierto valor y que m3 sea mucho
menor que my y m; (practicamente nulo). Entonces, determiné la existencia de cinco puntos en el plano
de la orbita de m; alrededor del cuerpo mas masivo m; y luego, introduciendo un tercer cuerpo de masa
mj3 despreciable respecto de m; y m,, demostré que éste permanece en equilibrio en dichos puntos.
Estos puntos se denominaron posteriormente puntos de Lagrange (o lagrangianos) o puntos de
Libracion, y se representan por L, L,, L3, Ls y Ls. En el caso del Sistema Solar, m; es la masa del Sol,
m; la masa de un planeta y ms puede ser un satélite artificial, un asteroide o cualquier otro cuerpo con
masa despreciable. Si consideramos el sistema Sol-Jupiter, los puntos de Lagrange estan situados
segiin se muestra en la Figura 24. Los puntos L;, L, y L3 se encuentran en la direccion del radio vector
que une al planeta con el Sol, mientras que Ly y Ls se ubican en los vértices de los triangulos
equilateros que forman el Sol y Japiter y contienen la orbita del planeta. Ly, es el punto Lagrangiano
precedente, ya que antecede al planeta en su movimiento orbital y se halla a 60° por delante de su
oOrbita, mientras que Ls es el punto Lagrangiano situado detras del planeta en su orbita, atrasado 60°.

Los puntos L, y L3 estan en los extremos del sistema m;-m;, (v.g. Sol-Jupiter) y L; se encuentra
entre las masas m; y my, ver Figura 24. Si los cuerpos m; y m; son considerados como puntos de
referencia, entonces el tercer cuerpo mj3 puede estar situado en cualquiera de los puntos de Lagrange y

'Los valores de k y k; se obtienen de o, y o..

)| periodo orbital sidéreo de Jupiter es: 11,862 afios terrestres de 365,256 dias; datos: jpl.nasa.gov.

3 “The Stability of the Solar System and of Small Stellar Systems”; Editor Kozai, Y. Published on behalf of The
International Astronomical Union, 1974. Reidel Publishing Company.
“A Comparison of the Dynamical Evolution of Planetary Systems”, Editor Dvorak, R & Ferraz-Mello, S.
2005; Springer.
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Fig. 24. Los cinco puntos de Lagrange. Tedéricamente en estos puntos estaria en
equilibrio un cuerpo con masa despreciable (m ~ 0). En la practica sélo L, y Ls son
estables para un intervalo de tiempo suficientemente grande. El dibujo no es a escala.

la solucidon se denomina estacionaria. Es importante destacar que la solucion es estacionaria si no se
efectian cambios de escala y no se alteran las distancias relativas. Ademas, el sistema m;-m, también
rota en un plano respecto de su centro de masa con velocidad angular constante. Por lo tanto, el
movimiento de una particula infinitesimal (m3 ~ 0), préxima a uno de los puntos de Lagrange, se dice
que es estable si, dado un desplazamiento y velocidad muy pequeiios, la particula oscila alrededor del
punto L en un cierto intervalo de tiempo finito. Si se aparta del punto en cuestion, cuando el tiempo
aumenta, entonces el movimiento es inestable. Matematicamente decimos que la estabilidad del
movimiento implica desplazamientos y velocidades acotadas, lo cual significa que son funciones

acotadas del tiempo en la vecindad de uno de los puntos de equilibrio '

NOTA: Joseph Louis Lagrange (bautizado como Giuseppe Lodovico 1.agrangia), naci6 el 25 de enero
de 1736 en Turin y falleci6 el 10 de abril de 1813; fue un destacado matematico, fisico y astrénomo
desarrollo su labor cientifica en Prusia y Francia. Lagrange trabajé para Federico II de Prusia, en
Betlin, durante veinte afios. Demostré el teorema del valor medio, desarrollé la mecanica

Lagrangiana (Mecanica Analitica) y tuvo una importante contribucién en la Mecanica Celeste .

El interés por los puntos de Lagrange era puramente académico hasta que en el afio 1906 el
astronomo aleman Max Wolf descubrid, en el Observatorio de Heidelberg, un asteroide que parecia
comportarse como si oscilara alrededor del punto L4 del sistema Sol-Jupiter. El asteroide recibid el
nombre de Achilles (Aquiles) y fue el primero descubierto en un punto Lagrangiano. No tardaron en
hallarse nuevos asteroides, tanto en Ly como en L5 en el sistema Sol-Jupiter. A todos ellos se los llamo

asteroides Troyanos y recibieron nombres mencionados en la Iliada de Homero. Entonces, aquellos que

! Roy, A.E.; 1978, “Orbital Motion”, pags. 119-125 y 149-154.
2 Consultar: “The British Cyclopaedic of Biography”.
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pertenecian al grupo precedente (L4) recibieron nombres de guerreros griegos, mientras que los
siguientes (Ls) recibieron nombres de los que defendieron la ciudad de Troya. Ver Figura 26.

§ 4.3 Estabilidad y la Integral de Jacobi.

Conceptos: El movimiento de una particula infinitesimal préxima a uno de los puntos de
Lagrange (puntos L) es estable, en el sentido que si realizamos pequeias variaciones en su posicion y
velocidad la particula oscila en torno del punto L en estudio .

Consideremos un sistema de ejes méviles en rotacién {X,Y} 2; supongamos que el Sol esta situado
sobre el eje X cuya abscisa es p y el planeta, ubicado sobre el mismo eje, tiene abscisa (1-u) siendo
ademas (1-u) la masa del Sol y p la masa del planeta. Entonces, un cuerpo de masa nula (m ~ 0) tiene
coordenadas (x,y) en dicho sistema y sean, p; y p» las distancias al Sol y planeta respectivamente,
luego se tiene:

pr=(x+w’+y%  pi=(x+n-1)7+y%
Ver Figura 25.

v

—
\ X I Planeta

ERIR

Fig. 25. El sistema de coordenadas {x,y} rota con velocidad angular (ot) respecto de un sistema
fijo {€n}, ver Fig. 21. L, es un punto equilatero de Lagrange correspondiente a las masas (1-u) y
u. El cuerpo de masa infinitesimal m esta situado préximo a L, y sus coordenadas son (X,y)
respecto del origen O. El grafico no es a escala.

Notacion de distancias: Distancia Origen-Sol = ; distancia Origen—planeta = (1-p); distancia Ly
al Sol y planeta p; = p, = 1 (triangulo equilatero); coordenadas de L4 respecto de O: x = (% —un) e

g

y = T; la distancia de la masa infinitesimal m al Sol es: plz =(x+ u)z + y2 y al planeta p es:

p% =(x+pu-— 1)2 + y2 . La distancia Sol-planeta = 1. Ver Figura 26, la posicion de los Troyanos.

! Consultar: Bhatia, N. P. & Szego, G. P.; 1970, “Stability Theory of Dynamical Systems”. Ed. Springer-Verlag.
% ver Fig. 21, pag. 70. También se lo suele nombrar sistema sinddico.
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Ecuaciones de movimiento y su integral. Las ecuaciones diferenciales de movimiento del
cuerpo m respecto de O [baricentro de las masas (I-u) y p], son las ecuaciones del problema
restringido de tres cuerpos 6 las ecuaciones de Hill !, y tienen la siguiente expresion

. . 00
X—2y:a— -
e R (R & (4.4)
N - 0Q P1 P2
y+2x=—
oy

donde Q representa la funcion de fuerza o funcion perturbadora.

Si multiplicamos la primera de las ecuaciones de Hill por X y la segunda ecuaciéon por y y las

sumamos miembro a miembro se obtiene,
xx+yy =982 5,99
Yy o x oy y

El primer miembro de esta igualdad es: % % (>'<2 + }'/2 ) y el segundo miembro es igual a % , luego

resulta:
L (x24y2) =22
e integrando miembro a miembro esta ecuacion se tiene,
20 -C=x%+y2=V? (4.9)

Expresion que representa la integral de Jacobi, donde V es el mdodulo de la velocidad y C una
constante de integracion. La funcion Q fue introducida por Jacobi y tiene la forma de una energia
potencial si incluimos la energia proveniente de la rotacion del sistema de coordenadas {X,Y}, es decir

el término % ( X2+ y2 ). Luego, la ecuacion: 2 Q — C = v? incluye la “funcion potencial” y la
constante de integracion C, determinando una integral de las ecuaciones de movimiento (4.4).

NOTA: La integral de Jacobi, es la unica integral que se puede obtener en el problema restringido de
tres cuerpos circular. Es importante destacar que esta integral se puede expresar, también, en funcion de

. . 2
las coordenadas y componentes de la velocidad en un sistema de coordenadas no rotante “, en este caso

se obtiene:

é2+h2+é2—2<ah—né>=2[1‘—“+ﬁj—c (4.92)
n I

donde {&1,C} son las coordenadas en un sistema de ejes no rotante. Consultar § 4.2.

! Consultar ecuaciones (4.4), pag. 72.
2 Brouwer, D. & Clemence, G.; 1961,”Methods of Celestial Mechanics”, pag. 255.
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En consecuencia, la integral de Jacobi en un sistema de coordenadas 3D tiene la expresion:

2 2 2

ry2an? = x2ay2y 2020 20 (4.10)
P1 P2

X

Algunas veces se la denomina “integral de la energia relativa”. Esta ecuacion define las regiones
. - . 2 , .
prohibidas del movimiento del tercer cuerpo en un sistema rotante; si V- < 0 se obtendria una velocidad

. . . . . . 1
imaginaria, lo cual es fisicamente irracional ".

Jupiter

Troyanos
(presedente)

Fig. 26. Los asteroides Troyanos se hallan distribuidos alrededor del punto Lagrangiano L, (los
griegos) y Ls (los troyanos), es decir, a 60 grados delante y detras de Jupiter, en el vértice del
triangulo equilatero cuya base esta definida por la linea Sol-Jupiter. El gréfico no es a escala.

§ 4.4 El criterio de Tisserand (1845-1896) *.

Puede suceder que en ciertas ocasiones, un cometa tenga una aproximacion a Jupiter o a algin otro
planeta, generalmente los exteriores. Las consecuencias de este encuentro pueden producir un cambio
dréstico en los elementos de su orbita, i.e. resulta muy perturbada y en un nuevo paso heliocéntrico sera
muy dificil identificarlo, ya que la orbita se verd muy afectada. Por eso, a menos que el cometa haya
sido observado visualmente ¢ que su 6rbita haya sido calculada numéricamente durante todo el periodo
en cuestion, es casi imposible identificarlo después del encuentro planetario, a menos que alguna

propiedad de su orbita heliocéntrica permanezca invariante durante la perturbacion planetaria.

! Dvorak, R., 1989, “Intégrabilité du Probléme Restreint Elliptique”; 385-403. Benest & Froeschle (eds.),
Les Méthodes Modernes de la Mécanique Céleste, (Goutelas).
2 Moulton, F. R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pags.295-307.



84 § 4.4 El criterio de Tisserand.

Precisamente, una aplicacion de la integral de Jacobi es el criterio de Tisserand para la
identificacion de cometas. Esta propiedad, descubierta por Tisserand ', considera que el sistema Sol-
planeta-cometa es un ejemplo real y aproximado al problema restringido circular de tres cuerpos, donde
el cometa representa a la particula infinitesimal. El planeta mas involucrado en estos problemas
dindmicos es Jupiter, a causa a su gran masa (~ 107 Mso)) y su distancia media al Sol (5.20 UA);
ademas, aun cuando su orbita no es estrictamente circular, su excentricidad es suficientemente pequefia
(~0.0484) y por eso esta justificado despreciarla. Hemos estudiado que en la integral de Jacobi, aunque
el cometa (m ~ 0) sea perturbado por Jupiter, la constante C [ver Ecs. (4.9) y (4.9a)] se conservara
invariante; esta propiedad nos permite identificar al cometa.

En consecuencia, la integral de Jacobi permanece constante (o casi constante) durante todo
el encuentro (antes y después del mismo): es decir, la constante C casi no varia. Si esta
cantidad es calculada, utilizando los elementos de los dos cometas observados (antes y
después de la perturbacion) y se comprueba que son “aproximadamente” las mismas se
concluye que ambos cometas son probablemente el mismo cuerpo; entonces, es conveniente
realizar una integracién numérica “step-by-step” para verificar estos calculos *.

Para demostrar el criterio de Tisserand consideremos la integral de Jacobi en un sistema de
coordenadas no rotante, ecuacion (4.9a),

E2 424 2 - 2(En-ni) = z[l-—“ s ﬁj c
n 5]

Es conveniente reemplazar las coordenadas y componentes de la velocidad por sus elementos
orbitales. En el caso del sistema Sol-Jupiter el valor de p ~ 10'3, de modo que el centro del Sol se puede
considerar como el origen del sistema en vez del centro de masa, sin cometer un error apreciable. Sea r
el radio vector heliocéntrico del cometa y h la constante de la ley de las areas en el sistema Sol-cometa;
y sean ademas, a, e, i el semieje mayor, la excentricidad y la inclinacién del plano orbital del cometa
con respecto a la orbita de Jupiter referida al Sol entonces, se tiene:

&2+ﬁ2+C2= , (&ﬁ—n&)thosi, dondehzza(l—ez)

= | N
® | =

Recordar que las unidades adoptadas son: G (Mse + Mcometa) = 1. Reemplazando en la integral de

Jacobi resulta:

2.1 2hcosi= Z(I_—H + i]—C
r a n I

y sustituyendo la constante de la ley de las areas se obtiene,

1—
2_1_ 2\/; ﬂl—e2 cosi= 2(—“ + ﬁj—C
r a n

n

! Consultar: Bulletin Astronomique; 1889, vol. VI, pag. 289; y “Traité de Mécanique Céleste”, 1896, vol. 1V,
pag. 203.
2 Consultar: Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pags. 129-130.
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Ademas, como p es pequetio podemos escribir,
2
g—1—21121 J1-¢? cosiZ(i——uj—C (4.11)
T a T Ty

Consideraciones: Cuando el cometa estd proximo a Jupiter, su radio vector r es casi igual a ry;
ademas, los elementos heliocéntricos del cometa son determinados cuando se encuentra lejos de
Jupiter, por lo tanto podemos despreciar el segundo término del segundo miembro de la ecuacion (4.11)
por ser ry muy grande; entonces, la ecuacion anterior toma la forma:

ZL + \/; \ll—ez cosi =C'
a

donde C’ es una constante.
Si los elementos orbitales correspondientes a los dos cometas son: ag, e, iy y ai, ey, i1, entonces

ellos estaran relacionados por la ecuacion

1 + m \/1—602 cos iy = % + \/Z \/1—612 Ccos i (4.12)
aj

230

Si esta ecuacion se satisface, ambos elementos orbitales pertenecen al mismo cometa, expresion que
describe el criterio de Tisserand. Recordemos que la unidad de longitud es la distancia Sol-Jupiter y la
unidad de masa es la masa del Sol; ademas, la escala de tiempo estd definida por una revolucion de
Jupiter entorno del Sol, con velocidad angular igual a la unidad. También debemos destacar que el
criterio de Tisserand solo es valido aproximadamente. Sin embargo, podemos decir que si sustituimos
dos sistemas de elementos {a,e,i} en (4.12) y resulta una desigualdad, es casi evidente que ellos no
pertenecen a un mismo cometa. En resumen, el criterio de Tisserand es apropiado para identificar
cometas 2.

NOTA. Francois Felix Tisserand publico su criterio en “Note sur l'integrale de Jacobi et sur son
application a la théoric des comeétes”, Bulletin Astronomique, Tome VI, 1889; también esta
desarrollado en su libro: “Mécanique Céleste”, Tomo IV, 1896. Asimismo, Callandreau, M.O.
considero este criterio en “Etude sur la théorie des cométes périodique”, Annales de 1'Oservatoire de
Paris, Mémoires, tome XX, 1892.

El criterio de Tisserand supone que la 6rbita de Jupiter es circular, lo cual no es estrictamente
correcto; este efecto fue corregido por Callandreau teniendo en cuenta en el desarrollo en serie de la
excentricidad la primera potencia, lo cual significd agregar un término conteniendo a la excentricidad
como factor. Este término, a diferencia de los usados en el criterio de Tisserand, depende de la forma
en que el cometa se aproxima a Jupiter.

' Por ser C’ constante independiente de t.

2 Consultar: Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pag. 256-257.
Danby, JM.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pag. 254-255.
Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, pag. 36, 586-587.
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§ 4.5 Analisis de la integral de Jacobi.

Curvas de velocidad nula. Consideremos nuevamente la integral de Jacobi, ecuacion (4.9). En
un estudio dindmico, vinculado al problema restringido de tres cuerpos, es util analizar las superficies o
curvas limites de Hill, las cuales se obtienen igualando a cero la velocidad V del punto masa m3 ~ 0,

motivo por el cual se las suele llamar también curvas de velocidad nula *.

Si en la integral de Jacobi,

20 -C=x2+y2=V?
hacemos V = 0, resulta
2Q -C=0 (4.13)

Expresion que define la ecuacion de una superficie. La constante C queda determinada por las
condiciones iniciales del problema, i.e., por la posicion inicial (Xg,yp), lo cual permite conocer el valor

numérico de Q, es funcion de (x,y) y la velocidad inicial (f(O ) }.’0 ).

Analicemos la superficie 2 QQ = C. Puesto que Q es funcion de (x,y) entonces, la constante C es
también funcion de (x,y); la representacion de la superficie en el plano [x,y] se realiza utilizando las
lineas de nivel. Entonces, nos preguntamos: ; Qué sucede con esta funcion cuando la particula mj se
aproxima indefinidamente a las masas pn o (1- p) respectivamente ?.

Cuando la masa mj3 se aproxima al Sol resulta p; — 0 por tanto: 2 — oo; analogamente si p, — 0,
Q2 — oo, este resultado indica que la superficie tiene, en las masas p o (1- ), puntos de infinitud.

Ademas, la funcién Q tiene otro punto singular, corresponde al caso en que la masa mj se aleja
indefinidamente respecto del baricentro de (1-p) y p, entonces se tiene:

—> 0
pl X2+y2—)00.
ppy —>®©

Para obtener el minimo de la superficie, i.e. el minimo de C, es necesario derivar la ecuacion (4.13)

e igualarla a cero. Para ello, calculemos la derivada de C respecto de x e y, resulta:

— 0
10 _ o2 _ 1 “pl pl—£(x+u—l)+x=0
2 0x 0x 3 0 X 3
P1 P2
oC o0 1- 1-
e R Ad (= S .
y y P P2 P P2

. . 1-
De la segunda ecuacion se tiene: (—3M + % -1)=0.
P1 P2

De la primera ecuacion despejando x resulta la expresion:

I Recomendamos: Marchal, C. & Bozis, G.; 1982, Celestial Mechanics 26, pags. 311-333.
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_low 1 oo B X tpu d-n +x = 0; recordar que: p; op1 _ X + 1, reemplazando se tiene
3 0X 3 3 0x
P1 P2 P2
— (1_—}'l + B Hx — Imu ptu a=w _ 0; asimismo, hemos demostrado que:
3 3 3 3
P P2 P P2
(1_—3}'l + % — 1) = 0; entonces resulta: —1_—3“ ntu (1;;0 = (1-p)u % - % = 0.
P Pr P1 2p) P2 P1

Como (1—-p) p = 0, la igualdad se satisface si p; = py; luego, reemplazando en el paréntesis se tiene

I=p o _I=p u lz%_

3 3
3 3 3 3 1=0 = p; =1=p3, porlo tanto, p; = pr = 1.
En consecuencia, la igualdad p; = py = 1 se satisface en el punto de libracion Ly '; luego, el minimo

corresponde al vértice L4 perteneciente al triangulo equilatero formado por (1-p), u y m3 (ver Figura
25, pag. 81).

oA %(x2 + y2) , donde reemplazamos

P1 P2

El minimo de C se obtiene de la expresion: Q = !

3

pr=p2=1,x= %— Hoy= 5, ver Figura 25, entonces resulta,

1] 1 2 (3Y
Cimin = 2Qumin = 2 (1_“)+“+5 (5_“) + N

2
Chin :2+%_H+H +%:3_H(1_H)
por lo tanto, el Cyy;y, es:
Chin=3-pn(l-—p).

Como se puede apreciar, Cp,, es funcion de la masa p del planeta considerado. La siguiente Tabla
muestra valores de C,, en funcion de p,

I3 Chin
0,0001 2,9999
0,001 2,999
0,01 2,99
0,1 291
0,2 2,84

'Rl punto de libracion Ly, asi como también Ls, estan determinados por p; = p, = 1.
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Las propiedades de la igualdad (4.13) [ecuacion de una superficie z = f(x,y)], pueden ser analizadas
estudiando las curvas que se obtienen de la interseccion de las superficies con el plano-XY. Estas
curvas denominadas “curvas de velocidad cero” !, corresponden al problema restringido de tres cuerpos
en dos dimensiones. Su representacion grafica, en curvas de nivel, se muestran en las Figuras 28 y 29,
las cuales representan la funcion Q en el plano-XY, para distintos valores de u. La Figura 28, presenta
tres series de curvas cerradas (a,b,c) que circundan separadamente cada una de las dos masas y curvas
cerradas que envuelven ambas masas, en los tres casos se indica el valor de la masa planetaria p y de la
constante C. En el grafico a, una particula de masa m3 ~0 no puede escapar del interior de la curva
cerrada proxima a p o (1-p); en cambio, en el grafico b, si puede escapar a través del cuello de la curva
que envuelve ambas masas 2. En la Figura 29, grafico b, la particula ms sélo se puede desplazar dentro
de la curva cerrada. Los casos a y ¢ son semejantes a los ejemplos a y b de la Figura 28. La Figura 27
nos muestra la estabilidad entorno de los puntos de libracion Ly y Ls, donde la particula puede orbitar;

graficamente representa el movimiento de los troyanos en el sistema Sol-Jupiter .

Eje Y

T

EeX

(1-py n

5\ 1

0

Fig. 27. Las 6rbitas de los asteroides Troyanos alrededor de los
puntos de libracion Ly y Ls. El movimiento no esta restringido a

los puntos lagrangianos, sino que se distribuyen a lo largo de una
region, moviéndose dentro de ella en una combinacion de periodos
de 12 afios y de 150 a 200 afios. Grdfico no en escala.

NOTA: Hill, George William (1838-1914) fue el primer astronomo en obtener estas curvas, estudiando
el movimiento de la Luna al analizar las ecuaciones del problema restringido despreciando la
excentricidad de la orbita de la Tierra; entonces, la integral de Jacobi tiene un valor que corresponde a
una curva cerrada con una distancia maxima de 109695 radios ecuatoriales terrestres desde el centro de
la Tierra.

Consultar: Wilson, C.; 2010, “The Hill-Brown Theory of the Moon’s Motion”. Ed. Springer.

También llamadas “curvas de nivel de la funciéon Q” o “curvas de equipotencial”.

2 . . . . .
Transferencia de materia en el caso de estrellas binarias cercanas. Este resultado es muy importante en
astrofisica.
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Fig. 28. Los tres graficos muestran curvas de velocidad nula en el problema
de tres cuerpos restringido; u representa la masa del planeta estudiado.

C es la constante de la integral de Jacobi. En el grafico b, un cuerpo de
masa nula, capturado por u, puede ser capturado por (1-u) o puede haber
transferencia de materia como en el caso de estrellas binarias.
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Fje Y p=03
C=4.15

(1-0)
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y

o

EeY =008
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N
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EFjeX
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Eje Y n=0.08
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Fig. 29. El movimiento del cuerpo infinitesimal tiene lugar dentro del interior
de los contornos de los ovoides, graficos a 'y c. En b el contorno no encierra
(aisla) a los cuerpos de masa finita; los valores de C son menores.

~

o



§ 4.5 Analisis de la integral de Jacobi. 91

Una descripcion muy detallada sobre la construccion de estas superficies y curvas de nivel se
pueden hallar en:

Moulton, F. R.; 1914, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pags. 281-290.

Szebehely, V.; 1967, “Theory of orbits”, pags. 159-200.

Aplicaciones Astronomicas. Los puntos de masa m~0, situados en alguno de los cinco puntos
de equilibrio o puntos de Lagrange L;, Ly, L3, L4 y Ls, con velocidad cero, permanecen estables; por
esta razén se los denomina puntos estacionarios '. Estos cinco puntos, representan cinco soluciones
particulares del problema restringido; que desde un punto de vista fisico representan puntos donde las
fuerzas actuantes sobre el tercer cuerpo, en un sistema rotante, estdn en equilibrio; entonces, como las
soluciones son estacionarias, no hay movimiento relativo en el sistema rotante y por tanto, sdlo son
consideradas las fuerzas gravitacionales y centrifugas. Sin embargo, no solamente estos puntos de
equilibrio son soluciones de las ecuaciones de movimiento sino que proximos a ellos existen otras
familias de soluciones. “La presencia de los puntos de libracién L, y Ls es considera, generalmente,
como un ejemplo de la importancia de las predicciones matematicas”. Lagrange demostro en 1772
la existencia de estas soluciones para el problema restringido considerando el sistema Sol-Jupiter y su
comprobacion fue en 1906 por el astronomo aleman Max Wolf, cuando descubrié al primer asteroide
Troyano en el punto L4, denominado 588 Achiles. Hasta julio de 2004 se conocian 1679 asteroides
Troyanos, 1051 en Ly y 628 en Ls. Los telescopios espaciales han detectado asteroides del tipo Troyano
muy pequefios, no observables con telescopios desde Tierra. El Troyano mas grande es 624 Héctor, que
mide 370x195 km. Sus oOrbitas estan distribuidas a lo largo de curvas alargadas “forma de gota” como
lo muestra la Figura 30, pag. 92. Sus movimientos son una combinacion entre un periodo de 11,856525
afos (Jupiter) y otro mas largo de 150 a 200 afios.

Asteroides troyanos de Marte. El asteroide 5261 Eureka, descubierto el 20 de junio de 1990, es el
primer asteroide troyano de Marte situado en el punto Ls del sistema Sol-Marte. Desde entonces se han
descubierto cuatro asteroides troyanos de este planeta, el Gltimo llamado 2007 NS2, fue descubierto por
los astronomos del Observatorio Astrondmico de La Sagra, en Granada, Espafia, en 2007. Es el tercer
asteroide que ocupa el punto Ls mientras que s6lo uno, 1999 UJ7, esta en L4. Basdndose en su brillo se
estima su tamafio en un kilémetro de diametro. El asteroide 2007 NS2 fue detectado en viejas imagenes
de 1998, esta circunstancia permitio calcular con mayor precision su orbita.

Asteroides troyanos de Neptuno. Neptuno también tiene asteroides troyanos. El primero fue
descubierto en 2001 1lamado 2001 QR 322. El segundo es 2004 UP10 que orbita delante de Neptuno en
el punto lagrangiano Ls. En junio de 2006 se descubrieron tres nuevos asteroides troyanos de Neptuno.

Se recomienda consultar: MNRAS, 2004, vol. 347, N° 3, pags. 833-836.
Bulletin of the American Astronomical Society, 2006, Vol. 38, pag. 564.

! Geométricamente, la anulacion de las derivadas parciales de f(x,y) en (Xo,yo) significa que en el punto [Xo, Yo,
f(x0,y0)] el plano tangente a la superficie z = f(x,y) es paralelo al plano {X,Y}; entonces, se dice que (Xo,¥o) €s
un punto estacionario si las derivadas primeras existen y son nulas.

Concepto fisico: Estado estacionario es cuando el estado del sistema se mantiene constante después de haber
soportado cualquier efecto gravitatorio transitorio.
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L=0.001
C=30

Griegos === L4

Orbitas estables

(1-1) n

Onbitas estables
Troyanos

“— Ls

0

Fig. 30. Los asteroides con semieje mayor préoximos a 5.2 UA son demonizados Griegos y
Troyanos, tienen el mismo periodo orbital que Jupiter y se encuentran aproximadamente a
60° delante y detras del planeta. Lagrange demostrd que esta configuracién orbital es esta_
ble, en primera aproximacion. En el grafico u representa a Jupiter y (1-p) al Sol; entorno de
los puntos L4 y Ls orbitan esta clase de asteroides. p ~ M ier. El Origen del sistema el Sol.

Recomendamos los siguientes articulos:

Dvorak, R., Lhotka, C. et al. “The dynamics of inclined Neptune Trojans”. 2008, Celestial Mechanics
and Dynamical Astronomy, vol. 102, pag. 97-110.

Resumen: Investigaron zonas estables de asteroides troyanos ficticios en torno a los puntos de
equilibrio de Lagrange de Neptuno en funcion del semieje mayor e inclinacion. Analizaron la
estabilidad de la region utilizando un mapa simpléctico del problema de tres cuerpos restringido
circular y eliptico plano. El modelo dinamico para la integracion numérica fue el sistema solar exterior
con el Sol y los planetas Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno. Para comprender la dinamica de la region
entorno a L 4 y L 5 con los troyanos de Neptuno utilizaron ocho diferentes modelos dinamicos (desde el
problema restringido eliptico hasta el sistema solar exterior completo con todos los planetas gigantes) y
se compararon los resultados con respecto a la amplitud y la forma de la region estable. Se analiza la
relacion con las inclinaciones iniciales (0° < i < 70°) de las 6rbitas de los troyanos para los ocho
modelos y mostraron la influencia primaria de Urano.

Nesvorny, D. and Dones, L.; “How Long-Lived Are the Hypothetical Trojan Populations of Saturn,
Uranus, and Neptune?”, Icarus, Vol. 160, Issue 2, pag. 271-288.

Kortenkamp, S. J., Malhotra, R. and Michtchenko, T. “Survival of Trojan-type companions of
Neptune during primordial planet migration”, Icarus, Vol. 167, Issue 2, pag. 347-359.
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Capitulo 5

Una aplicacion de las ecuaciones canonicas.

§ 5.1 Introduccién y conceptos.

Aplicaremos los conceptos fisicos y matematicos de las ecuaciones canonicas al problema de dos
cuerpos y luego al de n cuerpos.

La mayoria de los textos de Mecanica Analitica dedican capitulos al desarrollo de la dindmica de
Lagrange y de Hamilton, a las ecuaciones canonicas, al método de Hamilton-Jacobi para abordar los
problemas dinamicos, a la teoria de las transformaciones, etc. ! Un estudio detallado sobre estos temas
estd fuera del alcance de este manuscrito, sin embargo, debido a su importancia y aplicacion a la
dinamica del Sistema Solar, daremos una breve resefia de sus principales propiedades. Recomendamos

consultar los siguientes textos:

Arnold, V. L.; 1978, “Mathematical Methods of Celestial Mechanics”.
Boccaletti, D. & Pucacco, G.; 2004, ”Theory of Orbits”.

Pollard, H.; 1966, “Mathematical Introduction to Celestial Mechanics”.
Plummer, A. C.; 1960, “An Introductory Treatice on Dynamical Astronomy”.
Smart, W. M.; 1953, “Celestial Mechanics”.

Sterne, T. E.; 1960, “An Introduction to Celestial Mechanics”.

Stiefel, E. L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics”.

Si indicamos con P; el vector posicion del punto masa m; respecto de un origen arbitrario O, en un
sistema de coordenadas inercial entonces, como hemos estudiado °, las ecuaciones diferenciales de
movimiento del problema de n cuerpos se pueden escribir de la forma,

oU

m; miPi:a_Pi

Up (i=12,...n)
donde U la funcion potencial, depende solo de las masas m; y de los
vectores de posicion P;. En particular, si se considera solamente dos
cuerpos, cuyas masas son mp y m; respectivamente, las ecuaciones
diferenciales del movimiento de una masa cualquiera respecto de la

40

otra, en coordenadas cartesianas, tienen la forma:

! Goldstein, H.; 2006, “Mecdanica Clasica”, Capitulos 8§, 9, 10, 11.
Marion, J.B.; 2003; “Dindmica clasica de las particulas y sistemas”, Capitulo 7.
2 Consultar § 3.2. pags. 29-32.
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.. "
X+ —x=0
I_3

y+i§y=0
I

Cow

zZ + 32—0

r

donde, p = K (mg + m,), k constante de la gravitacion de Gauss '; {x,y,z} coordenadas cartesianas de
m; respecto de my y P =x>+ y2 + 7% Entonces, el sistema anterior de ED admite la forma:

.._i E ..:i E ..:i E
X_ax(rj’ Y ay(rj’ - 8z(rj G-

La energia cinética T del sistema tiene la expresion,
T= %ml(xz +y2+22]

Si definimos, x = X , y =Y, z= Z , entonces T toma la forma:

T=% m (X2+Y2+2?
por lo tanto, X = a—T, y = 0T , z= 0T ; ademas, puesto que U so6lo depende de las coordenadas
0X oY 07

(x,y,z) resulta:
ou_ouU_adu _
0X oY 0Z

b

luego, podemos escribir

);ZM o o0(T-10) i G(T—U).

oxX oY 07

Definimos una nueva funcion, H=T — U entonces, las ecuaciones anteriores toman la forma:

- 0H - o0H - OH
X=——, VY= 2= _— (5.2)
0X oY 0Z
Por otra parte, si reemplazamos la funcidon potencial, definida como U = —E, en las tres ecuaciones

r
(5.1), resulta,

! El valor de la constante gravitacional de Gauss k = 0,01720209895, si se eligen las siguientes unidades: la
unidad de distancia es una UA, una masa del Sol como unidad de masa y 1 dia = 86400 seg. como unidad de
tiempo.
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_ouU o aU - 08U

Lox- 02U
0 X Y oy 0z

Ademas, la energia cinética T es funcidén Unicamente de las componentes de la velocidades entonces se
tiene,

oT 0T _oT ~0o
0 X oy 0z

luego, podemos escribir las siguientes igualdades:

x-_O0H __oH . _ 0H (5.3)

En consecuencia, las seis ecuaciones diferenciales de primer orden (5.2) y (5.3) forman un sistema
equivalente a las ED de segundo orden (5.1), correspondiente al problema de dos cuerpos; es decir, las
ED de primer orden (5.2) y (5.3) son semejantes a las ecuaciones de movimiento (5.1) y se las

. ) , . . 1
denomina ecuaciones canonicas de Hamilton ~.

Resumiendo. El sistema de ecuaciones,

A (u ..zi ”:i n
X_ax(rj’ Y 6y(r}’ ‘ 62(r} >4

representa el movimiento relativo de dos cuerpos, en un sistema de coordenadas inercial. Si definimos

=

la funcion, H = T — U, denominada Haniltoniano, la cual depende de las coordenadas {x,y,z} y de las

componentes de la velocidad {x,y,z} y no del tiempo explicitamente, podemos entonces reemplazar

el sistema de ED de segundo orden (5.4) por el siguiente sistema de ED de primer orden:

Lo oH __oH
X’ d x

yofH gy __oH (5.5)
oY oy

;-8 ;__O0H
07 0z

Matematicamente significa que hemos reemplazado tres ED de segundo orden (5.4) por seis ED de
primer orden (5.5); los dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, pues ambos requieren, para su
solucion, seis constantes arbitrarias.

! Hamilton, William Rowan (1805-1865), matematico y astrébnomo britanico, conocido sobre todo por sus trabajos en
andlisis vectorial y en 6ptica. Nacié en Dublin, estudio en el Trinity College. En 1827, sin haber obtenido su titulo, fue
nombrado Profesor de Astronomia, y al afio siguiente Astronomo Real. Hamilton pasé el resto de su vida trabajando en el
Trinity College y en el Observatorio de Dunsink, cerca de Dublin. En el campo de la dinamica, introdujo las funciones de
Hamilton, que expresan la suma de las energias cinética y potencial en un sistema dindmico, muy importante en el
desarrollo y estudio de la teoria cuantica. Descubrié una forma matematica de operar pares de numeros reales. Esas reglas se
usan en la actualidad para los numeros complejos. Descubrié los cuaterniones, antecesores de los vectores. Su obra
monumental acerca de este tema es, “Tratado sobre cuaterniones”, publicada en 1853.
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Generalizacion para n cuerpos. Consideremos un sistema dindmico de n particulas respecto de
un sistema de coordenadas inercial, cada una de ellas esta definida por su masa m;, sus coordenadas

cartesianas {Xyizij, y sus momentos: m; (Xi, y;,zi), donde i = 1, 2,..., n; si representamos las
coordenadas {X1,y1,21}; {X2,¥2,22};..-5 {Xn,Yn-Zn} POT: q1, q2, 93, --- » d3n, ¥ la cantidad de movimiento ":
m;vi, mp vp,..., my Vv, por las expresiones: pi, pz,..., Pn, entonces nos quedan definidas nuevas

variables: qx y p, donde k =1, 2,..., 3n; las qx representan las coordenadas generalizadas del sistema
de n particulas y las cantidades p, los momentos conjugados generalizados, ambas definiciones

corresponden a las Mecanicas Lagrangiana y Hamiltoniana. Luego, las nuevas variables son:

{q1, 92, 93, - - -, Qk; = coordenadas generalizadas; (k=1,2, ..., 3n)

{p1, P2, P3» - - -» Pn; => momentos generalizados; (n numero de particulas).

Conceptos: Un concepto fundamental en la dindmica es el punto material o particula, i.e., un
cuerpo cuyas dimensiones pueden despreciarse cuando se describe su movimiento, esta posibilidad
depende de las condiciones fisicas del problema. Es por ello que se pueden considerar a los planetas
como puntos materiales al estudiar su movimiento alrededor del Sol, pero no cuando se considera la
rotacion alrededor de su eje. La posicion de un punto material en el espacio Euclidiano esta
determinada por su vector posicidon r, cuyas componentes coinciden con sus coordenadas cartesianas
X,y,Z; su velocidad v = d r/d t = r'. Por lo tanto, para definir la posicién de n puntos materiales en el
espacio R* es necesario conocer n vectores de posicion i.e., 3n coordenadas. En general, el namero de
“magnitudes independientes” que determinan, en forma univoca, la posicion de un sistema de puntos
masa se denomina numero de grados de libertad del sistema. En este caso el nimero de grados de
libertad es 3N. Estas magnitudes no son necesariamente las coordenadas cartesianas del punto; la
eleccion del sistema de coordenadas depende, en general, de las condiciones fisicas del problema.
Luego, k magnitudes cualesquiera q, qa, . . . , qx definen completamente la posicion de un sistema, con
k grados de libertad, se denominan coordenadas generalizadas y sus derivadas q'x velocidades
generalizadas.

Por lo tanto, podemos resumir que en toda formulacion Lagrangiana *, se utiliza el concepto de
coordenadas y momentos generalizados 2. Hasta ahora hemos estudiado los problemas dinamicos
empleando explicitamente coordenadas cartesianas. Un sistema de n particulas, exento de ligaduras (o
vinculos) %, tiene 3n coordenadas independientes o grados de libertad. Si existen ligaduras holénomas,
expresadas por k ecuaciones, podemos utilizar éstas para eliminar k de las 3n coordenadas, restando
por lo tanto, (3n - k) coordenadas independientes que se pueden expresar introduciendo (3n - k) nuevas
variables independientes, representadas por: qi, 2. .., Q3n— k-

La formulacion Lagrangiana nos permite reemplazar las ecuaciones de movimiento (segunda ley de
Newton), donde estdn representadas las fuerzas y aceleraciones que actiian sobre cada particula,
cantidades vectoriales, por ecuaciones diferenciales donde solo son utilizadas funciones escalares,

como la energia cinética T y la energia potencial V.

! La cantidad de movimiento lineal se la representa por p =m v; es un vector por ser v un vector.
2 Consultar: Arnold, V.1.; 1988, “Dynamical Systems 111, Capitulo 1. Goldstein, H.; 2006, “Mecanica
Clasica”, Capitulo 1. Landau, L. D. & Lifshitz, E. M.; 2002, “Mecdnica”, Capitulo 1.
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La energia cinética en un sistema de n particulas, tiene la expresion:

n 2
Z +y1 + 7zi%)

Nl»—‘

y, en funcion de los momentos generalizados p; resulta,

NI»—*

donde k =n ’; luego, la energia cinética T es una funcidn cuadratica homogenea respecto de los p;.

Asimismo, la energia potencial U es funcion, tinicamente, de las coordenadas generalizadas q;, i.e.,
U=U (q)

Por lo tanto, las ecuaciones canonicas (5.5) para un sistema de n particulas, tienen la forma:

dqi _ O0H
dt o opy
(5.6)
dpi _ 8H
?_ aql

donde los q; representan las coordenadas generalizadas, los p; los impulsos generalizados (i=1,..., k) y
la funcion H el Hamiltoniano definido como H =T — U; donde H = H [q; (t), p; (t)]. Este sistema de ED
de primer orden representa el movimiento de n cuerpos con k grados de libertad. El Hamiltoniano H, en
un sistema conservativo, representa la energia total h del sistema dinamico y es igual a la energia
cinética mas la energia potencia; donde U=— p/r.

. ., ) . .y
Consideremos la ecuacion de Lagrange °, la cual tiene la expresion:

djoL|_aT-u) _, 57
dt : 8(11

donde p; =——;1=1,2,...,n.

La funcion L es el Lagrangeano del sistema, una funcion escalar que sélo contiene a q; y q;; nos

indica que el estado dindmico del mismo esta completamente definido por sus coordenadas y
velocidades. Si se conoce el Lagrangeano del sistema dindmico entonces, las ecuaciones (5.7)
constituyen una relacion entre las aceleraciones, las velocidades y las coordenadas es decir, representan
las ecuaciones de movimiento del sistema de n particulas.

!'Si no existen relaciones de vinculo o ligaduras entre las particulas, un sistema de n particulas tiene 3n grados
de libertad.
2 Goldstein, H.; 2006, “Mecdnica Clasica”, Cap. 1 y 2.
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Analicemos el teorema de Hamilton-Jacobi ' segin el cual, la solucion del sistema de ecuaciones
canonicas de Hamilton (5.6) es “un problema equivalente” al de resolver una EDP de primer orden.
Hemos visto que la funcion de Hamilton esta definida en términos de las coordenadas y momentos
generalizados i.e., H =T — U = H (t, p;, qi) por lo tanto, la ecuacion de Hamilton-Jacobi tiene la

expresion,
0S oS
— + H(t,q;, —) =0 5.8
3t (t.qj aa; ) (5.8)
donde o8 = p;. En general, es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden y de
di

segundo grado. Supongamos que hemos hallado una integral de esta EDP, de la forma
S=S(tqpai) (5.9)

Entonces, ésta funcion es, por definicion, una integral completa de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi
(5.8) y recibe el nombre de funcion principal de Hamilton.

E/ método canonico aplicado a un problema dindmico tiene por objeto estudiar transformaciones
en sistemas de ecuaciones diferenciales. La finalidad de estas transformaciones es introducir
cambios de variables, para transformar el sistema en uno mids simple, a partir del cual es posible
obtener una solucion aplicando métodos analiticos elementales.

NOTA: La funcién (5.9) no es la Unica forma posible de solucion de la ED (5.8); la expresion mas
general de la solucion contiene una o mas funciones arbitrarias en vez de constantes arbitrarias; por lo
tanto, no existe, necesariamente, una unica solucioén de la forma (5.9); entonces, puede haber varias
soluciones completas para la ecuacién dada. No obstante, lo importante en el desarrollo que sigue, es
que exista una solucién Gnica % La integracion de la ecuacién (5.8) solo nos da la dependencia de las
coordenadas antiguas y el tiempo ya que, no es explicita la relaciéon de S con las nuevas variables del
movimiento, esta dependencia no se ha especificado aun y solo sabemos que han de ser constantes. Sin
embargo, la “naturaleza de la solucién” nos indica como hay que seleccionar las nuevas p; 3,

La teoria de los sistemas dindmicos, en general sistemas conservativos y en particular los sistemas
Hamiltonianos, tienen un rol muy importante en los procesos dinamicos en general, especialmente en
las aplicaciones de la mecanica; la estructura fundamental es por lo general la Hamiltoniana la cual
elimina efectos adicionales. La mecdnica Hamiltoniana adquiere importancia a partir del siglo XVIII

principalmente en Mecanica Celeste. Recomendamos los siguientes textos:

Arnold, V.1.; 1978, “Mathematical Methods of Classical Mechanics”, Ed. Springer-Verlag.
Arnold, V.1., Kozlov, V.V., Neihstadt, A.L; 1988, “Mathematical aspects of Classical and
Celestial Mechanics”, Ed. Springer- Verlag.

! Goldstein, H.; 2006, “Mecanica Clasica”, Cap. 10. Arnold, V.1.; 1988, “Dynamical Systems 111", pag. 124.
2 Courant, R. & Hilbert, D.; 1962, “Methods of Mathematical Physics”. Vol. 11, pag. 24-28.
3 Goldstein, H.; 2006, “Mecanica Clasica”, Capitulo 10, pag. 533-588.
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MacKay, R.S., Meiss, J.D.;1987, “Hamiltonian Dynamical Systems”, a reprint selection Adam
Hilger, IOP Publ.
Rasband, S.N.; 1990, “Chaotic Dynamics of Nonlinear Systems”, Ed. John Wiley

Las derivadas parciales de la funcion S con respecto a q; definen los impulsos generalizados p; , ver

(5.8); ademas, si definimos

oS

Bi = va; (5.10)

obtenemos un sistema de 2k ecuaciones con 2k funciones y 2k constantes arbitrarias; de la forma:

. _0S
bi oq;
oS

Bi =5

Entonces, este sistema nos permite determinar los q; y p; en funcidon del tiempo y 2k constantes

arbitrarias; vamos a demostrar que el sistema de 2k funciones, es decir, un sistema de la forma

{qi: ([)(t,OLj,Bj)

5.11
pi:q)(taajaﬁj) ( )

satisface el sistema candnico de Hamilton ' con solamente una hipétesis, a saber: que los impulsos
generalizados (p;) no sean dependientes, i.e., que el Jacobiano de los impulsos respecto de los o; y B;
no sea idénticamente nulo. Para ello diferenciamos en forma total el sistema (5.10), resulta:

0%s 0%s - 0%s - 02s o%s -
= + q;+t...+t———qg = + Z—qj (5.12)
da;0t OJda; 0q oa; 0qy oo Ot Gociaqj
2 2
La derivada de B; es nula (;porqué?), i.e., d B; = 0; ademas 0°s = o’s _ 9 (88},pero
da;o0q; 0qjoa; 8ociL8qi

. 0S
hemos visto que —— = p;, por lo tanto

qi

0’s  a*s _0pj.
dajoqj 0qjoa; ooy

entonces, el sistema de ecuaciones (5.12) toma la forma:

1

028 apj -
0= n - 5.13
do; Ot ; da; G-13)

! Recomendamos dos textos muy cléasicos en Mecénica Celeste:
Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Capitulo XVII, pag. 530.
Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Capitulo 6 y 7.
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Ademas, la integral completa (5.9) satisface idénticamente a la ecuacion de Hamilton-Jacobi (5.8),
entonces derivando respecto de ai, se tiene:

0’s | § oH 0pj _

oo Ot F op i 00

(5.14)

como las coordenadas generalizadas g; son funciones del tiempo y los impulsos generalizados p; se los
puede reemplazar en funcion de las o; y B, podemos restar miembro a miembro (5.13) de (5.14),
entonces resulta:

i op; 0daj
si definimos q T3y, = X j, la suma anterior admite el siguiente desarrollo en serie de la forma:
Pj
0 0 0 0
Pl +2P2 x, + 9P x4+ 2Pk x, =0
80(1 80(1 i (05
dado que el subindice i toma los valores i =1, 2, . . ., k, resulta un sistema de k ecuaciones algebraicas

homogéneas con k incognitas, cuya solucion no trivial implica que el determinante de los coeficientes
sea distinto de cero, por lo tanto

op; 0pa Opk

80(.1 80(.1 8(11

0 0 0

851 822 aik O(P1P2P3---Pk) -
2 2 2 oo oy 03...0 )

op;  Jpy Opk

aOLk éock éock

Luego, si el determinante de los coeficientes no es idénticamente nulo significa que la Unica

. . : oH .
solucion posible es: X; =X, =X3= ... =X = 0; entonces resulta q; — 8— = (), en consecuencia
Pk

dai = oH , es decir, se verifica la primera de las igualdades (5.6).

se cumple que: qi = it -2
Pi

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones p; = ﬁ, donde 1 =1, 2, ..., k, el cual define los
qi

impulsos generalizados; derivando respecto del tiempo t, donde S es reemplazado por la integral
completa (5.9), resulta:
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: 0%s o%s -
p; = +§ — 9
dq; Ot 09q; 0q;

También podemos derivar la ecuacion de Hamilton-Jacobi, (5.8), con respecto a los q;, después de

reemplazar en ella por la integral completa, resulta

9%S  oH oH OD;
_l’_ —_—

0= +
otoqi 0dq; 5 dpj 9gq;
restando miembro a miembro estas dos ecuaciones se tiene,
: oH 028 - oH 9pj
p=-iy 95 4oy JH P
0dq; 5 04;04; 7 0pj 0q;

Vamos a demostrar que los dos tltimos sumandos son nulos; para ello recordemos que:

08 op; 0°S
=, =

S 0q;’ 0qi  0q;j 9q;

Pj

Reemplazando en la primera suma, se tiene

5 Opj 0 OH Opj
1) . .
7 0qi 7 opj 0dq;
~ H 0%s - H 0p;
Ademas, hemos demostrado que q = a—; por lo tanto, Z = 4qj— OH 9Pj =
op;j 7 0di0q; 7 Opj 9q;
luego,
. = _a_H
P g

Con lo cual se prueba la validez del sistema de ecuaciones canonicas (5.6). La importancia de este
sistema de ecuaciones es que nos permite resolver un conjunto de problemas relacionado con el tema
de las perturbaciones planetarias.

. . . . , . .o 1
Resumen: Un sistema de ecuaciones diferenciales es candnico si tiene la forma

d‘ii oF dT]i _ oF

dt om; ° dt  0&

La funcioén F es el Hamiltoniano del sistema; el orden del sistema es 2n y tiene n grados de libertad.

! Landau, D.L. & Lifshitz, E.M.; 2002, “Mecanica”, Vol. 1. pag. 177.
Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pag. 530,
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§ 5.2 Aplicacion al problema de dos cuerpos.

Consideremos un sistema dinamico formado por k puntos masa donde las fuerzas actuantes derivan
de un potencial. Como hemos estudiado, el movimiento de los cuerpos puede ser descripto en
coordenadas generalizadas, q;, qp,..., qn; entonces decimos que el sistema tiene n grados de libertad si
no existen relaciones de vinculo (o ligaduras) entre las coordenadas.

En esta seccion ilustraremos el método de Hamilton-Jacobi aplicado al problema de dos cuerpos
(movimiento no perturbado).

El Hamiltoniano en el problema de dos cuerpos esta definido por *,

H=T-U=+(x2+y2+22)- M
2 r
donde p=G (mg+m; )2 P =x+ y2 + 22; r es la distancia de my a m;.
Expresemos la ecuaciéon de Hamilton en coordenadas esféricas {r, L, A}, ver Figura 31, pag.103;
donde
x =rcos L cos A
y=rcos LsenA

z=rsenL

si derivamos, elevamos al cuadrado y sumamos resulta: x L y2 +z2=r2+12 2% cos’L +r2 L?

luego, la energia cinética T tiene la forma

T= (f2+r2 A2 cos?L +r2 LZ).

N | —

Entonces, en este caso, las coordenadas generalizadas son:
Q=1 ©=1 q=L,
y los impulsos generalizados correspondientes:
oT 0 0

p1=——, P2=——, p3= ——, (¢porqué?)
or o oL

—

por lo tanto,
pi=1, p2= r* cos’L A, p3 = r? L,
luego, la energia cinética T tiene la forma:

T:

2

1 P2

— (p” + )
2 r? cos? L r?

! Si el Hamiltoniano H no contiene explicitamente el tiempo entonces, H = constante = h, i.¢., la energia total
del sistema.

2 G es la constante de la gravitacion universal; su valor es G =6,672 x 10" m’ kg ' s En el Sistema Solar la

constante de la gravitacion Gaussiana es k = 0,01720209895 en las unidades: UA, masa del Sol y dia solar

medio. my y m; masa de los planetas.
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Expresion que representa la energia cinética del problema de dos cuerpos en funcion de los impulsos
generalizados en coordenadas polares.

La Figura 3 Imuestra las coordenadas polares (r, L, A) y su relaciéon con los elementos angulares que
definen la orbita no perturbada.

ettt el =

Fig. 31. {r, L, A } coordenadas polares del planeta P respecto del Sol. y la
direccion al punto vernal. Q nodo ascendente respecto de vy. i inclinacion. «
perihelio y = longitud del perihelio se mide a partir de y, donde y P' = Q;
P'n=wmyarcoyP'n=w®. mg=Msy ymymasa del planeta P.

2 2
Entonces, el Hamiltoniano H toma la forma: H=T - U = 1 (pl2 T 22 7 " P32 )~ —H;
2 r“cos” L r
reemplazando en la ecuacion (5.8) pag. 98 resulta,
2 2
SRV S SR - R . N (5.15)
ot 2 r? cos? L r? r

Expresion que representa la ecuacion de Hamilton-Jacobi correspondiente al problema de dos
cuerpos en coordenadas esféricas, la cual nos permite integrar las ecuaciones de movimiento. Como H
no es una funcién explicita del tiempo, es posible efectuar una separacion de variables; entonces, si

0S o
recordamos que p; = Py podemos escribir:
qi
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2 2 2
pifesy, 1 (esy, 1f(asV) s w 5.16)
2 or r2 COSZL oA rz oL ot T

”1

Formula que simboliza la ecuacion de Hamilton-Jacobi, cuya integral “completa” deseamos hallar.

: oS , . . : .
Si suponemos que EZ o; y ademas, como los coeficientes de las derivadas parciales no contienen
la coordenada A entonces, podemos escribir:
S=—o;t+tazA+S;(r,L)

reemplazando en la ecuacion (5.16) las derivadas de S respecto de r, A y L, resulta

2 2 2
l 881 + (X3 +i & —oy — i:o
2 or 2 cos’L 2 \ 0L r

separando las variables se tiene,

Ademas, si suponemos que S| = S, (L) + S3 (1), podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones,
2
oy’ ( 93, j 2
7 + = Ay
cos“L oL

2 2
2ag + 2 (aﬁj = %2 (5.17)

r or 2

la ultima ecuacion se puede escribir como:

2
38 1 883 OL22
] +— — — | —2| = 2,
r 2 oOr 2 12

De la primera ecuacion de (5.17) se obtiene

e integrando en ambos miembros resulta:

El concepto de “integral completa” se refiere a una integral primera del movimiento, expresion analitica que
permanece constante durante el mismo es decir, para todo t.
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L o 2
Sz = I (122— 32 dL
0 cos“L

Del mismo modo, de la segunda ecuacion de (5.17) se tiene,

dsS 2 r B
3 :\/2a1+2ﬂ_a_22 , integrando resulta = S3=J. \/2a1+2ﬂ_a_22 dr,
r

T T
dr r r,

2
oo o ., .
por lo tanto, si el integrando:2 o + 2 — — 2=, representa una ecuacion algebraica de segundo

r r2
gradoenr, i.e., 2 oy 242 pr— oc% = 0, la cual tiene dos raices reales; luego, si r; es la distancia del

planeta al Sol cuando éste pasa por su perihelio, i.e.,
rn=a(l-e)

entonces, podemos aplicar las formulas (5.10) pag. 99, de la Teoria de Hamilton-Jacobi, obteniendo el

siguiente sistema de EDP:
oS oS oS

Blza—al, Bzzﬁa B3=E,

donde la funcion S tiene el siguiente desarrollo:

L 2 r 2
S=-oittas A+ [ o2 -2 dL + | \/2a1+2ﬂ—°‘—2 dr (5.18)
2 r 2
0 cos“L r1 r

Evaluacion de las variables au.

Consideremos la ecuacion algebraica 2 o 2 +2 pr— oc% = 0, donde las raices r; y r, representan
las distancias minima y maxima del planeta al Sol, por lo tanto: ry =a (1 —e) y n=a (1 +e); la
ecuacion algebraica se puede escribir de la forma,

2

20 2oy
donde los coeficientes satisfacen las relaciones entre las raices r; y rp, por lo tanto se cumple que:

2p B

I'1+I'2:2612—
20(1 aq

2

o
r|.ro =a2(1—e2)=ﬁ
1
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Teniendo en cuenta estas dos igualdades es posible obtener a; y oy, resulta:

_ e
‘.

ay=ypa(l-e’)

Luego, s6lo nos resta determinar el valor de as.

Si aplicamos la formula (5.10) y la definicion de S, ver (5.18), podemos hallar 3, entonces se tiene:

r=r,

El altimo término es nulo, ;porque?; por lo tanto se deduce:

[ 2
Br=—t+ j — dr
2 o
Moy et %2
r r2
ecuacion que permite obtener el valor de 31; entonces, si r =rq, resulta §; =—[ t ], luego:

Bi=-[t],para(r=r).

NOTA. La eleccion de los elementos orbitales depende del gusto personal y del problema astronémico
a considerar '. En particular cuando la excentricidad es pequefia (e — 0) el argumento del perihelio ®
queda indeterminado, 6 si la inclinacion es casi nula (i — 0) la longitud del nodo ascendente €2 no esta
definida por lo tanto, es conveniente elegir otras cantidades para definir los elementos de la orbita. Sea
e=wty,dondem=w+Q,yy=-nt, luego, e =@ —ntypor tanto, n t + ¢ —@ = 0 entonces resulta,

Donde ¢ es la longitud media de la época, ® la longitud del perihelio y n el movimiento medio.

. -
En consecuencia, el valor de B; = ,parar=rj.

Calculo de B5. Por definicion

33:—68 =A+
a3

O —
g_

Q
[\S]

[\

|

Q

W

! Lépez Garcia, F.; 2004, “Dindmica del Sistema Solar”, pag. 58.
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Desarrollando el integrando se tiene,

L
Bs= 2 - [ 93 dL
0

2
2 o3

oy~ — cos’L

cos > L

si hacemos L = 0, resulta: B3 = A; ademas, si L = 0 implica A = Q, ver Figura 31, entonces se obtiene,
B3 =Q.

Donde Q representa la longitud del nodo ascendente.

Calculo de Ba. De la relacion (5.10) obtenemos B,, luego

Pr=——=

( 20(2]

r 2

dL + J. L dr
2

2
2 (122— a3 L 2\/20(1_1_“_0('2
2 2
cos“L r r

S)]
V5]
S —
\®]
Q
[\

Hemos analizado que la ultima integral es nula si r; = a ( 1 — e), i.e., la menor distancia del planeta al

Sol ¢ la distancia al perihelio, por lo tanto:

L

20
2= I 2 dL
0 2 o 22 — OL32
cos“ L
o 2
En esta integral el radicando del denominador debe ser positivo (porqué ?), luego, —32 <cos’L.
)

, iy . 2 2. .
Ademés, para todos los puntos de la drbita se verifica cos © L < cos ~ i, ver Figura 31, entonces

2

resulta: - i <L <, y por tanto: a32 = a22 cos 1, luego: a3 = a, cosi, reemplazando en el radicando

de B, se tiene:
2 2 2. 2
o oy” cos”i o :
oczz - 32 = oc22 -2 5 = 22 (cosZL - COSZI) > 0.
cos“ L cos“ L cos“ L

sustituyendo en la expresion para [3, se obtiene:

oy d(senL) 1

\/senzi —sen’L

Br=

S —

L
~ dL = j
=2 \/coszL —coszi 0
cos L

Tener presente la relacion trigonométrica: cos” L + sen” L =1, cos” i + sen’ i = 1 luego, cos’ L=1—sen’ L y
cos’i=1—sen’ i por lo tanto cos” L — cos’ i = sen® i — sen® L. Ademas, cos L d L =d (sen L).
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El integrado se puede escribir de la forma:

d senLL
d(senL) _ seni
\/senzi—senzL - senzL

sen 2i

Por lo tanto, la integral se resuelve en forma directa,

senL
L d(senL) L d( senij senL
- ) ()
0 \/senzi—senzL 0 |- sen 2L sent
sen 2i

. : L
Entonces, teniendo en cuenta la Figura 31 (pag. 103), se deduce que: arc sen ( sen : j =o—-Q= o
seni

L sen (@ — Q). Por lo tanto, resulta

por ser: ,
seni

By =(@—-Q)=0.

NOTA. La longitud del perihelio @ es la suma de la longitud del nodo ascendente {2 mas el
argumento del perihelio ®.

Resumen.

La formulaciéon Hamiltoniana estudia el movimiento de un sistema dindmico en un intervalo de
tiempo finito, t) <t < ty, tal que la integral:

t
Hmh%pw%J=L3T—U)m

sea estacionaria, en el sentido que satisfacen las ecuaciones de Euler y Lagrange. Este enunciado es un
principio fundamental de la dinamica, ya que contiene en forma simplificada las leyes de la mecanica;
i.e., reemplaza la segunda ley de Newton F = m a, y se fundamenta en tres razones matematicas:

1) Se supone que la fuerza F (t,q,q") es funcion solo de q y admite un gradiente: — V(q);
de tal modo que, F = F(q) =—d V(q)/ dq.
i1) La variable velocidad q” se reemplaza por el momento p =m q’, luego q'= p/m

ii1) El Hamiltoniano del sistema dindmico se define como

2
H = H(q.,p) = 2p

—+ V().
m

Entonces, las ecuaciones de Hamilton tienen la forma:

dg _OH[_p dp __oH(__dV
dt  op m) ~ dt dq dq)
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donde, p2/2m es la energia cinética, V(q) la energia potencial y H la energia total del sistema.

La Mecanica Celeste Moderna esta intimamente relacionada con la teoria de los sistemas
Hamiltonianos. Actualmente, la mayoria de los estudios analiticos hacen un uso primordial de las
técnicas de las perturbaciones aplicando el método de Hamilton; ademas, también se emplea en la
correcta interpretacion de los resultados de las simulaciones numéricas, los cuales requieren a menudo
un buen conocimiento tedrico de la dindmica del sistema. El uso de las variables candnicas es una
herramienta poderosa para abordar distintos problemas en la Mecanica Celeste Clasica por ejemplo,
el estudio de los sistemas dinamicos donde esta presente el fendmeno de resonancia. La solucion de las
ecuaciones de Hamilton-Jacobi aplicando el método de separacion de variables fue tratado, en forma
muy extensa, en las memorias de Hill, Poincaré, von Zeipel y Brouwer.

Recomendamos los siguientes textos en idioma espafiol:

Mahecha Gémez, J.; 2007, “Mecanica clasica avanzada”, Ed. Universidad de Antioquia.

Marion, J.B.; 2003, “Dinamica clasica de las particulas y sistemas”, Ed. Reverté. Capitulo 7 y 8.
Solé, R.V. & Manrubia, S.C,; 2001, “Orden y caos en sistemas complejos. Aplicaciones”, Ed.
Universitat Politécnica de Catalunya. Cap. 17, pag. 565.

Yépez Mulia, E & Yépez Martinez, M.Y.; 2007, “Mecanica Analitica”, Ed. Universidad Nacional
Autonoma de México.

§ 5.3 El método de variacion de las constantes arbitrarias.

Introduccién y conceptos.

Hemos estudiado en el item anterior el sistema de ecuaciones diferenciales canonicas de Hamilton,
definidas como:

oH : oH .
= .= i=1,2,...,k) (5.19)

donde los q; representan las coordenadas generalizadas y p; los impulsos generalizados; el
Hamiltoniano H=T — U = H (t, q;, p;), es la energia total del sistema de particulas; el orden del sistema
es 2k luego, el sistema tiene k grados de libertad. El conjunto de ED parciales (5.19) se resuelve si se
conoce una integral completa S ', de la forma:

S=S{(t, qj, o) o; = K (const. arbitraria)
solucién de la ecuacion diferencial de Hamilton-Jacobi: % + H= 0, donde se supone que se han

. . oS ) . .,
reemplazado en H los impulsos generalizados p; =—— y precisamente, dicha solucion resulta del

di
sistema de 2k ecuaciones obtenidas agregando a estas k ecuaciones diferenciales, las k ecuaciones que
. oS
resultan de igualar las B; =——.
a.
1

! También llamada “integral primera”.
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Notar que estas dos ecuaciones permiten determinar p; y q; en funcion de las variables: t, o y B luego,

q; = ¢; (t,a,B)
pi =@ (t,0.B)
NOTA: Recordarque a=o; y B =J; .

Nos proponemos entonces, resolver el siguiente problema: supongamos primero que hemos hallado
una solucion del siguiente sistema de ecuaciones candnicas, de la forma ya especificada:

. _oH
_on
8 .
Pi (5.19)
__O0H
Pi 0q;

entonces, nuestro proposito es hallar una solucion al sistema de ED expresado de la siguiente forma:

_ 9(H-R)
- op;
__9(H-R)
- 0q;

(5.20)

i
donde R es una funcién definida como R =R (t, p, q).

Fundamentos del método. Dada una ecuacién diferencial de orden superior con coeficientes
constantes, el método de los coeficientes indeterminados es muy util y recomendable para obtener una
solucion particular de la ED. Por el contrario, el método de variacion de las constantes es adecuado
para resolver ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes variables.

Por lo tanto, la solucion del sistema (5.20) requiere aplicar el método de variacion de las constantes
arbitrarias ', el cual resulta muy adecuado para integrar ecuaciones diferenciales lineales con segundo
miembro no nulo; en esencia el método es el siguiente:

Consiste en hallar una solucion del sistema (5.20) la cual tiene la misma forma que la solucion del
sistema (5.19) pero, donde las constantes arbitrarias correspondientes a la solucién del sistema (5.19)
son ahora funcion de t a determinar es decir, si q;(t)= (pi(t,oc,B) y p;(t)= (Di(t, o, B) son soluciones

de (5.19) entonces, las soluciones de (5.20) tienen la forma,

qi () = @; [t, a(t),B(1) ]
(5.21)
pi(t) = ®;[t, a(t),p(1)]

lo cual supone que las constantes o y B dependen de t. Calculemos primero las derivadas totales de
pi(t)y q;(t) respecto de t y luego, reemplazamos las derivadas en el sistema (5.20), resulta:

"Bl método fue ideado por Joseph Lagrange en 1774.
Consultar: Balanzat, M.: 1977, “Matematica avanzada para la fisica”, pag. 290. Ed. Eudeba.
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- 0q; oq; da oq; dp, | @6H OR
qi:a_,[l+z qi v . 94 v|_

™) | do, dt op, dt | op; Op;

y analogamente

bi:%+z op; dav+api dpy 2_6_H+5_R'
ot ™ | Oa,, dt oy dt | 0q; Oq
. . . . . .. 0qj oH
En virtud del sistema de ecuaciones diferenciales (5.19) podemos escribir, = o y
Pi
OPi _ —a—H, ya que 94i y 94i se calculan suponiendo que o = 3 = constante; entonces, queda por
ot 0q; ot ot
demostrar:
DO A NPV U B A
) _aav OBy ) op;
(5.22)
Z op;j dv+ op; 'v :8_R
v) | day oBy | Oqj

es decir, resulta un sistema de 2k ecuaciones diferenciales lineales con 2k incognitas, a saber:
(ocl, 0, 03,....0k ;B> Bos B3seeos Bk] = {ai ,Bi} = incognitas (i=1, ..., k)

Este conjunto de variables representa las 2k incognitas, cuya determinacion y posterior integracion
nos permite conocer las constantes oo y B en funcion de la variable t.

Es importante destacar que este sistema se puede resolver sin utilizar determinantes (porqué ?). Para
ello, si en la expresion que define R reemplazamos las funciones p y q por las ecuaciones (5.21), i.e., en

funcion de las a y B, implica entonces que R también es funcidon compuesta de dichas variables. Por lo
tanto, es posible evaluar la derivada de R respecto de las o -, resulta:

oR ( 0R 04y  OR GPH}
(0 0qy doj 0Opy 00
. . . OR oR
Luego, si tenemos en cuenta el sistema (5.22) podemos calcular las derivadas de Pa. y 3o
m Pu

entonces se tiene,
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Esta ecuacion se puede escribir en forma abreviada, teniendo presente que las expresiones entre
, . . 1
paréntesis son los Jacobianos , por lo tanto resulta:

8 . .
aTi ) ) (OLV o] b Lo BV]} o

donde los corchetes tienen las expresiones:

iyl - Y 0qu Opy  9qy 9py | _ 9(du,py) (5.24)
] (o 0aj 0oy Doy Oa d(aj,0y)
[a.B ]: Z 8qu (3pu B 5qu apu _ a(qp,:pp,) (5 25)
y .
j o daj 0By OBy Oa; o(aj,By)

Las ecuaciones (5.24) y (5.25) definen los “famosos” corchetes de Lagrange *, mediante los cuales
podemos escribir:

S_BR. - [dv [Bj 0‘v] + BV [Bj Bv]j (5.26)
b (W)

Las ecuaciones (5.23) y (5.26) permiten calcular las variaciones de R respecto de las ajy By . El

siguiente paso es calcular los corchetes de Lagrange, para ello hacemos la siguiente consideracion: si
en la funcién S =S (t, q, o) reemplazamos los q por su expresion dada en (5.21) entonces, la funcion S
toma la siguiente forma:

S=S[t,(p(t,oc,B),oc] =S'(t,a,PB)

por lo tanto, podemos calcular las derivadas de S’ respecto de una cualquiera de las variables a; 6 f3;,

08’ _0S | 5 0S 2ay

(3ocj oo;

i v 0qy (3ocj

oS _ 5 08 oay
86} (v) 99y OBJ

Pero hemos visto que, = py, reemplazando en las ecuaciones anteriores resulta,

dv

(5.27)

"En el caleulo vectorial, el jacobiano es una abreviacion de la matriz jacobiana y su determinante es el
Jacobiano; llamado asi en honor al matematico Carl Gustav Jacobi.

2 Se recomienda consultar: McCuskey, S.W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, Cap. 6, pags. 128-
142.
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El sistema de ecuaciones (5.27) nos permite calcular los corchetes de Lagrange y ademds, vamos a
demostrar que los mismos son nulos; i.e., [aj oy ]= [Bj By ] = 0. Luego,

oa]= Y 0qy Opy  0dqu dpy _y o [, a4y a( dqy
ey m doaj da, Jda, Oa; m do, | " da 8ocjk Hoa,

d aq, aqy
= Pus ~ > pu (5.28)
oo, m oa; OOLJ m oo,

Teniendo en cuenta la primera de las ecuaciones (5.27), resulta

0 oS’ oS
Z Pv v - -
(v)

Oocj chj 8ocj

y reemplazando en (5.28), se tiene

o [as  os o [as  os
Loy oy = S S T | e | Pa B =0
oy | 0a; o aj | Oay a,

como se queria demostrar, entonces [aj, o, ] = 0; del mismo modo podemos deducir [B;, B, ] = 0;

luego
[, a,]=0
[BJ > BV ] =0
Vamos a demostrar, a continuacion, que los corchetes de Lagrange, [a;,B;]=-1 y [a;,B,]=0
Calculo de,
d oqy, d oqu 9qy
[a;,By]= p - (pu = Z p
Py % 0By | " 0a; oa B, 8BV “aa o % HoBv
Si reemplazamos las sumas, por las expresiones dadas en el teorema anterior, ecuaciones (5.27) se
tiene,
(o p]- 0 88 _ 98] o ( as'j _ o [es ___8Bj =<{0 j#v
PRV oBy | 0oy daj ) dajda, 8B, OB, -1 j=v
entonces, [o;,B;] =—[Bj,0o;] = -1y los restantes [oj,By]=0.Por lo tanto, reemplazando en las

ecuaciones (5.5) y (5.8), deducimos que,
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L. _OR
v = —
8Bj
(5.29)
: OR
BV __chj

Sistema de ecuaciones diferenciales que representan la solucion del sistema (5.22) es decir, la
solucion de Jacobi del problema de Lagrange aplicando la variacion de las constantes arbitrarias.

Para un estudio mas completo se recomienda:
Brouwer, D. & Clemente, G.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Cap. X1, pag. 273.
Roy, A.E.; 1978, “Orbital Motion”, Cap. 6, pag. 171.
Stiefel, E.L. & Scheifele, G.; 1971,”Linear and regular Celestial Mechanics”, Cap. IX, pag. 213.

Conceptos basicos del método: Variacion de las Constantes Arbitrarias. En el problema
de dos cuerpos los elementos orbitales no varian con el tiempo (porqué?). En consecuencia, las
coordenadas y componentes de la velocidad nos permiten determinar, en forma univoca, los seis
elementos que definen la 6rbita en el espacio en un instante cualquiera. Por lo tanto, el nimero de cifras
significativas de las coordenadas y componentes de la velocidad o de los seis elementos orbitales
constituyen una base de datos que permiten fijar la érbita en el espacio, en cualquier instante, con cierta
precision.

La mayoria de los problemas dinamicos, relacionados con el movimiento de los cuerpos en el
Sistema Solar tienen una caracteristica comuin: que la aceleracion producida por la atraccion
gravitacional del cuerpo principal es mucho mayor que la aceleracion debida a una “perturbacion”
causada por otro cuerpo del sistema. Por ejemplo, en el caso de las orbitas planetarias la principal
atraccion es la que ejerce el Sol; en el caso del movimiento de un satélite natural la fuerza principal la
ejerce el planeta; por lo tanto, es logico considerar, en una primera aproximacion, una orbita eliptica
definida con respecto al Sol o a un planeta. Como el movimiento se realiza bajo la influencia de varios
cuerpos que ejercen su atraccion gravitacional, las coordenadas y componentes de la velocidad, en
cualquier instante, pueden ser usadas para obtener un sistema de seis elementos orbitales. Estos son
precisamente los elementos de la elipse que el cuerpo tendria si desde ese instante particular, las
aceleraciones causadas por todos los “cuerpos perturbadores” dejan de actuar.

En el movimiento real i.e., cuando se consideran todos los cuerpos que integran el sistema dinamico,
los elementos orbitales deducidos de las coordenadas y componentes de la velocidad, deben
necesariamente variar con el tiempo. En vez de obtener directamente las coordenadas “perturbadas”
mediante la solucion de las ecuaciones diferenciales del movimiento, Ec. (3.2) pag. 30, es igualmente
eficaz obtener primero los elementos orbitales en funcion del tiempo y luego, determinar las
coordenadas a partir de los elementos orbitales hallados, aplicando las formulas basicas del movimiento
eliptico.
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Este es el fundamento de la aplicacion del método de variacion de las constantes arbitrarias en el
problema de n cuerpos. Un procedimiento muy utilizado en la teoria de las ecuaciones diferenciales.
En Mecanica Celeste este método es aplicado a un sistema de ecuaciones diferenciales de orden seis,

el cual representa las ecuaciones de movimiento del cuerpo de masa m, escritas de la forma:

d2x
dt?

x _ OW d?x x 0N d?x x 0N
H_3 - > ) +H_3 P ) +“'_3:_>
r ox dt r X dt r X

donde, p =G (Mg, + m) y R la funcion perturbadora. El segundo término del primer miembro, con

signo cambiado, representa las componentes de la aceleracion relativa producida por la masa central
(Sol) situada en el origen de coordenadas. El segundo miembro representa las perturbaciones
producidas por todas las otras fuerzas que afectan el movimiento (las perturbaciones son producidas
por los otros cuerpos de masa m ).

En el siguiente Capitulo “Teoria Planetaria” analizaremos y estudiaremos la forma analitica de

resolver estas ecuaciones.
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Capitulo 6

Teoria Planetaria.

§ 6.1 Evolucion del conocimiento.

La Teoria Heliocéntrica afirma que la Tierra y los demas planetas giran alrededor del Sol; fue
propuesta en la antigliedad por Aristarco de Samos, astrbnomo y matematico griego, quien se basé en
mediciones elementales en la distancia Tierra-Sol; determinando que el Sol tenia un tamafio mucho
mayor que la Tierra. Por esta razon, Aristarco propuso que la Tierra giraba alrededor del Sol y no a la
inversa, como sostenia la teoria geocéntrica de Pfolomeo e Hiparco, generalmente aceptada en esa
época y en los siglos siguientes, acorde con la vision antropocéntrica imperante. Sin embargo, un
milenio mas tarde, en el siglo XVI, la teoria volveria a ser formulada, esta vez por Nicolas Copérnico,
uno de los astronomos mas influyentes de la historia, con la publicacion del libro De Revolutionibus
Orbium Coelestium, en 1543. La diferencia fundamental entre la propuesta de Aristarco en la
antigiiedad y la teoria de Copérnico es que éste ultimo emplea calculos matematicos para sustentar su
hipoétesis. Precisamente a causa de este concepto, sus ideas marcaron el comienzo de lo que se conoce
como la revolucion cientifica, en el Renacimiento '. No s6lo hubo un cambio importantisimo en la
astronomia, sino en las ciencias en general y particularmente en la cosmovision de la civilizacion. A
partir de la publicacion de su libro y la refutacion del sistema geocéntrico, defendido por la astronomia
griega, la civilizacion rompe con la idealizacion del “saber irrefutable de la antigliedad” y comienza

una nueva etapa, con mayor impetu, en busca del conocimiento cientifico.

Astronomos de la antigiiedad precursores de la Mecénica Celeste Clasica.

Heraclides Pontico (390 a. C.-310 a. C.)
Aristarco de Samos (310 a. C.-230 a. C.)
Claudio Ptolomeo (85-165)

Nicolas Copérnico (1473-1543)

Tycho Brahe (1546-1601)

Giordano Bruno (1548-1600)

Galileo Galilei (1564-1642)

Johannes Kepler (1571-1630)

! E1 Renacimiento es el nombre dado a un amplio movimiento cultural que se produjo en Europa Occidental en
los siglos XV y XVI. Sus principales exponentes se hallan en el campo de las artes, aunque también se
produjo una renovacion en las ciencias, tanto naturales como humanas.
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Comentario. El Renacimiento fue un movimiento espiritual de liberacién, como si el hombre
hubiese superado una etapa dificil, violenta, oscura en muchos aspectos e imprevistamente volviera a
descubrir el Sol, la luz, los colores, la Naturaleza. Fue un movimiento en el cual las artes, la cultura, las
ciencias, las letras, la propia vida de los pueblos experimentaran una revoluciéon en busca de la
Belleza y la Verdad. Las causas que lo motivaron fueron multiples y diversas asi como los factores que
determinaron su aparicion; algunos de tipo netamente material y otros, de indole religiosa o filoséfica
o cientifica. El concepto de propiedad individual fue la primera de las causas que permitieron la
aparicion de artistas y de pensadores.

§ 6.2 Teoria Planetaria '.

Consideremos un sistema de varios puntos masa m;, ¢ indiquemos con P; el vector posicion de uno
cualquiera de ellos en un sistema heliocéntrico, con origen en el Sol y denotemos con {Xx;,y;,zi} sus

coordenadas cartesianas; ver Figura 32.

m ; (X;,Yi,Zi)

m | (X1,¥1,21)

e M) (X2,¥2,22)

Fig. 32. En el Sistema Heliocéntrico el Sol (m,) es el origen de coordenadas.
La posicion de los otros cuerpos m; esta referida a mg. P; es el vector posicion
de m; respecto de m,, y r; sumodulo, r; =| P; |. Donde, A es la distancia mutua
entre las masas m;y m;, A =[P - P; |, (i #])).

NOTA: No todos los vectores P; deben ser necesariamente coplanares.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento del cuerpo m (cualquiera) en coordenadas relativas son:

x+ix:a—R
r3 ax
u OR
+ — = — 6.1
Y*3Y=73, (6.1)
z+£z=a—R
3 0z

! Consultar: Brouwer, D. & Clemente, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pag. 398.
Brumberg, V.H.; 1974,”An Iterative Method of General Planetary Theory”, pags. 139-155. En
“The Stability of the Solar System and of Small Stellar System”, Editor Kozai, Ed. D. Reidel.
Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, Capitulo IX y X.
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donde, n 'S (mg+m), ry=|Py=4 x12 +y12 +212 , =Pyl =+ x% +y% +z% , etc.

A=y (x1=x)2 +(y1-¥)2 +(21-2)2 , Az= (x0-%)2 +(y2-¥) + (z9-2)* , etc.

y la funcién perturbadora R,

1 XX1 + +zz 1 XXn + +zz
R=Km | — — 221 Yg’l Ly iy | — — %2 Y;’z 2 | 4+
1 r] Aj r3

Ademas, la funcion potencial U = B y la energia cinética T = % (>.<2+ 5/2 +z 2) definen la funcion de
r

Hamilton H=T — U, la cual es funcién de las coordenadas y componentes de la velocidad.

Representamos las coordenadas (X, y, z) por (q;, q2, q3) Y sus velocidades (>.<, y, Z) por (p1, P2, P3)s

. 1
entonces se verifica que ':

L 5 6T a8(T-U) &8(H-R)
q=x=p =— = - -
os op1 apy apy
X
luego,
= JHER) ) 6.2)
9 p;

Andalogamente, de la primera ecuacion de movimiento de m, sistema (6.1), se obtiene

T

8 L
S_OR o OR (rj _ 0(R-U) _ 3(R-T+U)
=R B _ _

oqr 3 9qp  Ox 0qy 04
: 8(H-R
P1=——( ),
0q
luego, p = CHZR) 0y 6.3)
0q;

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales (6.1), que define el movimiento del cuerpo m, es
equivalente a las seis ecuaciones canodnicas (6.2) y (6.3); en otras palabras, las coordenadas y
velocidades generalizadas del punto masa m satisfacen las ecuaciones (6.2) y (6.3) las cuales sustituyen
a las ecuaciones (6.1) %.

! Consultar: Ecuacién (5.20) pag. 110.
2 Consultar: “The Stability of the Solar System and Small Stellar Systems”. IAU Symposium 62, 1974.
Pags. 1-10 (J. Moser) y 139-156 (V.A. Brumberg). Y. Kozai (Ed.), D. Reidel Publishers.
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Si la funcién perturbadora R es nula significa que todas las masas m ; = 0 (excepto mg) entonces, el
movimiento se reduce a un problema de dos cuerpos, el cual esta definido por el sistema de ecuaciones

diferenciales !:

1)
X+—x=0
3
y+Hy=0 (6.4)
3
T
-
z+-—~z=0
3

., : 2 :
cuya solucién hemos obtenido en forma cerrada “, dada por las expresiones:

x=x(t,a,e,e,Q @, i)
y=y(taee Qi)

z=z(ta,e ¢ Q i)

donde las variables x, y, z son funciones del tiempo t y de seis constantes de integracion que definen la
forma de la 6rbita. Es el método clasico de resolver el sistema de ED (6.4) °.
También, hemos resuelto este sistema aplicando el método de Jacobi, cuya solucion se expresa de la
forma:
qi = i (t,ap,0,03,B1,B2,B3)
pi = @i (t,aj,PB;)
consultar Ec. (5.11) pag. 99; donde q; y p; son las coordenadas y momentos generalizados, para
i=123yj=1,23.
Ademas hemos hallado, ver § 5.2 (pag.102), las relaciones entre las constantes o ; y B ; y los
elementos elipticos, dichas expresiones son:
o =———, oy = ua(l—ez), o3 = Oy €Os 1
2a
E—

B = pa Br=w-Q, B3 =Q (6.5)

También hemos estudiado que si se conoce la solucion del sistema (6.1) para R = 0, es posible hallar
la solucion del mismo problema para R # 0 (movimiento perturbado) empleando el método de
variacion de las constantes arbitrarias de Lagrange, el cual consiste en suponer que la solucion del
sistema (6.2) y (6.3) tiene la misma forma que la solucion del sistema (6.1) [con R = 0] pero, donde las
cantidades a ; y B i en vez de ser constantes son funciones de la variable t entonces, la solucion de los
sistemas (6.2) y (6.3) es de la forma

qi = @[t ap(t), o (1), a3(t), By (1), B2 (1), B3(1)]
pi = ®;[t, (1), Bj(D)]

! Consultar ecuacion (5.1), pag. 94.
2 Consultar Capitulo 1.
3 Consultar: Murray, C.D. &. Dermott, S. F.; 2001, “Solar System Dynamics”, Capitulo 2.
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parai=1,2,3; y por tanto, las funciones a;(t) y B;(t) quedan determinadas por el sistema de ecuacio_

nes diferenciales de primer orden:

: OR : OR
ai(t) = —, (t) = ———
cuyo desarrollo es:

OR : OR
9By Jay
OR . OR
0P 0o
OR : OR
6B3 80(3

Sistema de ecuaciones diferenciales que define la teoria planetaria de Lagrange. Como en la practica
no se determinan las variables o;y B;sino los elementos elipticos del planeta entonces, es conveniente

. . , . . I 1
transformar este sistema en otro donde las incdgnitas sean precisamente los elementos elipticos.

§ 6.3 Ecuaciones Planetaria de Lagrange.

Conceptos basicos. Hemos estudiado en el problema de dos cuerpos, que las coordenadas y
componentes de la velocidad, en cualquier instante, permiten determinar un sistema Unico de seis
elementos orbitales, los cuales definen la forma de la drbita y no varian con el tiempo. Por lo tanto, los
elementos asi obtenidos se conservan y el nimero de cifras significativas obtenidas para cada elemento
permanece constante.

En la mayoria de los problemas analizados, el movimiento de los cuerpos en el Sistema Solar tiene
una caracteristica comun: la aceleracion causada por la atraccion del cuerpo de mayor masa es la mas
importante respecto de las aceleraciones producidas por los otros miembros del Sistema sobre el cuerpo
en consideracion, denominadas “perturbaciones”. En las oOrbitas planetarias, la principal fuerza de
atraccion la ejerce el Sol; en el caso del movimiento de un satélite natural la principal fuerza es ejercida
por el primario (planeta) y en un satélite artificial el primario es la Tierra. Por lo tanto, es logico
considerar una Orbita eliptica descripta respecto del Sol o del primario, como una primera
aproximacion al movimiento; entonces, como ¢€ste se realiza bajo la influencia de los distintos cuerpos
de atraccion que conforman el Sistema, las coordenadas y componentes de la velocidad en cualquier
instante pueden ser usadas para obtener un conjunto de seis elementos orbitales. Estos son
precisamente los elementos de la orbita del cuerpo que tendria si en este instante particular las
aceleraciones causadas por todos los cuerpos “perturbadores” dejan de actuar. Por lo tanto, en el
movimiento real * los elementos orbitales obtenidos a partir de las coordenadas y componentes de la
velocidad deben necesariamente variar con el tiempo. Entonces, en vez de obtener directamente las
“coordenadas perturbadas” mediante la solucion de las ecuaciones diferenciales del movimiento es

equivalente obtener primero los elementos orbitales en funcion del tiempo.

! Consultar: Fitzpatrick, R,; 2012, “An Introduction to Celestial Mechanics”, Ed. Cambridge University Press.
2 Donde intervienen todos los cuerpos del Sistema.
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Por lo tanto, las coordenadas del cuerpo perturbado se pueden calcular utilizando los elementos
orbitales hallados, aplicando las formulas standard del problema de dos cuerpos en el movimiento
eliptico .

Teniendo en cuenta el sistema de ecuaciones (6.5), el cual relaciona o, y B, con los elementos

orbitales, podemos expresar estos elementos en funcion de los o, y By, entonces resulta:

u
a=— b Q=P
2o B3
2 (05] 20(10(22
e” =1- =1+ 3 , W= B2+B3 (67)
20(.1
cosi=ﬂ, B+ Ba + B3
&2
2.3

donde p=n~ a”.
El siguiente paso es aplicar las formulas (6.6), pero previamente debemos conocer las derivadas de
los elementos canonicos las cuales se obtienen de las expresiones (6.7), luego se tiene:

. . 2.3 . 2., .
al:i_LzuaznaaznaazéR
2, .
Pero OR _OR 0s =n aR,reemplazando resulta —— a ZnQ,por lo tanto:
0B Oe 0Py Oe 2 Oe
da_ 2 OR
dt mna Oe

Expresion que representa la primera de las ecuaciones diferenciales de la teoria de Lagrange .

NOTA. El coeficiente de 3; en la formula de ¢, (6.7), es: % =4/ n? = n, yaque o= —ZL.
—n a

80(13

De la segunda ecuacion del sistema (6.5) resulta (122 =pa(l- ez) , entonces derivando se tiene:

209 dzZué(l—ez) — 2uaeé

! Consultar: McCuskey, S.W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, Cap. 3, pag. 38.
2 Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pags. 171-177.
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Luego,
u(l—ez) Lo Ma n2a3(1—62) 2 OR nate de

20, oy D) /n2a4(1—ez) na JOe ,n2a4(1—ez) dt

simplificando resulta,

o =

: > OR na’e de
a2 =4/l-¢¢ — - — —
oe 1—e2 dt

L . . . ' OR
De acuerdo a la segunda ecuacion diferencial del sistema (6.6) se tiene, a2 :8_ por lo tanto,
2

OR _0R &  0R dw

0B, o0& 0B, 0w 0By

teniendo en cuenta la sexta y cuarta ecuacion del sistema (6.7) resulta, O _ 1, 0w _ 1; luego,
0B2 9B2
- OR _ R _0R > OR  na’e de
o0p=——"=—+—=41-¢" — - ——— —
0B, Og Ow de 1_e2 dt
en consecuencia,
_OR _ (1_ 1—e? j OR
de _ ow oe
dt nae
1-¢?
operando algebraicamente, resulta
2
1—4/1
de __qi-e® oR 1_2( ?) o
dt na‘e 0w n az e Oe

Expresion que representa la segunda ecuacion de la teoria planetaria de Lagrange.
Si sustituimos e = sen @, la expresion anterior toma la forma:

De la formula o3 = o cos i, obtenida de la tercera ecuacion de (6.5), derivando resulta

: : . . di
o3 = 02 cosi— oy senld—
t
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Reemplazamos o, y a2 por sus expresiones calculadas anteriormente se tiene:
' > OR na’e de . b . di
a3 = (y1-¢& — - —— —t)c051 — ypa(l—-e’) senla
8 f—

De acuerdo a la tercera ecuacion del sistema (6.6) resulta,

0R 0OR 0Q 6R ow +6R oe

a =
3T 3B, 00 0B, 0w 0B; 0e 0B

Entonces, igualando ambas expresiones se obtiene,

2
[ 1-¢? 8_R __nac E]c051— A pua(l- e) senlE —Zg 2R ZR
© €

de |_e2 dt dt

donde las derivadas, 0Q _ 0w _ O¢ = 1, de acuerdo al sistema (6.7). El siguiente paso consiste

0By 0IB3  IB3

de . ., , .
en reemplazar a por su desarrollo obtenido, ver “segunda ecuacion de la teoria planetaria de

Lagrange”, 1.e

luego, sustituyendo esta derivada en la igualdad anterior, resulta:
0R N O0R N OR 2

71 —e2 1- l—e2
. OR 8R
=4/l—-e“ cosi — + ————— cos1
0Q Jdw Os oe /1_ez a2e na’n

O_R} - \/pa(l—ez) sen i %

de

agrupando y simplificando, se deduce:

. di .
Despejando d—; se obtiene,
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(cosi—l){aaR+6R}

di E 0w

dt naZ 1—62

1 OR
2 oQ’

2

seni na“4l—-e” seni

Y teniendo en cuenta relaciones trigonométricas, finalmente resulta:

e Ow 2 0Q

1
di . Taney {8R+6R} ) 1 R
dt 2 naZ+l-e? seni

na 1-e

Expresion que define la tercera ecuacion de la teoria planetaria de Lagrange; notar que la variacion de
la inclinacioén respecto del tiempo depende de tang (i/2) y del sen (i), por lo tanto existen puntos
singulares parai=0y m.

NOTA: (cosi—1)=-2 senzé; seni=2 cos% cos%; luego,

_2sen?t
(cosi—=1) _ 2 sen

1
- = —tang —.
sen i 1 1 8 2
2 sen — cOS —
2 2

Consideremos ahora los segundos miembros del sistema (6.6), pag.121, la primera ecuacion es,

: OR
Br=-2—.
(30(1
donde B; = S_W,entonces Blz (¢-mn-(¢-wn _(¢-w)n-(¢e-mn
n? s
a3
recordar que n = _E \/E a 2 a,reemplazando resulta
- 3/2 -5/2 S
. (8—m)n—(8—w)%na a 2 G-w 3 (-0
N = —— a.
1 n? n 2 na

Por otra parte, teniendo en cuenta las ecuaciones (6.7), vemos que o esta relacionado con los

siguientes elementos orbitales: a, e y €, luego

0R _OR 0a +6R de +6R o€
do; Oa 0do; Oe day Og 0oy
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Calculo de las derivadas de los elementos a, e y € respecto de o. Consideremos nuevamente el

sistema (6.7), de la primera ecuacion se tiene:

K [
a=—- ——, luego — = ;
20(1 ¢ dal 20(12
teniendo en cuenta la segunda ecuacion
2 2
2
e =1+ (xl—zocz, derivando resulta E = ocg ;
n dal ne
de 12(112

y finalmente, € = Bi + By + B3, luego =— B
Por lo tanto,

OR _ _p 0oR | ar2 AR 12 o g OR

- _ 1 ,

oy 292 0a pre Oe u /—8(113 oe
Luego,
. (¢-w)  3(-w) ° (e-w  3(-w) 2 dR _ OR _ 1204 R
By = = a=""T > = === B -

n 2 na n 2 na na Oeg ooy M /—8(113 oe
2
K OR _ (055) O0R

2a2 0a ple Oe

Entonces resulta,
(é—zis)+3 (e-w) 2 O0R 12042 g OR L AR o, OR
2 = - . _ _ _
n 2 na na dg u /—8(113 de  2q2 0a ple Oe

. . . . R .
Donde el primer miembro representa B; y el segundo miembro —a—. Notar que en esta igualdad no
o

. OR . : .
conocemos el valor de la derivada a—; entonces, es conveniente calcular primero las derivadas de 3
€

y B>, para ello tenemos en cuenta los sistemas (6.7) y (6.6) luego se obtiene:

B3=Q=—66R, pero OR _O0R Ji _ 1 1 OR
a3

60(3 o1 60(3 o 2 (05] o1
1—| 23
(OQJ
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Por lo tanto, Q = 1 oR _ 1 oR

2 0i oy seni 0i
a3
(0% 1—(]
a2
ademas, o, = y/pa (1—e2 =na’ \H—e2 , consultar (6.5); finalmente resulta,
dQ 1 OR
dt naZyl-e? seni 91

Expresion que representa la variacion respecto del tiempo del nodo ascendente, Q). Notar que es

inversamente proporcional al sen i, por lo tanto para i = 0 no esta definido.

Célculo de Bz . Del sistema de ecuacion (6.5), pag. 120, obtenemos 3, = @w — Q, derivando respecto

de t resulta,
1 OR _ 0OR
2 oi day

L, =w-Q=0 -
5) ;

na 1-e“ seni

De acuerdo a (6.7), pag. 122, obtenemos

OR _JR Je +6R di _ 2ajap OR L% 1 OR
da, de da, 0i Oa, ule e g3 seni 01
2
0 2 . 0 4
Calculo de © . Recordemos que e?=1- M, derivando 2 e © %% luego,
60(.2 2 6(12 2
[ K
de _ 2ajoy
day uz e
Para obtener 5 recordemos que a3 = oy cosi, entonces 23— cos 1, derivando respecto de .,
a2 a2
a3 . 01 o1 1 a3 ,
resulta, — — = —seni ; luego, —— = - —>, cOmo se queria probar.
a5 oay Jdoap  seni g3
: : R R 2 R
Por lo tanto, B, = @w — ! 8, - OR (x;(xz 4 _oc_; 1. 6_R
naZil—e? seni ©1 0 ay n“e Oe a5 seni o1
i 1 OR 2 g Oy OR a3 1 OR
entonces, resulta: @ — - - - —
naZil—e? seni ©1 u‘e 0e oz seni Oi
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dm_ 1 _ a3 OR _20(10(2 OR

dt na2 1—62

Y por tanto, se obtiene: @ = .
: 2 i| Oi 2 oe
sen1 G2 Ssenl p-e

Finalmente, reemplazando las constantes o), o3 y i por sus expresiones en funcion de los elementos

elipticos, ver sistema de ecuaciones (6.5), resulta,

- dw: 1 cosi OR N \/1—62 OR
e’

w .
dt na2\11—62 sen i na2 l—e2 sen i i Haze
. do 1 I _cosi) oR  yl-¢® 9R
e de’

m - - . .
sen1  sent

dt 2 1

1 2
na o1 na“e

Luego, la variacion de @ (longitud del pericentro) respecto del tiempo, tiene la expresion

dw +l1-¢? aR 1 i AR
- - tang (=) <.
dt na’e Oe 2 h_ez 27 0i

Observar que parai=mny e = 1, la igualdad no esta definida.

2 i

i
1 cos i 1 —cosi 2sen” sen i
NOTA: — — - = — = 2 = 2 = tang—.
seni  seni seni 2 cosé sené cosé 2

. . . . : , de .
Finalmente deduciremos la variacion de la longitud media de la época € 1, TS Para ello considere

. © . , . .
mos la relacion f; = , ver sistema (6.5) pag. 120; entonces, derivando en ambos miembros

2

resulta, p, = (s - ) L 3&-m 2 OR _ 120‘12 B R p O0R  ap” OR
0 . = 1 - 3 - ,
n 2 na na Og M /—80c13 oe 2a,° Oa ule de

consultar pag. 126. Luego,

12 af By _,e-®w [OR _ p OR a5 OR

m ’—8&% nzaz oe 2(112 da uze oe

1 .. , . . .
En el movimiento eliptico los elementos que definen la orbita son, generalmente, {a, e, i, 2, o, tp} o su
equivalente {a, e, i, Q, @, A}, donde A, es la longitud media en el instante inicial. Otros parametros orbitales
son: longitud verdadera w = + v, y la longitud media de la época ¢ = w — nT; donde T es la época.

e=m® +n
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Y reemplazando @ por su desarrollo, calculado anteriormente, resulta:

Ezﬂl—ez 0R+ tallg(é) OR +n{(3 E-T _38—mJ8R_ 2 OR
2
a

dt naze oe na2 1_62 o1 n2 nzaz oe nza da
_(1=¢) oR
na’e O¢
Luego de simplificar y agrupar se obtiene,
[ —y1-¢? tang |1
E:_ 2 G_R + AJ1—e2 (1 l1-e” ) OR n g(z) 5R.
dt nZa Oa nale oe na2j—e2 Oi

Expresion que representa la variacion de la longitud media de la época en funcion de a, e, i.

Resumiendo: Las variaciones de los elementos elipticos {a, e, i, Q, @, €} con respecto al tiempo,
conociendo la funcién perturbadora R, son:

da_ 2 0R
dt na o0eg
_ .2
de __y1=¢®> R _ [ () o
dt na‘e am naze 88
~ tano L

di _ ) [8R+6R} ~ 1 OR
dt na’yl—e? de 0w na?+l1-e? seni 0Q
sz 1 83 6.8)
dt na2 1—62 sen i i
do 1-¢® aR | i R

= + tang (=)
dt nate 0 .2 /1_¢2 27 0oi
de 2 4R (1-y1-¢%) oR ang(i) o
2= 202 4 1€ + 2 .
dt na ﬁa naze 66 na2 1—62 31

Se recomienda consultat:

Brouwer, D. & Clemente, G. M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Capitulo XI.
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§ 6.4 Conceptos basicos del Método de Variacion de las Constantes .

Hemos analizado el movimiento de un planeta P en torno del Sol, perturbado (en su orbita
heliocéntrica) por un segundo planeta P;, de masa m;. Entonces, la ecuacion de movimiento del planeta
P, perturbado por P}, tienen la expresion 2, ver § 6.2,

r+G(MSOI+m)L:Gm1 (r-r) 1 (6.9)
3 3 3
T P Ty

donde r y r; son los radios vectores heliocéntricos de los planetas P y P; respectivamente y p su

distancia mutua:
1/2

p=Il(ri=r)*(r;-n)]
G es la constante de la gravitacion universal.
Ademas, la ecuacion del movimiento heliocéntrico correspondiente al planeta P tiene la forma,

r1+G(MSOI+m1)r—13=Gm[(r_—;1)—L3J (6.10)
r p r
Si suponemos, en primera aproximacion, que los segundos miembros de las ecuaciones (6.9) y
(6.10) son nulos, resulta entonces un problema de dos cuerpos, el cual sabemos resolver, consultar
Capitulo 2. La solucién para cada planeta es una oOrbita eliptica Kepleriana, no perturbada, respecto del
Sol por lo tanto, cada orbita esta definida por sus seis elementos orbitales o constantes de integracion.
También, hemos estudiado, Capitulo 2, que las coordenadas del planeta P se pueden expresar en

funcion de estos elementos orbitales y del tiempo, i.e.,

X= fl (a3 ea ia Qa ('03 Ta t)
y=H(aei,Q 011 (6.11)
z=13(a, e, i,Q, o, 1,t)

del mismo modo, las componentes de la velocidad del planeta P se pueden formular:
X = f1(a, e, i,Q,m,1,t)
5/ = fz(a, e, 1,Q, o, 1,t)
z = f3(a, e, i,Q, o 1,t)

Expresiones similares corresponden al planeta P;. Este analisis nos permite enunciar el siguiente
método:

La solucion del problema de dos cuerpos, Ecs. (6.4), requiere de seis constantes de
integracion que definen la forma de la 6rbita, en general una coénica. Ademas, si en el sistema
dinamico esta presente un tercer cuerpo o mas, no es posible describir sus movimientos por
conicas que satisfaga las ED del movimiento, Ecs (6.1) (problema de n cuerpos). Porque?.

! Consultar: Verhulst, F.; 2000, “Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems”; pag. 72,123,136.
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion™; pag. 171-175.
2 Masa del planeta m y masa del Sol Mg).
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Sin embargo, las orbitas de los planetas alrededor del Sol contintian siendo elipses y su
movimiento es Kepleriano no obstante, los elementos orbitales no son exactamente
constantes, como en el problema de dos cuerpos, sino que sufren pequeiias variaciones con el
tiempo llamadas perturbaciones; a pesar de ello, el movimiento sobre su o6rbita contintia
siendo Kepleriano. El método de variacion de los parametros ! supone que las constantes de
integracion en las ED del problema de dos cuerpos “son consideradas como variables” en la
solucion del problema perturbado. El método se basa en que la perturbacién, en general, es
pequena y por tanto la funcion perturbadora, también lo es, ver Ecs. (6.8) pag. 129. Este
método también se aplica para obtener la solucion de problemas dindmicos similares.

El formulismo y la metodologia fueron desarrollados integramente por Lagrange (1775) en su teoria

planetaria y en las propiedades de los corchetes que llevan su nombre.

NOTA: Un desarrollo analitico del método y su aplicacion se pueden hallar en:
McCuskey, S. W.; 1963, “Introduction to Celestial Mechanics”, Capitulo 6, pags.128-158.

Entonces, diferenciando las tres ecuaciones (6.11) resultan tres ED de la forma:

dx _ < 9x doj , 0x

dt = o0; dt ot

(6.12)

donde o; (i = 1,...,6) representa cualquiera de los seis elementos orbitales. El método analitico y la
formulacion matemética fueron desarrollados en § 6.3 (pag. 121). Por lo tanto, las ecuaciones hasta
ahora resueltas, problema de dos cuerpo, son las siguientes, Ecs. (6.4) 2.
2 2

0 0

—21‘ —VU(), —21'1 =V1U0' (6.13)

ot ot
donde el signo de derivada parcial, 0 %0 t 2, indica que los elementos orbitales son constantes en las
soluciones de estas ecuaciones. Estas soluciones representan las orbitas osculadoras 3 de los dos
planetas (no perturbados) y por tanto, en todo instante podemos suponer que:

or _dr or dr
— = el N 0 & (6.14)
ot dt ot dt

lo cual significa que los vectores velocidad, en el instante t, son conocidos diferenciando las formulas
elipticas i.e., conservando constantes los valores instantdneos de los elementos orbitales como lo indica

formalmente las expresiones (6.14). Entonces, la ecuacion (6.12) toma la forma

6
za—% =0 (6.15)
i=1 Joj dt

expresiones similares para las variables y, z

! Consultar: MacMillan, W. D.; 1936, “Dynamics of Rigid Bodies”, pags. 385-387.
2t es el vector posicion, funcion de las coordenadas cartesianas {X,y, z}. r=xi+yj+zk
3 Estan en funcion o relacionadas con los elementos osculadores.
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Por lo tanto, para cada planeta se tienen tres relaciones de la forma (6.15). El proximo paso es hallar la
derivada, respecto de t, de la componente x en la ecuacion (6.12), entonces resulta:

d ii_g_ doj  dfox
dt “odatloa; ) dt o dtlat

<ﬂx:§ 0 (dx)do; , dfox
dt2 = oo (dt) dt  dt| ot

Operando se tiene:

Por lo tanto, la ecuacion de movimiento (6.9), del planeta P, se puede escribir de la forma:

r=vuU=V(Uy+R) (6.16)

donde,UOZGM; R=Gm 1_r*n : Vsii+ij+ik,
r P ox  ox . 0x

Una expresion similar para el planeta Py: 1y =V U; =V (Ug' + Ry).

Entonces, la ecuacion (6.16) admite la representacion, en coordenadas cartesianas,

2
dx_8U0+6R

b

dt? 0x 0x

2
. : ou o
y teniendo en cuenta, las ecuaciones (6.13), 8—; = p 0 , podemos escribir que:
ot X
6 6x da; oR
> L= , (6.17)
P oo; dt ox

ecuaciones similares para las variables y, z.
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Las ecuaciones (6.15) y (6.17)

26: 0x doclz

i ox da; _ R
“ o0 dt ox

idem para: y,y, z, z; constituyen un sistema de seis ecuaciones diferenciales de primer orden el cual

permite obtener la variacion de los elementos elipticos respecto del tiempo, ver (6.8). Lagrange, en
1782, fue el primero en hallar esta transformacion utilizando el método de variacion de los parametros.

El siguiente grafico muestra el plano de la drbita del planeta P (no perturbado) y los elementos
orbitales elipticos con respecto al Sol y al plano fundamental. Por lo tanto, la 6rbita esta determinada
con respecto a un plano de referencia en este ejemplo la ecliptica. Los elementos orbitales
corresponden a los elementos osculadores i.e., no perturbados.

27

P
/ <€——— Orbita del planeta P

/ B S/i: / f 2

i

Ve Plano de referencia

Fr————"

Grafico. El plano P1 contiene la 6rbita de planeta P y P2 representa el plano de referencia.
En el Sistema Planetario representa el plano de la ecliptica. Se indican los elemen_
tos elipticos de P.Consultar: http://es.wikipedia.prg/wiki/Elementos_orbitales.

Nota historica: El método de variacién de los parimetros se remonta a los trabajos de Newton
en su “Principia” al estudiar el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra. Posteriormente el
método fue usado por Jean Bernouilli en 1697 y por Euler en 1739 al analizar el movimiento
oscilatorio considerando la ecuacién y"' + k?%y = f(t). Laplace escribié muchos articulos sobre este
método, el cual fue desarrollado de forma completa por Lagrange en 1775.
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Capitulo 7

Desarrollo de la funcién perturbadora’.

§ 7.1 Conceptos generales.

Indiquemos con o ; uno cualquiera de los elementos elipticos que definen la 6rbita del planeta de
. . . . . ., . 2
masa m; las ecuaciones diferenciales que determinan la variacion de estos elementos tienen la forma “,

dGi 6R .o
=F|o;,—|, 1,7=1,2,3,4,5,6 7.1
1t ( j aokJ @] ) (7.1)

siendo R, la funcion perturbadora, definida como:

R=Gm, (l— XX ryyi*tzz J +Gmy [L— XXoFYYa* 222 1y (7.2)
1 r Aj ry’

Anélogamente se pueden escribir las seis ecuaciones diferenciales de los elementos elipticos del
planeta m;, perturbado en su movimiento por las masas m, mp, ms,...; las seis ecuaciones del planeta
my, perturbado por las masas m, mj, ms, etc. y asi sucesivamente, ver Figura 32, pag.118. Entonces
resultan ecuaciones similares a (7.1) y (7.2) para los n cuerpos.

Por simplicidad, en lo que sigue, vamos a considerar solamente tres cuerpo, a saber: el Sol, un
planeta de masa m y un cuerpo perturbador my; en consecuencia, la funcion perturbadora se reduce a

3

R=Gm, l_ XX|+Yyy1+2zz4
A I

Para facilitar los desarrollos analiticos vamos a reemplazar m; por m'; las coordenadas (x1,y1,z1) por
(x,y',z") y r1 por r'. Los elementos elipticos del planeta m' estan representados por ¢';: a',e',i',QQ"\@',€', y

sus seis ecuaciones diferenciales por la relacion,

4ot _p| o, OR (.= 1.2345.6) (7.3)
dt oo
donde, R':Gm'[i_xx +yy'+zz J (7.4)
A r,3

! Consultar: Murray, C.D. & Dermott, S.F.; 2001, “Solar System Dymanics”, Cap. 6.
? Consultar Ecuaciones (6.6) pag. 121 y (6.8) pag. 129.
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. . , . 1 .
Las dos funciones perturbadoras R y R', tienen en comun la parte principal X; la designamos como

1 . . .
R (= Z), donde A es la distancia mutua entre m y m'; ver Figura 33.

m (X,y,Z)

. m' (Xi,yi,zl)
(planeta perturbador)

Sol

Fig. 33. Representacion de la distancia mutua A
entre los planetas m y m'. Origen el Sol.

Nos proponemos desarrollar la parte principal de la funcion perturbadora R; en series de potencias,
lo cual nos permitird obtener posteriormente las derivadas parciales que estan presentes en las
ecuaciones diferenciales (7.3) de los elementos elipticos. El ejemplo mas simple es el estudio del

movimiento de los satélites naturales. Para ello, consideremos el sistema Tierra-Luna—Sol ', ver Figura
34,

Luna ( A

Sol

Tierra

Fig. 34. Grafico del sistema geocéntrico. La distancia mutua
Luna-Sol es A y las distancias Tierra-Luna y Tierra-Sol son
ry r' respectivamente. En este caso A >>r.

Representamos el movimiento de la Luna y del Sol en un sistema geocéntrico (origen en el centro de
la Tierra); la distancia mutua A entre la Luna y el Sol es mucho mayor que la distancia Tierra-Luna
igual a r; la distancia Tierra-Sol es r'. Entonces, podemos calcular A en funcion de las distancias r y ',
teniendo en cuenta la Figura 34, resulta:

2
, r r
A2=r2+r'2—2rr'cosv=r2 1+(—,j -2 — vosv
r r

1 . .
El origen de coordenadas es La Tierra.
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1

1
A r)? r ,
r 1+(’] -2~ cosv
r r

, . : r . .
y ademas, hacemos el cambio de variables: (—j =7z, cos v=p ; entonces, el radicando de R; admite
r

Si definimos la inversa de la distancia mutua como: R;=

el desarrollo, en serie de potencias de z, de la forma:

1 0
(1+z2 —ZZu) 2 = Z P, (n) z¥, convergente para |z| <1.
v=0

Donde los P, (1) son los polinomios de Legendre !

Los polinomios de Legendre tienen el siguiente desarrollo en series de potencias de p:

Py (p) =1
Pi(p)=p

3 , 1
P = — — —
2 (1) M3

5 3 3
P = — —_—
3 (1) S ok
etc.

Propiedades: El subindice en cada polinomio indica el grado del mismo y ademéds, son ortogonales
entre si en el intervalo [-1,1]. En el estudio de la teoria del potencial relacionada con los cuerpos del
Sistema Solar, los polinomios de Legendre tienen un rol importante, pues el potencial V(r) se puede
expresar en funcion de estos polinomios y por tanto resolver la ecuacion de Laplace 2

Como, cos v=p < 1 entonces, | P, (u)| < 1; ademas, por ser (l) << 1, yaque L = ﬁ; luego,
r r

la funcion R admite la siguiente representacion, en términos de los polinomios de Legendre:

1 & r) 1 r r? r3
R =— E P,(cosv) | —| = — + —Py(cosv) + —P,(cosv) + — P3(cosv) +...
r r r 2 -3 -4
v=0 r T T
. r 1 . . . _—
En la practica, como — = , s6lo se consideran los cuatro primeros términos del desarrollo.

r 3892
NOTA: La distancia media Tierra — Luna es: r = 384 400 Km.

Distancia media Tierra — Sol: r" = 149 597 887 Km.

Luego, - =0,002569... = — .
r 389,2

! Consultar Loépez Garcia, F.; 2008, “Curso Analisis Matematica 111, Capitulo 10, pag. 24, Ed. FCEFyN,
UNSIJ.
2 Lépez Garcia, F.; 2008, “Curso Analisis Matematica 111, Capitulo 10, pag. 57.
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§ 7.2 Aplicacion al Sistema Planetario .

Nos proponemos estudiar un problema real considerando los cuerpos del Sistema Solar con inclina

. N s . . 1
ciones pequefias y orbitas con poca excentricidad. Por lo tanto, analizaremos el desarrollo de N en el

caso planetario.
Sea el origen de coordenadas el Sol, el plano {xy} coincide con la ecliptica, el eje x dirigido desde el

Sol al equinoccio o punto vernal y; sea i la inclinacion del planeta m e i' la inclinacion de m'; ademas, G
representa nodo ascendente de m respecto de m’ y J la inclinacion mutua entre las orbitas de ambos
planetas.

En un instante cualquiera t, el radio vector r del planeta m corta el circulo maximo del plano de su
orbita en M y el radio vector r' del planeta m’ en M’ (proyeccion sobre la esfera celeste); ver Figura 35.

Ejex/
| 4
Se—o

Plano de la ecliptica

Y

Orbita del planeta m

Orbita del planeta m'

Fig. 35. Planos de las orbitas de los planetas m y m' respecto del plano fundamental {x,y}
la Ecliptica. La longitud verdadera v se mide desde y hasta M, idem parav'=y M'.

Ademas suponemos que sus modulos satisfacen la desigualdad r < r' e indiquemos con v y V' las

longitudes verdaderas de m y m' respectivamente.
Representemos con: 1=y Q + QG, GM=v-1
T=7Q'+Q'G, GM'=V'-1

' Recomendamos: Brouwer, D., Clemence, G.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Academic Press.
Plummer, H. C.; 1960, “An Introductory Treatise on Dynamical Astronomy”, Dover Publications, Inc.

Smart, W.M.; 1960, “Celestial Mechanics”, Ed. Longmans.
Taff, L. G.; 1985, “Celestial Mechanics: A Computational Guide for the Practicioner”, John Wiley & Sons.
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Entonces, la distancia mutua entre los planetas m y m' es: A 2=r?4r?-2rrcos V.
Teniendo en cuenta que: cos V = cos (GM) cos (GM') + sen (GM) sen (GM') cos J, y reemplazando por

las expresiones angulares resulta: cos V = cos (v - 1) cos (V' - ') + sen (v - 1) sen (v - ') cos J.

. - . ‘o J . J

Si tenemos en cuenta la siguiente relacion trigonométrica: cos J =1 —2 sen 2 E, y haciendo sen E =M

se tiene: cos J=1-2 nz; por otra parte, definimos ¢ = v + t' — t; luego resulta
COSVZCOS(V—V'+T'—T)—2T]2 sen (v—1)sen (v' —1")
cosV=cos(c—Vv')-2 n2 sen (v—1) sen (v' — 1)

Entonces, podemos expresar A ? de 1a forma

2_ 2 ) 2 ' ' 1 a2 ' '

AT=r"+1r"-2rr'cos(c—Vv)+4rr'n sen(v—1)sen(v' -1

donde 7t y t' resultan del triangulo esférico QQ'G, ver Figura 35.

En el Sistema Planetario, en general, las excentricidades son pequefias al igual que las inclinaciones
y por tanto, el valor de J y n también resultan pequefios; estas consideraciones nos induce a desarrollar

. 1 . . .
la funcion R y por tanto N en serie de potencias de las variables nz, e, €', de la forma:
Ri= > A M) et et cosD

donde el argumento D es funcion de los elementos elipticos angulares y del tiempo: i, QQ, ®, € y t.
Ademas, la suma de los tres primeros términos de A ? es un néimero positivo

2.2, ,2
=r"+1r " -2rr'cos(c—-v")>0

A
roe . 2 _ ’ 2 2 _ 2 (] 2 ] [}
y suminimo es: Ay~ = (r -r ) ,luego, A™ = Ay” +4rr'n”sen (v—r1)sen (v'—1') y por tanto

1

%z[AOZ +4rr'r|2 sen (Vv —1) Sen(V'—T')]_E
Factoreando resulta:
1
2. 2
1_1 1+41ﬁI T sen(v—r1) sen(v' — 1) = L(1+X)_%
A AO A02 AO
nirr n’rr n’rr
donde:|X|=4 7 |Sen(V—T)Se’rl("'_T')|S 4 2 < 4 2<<1
Ay Ay (r=r1")

1
Luego, el factor (1 + X)_5 se puede desarrollar en serie de potencias de X, por ser |X| <<1,dela

forma:
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b (1+X)_% = L(l—l X + 3 X2 -, ..j,reemplazando resulta:
A A Ag 2 8
2 2.2 .2
1 4 1
Lo by, _Llantrr sen(v —1) sen(v'—t')+§wsen2(v—t) senz(v'—t')—...
A AO 2 AO 8 AOZ

Si suponemos que las excentricidades e = e” = 0, corresponden a 6rbitas circulares entonces, los
radio vectores de los planetas m y m” se reducen a: r=a yr'=a’, i.e., constantes.

Ademas, la longitud verdadera: v = w + w, para e = 0 toma el valor v, - g = @ + M =1, donde w
representa la anomalia verdadera y 1 1a longitud media; andlogamente v', - o = 1". En consecuencia, las

. L1
longitudes verdaderas son iguales a las longitudes medias para e = 0. Por lo tanto, la funcion X se

reduce, en el caso circular (e = e” = 0), al siguiente desarrollo:
1 3
[—} = [212+a'2 - 2aa'cos(l'—k)y2 - 2n2aa' [212+a'2 —2aa’ cos(l'—k)] 2
e=e'=0

5
sen(l-t) sen(I"—1) + 6n4a2a'2 [a2+a'2—2aa'cos(l'—k)] 2 senz(l—r)
senz(l'—t)+...

Nos ocuparemos ahora del desarrollo de cada uno de los términos.

1
2 _2aa’ cos (I=-») T 2 es una funcion par respecto de cos (1" — A), con

El primer término a’+a’
periodo 2m por lo tanto, admite un desarrollo en serie trigonométrica de Fourier, en cosenos, el cual se

puede escribir de la forma:
o0

1 z A, cosn(l"=A)
2 7
n=0

también admite el siguiente desarrollo si suponemos que A , =+ A _,, luego

1 o
a2+a'2—2aa'cos(l'—k)]>2 = Z A, cosn(l'=2) (7.5)
o0

1
2 =
donde los coeficientes A ,, son funciones de los semi eje mayores a 'y a’ y por tanto, el desarrollo de
Fourier es convergente sia < a'.

Anélogamente, los demas términos admiten también desarrollos en series trigonométricas de la

forma:
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3 o
aa [a2+a'2—Zaa'cos(l'—l)] 2 = % z B, cosn(l"—2) (7.6)
n=-—oo
y en forma similar,
_é 1 o
a*a’ [a2+a'2—2aa'cos(l'—k)] 2 = 5 z Chcosn(l'=2) (7.7)

0

donde el argumento A=c=1+1"— !

Luego, todos los corchetes se pueden reemplazar por un desarrollo en serie trigonométrica y en
consecuencia, las expresiones (7.1), (7.2) y (7.3); asimismo es posible representar los factores:
sen (1 — 1) sen (I'- 1"), por desarrollos en funcion de 1"y A, de la forma:

2sen(l-1)sen(I'-1t")=cos(I-1"+1t" —1)—cos(I+1"—1"—1)=cos (I'-A) —cos (A +1'=2 1)

4sen’(I-1)sen’(I'-1)= [l —cos2(1-1)] [l —cos 2 (I' = 1")]

SSenz(l—r)seHZ(l’—r')=%—ZCOSZ(1'—1')—2cos2(1—r)+%0052(1—r+1'—r')+
+%cos2(1—r—l'+t').

o 1 T
Por lo tanto, cada uno de los términos de [— es una combinacion lineal de cosenos que a
e=e'=0

su vez cada uno de ellos se multiplica también por coseno; entonces, podemos abreviar el desarrollo

escribiendo:
1 - , 11 & ,
—CoS V Z A jcosn(l'=A) =—— Z A, cos[n(l'=A)+v]+
2 n=-oo 22 n=-oo
11 + 00
+EE Z A, cos[n(l'=2A)—v]

n=—ao

Si en la ultima suma reemplazamos n por —n, resulta que ésta es igual a la primera entonces, ambas
sumas son iguales, luego se tiene

1
4

+00 —0 +00
Z A, cos[n(l'—k)+v]+% Z A, cos[n(l'=2)+v] =% Z A, cos[n(l'=A)+v]

n=-—o n=oo n=-—o

1 , . p . P .
Recordar que 6 =v + 1'- 1; si e = 0 entonces la anomalia verdadera v se convierte en la anomalia media 1.
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Entonces, el segundo término del desarrollo de [i} definido como P, admite el desarrollo:

e=¢e'=0
P1=—n2% > B, cosn(I'=2) [cos(I'=%) — cos(I'—=1 —27)]
n=-—oo
21 & , 21 & , , ,
=-n D Bycos(n+)(I'=A) +n 3 D Byucos[n(l'=A)+1'+A-21]
n=-o n=-w

- % n> > By cos (m+1)(I'-2) + % " Y By cos[(n+1)(I'=1) + 2 - 27]

n=-—oo n=-—oo

Notar que, en la primera suma intercambiamos (n + 1) = n, luego n = n — 1; en la segunda suma

realizamos la misma operacion (o intercambio) y andlogamente se opera con el tercer término, que
. 4 . . . .
contiene a 1, definido como P,. Finalmente, se obtiene el siguiente desarrollo:

22
— = — Z A, cosn(I'-A) —
A e=¢'=0 2 n=

=—00

o0 o0
1 o [ D> Bp_jcosn(I'=1) = > By_jcos[n(l'=1)+21-27

+Py +...
> 2

n=-—oo n=-—oo

Donde el termino P, admite la siguiente expresion:

4

P,=—n

C,cosn(I'=2) [2 —2cos2(I'=1") —2cos2(l-1) +cos2(l—-t+1'—1") +

0

~lw

1 M8

1
2

n
+ cos2(l-t-1+1")]

Notar que: cos 2(I -1+ 1'—1t") =cos2(A+1'-21") y cos2(l1-1—-1+1") =cos2(I'-2)
Entonces,

n % Z {ZCncosn(l'—k)—2Cncos[n(l'—k)+2(1'—r')]—2Cncos[n(l'—k)+

n=-—oo

+2(1-1)]+Cheos[n(1I'=A)+2(A+1"=217" )+ Cpcos [n (1" =) +2 (1" = )]}]
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Aplicando el operados X, suma, término a término se tiene:

P, = % n’ D> Chceosn(l'=2) - % n’ D Chcos[(n+2)(I=A)+21-27] -

- % n4 Z Chcos[n(l-A)+2A-21]+ % n4 Z Cpcos[(n+2)I'=A)+ 21 -21]

+ % n’ D Chcos[(n+2) (I'=1)]

NOTA: Las sumas anteriores son con respecto al indice n; ahora cambiamos los indices de la siguiente

forma:
En la segunda suma: n+t+2=n = n=n-2
En la cuarta suma: n+2=n = n=n-2
n+2=n = n=n-2

En la quinta suma:

Entonces, la parte principal de la funcion perturbadora, cuando las orbitas tienen excentricidades nulas

0 muy proximas a cero, tiene la expresion:

{ﬂ =Y Mycos[n(I'=2)] + > Ny cos[n(I'=1)+21—27]
e=e'=0

+ Z P,cos[n(I'=A)+4A1-41"]

+ > Queos[n(I'=A)+6A—67]

Los coeficientes admiten los siguientes desarrollos:

1 - 3 4
Ap=2 M Bogt o [cn+%cn_2]+...

M, = >

N | =

2 3 4
n Bn—l_zn [%Cn—Z_Cn]'i_---

3
Pn:§n4 Cn_2 +...
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En definitiva, cuando e = e” = 0, la parte principal de la funcion perturbadora se puede expresar de la
siguiente forma

%zz Kijcos[il = jA—(i-j)] (7.8)

donde, un argumento cualquiera de la férmula (7.8) tiene la expresion:
i(I'-A)+hA-htv=il"-(i-h)A+ht =il"—jA-(i—-j) 7.

siendo h=—(1—j). Luego, parae =e¢” = 0, resulta la ecuacion (7.8).
Notar que:
parah =0, K;

paraj=1-2, K;i=N;j
paraj=1i-4, K;:; =P,

§ 7.3 Desarrollo de la funcion perturbadora en series de potencias de ey e”.

En esta seccion vamos a analizar el desarrollo de la parte principal de la funcion perturbadora 1/A en
serie de potencias de e y €', i.e., cuando los elementos elipticosa #ry e # 0.

Hemos analizado, consultar § 7.2, el desarrollo de 1/A en serie de potencias de n2 , considerando
quee=e =0,encuyocasor=a,r'=a’,v=1yv'=1, ie., “elementos orbitales constantes”; dicho
desarrollo se puede escribir, como hemos visto, de la siguiente forma:

% = > Kjjcos[il —=jr—(i-j)t] (7.8)

donde, 1" es la longitud media del nodo ascendente de m respecto de m’; definido por el arco:
vy Q'+ QG (ver Figuras 35, pag.138) y A =1+ 1" — 1 (consultar pag. 141). El indice i, en la suma, varia
desde +o0 a —0 y los coeficientes K ; adoptan los siguientes desarrollos 1.

Sij =1entonces, K;; = M;, coeficiente que se puede expresar en serie de potencias de n2 , donde el

primer término es constante, cuyo desarrollo es de la forma:

Mi=a0+a2n2+a4n4+...

Ademas: Sij=1i-2,entonces K;;_»=N; =0, n2 + By n4 +...

Sij=i—4,ent0nces Ki,i—4= P1 =74 n4 + Yo n6 +

Los coeficientes a.,0 5,0 4:B2,B4;74,Y¢. s0lo dependen de los coeficientes de Laplace 2, es

decir de los coeficientes de las series de Fourier de las siguientes funciones:

! Consultar pag. 143.
2 Consultar: Brouwer, D. & Clemence, G.; 1961,”Methods of Celestial Mechanics”, pags. 471-476 y 495-502.
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A
Eje-Z
_)
I; Plano de la orbita
\
\
\
\
\
\ .
\ 1 m
\ )
Q/_ - &/ Pericentro
r -
\ _ -
\ -
\ ! - .
\ - w Eje-Y
Z-% .
Q 1 -
_________________ A Nodo
Eje-X

Plano de referencia

Fig. 36. Elementos angulares de la 6rbita. Q = longitud del nodo ascendente. » = argumento

del perihelio. w = longitud del pericentro. V = anomalia verdadera. w = longitud verdadera en la
orbita. Ademas, la longitud excéntrica ¢ = w + E y la longitud media . = w + M.

_1 1 &
r 2=—ZAicosi9
2—oo
T e .
aa T ZZ—ZBiCOMG
2—00
2 a3 1L .
a a F2=52Cic0516
— 00

donde =1 — A, lafuncion T =da* + a* =2 a a’ cos (1" — L) y los coeficientes A j, B j, C j son pares,
1.e., Ai=A _i. La Figura 36 muestra la definicion de los elementos angulares de la orbita.

Para obtener el desarrollo de la parte principal de la funcion perturbadora en serie de potencias de e
y e’, basta reemplazar en la ecuacion (7.8) el semieje mayor a por r, a’por r’, 1 por v y I'por v’; donde
r=a(l +x)yr=a’(l +x’), las variables x y X" se anulan cuando e = ¢'= 0; andlogamente para la
longitud verdaderav=1+y, v'=1'"+y’, implicay=y'= 0 parae =¢'= (.

El primer paso consiste en reemplazar a por ry a’por r” en los coeficientes del desarrollo de los K

que solo depende de n* y de los coeficientes de Laplace ', los cuales a su vez solo dependen de a y a’,
luego se tiene,

! Consultar: Brouwer, D. & Clemence, G.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pags. 471-476 y 495-502.
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deZﬁF(a,a)

Es decir, una funcién de a y @ para cada n 2. Analicemos que clase de funcion es.

Para ello examinemos los coeficientes A;,B;,C;,..., los cuales son funciones homogéneas
respecto de los elementos a y a’, de grado menos uno (—1); también lo son los coeficientes M, N; y
P;; entonces podemos escribir,

F(ka,ka’) =—11 F(a,a’)

En efecto, un coeficiente cualquiera, por ejemplo B;es funcion, como vimos anteriormente, de a y a’;

entonces, qué sucede matematicamente si reemplazamos en la expresion (7.6), a porkay a’ por k a’,

se tiene

o0
> Bj(ka,ka’) cosif

i=—o0

3
kaka' |k*a®+k? a'2—2k2aa'cose] 2 =

N | —

donde 6 =1" — A; luego de simplificar e igualar coeficientes, resulta:
B;(ka,ka) = —11( Bi(a,a")

Como se queria demostrar.
El siguiente paso consiste en desarrollar la expresion: F [a(l +x),a(1+x") ] de la siguiente

forma:

F[a(l+x),a'(1+x’)] = ! F( L+x a,a’j = ! F(a+aﬂ,a}
(1+x") 1+x’ (1+x") (1+x")

o , . . X —X .
por simplicidad hacemos (1 + x") = k, y definimos una cantidad h = a Tox ; entonces, la expresion
+ X

anterior toma la forma: F (a+h,a" ), lacual se puede desarrollar en serie de potencias de la

(1+x))

variable h, que tiende a cero si e = e¢’= 0. Luego, el desarrollo en serie de Taylor es el siguiente:

, , N2 A2
! F a+a(X_X),a' = ! F(a,a')+ax_X E+La2 XX 0 F+...
(1+x") (1+x") (1+x") I+x" 0a 2! 1+x ) pa2

Ademas, si definimos el primer miembro de esta igualdad por K;;(r,r") y desarrollados la suma del
segundo miembro se tiene,

F(a,a’) ‘g (x-x) OF N laz (x—x')2 82F+”.

K”(rar’) = ,
H (1+x) (1+x)2 a2 (14+x) da?
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Para abreviar la notacidon definimos:

a 0F(a,a) K (0 :i 0" F(a,a’)

K =F(a,a), K= R
j i1 sa Nl gat

entonces, el desarrollo en serie anterior se puede escribir de la siguiente forma:

s _(x=x)" (m
K;i(r,r") = -~ =7 K
- Z G S
donde los coeficientes Kf jn) solo dependen de a, de M; , N; , P;, etc.; luego la parte principal de la
funcién perturbadora, ecuacion (7.4), admite el siguiente desarrollo

“y K (n)(X_>+1cos[ir—jx—(i—j)r'+iy’—jy]
—x)"

Ademas, para simplificar, definimos D=11-j A — (i—j) t’, entonces % toma la forma ":

1 n x" TV xV S
— = ( j Kgl) — cos[D+1y—Jy]
M (1-x7)

Desarrollando la funcion coseno resulta

n-v _-v
__Z( ] (n) ();—)HXJrl [cos(iy —jy)cos D —sen(iy —jy)senD ]
- X

Luego,

1 n (n) x" TV xV ., . . .

— = KW — + D-

A z (vj i; (1—x’)n+1 {[cos (iy") cos (Jy) sen(ly)sen(Jy)]cos
—[sen(iy') cos(jy) —cos(iy')sen(jy] sen D}

y finalmente,

rvV s rV s
%:z (“j K HX cos(jy) 2UY) | n-v Sen(jy)LnOy)] cosD —
A%

(1+x7)"+1 (1+x)"*!

(7.9)

rV . rV P
_ Xn—vcos(jy)Ln(lfp _Xn—vsen(jy)LSOyI) sen D}
(1+x)"* (1+x)™*

Recordar que nos interesa estudiar el caso en que la anomalia verdadera es igual a la anomalia media mas un
término correctivo debido a que la excentricidad no es nula entonces: v=1+y.
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Se puede demostrar (ver Capitulo 2) que la expresion (x (M=V) ¢os jy) admite un desarrollo en serie

de Fourier, convergente, en funcion de la anomalia media M de la forma:
x "V cos (jy) = D) acos(uM)

x"Vsen(jy) = ) bsen(pM)
y analogamente,

xVcos(iy) _

- ,)n+1 = z c cos(E M)
X

xVsen(iy) _

- ’)n+1 = z d sen(E M)
X

donde los coeficientes: a, b, c, d, de las respectivas sumas dependen de los pardmetros: j, n y v asi
como también, de las excentricidades e y e¢” de los planetas m y m’. El producto de dos coeficientes
cualesquiera, uno del primer desarrollo por otro el segundo, se puede escribir de la siguiente forma:

axb=elt2P o(e?)
y analogamente con los coeficientes de las dos tltimas sumas,
cxd=¢5%2P g(e'?)

donde p y p” son nlimeros enteros positivos, i.e.,p=0y p” >0.
Con estas hipdtesis y reemplazando todos los factores que aparecen entre llaves por sus desarrollos
respectivos, ver Ec. (7.9), el corchete se puede escribir de la siguiente forma:

rV P rvV .
X"V cos (i )LS(IY) £ X" sen(] )L“(IY) cos D —
Jy (1+X,)n+1 Jy (1+X,)n+l

_ . xVsen(iy - .
x" Vcos(Jy)% - x""Vsen(jy) ——
(1+x") (1+x")

rV . ’
LS(IY)] sen D} = Factor

luego, al desarrollar cada corchete tendremos ciertas sumas de productos de uno de los factores por el

otro, es decir:

Factor = z [accos(uM) cos(EM’) + bdsen(uM) sen(EDM')] cos D -

—Z [adcos(uM) sen(EM’) — besen(uM) cos(&M')] sen D
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Entonces, podemos expresar cada suma del siguiente modo,

Factor = Z {% [accos(pM+§M')+accos(uM—&M') + bdcos(UM-EM') —
—bdcos(uM +EM’)]cos D —%[adsen(uMJréM’)—adsen(uM—éM')—
—-besen(UM+EM)—besen(uM-EM')] sen D }

Multiplicamos cada término por cos D y sen D respectivamente y luego, agrupamos segiin argumentos

comunes, entonces resulta:
1 , ,
Factor = p Z{accos(D-i—pM-i-&M) +accos(D-puM-EM’) +
+accos(D+uM-EM’) +accosD-—pM+EM) +

+bdcos(D+uM-EM’) + bdcos(D—-puM+EM’) —

—bdcos(D+uM+EM) —bdcos(D-uM-EM) +

+adcos(D-pM-EM) adcos(D+uM+EM’) —
—adcos(D-pM+EM) + adcos(D+uM-EM) —
—-bccos(D-—pM-EM) + bccos(D+uM+EM) —
—-bccos(D-puM+EM) +bccos(D+uM—§M')}

El siguiente paso consiste en factorear coseno con argumentos iguales en consecuencia se tiene:

Factor = i z {(ac—bd—ad+bc) cos(D+uM+EM’) + (ac—bd+ad—-bc)
cos(D-pM-EM’) + (ac—bd+ad+bc) cos(D+uM-EM") +
(ac+bd—ad—bc)cos(D—uM+§M')}.

Notar que todos los términos que componen los coeficientes de los cosenos, i.e., a, b, ¢, d son
funciones de e y e’ simultdneamente y los argumentos de las funciones trigonométricas son de la forma
(D puM=£EM)en las cuatro combinaciones posibles respecto de los signos por lo tanto, podemos
expresar el desarrollo del Factor de la forma:

Factor=2, Q ¢* P cos[il'=jA—(i—j)T 2puMtEM ] (7.10)



150 § 7.3 Desarrollo de la funcién perturbadora en serie de potencias de e y e’.

Recordemos que las anomalias medias de los planetas m y m” estan expresadas por:
M=nt+e-wo=l-w, y M=nt+e o =1"-w
luego, reemplazando en (7.10) resulta:
Factor =), Q & P cos[il'—jA—(i-jHttp(l-w)rE( —w)]
Desarrollando se tiene,
Factor=2, Q & e cos[(xE) I -GF WA tpGt—-1T-®) FEw —(1—j)1 ]
ademas, ® = w + t” —7, entonces,

Factor=2, Q & e cos[c'l'-cAFpoFEo —(1-j)1 |

donde,

a=p+2p, PB=E+2p

y finalmente, el desarrollo de la parte principal de la funcion perturbadora i, ecuacion (7.8), tiene la

forma:

i _ z (nj Kl(jl) Q * P cos[c’'l'-ch FpoFéo —(1-j)1 ] (7.11)
\Y

Hemos visto que los coeficientes KSI) admiten desarrollos en serie de potencias de n2 (consultar

pags. 145 y 146), donde n = sen% siendo J el angulo que forman las orbitas de m y m” en el punto G,

. , . (n) . . 2
ver Figura 35 (pag. 138). Luego, si los K j  Seexpresan en series de potencias de i, entonces los
. 2

terminos en n

¢con que exponente multiplican a cada funcion coseno, en el desarrollo en serie ?;
O expresado de otro modo:

: . . . 1

¢de que orden es, respecto de n2, el coeficiente general del desarrollo en serie de n ?;
por ejemplo,

para j =1, i.e., cuando en el argumento del coseno, el coeficiente de t” es igual a cero el

orden del coeficiente es cero.
sij=i-2,1e.,cuandoi—j=2,elordende K;; es dos.

sij=1—4,1i.e., cuandoi—j=4, el orden de Kij es cuatro.

etc.
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Por lo tanto, el orden del coeficiente de nz, en el término general de éste desarrollo, es (i — j) 6
eventualmente si alguno de los coeficientes es nulo, el orden sera (i — j — N° par); luego, la parte
principal de la funcidn perturbadora se puede expresar de la forma:

% = Z S nF el ot cos[arta' I'tBo+Bf @ -2yt ] (7.12)

. . Lo 1
La ecuacion (7.12) es la expresion final del desarrollo de la funcion Z; donde los exponentes son:

H=|p|, H =|&|, F=2y :todas estas cantidades mas un nimero par > 0.
siendo

lul=lxul=|B| = H=|B|+N°par>0.

|[El=[£E[=IB"] = H =[B[+N°par>0.

Por ultimo, se demuestra que la suma de los coeficientes: oo+ o” +  + " — 2 y = 0, lo cual significa
que: —ot+to F uFE-(—j)=0yportanto,—(jJ +F W+ @(x& + u+ &—-(1—j)=0, ademds se
cumpleque B+B -2y [<IB|+|B|+2y=H+H +F+ (N°par=>0) = orden del coeficiente, y
como o +a’| =|B + B — 2 v | entonces, el orden del coeficiente del término general del desarrollo de

% es mayor o igual que el valor absoluto de la suma de los coeficientes de A y 1" del argumento.

NOTA. Recomendamos consultar:
Duriez, Luc; 1992, “Le développement de la fonction perturbatrice”, pag. 35. En “Modern Methods
in Celestial Mechanics”, Editores Benest, D. et Froeschle, C.; Editorial Editions Frontiéres.

§ 7.4 Desarrollo de la parte complementaria de la funcion perturbadora.

Hemos estudiado, en el item anterior, que la parte principal de la funcién perturbadora se puede
expresar de la forma, ver ecuacion (7.8) pag. 144,

%=Z Kjjcos [il'=jA—(i-j)7] (7.8)

validaparae=e'=0,donde A =1+t —1; parai=...-2,-1,0, 1,2, ...,j=1,1-2, i-4, i—6, ..., ademas,
T y 1’ representan la longitud del nodo ascendente de m y m’ respectivamente. Entonces, los
coeficientes K ; tienen la forma,

Kij = oag+ayn +ogn® +...= M
_ 2 4 _
Kiia = Pon™+Pam” +...=N;

4
Kiiq4 = Y4am t+...= P
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Son polinomios de exponente par en m, donde los coeficientes a, 3, v, etc. son funciones homogéneas
de grado (—1) respectode aya’.
También estudiamos el caso general es decir, con excentricidades no necesariamente nulas entonces,

la parte principal de la funcion perturbadora tiene la expresion:

1 H
— = Z QeHeHnFcosD (7.12)

A

donde, el argumento D=a l+ o' I'+Bo+p @ -27y1; o=+ 1 — 1, ver ecuacion (7.12) pag.
151; ademas, la suma de los coeficientes es igual a cero, i.e., o + o + B+ =2y = 0, siendo y un
nimero entero positivo o nulo (y > 0). Asimismo, los exponentes estdn determinados por las relaciones:

H=|B |+ N°par=>0.
H =|B" |+ N°par>0.
F=2y+ N°par.

y el orden del coeficiente general del desarrollo esta dado por: H+H + F= |a+ o’ | + (N° par > 0).

Nos vamos a ocupar ahora del desarrollo de la parte secundaria de la funcion perturbadora, i.e., el
desarrollo de la funcion,

xxX'+yy+z7

r’3

= parte complementaria de la funcion perturbadora de

las masas my m’.

donde {x,y, z} son las coordenadas cartesianas del planetamy {x’,y’, z"} las coordenadas de m’.

La parte complementaria se puede
escribir en funcién del modulo de los
vectores P y P’, de la forma:

—>—
xx'+yy+zz _ PP rrcosV
, , /3
- PP
r cosV
2
Fig. 37. P y P" son los respectivos radios vectores >

de m y m” respecto del Sol. V es el angulo que Donde P P” es el producto escalar.

forman ambos vectoresy |[P|=r y|P’|=T1".
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Por lo tanto, la componente secundaria de la perturbacion que m” ejerce sobre m se puede expresar,
escalarmente, en funcion de las distancias r, r" y el angulo V que ellos forman entre si, luego

xx'+yy +zz _ rcosV

r’3 r'2

El coseno de V se puede calcular teniendo en cuenta la Figura 35, pag. 138. Los detalles se muestran en
la Figura 38.

LadoGm=(v-1)yGm =V -1);
El 4ngulo en G que forman m y m’ es
igual a J. La distancia entre m y m” es el
arco V. Luego, se cumple la relacion.

cosV=cos(V-r1)cos (Vv —1')+
sen (V—1)sen (V' —1’)coslJ

Fig. 38. El arco V en funcién de los arcos auxiliares.
La longitud verdadera vy v’ de my m’” respectiva_
mente; la inclinacidon mutua, J, entre las orbitas;
G es el nodo ascendente de m respecto de m".

Para obtener el desarrollo de la parte complementaria de la funcion perturbadora, efectuamos el
mismo procedimiento que para la parte principal i.e., con e = e¢’= 0, consultar § 7.2, pag. 138; por lo

tanto, el término complementario admite el desarrollo ',

a

a,2

Ce=e=0 = [cos(l—r) cos(I'=1") +sen(l—-1) sen(I'—1") cosJ]

Haciendo el cambio de variables: cos J =1 — 2 senzé, donde sen % =), entonces cos J =1 -2 nz;

luego se tiene:

Ce=e=0 = iz lcos(l—l'+r'—r) —2n2 {%cos(l—l#r'—t)—%cos(1+l'—r'— T) }J
o

recordar que A =1+ 1" — 1, luego resulta, después de simplificar:

Ce=e=0 = % l(l—nz)cos(l'—k) +n2 cos(l’+k—21:’)J
a

! Recordar que cuando e = 0 entonces v =1 (longitud media), pag.140.
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Cocermg = == m? [cos (I'=1) + —5n? cos (I'+A-27)
a a’ a’

e o . 2 .
entonces, los dos ultimos términos, contienen a i, tienen la forma:

Kjcos[il' =ja—(i—j)t]

ademads, el primer término, en esta expresion general, con el argumento (I — A) corresponde a los

valores de i =] = 1; luego, el primer término del desarrollo de K ;, tiene la representacion:

__a a 2
Kn=—3+ 3

NOTA: El coeficiente K;; es un caso particular del coeficiente K;; que hemos estudiado

anteriormente, consultar pags. 144 y 145. Por lo tanto, si la parte complementaria de la funcion
perturbadora, para el caso e = e’= 0, admite un desarrollo de la forma propuesta, ver ecuacion (7.8) pag.
151, es logico suponer que también admitira, en el caso general, un desarrollo como el propuesto en la
ecuacion (7.12) pag. 152.

Vamos a demostrar que la parte complementaria, de la funcion perturbadora, carece de términos
seculares, es decir de términos no periédicos '. Dicha parte complementaria admite un desarrollo de la
forma:

C=2Pcos[al+al-p(@, o, 1,1t )]
o también,

C=2 lAEa’ cos(al+a'l) + By o sen(ocl+0c’1')J

Si tenemos en cuenta que: M=nt+t1—-o=1-®; luego, =M+ @,y ' =M +w".
Por lo tanto,

C =X lAaa, cos(aM+a'M) + B sen(aM+a'M')J

aa’

Esta expresion es una serie doble de Fourier en funcion de los multiplos de la anomalia media My M’;
cada término de la serie trigonométrica es una funcidn periddica con periodo 2m; por lo tanto, también
lo es el desarrollo de C.

Ahora bien, decir que este desarrollo carece de términos seculares, es afirmar que el coeficiente
A ¢ =0. Demostracion: el coeficiente A j( tiene la siguiente expresion:

Ago =

n? r

2
_1In [ “’OSV dM dM’ = jnrdM | COSVdM’ (7.13)
4n” 5 o T 0 0

' AIDr.R. P. Cesco, mi profesor de Mecéanica Celeste en el Observatorio Astronémico de la UNLP, afio 1963,
no le convencia la demostracion de éste teorema.
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7 dw

En virtud de la integral de las areas, se tiene: r E = const. = ¢, ademas, como: n dt = d M entonces,

c . , ,_C ,
resulta: * d w = ¢ dt = — dM; analogamente r 2dw =— dM’. Luego, reemplazando en las
n r

integrales que definen A () se tiene,

1 ., 2n 2n
Ay = —= ° .[rdM Icosde',
2 I4
4= € 0
2w
Entonces, para demostrar la hipotesis que A ( = 0 basta probar que: .[ cosVdw =0.
0

Hemos calculado el desarrollo de cos V, pag. 153, reemplazando se tiene:

2n 2n
IcosV dw’ = I [cos(V-1)cos (V' —1)+sen(V—1)sen(V —1)cos]] dw’ =
0 0

27 2n
=cos (V —-1) I cos (V' —1)dw’ + sen (V—r1) cosJ.[ sen (V' —1")dw’
0 0

Teniendo en cuenta que: V' =@  + w’, sustituyendo resulta,

2n 27 2n
I cos V.dw' =cos (V —1) .[ cos (@ +w —1’)dw’ +sen(V—1)cos] I sen (m +w —1')dw’
0 0 0
2n 2n
y teniendo en cuenta que: Icos ada =0y Isen o da = 0 entonces, las dos ultimas integrales del
0 0

desarrollo anterior son idénticamente nulas y por tanto, el coeficiente A (([ecuacion (7.13)] es nulo

como se queria demostrar.

§ 7.5 Aplicacion a la variacion de los elementos elipticos.

Hemos estudiado que la variacion de los elementos elipticos respecto del tiempo ', ecuaciones (6.8)

pag. 129, para el planeta de masa m tienen la forma,

da_ 2 R

dt na ds (7.14)

! Consultar § 6.3 Ecuaciones Planetarias de Lagrange, pag. 121.
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Las ecuaciones (7.14) forman un sistema de seis ecuaciones diferenciales de primer orden; idem
para el planeta de masa m’, luego

da’ 2 OR’

dt n'a o0¢ (7.15)

donde R y R’ representan la funcion perturbadora de m y m” respectivamente, definidas por las

expresiones:
R =Gm 1 xx'+yy+zz
A 3
R' = Gm 1 xx'+yy+zz
A 3

Notar que en los sistemas (7.14) y (7.15) aparecen las derivadas de las funciones R y R’ respecto de los
elementos elipticos {a, e, i, €, Q, }.

Por otra parte, hemos demostrado, en el item anterior, que la funcion perturbadora admite un
desarrollo en serie multiple de la forma,

R=2 AcosD, R'=2 A cosD

donde: A=QeH et nF; Q(a,a"); D=al+ta'I'+tfo+f o -2y1, o=w+1 -1, l=nt+g;

n2a3=p=G(l+m).

OR . S . .
Nos proponemos calcular Ta Esta derivada aparece en la sexta ecuacion diferencial del sistema
a

(6.8) pag. 129; recordemos que la variacion de € respecto de t, tiene la forma:

de 2 R 5 (1-4/1-¢%) 8R tang(%) oR
= | P +
) 1’1212

e de na2 1—62 o1

Idéntica expresion para de’ , donde se halla: -
dt da

Debemos tener presente que la derivada de R respecto de a consta de dos partes, a saber:

8R=(6Rj+6R @:(aRjHa_R@ (7.16)

da da on o0a | da ol oa
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O0R O0R 0l OR O0R
Yaque — = —— —,perol=nt+¢g luego — =t —.
on 0l On on ol

Entonces, la variable independiente t (tiempo), que solo estaba presente en el argumento D de los
cosenos, aparece ahora como factor; en otras palabras, en forma de un término secular; este resultado
produce un inconveniente pues t aumenta. Por lo tanto, es necesario hacer una transformacion, para ello

dn dn da da 2 OR
recordemos que: — = —— ——; por otra parte: — = — —— [ver (6.8), pag.129]; luego,
que T P p 1t ag[()l)g] g
dn 2 dn OR 2 dn OR dn na 1 dn
— = —— — = — — ——: despejando — = — —— —— vy reemplazando en (7.16
dt na da O na da 01 Pe] da 2 OR dt Y P (7.16)

OR OR na dn ., o s :
resulta Za = Pa +t > E; expresion que sustituimos en la ultima de las ecuaciones (6.8) o
a a

su equivalente (7.14), entonces se tiene:

+... (7.17)

., o OR . . : . .

NOTA: La expresion entre paréntesis | — | es la derivada obtenida diferenciando sélo los
a

coeficientes de la funcion perturbadora respecto de a.

Otra forma de expresar (7.17). Si definimos: d e + t d n = d & V) e integramos término a término
resulta,
e =¢g+[tdn = g+nt—[ndt

entonces, la ecuacion (7.17) toma la forma:

de™ _ 2 (orR),
dt na oa

esta expresion es valida siempre que € ) =&+ nt— [ ndt. Ademas, comol=nt+e= ¢V +[ndt
podemos escribir que: 1 = & ) + p; suponiendo que p = [ n dt.
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Consideremos nuevamente la sexta ecuacion diferencial del sistema (6.8),

2 i
de 2 6R 7 (1-41-¢”) 8R tang(z) oR
2o =222 1- +

: na2 ‘

e oe 2 [1_e¢2 Oi

na (S

: OR ., OR na dn
si reemplazamos —— por la expresion hallada: | — | + t — ——, resulta:
da doa 2 dt

—y1-¢? tang |1
de ,4d4n__ 2 (%} il U 12 ¢”) OR els) oR
a na

dt  dt e Ode .2 [ _.2 0i

(1)
donde E+ tﬂz de
dt dt dt

a, que aparece en el segundo miembro, debe calcularse derivando los coeficientes del desarrollo de R,
dado por la expresion R = X A cos D, donde A = Q " ¢
sexta ecuacion mantiene la misma forma, pero con letras de distinto significado; lo mismo podemos

; luego, se mantiene la forma original pero, la derivada de R respecto de

nF y Q (a, a"). Con esta advertencia, la

decir respecto de la sexta ecuacion, correspondiente al planeta m’, en el sistema de ecuaciones (7.15),
definida como:

dee 2 OR’ N
dt na” da’
entonces, sil’ =& '+ p’ resulta:
de® 2 or",
dt na’ da’

Por lo tanto, el sistema de las doce ecuaciones diferenciales de primer orden de los elementos
elipticos Ecs. (6.8) o su equivalente (7.14) y (715), que hemos deducido, pueden escribirse de la misma
forma, pero con la funcion perturbadora R, para el primer sistema, expresada como:

R=XAcosD

donde: D=a(e+p)+ta’ (¢ +p)+Po+p @ -2y

Y en forma similar para las ecuaciones diferenciales del segundo sistema, (7.15), correspondiente a
la funcion perturbadora R".

En consecuencia, para calcular las derivadas de R o R’, respecto de los elementos orbitales, se debe
tener en cuenta lo siguiente,

OR _ OR  OR _ 3R &R

; = no varia.
oe M ow Ow " Oe

OR . . .
(—J como definido anteriormente; ademas:
a
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Aparecen dificultades en el calculo de las siguientes derivadas: % y 88_1.{;
1

Consultar: Danby, JM.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pags. 331-336.
McCuskey, S. W.; 1963, ”Introduction to Celestial Mechanics”, pags. 142-149.

Perturbaciones de primer orden.

Si designamos con ¢ un elemento cualquiera de la orbita del planeta de masa m y con " un

elemento cualquiera del planeta m’; entonces, la variacion de un elemento del planeta m o m’, se puede

escribir de la forma !:

do

—=m' F(o;,07,t

dt ( ] k )

——————————— un sistema de 12 ecuaciones diferenciales. (7.18)
do’
—=mF(o;,07,t

dt ( ] k )

El sistema (7.18) esta formado por seis ecuaciones diferenciales de primer orden que corresponden a
los seis elementos orbitales del planeta m y seis ED analogas del planeta m". Como se puede apreciar,
estas ecuaciones diferenciales dependen de uno o varios parametros, representados por 6:, G’k ,

entonces, por un feorema de Poincaré el cual enuncia que un sistema de ecuaciones diferenciales,

funcion de uno o varios pardmetros, se puede resolver analiticamente en series de potencias de los
. 2

parametros, de la forma *:

, 2 , 2
(5=00+010m +c501m+c520m +c511mm +c502m +... (7183)

Si hacemos las siguientes sustituciones:
619 M’ + 61 = §; 0y,
Gop m? + o)y mm’ + opy m’ = 31 0y
y reemplazamos resulta,
6=0(p +0,0p+ 0,00 +...
analogamente, una expresion similar para el elemento ¢, i.e.,
c'=0cgt+tocytoycyt...
Por lo tanto, si la masa de los dos planetas es nula, m = m” = 0, las doce ecuaciones diferenciales
(7.18) tienen por soluciéon ¢ y ¢’ igual constantes; entonces, G, y o' representan los elementos

osculadores y los términos restantes son las perturbaciones de ordenes sucesivas; luego, la primera
ecuacion de (7.14)

da 2 OR

dt na oe

! Consultar: Smart, W. M.; 1953, “Celestial Mechanics”, Capitulos 5y 6.
2 Desarrollo en serie de potencias de las masas.
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admite una solucion,
a=aog+01apgt &ao t+ ...

en forma analogo para la excentricidad,

e=egt degt+ drepgt ...

y expresiones similares para los restantes elementos elipticos de la drbita.

Recordemos que la funcion perturbadora R admite un desarrollo en serie trigonométrica de la forma:
R=ZAcosD,donde,D=a(e+p)+ta’ (¢ +p)+Po+pf @ -2yt ;0o=w+1 -1,y p=fndt.
Ademas, podemos escribir que:

n=nyg+o0;ny+o,ng+...

p=p0+61 p0+62p0+...

3
donde pg (término osculador) esta definido por: pg = ng t; asimismo, n?al = p luego, n= \/E a 2
3
Y ., n .
y por tanto, ng = / 1 ag <. Entonces, la relacion — admite el desarrollo,

Do

3 3
n a 2 ora oy a 2
— = | — =1+ 420 270 4 .
o a0 a0 a0

d1a dra .
190, 2290 4 = X (es una cantidad muy pequefia) y reemplazamos en la
ao ap

expresion anterior resulta:

Si definimos

3 -
n=n0[1+X.]_E =n0{1—%X+1—85X2+...

y reemplazamos en la expresion que define a p, i.e., en el desarrollo de:
p = Jndt = I(no + 311y +82n0+...)dt =npt + I ding dt + I dnpdt +... =

= po T 8ipp + d2po +...
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donde, po = not
81 Po = J.Sl Ilodt
62[30 = JSQl’lodt

NOTA. Esta descripcion elemental del método nos ha permitido obtener las perturbaciones de primer
orden y drdenes sucesivas *.

El siguiente paso es calcular la variacién de un elemento eliptico cualquiera, definido como:

de _

PR ICIRADE

donde oy representa un elemento. Hemos estudiado que oy admite un desarrollo en serie de potencias
de u, ver ecuacion (7.18a), de la forma,

o= T o = o+ oflu v off 4+

(v)
siendo Gf{o) = const.; entonces, derivamos la expresion que define a o), resulta:
1) (2)
dot do
k 2 40 _ [ ), (M J
+ + --- = N '
n 1t 1) 1t ufcJ + 0] p+...,t, 1

Si la funcién f admite un desarrollo en serie de Taylor, se tiene

¢y)
) O )
an

e ®. )

e igualando coeficientes segln potencias de p, obtenemos las expresiones de los términos del desarrollo
solicitado, i.e.,

1

S (CIENTY
dt a aGJ

b
etc.

Recordemos que la funcién perturbadora R admite el desarrollo: R = 2 A cos D = Agcos Dy + - - -

donde, Ag = A(a=ag,a’=a’g,e=¢ep,e=¢,M=MN0) Y,

Do =a(g+ not)+a (ep+npt)+Pwy+P @o—277.

'S po representa la perturbacion de primer orden; 8, pg representa la perturbacion de segundo orden, etc.
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Por lo tanto 1,

d(8jap) _ 2 (8Rj
0

dt npag | O0e

2 2
d(61eo) 1-ep OoR 2 1 —4/1-¢p OoR
o) _ _ ~ 1= V 7.19
dt 0w ), °0 2 0 (7.192)

ngag eg npag eg de

Entonces, se obtiene un sistema de seis ecuaciones diferenciales que dependen de los elementos
osculadores ay, e, etc. y de la funcion perturbadora R; andlogamente, seis ecuacion diferenciales para

los elementos a,’, €', - - -, con la funcion perturbadora R’, luego
d(81ap) _ 2 ( aR'j
dt nga’y \ 0¢" ),
d(d;¢
d@ieo) _ (7.19b)
dt
, o0 R 0 : ., . . .
Ademas, como j — | dt = — I R dt, la integracion de las ecuaciones diferenciales de los
oe ogg
elementos elipticos, se obtienen mediante las integrales:
IRO dt =Y Ay jcosDO dt,
Si multiplicamos y dividimos por: (ang a’ n,O) ,donde (ang +oa'n’y) #0, se tiene:
((X. ng+aon 0)
+o'n’ A
= Z Ay IcosDO dt (ang oc,n,o) = Z—O sen Dy.
(ang+a'n’y) ang+an
Por lo tanto, la integracion de la primera ecuacion de (7.19a) resulta,
d(o
dt ngpag de ), npag 0gg
A A
-2 9 —OwsenDO -2 O, — o cos Dy.
ngag 680 ang+ang ngag ang+o ny

1 . . R .
Nos referimos a las perturbaciones de primer orden: d; ao ; 9 ey ; etc. relacionadas con los elementos
osculadores.
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Luego,
2 A
d1ag = Z O, — a cos Dy.
npag ang+ao njy

Expresion que permite determinar la perturbacion de primer orden del semi eje mayor a. Del mismo

modo se obtienen las perturbaciones de primer orden para los restantes elementos elipticos.
Si el denominador aangy +a'n’g =0 entonces, Dy =agg+a’ €y +Pwy+ P @o—27y 1 (= const.
y también R = const. en consecuencia,

oR,
880

da
= (, entonces resulta, E =0 = a=const.

Este resultado representa el teorema de la invariabilidad de los semi ejes mayores.

Términos seculares. Ejemplo. Calculemos la variacion de la excentricidad respecto del tiempo,

1e., %. Hemos estudiado que, ver ecuacion (6.8) pag. 129,

_e2 .2
o 3 () g (o)

dt ngag eg ngag e oe
. OR , OR OR . .
Si 0 =, y ademas 0 = 0 -_3% B A sen Dy; entonces la variacion 0; e tiene la
0 €0 0 (V) 0 ®q
expresion

[, 2
81eo=+z nla_;;) BAOIsenDo dt,
040 %0

wll—e%

616(): tz —2 BAO Sel’lD(),
Np ag ©o

integrando resulta

denominado término secular, ya que aparece el tiempo t como factor.

Por lo tanto, cada elemento eliptico admite el siguiente desarrollo:
c=0cp+toyt+P. (7.20)

es decir, consta de un término constante Gy, un término secular, proporcional al tiempo: G; t; y un

término periddico P.
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§ 7.6 Teoria de las Perturbaciones Planetarias.

Resumen. Vamos a analizar el movimiento del planeta m entorno del Sol; sean {a, e, i, Q, @, &}
sus elementos elipticos; consideremos ademas, otro planeta m” cuyos elementos orbitales son {a’, e’, 1’,
Q,w'e'}.

Hemos estudiado que el movimiento de m entorno del Sol, perturbado por el planeta m’, queda
completamente determinado por un sistema de seis ecuaciones diferenciales en los elementos elipticos
de m en cuyos segundos miembros aparece m’ como factor y, ecuaciones analogas para el planeta m’;
consultar ecuaciones (7.18) pag. 159.

También hemos analizado que dichas ED se pueden escribir de la siguiente forma:

da_, OR
dt oe
Seis ecuaciones para el planeta m de =B oR +C IR (7.21)

dt 0w oe

y seis ecuaciones equivalentes para los elementos elipticos de m”

da’_ 5 OR
dt oe

2 2
1- 1 —41-
enparticular:A=i, B=—e, C=—41-¢? ( ° ), ---
na na“e na“e

Idem para A’, B’, C’, etc.

Ademas vimos, que la funcion perturbadora R tiene a la masa m” como factor y se puede expresar de
la forma:
R=2 Nee'nf cosD
a

. J
] asumiendo que a <a’; M =sen E; D=aA+a M+Bo+p® —27y1’;donde

donde: N = N(
a

A=nt+e+1 -1 ©o=w+ 1 -1 Siendo Tty 1 las longitudes en las orbitas de m y m’, del nodo

ascendente de m respecto de m’; ver Figura 39.

En el item anterior, estudiamos que la sexta ecuacion diferencial del sistema (7.21) definida como :

! Consultar ecuacion (7.17) pag. 157.
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NOTA: Los angulos Ty 1" se
definen como:

m’ T=7Q +Q'G
T=yQ +QG

) ) Ty T son las longitudes en las
Orbita del planeta m ) ]
orbitas de m y m” del nodo

. ascendente de m respecto de
Plano de referencia

< Ecliptica. m’; es decir la distancia YG.
Q Q (t'-t) es la diferencia en
Orbita del planeta longitud entre el planeta m

respecto del planeta m’.

Fig. 39. G es el punto de interseccion de las 6rbitas de
mym’; Tty t son las longitudes, en dichas orbitas, de
los nodos ascendentes respecto de G.

. . OR :
aparece la derivada parcial de N la cual se calcula a partir del desarrollo de la funcion perturbadora
a

R; teniendo en cuenta que a (semi eje mayor del planeta m) aparece implicitamente en N y
explicitamente en D ;, porqué ?.

. OR L . . 1
Entonces, si calculamos N aparece un término secular (proporcional al tiempo) , el cual se
a

puede eliminar reemplazando 1 y 1" por las expresiones:
l=nt+8=,[ndt+81, 1'=n't+8’=,[n’dt+8'1. (7.22)

Si indicamos con: p=,[ ndt, y p'=I n’ d t; y luego reemplazamos en el argumento D se tiene
D=a(ptegtt' —-t)ta (p+te)+tpo+p v -2y

NOTA: Las variables €; y €| no representan las longitudes medias de la época, sino que estan
determinadas por las relaciones (7.22).

Con la introduccion de la variables p y p” el término secular se anula; entonces, las ecuaciones
diferenciales que definen la variacion de los elementos elipticos de los planetas m y m” conservan la

: . R R’ .
misma forma pero las derivadas de 88_ y Z— se deben calcular derivando solamente los coeficientes
a a

de los cos D, 1.e., sin hacer variar los argumentos de los cosenos.

! Consultar ecuacion (7.20) pag. 163.
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Entonces, podemos resumir diciendo que cualquiera de las ecuaciones diferenciales de los elementos
elipticos de m se puede escribir de la forma:

%=m'F(p+8,p'+8',a,a',€,€',---) (7.23)

donde o representa a uno de los seis elementos. Una expresion similar para un elemento cualquiera del

planeta m’, i.e.,
do’ L , ,
— =mF(p+tep +e,a,a,ee,...)

Hemos analizado estos sistemas de ecuaciones diferenciales, los cuales se pueden resolver mediante
el método de Poincaré ', ya que las masas m y m’ en el Sistema Solar son muy pequefias (menor que

1073 Mso1) luego, las soluciones de estas ecuaciones, en serie de potencias de las masas perturbadoras,

son convergentes al menos durante un intervalo de tiempo suficientemente grande.
(Como se son estas soluciones?. En desarrollos en serie, de la forma:
c=0p+t 0109+ 000+ ... (7.24)

2 , . . . .
donde o = const. “; ademas, como hemos visto, las perturbaciones &, son funciones del tiempo.

Entonces, si reemplazamos los o (elementos orbitales) en ambos miembros de (7.23) por el
desarrollo propuesto (7.24), se tiene:

4

dt(Slco) + (%(6200) +---=m"F(po+ey+0ipp+tdleg+---p0oteo+d 1pot+tdieot---

;ap+drapt---; agtdagt---).

Como hemos estudiado, es posible desarrollar el segundo miembro en un entorno de los elementos o

(valor inicial) es decir, en torno de: po + €, p'o + €0, @0, @’o, - - -; luego, dicho desarrollo tiene la
forma,
d d , . , , .| OF
—(810¢) + —(820¢) +-—- = m"F(po+ &, pote,ana,---)+m" | ——(3;pg+3gy+--)
dt dt 0 po
OF

_|_

4

, , OF
(81p g +81€g t-—-) + —(8ap +-—-) +
0 da

+a—1,:(51a'0+"') +} T
8210

! Consultar: Verhulst, F.; 2000, “Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems”, pag. 122.
Marsden, J.E. & Retin, T.S.: 1999, “Introduction to Mechanics and Symmetry”, pag. 47.
2 Es un elemento osculador de la érbita.
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e identificando los coeficientes de las potencias homologas de la masa m” resulta,

d , C , ,

5(8160) =m F(p0+80,p0+80,a0,a0, eo,eo,...) (7253)
fdem para la masa m

d , , C . ,

a(Slco)sz (po+eopoteoanaeneo,...) (7.25b)

Las ecuaciones diferenciales ' (7.25a) y (7.25b) permiten calcular y determinar las perturbaciones
de primer orden de los elementos elipticos: a, e, 1, 2, @, €; y andlogamente para los elementos de m".

Las ecuaciones diferenciales correspondientes a las perturbaciones de segundo orden en las masas
son:

d ,| OF oF , , oF oF ,
—(830¢0) = m" | ——(8;pg+818g) T ———(8;pg +818"g) + ——(81a9) + ———(81a’p) +...
dt 0 Po 0 Po 0 d( Ja 0

y una expresion similar para los elementos correspondientes de ¢’; del mismo modo, se definen ED
semejantes para las sucesivas perturbaciones de orden superior.

Analicemos en primer lugar, las perturbaciones de primer orden, las cuales son como hemos
estudiado, de la forma:

d , , , , ,
5(8160)=m F(po+eo, poteo,aonaene,...)

entonces, si reemplazamos en los segundos miembros, de esta ecuacion diferencial, los elementos

elipticos de m, a por ag, a’ por a’y, € por €, - - -; estas ecuaciones se pueden escribir de la forma:
d 0Ry
—(01ag)=Ayg —
1 (0120) = Ao deq
d 0Ry oRy
—(61¢9) =B +C 7.26
dt(lo) (. 0 e (7.26)
donde,
Ry = Z N( a,()j eOH e’OH’ nOF cos Dy (7.27)
ao

y el argumento D) tiene la forma: Dy =a(po+e+t —1)+a (pot+e g +tPwy+P @o—271.

En realidad constituyen un sistema de seis ecuaciones diferenciales correspondiente a los seis elementos o; de
la masa m, y en forma analoga para los seis elementos ¢’; de lamasam’ (i=1, 2,...,6).
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Expresiones andlogas para las perturbaciones de primer orden correspondiente a los elementos del

2 o V1-¢?

0 = — —; etc.; donde
ngpag IlO ao eo

planeta m” perturbado por m.

Los coeficientes del sistema (7.26) tienen la forma: Ay =

suponemos que el producto nga esta relacionado con las siguientes constante: npagy = k2 (1+m),

siendo k la constante de la gravitacién de Gauss para el Sistema Solar '; 1 es la masa del Sol y m la
masa del planeta expresada en masas solares.

Calculo de las perturbaciones de n, movimiento medio. El sistema (7.25a) nos permite calcular las
perturbaciones de ag; recordemos que a = ag + d139 + 023y + - - -; y teniendo en cuenta la expresion

n?a’= | entonces, se tiene:

3 _2
) 3 8 3 2
n = %Z,/u a 2=,p [a0+81a0+82a0+———]_§= {14_;;304_221;20_'____}
a 0 0

o
ow|'C

desarrollando la expresion entre corchetes resulta,

8 8 S1ag )
n = L:; 1_2(1;2'04_2;2'0_1____J+1_5 %4____ 4+ - ——
ap ag ao 8 a
ademads, n admite el siguiente desarrollo, segin vimos en (7.24): n = ng + ding + & ng + - - -, por lo

tanto, comparando los términos, de igual potencia, en cada desarrollo se tiene,

w- %
a0
3 da 3 n
S ng = —— % 120 - 2 0§
2 aO ao 2 ao
1
Sznoz_éﬁszao—i—_s Eszao—i—___
2 ao 8 a%

Este sistema de ecuaciones nos dice que conocida las perturbaciones del semieje mayor a es posible
conocer y determinar las perturbaciones del movimiento medio n y por tanto, podemos calcular las
perturbaciones de p; recordar que p = I n dt. Entonces, sin =ng + &; ng + 8, ng + - - - y p admite el
siguiente desarrollo: p=pg+ 01 po+dr po +---= I (ng + d1ng + dng + - - - ) dt, igualando los
términos correspondientes, resulta el siguiente sistema:

'El valor de k = 0.01720209895... conocido como constante Gaussiana. Las unidades fisicas son: la unidad de
distancia la distancia Tierra-Sol; unidad de masa una masa solar y unidad de tiempo un dia (86 400 seg.). Las
dimensiones de k* son las mismas que la constante de la Gravitacion G.
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po = '[HO dt = Ilot
d1pg = I(Slno)dt

82p0 = [ (8,n,)dt

Expresiones similares para los elementos del planeta m’.
pro = J‘I’I,O dt = l’llot
51p’0 = I(Sln'o)dt

8200 = [ (3,n",)dt

Las perturbaciones de orden superior tienen expresiones similares. Notar que todas ellas dependen de
las perturbaciones sucesivas de ny.

Consideremos nuevamente el sistema (7.26), si multiplicamos ambos miembros, de cada igualdad,
por dt e integramos obtenemos,

oR
880

81aO=IAO dt:A()%J‘Rodt

0 0
SIGOZBOE J‘Rodt + Coa .[Rodt

En el desarrollo analitico de las perturbaciones, en cada una de ellas, aparece la integral I R, dt,la

cual es facil de calcular; en efecto, teniendo en cuenta la relacion (7.27) se tiene
[Rodt= 3 N[20] e eyt a7 |
0 = — | € €09 MNo COS DO dt
ag
donde el integrando cos Dy, se puede expresar de la forma:
cos Dg = cos [oc(not +eg+ Ty —10) ta(ngt+eg) +Poyg+p @y -277) ]

= COos [(ocno +a'ng)t+a(eyg+ty—109)+ '€y +Pwy+P T —2yr’]

y reemplazando en la integral resulta:
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,[ cos [(ang+a'ng)t+a(ey+Ty—T9)+o &g +Pwy+Ppay—2y7]dt

I cos Dy dt

1

IcosDodt —
(ang+a'n’y)

sen Dy.

NOTA: Expresion valida siempre que: (ang +a'n’g) # 0.

De este modo se pueden calcular las perturbaciones de primer orden de los elementos elipticos de
las orbitas de los planetas m y m” respectivamente; entonces, habiendo evaluado la integral solo resta
derivar respecto del elemento orbital correspondiente; por lo tanto, las perturbaciones de primer orden
se obtienen de la siguiente forma:

0 o sen D

8rap = Ag — (X Ny ef €4 no 0
J¢g (aanpg+a’gny)
0 g sen D

d1e0 = By (X Npeg €4 no 0 )+
aﬁfo ((xn0+ocon0)
0 Rt L sen D

+ Co—— (X Ngef €f np ).

ogg (ang+a’gny)

Slioz —————

Y expresiones andlogas para los restantes elementos elipticos de m y m’. Por lo tanto, después de

calcular las respectivas derivadas resulta,

cos D

H H _F
S1ag = Ag % Ny e ¢ mf IR
(ang+a’gn’y)

cosDy

S1e0 = By 2 Ny el e'fl nb + (7.28)

(ang+a’gn’y)

Rl cosD
+C02N065160Hng o 0

(ang+a’gny)

61i0 = —-—————

Ecuaciones similares para los restantes elementos, i, QQ, @, €.

El sistema de ecuaciones (7.28), en total seis ED, constituye las formulas finales de las
perturbaciones de primer orden. Como se puede apreciar, todas las perturbaciones son funciones
periddicas del tiempo t, ya que: cos Dy es una funcion periddica de t con periodo 2n. Debemos destacar
que estas formulas son validas si: (aang +a'n’y) #0.
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Célculo de las perturbaciones de primer orden de los elementos elipticos *.
Hemos estudiado anteriormente que / =nt+ g = g +J‘ ndt; entonces, si definimos I ndt =p

resulta /= ¢V + p. Recordemos que e =¢+ .[ tdn = ¢ +nt —.[ ndt, donde € es la longitud media

de la época. Entonces, es posible calcular las perturbaciones en longitud conociendo las perturbaciones
de primer y segundo orden del movimiento medio n.

3n ‘ cosD
=———0IA02N0€(I;I e'OH nga ,O —dt =
2 a (ang+a’gn’y)

:_%H_ZAO Ny eg e%[, ﬂg a, - _[cosDOdt.Luego
a0 (ang+a’gn)

3 :
d1pg =— EUDY Ay Ny et e'gl ng = sen Dy .

2 a9 (ang +a’gn’y)

Expresion que representa la perturbacion de primer orden de p relacionado conn 'y a su vez con /. Es
necesario analizar el caso en que el denominador (angy+a'n’y) = 0, 6 que alcance valores muy

pequefios. Supongamos primero que (angy +a'n’y) = 0; identidad que so6lo se satisface sia = o’ =0

(porque?); entonces, el argumento Dy toma la forma: Dy = wg + " @9 — 2 v T'¢; y por tanto, la
variacion de la perturbacion de 8y ag tiene la expresion 2,

d 0 o . ,
5(5130) = Ag g[z No eg €0 mo cos(Bwo+B @o—2710)]=0,
0

ya que no es funcion de €. Luego, resulta: [81 ao]a:ar: 0o =0.

En forma analoga podemos estudiar la variacion (8; eg) derivando la segunda ecuacion de (7.28),

entonces se tiene:

d 0 H .o ,
5(6160) = Boa{z Ny eOH e(})l ng cos(Baog+p m0—2yto)}+
0

0 H . ,

+ COE{Z Ny eOH e(})l ng cos (B oy + P mo—ZyTo)}-
0

Luego,

! Consultar: Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pags. 291-298.
2 Consultar primera ecuacion de (7.28).
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d JH ., ,
5(5160) = —Bo2 Ny eg €6 no Bsen(Bwp+p @o-2717)

Integrando resulta,

[61e9] = —Bot z Ny eOH e'gl ng Bsen(BwgtP @o—2y7)
6 también,

[81 eo] = Mt

Este resultado nos dice que las perturbaciones de primer orden de los elementos orbitales elipticos
son proporcionales al tiempo; excepto el caso del semi eje mayor a.

§ 7.7 Perturbaciones en el Sistema Planetario.

En el item anterior vimos que los elementos elipticos de un planeta de masa m, {a, e, i, Q, @, €},
perturbado en su movimiento alrededor del Sol por otro planeta de masa m” y elementos elipticos {a’,
e, 1, Q", ®w’, ¢} pueden expresarse, en primera aproximacion respecto de las masas, de la forma:

6 =0+ A opt+ X términos periodicos.
6’ =09+ Ac’yt+Ztérminos periddicos.

donde Xao =0y 7"a'0 = 0 (porque?). Es decir, el coeficiente A para el semi eje mayor a, del planeta m,

es nulo y andlogamente para a”; por lo tanto, los semi ejes mayores carecen de términos seculares, en
primera aproximacion, respecto de las masas, Teorema de Laplace '. Luego, todos los elementos
orbitales, excepto a, contienen términos seculares, proporcionales a t, de primer orden con respecto a
las masas. Este enunciado constituye el primer teorema sobre la estabilidad del Sistema Solar y fue
demostrado, hasta el segundo orden en las excentricidades, por Laplace en 1773 2.

También hemos estudiado, que entre los términos periddicos pueden existir algunos con periodos
muy largos, los cuales producen, principalmente en las longitudes medias, desigualdades o
perturbaciones apreciables. Ademas vimos que la perturbacion de primer orden 8 en la longitud media
po del planeta m se puede escribir de la forma:

3 ,
d1pg =— — 2 Ny eg e'OH ng ¢ senDyy.

a0 (ang+a’ygny)

donde Dp =0 (pg+ &) +ta'(p'oteo) +tPpot+tp @ -2yt ypo=not;po=nyt.
Analicemos, en primer lugar, el denominador; si (ang +o'n’y) = 0 6 toma valores muy proximos a

cero entonces, puede ocurrir que oo = a” = 0 6 que exista una relacion de proporcionalidad entre los

coeficientes a y a” y los movimientos medios ng y n'g; i.e., a’/o. ~ no/n’y.

! Arnold, V. 1, Kozlov, V. V. & Neishtadt, A. 1.; 2006, “Mathematical Aspects of Classical and Celestial
Mechanics”, Capitulo 6, pag. 261.
Brouwer, D. and Clemence, G. M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics™; Capitulo XVI, pags. 507-529.
2 . . Lo .
Memoria presentada en la Academia de Ciencias de Paris.
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Por lo tanto, si el denominador (a0 nyp + a” n’g) es un nimero muy pequeio, el coeficiente del
término periddico correspondiente a &;p puede alcanzar valores significativos, tal es el caso para los

planetas Jupiter y Saturno. En efecto,

para Jupiter: n=299".13,y
para Saturno: n’o=120".45

entonces, la relacion:
5ng—2np=37.99 = 4" = 0.000019 ~ 1.9x 107 rad.,

donde o = -2 y o’ =5, en consecuencia, ! ~526x10"

(ang+a'n'y)

Este resultado demuestra que el cociente puede alcanzar valores muy grandes.

Entonces, ¢de que “orden” es el coeficiente del término periddico correspondiente?
El orden esta determinado por la suma de los exponentes de los distintos factores, a saber:

H+H +F > lato|=|2+5] > 3.

Por lo tanto, el orden del coeficiente es mayor 6 igual que 3, aun cuando las excentricidades de
Jupiter y Saturno son pequeiias ', este coeficiente es grande y por consiguiente, la perturbacion puede
ser muy importante y significativa. Asi por ejemplo,

Para Jupiter la perturbacion de largo periodo es del orden:  §;py ~ 20" sen Dy;
y para Saturno: 81p’g ~ 48 sen D,.

entonces, en este caso, Dp=(5ng—2ngp ) t+---

Ademas, el periodo T” correspondiente del término: sen Dy es:

2n
* 2n B ng ng ~ 299"
T = - = " = . TJup =
(5n'g—2ngy)  (5ng—2ng)  (5n’p—2nyp) 4
o

Tyyp ~ 75 Trup ~ 900 afios .

NOTA: Los valores adoptados son aproximados, a los efectos de obtener un orden de
magnitud en las cantidades.

Es importante sefialar que no so6lo para valores de oo = -2 y a” = 5 es pequeiia la cantidad definida
por: (a0 ng + a” n'y); también la diferencia: 29 ng — 72 n’y = 27,37 = 1,15 x 107 rad. resulta un valor

muy pequeio.

! Las excentricidades son: eyp = 0,0484 y ey = 0,0555.
2 Recordar que (5n"g — 2 ng) ~ 4" y el cociente 299”,13 / 3,99 = 74,9699 ~ 75. El periodo orbital de Jupiter es:
Ty = 11, 8592 yr. Luego, 75 x Ty, = 889,44 afios.
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Este valor produciria “aparentemente” una perturbacion ain mayor que la anterior sin embargo, este
caso afortunadamente no ocurre porque el orden del coeficiente ess H+ H" + F > | a + a'| 243 y por

L - -56 y o
tanto, un valor muy pequefio para: e, ¢ m; ~ 1,1x10™° luego, la perturbacién carece de interés

astrondmico y practico.

El término secular en la funcion perturbadora. Clasificadas de este modo las perturbaciones
de primer orden, s6lo nos queda la duda acerca de la existencia de las perturbaciones seculares en los
elementos elipticos, si es real ¢ simplemente debido al método de integracién que hemos adoptado;
porque podria ocurrir que hallada la solucidon del sistema de ecuaciones diferenciales de los elementos
elipticos, por un proceso infinito, dicho término secular aparente fuese el primer término de un
desarrollo de la forma:

(m"[)3 N (m’ t)5 B

3! 5!

G = oy + 2 términos periddicos + m’ t —

Notar que: el desarrollo en serie de potencias de (m” t) es la representacion de la funcion: sen (m't).

Se puede demostrar que si la excentricidad y la inclinacion de la orbita del planeta m es pequefia
entonces, ¢ admite el desarrollo enunciado; es decir:

G = 6( + X términos periddicos + sen (m't).

Vamos a resolver el problema suponiendo que solamente son tres los cuerpos del Sistema Solar, a
saber: Japiter, Saturno y el Sol '. La idea consiste en considerar, en la parte secular de la funcion

1 i .
perturbadora y por tanto la parte secular de e los términos de segundo orden en las excentricidades e
inclinaciones de las orbitas. La parte secular, como hemos estudiado 2, tiene la forma:
1 H i ,
[Z} =YX Nel e yFeos(Bo+p o -2y1).

donde,a =" =0y N = N(ij siendo a el semieje mayor de Jupiter y a” de Saturno. Ademas, los
a

coeficientes y exponentes satisfacen las relaciones:

—w0<B <+oo, H=|B|+n°par>0
—0<B <+ oo, H =|B" |+n°par>0
0<y <+oo, F=2y+n°par>0

p+p -2y=0,

1 _ . .,
Por lo tanto, la parte secular de e hasta los términos de segundo orden, tiene la expresion:

[i} —Np+Nj &®+ N, e + N; nz +Nyee cos (0-w’).

' El método que vamos a desarrollar en completamente general.
2 Consultar Ecuac. (7.12), pag. 151.
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En el altimo término los valores del argumento son: B =1, B’=—1, y = 0. Recordar que ® = @ + t'— 1,
entonces, el desarrollo anterior, que corresponde a la parte secular de la funcion perturbadora, toma la
forma:
[i} =N0+N12(ez+e'2—4n2)+N4ee' cos(m—o@ +1 -1). (7.29)

donde:

No>0

N; =Ny =N

N3=—4N,

Ny <0.

El proximo paso es demostrar que el argumento (r'— ’C) es de “segundo orden” respecto de las

inclinaciones; para ello consideremos la expresion:

ee cos(m—w +1 -1)=ee [cos(@—w)cos(t —1)—sen(w—w)sen(t —1)] =

[ f 2
= ee cos(m—w) 1—%+———]—

3!

- o
—ee'sen(w-ow) | (T-1)— (Gl + ———:l.

Notar que hemos desarrollado seno y coseno de (t” — 1) en series de potencias.

Relaciones entre lados y angulos. Consideremos las orbitas de m y m” respecto del plano de la
ecliptica, ver Figura 40.
Teniendo en cuenta las relaciones trigonometrias entre lados y angulos, se tiene:

c a—-b a A-B c a—-b c
cos — sen = sen — sen ;  COS — COs = sen — sen , luego
2 2 2 2 2 2 2
A-B
e b _ < sen 5
s 2 8 2 A+B
sen
2
Ademas, los angulos (elementos orbitales) verifican las relaciones:

A-B _ 180°-i-1 ~ 900 1+1; A+B _ 180°+i'—1 _gge_ 171
2 2 2 2 2
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Recordar:
Qy Q' longitud del nodo
Plano de la ascendente.
Ecliptica T =yQ+QC
T=yQ"+QC

i e i” = inclinacion de las

orbitas.

Orbita de m’

Fig. 40. La Figura muestra la relacién entre los lados y angulos para
las orbitas de los planetas m y m’, respecto al plano de la ecliptica.

A partir de expresiones trigonométricas entre los lados y angulos, podemos escribir las siguientes

. 1 .
relaciones ', ver Figura 40,

i+1 ¢ T -1 Lt Q-
o1 O-0O O_q) ¢os ) g Ty g )
tg + = g T = B ,
- T—-1

2 i+i i—i Q-Q i+i
N Cos cos + tg cos
2 Q-Q 2 2 2 2
1+tg -
2 1—1
cos
2

, th_ [—ZSeniseni’]
o T2 = 2
g( 2 ] -7 0-Q __i+i
cosS + tg cosS
2 2 2

entonces, esta igualdad prueba que:

! Consultar: Spiegel, M. R.; 1998, “Manual de Formulas y Tablas Matematicas” Ed. McGraw-Hill.
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-7
2 ~ A,

por lo tanto, (t — t”) es de segundo orden en las inclinaciones como se queria

1
demostrar .

(Porqué es de segundo orden en las inclinaciones ?.

Recordar que: senz=z—§+———, y seni =i —?Jr———;porlotanto: seni seni =ii t---

NOTA: Recomendamos el articulo del Prof. Luc Duriez,
Duriez, L.; 1990, “Le développement de la fonction perturbatrice”, pags. 35-62.
Modern Métodos in Celestial Mechanics, Goutelas (Francia), Ed. Frontieres.

Ademas, a partir del mismo tridngulo esférico, ver Figura 40, resulta:
cosJ=cosicosi +seniseni cos(Q2Q—Q) (a)
vamos a demostrar que el cos J se puede expresar de la forma:

cosJ=1—tg2i—tg2i’+tgi tgi’ cos (Q—-Q)

Recordemos que: seni= et =tgi— 1 tg3 R
\/1+tg2i 2
cosi=—1 :1_1 tg2i+---;

\ 1+ tgzi
idem para i"; luego, reemplazando en la ecuacion (a) se tiene,
1 2. 1 2., . ,
cosJ=(1- B tg” i) (1- B tg” i’ )+tgi tgi' cos (Q—-Q)

y por tanto,

cosJ=1- %tgzi— %tgzi'+tgi tgi’ cos (Q-Q).

expresion que se puede escribir como:

2(1-cos)=2 [%tgz i+ %tgzi' —tgi tgi’ cos (Q—Q)]

recordemos (ver pag. 153) que: sen% =1, luego: cosJ=1-2 nz, y por tanto (1 —cos J) =2 nz.

Entonces, 2 (1 —cos J)=4 nz; luego, la ecuacion anterior resulta:

! Consultar: Morbidelli, A.; 2002, “Modern Celestial Mechanics”, pags. 39-57.
Brouwer, D. & Clemence, G. M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pags. 507-515.



178 § 7.8 Analisis cuando la excentricidad e inclinacion son pequenas.

2(l-cos))= 4112 =4 sen2%=2[%tg2i+%tg2i’—tgi tgi’ cos (Q—-Q)]

luego, reemplazando 4 nz en la ecuacion (7.29) toma la forma:

[i} =Ny + Np [ +e? —tg?i —tg?i'+21tgi tgi' cos (Q-Q)] +

+ Ngeecos(m—w) (7.30)

Expresion que representa la parte secular de la funcién perturbadora hasta el segundo orden en las

nclinaciones.

§ 7.8 Analisis cuando la excentricidad e inclinacién son pequefias.

En el Sistema Solar, en general, los valores de e y de i son pequefios, de modo que alguno de los
denominadores en las ecuaciones que representan la variacion de los elementos elipticos, ver (6.8) pag.
129, tienden también a ser pequefios. Esta dificultad se puede evitar (o regularizar) haciendo las
siguientes sustituciones:

Si e es pequefio hacemos:

h=¢€¢ sen@
k=e cosw

y por tanto, (7.31a)
dh_ 1 oR
dt a2 Ok
dk 1 OR

dt  pa2 oh

analogamente, cuando i es pequefia se puede demostrar que las siguientes variables regularizan las

ecuaciones (6.8), entonces se tiene:

p=tgi senQ
q=tgi cosQ

y sus derivadas, (7.31b)
dp_ 1 0R

dt pa2 0q
dg 1 oR

dt naza_P

Recomendamos:
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 203. Ed. Adam Hilger Ltd.
Danby, J. M. A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pag. 337. Ed. Willmann-Bell, Inc.
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Expresiones analogas para las ecuaciones diferenciales de los elementos elipticos del planeta m’,

dh' 1 oR’

h'=¢ senw’ dt a2 0k -
k'=¢ cosm’ dk’:_ 1 OR’ ( a)
dt n'a'z oh’
dp 1 OR’
‘= tgi'senQY dt p a2 oq
p gl‘ sen ' n'a q , (7.32b)
q = tgi cos()’ dg 1 0OR

dt - n'a'z ap'

Nos proponemos revolver los sistemas (7.31a,b) y (7.32a,b) cuando en la funcion perturbadora R se
consideran solamente los términos seculares hasta el segundo orden en las excentricidades e
inclinaciones. Para ello analicemos las partes seculares de la funcion perturbadora i.e., [R]; con lo cual
no obtendremos las funciones h, k, h’, k', sino las partes seculares de dichas funciones representada por
[h], [k], [h'], [k']; ya que, la “parte secundaria” de la funcién perturbadora carece de términos
seculares.

Recordemos que la parte secular de la funcion perturbadora, correspondiente al planeta de masa m,
esta caracterizada por:

[R] = m’

y la parte secular de m” es:

[R] = m

donde hemos supuesto que la constante de Gauss es igual a uno (G = 1).

NOTA: La parte principal de la funcién perturbadora correspondiente al movimiento del planeta de
masa m entorno del Sol, perturbado por el planeta de masa m’, posee, como hemos analizado, una parte

secular; luego, la parte secular de Ti (ver pag.174), admite un desarrollo en serie multiple de la forma:

{i} =2 Nele" nfcos(Bo+p o +-271)

siendoo=@w+1 " —1.
En particular, si despreciamos, en este desarrollo, los términos de grado igual o mayor a cuarto en
las excentricidades e inclinaciones, se obtienen expresiones reducidas de la forma, ver pag. 174.

[i} =Ny +N; &+ N, e+ N3 n2 +Nyee cos(o—w’) (7.33)
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donde, N; =N, =Ni2>0; N3=-4Nj; N4s=>0.

Nos proponemos regularizar ' las ecuaciones diferenciales del movimiento en el caso en que la
excentricidad ¢ inclinacion se anulen o tomen valores muy pequefios, para ello se introducen las
funciones auxiliares (7.31a,b) y (7.32a,b) correspondientes al planeta m y al planeta perturbador m’.

Por lo tanto, el objetivo es resolver estos dos sistemas de ED que son independientes entre si,

cuando en ellos se reemplaza la funcion perturbadora por sus partes seculares, limitadas a sus primeros

2 .y
términos “; entonces, la ecuacion (7.33) toma la forma 3.

[ﬂ = No+ N [n24K2 02+ k2 - p? = g2 = p? g2+ 2(pp'+ qq) | + Ny (b b +kK)

Luego, en los sistemas (7.31a) y (7.32a) reemplazamos R por la parte principal, entonces resulta:

dfh] _ 1 o[R] dlh]_ 1 8[R]
dt a2 o0k’ dt 22 0k
(7.34)
dlk] _ 1 8[R] dik]_ 1 o[R]
dt na2 oh’ dt a2 Oh

Donde, las derivadas de la parte principal de R, correspondiente a los términos seculares, tienen los
siguientes desarrollos:

———=m" ——=m’ (2Npk+N4sk')=2m" N k+m" Nsk’".
ok ok ( 12 4 ) 12 4
ol )
———=m" ———==m"(2Nph+Nsh")=2m"N;,h+m " Nsh".
oh ah ( 12 4 ) 12 4
1
a[R]zm' a[A:|=rr1(2N12k,+N4k)=2n’1,N12k'‘f‘I‘l’llN4k.
ok’ ok’
1
x]_ )
=m’ =m(2N12h'+N4h)=2m'N12h+m'N4h'.

oh’ oh’

! Regularizar significa realizar un cambio de variable para evitar un denominador nulo o que tienda a valores
muy pequefios.
Significa, que se desprecian los términos de orden cuatro o mayores en las excentricidades e inclinaciones;
esto se ha hecho explicitamente al reducir las ecuaciones diferenciales a sus primeros términos.

3 Introduciendo las nuevas funciones: h,k,h’,k',p,q,p’,q".
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El siguiente paso es reemplazar los desarrollos obtenidos de [R], correspondiente a la parte secular,
en el sistema de ecuaciones (7.34), entonces resulta

L L oo 2M N

t na?
MZ—ah—a'h', oc'=—m’N4 ,

dt na?

(7.35)

d[h] _ ... m Ny
= Bk +PBk = :

e p=——3
CILY g 2mNip

dt ’ na?

Este es un sistema “reducido” de ecuaciones diferenciales de primer orden, en cuyos segundos
miembros aparecen las funciones incognitas (k, h, k', h”"), pero restringido solamente a la parte secular.
Como nuestro propdsito es obtener las perturbaciones seculares de primer orden respecto de las
masas, para simplificar la notacion, eliminamos los corchetes del primer miembro.

Si admitimos el teorema de Poisson ', respecto de la invariabilidad de los semiejes mayores de las
orbitas planetarias i.e., a y a’; entonces, los movimientos medios n y n” carecen de términos seculares;
luego, los coeficientes o, a’, B y B pueden considerarse constantes hasta el segundo orden respecto de
las masas puesto que los coeficientes N, y N4 solo depende de la razén de los semiejes.

Por lo tanto, se deducen las siguientes consideraciones:

oy a” son constantes y ademas, por ser N, > 0 (positivo) implica que o > 0.
También, por ser Ny < 0 se deduce que a” < 0.
Analogamente se puede deducir que B" >0y 3 <O0.

Teniendo en cuenta estas observaciones, vamos a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales con

coeficientes constantes, (7.35). Para ello introducimos variables complejas de la siguiente forma:

X=k+1ih, X' =k"+1ih".

derivando se tiene,

X =1'<+ih=—ah—a'h'+i(ak+a'k')=ia(k-ﬁ}+ia'(k'+ih')
1

, 1 : h . . . s
Ademas, por ser — = —1, entonces —— =1h, luegoresulta: X =ia X+ia X/, (©)
i i

'En1773 Laplace publicé un teorema, posteriormente perfeccionado por Poisson hasta el segundo orden en las
masas perturbadoras, donde demostraba que el Sistema Solar es estable en el sentido que cada planeta esta
permanentemente restringido al interior de su propio anillo esférico; dos anillos planetarios nunca se
intersectan. Este teorema demuestra que las variaciones en los semiejes mayores son puramente periodicos.
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Derivando nuevamente la expresion anterior, se tiene:

X —iaX=ia X =i [k’+ih’] =io’ [-Bh-Bh+i(Bk+Bk)]=
=—ia'f’h—-ia'Bh - " B K+pBk) =
=—a' B (k"+ih")—a B (k+ih).

Luego, )”(—ioc)'(=—oc’B’ X —a B X

X —iaX

Ademés, teniendo en cuenta la ecuacion (c) resulta: X" = —————, y reemplazando en la igualdad
i

anterior, se tiene:
1o X

)”(—ioc)'(=—oc'B’X_‘—,
ia

—0BX =ip X +ap X-a BX
finalmente, agrupando obtenemos
X —i(@+p )X —(ap —a B) X=0.

Una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes complejos, donde la funcion incognita

X(t) también es compleja la cual admite una solucion del tipo exponencial: X = elot , cuyas derivadas

2 it Reemplazando estas derivadas en la ED, resulta:

soni X =ice'®; X=-¢
—or el —i(a+p)ic et —(ap —a B) et =0, simplificando se tiene

—6 + (a+pB)o — (B —a’ B)=0,ypor tanto

o — (a+B)o—(aP” —a B)=0; es decir, una ecuacion algebraica de segundo grado en G, cuyas
dos raices son reales ya que el discriminante es positivo, en efecto:
n2 2 ra ,
(0L+4B) fw BB = (a+p") +4:oc B—-4ap =%

[(oc—B')z + 4a'BJ >0
Entonces, las dos raices 6 y 6, son reales luego, las dos soluciones particulares toman la forma:
X:eiclt X:eiczt
y por tanto, la solucion general es:
X(t):M eiGIt +N eiﬁzt’

donde las constantes arbitrarias M y N también son complejas, definidas como:
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M=p;e', N=p,el®
Por lo tanto, la solucion general es de la forma
X: pl ei(61t+cl) + p2 ei(czt"rCz)‘ (d)

Expresion que representa la solucion buscada. Los exponentes 61 y o, dependen de los coeficientes a,
B, a” y B’; las constantes c; y ¢, son arbitrarias. Por lo tanto, es posible calcular X', ver ecuacion (c)
pag. 181, teniendo en cuenta la solucion (d).

Nos proponemos ahora hallar las funciones h y k considerando la relacion: X =k + 1 h, definida en
la pag. 181. Para ello reemplazamos la solucion hallada de X, luego

k+ih=pj[cos(o;t+cy)+isen(c)t+cy)]+pay[cos(ort+cy)+isen(oyt+cy)]

entonces,
h= p;sen(ojt+cy)+pysen(oyt+cy)
(e)
k= pjcos(ojt+cy)+pycos(ocrt+cy)
Hemos definido, ver (7.31a) pag. 178, que h =¢ sen @ y k = e cos @, entonces:
2 2,12
&= h’+k'= p;® +p;> +2 ppy cos [(61 - 02) t+(c) — )] (7.36)

Esta ecuacion nos dice que la excentricidad e, del planeta de masa m, es una funcion periodica del
tiempo, t; donde, 6 y o, estan definidos por las parametros: o, B, o” y B y las constantes: py, pp, 1 y
¢, dependen de las condiciones iniciales. Entonces, el periodo de e esta dado por la expresion:

. 271
Periodo [e] = ,
01702
. .. . 1 . . 2n
Resumiendo: la excentricidad e es una funcién periddica del tiempo t, con periodo T =
01702

Los valores maximos y minimos de e son:
2 L. 2
€ maximo es: e < (Pl + pz)z.

2, . 2
€ minimo es: e >(p1—92)2

por lo tanto, (pr—p2) < ¢’ < (p1 + 92)2-

Ejemplo. Si m es la masa de Jupiter y m" la masa de Saturno, resulta: o; = 22"; 6, = 3'4; los ,
valores de 6| y G, se obtienen de la ecuacion algebraica de segundo grado en o, pag. 182; entonces,

el periodo de e = 70.000 afos.
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En forma completamente andloga se puede obtener un desarrollo semejante para las inclinaciones de
las orbitas de los planetas.

Sin embargo, no se obtiene el mismo resultado cuando analizamos la longitud del nodo ascendente,
Q 6 la longitud del perihelio, w. En efecto, hemos definido, ver (7.31a) pag. 178, las cantidades h y k;
y ademas, si tenemos en cuenta el sistema (e), pag. 183, resulta:

h=esen®@=p; sen (o) t+cy)+ pysen(oyt+cy)

k=ecoswm=pjcos(c;t+tcy)+prcos(oyrt+cy)

ppsenT) + py sen Ty

h
Por lo tanto, tg@ = E = ;donde Ty =0c1t+c; y Tp =0,t+ cy; entonces,

p; cos T + pp cos Tp

derivando respecto de t, se obtiene:

1

2

@ = % [(Glpl cosTy + o, py cos Tz)(pl cosT{+pypcosTy) +
Cos " ®

+(pysenT+pysenT,) (o) pysenT; +6,pysenT,)].
Operando en ambos factores y agrupando resulta:

2
: do cos“w
E 2 Ol P% t 02 P% + o1 p1py cos Ty cos Ty + 6, pypy cosTy cosTy +
k

G, p1 Py senTy senT, + o p; pp senTy senT, ].

Teniendo en cuenta el desarrollo de: cos a cos 3 + sen o sen 3, finalmente resulta:

do  cos’® 2
&t 2 {o1p1” + 02 P2 + (01+02) p1pa cos [ (o1 —02) t+(c1 — )]}

Expresion que demuestra que @ tiene signo constante y es positivo, por lo tanto @ es una funcion
creciente del tiempo t.

Una sintesis del desarrollo de la funcién perturbadora.

Hemos analizado y desarrollado en el Capitulo 3 el “complejo problema” de tres cuerpos, a fin de
obtener una solucion cerrada; esta dificultad se origina cuando interactuan, gravitacionalmente, mas de
dos cuerpos con masa finita. También estudiamos que la dindmica del problema de dos cuerpos se
puede resolver integramente; sin embargo, el problema de n-cuerpos (n > 2) es insoluble en el sentido
de obtener expresiones analiticas que permitan describir el comportamiento de todos los cuerpos, para
todo instante, no se pueden obtener salvo en casos muy especiales.
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Hemos estudiado, ver § 3.6, que el movimiento de un planeta en el Sistema Solar estd determinado

por una ED vectorial de la forma ":

- ? -

M L F

r
- - >

donde F , la fuerza perturbadora, es el gradiente de una funcion potencial Ui.e. F=-V U (r); la cual
estd definida como U = U, + R, siendo U la funcioén potencial adecuada al problema de dos cuerpos y
R la funcién potencial correspondiente a los cuerpos restantes cuyas masas interactiian con el Sistema.
El efecto de R (también llamada funcion perturbadora) es, por lo general, al menos un orden de
magnitud menor que el de Up. Si esto se verifica entonces, los métodos de perturbacion general o
especial pueden ser utilizados para obtener el “futuro” comportamiento dinamico del cuerpo, con el
grado de exactitud deseado. Por el contrario, si R no es un orden de magnitud menor que Uy, resultado
que puede ocurrir en una aproximacion cercana de un cometa con Jupiter o en cierto escenario de un
viaje Tierra-Luna, entonces es aconsejable utilizar los métodos de “perturbaciones especiales” 2,

La mayoria de las teorias sobre “perturbaciones generales” consideran que la orbita de dos cuerpos
(Sol-planeta) que corresponde a U, varia lentamente cuando los efectos gravitacionales de R no son
importantes en magnitud, por lo tanto, estas teorias procuran obtener expresiones analiticas para la
variacion de los elementos orbitales debido a la poca influencia de R (perturbacion de los restantes
cuerpos) valido en un cierto intervalo de tiempo. Si los elementos de la orbita, supongamos una elipse,
son ay, e, io, o, o Y Tp en el instante ty, entonces la orbita es una elipse osculadora y los elementos
que la definen representan los elementos osculadores en el instante t;. Notar que la velocidad del
planeta en el instante ty, en la elipse osculadora, es igual a su velocidad en la 6rbita real.

Sin embargo, a causa de la presencia de R los elementos en un tiempo futuro t; seran: ay, ey, i1, €2,
o) y 11 y las diferencias (a; — ao), (e1 — eo), etc. representan las perturbaciones que sufren dichos
elementos en el intervalo (t; — ty). Es evidente la dependencia entre las perturbaciones de los elementos
orbitales y las perturbaciones en las coordenadas y componentes de la velocidad. Si las féormulas que
definen el movimiento de dos cuerpos, ver Capitulo 2, son usadas para obtener la posicion {X, y, z} y

velocidad { X, y , Z} en el instante t; a partir de los elementos osculadores en el instante ty, estas valores

difieren de las correspondientes cantidades {x’, y’,z'} y (x, y , z'} calculadas para el instante t; a
partir de los elementos osculadores en ese instante; entonces las diferencias (x — x”), etc. representan
las perturbaciones en las coordenadas, idem para las velocidades.

La posibilidad de usar la solucion (una seccion conica) del problema de dos cuerpos como una
orbita intermedia se basa en su aproximacion, al menos por un tiempo considerable, a la orbita real del
cuerpo. Numerosos intentos analiticos y numéricos se han realizado con el fin de utilizar la 6rbita
aproximada a la orbita real considerando a ésta como una orbita intermedia. Un excelente ejemplo es la
teoria de la Luna propuesta por G. W. Hill (1838-1914); ver Capitulo 8.

NOTA. Consultar: Wilson, Curtis; 2010,”The Hill-Brown Theory of the Moon’s Motion”, Ed. Springer

! Consultar: Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, Capitulo 6, pag. 156.
2 Recomendamos: Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, Capitulo 7, pag. 197.
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En el caso de un satélite artificial es posible elegir, como una primera aproximacion, una orbita que
esta mas distante de la descripcion exacta del movimiento que una simple elipse Kepleriana.

Las perturbaciones generales son utiles no solamente para dar futuras posiciones del planeta, sino
también porque ellas permiten descubrir 6 detectar una fuente (cuerpos fisicos) de ciertas
perturbaciones observables; esto se deba a que en varias partes de la funcidon perturbadora estan
presentes explicitamente expresiones analiticas. Por ejemplo, el descubrimiento de la forma de pera de
la Tierra por O’Keefe et al. ' fue hecha de un estudio de las perturbaciones de largo periodo de la
orbita del Satélite 1958 ($2) debido al tercer armodnico en el potencial gravitacional de la Tierra.

Recomendamos:

Beutler, G.; 2005, “Methods of Celestial Mechanics”, Ed. Springer-Verlag

De Pater, 1. & Lissauer, J.; 2010, “Planetary Sciences”, Ed. Cambridge
University Press.

Dvorak, R. & Lhotka, Ch.; 2013, “Celestial Dynamics. Chaoticity and Dynamics
of Celestial Systems”, Ed. Wiley-VCH.

Murray, C.D. & Dermott, S.F.; 2001, “Solar System Dynamics”, Ed. Cambridge
University Press.

'O'Keefe, J. A., Eckels, A. y Squieres, R. K.; 1959, Astronomical. Journal 64, pag. 245.
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Capitulo 8

La Teoria de la Luna de Hill.

§ 8.1 Conceptos generales y ecuaciones de movimiento.

Consideremos el problema restringido de tres cuerpos en el plano es decir, un sistema de
coordenadas cartesianas {X,y} en rotacidon, con origen en el baricentro que determinan los cuerpos “el
Sol” con masa (1—- ) y el planeta Tierra con masa . El grafico 41 muestra esta configuracion.

A
Y
Aln
_v Luna (m=0)
bl
p_--" p2s |
_-" sy
_ - S Nl
-~ .: I
Sol _-~ Tierra | & I X (&)
% o | >
(1-p) G 1 0

Figura 41. En el plano {X,Y} graficamos la posicion del Sol [masa = (1-u)] y del planeta Tierra (m = p).
La distancia Sol-Tierra es igual a la unidad. El punto G representa el baricentro de las masas (1-u) y
p. Sean {x, y} las coordenadas, en un instante t, del punto masa m = 0 respecto del sistema {X,Y}.

La posicion del Sol respecto del centro de masa G, plano [X,Y] es: {10} y la posicion de la Tierra
también respecto de G, en el mismo plano, es {(1-n),0}; luego las coordenadas del Sol son: {u,0} y de
la Tierra {(1—u),0}. La velocidad angular del punto masa p respecto del Sol, es igual a uno; ademas,
{x,y} representan las coordenadas, en un cierto instante t, del punto masa m = 0. Indiquemos con p; y
p> las distancias de los puntos (1—-u) y p al punto de masa nula; entonces, las ecuaciones diferenciales
del movimiento de este cuerpo (m = 0) respecto del baricentro G son, en coordenadas cartesianas:

N2yl | 1
) 8(); donde, Q= ( _“)+—H+—(X2+y2)-
y+2X =0 P Py 2

Jy
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NOTA: Consultar Capitulo 4, ecuacion (4.4), pag. 72.

Los vectores posicion p; y po representan, respectivamente, las distancias desde el Sol y la Tierra a
la Luna. La posicion de la Luna respecto del baricentro G es {x,y}. Vamos a realizar una traslacion de
ejes porque nuestro interés es estudiar el movimiento del punto m = 0 en un entorno de la masa p, i.e.,
nos interesa estudiar el movimiento de la Luna respecto de la Tierra; por esta razén modificamos el
origen de coordenadas. Los ejes coordenados del nuevo sistema, denominado geocéntrico, por ser la
Tierra el nuevo centro de coordenadas, los designamos con {,n} entonces, las coordenadas de la Luna
respecto del centro de la Tierra son: {En}; luego, & y n estdn definidas como, ver Fig. 41:

E=x+tp-1
n=y
por lo tanto, las distancias p; y p, tienen las siguientes expresiones:
2 2., .2
prr=(x+p +y
2 2, .2
P2 =(xFtpu-1+y.
también se pueden expresar en funcion de & y n, de la forma:
2 2, 2
prr=(@E+1)"+n
2_ .2, .2
p2 =&+
en consecuencia, la relacion entre las coordenadas en ambos sistemas {x,y} y {En} es:

2 2 2 2
Xty =@E+tl-pw +n~

Entonces, teniendo en cuenta estas igualdades, las ecuaciones diferenciales de movimiento del

cuerpo m no varian en su forma, es decir,

00
ST e (1-p), w1 2
donde, Q= +—+—[(&+1—u)+n] (8.1)
. 0Q P1 py 2
n+28=——"

Notar que las ED de movimiento conservan su forma, si bien las variables son otras y estan referidas al
centro de la Tierra.

Nos proponemos estudiar el movimiento de m entorno de p por lo tanto, podemos suponer que las
coordenadas & y m son muy pequeias en comparacion con las coordenadas x e y, i.e., {En} << {X,y};
entonces, se puede despreciar en primera aproximacion, en la funcion perturbadora €, los términos de
orden superior al segundo en las distancias. Para ello hacemos una permutacion en la notacion,
cambiamos {&n} por {x,y} por lo tanto, las ecuaciones (8.1) toman la forma:
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.. . 00
XTAYES (1-p) 1
x Q= B +—“+—[(x+1—u)2+y2] (8.2)
5 - 0Q P1 py 2
y+2x=—-
oy
donde:
2 2 2. 2_ .2 .2
pi = (x+1)7+y7%; p3=x"+y";

1 1
Q=(1-p [1+2x+x2+y2]>2 +u [x2+y2T2 + % [(1—p)2+2(1—u)x+x2+y2

Como las nuevas coordenadas del cuerpo m son {x,y}, posicion de la Luna respecto de la Tierra,
. . 2., .2 .,
resulta | x | << 1, |y | << 1, ;porque?. Entonces, si hacemos 2x + x” +y = X, la funcion Q toma la

forma:

1 1
0 = (1w [1+X]3 +r 2?2 + Lamw? + -wx < L6
1
Desarrollando el binomio [1+X] ™5, la expresion anterior resulta:
1 3 Lo
Q =(1-p) [1—5(2X+x2+y2)+§(2x +><2+y2)2 +———} + [X2+y2T2 + E(l_ u)2+

1 2, 2

+ —(x + .
S Y

Despreciando los términos superiores al segundo orden en las distancias y designando con U a la
funcion perturbadora Q, se tiene:

1
1 2 2 3 2 — 1 2
U= =003 S0 603 + S0 +u ey [2 s S s
1 2 2
+ - *+y).
2( y)
Simplificando,
1
U=Const+ 2 + Lo ey + [ ey?] 2

0Q _oU 0Q _oU
ox  0x Y oy o0y

El proximo paso es calcular:
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Célculo de las derivadas de U respecto de x e y.

3 3
%= 3(1-px +ux—%u(x2+y2) 2.2x =3(1-wx +ux—ux(x2+y2) 2,
X
ou 1 -2 -2
2 2 2 2
8—y=uy—§u(x +y?) 2.2y = py —py (x“+y°) 2.

Recordar que en estas formulas las variables {x,y} son las coordenadas de m respecto de un sistema
con origen en el punto p (la Tierra), ver Figura 41. Ademas, este sistema de coordenadas es paralelo al
sistema anterior con origen en el baricentro Sol-Tierra. Entonces, las ecuaciones de movimiento de m
respecto de u, ver (8.2), toman la forma:

;;—2}'723(1—]J)X+HX—}LX(X2+y2)_E :%

X (8.3)
.. . = ouU
y+2x =py —py(x>+y?) 2 "3y

Es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden simultdneo. Resumiendo, (8.3)
representa las ecuaciones de movimiento del cuerpo m (masa = 0) respecto de un sistema de
. 1 .. .
coordenadas con origen en el cuerpo de masa p ; luego, el movimiento se realiza en el plano [X,y].

Con el objeto de simplificar la forma de las ecuaciones (8.3) hacemos un cambio “adecuado” en las
unidades de longitud y de masa, con las siguientes proporciones:

para la longitud — —1, para la unidad de masa — l, para la unidad de tiempo — %
o

luego, el cambio de variables consiste: n—> up, X —> Xd.
(I~ —> (d-wWph,  y->ya

por lo tanto, las ecuaciones diferenciales del movimiento toman la forma:

3

x2+a? y2) 2

oc.>.<—20c}./=3B(1—u)(xx+Bu(xx—Buocx(oc2

3
ay+2ax=Bpay-puay@®x®+a?y?) 2

o . . 1 , . 2
Dividimos ambas ecuaciones por o y factoriamos — Ademas, como la masa p es muy pequefia
o

respecto de la masa (1— p) y el valor absoluto de x e y también son muy pequefios entonces, los
términos (B 1 x) y (B n y) se pueden despreciar, recordar que hemos dividido por a; luego, se tiene:

! Consultar: Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Capitulos 1, 9 y 10.
2 Lamasa de la Tierra p=3x10 0 M gl
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_ _ 1 . Bu _ _ 3 _ U
1-p=1 = 22— = =3 .
B(l-w -> B - 3 - a Bu -

Entonces, las ecuaciones diferenciales de movimiento (8.3) toman la forma:

3
x—2y:3x—x(x2+y2) 2 =

*

ou
0 X

*

(8.4)
ouU
oy

'}./+2).(:—y(x2+y2)_E =

1
donde la funcion potencial U* tiene la expresion: U* = % x? + (x2 + y2 ) 2.

El sistema de ED (8.4) representa las ecuaciones limite del problema del movimiento de la Luna de
Hill; en general, se lo menciona como el caso limite de Hill correspondiente al problema restringido de
los tres cuerpos. Consultar: Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Capitulo 1 y pags. 602-620.

Breve Resefia Historica. En 1877, G. W. Hill ! publica un articulo sobre el movimiento del perigeo
de la Luna (posicion en la orbita Lunar mas proxima a la Tierra), donde obtiene las primeras soluciones
periodicas del problema de tres cuerpos, posterior al descubrimiento de Lagrange relacionado con las
soluciones de equilibrio relativo en 1772. El problema que investigd Hill era la discrepancia entre los
valores calculados tedricamente para el movimiento del perigeo Lunar y los valores obtenidos de la
observacion. En este trabajo, Hill hall6 primero una solucion periddica y luego dedujo las ecuaciones
de variacion, teniendo en cuenta solo la primera potencia en la excentricidad Lunar; obtuvo asi un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de cuarto orden con coeficientes periodicos. Utilizando las
integrales conocidas * y realizando una serie de transformaciones, simplificé el sistema a una sola

ecuacion diferencial lineal de segundo orden de la forma *:

2
-%§+®@=o (a)

donde ¢ es la desviacion normal de la Luna respecto de su orbita intermedia y @ es una funcidon que
solo depende de la posicion relativa de la Luna con referencia al Sol. La funcion ® se puede expresar

como una serie de Fourier:

O=Cy+Cicos(2t)+Cycos (4t)+--- = Z Cj cos[(2))t] = Z Cj€2j (b)
j=0 J=0

VHill, G.W. “On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean motions of the sun
and moon”. Publicado en Cambridge U.S.A., 1877 y reimpreso en Acta Mathematica, 8, 1886.

2 Integral de la energia, del momento angular y de las areas.

3 Consultar: Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, pags. 603 y 629.
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donde { =exp (i t) y C; = C_j, por lo tanto, la ecuacion (a) toma la forma:

2 o

d .
=24 Y Cig=0 (©)
dt j=—

Ecuacion diferencial conocida como ecuacion de Hill.

NOTA. La ecuacion de Hill puede considerarse como una representacion generalizada de la ecuacion

de Mathieu:

2
d—;p+(a+bcos2t)(p=0

dt

hallada por Mathieu, en 1868, analizando el movimiento de membranas elésticas con frontera eliptica.
Asimismo, la ecuacion de Hill es un caso particular de la ED de Ince-Hill,

2
(1+acos2x)d—g+bsenex¥+(c+dcos2x)y=0
X

dx

La ecuacion de Ince-Hill es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
periddicos que depende de cuatro parametros: a, b, ¢, d. Uno de los motivos de interés de esta ecuacion
reside en que es Util en las ecuaciones variacionales vinculadas a problemas de Mecénica Celeste. Con
frecuencia el parametro a representa la excentricidad. Precisamente, una de las motivaciones iniciales
fue el estudio de la estabilidad de la solucion en numerosos problemas dinamicos. Este estudio no es
simple desde el punto de vista analitico. Ademads, la ecuacion de Ince-Hill es, en general, una ecuacion
poco estudiada. La ecuacion de Ince-Hill posee singularidades regulares, también llamadas de tipo
Fuchs.

La Teoria de la Luna esta relacionada con el estudio analitico del movimiento de la Luna; en
general, la teoria Lunar consiste en plantear y comprender el movimiento de la Luna bajo la atraccién
gravitacional de la Tierra y el Sol, donde so6lo se consideran estos tres cuerpos como puntos masa. Sin
embargo, el tratamiento completo del movimiento de la Luna requiere la inclusion de los efectos
debido a la atraccion de los otros planetas sobre la Tierra y la Luna, asi como también los efectos de la
no esfericidad de estos dos cuerpos.

Referencias.
Brown, E. W.; 1960, “An Introductory Treatice on the Lunar Theory”. Ed. Dover Publications.
Brouwer, D. & Clemence, G. M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, Cap. XII, pag. 308.
Ed. Academic Press Inc.

Courant, R. & Hilbert, D.; 1962, “Methods of Mathematical Physics”, vol 11. Ed. Wiley
Hill, G.W., “Researches in the Lunar Theory,” American Journal of Mathematics, Vol. I, 1878,
pag. 129-147.

Poincaré, H.; 1899, “Legons de Mécanique Céleste”, Vol. 2, Parte 2. Ed. Gauthier-Villars.
Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, Cap. 9, pag. 246. Ed. Adam Hilger Ltd.
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§ 8.2 Solucion periodica de las ecuaciones de movimiento de la Luna.

Las ecuaciones de movimiento de la Luna estudiadas por Hill ' admiten la integral de las fuerzas

vivas, la cual es facil de obtener, multiplicando la primera ecuacion de (8.4) por X y la segunda por y,

luego sumamos ambas ecuaciones entonces resulta:
x2 + y 2-2U+h
la integral de la energia, donde U es la funcion potencial y h la constante de la energia.

Nos proponemos ahora hallar una solucidon perioddica del sistema de ecuaciones (8.4), lo cual
significa obtener una funcién periddica con periodo t, donde T = 2nm; siendo m un niimero pequeiio
(para el sistema Tierra-Luna m es del orden: m = 0.08).

Para determinar la solucion periddica vamos a suponer que x es una funcion par del tiempo, i.e.,
x (t) = x(—t) ey una funcién impar del tiempo: y(t) =—y(-t) % Ademas, en un semi-periodo la
funcion x(t) cambia en —x (t) y la funcidn y(t) en — y(t), luego

- x
x(t) = x(t+2)

T
y(t) =—y(t+-)
2
donde i =nm.
2

Por su condicion de periodicidad la funcion x(t) admite un desarrollo en serie de Fourier, de la

forma >:

x(t)=Z:AV cos(vi) ZA cos[—(t+nm) ZA cos (— t) cos(vm).
m

entonces, los coeficientes con v impar son los que verifican los requisitos anteriores, de acuerdo a la
definicion de funcion par e impar. Por lo tanto, la funcién x (t)admite el desarrollo

x(t) = Z A, cos(2v+1)—
v=0

una expresion analoga para la variable y(t),

y(t) = z B, sen (v i) = —Z B, sen(l t) cos(vm)
A% m A% m
y finalmente resulta,

y(t) = Z B, sen(2v+1)—

v=0

! Meyer, K.R.; 1999, “Periodic Solutions of the N-Body Problem”, Cap. 11, pag. 120. Ed. Springer-Verlag.
2 En este caso la variable t (tiempo) es siempre positiva.
3 Consultar: Lépez Garcia, F.; 1995, “Curso Analisis Matematico III”, Cap. 2. Ed. FCEFyN, UNSJ.
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Los A, y B, son los coeficientes de Fourier '. Supongamos ahora que,
1

a, =3 (AV + Bv)

1 = A,=a,+a_,_ 4y, By=a,—-a_, 1.

a_v-1 5 (Ay-Bv)

Reemplazando los coeficientes A, y By, en los desarrollos de x e y, se obtiene:

0 o0 o0
x(t) = Z (ay+a_y_q) cos(2v+1)i = z a, cos(2v+1)i + z a_y_| cos(2v+1)i
v=0 m v=0 m yoo m

Hacemos un cambio de indices, sea —(v+1) = u; luego, v =— p — 1, sustituyendo resulta:
0 t — 00 t
x(t) = Z a, cos(2v+l)— + Z a, cos(—2p+l)—
v=0 m- m

Si reemplazamos p por v y ademads, como cos (— 2 — 1) = cos (2p + 1), finalmente se tiene:

o0
t
x(t) = z a, cos(2v+1)—.
Una expresion similar para y(t),

o0
y(t) = Z a, sen(2v+1)i.
m

—o0

Las expresiones de x(t) e y(t) nos sugieren introducir variables complejas de la forma:
u=x-+iy
V=X-1y (8.5)
luego de reemplazar se obtiene

u(t) = i a, [cos(2v+l)i + isen(2v+l)—t]
m m

— o0

v(t) = i ay [cos (2v+1)-= —isen(2v+1)—-]
m m

— 0
Desarrollos que también admiten la forma exponencial 2,

Qv+1) it

u(t) =§: a, e m v(t) =i a, e

—@v+l) it
m .

! Consultar: Lopez Garcia, F.; 1995, “Curso de Analisis Matematico III”, Cap. 2. Ed. FCEFyN, UNSJ.

2 . +i .
Recordar la férmula de Euler: e *'* = cos o 1 sen .
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En la segunda ecuacion, relacionada con v, definimos: —(2v + 1) = 2u + 1) = —-1-1- 2p = 2v,
luego: 2v = — 2(u+1); sustituyendo resulta:

g3 Qu+l) it ' 0 Qv+l) it
v=>Ya_,_je m |y permutando p por v, se tiene: V= a_,_je m
—00 —0o0

El cambio de indices nos permite “buscar” una solucion, para las expresiones de u 'y v, de la forma:

uzz av§2V+1 ii
G C=—c M =exp(it) (8.6)
m

o0
2v+1
V:Z a_y_1 67V
—00

entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (8.5), pag. 194, podemos expresar x e y de la forma:

ademas, las derivadas de u y v son:
u=x+1y, V=X-1y; u=Xx+1y, Vv=x-1Yy.

por ultimo, reemplazando las nuevas variables en el sistema de ED (8.4), padg. 191, multiplicando por
(+1) la segunda ecuacion y sumando obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para u:

3
.. . . . + i . . . . . . . . 1 . . .
u-2(y—-ix) =3 u2v —(uv) 2 (x+1iy); pero: —2(y—ix) = 2i (x—fy] =2iu,
i
resulta, entonces, la primera de las ecuaciones transformadas:

u

(W)

ﬁ+2iﬁ :é(u+V) -

Procediendo en idéntica forma, multiplicamos la segunda ecuacion de (8.4) por (—1) y sumando se
obtiene:

v—2iv = (u4v) -

9

wv)?

la cual representa la segunda ecuacion transformada del sistema (8.4).
En consecuencia, el sistema de ecuaciones diferenciales del problema de la Luna de Hill (8.4), tiene
la siguiente expresion, en las nuevas coordenadas:
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w4 2in = (uty) -
2 =X
(uv)?
- .- 3 v
V—21V=E(U+V)— B (8.7)
(uv)?
y la integral de la energia, toma la forma:
1
uv—z(u+v) +2(uv) —h; (8.8)

donde h es la constante de integracion.
Finalmente, para formular las ecuaciones de movimiento de la Luna y su integral primera hacemos
un cambio de variable independiente introduciendo el operador D, definido como:

D = Ci, luego, Du= Cﬂ.
dc dg
entonces, vamos a expresar las derivadas primeras y segunda de las variables u y v en funcién de este
operador:
u = du_ QE, de acuerdo a (8.6): 46 _ LQ, luego u = LQ du _ 1 Du.
dt d¢€ dt t m df m
y la derivada segunda:

Expresiones similares se obtienen para v.

Luego, si reemplazamos las derivadas 1.1,u,\.z y v en funcion del operador D en el sistema (8.7) y
en la ecuacion (8.8) resulta:

—%Dzu +2i— Du = %(u+v)—

3
m m (uv)?2
—%Dzv—ﬂiDV: 2 sy - —
m m 2 (UV)E
L L pupy-= i(u+V)2 + 2 - —h.

Si en este sistema de ED multiplicamos todas las ecuaciones por (m2 ) y por (—1) y pasamos todos

los términos al primer miembro entonces, el sistema anterior toma la forma:
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D2u Jr2mDu+§m2(u+V)—m2 u3 =0. )
2 @)
D2y —2mDv + >m? (u+v) —m> Y -o. - (8.9)
2 @)
2
Du Dv + im2 (u+v)2+2i1 - m’h = C. )
4 @v)?

Este sistema de ED nos permite analizar el movimiento de un cuerpo de masa nula (la Luna) entorno
del planeta de masa p (la Tierra), en el problema restringido de tres cuerpos; en este analisis el sistema
dindmico esta formado por Sol-Tierra-Luna.

Por ultimo, vamos a eliminar el término — para ello utilizamos la integral de la energia,

(uv)?
tercera ecuacion del sistema (8.9); hacemos primero las siguientes consideraciones:

duv) _ QvﬂﬂLCuﬂ: VgﬂqL ugﬂ = vDu+uDv.

D@uv)=
V=6 dg dg dg dg dg

D’ (uv) = D[uDv+vDu] = Du Dv +uD’v+ Dv Du+v D u, agrupando se tiene:

D[uDv+vDu] = uD?v+vD*u+2DuDv. También podemos escribir:

DuDVZDZ(UV)—DuDV ~uD’v —vD’u Luego: D [uDv—-vDu]= uD’v-vDu (d)

Por lo tanto, la integral de la energia [tercera ecuacion de (8.9)] toma la forma:

2
DuDv=C—§m2(u+V)2— 2m1 =D2(uv)—DuDV—
4 (uv)?
-u 2mDV—im2(u+v)+m2 T -V —2mDu—§m2(u+V)+m2 3
2 (uv)? 2 (uv)?

Desarrollando los dos ultimos términos, resulta:

2 uv

(uv)?

Dz(uV)—DuDV—ZmuDVJr%mzu(quV)— m +2mVDu+%m2V(u+V)—

2 uv

(uv)?

1
-m = DZ(uV)—DuDV—Zm(uDV—VDu)Jr%mz(u+v)2—2m2 (uv) 2 =

2m2

— -2 m2 v - 1
4 (uv)?
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Entonces, si tenemos en cuenta los dos ultimos miembros del desarrollo anterior:

_1
D’ (uv)-DuDv-2m(uDv-vDu)+ %mz(u+v)2 —2m?(uv) 2 =C- %mz (u+v)? -

2m2

(wv)?

simplificando, resulta:

Dz(uv)—DuDV—Zm(uDV—VDu)+%m2 (u+v)? =C. (8.10)

Procediendo en forma andloga respecto de la expresion (d): D [u Dv — v Du] =u D’v-vD’ u, se
tiene:

D[uDv+VDu]=uD2V—VD2u=u 2mDV—§m2(u+V)+m2 v o
i 2 (uv)?
-V —2mDu—§m2(u+V)+m2 3
i 2 (uv)?

finalmente, operando en los dos ultimos términos, obtenemos:

D[uDv-vDu] = 2mD(uv)- %mz (u—V)2
y por tanto,

D[uDV—VDu—2muV]+%mz(u—v)z=O. (8.11)

Las dos expresiones, (8.10) y (8.11), seran utilizadas en el siguiente item.

§ 8.3 Calculo de los coeficientes a, y a _,,_1.

En el parrafo anterior hemos deducido las ecuaciones diferenciales del movimiento en un entorno
del planeta p (problema restringido de tres cuerpos), consultar sistema (8.9); las cuales, eliminando los

L. u v ) ., .. )
términos: y T, €en la primera y segunda ecuacion, se transforman en el siguiente sistema
(uv) (uv)?2

[ Y[

de ED:
( DZ(UV)—DUDV—Zm(uDV—VDu) -%%m2 (u+V)2 =C

) D[uDV—VDu—2m(uV)]+%mz(uz—vz)=0 (8.12)

_1
kDu Dv + %mz (u+V)2+2m2(uV) >=m’h=_C
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donde el operador D tiene el expresion: D = d_dC; siendo { la nueva variable independiente definida

.t , - (1
como: § = exp (1 —j; el periodo de revolucion del satélite, de masa nula, entorno del planeta de masa
m

K, es T=2mnm. La Figura 42 describe el movimiento del cuerpo de masa m = 0 entorno del cuerpo de

masa p perturbado por (1 —p).

A
Y
y
*
1
1 _
m=20
/"'I'(
° ,’ 1 \\ X=x
1 »
1 b
(_H) N P«’/
1 -

Figura 42. El grafico muestra el movimiento del cuerpo de masa nula
entorno del cuerpo de masa p perturbado por el cuerpo de masa (1—-p).

Ademéas, habiamos supuesto que la solucion buscada, las funciones u y v, se pueden expresar en
series de potencias de la variable C, (consultar (8.6), pag. 195), de la forma:

o0 o0
_ 2v+l _ 2v+1
u= z, a, (=Y, v= 2, a_y_1 ¢

V=—00 v=—00
donde: u=x+1y, v=x—1Yy. Consultar Ecs. (8.5), pag. 194.

Nos proponemos ahora hallar los coeficientes a,, y a_,_; de los respectivos desarrollos de las

. 2 2
funciones u y v. Para ello debemos calcular: u”, v*, uv, Du, Dv, etc.

Por ejemplo:

u2 _ z a, §2v+1 Z a, C2p+1 _ z Z a, a, CZ(V+H+1) _ Z z a,ag ., ng
v n vV o v ©

donde & =p + v+ 1. Por lo tanto,

u? = Z Z a, a;_,_ g2,

v (©)
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Andalogamente se calcula el producto u.v,

wy = Z a, C2v+1 Z a_, C2p+1 _ Z Z aya_, | ng
v u

donde: E=v+pu+1; —pu—1=v-E&. Luego,

uy = z Z ayay_g C2§ = z z ayay_ g C2§_
(v) (&) & (v)

Calculo de: v2,

v = DAy g2 DA =3 a a1 £ = DD aygay_¢ %
v u (v) (W (v) (&)

haciendo: —v—-1=m; v=-n-1,yreemplazando resulta:
V= Z Z aga_ ¢ C 2% . permutando el subindice n por v, se tiene:
m (©

v = Z Z ay a_g y | ng.

& )

Célculo de las derivadas: Du y Dv,

dt

\%

Du=Cu=¢2 Y a =0 ¥ @vena, ¢

Du = (2v+l)a, 2V,

\%

Dv = gditv = gdiltz a_y ¢V =0 Y @2vlay ¢
A% A%

Dv = (2v+1) a_,_; 2V

A%

Célculo de las expresiones: u Dv y v Du,

ubv =Y a, ¢V Y Qu+n a2 =
v 1
= > ¥ @u+haya, > =
v) (W)

=3 3 @&-2v-l)a, a, ¢ (5, luego
V) (&)
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uDv = Z Z (28-2v-1)a, a_g,y Qzé.
© )
Calculo de: v Du:

2p+l 2v+l
vDu =% a_,; C**7 > (2v+D a, 7V =

) v)
= Z Z(2v+1) ay, a_y_| Qzé = Z Z(2v+1) ay ay_g Czé
(v) (W (v) (©)
luego, vDu = z Z(Z\H—l) ay ay_g Cza.
€ v)
Célculo del producto: D(u.v) = Z Z 28 ay ay ¢ C2§ .
© )
Célculo de: DuDv=Y 3 (v+l)(2§-2v-1) a, a,_¢ §°°.
€ v)
Calculo de: Dz(u.V)Z z Z 4&2 ay ay_¢ CZE-’.
€ v)
Calculo de: uDv-vDu=Y Y (2&-4v-2)a, a, ¢ (5.
€ v)

Finalmente, aplicamos estos resultados a las dos primeras ecuaciones del sistema (8.12), pag. 198,
resulta:

Z{ > [4&2—(2v+1)(2§—2v—1)—2m(2§—4v—2)+%m2 2} ayay, ¢ +
© [ W

9
+ Zmz [ag_v_l +a_§_v_1] av} Qzé =C

> {z [se(e-2v-—amelayay ¢ = 2m?fae 1m0 s o] } o

En la primera ecuacion los coeficientes de todos los términos son nulos, excepto el término
independiente que es igual a C; en la segunda ecuacidn, en el primer miembro, los coeficientes de todos
los términos deben ser idénticamente nulos. éPorqué?.

Por lo tanto, podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones:
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Para € = 0 se obtiene:

Z {[(2v+1)2+4m(2v +1)+% mz} av2 +% m? ay a_y_| } =C (8.12a)
(v)

Y, para todos los valores de & # 0, el sistema adopta la expresion general:

> {[4@2 —Qv+l) (2%—2\/—1)—4m(§—2v—1)+%m2} ay ay_g +%m2 lae_y_1+a_s_y_1|ay }:o
)

Z{[4§ (§-2v-1)—-4m¢ ] ay ay_¢ +%m2 [aﬁ—v—l —a_é_v_l]av} =0
(v)

A fin de tener formulas mas sencillas multiplicamos la primera de estas igualdades por dos y la
segunda ecuacion por tres, luego sumamos y después restamos miembro a miembro ambas ecuaciones,
el resultado es el siguiente:

La suma de ambas ecuaciones es:

> {l4§2—2(2v+1)(2&—2v—1)—8m(§—2v—1)+9m2+12§(§—2v—1)—12m§Jav ay_¢ +

A%

+9m%ag av} =0. (8.13a)

> {[4&2—2(2v+1)(2&—2v—1)—8m(§—2v—1)+9m2—12@(&—2v—1)+12maj aya, ¢+

\%

+9m%a ¢, av} =0. (8.13b)

Para abreviar, al primer corchete lo denominamos A, y al segundo corchete lo designamos B¢,

luego resulta:
2
Z Ayg ayay ¢ +9m Z ayag_y1=0
(v) v)

Z Bygaya_y ¢ +9m22 aya_g y1=0
v) v)

Estas dos ecuaciones constituyen un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas porque
tanto & como v varian desde 0 a co. Notar que las ecuaciones son validas para todo & # 0.
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Por simplicidad, vamos a separar en dos los términos en la primera serie y lo mismo hacemos en la
segunda ecuacion, de la forma:

Agg aga_g z Aygaya, ¢+ 9m? z ayag 1 =0 (8.14)
(v)=0 (v)

BOE_, aga_g + z BV& ayay_¢ + 91’112 z aya_g y-| = 0 (8.15)
(v)=0 (v)

luego, multiplicamos la primera ecuacion por Bg: y la segunda por Agg y restando miembro a

miembro resulta:

> (Ave Boz — Aoz Byg) ayaye + 9m® Y (Bog ag 1 —Agz a g v1)ay = 0

v#£0 Y

a los fines del calculo, es conveniente separar en la primera suma el termino v = &, entonces se tiene:

(Aaa Boa - Aoa B;;;;) apag + Z (AV;; B();; - Aoa BV& ) ayay_¢ +
v#0

7§

+ 91’1’12 Z (BOEJ aa—\/—l —Aoa a—(‘;—v—]) ady = 0 (816)

\%

Aoa BV& —Ava B();;
Agg Bog —AoeBeg

Si definimos, [é v] = ; € introducimos las siguientes abreviaciones:

B A
C§§:A§§B0§_AO§B§§¢O' [E]=-9——=; (&)= 9——=; C;;——.

entonces, si en la ecuacion (8.16) dividimos previamente por: Age Bog — Age Beg y desarrollamos la
ultima suma en dos términos, el resultado es:
2 2
C& - Z [‘tav] Cy Cv—& +m [§] Z Cy C&—v—l +m (&) Z Cy C—&—v—l . (8.17)
v#0 v) v)
#§

Foérmula fundamental de recurrencia, mediante la cual es posible el calculo de los coeficientes C,, y
por tanto, podemos obtener los coeficientes a,, (= aoC,, ).

Analicemos este resultado con un Ejemplo: Las expresiones para Age y Bgg se obtienen a partir de

las ecuaciones (8.13a) y (8.13b), haciendo v = 0, resulta:
Age =4 E7-2(2&-1) - 8m (E-1) + 9m*+ 12§ (6-1) ~ 12 m &,

Boz =4 £°-2(26-1)— 8m (&-1) +9m?— 12 & (&-1) + 12m &,
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El siguiente paso consiste en determinar la diferencia: Agg Byz—A,z Bog y por tanto el
denominador Cee = Age Bz —Agg Bee # 0, lo cual nos permite calcular [¢ v] y ademés evaluar las

expresiones [ & ]y (&), entonces resulta:

e Agg Bvg —Ave Bog _ 482445 -2 +4v (E-D)+4m(E-v—1)+m>

_V 8.18
Age Bog — A Bee g 482 -2 —4m+m? (8152
42 2
(] _ 3 48 ;8&42-2+m(8+4§)2+9m . (8.18b)
16 E“(8E~—2—4m+m"~)
2 _ 2
(&):_i 2067 -16£+2+m(8-208)+9m” (8.180)

16 £2(86% —2—4m+m?)

Con estas definiciones estamos en condiciones de calcular la formula de recurrencia (8.17) donde &
toma los valores 1 y —1, luego se tiene:

Para &= 1.
Ci= Y [Iv] CCyy +m* [11Y.CyCy+ m* (1) 3 Cy C_yos.
v#0 v) v)
#1
Para & =—1.
Ci= Y [V CCuy +m* 1Y CyCyp+ m’ (1) Y C, C_y.
vz0 v) (v)
#—1

Expresiones que nos permiten desarrollar la formula de recurrencia (8.17), la cual toma la forma:
Ci =[12] GCp + [1,-1] C;Cp + [1,3] C3Cy + [1,-2] CoC3 +---+
+[1] m?[1+ 2C C +2CyC+2C3C 5 +---1+
+()m°[2C, +C; C3 +CyCyg + C_zl + C3C+---]
a 2
donde 1 = CO2 = (—Oj .
ap

Los a, y por tanto, los C,, son coeficientes en las series de potencias (8.6) y (8.17), consultar pags.

195 y 203; entonces, es conveniente por razones de convergencia, que los términos de las respectivas
series tiendan a cero lo mas rapidamente posible (esto es importante!).
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Vamos a analizar si este “criterio” nos permite determinar el valor (u orden de magnitud) de estos
coeficientes. Como m es un nimero muy pequefio ', m = 0,08, investiguemos si es posible determinar
los coeficientes de modo que C; y C_; se conserven del orden de m’ y los restantes factores sean de
orden mayor en pequefiez a m2, en cuyo caso el producto C;+C, sera de orden superior a dos;
analogamente C;+C_, y también C;+C_;; entonces, en primera aproximacion se tiene,

C =[1]m’,

, 2
y analogamente Ci=(-1m".
Examinemos el orden del error; para ello consideremos la expresion de los coeficientes:

2 2
Cr=> [2vIC,Cy_p +[2lm > C,C_y; +(@m" > C,C_,_3.
v#0 v v
#2

2 2

Cp= 2 [2VICyCyyp + [2lm 3 C,C 3 +(2)m" ) C,C .
v#0 v Y
#=2

Desarrollando las sumas de cada término de C, resulta:
Cy, =[211C{C+[23]C3C; +---+[2-1]C_; C_3 +---+][2] m? {2C+
+CyC +CrCy+---}+@)m {2 C 3+---}.
entonces, el coeficiente C, desarrollado hasta el cuarto orden, tiene la expresion:
Cy = [21]1C;C_;+ 22l m?Cy.
Del mismo modo calculamos C_,, se tiene:
C_r=[21] CC;3+[22]CyCy+---+[2,-1] C4Cq+[-2] m? {2C_5+
+2C Cy+2C Cp+---}+(-2)m?*{2C; +C  Cp+Cy Cy +---}
entonces, el coeficiente C_, desarrollado hasta el cuarto orden tiene la forma:
C_,=[-2-11C4C;+2(-2) m*C;.
En consecuencia, un coeficiente Cig es del orden de m?25 para &> 0; i.e.,
Cie =0 (m*®), para £ > 0. (8.19)

Este resultado prueba que los coeficientes no solo estan acotados sino también que tienden a cero.

! Consultar § 8.2, pag. 193.
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Los coeficientes se pueden determinar mediante el método de aproximaciones sucesivas ', del
siguiente modo:

Primero se calculan los coeficientes C; y C_; hasta el quinto orden respecto del pardmetro m,
utilizando la siguiente expresion, C; = [1] mz; el factor [1] se obtiene de (8.18b), pag. 204, haciendo

& = 1 entonces resulta:

3 6+12m+9m? 3 6m2+12m’+9m? . .
[1]1=— 5 luego C; = — 5 , s efectuamos el cociente se tiene,
16 6-4m+m 16 6-4m+m
C = 3 (mz +§m3 +§ m* +£m5 +———j = im2 + lm3 + lm4 + ﬂm5—|—---;
16 3 16 2 12 36

Del mismo modo podemos calcular C_; = (-1) m2; el factor (—1) resulta de la ecuacion (8.18¢), i.e.,

- 2 2 _ 3 4
-1H=- i 6 12m+9n21 ,luego C_;=— i 6m”—12m +29m , efectuando el cociente
16 6-4m+m 16 6—4m+m
resulta: C_; = —i(mz —im3 +E m* +———j = —im2 + 21113 - £m4 t---
16 3 18 16 48 96

Observar que los coeficientes de las potencias de m son todos menores que uno.

NOTA: Hemos estudiado la solucion periddica del sistema de ED del problema del movimiento de la
Luna de Hill, ver sistema de ecuaciones (8.4) pag. 191, la cual es de la forma:

_ Z a, §2v+1 , —— Z a1 §2v+1'
v) v)

consultar (8.6) pag. 195. Introduciendo estas dos series en las ecuaciones diferenciales del movimiento
hallamos un sistema de infinitas ecuaciones el cual nos permite determinar los coeficientes C,, y por

tanto, los a,, 1.e.,

. L a
C,=—, C_=—, Cy=—=, etc,elcoeficiente genérico C, = —-.

ao a0 a0 a0
También vimos que al sustituir estos dos desarrollos en serie en las ecuaciones de movimiento y
aplicando el principio de identidad se obtiene una relacion que proviene del hecho que el término
. . . . 2
independiente de estas series no es cero sino C y esta dado por ~,

z {[(2V+1)2+4m(2v+1)+% mz} av2 +% m? ay a_y_| } =C
(v)

! Consultar: Michavila F. & Gavete L.; 1992, “Programacion y Calculo Numérico”, Ed. Reverté.

2 Consultar ecuacion (8.12a) pag. 202.
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Ademas, al definir los coeficientes C,, demostramos que el orden de un C,, cualquiera es igual a

2 .
m‘ v ! Con estos resultados, nos proponemos ahora interpretar las constantes ag,myC 2

Si en la Gltima igualdad dividimos ambos miembros por a02 resulta:

2 a_,_
> {(2v+1)2+4m(2v+1)+2m2} aLZ+2 m2 v vl C2,1ueg0
) Poda 2 m R "0
€ _ Z [(2V+1)2+4m(2v+1)+ 2 mz} C\Z, + 2 m? Cy Coyoi
ao2 (v) 2 ?

desarrollamos la suma teniendo presente que C( = 1, entonces se tiene:

C
.2

=(1+4m+2m2j Co? + 2mzcoc_1 +(9+12m+2m2jC12+2m2C1C_2 +
ag 2 2 2 2

+ (1—4m+%m2) C_12 + %mZC_ICO +---

luego, agrupamos segun los coeficientes C,, , resulta:

£ iam+ 2 miromic [9+12m+2m2j C? + [1—4m+2m2j C_2+
302 2 2 2
2
+ 9m C] C_2 +---
El siguiente paso en este desarrollo consiste en reemplazar C;,C_;,C,,C_5, - - - en funcién de m,

consultar (8.17) pag. 203, para ello agrupamos los términos segin las potencias creciente de m
obteniendo:

o0
C=a,’ ZOL m¥ = a,? 1+4m+2m2—£m4+———
0 v 0 2 128
v=0

Recordar que la constante C se puede obtener, también, de la expresion de la integral de la energia:

2m2 2

DuDv+§m2(u+V)2+ - =m h=C
* (uv)?

Si dividimos toda esta igualdad por a02 resulta:

! Ver ecuacién (8.19), pag. 205.
2 C es la constante que aparece en el sistema de ED (8.9), pag. 197; esta relacionada con la integral de la energia
h. En cambio, los C,, son coeficientes de las series de potencias que estan asociados con los coeficientes

a,, de la solucion propuesta, ver Ec. (8.6) pag. 195.
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2 2
C = a,> DUIz)V 3m2(i+vJ LM 1
ap ap ag a u v
Desarrollamos cada uno de los términos,
2 ar .
DuDV_ 22(2\’4'1)(2& 2v— l) Sv-g Cza; u_zzzza_v E—v—1 Czé
w0 ® O 20 20" (g (v) 20 20

ZZ agvlczg; u_\zlzzz_vav—iczg,

3°  © v a0 20" (&) (v) 20 20

1 1 2
STy el DID I VRN
u v uv €) (v)
ap ag 302
1

)
IZCV2+ZCVCV1C2+ZCVCV+1C2] =

Solo nos resta calcular el cociente:

(v) (v) ™)

1

=2+ 4 (O +C O €+ )E 4+ (Ci+ € Cy + Cy ) G2 Tz.

NOTA: El desarrollo en serie de u.v se puede hallar en la pag. 200. Recordar que & toma los valores
cero, +1 y —1.

1
Luego, la igualdad anterior tiene la forma del desarrollo en serie de (1+X) 2; por lo tanto !,

1

uv

302

=1- % [Cl2 +C_ 24+ (Cy+C+CCy+..) 5%+ (C{+C  Cy+Cq+..) L2+

+..]+ % [clz +C_ 244 (C+C+CCy+..)C %+

(C1+C{ Cr+Cy+..)C 2+ P +---

! El desarrollo en serie de potencias de (1 + X )"> =1 -1 X+3/8X*+ ...
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Si reemplazamos los coeficientes C,, por sus desarrollos se obtiene una serie de potencias en funcion de

¢ 2 ; por lo tanto, podemos enunciar que:

1 2
=Py(C7).
uv
2102
uv  u? v?
Un resultado similar se obtiene si consideramos los productos: 5 5 Y 3 hallados
ag ap ap

anteriormente; entonces, como expresion definitiva nos queda que C esta dado por la ecuacion:

2m2

C= P1(C?) +ap? Py(C?)

ap

En consecuencia, tenemos dos expresiones para C; una en funcion de potencias de m y la otra en serie

de potencias de QZ , luego podemos escribir la siguiente identidad

2

2 2m 2 2 2
ap” Y a,m’ = " Py(C7) tap” Pyr(87)
0
A%

notar que esta identidad debe verificarse para todo ¢ ; ademas como { = e'! entonces ¢ = 1 para t = 0.

Por lo tanto:
2

> aym® =20 py1) + Po()
v ap
en consecuencia,
2
3 2m? Py(1) . 2m? P(1)
0 v _ 1 > 0 3 A2 1
Zavm Po() zavm P, ()
A% A%
finalmente,
2 2 ) 7
ag=m3 [By+Pym+Br,m2+...]=m3 [1—§m+1—8m2+...],

entonces, a( se expresa por una serie de potencias de m. Luego, conocido a( se puede reemplazar

9 2 1147 4

dicho valor en la expresion que define C = 302 [1 +4m+ 5 m 3 +——- - }, consultar

pag. 207, luego, se tiene:

4
C=m3 [Bg+P m+Bym2+..7° [1+4m+%m2—mm4+——— }
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4
Y por tanto, C = m 3 [1—zm+lm2+...]2 1+4m+2m2—£ m*+- - -
3 18 2 128

efectuando el producto de ambas series, resulta:

C=m3 1+§m+..}

2 _

donde ag=m3 1—§m+...]

Una vez determinada la expresion de a podemos obtener los coeficientes a,,, ya que a, = ayC,,;
donde los C,, son valores conocidos.

En sintesis, podemos hallar a( a partir de su desarrollo en serie y los C,, aplicando la ecuacion
(8.17) y luego, calcular los a, . Entonces, estamos en condiciones de expresar las variables u y v en

series de potencias de C, en funcion de los a,, de la forma L.
u=agg + a §3 +a, §5 +---+a_ C_l +a_, C_3 +a_, C_S R
v=a_(+a, C3 Ta_j CS +---+ag C_l + a; §_3 + a, Q_S +---

ademas, las coordenadas x e y tienen la expresion:

0 0
x(t)ZZaV cos(2v+1)i, y(t) = Zav sen(2v+1)i;
m m

— 00 — 00

consultar pag. 194; desarrollamos estas férmulas hasta sus primeros ordenes, se tiene:
t t
x(t) =agcos(—) +ajcos(3—) +---
m m
t t
y(t) =agsen(—) +a;sen(3—) +---
m m

Si en estos desarrollos consideramos s6lo la primera aproximacion, podemos despreciar los términos

ajcos (3 i) y a;sen (3 i) por ser a; un coeficiente de segundo orden y m muy pequefio, luego
m m

t
x(t) =agy cos—
m

t
y(t)=ag sen —
m

! Consultar ecuaciones (8.6) pag. 195.
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Entonces, el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra es un movimiento peridédico con periodo

2n . . s .
1 =——"_ Larepresentacion grafica en coordenadas geocéntricas se muestra en la Figura 43.

0
A y
( Luna T= ? =271m
ao : —
Yy m
_ t/m, Sol
Tierra ! o X R
X T’ "

»
»

A

Fig. 43. Representacion del movimiento de la Luna respecto de la Tierra.
El movimiento es periddico, ag es constante; en primera aproximacion el
Sol no perturba el movimiento de la Luna.

NOTA. Este resultado nos dice que, en primera aproximacion, el Sol no perturba el movimiento de la
Luna respecto de la Tierra por lo tanto, el modelo del movimiento corresponde a un problema de dos
cuerpos.

§ 8.4 Ecuaciones de movimiento en un sistema en rotacion (sinodico).

Nos proponemos estudiar el movimiento de la Luna respecto de un sistema de coordenadas fijo
{&, n} con origen en la Tierra y consideremos, en relacion a estos ejes, un sistema en rotacion {x, y}
con origen también en la Tierra, cuyo eje-x esta dirigido “constantemente” hacia el Sol; suponemos
ademas, que este eje-x gira alrededor del origen (la Tierra) con velocidad angular constante e igual a
uno '. Entonces, respecto de este sistema en rotacién, la Luna describe una circunferencia cuyas
coordenadas {x, y} son funciones periodicas del tiempo t. Asimismo, las coordenadas {&, n} de la
Luna respecto del sistema en reposo, llamado sistema sidéreo, estan definidas por las expresiones:

§=ag cos (n t)

M = ap sen (np t)

donde np representa el movimiento medio de la Luna y ay la distancia Tierra-Luna. La Figura 44
muestra los respectivos sistemas de coordenadas y las posiciones de la Luna y el Sol respecto del
origen, la Tierra.
Hemos estudiado que las formulas de transformacion del sistema sidéreo al sistema en rotacion
(sinodico) son :
E=xcost—ysent
{ n=xsent+ycost

1 - .
El movimiento medio del Sol ng,; = 1.
Transformacion de coordenadas de un sistema fijo a un sistema en rotacion con el mismo origen.
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A

v
e

Fig. 44. Representacion de los sistema de coordenadas fijo {€, n}, denominado “sistema sidéreo” y del
sistema de coordenadas en rotacion {x, y} “sistema sinédico”. El eje-x esta siempre en direccion al Sol.
Las coordenadas de la Luna respecto de ambos sistemas se indican con (&, n) y (X, y) respectivamente.

Reemplazando &,  , x e y por sus valores se tiene:

t t 1
apcos (nLt)=apcos— cost —agpsen— sent = agcos(l+—)t
m m

m

t t 1
apsen (n.t) = apcos— sent + ap sen— cost = agpsen(l+—)t
m m

m

simplificando, resulta el siguiente sistema:
cos (ny t) =cos (1 +i) t
m
sen (ny t) =sen (1 +i) t
m

comparando los argumentos se deduce:

1 . n
n=1+—, = m= , 81 n = —, entonces: m = = -
m np —1 n n_, n-n

m = 0,08084 89...

donde n representa el movimiento medio de la Luna y n” el movimiento medio del Sol. El periodo de la
Luna Py = 27d,321662 (sidéreo) y el del Sol Pgq = 365d,256363 (sidéreo), entonces n = 0,2299 7083 ...
yn'=0,01720 2124 ... respectivamente.

Calculo de la ecuacién del Centro.
Sean r y v las coordenadas polares de la Luna en el sistema sidéreo, en un instante cualquiera t;
entonces:
X =r1cos (v—t)
y=rsen (v—t).
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Definimos la longitud media de la Luna como I ; las condiciones iniciales, para t = 0, suponen que
el eje-§ y el eje-x coinciden, lo cual implica que el Sol y la Luna estan alineados sobre el eje-&;
consultar grafico aclaratorio pag. 240. Ademas, sea ni el movimiento medio de la Luna cuando se
considera que el movimiento medio del Sol es igual a uno, entonces resulta: np t =1;.

Si tenemos en cuenta otras unidades entonces, el movimiento medio del Sol es n” y el movimiento
medio de la Luna es n, luego se tiene ":

n
npt= lL = — t
n
y por tanto, podemos escribir:

rcos (v—1Ip)=rcos [v—Igo1 — (I — lso1)] =1 cos (Vv — Igo1) cos (I — 1go1) + 1 sen(v — Igqp) sen (I — lsep)

=x cos (I —lso) +y sen (I, — Iso).

rsen (v —1Ip) =rsen [v —Isor = (IL = Iso)] = x sen (IL —Iso1) =y cos (IL — Isol).

donde lg,; es la longitud media del Sol. Si reemplazamos las longitudes medias por sus expresiones i.e.,

n .
I = —t, ylge =1, los desarrollos anteriores toman la forma:
n
n n
rcos(v—Ip)=xcos(— —-1)t+ysen (—-1)t.
n n

rsen (v—Ip)=x sen (Er—l)t—ycos (E,—l)t.
n n

4

n—n

4

n

, . .n 1 .
el paréntesis (— —1) = = —; luego, se tiene:
n m

t t
rcos(v—Ip)=xcos — +ysen —.
m

m
t t

rsen(v—Ip)=xsen — —ycos —. (8.20)
m m

para la definicion de m consultar § 8.2, pag. 193.
El paso siguiente es determinar la ecuacién del centro *, es decir: ® = v — Iy para ello debemos

, ., t t
reemplazar las coordenadas x e y, asi como también: sen —, cos —, por sus desarrollos, resulta:
m m

u+v u—v
X:

b

2 Y

! Definiciones: movimiento medion=2 r / Periodo; longitud medial=@ +n (t—to) =@ + M; donde w =Q +
o, @ es la longitud del perihelio, Q2 longitud del nodo ascendente y » argumento del perihelio. Consultar
Capitulo 2.

2 La ecuacién del centro se define como: v — M, “anomalia verdadera menos anomalia media”. Si los dos
cuerpos estan sobre el mismo eje-x, la “longitud media” coincide con la “anomalia media”.
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Ademas,

-1

t +

to. t m 2
=e ™M™ = cos— +isen—; luego )

m m t C-C
sen— = ———

m 21

luego, las expresiones: r cos 6 y r sen 0, ecuacion (8.20), toman la forma:

-1 -1
u+v C+C u-v {-C 1 1 1
0= + = — + + - (u- -
roos0= Y e L BV ETE - v @t - @-m 6-¢ )]
_ 1 -1 _ 1 1
—Z[2u§ +2VCJ—5[u§ +VC_,J.
del mismo modo calculamos: r sen 0, resulta,

u+v C—C_l _u-v Q+§_l _
2 21 21 2

—%i l_zuc—l +2V€J=51i [uC_l + VCJ

entonces, haciendo el cociente entre las dos expresiones, se tiene:

-1 -1
go=i 1o _—Vo), itgo= -5 V&
(uG  +vQ) ug " +vG
recordemos la identidad trigonométrica:
I1+itg® 240 _ el® __cosB+isenb
1-itgO e 19 cosO—isen0
-1
ugtovg
20 wlTave o uCTlevE-ulTleve o 2vE
1+ uQ_l—VQ u§_1+VQ+u§_1—VQ ZuC_1 ,
uC_1+VC

Donde u y v representan la solucion buscada y tienen la forma:

u= z a, §2v+1; v= Z a_y §2v+1;

A% A%

consultar ecuacion (8.6) pag. 195: reemplazando resulta:



§ 8.4 Ecuaciones de movimiento en un sistema en rotacion.

z a vl C 2v+2

2i0 _

215

(&

x P hacemos el siguiente cambio de subindice:
2 a6
\%

-(v+D=¢& 2v+t1)=-¢ vy leé,luego

e216

Yarg?t Ya, g%
- ZaVCZV - zavCZV .

Si aplicamos logaritmo natural en ambos miembros, se tiene

219—1n{2av glzv} ln{Zav sz},

dividimos el segundo miembro por a y, implica que:

2ieln{z a—Vglzv}— ln{z a—quv},
ap ap

a
como —- = C,,, consultar pag. 203, resulta:

ag
ZiOIn{z C, glzv}— ln{z C, QZV},

El desarrollo de: ln{z C, lev} =In {1+C1§12 +C 02 +C, 0 +C L, §_4+———}

2 3 4

X
recordar que: 1n(1+x)=x—X—+X——X—+———=J. dx ;
2 3 4 0 (1+x)

el desarrollo de a )=1—x+x2—x3+---; luego,
+ X
X X 2 3 4
J. dx ZJ.(1—x+x2—x3+---)dx=X—X—+X——X——|—---
0 (1+x) 0 3 4
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Por lo tanto, el desarrollo de:
2 2 ) 4 -4 1 2 -4
IH{ZCvClv}_ClCl +C " +CyG " +CLE —---—E[C1C2+C—1C +

+2CiC4+---]=

_ 1 1 _
= —C C+CL2+C g 2+(cz—5clz>c4 +(c_2—5cl2>c s

+ o

Una expresion andloga se tiene para el segundo término (el sustrayendo), luego la formula:

2i6—ln{z C, qﬁv} ~ In {Z C, QZV}

admite el desarrollo
2i0 =-C1Cy+C1 g7 +Cy G2+, = (-C Cy +C &2+ C 62 L)

¢ le?-¢?) v el (62— ?) -
dividiendo ambos miembros por 2 i, resulta:

-2 2 2 -2
O Sl SN S S

2i b
. t  ¢-¢!
Ademas, hemos estudiado, consultar pag. 214, que: sen — = T; luego,
m i
t t
06 =-C;sen(2—) + C_;sen(2—)+---
m m
y por tanto,
O=v—I = Ay sen(2--) + Agsen (4—=) +---
m m
donde los coeficientes Aj, Ay, . . . dependen solamente de los C,,; significa que los A, se expresan en

series de potencias de m, de la forma

A2=Em2 + Em3 +---.
8 16
Recordar que Ay, es del orden de (m 2V ); asimismo los C,, son también del orden de (m2v ), ver (8.19)

pag. 205.
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El primer término del desarrollo de 0 es: A, sen ( 2i), representa la variacion de la longitud de la
m

Luna; el periodo de la variacion es 14,75.

§ 8.5 Formulas de Hill suponiendo que el movimiento medio del sistema sinddico
es distinto de uno.

Nos proponemos deducir las formulas de Hill suponiendo que el movimiento medio del sistema de
coordenadas sinodico n’, es distinto de la unidad, i.e., n” # 1. Para ello, consideremos un sistema de

coordenadas sidéreo fijo {X,Y} y el sistema sinodico (en rotacion) {E,n}; sean (1—-p) la masa del Sol y
(w) la masa de la Tierra; ver Figura 45 .

JA ~": \pZ
7 R |
- ; o X
@- - 5 d >

(1-w) Sl S u

S < ‘..’

~
~
~

\xé

Fig. 45. {X,Y} representa el sistema sidéreo y {,n} el sistema sinddico.
(1—u) es la masa del Sol y p la masa de la Tierra; m = 0 es la masa de la Luna.
p1Y p2 representan las distancias del Sol a la Luna y de la Tierra a la Luna.

Las distancias desde la masa (1—p) y (1) a la Luna [masa m = 0] son p; y p, respectivamente. Sea
I"=n"t+¢"; donde: " es la longitud media, n” el movimiento medio y € la longitud media de la época
de la Luna respecto del sistema fijo {X,Y}.

. . . .. 2
Las ecuaciones diferenciales de movimiento del cuerpo de masa m, en coordenadas {&, n} son *:

;o ou

ot u= U= . n (8.21)
ﬁ:ﬂ P1 P2

an

" Notar que hemos cambiado la nomenclatura de los ejes sidéreo y sinddico.
2 Consultar pag. 71.
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La relacion entre los dos sistemas de coordenadas es:

E=xcosl —ysenl x =&cosl +nsenl
n=xsenl +ycosl y=—E&senl + ycosl

Nos proponemos deducir las ecuaciones de movimiento en el sistema sidéreo. Para ello debemos
calcular las siguientes derivadas: x,y,x e y
x = écosl'+ n senl"—n"Esenl"+n" ncosl = &cosl”r n senl"+n'y
}'/ =—ésen1'+ n cosl"—n"Ecosl —n'n senl'=—ésenl'+ n cosl”"—n'x
Calculo de las derivadas segundas:
;; = %cosl' + ﬁsenl' +n'}'/ —n'é,,senl' +n'ﬁ cos 1.
X = %cosl”r ﬁsen1'+2n'§} +n?x.
.}; =— %senl' + ﬁcosl' —n’x —n’écos I’ —n’ﬁ sen 1.
'}; =— ésen1’+ ﬁcosl'—2n'>; +n'2y.

El siguiente paso consiste en reemplazar los valores de § y m obtenidos en el sistema de ecuaciones

(8.21), luego se tiene

X = °u cosl + v sen1'+2n'$/ +n?x.
0 on
'}; ) senl + °u cosl —2n’'x +n'2y.
08 on
Agrupando, podemos escribir:
;; —2n'}.1 - v +n7x.
0Xx
'}./+2n'>.< _ou +n'2y
ay
También se pueden expresar como:
x—2ny =2 [U+La?ed ey
ox 2

y+2nx =2 [U+ L 0?2+ )]
oy 2

Si definimos una nueva funcién potencial U , el sistema anterior se puede escribir de la forma:
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*

" .o 0u
Xx —2n'y = I (1-p)
X U =U +-n?(x2+y?), dondeu=">"H 4+ B
. .o _0U 2 P1 P2
y+2n'x =
ay
Por lo tanto, la nueva funcién potencial es: U™ = (d=p) + 2 lr1’2(x2+y2).
Py P2 2
Si designamos a U™ por U, entonces resulta:
" ,o_ou
x—-2n'y= Tx (1) )
X u=+" B 02 x2 42, (8.22)
Co, .o _0U P1 P2 2
y+2n'x =—
ay

Este sistema de ED representa el movimiento del cuerpo de masa m = 0 en el sistema de coordenadas
sidéreo {X,Y}; ver Figura 45, pag. 217.

El siguiente paso es analizar el movimiento del cuerpo de masa m en un sistema sinédico con origen
en la Tierra, masa = . La Figura 46, muestra el nuevo escenario dindmico en el plano.

AY
n
4
I C m=20
P . :
: 0 :n
I :
- — e ;»X(g)
(I-p)  n X _ u g
—p (1-w)
< 1 .

Fig. 46. El punto O es el origen del sistema sidéreo {X, Y} y coincide con el baricentro
de los cuerpos de masa (1-p) y u, cuya distancia mutua es la unidad. La distancia de
la masa p al origen O es (1—u) y la distancia de la masa (1-p) respecto de O es y; las
distancias de (1-u) y p al cuerpo de masa m son p1 y p, respectivamente. El sistema

{€, n} tiene su origen en la masa p.

Las coordenadas de la Luna son: en el sistema sidéreo {x, y} y {&, n} en el sistema con origen en la
masa ; luego, x = & + (1-p), y =n; por lo tanto: £=x+ p—1, n =y. Definimos p, =r.
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Las distancias p; y p, admiten, en ambos sistemas de coordenadas, las expresiones:

2

o = [n+xP+y?, prt=g?+n?

= [x+p-1F + 2.

Ademas, si la constante de Gauss k = 1, resulta n? = (1-p); porqué ? .

Teniendo en cuenta las relaciones entre las variables (&, ) y (x, y) entonces, las derivadas de £ y n

coinciden con las x e y; luego, si suponemos que: £ =x y mn =y, la cantidad ( &2 +r|2) cambia en
(x2 + yz) y finalmente en: [ (x +1— u)z + yz].

NOTA: Este cambio de variables lo hemos realizado para utilizar directamente las ecuaciones de
movimiento (8.22).

Teniendo presente estas consideraciones, las ecuaciones diferenciales del movimiento de m entorno
del cuerpo de masa p son:

.. = ouU
x—2ny:8— (1-p) i
X u=""H B i+ 1- ) +y R, (8.23)
» .. 0U P1 py 2
y+2n' x =—
dy

donde las distancias mutuas estan definidas como: p12 = (1+x)2 + y2; p22 = x>+ y2 = 2.

Vamos a desarrollar la funcion potencial U hasta los términos de segundo orden en x ey, i.e., hasta

xz,yzz
1 [N
U=(1-p) [(1+x)2 +y2 TZ +u [x2 +y2 TQ + En'z [(X+1—].L)2 +y2].
desarrollando las potencias resulta:
1 1
U= -p) [1+2x +x2+y2T2 + By En'z[x2+ 1 +u2+2x—2xu—2u+y2],
r
agrupando,
1
U=(1-p) [1+2x+x2+y2T2 + By %n'z[x2+y2+2x(1 —w+ (-,
r
entonces, si desarrollamos los exponentes hasta la potencia dos y agrupando, se tiene:

U=(1—u)[1—%(2x+x2+y2) +§(4X2+...)+ﬁ-i-%n'z[x2+y2+2x(l—u)+(1—u)2]
r

1
x? - l(l—u) y24on?y? e B
2 2 T

1
U=C-(1-pwx + n'? (1-p) x Jr(l—u)x2 +En'2

! Recordar que: k¥ (mo + my) =@’ n’. Luego, si (my + m;) = (1— p) y a = 1 resulta n® = (1 —p).
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Recordemos que n? = (1—p), reemplazando resulta:

1 1 1
U=C-(1-px + (1-w)?x +(1-p)x2 + ~ (=) x2 - (1= y? +(1-w) y2 + £,

simplificando, se tiene:

U=C+(1-pwx [(I-p 1]+ % (- x2+ B,
y finalmente,

U=C+u-1u x+§<1—u)x2+ n

Ecuacion que define la funcion potencial U; la cual usaremos en el sistema de ecuaciones diferenciales
del movimiento (8.23), luego:

.. . aU
x—2n'y=g_—p(1—u)+3(1—u)x—%X
r

. , u
y+2n'x=ﬂ =3
oy r

finalmente, el sistema de ED toman la forma,

x—2n’}} 3n?x=-"H

(8.24)
§+2n'); =K

esta forma de escribir las ED del movimiento de m (la Luna) respecto del cuerpo de masa p (la Tierra)
se denominan forma canonica.

NOTA: Hemos omitido el término p (1—p) por ser muy pequeiio, del orden de 3 x 10, ',

Introducimos ahora una nueva variable independiente t, definida como:

T = lpyna—lso = nt+te—n"t—€¢ = (n—n") (t—to).

ademas,
2=$=EE, dondex'Z—X; luego, >;=x’(n—n’), 'x.=x”(n—n')2.
dt dt dt dt

Teniendo en cuenta estas nuevas definiciones reemplazamos en las ED (8.24), resulta:

x"(n—n')2 —2n’y’(n—n’)—3n'2 X =—%x
r
__ K

y"(n—n')2+2n’x(n—n') =—=y
r

! Recordar que p es la masa de la Tierra: pu=2,9899 x 10 ~° M.
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Dividiendo ambos miembros por (n — n')2 y haciendo ( ) = m; resulta,
n—n
. , 2 1 1)
X"'=2my -3m” x =-—— 5 X
(n—-m")" 1
1
y ' +2mx’ :——2%y
(n—-n)" r
Si definimos —H— =« y reemplazamos, se tiene:
~n2
(n—n’)
x"—2my'—3m2 X =— % X
! (8.25)
I , K
y'+2mx ==V

r
Introducimos variables complejas como lo hicimos anteriormente, consultar pag. 195, de la forma:

u=x+iy, v=x-1y, §=eir, DZCd—dC; donde: x= u+V, y= iy

2 21

entonces, multiplicamos la segunda ecuacion de (8.25) por 1, y la sumamos a la primera resulta:

u' -2m(y —ix’)-3 m’x = — —];u ; factoriando (i) se tiene:
r
3
. ., 3 2 K )
u’+2miu —Em (u+v) =——3u=—1<u(uv) ; (8.25a)
r
3

ya que: P =x>+ y2 =uv; luego, P = (uv)2. Procediendo del mismo modo, restamos la primera de
la segunda ecuacion, multiplicamos por iy luego factoriando i resulta:

3
V”—Zmiv'—gmz(quV)=—Ku(uv) 2, (8.25b)

en consecuencia, las dos ultimas ecuaciones (8.25 a,b) reemplazan al sistema de ED (8.25).

La integral de la energia se obtiene multiplicando la primera ecuacion de (8.25) por x” y la segunda
por y’, luego se suma, obteniendo:

x'x"+yy —3m2XX:—T(XX +yy’)
r

ecuacion que se puede escribir de la forma:
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10 5 a2 3 208(x%) K 8 5 o
-2 + e S A e 8.26
2ar(x y) Ry 3 at(X yo) (8.26)

el segundo miembro de esta ecuacion admite la expresion:

. i(x2+y2) =25 rr'=21<i(l];
3 ot = dtir
2
Por lo tanto: li (x’2+y’2) _é m2 M =2 i l :
2071 2 ok dtir

integrando miembro a miembro, resulta:

2
(x'2+y'2) —?amzx2 - K.

b

r

luego, la integral de la energia admite la siguiente la expresion, en funcion de las variablesu 'y v:

1
u'v'—%m2 (u+v)? =2k (uv) 2 —h;

donde h es la constante de la energia.

Las ED del movimiento en funcion de las variables complejas u 'y v (8.25 a,b) son:

3

u’+2miu — % mz(u+v) =—xu(uv) 2

3
V”—2miV'—§m2(u+V) =—-xu(uv) 2.

Introduciendo nuevamente variables complejas, consultar pag. 195, se tiene:

C=eir; D=¢ ou iDu; u’'=-D"u; etc.
dc dC dx

luego, con esta nomenclatura, reemplazamos en las ED del movimiento y en la integral de la energia,
resultando:
3
~D?u-2mDu —%mz (u+v) =—xu(uv) 2
3

2y +2mDV—%m2 (u+v) :—Ku(uv)_E

-D

1
—DuDv —%mz(u+v)2 =2x(uv) 2 —-h
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Es conveniente multiplicar en cada ED por (—1) en ambos miembros, entonces el sistema anterior toma

la forma:
. 3
D2u+2mDu+Em2(u+v) =xu(uv) 2
. 3
D2V—2mDV+Em2(u+V)=KV(UV) 2 (8.27)
1
3 2 2 D
DuDV+Zm (u+v)" =-2x(uv) # +h

3
También es ttil, por razones de calculo, eliminar el factor (uv) 2 ; para ello debemos calcular:

D (uv)=vDu+uDv.
D(uDv+VDu)=uD2V+VD2u+2DuDV.
D(uDV—VDu)ZuDZV—VDZu.

ademas, de la segunda ecuacién deducimos que:

DuDv=D(uDv+VDu)—uDZV—VDZu—DuDVZ —21<(uv)_E +h - %mz (u+v)2;

teniendo en cuenta la Glltima ecuacion del sistema (8.27); luego, se tiene:

1
D@uDv+vDu)-DuDv = uD*v+vD*u-2x(uv) 2 +h - %mz (u+v)?%;

reemplazando D’u y D’v por sus expresiones dadas en el sistema (8.27), resulta:

1 3
D@uDv+vDu)-DuDv =-2x(uv) 2 +h - %mz (u+V)2 +ufkv(uv) 2 +2mDv -

3
—%mz(uw)] +v[ku(uv) 2 —2mDu—%m2(u+v)]=
_ 2 3 3 3
= 2m[uDv—-vDu] - m" (utv) [Z(u+v) +E u + 5 v] +

3 1
+2kuv(uv) 2 =2«x(uv) 2 +h.

ademas, recordemos que:
2 3 3 3 2 9 9 o 2
mu+v)|—(u+v)+—u+t—v|]=m @u+tv)—(utv) =—m (utv),
( )[4( ) 5 5 ] (u+v) 2 (u+v) 2 (utv)

3 1
2xkuv(uv) 2 -2x(uv) 2 =0;
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Luego, resulta la expresion:

D(uDv+vDu)-2m(uDv—-vDu)-DuDv+ gmz (u+v)2=h.

y finalmente, reemplazando (u Dv — v Du ) y Du Dv por sus desarrollos, se tiene:

3
D(uDv+vDu)=ul[xv(uv) 2 +2mDv - %mz(u+v)]—

3
—-v[kv(uv) 2 - 2mDu —%mz(u+v)] =

=2m(uDv+vDu) - %mz (u+v)(u-v).
entonces resulta:

D(uDv+vDu) - 2m(uDv+vDu) + %mz(uZ_\ﬂ) =0.

ecuacion que reemplaza a las dos primeras ED del sistema (8.27).

§ 8.6 La Eveccién de la Luna.

Conceptos: La eveccién ' es una variacion en la longitud de la Luna originada por un cambio en la
excentricidad de la orbita lunar, la cual afecta “periddicamente” el movimiento de la misma; esta
perturbacion estd en relacion directa con la posicion o longitud del Sol y fue descubierta por Ptolomeo.
Hemos estudiado que el sistema Tierra-Luna se halla sujeto a permanentes cambios, motivados por la
atraccion gravitacional del Sol, en consecuencia, la orbita del satélite de la Tierra experimenta cambios
periddicos o variaciones, entre las que figura la eveccion. Esta perturbacion esta asociada a dos
fendmenos observacionales: un desplazamiento del perigeo de la 6rbita Lunar y una variacion de su
excentricidad, cuyo valor oscila entre 0,045 y 0,065. El periodo de la eveccion es de 31 dias, 19 horas y
26 minutos, y su amplitud, positiva o negativa, de 1° 16'.

NOTA: Una excelente resefia sobre las perturbaciones, analizando “consideraciones geométricas” y el
significado de las mismas, se puede hallar en el libro de Moulton, F.R.; 1970, “An Introduction to
Celestial Mechanics”, pags. 321-334, donde se detalla como dos cuerpos esféricos que se mueven bajo
la influencia de su mutua atraccidon gravitacional describen una seccion conica con respecto a su centro
de masa como origen. Ademas, si existe un medio resistente al movimiento o si uno de los cuerpos es
de forma “eliptica” %, o si hay un tercer cuerpo actuando sobre los dos en consideracion, o si existe
cualquier “fuerza externa” actuando sobre ellos, distinta de su atraccion mutua, entonces, sus Orbitas
dejaran de ser secciones conicas exactas.

! Consultar: Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pag. 326.
Danby, J.M.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pag. 379.
Roy, A.E.; 1978, “Orbital Motion”, pag. 248.

2Un cuerpo con tres ejes de inercia: I, I, L.
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Consideraciones geométricas sobre las perturbaciones. Hemos estudiado el caso donde
las componentes de las coordenadas y velocidades de los cuerpos son conocidas para un instante
definido t(), entonces el problema de los dos cuerpos se puede resolver en forma cerrada y por tanto, el
movimiento de los mismos queda totalmente determinado, verificando la /ey de las dreas. Luego, las
diferencias entre las componentes de las coordenadas y las velocidades, en las orbitas reales, con las
que tenian los cuerpos inicialmente en ty son atribuidas a las perturbaciones.

Distintos métodos de célculo han sido propuestos para evaluar las perturbaciones, dependiendo estos
de algun punto de vista diferente que puede ser conveniente en un caso particular. De todos ellos los
mas frecuentemente usados son dos: el Método de Variacion de las Coordenadas y el Método de
Variacion de los Elementos, también conocido como Variacion de los Parametros 6 Variacion de las
Constantes de Integracion. Asimismo, es posible deducir los elementos orbitales a partir de una
construccion grafica i.e., calcular las perturbaciones sobre la Luna moviéndose alrededor de la Tierra,
originadas estas por la accion del Sol y los planetas. La fuerza perturbadora esta definida por tres
componentes rectangulares: i) la componente ortogonal, es perpendicular al plano de la Orbita,
considerada positiva cuando esta dirigida hacia el polo norte de la ecliptica; ii) la componente
tangencial, esta en la linea de la tangente y es positiva cuando actia en la direccion del movimiento; iii)
la componente normal, es perpendicular a la tangente y es considerada positiva cuando esta dirigida
hacia el interior de la 6rbita. Cada una de estas componentes ejerce efectos perturbadores sobre los
elementos elipticos que definen la trayectoria de la Luna. También ejercen efectos perturbadores la
presencia de un medio resistente o la no esfericidad del cuerpo central, en este caso la Tierra.

Estas consideraciones geométricas permiten interpretar el efecto de la eveccion de la Luna.

Referencias antiguas:
a) Astronomia Accurata or the Royal Astronomer and Navigator.
Containing New Improvements in Astronomia, Chronology and Navigation
Particularly New and Correct Solar and Lunar Tables.
By Robert Heath,
London, Printer for the Author, 1760, pag. 370.

b) Harvard College Libraly.
History of the Inductive Sciences.
By William Whewell, D.D.
Master of Trinity College, Cambridge.
London: John W. Parker and Son: 1857.
Book III. History of Greek Astronomy, Section b; pag. 163.
Ptolomy’s Discovery of Evection.
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En el item anterior dedujimos las formulas de Hill, las cuales estan referidas a un sistema de
coordenadas sinddico {X,Y}, el cual gira alrededor de la Tierra (masa = p) en el plano de la ecliptica

definido por el sistema de coordenadas sidéreo {{n}, ver Figura 47.

9
NOTA: El eje {uX} esta constante

mente dirigido hacia el Sol cuya masa

Ay

es (1—-p) y su longitud media es:
I"'=n"t+¢g".

La Luna

La Tierra

Fig. 47. El sistema de coordenadas sinddico {X,Y} tiene su origen
en el punto masa p (La Tierra) y tiene un movimiento de rotacion
respecto del sistema sidéreo {§,n}, también con origen en y, situado
en el plano de la ecliptica. El Sol permanece sobre el gje-x.

También demostramos que las coordenadas (x,y) de la Luna, en un instante cualquiera, satisfacen un
sistema de dos ecuaciones diferenciales simultaneas de segundo orden; ademas, si se introducen nuevas
funciones, definidas como: u = x + i y; v = x — i y, donde la variable independiente t es:
t=(n—-n") (t— ty) entonces, el sistema se transforma en otro, también de dos ED simultaneas de
segundo orden en las variables dependientes u y v, donde la variable independiente es t; por ltimo, si
se introduce una nueva variable independiente, definida como:

L=e', yeloperadorD=Q%.

el sistema de ED mencionado anteriormente se transforma en el siguiente sistema:

D2u+2mDu+%m2(u+V)= u

x
I,3
D2V—2mDV+%m2(u+V)=£3V (8.28)
r
1

DuDv +%m2 (u+V)2+2m2 (uV)_E =C

donde: m = : siendo: n’ y n los movimientos medios del Sol y la Luna respectivamente *.

s

n—n

! Consultar ecuaciones (8.27) pag. 224.
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Las ecuaciones (8.28) admiten, como lo demostramos en el item anterior, soluciones de la forma:

uzz a, C2v+1 = a, Z ¢, C2V+1
(8.29)

2v+1 2v+1
vy a1 TV =ag ) ey ¢

donde los coeficientes a(, ¢, y c_, _; son funciones inicamente de m.
Notar que esta solucion contiene solamente dos constantes arbitrarias, a saber: n 'y tg, las cuales

aparecen en las siguientes variables: 1, u, vy {; y por tanto, el sistema (8.29) no es la solucion general
del problema del movimiento de la Luna ya que, la solucion general debe contener cuatro constantes
arbitrarias (porqué ?)'.

Por lo tanto, nos proponemos hallar dicha solucion general; para ello indiquemos con du y dv las
respectivas perturbaciones en las variables u y v, lo cual implica que la variable u se incrementa en du 'y
la variable v se incrementa en dv.

Indiquemos con p la distancia Tierra-Luna en el movimiento no-perturbado: p2 = x%+ y2 =uv (ver

Figura 47); entonces, la distancia en el movimiento perturbado tendra la expresion:
r2=(u+6u) (V+8V)=uv+u8v+v8u+8u6v=p2+u8v+v8u=r3.

donde hemos despreciado el término de segundo orden .

Por hipdtesis las funciones u y v satisfacen las condiciones anteriores, sistema (8.29), y puesto que
tanto u como v corresponden a las soluciones de la oOrbita intermedia, la primera de las ecuaciones
(8.28), se puede escribir:

D2u+2mDu+§mz(u+v)=1<l3 (8.30)
P

si ahora introducimos las perturbaciones du y dv, resulta:

Dz(u+6u)+2mD(u+5u)+§mz(u+v+6u+6v)= £3 (u + du);
T

y restando miembro a miembro esta ecuacion de la anterior, se obtiene:

3

D’ (du) + 2 m D(éu) + 3 m? u + 3 m>gv= 5 (u+du)— x l,
2 2 3 p

el segundo miembro se puede escribir de la siguiente forma:

1 . . . ., .
Un sistema de dos ED de segundo orden es equivalente a cuatro ED de primer orden, cuya solucién contiene
cuatro constantes de integracion o constantes arbitrarias.

20 .

El término de segundo orden no considerado es: ou dv.
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3

3 %(u+8u)—u £ 5 1 73 (u+du)—u| =
p3 r p” | (p +u8V+V8u)/

p3

2

5 5 -3/2
= i [l+w\] (u+8u)_u =
p

_x {1_EM+...}(u+5u)_ul _

2
P L2 P
K I 3u26v 3 uvdu
= = u+6u———2———2—u =
P’ | 2 p 2 p
- = —lSu—EESV} =—l£[8u+328v}.
oL 2 2 v 2 53 \%

recordar que p2 =u v. Por lo tanto, las perturbaciones ou y dv deben satisfacer la siguiente ecuacion:

2 1 x

ov = — —[8u+3£8v}.
2

3 v

DA(8u) + 2 m D) + > m2du+ > m
2 2 0

. 1 . ., . .
Como hemos visto™ el operador D es lineal entonces, la ecuacion anterior se puede escribir de la forma:

ou + ém2+é£
2 2 3

Ecuacion que todavia se puede expresar en otra forma “simbdlica”; si X representa a du entonces

< |le

D2+2mD+ém2+l
2 2

j 3v = 0. (8.31)

'ow|K

podemos representar el operador del siguiente modo:
DX =DC(C'X)=¢'XDL+EDEX) =¢[DEX) + 7 X]=¢[D+D)(EX)]

del mismo modo,
D’X = DD+ DX =¢@+1)(E'X) +¢D +D) (' X)

= ([(D*+2D+ 1) (¢ X)]

D’X = ([(D+1)° (¢ X))

! Consultar pag. 197.
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Luego, reemplazamos en la ecuacion (8.30) la nueva definicion del operador D, entonces resulta:

}SVZO

CO+1) €' su) + 2mED+1) (" du) +[%m2+%p£3} Su +[§m2+§p£3

< e

multiplicando toda la ecuacion por € ', se tiene:

(D)2 +2mD+D) +om2+ 25| cou + ¢ 2| 3m242 XY oy =0,
2 2 3 2 2 53 v
P p
y finalmente,
(D+l+m? +om2+2 5| et + 2| 2m2+2 58 cov=o (8.32)

NOTA: Este tema esta muy bien tratado en el libro de Tisserand, Francois; 1889-1896, “Traite de
Mécanique Céleste” , Tomo IlI, pag. 27. Paris, Gauthier-Villars.

Después de un proceso muy extenso y tedioso se puede probar que las perturbaciones admiten la
siguiente forma:

C_l du c _—oi & 2v - _oi < 2v
=C%e™ Yo, gV + e D 1, 0%
ap —o —
COvV _ . ¢ oi < —2v c —oi < -2v
- C € Z Cv C + C S z fv C 5
ay —o0 —o0

donde c es una constante determinada y ® es una de las cuatro constantes arbitrarias que necesitdbamos
y la agregamos a las ya deducidas: ( n, tg, ® ). El siguiente paso consiste en reemplazar Q_l duy{dv

por sus desarrollos; para ello tengamos presente la ecuacion (8.30),

=D2u+2mDu+§m2(u+v)

'Ow|x

y de la igualdad (8.32) definimos,

1 1 5 2v
—— 4+ —m° = M ,
2p° 2 ; v

< |e
1
I
N | L
+
N | w
o]
| 7
c
Y
|
I
Z
<
g
)
<
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Luego, el primer término del primer miembro de (8.32) admite el desarrollo:

D+1+m) ¢ du=(D+1+m) (aoe_(”i > e, C2VTC + aoemi ZfVCZV_C) -
A% A%

= age ! D (2v+c+m+l) e, g2v+e 4
A%

+age®! > (2v-c+m+l) f, g2v-e .
A%

y el operador cuadratico:

D+1+m) ¢ du = ag el Z:(Zv+c+m+l)2 e, C2VFC 4+
A%

+age® Y (2v-ctm+1)? f,2V7C.
A%

Por otra parte, el segundo y tercer término del primer miembro de (8.32) admiten el desarrollo en serie:

1 » 1 x -1 _ 2 -oi 2 i 2v-
[_m +§_3JC du = 3 My L™ age ™ 3 e, (7 Hage® Y £, L7V

p v v v

= a, e—u)i Z Z M, e, C2v+2u+c +
() (v)

+aoemi Z Z M, fu €2v+2u—c.
(W) (v)

donde en las sumas entre corchetes hemos permutado v por p; entonces si hacemos v + p = &, se tiene:

[%m2+% %J tldu =age™@! D> Myer_y, (254 4 age®l DD M, fry, g26¢
P € v) € v)

Operando del mismo modo, se obtiene un desarrollo en serie para el segundo término de (8.32):

Q_z{észré %E} C8V - z Nv CZV [aoemi Z e, Q—Zv—c + ag e—miz fv C_2V+C
2 \%
p (v) v) (v)

cambiamos el signo de (—v) por (v) y luego en p, como en el caso anterior, se tiene:

_ 3 3 . B e
g 2{5m2+5%2} C6v=aoemIZZNvev_§§2§ C+age ™ D> N, fy¢ g2ete
p= Vv ®) (v) @) V)



232 § 8.6 La Eveccion de la Luna.

Entonces, reemplazamos en la ecuacion (8.32) los desarrollos en serie obtenidos para cada uno de
sus términos; previamente en los desarrollos mencionados hemos permutado £ en vy v en &, de modo
que ag se elimina. Luego, la ecuacion (8.32) admite la siguiente expresion en serie de potencias:

> e ot (2v+c+m+1)2eV+Z(M§ev_§+N§f§_v) g2vre by
(v) (€

+> e | Qv-ctm+DP £+ > (Mg £y ¢ +Ngeg ) [ C2V7C L =0,
v) B)

si aplicamos el principio de identidad de la serie de potencias *, resulta:

(2v+c+m+l)2 ey + Z (Mgey g+ Ngfe )=0
©)

(2v—c+m+1)° f, + > (Mg fy ¢+ Ngeg ) = 0.
©)

las cuales constituyen un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas; el sistema fue
. ., . , . . . 2 .

resuelto por Hill y su solucién se obtuvo aplicando el método de aproximaciones sucesivas “, citado

anteriormente, ver pag. 198. Procediendo del mismo modo que en la determinacién de las constantes a,,

vamos a separar los términos que contengan & = 0. Entonces, podemos escribir:

[(2v+c+m+1)>+Mole, + Nofoy + > (Mg ey ¢+ N fe ) =0 (a)
(£#0)
Npey + [(2v—c+m+1)" + Mgl f, + Y (Mg fy ¢ +Ngeg ) =0 (b)
(£#0)

si en la ultima ecuacion permutamos el subindice (v) por (—v), resulta:

Npey + [(2v+ec-m-1)" + Mgl foy + Y (Mgf , ¢+ Ngeg,y) =0 ()
(E#0)

Luego, las ecuaciones (a) y (c) nos permiten eliminar los factores f., y e., , y por lo tanto, podemos
obtener los coeficientes e, y f, de todos los desarrollos de las expresiones anteriores, ver pag. 231.
En particular, para el subindice v = 0 las ecuaciones (a) y (c) toman la forma:

! Si una serie de potencias es idénticamente nula entonces, cada coeficiente de la serie es también nulo.
2 Consultar: Apostol, T. M.; 2006, “Calculus”, Vol. 2, pag. 279. Ed. Reverté S.A.
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[(c+m+1)*+Mgleg+Ngfo+ > (Mg e g +Ngfz)=0
E=0

Noeg+[(c-m=1)%+Mglfo+ >, (Mg f¢ +Ngeg)=0
E=0

(d)

siguiendo el mismo procedimiento que utilizamos para determinar los a,, dividimos ambas ecuaciones
del sistema (d) por ey entonces, este coeficiente se puede considerar arbitrario y por tanto, se pueden

. . € -V . .
determinar las relaciones —~ y — ; donde € es la cuarta constante arbitraria.

€o €o
Si se realizan los calculos indicados se analiza primero si v es un numero positivo, entonces los
. € v fv - . € f—v
cocientes —— y — son del orden de: O(m(2V 1)); mientras que: —~ y —— son del orden de:
€o €o €o €o

O(m(zv)). Por lo tanto, si en el sistema de ecuaciones (d) despreciamos todos los términos de orden

superior al primero, dicho sistema toma la forma:

[(c+m+1)2+Mgleg + Ny fy=0
Ngeg +[(c—m—=1)>+Mg]fy=0
en consecuencia, si el determinante de las incognita e y fy es cero, podemos concluir que:

fo Ny

€ - (c-m-1)’

y de la anulacion del determinante de los coeficientes resulta que:

c=l+m- — m’.
luego, se obtiene:
fo=—3(1-m")eg e =— —me
15
fi=—me
173 0

recordar que e es una de las cuatro constantes arbitrarias.

Entonces, una vez hallados los coeficientes e, y f.,, estamos en condiciones de escribir las

perturbaciones de la Luna respecto del sistema de coordenadas sidéreo, en el plano de la ecliptica, con
la Tierra como origen, ver Figura 48.
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n r radio vector de la Luna
v longitud verdadera de
la Luna.
Iy : longitud media de la
Luna.
£ lso] : longitud media del
Sol.

v

Tierra (n)

Fig. 48. El sistema de coordenadas {£,n} representa el sistema
sidéreo. El eje X esta siempre en la direccion Tierra—Sol.
El origen del sistema es la Tierra con masa p. Masa del Sol (1—u).

Las coordenadas sinddicas de la Luna son:
x=r1rcos (v—1Ige); y=rsen (v-—Ilg).
luego, aplicando el procedimiento empleado en la pag. 213, se tiene:
rcos(v—Ip) = rcos [ v—Iso —(1IL —Isor )] = x cos (IL —1Iso1) + ysen (IL —Ise) )
rsen(v—1Ip) = ycos (Ip —lso1) — xsen (Ip —Igor).
pero, por otra parte: (I —Iso1)=(n—n") (t—ty) = 7; finalmente resulta:

rcos(v—1Ip) = xcost + ysenrt,

rsen(v—Ip)= ycost — xsenT.

Hemos introducido la variable independiente: £ = e ir; y hemos demostrado que:

it —it -1
e —e -
sent = , _ 5 C ,
21 21
-1
+
cosr=—C 5 ;
2
u+v
u=x+1y X= 2
ademas: ] = ;
vV=Xx-1y y:u_V
21

(e)
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Indiquemos ahora con 80 las perturbaciones en la longitud, entonces se tiene:

i +0 !
21(0+30) _ u+du ¢ )

b

v+ov

dividiendo miembro a miembro las relaciones (f) y (e), resulta:

du

_ I+—
e2166 _ 8u ’
v

I+—

\%

luego, aplicando logaritmos en ambos miembros, se tiene:

2159:1n(1+@j—1n[1+ﬁj ~ S0 _ OV (2)

u \Y% u v

Entonces, podemos calcular la perturbacion en longitud; para ello recordemos que *:

_ 2v+1l ~
u=agy ¢,V = ag(cpl t---) = ap¢
A%

_ v-1 _ = N -1
v=ag) ey 67T = ag (el F---) = a0l
\%

donde ¢ = 1. También necesitamos calcular las siguientes expresiones:

C;Odu — O (GOCC"'G—ICC_Z) + @i (foC_°+f1C2_c)
Ca(;V - (e()C_C‘Fe_lCz_C) + o0l (fOCC"‘flCC_Z)-

luego, reemplazamos en la perturbacion 860, ecuacion (g), los valores hallados de u, v, du, dv; resulta:

50 = 2_11 [e—mi (COCC+6_1CC_2) + emi (fOC_C"‘flCz_c) _ e—(oi (focc+flgc—2)_

_ emi (eoc—c_i_elCZ—c)].

it i — i — ., . .
donde: {=¢ =, (°=¢'", Qz ¢ = it(2=0). reemplazando en la ecuacion anterior se tiene:

50 = 2_11 [ eo ei(rc—m) +e ei(r(c—2)—oo) + fO e—i(‘CC—(D) + fl e—i(r(c—2)—w) _

_ fO ei(tc—ca) _ fl ei(r(c—2)—c)) ~ e e—i(rc—c)) . e—i(‘C(C—Z)—(D) ]

! Consultar pag. 215.
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Factoriando los coeficientes (eg—1f() y (e_;—f) resulta:

i(tc—o) _ e—i(rc—u)) ei[(c—2)r -] e—i[r(c—2)—co]

+(e_;—f ,
2i (e =f1) 2i

€

60 = (eg—1fp)

y desarrollando los términos exponenciales se obtiene:
080 = (eg—fp) sen(tc—w) + (e_;—1;) sen[(c—2) 11— w]
el tltimo término: (e_; —f;) sen [(c —2) T — ®] = define la eveccion de la Luna.

El valor del coeficiente: (e_j—1f;) = —% meg = —; me =1°16"27";donde e =

© o

ademis, (eg—fg) = — +3 — = 2e.

°
2 2
Definiciones.

Las irregularidades mas importantes en la 6rbita de la Luna a consecuencia de las variaciones en los

elementos orbitales son: la Eveccion, la Ecuacion Anual, la Variacion y la Irregularidad paralactica.

La eveccion.

La eveccion es la mayor desigualdad producida por la accion del Sol en la rotacion mensual de la
Luna alrededor de la Tierra. Esta perturbacion tiene una amplitud de 1° 16°, y un periodo de: 31,8 dias
de acuerdo a la Teoria de la Luna de Brown (1896), quien analizo y explico en forma detallada todos
los métodos que habian sido empleados en el estudio del movimiento de la Luna, incluyendo una
completa referencia y muchas ilustraciones '. La eveccion es la mayor perturbacion periddica en la
longitud de la Luna. Esta variacion fue descubierta por Hiparco y minuciosamente investigada por
Ptolomeo. Es importante destacar que en el estudio de la feoria planetaria existen muchos ejemplos de
pequefios términos, en la funcion perturbadora, que producen grandes variaciones en la longitud .

Conceptos: La eveccidn es una perturbacion que afecta periddicamente el movimiento de la Luna
y esté relacionada con la posicion o longitud del Sol. Los cambios debidos de la atraccion solar sobre
el sistema Tierra-Luna son causantes de que la orbita de este satélite experimente deformaciones
periddicas, entre las cuales figura la eveccion. Esta consiste de un desplazamiento del perigeo de dicha
orbita y de una variacion de su excentricidad, cuyo valor oscila entre 0,045 y 0,065. El periodo de la
eveccion es de 31 dias, 19 horas y 26 minutos y su amplitud, positiva o negativa, de 1° 16' 26".4. Esta
variacion en la longitud lunar es causada por una modificacion en la excentricidad de la orbita lunar. La
correccion por Eveccion depende de AL = A yna — Agol, diferencia entre las longitudes de la Luna y del
Sol y de la anomalia media lunar M, segun la expresion: Ev =1.2739 sen (2AN — M yna) 3,

! Brown, E. W.; 1960, “4n Introductory Treatise on the Lunar Theory”, Ed. Dover Publications.
2 Danby, J.M.A.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pags. 377-379.
3 Brouwer, D. & Clemence, G.M.; 1961, “Methods of Celestial Mechanics”, pags. 326-328.
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Ecuaciéon anual.

La orbita de la Tierra es una elipse, por lo tanto su distancia al Sol experimenta considerables
variaciones; cuando esta distancia es mayor (afelio) su efecto es disminuir la accion perturbadora del
Sol sobre la Luna y en particular, puede aumentar el periodo mensual en més de una hora; este efecto
se conoce como: Perturbacion del Periodo. En consecuencia, cuando la Tierra se desplaza desde su
perihelio al afelio, la perturbacion que aumenta la longitud del mes se hace cada vez menor es decir, la
longitud de mes se hace mas corta o también, el movimiento angular de la Luna se acelera. Mientras
que, cuando la Tierra se desplaza desde el afelio al perihelio, el movimiento de la Luna serd, por un
razonamiento analogo, retrasado. Esta variacion define la Ecuacion Anual cuyo valor es ligeramente
mayor que 11'; fue descubierta a partir de observaciones por Tycho Brahe, alrededor de 1590 .

Entonces, la desigualdad en la longitud lunar originada por la variacion en la distancia Sol-Tierra a
causa del movimiento eliptico de ésta origina la ecuacion anual, la cual depende de la anomalia media
del Sol: Mg, y su valor es EA = 0.1858 sen(Mg,)), su amplitud es 11' 9" y su periodo un afo

anomalistico.

Variacion.

Una de las principales perturbaciones en el movimiento de la Luna es la variacién * causada por la
accion del Sol y su efecto es distorsionar la orbita de la Luna, de forma aproximadamente eliptica,
donde la Tierra ocupa el centro de la misma; esta perturbacion es perpendicular a la linea trazada entre
la Tierra y el Sol. La variacion tiene un periodo de medio mes sinddico y se manifiesta sobre la
longitud ecliptica de la Luna en casi dos tercios de grado, exactamente por: 2370" sin (2D), donde D es
la elongacion media de la Luna medida desde el Sol.

En sintesis: La variacion se debe al movimiento de la Luna en el campo gravitatorio del Sol, pues
experimenta mas atraccion cuando estd en novilunio que cuando esta en el plenilunio. La correccion a
aplicar es V = 0°.6583 sen 2(Ap-Ag) siendo Ay la longitud lunar corregida por avance del perigeo,
eveccion, ecuacion anual, etc. Su periodo es medio mes sinddico. Esta perturbacion sobre el
movimiento de la Luna no depende de la excentricidad de su orbita; la misma puede ser explicada
facilmente suponiendo que el movimiento no perturbado de la Luna es un circulo es decir, que la
aceleracion debida a la atraccion de la Tierra esta exactamente balanceada a la aceleracion centrifuga.
Por lo tanto, no hay componente tangencial en este punto pero si una componente normal negativa
grande. El resultado es que la fuerza que tiende hacia la Tierra esta acotada y la orbita es menos curva
en ese punto que un circulo. En consecuencia, la Luna retrocede una cierta distancia desde la Tierra en
cuadratura que en la orbita circular.

La variacion es considerada una perturbacion muy importante en los desarrollos de la Teoria de la

Luna.

Nota: El coeficiente 2370" ~ 39,5 ~ 0°.6583 ~ (2/3) 1°.

! Consultar: Moulton, F. R.; 1970, “4n Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 348.
2 Consultar: Danby, J.M.; 1992, “Fundamentals of Celestial Mechanics”, pags. 379-380.
Moulton, F.R.; 1970, “An introduction to Celestial Mechanics”, pags. 350-352.
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La variacién fue descubierta por Tycho Brahe a partir de observaciones realizadas alrededor de
1590. Posteriormente Newton explico las causa de esta fuerza en su Principia por un método directo y
elegante que merecio los elogios de Laplace .

Desigualdad paralactica.

Desigualdad paralactica. Es una desigualdad en el movimiento de la Luna que depende del
argumento o {= (n'- n) t + ALyna - Asol}, cuyo periodo es igual a la revolucion sinddica 2. El efecto de
los términos de la fuerza perturbadora, sobre la 6rbita de la Luna, es una deformacion sobre la misma
en el sentido que el radio de curvatura de la trayectoria perturbada es mayor en Luna Nueva que en
Luna Llena y la 6rbita, por lo tanto, no esta centrada sino que su centro esta desplazado hacia el Sol.

Debido a la deformacion de la orbita, la paralaje de la Luna disminuye en 1"cerca de Luna Nueva y
aumenta una cantidad igual en la Luna Llena. La variacion correspondiente a la distancia a la Tierra es,
en media, de £110 km.

La observacion de ocultaciones de estrellas por la Luna proporciona el valor del coeficiente con
mucha precision ya que la desigualdad paralactica retrasa las ocultaciones en 3™ 48° en cuarto creciente
y las adelanta otro tanto en cuarto menguante.

Igual que en la perturbacion anterior (tal vez sea la misma irregularidad) origina que la Luna se
retrase, en promedio 4 minutos, al llegar al primer cuarto y se adelante otro tanto al llegar al Gltimo
cuarto. Mediante célculos se determina que el efecto de este adelanto o atraso hace que la distancia al
Sol es 389 veces la distancia a la Tierra y de aqui resulta un valor para 1lUA= 149.5 millones de Km.

Comentarios sobre la ecuacion de Hill.

En 1877, G. W. Hill publica un articulo * sobre el movimiento del perigeo de la Luna (punto en la
Orbita de la Luna mas proximo a la Tierra) donde aparecen las primeras soluciones periddicas del
problema de tres cuerpos, con posterioridad al descubrimiento de Lagrange de las soluciones de
equilibrio relativo en 1772. Existia una discrepancia entre los valores calculados tedricamente para el
movimiento del perigeo lunar y sus valores derivados de la observacion. En este trabajo, Hill determin6
primero una solucion periodica y luego dedujo las ecuaciones de variacion, teniendo en cuenta hasta la
primera potencia en la excentricidad lunar. Obtuvo un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
cuarto orden con coeficientes periodicos. Utilizando integrales conocidas y realizando una serie de
transformaciones redujo el sistema a una sola ecuacion diferencial lineal de segundo orden:
c12_c0 +Ow=0 (h)
dt?

! Consultar: Moulton, F. R.; 1970, “An Introduction to Celestial Mechanics”, pag. 350.

2 La revolucion sinédica es el intervalo entre dos conjunciones sucesivas de la Luna (Luna nueva) y el Sol. Su
duracién es de 29.5305883 dias = 299 12" 44™ 2°.8, es la lunacion que regula las fases de la Luna y los eclipses.
Constituye el mes de los antiguos calendarios lunares.

3 Hill, G.W. “On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean motions of the sun
and moon”. Reprinted, with some additions, from a paper published al Cambridge U.S.A., 1877. Acta
mathematica. 8. 1886.
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donde @ es la desviacion normal de la Luna respecto a la orbita intermedia, y @ s6lo depende de la

posicion relativa de la Luna con referencia al Sol. @ puede ser expresada como una serie de Fourier:

=09+ 0;cos2t + 0r,cos4t +---= Z Oj QZJ
j
donde  =exp (it) y 0; = 0, por tanto la ecuacion (h) admite la expresion:
2 )
d“o :
dt j=—o0
conocida como la ecuacion de Hill. La ecuacion de Hill puede ser considerar como una expresion
generalizada de la ecuacion de Mathieu
2
d o
—— + (a+bcos2t)m=0.
2
dt
introducida por Mathieu en 1868 estudiando el movimiento de membranas elasticas con “frontera
eliptica”. A su vez, la ecuacion de Hill es un caso particular de la ecuacion de Ince-Hill:

2
y

2

+bsen2x¥+(c+dcos2x)y=0 (1)
X

(1 + acos 2x)
dx

La ecuacion de Ince-Hill (i) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
periodicos que depende de 4 parametros a; b; ¢ y d y tiene ademas, singularidades regulares, también
llamadas del “tipo Fuchs”. Uno de los motivos de interés en estudiar esta ecuacion reside en que
aparece en ecuaciones variacionales relacionadas con problemas de la Mecéanica Celeste. Con
frecuencia el parametro a representa la excentricidad e de la orbita. La importancia de la ecuacion de
Ince-Hill radica en que todos los casos conocidos de ecuaciones del tipo Hill con coeficientes
analiticos, con problemas de “coexistencia resueltos”, son casos particulares de esta ecuacion de cuatro
parametros, entendiendo por “coexistencia” la presencia de dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacion con periodo Y4 y 2. Ademads es la ecuacion mas general para la cual se puede aplicar el
método de Ince con relaciones de recurrencia. La ecuacion de Ince-Hill es una ecuacion poco estudiada
en general, aunque casos particulares de ella se presentan en ecuaciones variacionales ligadas a
problemas de Mecanica Celeste. Precisamente, el estudio de la estabilidad de la solucién de (i) para
numerosos problemas de la dinamica es el interés que despierta esta ecuacion. Su estudio no resulta

nada sencillo desde el punto de vista analitico.

Un comentario. El estudio del movimiento de a Luna es uno de los problemas mas dificiles de la
Mecanica Celeste debido a que es el cuerpo perturbador, el cual posee la masa preponderante, es el Sol
esto hace que la orbita que describe la Luna alrededor de la Tierra se aparte mucho de una orbita
Kepleriana y en consecuencia la teoria de la Luna se debe construir de modo distinto a la teoria que

explica el movimiento de los planetas.
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Desde la antigiiedad se conocian empiricamente ciertas desigualdades tales como la ecuacion del
centro planteada por Hiparco, la eveccion introducida por Ptolomeo, la correccion por variacion
estudiada por Tycho Brahe y la ecuacién anual. Pero era imposible detectar otras desigualdades no
despreciables, aunque menos importantes, las cuales se superponian a las principales desigualdades;
estas se pusieron de manifiesto cuando se estudio la teoria del movimiento de la Luna analiticamente.

Orbita de la Luna entorno de la Tierra la cual ocupa el centro de la elipse.

] &’\
- £°41°

Herhido
de avrarice
delalima

Grafico. Plano de la orbita de la Luna respecto del plano de la orbita
de la Tierra, la ecliptica. Se indican los angulos de referencia.

Grafico aclaratorio correspondiente a la pag. 213.
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Grafico. Se representa el sistema sidéreo {1,&} y el sistema movil. {X,Y}
Parat=0 el ejes-X y el eje-& coinciden, i.e. el Sol y la Luna estan alineados.
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Capitulo 9

Singularidades en el problema de tres y n-cuerpos.

§ 9.1 Introduccién y conceptos generales.

Un caso especial de la ley de gravitacion de Newton es cuando la fuerza que actiia entre las

particulas tiende a infinito o cuando la distancia entre ellas tiende a cero ~ entonces, se produce una

gran aproximacion o colision entre los cuerpos, i.e. rij= cero; por lo tanto, las ecuaciones

diferenciales del movimiento presentan singularidades *. Corresponde sefialar que existe una diferencia

» 3 y los cuerpos artificiales (naves o

significativa entre el movimiento de los cuerpos celestes “naturales
satélites espaciales), la misma se debe a que “grandes aproximaciones” ocurren, con frecuencia, en los
ultimos objetos mientras que en los primeros puede suceder pero rara vez o en determinadas
condiciones. Las implicancias de esta situacion se explican analizando las propiedades del campo de
fuerzas gravitacional; cuando éstas aumentan continuamente las fuerzas actuantes, entre las particulas,
se incrementan y la distancia entre los cuerpos se aproxima a cero.

Ademas, el espacio fisico donde se realizan las experiencias numéricas requiere a menudo de orbitas
que relacionen dos cuerpos celestes. Por supuesto, las drbitas reales no pasan a través de los puntos de
“singularidad’ pues antes de que esto ocurra la trayectoria termina en el punto de impacto entre el
objeto de prueba y la superficie del cuerpo celeste. Sin embargo, en el problema de tres cuerpos este
impacto puede ocurrir en la singularidad, ya que los cuerpos participantes son puntos masa; por lo
tanto, en un sentido fisico, las singularidades nunca son obtenidas mediante colisiones en la Mecanica
Celeste clasica. Esto implica que tanto en los céalculos numéricos como en su aspecto conceptual, las
singularidades en el problema de tres cuerpos son de suma importancia.

En consecuencia, las fuerzas que actiian sobre el tercer cuerpo asi como también su velocidad,
aumentan a medida que el cuerpo se aproxima a la vecindad de uno de los “primarios” entonces, el
“paso tabular” en una integracién numérica debe ser significativamente menor en esta region, proxima
a una colision, a fin de obtener resultados confiables.

Los conceptos fundamentales de singularidad, en el campo matemadtico, estan relacionados o
asociados con la existencia de la solucion de ecuaciones diferenciales 2.

Como las singularidades se producen en las colisiones éstas no son de caracter esencial, entonces

ellas pueden ser “evitadas” mediante una apropiada eleccion de la variable independiente.

! La fuerza gravitatoria F es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa a los cuerpos.
2 Kaplan, W.; 1986, “Matemdticas Avanzada”, pags. 111, 113, 116, 592, 656. Ed. Addison-Wesley.
3 Planetas, satélites naturales, asteroides, cometas, exoplanetas, cimulos estelares, etc.
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Realizada esta eleccion se detectan los siguientes casos:
e La existencia de la solucion ha sido determinada por una eleccion arbitraria de las
condiciones iniciales (evitando la colision).
e Las soluciones en los puntos singulares se pueden estudiar analiticamente.
e Las soluciones pueden ser determinadas antes, durante y después de la colision.
e Las aproximaciones “muy cercanas” pueden tratarse con métodos muy precisos tanto
analiticos como numéricos.

En este Capitulo analizaremos los resultados obtenidos del estudio de las singularidades en las ED
del movimiento del problema de tres cuerpos.

§ 9.2 Colision y regularizacion.

Hemos analizado en el Capitulo 3 ' el movimiento de n particulas P;(i=1,..., n) en un espacio
Euclidiano de tres dimensiones, si {x;,y;,z;} representan las coordenadas del punto masa P; en un

sistema de coordenadas cartesiano, donde las masas m; > 0 y la distancia entre los puntos masa P; y
Pj es: r? ij= (xj —xj)2+ (yi —yj)2+(zi —zj)z. También estudiamos que, en un sistema adecuado de
unidades, la funcion potencial para la ley de atraccion gravitacional de Newton es:

u-¥

i<j Tij

l’l’li rnJ

por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del problema de n-cuerpos toman la forma abreviada 2,

consultar pag. 31:

méi=Uq

donde U es la derivada parcial de la funcion potencial U respecto de la coordenada generalizada q;

este sistema de ED de segundo orden se puede escribir de la forma:
U (@)

es decir, un sistema de 6n ED de primer orden respecto de las variables q y v, funciones del tiempo t.
Por lo tanto, las condiciones iniciales, para un tiempo real t = ty, estan dadas por q(tg) y v(tg).

Luego, el problema dindmico de n-cuerpos consiste en describir el “comportamiento” de todas las

soluciones de las ecuaciones de movimiento (a), con condiciones iniciales arbitrarias “preasignadas”.

NOTA: A pesar de los esfuerzos realizados por numerosos y famosos matematicos y
astronomos en los ultimos 200 aiios, el problema para n > 2 permanece hasta ahora sin
resolver.

! Capitulo 3, pag. 29: “El problema de n-cuerpos”.
? Hemos suprimido los subindices 1, j, por simplicidad y por tanto el signo 2.
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Resena historica. En 1858, G. Dirichlet comunicé a su amigo L. Kronecker haber descubierto un
método general para el tratamiento de los problemas dindmicos; el método no consistia en una
integracion directa de las ED del movimiento, sino de una aproximacion a la solucion del problema del
tipo “step by step”; i.e., obtener la solucion mediante aproximaciones sucesivas. También menciond en
otra conversacion, que ¢l habia conseguido demostrar la estabilidad del Sistema Planetario. Sin
embargo, Dirichlet fallecio poco después sin dejar un documento escrito sobre estos descubrimientos, y
nada mas se conoce sobre este método '. Weierstrass sospechaba que era cuestion de usar desarrollos
en serie de potencias, €l se esforzé en hallar la solucion correspondiente al problema de n-cuerpos, asi
como también sus alumnos Kovalevsky, S. y Mittag-Leffler, G. quienes tuvieron el mismo proposito 2.
A sugerencia de Mittag-Leffler, el rey de Suecia y Noruega estableci6 un premio para la solucion
del problema; i.e., hallar un desarrollo en serie de las coordenadas de los n cuerpos valido para todo t.
En 1889 el premio fue adjudicado a H. Poincaré, aunque ¢l tampoco pudo resolver el problema
propuesto; a pesar de eso, su esfuerzo fue premiado * ya que sus investigaciones contenian una gran
cantidad de ideas originales las cuales fueron de gran importancia y utilidad para los desarrollos futuros
de la dindmica y sirvi6 como un estimulo para otras ramas de las matematicas. Finalmente, 20 afios
después, el problema propuesto fue resuelto por Sundman *, pero para el caso particular n = 3. La
principal dificultad, en obtener un resultado “exitoso”, es cuando se incluye la colision entre dos
cuerpos y se aplican ciertas restricciones en las condiciones iniciales. Sundman evitd esta limitacion

introduciendo una nueva variable independiente t en lugar del tiempo t, de modo que la variable t y las
coordenadas generalizadas q; continuaban siendo funciones regulares de t aun cuando los cuerpos

colisionaran. De este modo Sundman consiguid obtener desarrollos en serie paraty q; en potencias de

1. Este importante resultado sera analizado en forma extensa en el siguiente item. Desafortunadamente
esta solucion no se puede aplicar para el caso n > 3.

Hemos estudiado que el problema dindmico de n-cuerpos admite s6lo 10 integrales algebraicas o
constantes del movimiento, de las cuales seis integrales corresponden al centro de masa con seis
constantes de integracion; tres integrales del momento angular con tres constantes de integracion y la
integral de la energia con una constante de integracion h. Luego, con la ayuda de estas diez integrales
podemos eliminar diez coordenadas q; y v;de las ecuaciones de movimiento y por tanto, reducir el
orden del sistema a uno de: (6n — 10) ED de primer orden; consultar Capitulo 3, pag. 29.

Las seis integrales del centro de masa del problema de n—cuerpos demuestran que el mismo se
desplaza con movimiento uniforme y rectilineo i.e., se mueve en una linea recta con velocidad
constante; luego, si trasladamos el origen de coordenadas al centro de masa las ecuaciones de
movimiento permanecen invariables. Ademas, H. Bruns (1887-1888) demostr6 un interesante teorema:
la no existencia de otras integrales algebraicas en el sistema de ED (a), distintas de las diez integrales
mencionadas, por lo tanto, cualquier otra integral algebraica de (a) es una combinacion de las diez

integrales conocidas; luego el sistema (a) solo admite 10 integrales algebraicas.

! Siegel, C.L. & Moser, J.K.; 1971, “Lectures on Celestial Mechanics”, pag. 20. Ed. Springer-Verlag.

2 Mittag-Leffler, G.; 1912, “Zur Bibliographie von Weierstrass”. Acta Math. 35, pag. 29-65.

3 Poincaré, H; 1890, “Sur le probleme des trios corps et les équations de la dynamique”, Acta Math. 13,
pag. 1-271.

4 Sundman, K. F.; 1913, “Mémoire sur le probléme des trois corps”. Acta Math. 36, pag. 105-179.
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Desafortunadamente, la demostracion del teorema de Bruns es muy extensa '

El siguiente teorema, muy importante, fue demostrado por Sundman (a €l se le atribuye) ya que, si
bien era conocido por Weierstrass éste no dejo ninguna demostracion escrita. El enunciado del
Teorema es el siguiente:

Si en un instante cualquiera t, los n-cuerpos de un sistema dinamico, colisionan simultaneamente
en un punto entonces, las tres constantes del vector momento angular deben ser nulas.

NOTA: Como el centro de masa se encuentra en el origen del sistema de coordenadas, una colision de
los n-cuerpos solo puede ocurrir en el origen O.

Biografia.

Dirichlet, Johann; nacié en Alemania, 13/02/1805 y fallecié 5/05/1859. Fue un gran matematico al que se le
atribuye la definicion moderna y "formal" de funcién. Ocup6 la catedra dejada por Gauss tras su muerte. Sus
aportes mas relevantes se centraron en el campo de la teoria de nimeros, prestando especial atencion al estudio
de las series, y en particular a las series de Fourier. Su primera publicacion fue una demostracion particular del
teorema de Fermat, para el caso n=5 y mas adelante la completd también para n=14. Aplicod las funciones
analiticas al calculo de problemas aritméticos y establecio criterios de convergencia para las series. En el campo
del analisis matematico perfecciond la definicion y concepto de funcidn, y en la mecénica teodrica se centrd en el
estudio del equilibrio de sistemas y en el concepto de potencial newtoniano.

Kronecker, Leopold; naci6 en Polonia el 7 de diciembre de 1823 y falleci6 en Berlin el 29 de diciembre de
1891. Matematico aleman. En 1845 se doctor6 en la Universidad de Berlin y en ese afio propuso su teoria de
numeros, dando una formulacion especial a las unidades en ciertos campos numéricos algebraicos. Su maestro
fue P. G. Dirichlet. Matematico y logico, Kronecker sostenia que la aritmética y el analisis debian estar fundados
en los nimeros enteros prescindiendo de los irracionales e imaginarios. También contribuy6 al concepto de
continuidad, dando la forma de los niimeros irracionales en los nimeros reales. En 1850 publico un articulo
Sobre la solucion de la ecuacion general de quinto grado, donde resolvia la ecuacion usando teoria de grupos.

Weierstrass, Kart; nacié en Ostenfelde el 31 de octubre de 1815 y falleci6 en Berlin el 19 de febrero de 1897.
Se lo cita como el “creador del andlisis moderno”. Weierstrass di6 las definiciones actuales de continuidad,
limite y derivada de una funcion, que actualmente usamos. Esto le permitié demostrar un conjunto de teoremas
que estaban entonces sin demostrar como ¢l teorema del valor medio, el teorema de Bolzano-Weierstrass y el
teorema de Heine-Borel. También realizé aportes en el concepto sobre convergencia de series, en la teoria de
funciones periddicas, funciones elipticas, convergencia de productos infinitos, calculo de variaciones, analisis
complejo, etc.

Mittag-Leffler, Magnus Gustaf; nacié en Estocolmo el 16 de marzo de 1846 y fallecié el 7 de julio de 1927.
Fue un gran matematico sueco. Fund6 la revista matematico Acta Mathematica (1882). Su legado matematico
son: la Funcion de Mittag-Leffler y el Teorema de Mittag-Leffler.

Bruns, Heinrich; nacié en Berlin el 4 de septiembre de 1848 y falleci6 el 23 de septiembre 1919 en Leipzig.
Después de graduarse, fue contratado como calculista en el Observatorio de Pulkovo, cerca de San Petersburgo,
Rusia. En 1873 Bruns dejo Pulkovo y ocupo un puesto de observador en el Observatorio de Dorpat, Estonia.
Después de tres afios en Dorpat, Bruns fue nombrado profesor de Matematicas en la Universidad de Berlin,
donde permanecio6 hasta 1882. Sus contribuciones al problema de tres cuerpos fueron muy importantes y en 1887
demostrd que las unicas integrales algebraicas son diez y estan en funcion de las coordenadas y velocidades.

! Bruns, H.; (1887-1888), “Uber die Integrale des Vielkorper-Problems”. Acta Math. 11, pags. 25-96.
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§ 9.3 Teorema de Weierstrass - Sundman.

Aunque el teorema general relacionado con las singularidades en ED fue enunciado por Kar!
Theodor Wilhelm Weierstrass ' en el siglo XIX, en realidad su importancia fue puesta en evidencia por
Karl Frithiof Sundman *, en una serie de trabajos realizados en el periodo 1906-1909; quien a su vez lo
perfecciond con sus investigaciones acerca de la singularidades en las ED del problema de tres cuerpos
en 1912. En esta seccion analizaremos la posibilidad que, en un sistema de n-particulas, dos de ellas
colisionen.

Hemos estudiado, Capitulo 3, que las ecuaciones que definen el movimiento del problema de
n-cuerpos (n = 3 0 mas) es un sistema de 3n ecuaciones diferenciales de segundo orden en coordenadas
cartesianas; por lo tanto, se necesitan 6n constantes de integracion para definir el comportamiento
dindmico de las particulas y demostramos que de estas 6n integrales solo diez se pueden hallar,
expresadas en forma algebraica. Ademas, si designamos con R el vector posicion del punto masa m;,
respecto del baricentro G en un sistema de puntos materiales, ver Figura 49, entonces las ED de
movimiento del problema de tres cuerpos admiten la forma:

m ..
T | {mR; = Ug;, (i=1,2,3) ©.1)
my
\ Ri
\
my \ donde la funcion potencial U es:
e~-""G

m; m m; m m-, m
. . U= 2 umy 2 Myms 2 My m3
Fig. 49. El punto G representa el baricentro 1 I3 3
del sistema de n-puntos masa y R; el radio
vector del punto masa m; respecto de G.

NOTA: Ug; es el gradiente de la funcion potencial U en la direccion R;.
2

El sistema de ED (9.1) admite las integrales de la energia: T — U =h; donde, T = % z m; Ri Y%
1)
la integral de las Areas, expresada como: Z m; R; x Ri = C; donde R y Rison los vectores de
@)
posicion y velocidad de los puntos masaei=1, 2, 3.
Entonces, nos proponemos estudiar una igualdad y una desigualdad que seran muy utiles en nuestro
andlisis e investigacion respecto de las colisiones y la regularizacion en ED.

El momento de inercia I en un sistema de puntos masa se define como: = z m; Riz .
(1)
! Consultar Bibliografia, pag. 244. Matematico aleman a quien se suele citar como el “padre del Analisis
Matematico moderno”.
2 Naci6 el 28 de octubre de 1823 y falleci6 el 28 de septiembre de 1949. Matematico finlandés quien empleo
métodos analiticos para probar la existencia de una solucion en serie infinita y convergente del problema de

tres cuerpos; también publico trabajos relacionados con los métodos de regularizacion en 1912; hizo un gran
aporte a la Mecanica Celeste.
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I= Z m; R; R; ; y derivando nuevamente resulta:
)

Su derivada primera tiene la forma:

N | =

~I=% miRi +) mj RjRj =2T+ Y R; Ug .
6) (i) (1)

N | =

Notar que el potencial U es una funcion homogénea de grado (—1) respecto de las coordenadas; luego,
la suma del ultimo miembro i.e., del producto de las coordenadas por la derivada respecto de dicha
funcion U es igual, en virtud del teorema de Euler, al grado de dicha funcion multiplicada por ella, por
lo tanto:

> RiUg =-U

1)

entonces se tiene: I =2T-U=T+h=U+2h, y finalmente

N | —

[=2T+2h=2U+4h Formula de Lagrange.

Vamos a estudiar una desigualdad fundamental a partir de la ecuacion: I = Z m; R; Ri 9.2)

)

N | =

ademads, si tenemos presente la desigualdad de Cauchy-Schwarz: (z a; b; )2 < Z ai2 Z bi2 ; el

segundo miembro de (9.2) se puede escribir de la forma:

| R RS
ZmiRiRiSZﬂmi |Ri| A/ Iy 1.|1,
i

B) R

entonces, elevando al cuadrado la ecuacién (9.2) admite el desarrollo:

2
) . 2
1 - . RiRj RiRi
lez[zmiRiRJz Z\/mi |Ri|\/mi |I1{|1 SZmiRiz Zml(lR—zl)
i i
-1 (RiRi)?
2o e
1

1 -

i
Este resultado nos dice que la variacion del momento de inercia I se mantiene acotada.

Consideremos ahora la integral del momento angular y procedemos del mismo modo; sea

> mj RjxRj =C
)
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donde C es la constante del vector momento angular C. Elevando al cuadrado ambos miembros resulta:

| Ry
2 (RixRi)’
luego, C <1 z m; ——————
Entonces, si sumamos miembro a miembro estas dos desigualdades, resulta:

. P2 P2
Lits ey m RRD S R RD)
4 R;

(9.3)

Desigualdad muy importante para la siguiente demostracion.

Las coordenadas cartesianas del vector posicion R; son {Xi,yi,zi} y del vector velocidad

Rj {>.<i ) }"i , Zi }, por lo tanto, el producto vector de ambos es:

2
1 J K PR P ol vl

2
(RiXRij = Xi Vi %z = . . + . . + 1. . =
. . . yi Zi Xi Zi Xi yi
Xi yi Zi

2 2 2
Z(yizi—yi ZiJ +(XiZi—Xi ZiJ +(Xiyi—Xi yi} = yi22i2+ ZiZin_

- 2°.2 22 . 2.2 22 2
—2yiziy;zi tX{"zi" tXi"z;7 - 2x5zixizi X7yt xiTy" -
= 2X{yiXiy; -

y su producto escalar es:
2 2
5. — .. i . - 2.2 2.2 2.2
RiRi| =|xixi+yjy;+zizi| = xi"xi" tyi"y;” T zi7zi" +2Xx5yiXiy; T2xizixizi +

t2yi7yi7

Si sumamos ambos productos, se tiene:
2 2
(Rix Ri} + (Ri Ri} - Xi2 Xi2 + yi2 yiz + Zi2 Zi2 + Xi2 yiz + Xi2 yiz + Xi2 Zi2 + Xi2 Zi2 +

+ yiz zi% + ziz yiz; agrupando resulta:



248 . § 9.3 Teorema de Weierstrass-Sundman.

2 2
[RiXRi] +(R1Ri] = (Xi2+yi2+zi2)(xi2+yi2+zi2)=Ri2 Ri2 =0.

Con este resultado reemplazamos en la ecuacion (9.3), entonces resulta:

5 .\2 5.\2
i12+CZSIZmi(IX 1) +2(1 i) =1 mR7.
R;

Por definicion de energia cinética: z m; R12 =2 T; luego la desigualdad anterior toma la forma:

ii%czs 21T =1(1-2h),

donde hemos tenido en cuenta la formula de Lagrange (pag. 146), por lo tanto

2 2

1 I ..

—— +—<(I-2h

4 1 ( )

y finalmente resulta:
2 2

I-2n-+ 15 & 9.4)

4 1 I

Desigualdad muy importante, conocida como la desigualdad de Sundman.

Definicion: Consideremos tres cuerpos de masa mj, mp, ms; diremos que tienden a una colision
simultanea ' para t tendiendo a cierto valor tc, si las tres distancias |Ri | — 0 (i=1,2,3) para t — tc; en

este caso se cumple que 1;; — 0 para t — tc; notar que |Ri | =1y 5; =| R —Ril.

Teorema (importante).
Nos proponemos ahora demostrar el teorema de Weierstrass-Sundman 2, el cual establece la
condicion necesaria para que exista una colision simultanea.
Para ello vamos a estudiar la siguiente funcion:
1 1% +C2
Q(t)=—2hﬁ+4T (9.5)

Derivando respecto de t, resulta:

Q(t) =-2h D(/T)+ %iiﬁ—(i i2+C2)D(\/T)

Q(t)=D(JT) | 1-2h——— - =

! Siegel, C.L. & Moser, J.K.; 1971,”Lectures on Celestial Mechanics”, pags. 69-77.
2 Saari, D. G.; 2005, “Collisions, Rings and Other Newtonian N-Body Problems”, pag. 147. Ed. American
Mathematical Society.
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.. 12 2
11 . .
donde, [-2h — 11 _CI > 0 [ver (9.4)]; entonces, el término entre corchetes es mayor o igual que

cero. Esta conclusion significa que Q (t) no puede tener distinto signo que la derivada de ﬁ , luego,

Sg[Q (t)] no puede ser= Sg[D(,/1)]"

El significado de este resultado es el siguiente: si una de las funciones, Q (t) ¢ ﬁ crece la otra

funcion no puede decrecer ya que, las derivadas de ambas funciones deben tener signos iguales y no
distintos. Entonces, si los tres cuerpos colisionan, para un instante t = tc, los modulos de los respectivos

vectores posicion | R; | — 0y por tanto, I — 0; ademas, como los r;; — 0 la funcién potencial U— + oo

para t — tc; entonces, si U — +oo, la derivada I — + oo para t — tc. Ver Figura 50.

4 - 00 En consecuencia, por ser I positiva, I sera una

funcidn creciente para t muy proxima a tc; pero
i(t) si I es una funcion creciente para t proxima a tc

entonces,I es una funcion positiva o nula.

Luego, I no cambia de signo en cierto entorno

v

tc - . . .
de tc. Pero si I no cambia de signo significa

Fig. 50. Si la variable t — t,, el potencial que la funcién I es monotona para t — tc. En
resumen, 0 <1 — 0, para t — tc, por lo tanto I

N . + ,
U— + oy lafuncion I— + . es monodtona.

En consecuencia, I es una funciéon monotona decreciente y por tanto Q(t) no puede ser mondtona
creciente. Luego, Q(t) es constante o0 monotona decreciente entonces, Q(t) tiene un limite para t — tc

que no puede ser +o, i.e.,
lIimQ(t) =1 # +©
t—>te

En consecuencia, nos preguntamos: ;podra tender a —oo parat — tc ?.
El primer sumando de Q(t), ver (9.5), tiende a cero y el segundo es positivo por lo tanto, no puede
tender a —oo; luego,

% 12 +C? ' .
limQ(t) = lim ———— =1 (limite finito)
t>te t—tc [
r2 C 2 C 2
pero el cociente se puede escribir: i1 + T > . esta cantidad tiende a un limite finito 1.

! Sg representa la funcion signo.
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2
Concluimos entonces que el cociente . es una funcion acotada y por tanto podemos escribir:

2
2 2 ., ., . o,
B <K = C" <K I luego C = 0. Esta conclusion es una condicion necesaria de colision

simultanea i.e., que la integral de las dreas sea nula.
Pregunta: ;Podria ocurrir una colision simultanea con el andar indefinido del tiempo, sea nulo o no el
vector momento angular ?.

Respuesta: En ninglin caso es posible una colision simultanea para tc — + oo.

Demostracion:
En efecto, supongamos que existe colision simultanea para t — +oo, entonces tendriamos:

I-0

. t — +o0;
[—+o00

ademas, > M, para t>t;. Por otra parte:

t . . t
j Idt =1(t)—I(t;) > J.Mdt =M(t-t) = N(t>1t).
t t

t t
del mismo modo: [rdt =1(t)-1(t) = [[N+I(tp]dt=[N+I(t)](t-t).
t, t,

luego, I (t) — +oo para t — +oo; Por lo tanto, esta conclusion contradice nuestra hipotesis.

§ 9.4 Colision Binaria.

Consideremos un sistema de dos cuerpos con sélo un grado de libertad ', formado por el Sol de
masa mg y un planeta de masa mj, ver Figura 51.

El planeta tiene masa m; y
m g

m; Eje-X ademas satisface la relacion
® g > de masas: my + m; = 1, donde
Sol r=x x>0

m; << my (masa del Sol).

d »
< »

m; se mueve sobre el eje-x.
Fig. 51. Sistema de dos cuerpos, Sol y planeta con
un grado de libertad. La posicién de m; respecto
del Sol esta dada por el vector r cuyo modulo es x.

! Consultar: Stiefel, E.L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics”, pag. 13.
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., .. . B X 1
La ecuacion de movimiento de m; respecto de mg tiene la forma: x + - = 0 '; como r =x resulta,
r

coo1 : : . :
X +— = 0 es decir, una ED de segundo orden con coeficientes constantes la cual admite una integral
X

: . . : . C X . 1 1 .
primera. Si multiplicamos por x se tiene: X X =— — e integrando: 5 x2 = — + h, se obtiene una
X X
integral primera. Entonces,
. 1
x+—=0
X | (9.6)
12
X =4 h

X

constituyen el sistema de ED que definen el movimiento de m; respecto de mg y su integral primera o

integral de la energia, en un espacio unidimensional; h es la constante de la energia.

Si x — 0 parat — tc, se produce una colision entre las masas my y m; entonces, en este caso, la
velocidad x — oo por lo tanto, para x — 0 las ecuaciones de movimiento (9.6) presentan una
singularidad.

Para evitar esta singularidad es conveniente reemplazar la variable dependiente x por &2 (x= &2) yla
variable independiente t por otra variable independiente 1, definida por la relacion:

Lodt dt tor
T=A I ——, donde A =const. Luego, dt=A —, porlotanto: t = J. Xdr.
o ' f 0

Ademés, las derivadas de x en funcion de & tienen la expresion: X =2 & & ; X =2 &2 +2¢ & ;

donde las derivadas de & respecto de T tomen la forma: & _ 45 _d&dr_ A dG.

fod(Ade)de A dfAde) A AT A drde]
dt| r dt ) dt r dt{ r dr r | r g¢2 2 dtdt|
2
recordar que: r=x=§2, luego,E 45 =2§£;porlo tanto:
dt dt dt
r? dr? r’ dt

Podemos ahora reemplazar, en el sistema de ecuaciones (9.6), las derivadas de x en funcién de t por
sus equivalentes en § en funcion de 1, entonces resulta:

' Recordar que p =k (my + m;) = 1; porque estamos analizando un problema tedrico.
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dz A2 d% (ag)| 1
o 248Y s 2s | AL Lo (2] Lo
1
2

2
4¢? A; ({%%J Ly

r

. ., 2 .
Desarrollamos la primera ecuacion y luego reemplazamos r por & entonces se tiene:

2 2 2 2 2
2A_% 2A_&_d§_4A_&2% +L:0
r2 (dro r?  dr? r’ dt g4

2 2 2 2
A% (ag)’ A__ﬁ_ A_;j 48 +L=0
g4 Ldt g4 g6 dt g4
Multiplicando toda la ecuacion por &4, resulta:
2 ) 2
2 A2 (98] Lo a2 955 g a2 (98] L L
dt dt2 dt
d%e ag)’
Simplificando, se obtiene: 2 A2 &—2 ~ 2 A% (d—j +1=0. 9.7)
dt T

Ecuacion diferencial que reemplaza a la primera ecuacion de movimiento en (9.6), expresada en las
nuevas coordenadas &, en funcion de t, con lo cual se ha evitado la singularidad cuando x— 0; este
r J s . . ., 1
método matematico se denomina regularizacion .

Aplicando el mismo procedimiento a la integral de la energia, segunda ecuacion en (9.6), se obtiene:

p AT (deY 1
2t ;;1((“} Lo

Multiplicando por &7, resulta:
2
2 A? ( g‘ij 1+he:, = -2 A2 (%} +1=-hé&,
T

esta ultima igualdad la reemplazamos en los dos tltimos términos de la ecuacion (9.7), entonces se
tiene:

2
2 A? ad—f —hE? =
dt
d%e
y finalmente: — - 5 £ =0, (9.8)
dt 2A

! Consultar: Stiefel, E.L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics”, pags. 11-17.
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. ., . . . , 1
Es decir, una ecuacion diferencial lineal de segundo orden homogénea , donde h es la constante de la
integral de la energia. Ambas ecuaciones se pueden resolver en forma cerrada, de acuerdo a los valores

de hy A. Para ello analicemos el signo de la constante h:

Si hesnegativo = el movimiento es eliptico.
h es positivo => el movimiento es hiperbolico.
h es cero = & es una funcion lineal de .

Entonces, h<0 = &=A* senwf%h T.
[ h
h>0 = &£=A* senh E’C.

h=0 = {=A*1.
donde A¥* es una constante arbitraria.

. 2 . o . ., 2
Luego, teniendo en cuenta que r = x = &, se obtienen las siguientes relaciones, en funciéon de t ~:

f— 2 —
= A’ 21/—ht= A— 1—00821/—}1 t|, para h< 0,
2 2 2
> 2 |h A2 h
— 1= —|cosh2,/— 1 -1|, para h> 0,
2 2 2

r=x=A"1, para h=0.

H
I
]
|
>
2]
a
=

H
[
>
I
>
@
5

T
Por lo tanto, a partir de la expresion: t = I r dt, podemos calcular t en funcioén de t conociendo los
0

valores de r para cada signo de h. Entonces se tiene:

T 2 2
Para h < 0 resulta: t=j AT(l—cos 21/711 rj dt = AT r——lsen21/7h T
0 2 —h

. . [ =h . o
si definimos: E = 2 > T, expresion que depende de T, podemos entonces escribir que:

' Recordar que: h /2 A’ es constante independiente del signo de h.
2 Donde definimos A2 = A*?,
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t = ocz(E—senE), y por tanto, x = BZ(I—COSE).

Formulas fundamentales que nos permiten expresar t y x en funcion de t, cuando el valor de la
constante h es negativo (h < 0). Los coeficientes a y B son constantes.

Si h es positivo (h > 0), resulta:

. / h .
definiendo: E = 2 B} T, y reemplazando se obtiene:

t = alz (senh E —E); luego: x = [312 (cosh E —1).

Por ultimo, si h = 0, resulta:

t = A’ J. t2dt = T 1:3; si definimos: E =1, se tiene:
0
t = a22 E3; luego: x = B22 E.

NOTA: En los tres casos considerados la variable x admite un desarrollo en serie cuyo primer término
2 . . .1 -
es del orden de t ~, mas términos de orden superior , i.e.,

2 4
X =Pt +Pstr -,
3 5
y para t: t= o3t +tast +---

Luego, en todos los casos:

x =E*>Y a,EY,
)

t = E3ZbVEV, (donde v=0,..., n).
v)

notar que las series de potencias de E' son convergentes para todo E, por tratarse del desarrollo de
funciones trascendentes enteras.

Para obtener una relacion entre las variables x y t (x en funcidén de t) eliminamos el parametro E
entre las dos ultimas igualdades, entonces se obtiene la siguiente expresion:

! Recordar que:cosx=1—-x>/2!+x*/4! —..; luego: 1 —cos x =x*/2!+...; idem para cosh x.
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x=Y2yc, ({1).  v=0..n 9.9)

(v)

Cuyo desarrolloes:  x = Cyp 3\/ 2 +-- -; donde Cy # 0, es una constante.

Si t es pequetio, es decir, si los dos cuerpos estan muy proximos implica, en primera aproximacion:
,
x ~ Co 3 t2 50, y suderivada: x ~ 3 Cy t 3 =00, cuandot— 0.

Aclaraciones. Consideremos la funcién definida por la ecuacién (9.9) entonces, podemos suponer
que X es una variable compleja, luego es posible formular que:

x=x(t)=x; (t) +1x2(t) — esuna funcion compleja.

Ademas, si t es pequenio, es decir en las proximidades de mg, a valores opuestos de t (* t)
corresponden los mismos valores de x ademads, si los puntos masa my y m; son “completamente
elasticos” implica que la particula m;, que colisiona con my, se refleja sobre si misma. Esta situacion se
define como eyeccion.

En general, la igualdad x = x (t) es una funcion analitica no uniforme; es una “funcion triforme” ',
pero se puede uniformizar mediante una superficie de Riemann de tres hojas *.

Entonces, para t real y pequefio corresponden valores reales de x porque los C, son reales * vy, para
valores grandes de t, la funcion x (t) se obtiene mediante la prolongacion analitica sobre una de las
hojas de la superficie de Riemann; esta prolongacion analitica puede considerarse también como la

prolongacion dinamica del problema.

Consultar: Levinson, N. & Redheffer, R.; 2003,”Curso de Variable Compleja”; pags. 397-401.

Ampliando conceptos. El vector momento angular C esta definido como el producto P x P , siendo
P el vector que determina la posicion del planeta de masa m respecto de un origen fijo O; consultar
Cép. 2, pag. 8, ecuacion (2.4). Si el movimiento se realiza en el plano {x,y}, tiene la expresion, en
coordenadas cartesianas: x y'—y x’ = C (escalar); donde x",y" son las componentes de la velocidad.

Si C = 0 el movimiento es rectilineo luego, podemos suponer que el mismo tiene lugar a lo largo del
eje-x entonces, y (t) = 0 y por tanto P =x+ y =] X | = r=|x|. En consecuencia, las ecuaciones del

movimiento, se reducen a:
x +x|x|77 =0, (9.10)

y la integral de la energia: +h, (9.11)

! Si 7 es una variable compleja, a la funcion %/; le corresponden tres valores distintos; ver definicion de
funcion multiforme. Consultar: Kaplan, W.; 1986, “Matematicas Avanzadas”, Cap. 11, pags. 559-654.

? {dem pags. 624-628.

3NOTA: ya que X (t) se puede considerar definida por la expresion: C 3\1 t2 ,parat~+0yt=0.
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Supongamos que la masa en reposo se encuentra en el origen de coordenadas, la cual atrae a la
particula en movimiento con una fuerza que decrece cuando la distancia | x | aumenta. Se demuestra,
sin una integracion explicita de (9.10), que toda solucion x = x (t) de la ED (9.10) con s6lo un grado de
libertad, debe tender a cero cuando t tiende a un adecuado valor finito de t, sea este ty; esto significa
que ningun movimiento es posible sin una colision entre las dos particulas. Luego, la ED algebraica
(9.10) tiene una singularidad en el punto x = 0 y toda solucién de esta ED pasa a ser singular en t =t si
la solucion x (t) — 0 cuando t — ty. En efecto, teniendo en cuenta la integral (9.11) se puede verificar

que ]f{] —oo cuando | x| —> 0",

Ademas, como vimos anteriormente, se demuestra que la anomalia excéntrica E es una variable de
regularizacion local, la cual permite evitar la singularidad de la funcidn analitica x (t) cuando t — ty.

Si el vector momento angular es nulo, i.e. C = 0, esta caracterizado por: e = 1 (ya que, por definicion
de excentricidad €’ =1+2h Cz), el cual corresponden a los casos eliptico e hiperbolico donde h < 0 6
h > 0 respectivamente; y por p = 0 en el caso parabdlico donde h = 0 (siendo p = C*>0sih= 0).

Entonces, la solucion en funcion de la anomalia excéntrica E es:

x =a(cosE—-1) elipse: h<0
x =a (coshE —1) hiperbolico:h >0 (9.12)
X = —% E? parabolico: h=0

Si ty es una constante de integracion, implica que:

t—t0:\/aT (E—-senE): h<0
t—to :\/—_313 (senhE-E): h>0 (9.13)
E3
t—tg = v : h=0
Si analizamos estas ecuaciones observamos que existe una colision para E =0, 2w, 47, . . ., si h < 0;

o solamente para E = 0 si h > 0. Por razones de periodicidad es suficiente considerar sélo el caso E = 0;
idem cuando h > 0. Elegimos el origen del eje-t tal que t = 0 corresponde a E = 0, por ejemplo que
to = 0 entonces, las ecuaciones de los sistemas (9.12) y (9.13) se pueden escribir, en los tres casos, de la

forma:
x=E’P|(E), t=E’ Py(E);

donde P;j(E) representa, para j = 1,2, una serie de potencias de E la cual converge para todo E y

ademas, tiene coeficientes reales y un término constante no-nulo P;(0) # 0. Por lo tanto, mediante la

eliminacion local de E, en el punto E =0 (t=0) y para | t | suficientemente pequefio resulta:
e}
x(t)=3t* > e, " (9.14)
n=0

! Consular: Stiefel, E.L. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and Regular Celestial Mechanics™, pags. 11-17.
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donde la constante ¢y # 0 y

>

Este resultado implica que x (t) tiene igual signo tanto para valores positivos como para valores
negativos de t si es pequeio; por ¢j. la particula que se mueve sobre el eje-x es reflejada por la colision
(o a través de la colision) por la particula que esta en reposo en x = 0. Entonces, la trayectoria de la
particula es reflejada a un estado en el cual la velocidad x’(t) es infinita, ya que de (9.14) se obtiene:

: _1
|x(t)|~|t] 3 > o, parat— 0.

La descripcion precisa de este escenario matematico es el siguiente:

Consideremos a E y t como variables complejas (las cuales estan eventualmente limitadas a ser
reales). Entonces, x = x (t) es una funcion analitica de t, pues x (t) es obtenida por eliminacion de E

entre las funciones enteras (9.12) y (9.13) de E. De acuerdo a (9.14), la funcion analitica x (t) tiene en
t = 0 un punto de ramificacion algebraica en el cual tres hojas de la superficie de Riemann se juntan .
Sigue también de (9.14) que, si t # 0 es real y pequeiio, x (t) es real sobre exactamente una de las tres
hojas, sit &> —0 6 t > +0; i.e. si el estado de movimiento es antes o después de la colision. Por lo tanto,
si 0 #t~ £ 0, entonces x (t) tiene una singularidad a través de la cual es exactamente posible una
prolongacion analitica real. Esta nica rama real de la prolongacion analitica puede ser considerada
como definiendo una prolongacion dinamica del problema.

Se recomienda consultar:
Siegel, C.L. & Moser, J.K.; 1971, “Lectures on Celestial Mechanics”, pags. 26-42.
Arnold, V 1. (Ed.), 1988, “Dynamical Systems 111", pags. 55-64.

En los textos y articulos citados en este Capitulo se describen los principales fundamentos,
dificultades y métodos de la Mecdnica Clasica vinculados con los problemas de colision y
regularizacion de las ED del movimiento de dos y tres cuerpos, orientados y analizados en su aspecto
matematico.

§ 9.5 El teorema de Weierstrass-Sundman para el caso de n-cuerpos.

Consideremos tres cuerpos con masas mj, mp y mz y sean Ry, R, y R3 sus vectores de posicion
baricéntricos  por lo tanto, el momento de inercia I del sistema es igual a:

I=Y m; Ry, (i=1,23)
(i)

! Consultar: Cohn, H.; 1980, “Conformal Mapping on Riemann Surfaces”, Ed. Dover Publications Inc.
Farkas, H. M. & Kra, 1.; 1992, “Riemann Surfaces”, Ed. Springer-Verlag.
Dierkes, U., Hildebrandt, S. & Sauvigny, F.; 2010, “Minimal Surfaces”, Ed. Springer-Verlag.
2 . . . . . . . .
En un sistema de coordenadas baricéntrico se satisfacen las siguientes relaciones algebraicas:
m R;+m;,;R,+m;R;=0; ytambién: m; R’ +m,R,+m;R3=0.
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Si indicamos con M = Z m; la suma de las masas, podemos escribir idénticamente que:

@)
MI = M(m;R? +myR% +m3;R3) - m R, (m R; +my R, +m3R3) —
-my Ry (m Ry +my Ry +m3R3) — m3R3(mR; +my Ry +m3Ry). (9.15)
Es facil demostrar que el producto M I se puede expresar:
MI = m;my(R;-R5)? + my m3(R,—R3)? + m; my(R;—R3)?. (9.15a)
ya que desarrollando estos cuadrados se obtiene (9.15).
Consideremos ahora la energia cinética del sistema:

2T=m1R12 +m2R22+m3R32.

analogamente, podemos escribir:
2MT=M (mlRlz +m2R% +m3R§) - m1R1 (mlRl +m2R2 +m3R3) -
—m2R2 (m1R1 +m2R2 +m3R3) — mgy R3 (m1R1 +m2R2 +mjy Rz,).
luego, con un razonamiento similar al anterior resulta:
2MT = m;m,(Ri-R2)% + my m3 (R2-R3)% + m; m3 (R1-R3)?. (9.16)
Vamos a demostrar ahora una desigualdad que nos sera 1til posteriormente; para ello consideremos

la igualdad de Lagrange: I =2 U+ 4 h, ver pag. 246; y nos proponemos demostrar que:

{'1'—411}\/?2 mg > 0.

La funcion potencia U en el problema de tres cuerpos tiene la expresion:

_ _mjymyp m) mj mp msy
IR,-Ry|  |R3-Ry| |R3-R,

9

donde hemos supuesto, por sencillez, que la constante de Gauss es igual a uno, i.e., k?=1.

Si indicamos con p; ; la distancia entre los puntos masa m; y m;j !y en virtud de la expresion M I
que relaciona las masas y sus distancias, ver (9.15a), entonces M I es mayor o igual que m; m; pizj,

luego
MI 2 m; m; plzj

por lo tanto, podemos formular que:

! Hemos reemplazado | R; — R | por p;;.
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T

ademas, como el potencial U es esencialmente una funcion positiva, se tiene

Pij =

ml mp ml m3 mz m3
/ ﬁ 2
m;m, mj mj m, mj
donde: ——0 - M2 . M . MM ; recordar que: pj; = ‘Rj—Ri‘.
2 M M M
\/ml mj \/ mj ms m

luego, en virtud de la igualdad de Lagrange, pag. 246, resulta: 1-4 y por tanto:

my
\/T’
{'1'—411}\/?2 mg > 0.

como se queria demostrar '. Una aplicacion de esta desigualdad es la formula asintotica que a
continuacion vamos a deducir.

Supongamos que para t — tc, los tres cuerpos colisionan simultdneamente, en este caso hemos
analizado que I — 0 para t — tc por lo tanto, el vector momento angular del sistema es cero: C=0;
consideremos la funcién auxiliar:

Lizie?

Q) =—2h T + 4T, (9.17)

ver ecuacion (9.5) pag. 248; entonces, si C > = 0 la expresion Q(t) se reduce a:
I 2

Q) =-2h T +— —, (9.17a)
Ny

ademas, hemos visto que: lim Q (t) = I (numero finito) y nos proponemos demostrar que 1 > 0; para

t—t,

ello multipliquemos ambos miembros de (9.17a) por 2ﬁ , luego: 2 Q (t) \/T =—4hl + —; i2;

derivando ambos miembros respecto de t resulta:
d—dt(ZQ(t) JI)=—4h1+11 = (-4h+1)1.

multiplicando por dt e integrando en ambos miembros se obtiene:

! Consultar: Siegel, C. & Moser, J.; 1971, “Lectures on Celestial Mechanics”, pags. 49-57.
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to .
2QVTE =200 VI - 2Q0) T(t) = [(1-4h)ide

to
entonces, podemos escribir que:
Lo : fED
‘2Q(t)ﬁ‘= [(a-4any@En dt] = | [mg dt| = me2,T.
JT
to to
luego, |Q(t) | =mp>0. Graficamente la funcion Q(t) es creciente; ver Grafico 52.

Por lo tanto, esta conclusion prueba que:
lim Q (t) debe ser positivo.

t—t,

Recordar que: I —4h> %

v

Fig. 52. Representacion asintdtica de la
funcion Q (t).

2 12
1 1 1

En consecuencia, lim Q (t)=1(>0)=Ilim — —; y finalmente: | — lim — =1>0.

t—>t, ©=1=9 4 JI Y 4 N

En conclusion, si la variable t estd muy proxima a ty ¢ también si | t — ty | < O entonces, podemos

escribir la expresion asintotica,

2
o4
T
di)’ dI N
por lo tanto, 12 ~41 ﬁ, pero: 12 = (aj ~4ﬁ 1, luego: ’n ~2 ﬁ I 4; despejando se
1 _1
tiene, d [~ 2 \/T [4dt, yfinalmente: 1 4 dI ~2 \/T ; expresion que podemos integrar, entonces

3

resulta: I 4~ \/T (t—tp), 0 también:

W

4
3

I ~x(t—ty) Formula asintética muy importante.
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4/3
) 3
siendo k = { E \/T } una constante.

Nos proponemos ahora estudiar las colisiones binarias en el caso del problema de tres cuerpos;
para ello consideremos las masas mgy, m; y m; y analicemos la perturbacion del movimiento eliptico de
my y de m; debido a la influencia de m, ' en el caso en que las distancias de my a mg y m; estén
acotadas “inferiormente” en un cierto intervalo de tiempo; es decir, para t € (t;, t;) ademas, las
distancias pg, y pjp Se conservan superiores a cierto nimero o, por lo tanto:

Po2s> P12 > > 0.

La ecuacion diferencial de movimiento, en forma vectorial, de m; perturbado por m; en un sistema
heliocéntrico 2, donde my es el Sol (origen fijo) es (ver Figura 53):

m .
‘1 P+ (mg +my) P13 =R =m P2;P1 - P23 :
Po1 M
Sol .-/Poz_; ® 2 Si multiplicamos ambos miembros de esta ED por Pp, se tiene
P, ]
o Py P} + (mp+my) SRR R Py, (9.18)
Fig. 53. Configuracion de tres |P1|3

cuerpos en el plano; los vectores
de posicion P,y P, y sus distan_
cias mutuas po1, Poz Y p12-

y multiplicando por P;, también ambos miembros, resulta:

Py Py +(my+m) — =RP, (9.19)

Py

Notar que la ecuacion (9.18) se puede escribir de la forma:

. _l’_ .
D[l P%-M} - R P, (9.182)
2 [Py
. +
Si a la expresion entre corchetes la definimos como: %Plz — (m|0P |m1) = g (escalar); entonces, la
1
igualdad anterior toma la forma:
g=R Pi (9.18b)

. . 1 : 1 : -
ademas, teniendo en cuenta que: D ( 5 Plz) = Py. Py, resulta: D’ (3 P12j = Plz + P P1; por lo tanto,

la ecuacion (9.19), toma la forma:

: +
D2 lplz _P12+(m0—ml):Rp1
2 [Py

"Los cuerpos m o y m; son perturbados por m,, estas perturbaciones modifican la érbita de m, respecto de my.
2 Recordar que hemos supuesto que la constante de Gauss es igual a la unidad.
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Vamos a demostrar ahora dos desigualdades que seran muy ftiles en el andlisis de las colisiones
binarias.
Si P, Q y R son tres vectores arbitrarios, su producto vector es: (P x Q) x R=(P.R) Q — (P.Q) R.

Si definimos P=P;, Q = P] y R =Py, entonces resulta: (P; x Pl) x Py = P12 Pl - (P4 Pl ) Py; pero,

) d|P
by =0 L7) =p( Lip ) = oy L0,

luego, reemplazando en el producto vector se tiene:

: : d|p : d|P
(PIX P])XPI = |P1|2 P —|P1| | 1|.P1 = |P1| [|P1|P1 - |tl| Pl] =

dt d
: d|P
(|P1| Py il PIJ
3 dt i 3 d Pl
-Ipy r— -l 4y
P dt{ [Py
por lo tanto, deducimos que:
i( P j: (P1xPp)x Py
de{ [Py Py
si tomamos mddulos en ambos miembros resulta:
. PIXPI |P1|
i Pl (PIXPI)XPI <
i i i
luego,
PIXPI
4P < 5 Desigualdad que sera muy tutil.
dt [Py Py

La segunda desigualdad la vamos a deducir a partir de la derivada del producto vector de la

expresion:
_ . n
4 P, xP;) = PyxP| = Px R—(mo—;nl) P, | = P;xR
dt |P1|
P,-P P
—m2P1x 2 1— 2 mp —1——1 P]XPz;
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Por lo tanto, el modulo del primer miembro es menor o igual al mddulo del vector del segundo
miembro, luego se tiene:

d : 1 1
‘—(Plel) < m = T3 [Pyl | Py | =
dt
Pr2 Po2
1 1 1 1 1
= my - 5+ | P1| | P2,
P2 P02 | |pi2 Por P12P02

tener en cuenta que: (a3 — b3) =(a—b) (a2 +b’+a b). Ademas, por ser: pjp > a, resulta:

1 1 ., 1 1
— < —, ytambién — < —;

Po2 a P12 a

luego, el Gltimo miembro toma la forma:

1 1

P12 P02

1 1

<3 M2 _
2 Py =Py [Py

a

m
|Pi] [Py = 3 22
o

d .
‘E(PN(PI) |Pi| |Py|=

m, |Po|—|Py-Py

a? [P2=Py| [Py PP o’ (1P2l-[P2=P1]) 1Py
4 (PyxP)| <322 P 2 or tanto: i(P P1)| < Const. P?
FTRE e i 1 YP - 3 Lix POl S . P{.

donde: Const. = 3m—32 > 0; y ademas,
a

|Py| =|Py=(Py=P))| = [Py —|Py—Py
> [Py - |P; - Py|
> [Py Py —|P,y|

Definicion: Diremos que en el problema de tres cuerpos, dos cualesquiera de ellos,
por ejemplo mo y my, tienen una colision binaria en el instante tc si:

Por una parte la distancia | P 1| (ver Fig. 53) tiende a cero (| P 1| —> 0)parat — tcy
por otra parte, las distancias mutuas py, y pjp se conservan acotadas

inferiormente en cierto entorno del instante de colision tc; luego p,.p;o > .
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Nos proponemos demostrar que en este caso se verifican las siguientes desigualdades:

1°) P1XP1 — 0, para t—>t.

1 .
2°) E|P1| P12 — (mg+mj), para t— t.

2,152
d?(;PH)
3°) — |P1| — (mg+mp), para t—t.
dt
NOTA: t; =t (instante de colision).

Si se cumple la segunda de estas desigualdades, resulta: yPlyZ = Plz — 00 para t — tp; por el

. . . . : 1 : 1
contrario, si no tendiera a +oo, entonces seria: |P1|2 <k .. 3 |P1| |P1|2 <3 |P1| k — 0;lo cual
contradice la segunda desigualdad. Por lo tanto, si se cumple esta desigualdad, se tiene:

|P1| |P1||P{| S M = |P1| |P;] £ —— — 0; donde M es una cota y recordar que | P{| — +oo.

[Py |

Luego, P1| |Py| = 0, parat — ty, entonces |P;xP;| < |P1| |Py| = 0, con lo cual se satisface la

primera desigualdad.
Consideremos la tercera desigualdad. La ecuacion de movimiento de m; perturbado por m; se puede
escribir de la forma:

d2

: +
Py 2(%1,12) iy P2+ (mg+mj)
dt

P | Pyl =(R.Py)| Py = 0,para: t—t,.
1

En consecuencia, se satisfacen las tres desigualdades enunciadas.

NOTA: Recomendamos, para un estudio mas detallado sobre la solucion general del problema de tres
cuerpos, dos publicaciones de mi Profesor el Dr. R. P. Cesco, la primera: 1961, “Some Theorems and
Results in the three-Body Problem”, Proceedings of the International Meeting on Problems of
Astrometry and Celestial Mechanics, Observatorio Astronémico UNLP, pags. 81-92; y la segunda:
1963, “Sobre la Solucion General del Problema de los Tres Cuerpos”; Serie Astronémica, Tomo XXV,
N° 4, Observatorio Astrondmico de la UNLP.

Conclusiones sobre la solucion “funcion teérica” del problema de tres cuerpos propuesta por
Sundman en una serie de publicaciones aparecidas en Acta Soc. Sc. Fennicae y reproducidas en Acta
Matematica 36, pag. 105, 1913.

A partir de los resultados mencionados citaremos los cinco mas importantes.
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1°). La generalizacion para el sistema de ED del problema de tres cuerpos, respecto de la
propiedad de las ED lineales, en virtud de la cual el unico punto singular posible de la solucion

deben ser puntos singulares de las ecuaciones, pero no reciprocamente.

2°). Si la solucion del sistema de ED tiene una singularidad en el instante t = t; entonces, la

funcion r = Min (ryy, 123, 113) debe tender a cero cuando t — ty; donde las funciones Ty
representan las distancias mutuas. Luego, se deduce una condicidon para las colisiones y el
siguiente teorema: para que se produzca una colision simultinea es necesario que el vector

momento angular sea nulo, C = 0.

3°). En el caso de una colision binaria, la variable independiente t, definida como:

t
dt . - . .
T= I — ; regulariza las ED del movimiento siendo la integral convergente.
r
t0

4°). Teorema fundamental: Si el vector momento angular C no es igual a cero entonces, las
coordenadas y el tiempo son funciones analiticas de la variable de regularizacion t, denominada
el pseudo-tiempo, en toda una franja infinita del plano complejo t, definida por -0 <R(t) <oy
| I(r)| <9, donde 6 depende solo de las masas y las condiciones iniciales.

5°). La definicion de una prolongacion analitica real del movimiento después del instante de una
colision binaria, con una “precisa” diferencia entre las trayectorias de colision, i.e. las trayectorias
antes de las colisiones y las trayectorias de “eyeccion”, es decir, las trayectorias después de la
colision. Ademas, se demuestra que los sucesivos instantes ty < t; < t, < ... de las colisiones

binarias no pueden agruparse en un instante finito t* es decir, si la secuencia de tales datos es

infinita entonces se tiene que: t* = lim t, = oo.
vV — 0

Finalmente Sundman desarrolld, mediante transformaciones de Poincaré, una representacion
conforme de la franja mencionada anteriormente, del plano-t en un circulo unidad en otro plano-m.
Mediante esta transformacion Sundman formulo la solucion de este problema es decir, las coordenadas
y el tiempo en series de potencias de ® convergentes en un circulo de radio unidad || < 1
correspondiente al intervalo [R(w)| < 1 del eje real -oo <t <+oo .

En el trabajo citado el Dr. Cesco pregunta: éCudles son las razones por las cuales estos resultados
“tan elegantes” de Sundman, donde las investigaciones de los mas célebres astronomos y matematicos
fracasaron durante casi dos siglos, han sido solo conocidos, como dijo Siegel ', por un pequefio circulo,
a pesar de las simplificaciones sefaladas por Levi-Civita, Hadamard, Birkoff y otros?.

Esta pregunta esta relacionada con la escéptica mirada sostenida por la mayoria de los astronomos,

basada en ciertos céalculos de Belorizky segin los cuales las clasicas series divergentes son, para
7 . r . r r . . 2
propositos practicos, mas utiles que las series convergentes dadas por Sundman “.

! Siegel, C. L.; 1956, “Vorlesungen iiber Himmelsmechanik”, Ed. Springer-Verlag.
2 Chazy, J.; 1952, “L’intégration du probleme des trios corps par Sundman, et ses conséquences”, Bulletin
Astronomique, XVI, pag. 177.
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Los argumentos utilizados por Belorizky ' en sus calculos no son, sin embargo, muy convincentes a
causa de:
1°). En vez de analizar la convergencia de las series de Sundman en la franja del plano-t,
Belorizky estudid las series obtenidas aplicando la transformacion de Poincaré, demostrando
realmente que esta transformacion es completamente innecesaria para la solucion numérica del
problema de tres cuerpos.
2°). Puesto que en el ejemplo usado por Belorizky, una solucion particular equilatera de
Lagrange, las colisiones binarias no pueden ocurrir, entonces el uso de la variable de
regularizacion es innecesario. Belorizky encontrd, para este caso, que la variable de
regularizacion es de la forma T = A t (A es una constante) asi como también que las series de
potencias en T son tan rapidamente convergentes como el desarrollo en serie de Taylor de la
funcion: sen (A1 1).

Teorema de Sundman para un colapso total. Analizaremos en esta seccion la posibilidad
que el sistema de particulas “sufra un colapso total”; significa que todas las particulas pueden
colisionar simultaneamente para un tiempo finito o infinito.

Consideremos las expresiones:

MI=m;m (R, -R;)* + mm, (R, —R;3)* + mym, (R —R;)?
(ver (9.15a) y (9.16) pag. 258). Recordar que Ri (i = 1,2,3) representa los vectores de posicion

baricéntricos de los puntos masa m;. Ademads la igualdad escalar: g= RPI, [ver (9.18b), pag. 261]
(mg+my)

donde 1 Plz -
2 ||

= g, siendo P; el vector posicion de m; respecto de la masa my, en el sistema
de coordenadas heliocéntrico, donde my es fijo (Sol), y R es la funcion perturbadora definida, para el
caso de tres cuerpos, como:
Rem,| 2701 _ P

p,-p [P |

[P.-m[ [P

También hemos demostrado, segunda desigualdad pag. 264, que

1 .
5 |P1| P’ = (mgp + mp), cuando t — tc; con lo cual se cumple que:

k
||

|Py| <

En consecuencia nos falta demostrar que: | R | = 0, lo cual implica: | R | <k |P1| .

! BelorizKky, D.; 1933, “Recherches sur 1"application pratique des solutions générales du probléme des trois
corps”, Journal des Observateurs, XVI, pag. 109.
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. . P
Demostraciéon: |R P1| < |R||P1| < k; | P K =kk1£=c |P| =0.

[P bl

Por lo tanto, | R P1| = O parat — t, c.q.d.

Por otra parte, de a cuerdo a la definicion de la funcion perturbadora R podemos escribir:

1 | P
|R[=my - P, - 1
[|P2‘P1|3 P, [’ ] |P,—p,[’
1 1 ‘ |P1| ]
< my | 2| -
[|m—nf 2, | P, - B[
1 | | | | J Py |+
2
[P =P [Pof] | |py—p[*  |P,)7  [P2—Pi[ [Py ’
+ my | Py
P, - pf’

Recordemos que (ver pag. 263):

1 1 1 1 1 1 1 1
< > < 5 < > >
[ T A S [P —Pi[[P)| o P, — Py o

siendo o una constante. Ademas, por definicién de colision binaria se tiene:

|P1| — 0, parat—>tc; y |P2—P1|>oc.

Luego,
3 1 1 m,
R|<-—— - p,| + 22 p =
= o [Py =P [Py 7| a’ .
3m, |P2|—|P2—P1| m, m,
= P|+—2 |P)| <4 —2|P
e |P2—P1||P2| |1| N | Pl N |1|

ya que podemos escribir: |P1| =|P2-(P2-P1)| > |Py|—|P,—Py|

2 ‘|P2| —|P2—P1||
2 |Py—Pi[—|Py|
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Luego, de acuerdo a la definicion de g (ecuacion 9.18b), queda demostrado que g—> 0 parat — tc

entonces, nos queda por demostrar que g tiende a un limite finito; en consecuencia si g — 0 resulta que

g — | para t - tc. Graficamente significa:

t t t
Demostracion: Por definicion J. gdt =g (t) — g (t"); entonces | g () —g(t) | = |I gdt | < I lgldt,
t" t* t*

ademads hemos estudiado que g—> 0 para t — tc; de modo que si t y t* estdn muy proximos a tc resulta:

{‘t_tc‘< 81

t
I|g|dt<s|t—t*|,yaque|g(t)—g(t*)|<s|t—t*|yportantoimplicaque: ot <8,
. — <0j

t

Luego resulta: lim g (t) = 1 (limite finito) y por tanto se cumple que:
t—te

1 .
5|P1| P1? = (mo + m;), cuando t — tc.

Vamos a analizar ahora: La variable de regularizaciéon de Sundman-Levi Civita .

e d? (1 .
Sea | P|| =r parat — tc; luego, la expresion asintdtica: | Py — (— P12 ~ (mgp + my) tiene la forma:
d

t2 2
a2 (1 ,
r —| —r° | =(my+my).
e (2 j (mo +my)

Entonces podemos desarrollar la ED de la forma:

A L@ o 1 d(a) 1 afar)dr
AN 2 dt? 2 dt| dt 2 dr| dt |dt
N
Nomy 1 _dr 1 dr? .
° pero — r— = — —— entonces se tiene:
2 dt 4 dt
Sol 5
m,
0 1 dr? dfdr?) 1 df dr?
: . > - — =< = (mg + my),
Fig. 54. Configuracion del problema 4 dt dr| dt 8 dr{ dt
de tres cuerpos. mg representa el Sol. 2\2
. . . d( dr
P1y P2 determinan las distancias por lo tanto: — =8 (mg+ my).
heliocéntricas a my y m,. r{ dt

. dr?
Entonces, despejando: d 1t

2
J =8 (mg + m;) d r; e integrando en ambos miembros resulta:

! Belbruno, Edward; 2004, “Capture Dynamics and Chaotic Motions in Celestial Mechanics”, Princeton
University Press.
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2
dr . .
[ = 8 ( mg + m;) r; también podemos expresar esta ecuacion de la forma:

dt
2
- :k\/?; donde k=\/m

2

pero \/_ \/_ = 2\/_ d r, luego reemplazando resulta: dT 22\/_ dr =k dt, (a)
r
NOTA: recordar que: jxn dx = ! X" = d ! x| =M,
(n+1) (n+1)

Entonces, integrando en ambos miembros de (a), entre t y tc, se tiene:

3
2
2 =—§r —k (t-tc) = r =-%k(t—w):>r—kﬂt—mfﬂ

N | W
N | W

N\w|"‘

2

3 1
Este resultado indica que r es proporcional a: %3 ; donde: k; = (%j [8 (mg +m, )]E. Luego,

r =k (t—tc)*?

. . . ., . 2/3
Por lo tanto, la distancia entre las masas my y my, préximas a una colision, es proporcional a (t —tc)
entonces, estamos ahora en condiciones de demostrar que la variable de regularizaciéon de Sundman-
Levi Civita esta definida, en el caso de colisiones binarias, por la expresion:

T=

dt
r

(=R

Y nos proponemos demostrar que:

lim T = numero finito.
t—te

es decir, significa que 1 esta acotado. La variable T es un pseudo-tiempo.
Para demostrar este teorema analicemos la integral:

Cdt_. t t*dt ey
[P g

t

*

t
dt * . . .
Notar que j — para t distinto de tc existe y esta acotada; por lo tanto, solo nos resta probar que la
r
0

segunda integral tiende un limite finito.
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t

s j _ L j
2

N G tc> K-t K
1:C

finito. Luego, la integral I — existe.
r

0

1 1737 _ . L
—2/3 =3 — [t—t.| } , = tiende a un limite
(t—t¢) ! i

Coordenadas de Jacobi.

Introduzcamos ahora las coordenadas de Jacobi ! en las ED de movimiento de los tres cuerpo; el
grafico, ver Figura 55, representa las coordenadas de Jacobi. Sea P; el vector posicion de m; respecto
de mp y P el vector posicion de m; respecto del baricentro G de las masas mg y my.

Los vectores P; y P definen las
my coordenadas de Jacobi; P, representa la
~ posicion de la masa m; respecto de my
Py [ a So y P la posicion de m, respecto del

Ss centro de masa G de myp y m;. La

G - - posicion del centro de masa G respecto
ag N =" de mp es ap y la posicion de my
- : respecto de G es a; luego, ag + a; = P;.
my Las ED de movimiento del problema

t
Fig. 55. Sistema de coordenadas de Jacobi. El vector de ftres cuerpos en  coordenadas

P, es la posicion de m4 respecto de mg y P el vector
posicién de m, respecto del centro de masa G de mg

heliocéntricas P; y P, en el plano, con
K=1 (constante de Gauss) son:

Yy my.
Py (my +3m1) p _r®
P
| 1+| (9.20)
p +(mo m;) p, =R
3
| P, |

Donde R y rR? representan la funcion perturbadora definida por las expresiones:

RO =y | (P2=PD) P
B -p [ [Py

! Consultar § 3.9, pag. 61.
Pollard, H.; 1966, “Mathematical Introduction to Celestial Mechanics” pag. 47.
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Ademas, si indicamos con ag y a; la distancia de mg y m; al baricentro G, se tiene:

_ _ My
Q=— > = —
mg +m, mg +m,
donde: ay +a; = 1 para t = 0; definicion valida para el instante inicial. Luego, para un instante t

cualquiera resulta:

mOG =a0P1=aoR

m; G =a;Pi=a;R, donde R = P;.

ademas, si indicamos con: r= |R|= | P; | r = | P, | rg= | P, - P; | para un instante t cualquiera

entonces, el sistema de ED (9.20) se puede escribir de la forma:

R motm) oo (M . &]
3 3 3
: fo i (9.21)
: n R-P
PZ + —(m() mZ) P2 = ml[ 2 _BJ
3 3 3
rl rO r

Ademas, teniendo en cuenta la definicion de las coordenadas de Jacobi, R y P, ver Figura 55, podemos
eliminar la coordenada P, (sistema heliocéntrico) de la forma:

a9yR+P=P, = P=P,—ayR = P =P, —a,R

donde las aceleraciones, en forma vectorial, 152 y R estan expresadas (o representadas) por el sistema
de ED (9.21), reemplazando

S [R—(a0R+P) _BJ  (my+m,)

(agR+P),
r03 r3 r13
desarrollando el primer término del segundo miembro: R — ayg R = (1 — ap) R = a; R, reemplazando

resulta:

3

. R
pzzml{al —i—E}—M(aORWLP)
h

agrupamos ahora segtin los vectores R y P, se tiene:

P> =m, [ﬂ—i—M}R—[ml+(mo+m2)} P. 5]

Iy r my 1‘13 1‘03 1‘13

Ecuacion diferencial de segundo orden que describe el movimiento de m, respecto de mg expresada en
funcion de las coordenadas de Jacobi, definidas por Py R .

! Recordar que el vector R (coordenadas de Jacobi) representa al vector P; (en coordenadas Heliocéntricas).
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Analicemos la ecuacion de movimiento de m; respecto de mg definida por la primera ED del sistema
(9.21):

3 3 3 R;

li=m2 (agR+P-R)  (agR+P) | (my+m;)
I, i r

donde hemos reemplazado la coordenada heliocéntrica P, en funcion de las coordenadas de Jacobi P y

R, luego:

R,

3 3 3

R = m, (30_1)R+P _ (30R+P) _ (m0+m1)
Ty n r

multiplicando ambos miembros por ay, se tiene:

- ag—1)R+P agR+P mgy+m;y)
aOR=aom2(0 )3 _(o3 ) —a0(031R,
Iy I T
m, .
recordemos que: ag = , luego ag(my+m;)=m; por lo tanto, el segundo término toma la
(mg+my)
+ .
forma: aO(mo—3m1) R = 331 R, reemplazando se tiene:
r
- ap—1)R+P (agR+P) m
agR = apmy (8 : - - R (IT)
rO rl r

También hemos deducido que: P = P2 — agR, expresion que relaciona la aceleracion del vector
heliocéntrico P con los vectores aceleracion, en coordenadas de Jacobi, de R y P. Luego, si

reemplazamos los desarrollos de 152 y R obtenidos previamente, ver Ecs. (I) y (II) resulta:

P =m, (i_i_ ao(mo+m2)}R_[ m (m0+m2)} P

1‘03 r3 my 1‘13 1‘03 1‘13

3 3

_a0m2|:(a0—l)R+P ) (aOR+P)] L
T

3
To I
. m .. , . .
Notar que el termino +—- R se elimina (porqué ?). Por lo tanto, cuando m; se aproxima a my, es decir

r3

cuando r — 0, la ED de movimiento de m; o sea P no presenta singularidad; entonces, podemos

escribir:

. i d
d_dt(P )=0Q Primera ecuacion de Sundman (9.22)
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Expresion que define la primera ecuacion de Sundman cuando existe una aproximacion entre dos
%
cuerpos; notar que el vector Q es combinacion lineal de los vectores P y R y tiene la expresion:

6=m1 (ﬂ_ a0(mo+mz)] i’_( m (m0+m2)J P -

ro3 my r13 r03 r13

: . (I11)

-DR+P R+P
~ g m (ap-DR+P  (agR+P) |
To I

Consideremos ahora la primera ecuacion del sistema (9.21), pag. 271, reemplacemos P, por P + ag R
i.e., Py =P +ay R, luego resulta:

. a4 R+P-R R+P
R + (mo;FmOR:m2 ag +3 _Q 3+ } _
r | Iy I
| (ag-1)R+P a0R+P}
3 3
L Iy n

recordar que: ap + a; = 1, entonces se tiene:

3

By (mermy) o m{_alR +i_ﬂ_£] _
T

entonces, podemos escribir que:

.o %
R + (mo—;rml) R =S (9.23)
r

- - >
donde el vector S es combinacion lineal de los vectores R y P y tiene la forma:

S=m2 %—% P—mz a—; a—g R.
Iy 5] Iy n

Por lo tanto, las ecuaciones (9.22) y (9.23) constituyen el sistema de ED de movimiento del
problema de tres cuerpos en coordenadas de Jacobi .

! Consultar: Roy, A. E.; 1978, “Orbital Motion”, pags. 152-153 y 412-414.
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Introducimos, ahora, una nueva variable independiente denominada el pseudo tiempo 1 definido
t

t dt .
como: T = .[ — por lo tanto: d T = — entonces para t — tc resulta r — 0 significa que hay una

0 T T

colision; en consecuencia, la velocidad y la aceleracion en funcion de la nueva variable independiente
T, resultan:

X=-—=-— "= (a)

o d'x _ dfdx) _ dfdx dr] _ dfdx)dr  dx d (dr)_
dt2  dt | dt dt | dt dt dt| dt | dt dt dt | dt

_ d(dx) (dr)’ dx d(de) _ &’x (de) dx d (1
dtldt) | dt dt  dt{ dt de? '\ dt dt dt\r)’

1 .
recordar que: — = —, pero — | — |= — — 1, luego
r r

X= -2 (b)

2
. . d“x . . .
ademas, si definimos — = X"y >~ = x’, entonces la velocidad y aceleracion en funcion de la
T dr
nueva variable independiente T resulta:
1 dx 1
X = —— = —X
r dt r
| 1
X = —Xx" ——rX
r r

. e
y por tanto, la ecuacion (9.22), pag. 272, toma la forma: 1 di(P) = Q, luego
rdr

!

(Pj - Yp)=r0 (9.24)
dr

Expresion que define una funcidén analitica, denominada primera ecuacion de Sundman. Esta ED
representa el movimiento de m, con respecto a G, centro de masa de my y mj, en coordenadas de
Jacobi en funcion de la variable independiente 1. Como vimos [ecuacion (IIT) pag. 274] la funcion Q
esta definida en términos de las coordenadas de Jacobi R y P.
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Asimismo, de acuerdo a lo formulado en (b), resulta la siguiente expresion para R :

Recordar que esta derivada segunda representa la aceleracion de m; respecto de my en coordenadas de

Jacobi. Luego, reemplazando en la ecuacion (9.23) resulta:

1 d’R r dR mg, +m
2 12 L2 » M0 3 : R=S
r° dr r° dr r
operando se tiene:
2 :
d R ¢ dR (mo +m1) R = 2 S,
d 12 dr r
luego: RO=pR - Mofm) g2 g (9.25)
r

Segunda ecuacion vectorial deducida por Sundman; es una ecuacion diferencial de segundo orden que
representa el movimiento de m; respecto de my, en coordenadas de Jacobi !, perturbado por my, la
perturbacion esta representada por el término que contiene a S.

Por lo tanto, las ecuaciones (9.24) y (9.25) denominadas ecuaciones de Sundman, en forma
vectorial, estan expresadas en funcion de la nueva variable independiente t, definida como el pseudo-
tiempo; estas ecuaciones estan regularizadas en el sentido que evitan la singularidad cuando r — 0.

NOTA: Recomendamos para un estudio detallado sobre las ecuaciones de Sundman y Levi-Civita:
Cesco, R. P.; 1963, “Sobre la Solucion General del Problema de los Tres Cuerpos”, Serie
Astrondémica, Tomo XXV, N° 4. Observatorio Astronémico, UNLP.

Comentario: Una visién particular. El problema de los dos cuerpos es un modelo matematico
que permite describir el movimiento de dos masas puntuales aisladas completamente i.e., no hay otros
cuerpos que interactien, lo cual significa no considerar otras posibles interacciones tales como las
fuerzas electromagnéticas, fuerzas aerodindmicas (resistencia y sustentacion), fuerzas de repulsion
(presion de radiacion), etc. Por lo tanto, no se tiene en cuenta otro tipo de variaciones o “alteraciones”,
solo se consideran las fuerzas de atraccion gravitacional; sin embargo, a pesar de la idealizacion del
problema, su solucion nos permite obtener resultados muy similares al problema real; los astronomos
utilizan frecuentemente esta solucion para estudiar el movimiento de un planeta alrededor del Sol, de
un satélite en torno de un planeta, o de estrellas binarias que giran respecto de su baricentro, etc. En
otras palabras, los resultados obtenidos constituyen una buena aproximacion al movimiento real del

sistema.

! Consultar: Laskar, J.; 1989, ”Systémes de Variables et Eléements”, pags. 72-77. Les Methodes Modernes de la
Mecanique Celeste. Ed. Frontiéres.
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Esto se debe a dos circunstancias: primero, que el problema de dos cuerpos genera ecuaciones
diferenciales que son completamente integrables, es decir, las ecuaciones admiten una solucién
analitica y cerrada, lo cual es muy importante considerando que el problema de tres o mas cuerpos no
admite soluciones analiticas en forma cerrada; segundo, el problema de dos cuerpos constituye en si
una excelente aproximacion para describir el movimiento en la mayoria de los cuerpos celestes,
conocido como el problema de n-cuerpos. Por ejemplo, en el caso del Sistema Solar, al estudiar el
movimiento de un cometa alrededor del Sol, se pueden aplicar los resultados del problema de dos
cuerpos considerando que: entre el cometa y el Sol s6lo hay vacio y que la tinica fuerza existente es la
atraccion gravitacional, admitiendo entonces que los restantes planetas no estan presentes y que ambos
objetos son perfectamente esféricos con distribucion de masa uniforme entonces, es valida la teoria de
la gravitacion de Newton; estas suposiciones permiten una excelente aproximacion para la prediccion
de la posicion del cometa en funcion del tiempo, o al menos en una primera aproximacion, pues en la
realidad, conforme transcurre el tiempo la diferencia observacion menos calculo, i.e., (O—C) comienza
a hacerse cada vez mas grande y por tanto, el modelo lentamente empieza a arrojar resultados que no
corresponden a la observacion. La razon es evidente: los planetas existen y por tanto influyen
gravitacionalmente sobre el cometa; la curvatura del espacio originada por la masa del Sol ocasiona
ligeras perturbaciones en el movimiento del cometa; ademas, al pasar cerca del Sol, los cometas
experimentan bruscas eyecciones de masa, convirtiéndose en esos instantes en objetos semi-
autopropulsados, experimentando fuerzas semejantes a las que se generan en un cohete.

Resumiendo, se concluye que, estrictamente hablando, las trayectorias de los planetas alrededor del
Sol no son elipses, pero que en primera aproximacion si lo son. Ademas, en el caso de los planetas del
Sistema Solar ocurre algo que es muy importante: casi toda la masa del Sistema esta concentrada en el
Sol. El planeta de mayor masa es Jupiter, cuya valor es ~107 la masa del Sol; por lo tanto, al
considerar la masa total de los demds planetas ésta no llega a ser la masa de Jupiter. Este dato, en
términos practicos, significa que al estudiar del movimiento de un planeta cualquiera, de masa m,
alrededor del Sol (con masa my), podemos emplear, en primera aproximacion, los resultados del
problema de los dos cuerpos, con lo que estariamos suponiendo que los restantes planetas “casi” no
influyen en el movimiento del planeta en consideracion por ser la suma de las otras masas muy
pequefias con respecto a mg. Pero en periodos de tiempo muy grandes los planetas de masa m; tienen un
rol muy importante sobre el movimiento del planeta m, y decimos entonces que dichos planetas
“perturban” a m. La elipse que describe la trayectoria, en el espacio, de dicho planeta seria
“ligeramente diferente” en tamafio y orientacion espacial con respecto al tiempo.

Consideremos el caso de la orbita de la Luna alrededor de la Tierra; en este sistema hay que
considerar la presencia del Sol, pues la atraccion gravitacional de éste es significativa sobre el satélite.
Este caso es un problema de tres cuerpos (si admitimos que la atraccidon gravitacional de los planetas
cercanos es despreciable). El problema de los tres cuerpos se puede formular en funcion de ecuaciones
diferenciales con origen espacial en el baricentro del sistema o con centro en uno de dichos cuerpos. Lo
“desafortunado” es que desde los tiempos de Newton, quien fue el primero en tratar de encontrar la
solucion de dichas ecuaciones, nadie ha podido hallar una solucién analitica completamente general y
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cerrada del problema. Los astronomos y matematicos recurren entonces a métodos que consisten en
“soluciones aproximadas” ', las cuales se expresan en series infinitas y convergentes.

En el caso particular del estudio del movimiento de la Luna, un modo de abordar el problema
consiste en considerarlo, en primera aproximacion, como el de dos cuerpos (Tierra y Luna) anulando la
presencia del Sol. EI modelo propuesto es util s6lo para unos pocos dias pues a medida que transcurre
el tiempo es evidente que la teoria no coincide con la observacion. Es obvio que el Sol influye
gravitacionalmente sobre la Luna y en consecuencia interviene en la orientacion y la forma de la orbita
la cual varia progresivamente con el tiempo. Las técnicas matemadticas “de aproximacion” tratan de
tener en cuenta como es la perturbacion del Sol sobre la Luna para todo t. Este es un proceso que
involucra una cantidad importante de calculos matematicos y métodos numéricos.

El problema se dificulta aun mas cuando uno de los cuerpos tiene una gran aproximacion con otro,
entonces, este fendmeno se manifiesta en las ED presentando una singularidad cuyo significado fisico
es una colision entre dos cuerpos. Por lo tanto, el estudio de las colisiones binarias también tiene gran
importancia pues nos permite analizar el comportamiento de los cuerpos antes y después de tal
aproximacion o colision. Para resolver este problema se introduce una nueva variable independiente la
cual nos permite evitar la singularidad en las ecuaciones de movimiento y también ayuda a describir el

movimiento de ambos cuerpos cuando existe una gran aproximacion entre ellos.

Algunos conceptos y consideraciones: Hemos estudiado, en Capitulos anteriores, que el
movimiento de tres cuerpos en el espacio euclidiano 3D tiene nueve grados de libertad y esta
representado por un sistema de EDs de orden 18. Si consideramos el centro de masa de los tres cuerpos
como el origen de coordenadas, las ecuaciones de movimiento se reducen a un orden 12, el cual se
obtiene utilizando las 6 integrales del centro de masa. Asimismo, haciendo uso de las tres integrales del
vector momento angular C y la integral de la energia H (escalar) podemos reducir el orden del sistema
de ED a ocho. Estas 10 integrales o constantes del movimiento se denominan integrales de Euler.
Ademas de estas integrales conocidas estan la eliminacion del nodo (QQ) por el método de Jacobi y del
tiempo t. Por lo tanto, el orden del sistema de EDs del movimiento puede ser reducido a 6. Vimos
también, que las integrales Eulerianas son expresiones algebraicas con respecto a las coordenadas y los
momentos (velocidades).

El método mas elemental para resolver EDs consiste en hallar integrales primeras independientes y
constantes en el tiempo, donde el nimero de las mismas es igual al orden de las EDs en cuestion. Por lo
tanto, el estudio y analisis, en forma completa y cerrada, del problema de tres cuerpos requiere conocer
seis integrales independientes maés. Sin embargo, Bruns demostré que no existen otras integrales
algebraicas ademas de las mencionadas. Painlevé ampli6 los conceptos de este teorema y fundamentd
la no existencia de integrales algebraicas con respecto a los momentos solamente. En consecuencia,
hallar mas integrales no es posible. El procedimiento usual para resolver estas EDs es hacer uso de un
proceso “no algebraico” de aproximaciones sucesivas denominado teoria de perturbaciones donde se
considera que uno o dos de los cuerpos tienen masas muy pequeias o despreciables. Entonces, el
problema general de tres cuerpos, con masas finitas, se reduce a la solucion de un “problema
restringido” de tres cuerpos.

! Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Capitulos 1 y 2. Ed. Academic Press.
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Sin embargo, la solucidn en serie de potencias de la funcion perturbadora y en series trigonométricas
con funciones lineales del tiempo como argumento, utilizadas en la teoria de las perturbaciones
ordinarias, no son uniformemente convergente y por lo tanto no representa la solucion, aunque
describen el comportamiento del movimiento para un intervalo de tiempo finito dentro del grado de
exactitud de las observaciones realizadas, es decir, es “semi-convergente” en el sentido de Poincaré.
Este método matematico es realmente eficiente para la prediccion de las efemérides planetarias .

Sin embargo, los astronomos necesitan conocer la evolucion dindmica de los cuerpos celestes para
un intervalo de tiempo muy grande o predecir su posicion en el futuro; entonces, puede ocurrir que dos
o tres cuerpos colisionen entre si o que los elementos orbitales varien mucho con el tiempo y por tanto
la configuracion del sistema de tres cuerpos comienza a ser muy diferente; también puede suceder que
uno o dos cuerpos se alejen indefinidamente o que estos cuerpos reproduzcan las mismas Orbitas
periddicamente o si ellos permanecen en un espacio acotado ocupando un volumen finito, limitando las
dimensiones de las orbitas, este caso se conoce como estabilidad en el sentido de Poisson. Para
resolver estos problemas los teoremas mencionados de Bruns y Poincaré no son aplicables y en cambio,
los teoremas del “punto fijo” * y el “teorema ergodico” en topologia de Poincaré * permiten obtener
mejor informacion sobre el comportamiento dindmico del movimiento, para un intervalo de tiempo
muy prolongado. Por esta razon es que aparece la aproximacion topoldgica, propuesta por Poincaré,

como un modo de resolver el problema de tres cuerpos.

Regularizacion. Una funcion analitica y de x definida como f (x, y) = 0 no es, en general una funcion
regular de x; supongamos entonces que x es funcion de otra variable t, de modo que y se transforma en
una funcidn regular de t. Este proceso es denominado regularizacion, método que ha sido estudiado por
Poincaré, Klein, Koebe y otros en el estudio de las funciones analiticas. El problema consiste en
regularizar la funcion definida por las EDs. En este caso aparecen, ademds de las singularidades en las
funciones desconocidas, en funcion de la variable independiente (en general dependen de t), las
singularidades en las funciones incognitas en funcion de las constantes de integracion. Las primeras
son denominadas singularidades “permanentes” y las Gltimas singularidades “mdviles”.

Segun el teorema de existencia de Cauchy respecto de la solucion de una ED, si f (X, y) es una
funcion regular en los puntos x = a, y = b, entonces existe una integral y(x), que es regular e igual a b
en x = a, para la ED: dy/dx = f (x, y).

En relacién a las EDs de movimiento del problema de tres cuerpos, Poincaré obtuvo el siguiente
resultado:

Sean T y U la energia cinética y la energia potencial del sistema de tres cuerpos y C el
vector momento angular. Supongamos que las singularidades estdn definidas por la expresion
Fx,y,2,&m,{)=0; donde x, y, z, , 1,  son las coordenadas de Jacobi de los puntos masa
m; y m, y sea P el punto masa en movimiento. Entonces, 6 bien P tiende a un punto definido
por una distancia finita con una velocidad definida y finita, 6 la menor de las cantidades 1/T,

1/C, y F tienden a cero cuando t tiende a un valor finito t.

! Hagihara, Y.; 1960, Summer Institute in Dynamical Astronomy. Yale University Observatory

2 Granas, A. & Dugundji, J.; 2003. “Fixed Point Theory”, Ed. Springer-Verlag.

3 “Dynamical Systems, Ergodic Theory and Applications”, Encyclopadia of Mathematical Sciences, Dynamical
Systems I, Volume 2. Editores: J. Frohlich, S.P. Novikov & D. Ruelle. Ed. Springer-Verlag, 2000.
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Si el punto masa P tiene s6lo puntos singulares aislados y U es una funcién uniforme de P y
ademas, U/C ? es menor que un valor definido por los valores mas grandes de C 2, entonces P
debe necesariamente tender a una posicion limite definida cuando t tiende a t;. Asimismo, si
las coordenadas son regulares entre dos lineas rectas paralelas a una distancia d sobre ambos
lados del eje real en el plano complejo t, las coordenadas pueden ser desarrolladas dentro de
un circulo de radio r en el plano complejo de U, tal que:

x=(l-e")/ (1+e™"). (a)

Por el contrario, si las coordenadas son regulares para valores reales de t, entonces las
coordenadas se pueden desarrolladas en series de polinomios, de la forma:

Xi(t)=Po(t) + Py(t) + ... +Py(t) +. .. (b)

Las EDs del problema de tres cuerpos no son regulares, si y solo si cualquiera de las distancias r, r;
o 1 (de mp, m; y my, en coordenadas de Jacobi) o todas tienden a cero. Luego:

(a) Si las tres distancias son mayores que un numero positivo o, entonces las coordenadas
pueden ser desarrolladas de la forma (a).

(b) Si p(t) es la menor de las tres distancias mutuas ry, 11, I, y tampoco tienden a cero cuando
t — oo, entonces el movimiento es regular para todo t y las coordenadas pueden ser
desarrolladas en series de polinomios (b).

(¢) Si uno de los ry, r;, 1 tiende a cero, es decir si dos de los tres cuerpos colisionan, entonces
el movimiento puede ser “calculado” para todo t antes del instante de la colision t;.

Por lo tanto, cual es la condicion para que exista una colision ?.
Painlevé demostrd que las EDs debian ser trascendente i.e., no algebraica; y los requisitos son:

(1) La condicion explicita fue dada por Levi-Civita para el problema restringido de tres
cuerpos.

(2) Y por Bisconcini ' para el problema general de tres cuerpos.

(3) El problema fue resuelto en forma integra por Sundman *. El demostrd que la solucion
puede ser analiticamente continua después de la colision si las tres componentes del
vector momento angular C del sistema no es simultdneamente cero, entonces podemos
asignar un limite inferior a las dos mayores de las tres distancias mutuas y, en tal caso las
coordenadas y las distancias mutuas de los tres cuerpos y el tiempo se pueden desarrollar
en series de potencias convergentes respecto de la variable 7.

Estas series convergentes representan el movimiento en su totalidad para todo valor de t, exista o no
una colision. Ademas, Sundman calculé el radio de convergencia de esta series y demostr6é que puede
ocurrir una colision simultanea de los tres cuerpos si y solo si las tres componentes del vector momento
angular son simultineamente nulas.

Con este trabajo, Sundman abrié una nueva era en la Mecénica Celeste Clasica.

! Bisconcini, G.; 1906, Acta Mathematica, pag. 49, N° 30.
2 Sundman, K. F.; 1907, Acta Soc. Sci. Fennicae N° 34; 1908 N° 35 y 1912, “Memoire sur le probleme de trios
corps, Acta Matemdtica™ 36, pags. 105—179.
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Para aquellos lectores que estén interesados en estos problemas de colision recomendamos:

Sundman, K. F.: Memoire sur le probleme de trois corps, Acta Mathematica 36 (1912): 105—-179.

Hagihara, Y.; 1960, “Topological Approach to the Three Body Problem”, Summer Institute in
Dynamical Astronomy, Yale University Observatory.

El método de regularizacién, nociones.

Una caracteristica importante de la ley de la gravitacion de Newton es que la fuerza actuante entre
las particulas tiende a infinito cuando la distancia entre ellas tiende a cero. Ademas, el concepto de
“punto masa” es totalmente matematico y por tanto, en la practica, las “singularidades” nunca se
alcanzan, ya que las superficies de los cuerpos que colisionan tomarian contacto antes que esto ocurra.
Sin embargo, cuando se realizan investigaciones ¢ trabajos numéricos es conveniente considerar los
cuerpos celestes como puntos masa y las singularidades son entonces de gran importancia. Ademas,
cuando un cuerpo se aproxima mucho a otro (por ejemplo, en el pericentro de una orbita muy
excéntrica), la velocidad relativa se incremente. Esta situacion origina necesariamente una considerable
reduccion en la longitud del paso de integracion utilizado en un proceso numérico. En general, son mas
utiles los métodos con paso de integracion multiple y mas eficientes cuando el problema requiere solo
un minimo en la velocidad entonces, es necesario dividir en dos o duplicar el tamafio del paso tabular
durante la integracion numérica .

Las singularidades que resultan de las colisiones de dos o mas cuerpos, no son de caracter esencial y
pueden ser eliminadas mediante la eleccion apropiada de la variable independiente, generalmente el
tiempo. Este proceso es conocido como regularizacion. Es la diferencia que distingue un trabajo de
investigacion en Mecanica Celeste Clasica de uno sobre aplicaciones modernas; es probablemente el
tema mas importante para aquellos investigadores que trabajan en el campo de la dindmica espacial.
Varios autores han dedicado tiempo y esfuerzo al estudio de este evento y particularmente Victor
Szebehely ha dedicado un excelente libro al tratamiento de la regularizacion en el problema restringido
de tres cuerpos 2. También, se debe mencionar el libro de Stiefel y Scheifele * quienes desarrollaron en
forma completa y extensa el proceso de linearizacion de las ecuaciones de movimiento asi como
también su regularizacion. El método consiste en reemplazar la variable fisica temporal t por un
pseudo-tiempo 6 tiempo ficticio T definido como d t =r " dt, donde n es un valor a determinar y r la
distancia radial entre los centros de los dos cuerpos. NOTA: si n = 1 la variable t es equivalente a la
anomalia excéntrica y si n = 2, T es equivalente a la anomalia verdadera.

Stiefel en 1970 * haciendo n = 1 y linealizando las ecuaciones de movimiento para el problema de
dos-cuerpos halld, al comparar estos resultados con los métodos estandar, un aumento en la exactitud
de los mismos obtenidos al regularizar las ecuaciones de movimiento. Este y otros resultados
demuestran que el concepto de regularizacion es de gran importancia en la solucion numérica de varios

! Recomendamos: Vetterling, W., Teukolsky, S., Press, W. & Flannery, B.; 1994, “Numerical Recipes
Example Book” (Fortran). Ed. Cambridge University Press.

2 Szebehely, V.; 1967, “Theory of Orbits”, Capitulo 3. Ed. Academic Press.

3 Stiefel, E. & Scheifele, G.; 1971, “Linear and regular Celestial Mechanics”, Ed. Springer-Verlag.

4 Stiefel, E.; 1970, Celestial Mechanics 2, pag. 274.
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y distintos problemas en Mecénica Celesta. Heggie ', en 1971, analizo también el método de regulari
zacion utilizando el potencial o la energia cinética como una funcion de regularizacion del tiempo, la
cual resulta adecuada para sistemas de dos o mas cuerpos. Para encuentros de dos cuerpos en linea
recta no es tan til como el método de regularizacion de Kustaanheimo-Stiefel %, pero es mas eficaz en
situaciones mas complejas. Ademds, Lecar ® sefiald que la integracién numérica de las EDs
regularizadas emplea menos tiempo de calculo, casi la mitad, cuando no se regularizan las ecuaciones
de movimiento, para demostrarlo utilizo un sistema de 25 cuerpos.

El método de regularizacion propuesto y desarrollado por Kustaanheimo-Stiefel * consiste en
transformar las ecuaciones de movimiento; por ejemplo, en el caso del problema de dos cuerpos:

) -
d'r T
dt2 _3

=0

N
donde el vector r depende de las coordenadas {x, y, z}; entonces el sistema de EDs son regularizadas

- -
transformando el vector r en otro vector p el cual depende de una nueva variable independiente t

definida por la relacion:

— =7 (1)

luego, las ecuaciones de movimiento toman la forma:

d'p

2
T

+op=0. (i1)

N
Esta ecuacion de movimiento no presenta una singularidad cuando r — 0. Ambas ecuaciones
diferenciales (i) y (ii) representan el movimiento de dos cuerpos y estan definidas como ecuaciones
diferenciales lineales armonicas. Este método se puede aplicar al estudio de un movimiento perturbado,

principalmente al problema de n-cuerpo en sistemas dinamicos estelares.

NOTA: Tanto u como ® son constantes que dependen de las unidades de masa y distancia adoptadas.
Sugerimos consultar el siguiente trabajo:
Waldvogel, J.; 2007, “Fundamentals of Regularization in Celestial Mechanics and Linear

Perturbation Theories”. Seminar for Applied Mathematics, Swiss
Federal Institute of Technology ETH, CH-8092 Zurich.

! Heggie, D. C.; 1971, Astrophysics Space Sience, 14, pag. 35.

2 Kustaanheimo, P. & Stiefel, E.; 1965, “Perturbation theory of Keplerian motion based on Spinor regulariza_
tion”, J. Math. 218, pag. 204.

3 Lecar, M.; 1968, “Bulletin Astronomy”, 3, pag. 91.

4 Conocido como transformacién KS.
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§ 9.7 Epilogo. La Mecanica Celeste no solo es una rama de la Astronomia sino que estd muy
vinculada con la Mecanica Analitica, las Ecuaciones Diferenciales, las Series de Potencias o las Series
Trigonométricas asi como también de los Conceptos de la Fisica y tiene como objetivo primordial el
estudio tedrico y analitico del movimiento de los cuerpos celestes sometidos a los efectos de las fuerzas
gravitacionales que ejercen estos cuerpos masivos entre ellos.

Los fundamentos de la Mecéanica Celeste Clasica estan basados en la Ley de la Gravitacion
Universal propuesto por Isaac Newton (1643-1727). Se inicia estudiando el problema de dos cuerpos
conocido como el “problema de Kepler’ y luego se amplia el conocimiento analizando el movimiento
de los planetas alrededor de Sol, de los satélites naturales y el célculo de las orbitas de cometas y
asteroides entorno del Sol.

El primero en formular expresiones matematicas relacionadas con el movimiento de los planetas fue
Johannes Kepler (1571-1630) conocidas como las leyes de Kepler (Capitulo 1, pag.l), basandose
basicamente en las observaciones de Tycho Brahe (1546-1601), las cuales le permitieron deducir las
tres leyes que llevan su nombre y rigen el movimiento de los planetas en torno del Sol.

En consecuencia, la Mecanica Celeste tiene como objetivo el estudio y el andlisis tedrico y
numérico de las ecuaciones de movimiento del problema de n-cuerpos (n = 2, 3, ...) las cuales estan
basadas en los principios de la Mecénica Clasica; si bien ésta es una rama de la fisica que se sustenta
de un sinnumero de técnicas desarrolladas en campos como las ecuaciones diferenciales, la geometria
diferencial, el analisis complejo y la topologia, por mencionar algunas, el objetivo de estos apuntes es
presentar y desarrollar matematicamente las ideas fundamentales aplicando los principios basicos del
Analisis Matematico, el Algebra Lineal y las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Un estudio completo del movimiento de los cuerpos celestes sometidos a las fuerzas actuantes en el
universo requiere el conocimiento de: las fuerzas Newtonianas y relativistas debidas al Sol, planetas,
satélites, asteroides; el efecto de la radiacion solar; presion de radiacion; efecto Poynting-Robertson;
efecto Yarkovsky; sublimacion de gases; la Interaccion con el medio: viento solar y frenado gaseoso;
Campos magnéticos: fuerzas de Lorente, Colisiones, etc.; con el Sol (o planeta) como masa puntual
mas las perturbaciones.

Breve Resena Historica.

Kepler fue el primero en estudiar las leyes que describen las Orbitas a partir de observaciones reales
del movimiento de Marte apoyadas, en gran parte, en observaciones astronomicas realizadas por
Tycho Brahe. Afios después, Newton desarrolld su ley de gravitaciéon basandose en el trabajo de
Kepler. Introdujo la idea que el movimiento de los objetos celestes, como los planetas, el Sol y la Luna
y el movimiento de objetos en la Tierra, como las manzanas que caen de un arbol, podian ser descritas
por una misma ley fisica. En este sentido ¢l unificé la dindmica celeste y terrestre y es por eso que su
Ley de Gravitacion se llama Universal. Utilizando la ley de Newton de la gravitacion, se pueden
demostrar las leyes de Kepler para el caso de una orbita circular. Las orbitas elipticas, parabdlicas e
hiperbolicas involucran calculos mas complejos pero viables y de facil desarrollo.


http://es.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Marte_(planeta)
http://es.wikipedia.org/wiki/Tycho_Brahe
http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://es.wikipedia.org/wiki/Planeta
http://es.wikipedia.org/wiki/Sol
http://es.wikipedia.org/wiki/Luna
http://es.wikipedia.org/wiki/Ley_f?sica
http://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Elipse
http://es.wikipedia.org/wiki/Par?bola_(matem?tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Hip?rbola
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En el caso de la orbita de dos cuerpos aislados, por ejemplo el Sol y la Tierra (un modelo ideal),
hallar la posicion del planeta en su trayectoria, para un instante cualquiera, requiere conocer
previamente la posicion y velocidad de la Tierra en un instante inicial, se lo conoce como el problema
de dos cuerpos y esta totalmente resuelto es decir, hay un conjunto de formulas que permiten
determinar la trayectoria. Si el niimero de cuerpos involucrados es tres o mas el problema no esta
resuelto. La solucion del problema de n-cuerpos conociendo sus posiciones, masas y velocidades, no
esta resuelto en la Mecanica Celeste (el problema consiste en hallar sus posiciones para un instante
cualquiera). S6lo en determinadas simplificaciones y condiciones el problema tiene una solucidon
particular. Asi mismo, el movimiento de tres cuerpos solo se puede resolver en algunos casos
especiales; por ejemplo, el movimiento de la Luna perturbado por el Sol y la Tierra representa la
dificultad de este tipo de problema y fue una preocupaciéon para muchos astronomos durante siglos.

En resumen: la Mecanica Celeste es una rama de la Astronomia y la Dindmica que tiene
por objetivo el estudio de los movimientos de los cuerpos celestes sometidos a los efectos gravitatorios
que ejercen sobre ¢l otros cuerpos celestes. Se utilizan los principios de la fisica conocidos como
Mecanica Clasica (Ley de la Gravitacion Universal de Isaac Newton). Estudia el movimiento de dos
cuerpos, conocido como problema de Kepler, el movimiento de los planetas alrededor del Sol, de sus
satélites y el calculo de las 6rbitas de cometas y asteroides.

La Mecanica Celeste comenzo hace mas de 300 afios con la “Principia” de Isaac Newton en
1687. El nombre de "Mecéanica Celeste" es mas reciente. Newton sugirié que el campo de fuerzas
debe ser denominado "mecénica racional." El término "dindmica" fue propuesto un siglo después por
Gottfried Leibniz y Pierre-Simon Laplace propuso la expresion "Mecéanica Celeste". Debemos
destacar que estudios anteriores plantearon el problema de las posiciones planetarias y estos eran
conocidos quizas hace 2000 afios 0 mas, por los astronomos babilonicos.

LA GRECIA ANTIGUA.

Los “antiguos” filosofos griegos analizaron el movimiento de los cuerpos celestes y propusieron
numerosas estructuras geométricas para comprender el movimiento de los planetas. Estos modelos
utilizaban las relaciones entre el movimiento circular uniforme con centro en la tierra; los conceptos
filosoficos de esa época son una prueba de los argumentos fisicos sobre los movimientos circulares. Un
referente de los antiguos astrébnomos griegos es Aristarco de Samos, quien sugiri6 un modelo
heliocéntrico del universo y trat6 de medir la distancia entre la Tierra y el Sol. En el siglo dos antes de
Cristo el astronomo babilonico Seleuco de Seleucia tratd de probar esta teoria heliocéntrica a través
de un razonamiento geométrico, el cual esta relacionado con el fenémeno de las mareas. El demostrd
correctamente que es causada por la atraccién de la Luna y determind que la altura de las mareas
depende de la posicion de la Luna con respecto al Sol. También pudo determinar los fundamentos en
un modelo geométrico considerando la teoria heliocéntrica y desarrollar métodos para calcular las
posiciones planetarias con este modelo, posiblemente utilizando métodos trigonométricos que estaban


http://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_los_dos_cuerpos
http://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_los_dos_cuerpos
http://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_los_dos_cuerpos
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Problema_de_los_n-cuerpos&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec?nica_cl?sica
http://es.wikipedia.org/wiki/Astronom?a
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec?nica
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec?nica_cl?sica
http://es.wikipedia.org/wiki/Gravedad
http://es.wikipedia.org/wiki/Gravedad
http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://es.wikipedia.org/wiki/?rbita
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disponibles en ese tiempo, anos después los utilizo Copérnico. Ademas, en el siglo II, se fabrico la
méquina Antikythera!. Este instrumento calcula mecénicamente las posiciones de los cuerpos celestes
"con referencia a la posicion del observador en la superficie de la tierra".

CLAUDIO PTOLOMEO.

Claudio Ptolomeo astronomo, astrélogo, geodgrafo y matematico greco-egipcio, nacié proximo al
afio 100 después de Cristo, en los comienzos del Imperio Romano. Escribié varios libros sobre
astronomia; el mas importante de ellos fue el Almagesto (siglo II d. C.) el cual sigue siendo el libro
mas importante en la “astronomia geométrica”, pronosticando muchos eventos astrondémicos.
Ptolomeo divulg6 los conceptos astronomicos formulados por sus antecesores griegos, principalmente
Hiparco, El catdlogo de estrellas de Hiparco se puede hallar en el Almagesto de Ptolomeo, libro VII
y VIII. Aunque Ptolomeo afirmaba ser el autor, muchas evidencias indican que Hiparco fue su
verdadero creador. El catidlogo contiene las posiciones de 850 estrellas en 48 constelaciones. Las
posiciones de las estrellas estdn dadas en coordenadas eclipticas ‘“universales” y parecen estar
relacionadas directa o indirectamente con los datos y pardmetros obtenidos por los astrénomos
babilonios. Aunque Ptolomeo se basé principalmente en el trabajo de Hiparco, propuso una idea, el
“equant”, que parece ser adecuada, ya que mejord considerablemente la precision en las posiciones
“pronosticadas” de los planetas. Aunque el modelo del Almagesto es de gran precision, el mismo se
basd Unicamente en principios y modelos geométricos. En su estudio e investigacion planetaria
Ptolomeo propuso una estructura fisica del universo asi como también las causas de los movimientos
de los cuerpos celestes.

JOHANNES KEPLER.

Johannes Kepler fue el primero en relacionar exactamente la astronomia geométrica predecible,
que habia sido fundamental desde Ptolomeo a Copérnico, con los conceptos fisicos para construir una
nueva astronomia, basada en los procesos fisicos celestes. Sus investigaciones permitieron predecir las
leyes modernas que gobiernan las orbitas planetarias, el cual desarrolld con los principios fisicos y las
observaciones planetarias hechas por Tycho Brahe. El modelo de Kepler mejord fundamentalmente la
precision en las predicciones del movimiento planetario, afios antes que Isaac Newton desarrollara su
ley de la gravitacion. Esto permitié que las leyes de Kepler, del movimiento planetario, dieran lugar a
un estudio mas detallado del Sistema Solar y su comportamiento dindmico.

ISAAC NEWTON.

A Isaac Newton se le atribuye introducir la idea que el movimiento de los objetos en el espacio,
como los planetas, el Sol y la Luna, y el movimiento de los objetos en la Tierra como las balas de
candn y las manzanas que caen del arbol, se podian describir por el mismo concepto fisico. En este
sentido Newton unific6 la dinamica celeste y terrestre. Usando la ley de Newton de la gravitacion
universal se puede probar las leyes de Kepler, para el caso de una érbita circular es simple. Para orbitas
elipticas implican calculos mas complejos, lo que Newton incluy6 en su Principia.

I Antikythera: El dispositivo Antikythera es la computadora analégica de la antigiiedad disefiada para
predecir las posiciones de los astros y los eclipses (hasta diecinueve afos) con aplicaciones a la astrologia y
al calendario y pronosticar también la fecha exacta de los eclipses.


https://es.wikipedia.org/wiki/Almagesto
https://es.wikipedia.org/wiki/Claudio_Ptolomeo
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JOSEPH-LOUIS LAGRANGE.

Después de Newton, Joseph Louis Lagrange [25/1/1736 Turin, Italia; 10/IV/1813 Paris, Francia]
fisico, matematico y astronomo italiano naturalizado francés, intentd resolver el problema de los tres
cuerpos, analiz6 la estabilidad de las oOrbitas planetarias y descubrio la existencia de los puntos de
“Lagrange” (puntos de equilibrio). También reformuld los principios de la mecdnica clasica, haciendo
hincapié en la energia mas que en la fuerza y desarroll6 un método para utilizar una sola ecuacion en
coordenadas polares para describir cualquier orbita, incluso aquellos que son parabolica e hiperbolica.
Esto es util para evaluar el comportamiento de los planetas y cometas y otros objetos, también es muy
util para el calculo de trayectorias espaciales.

SIMON NEWCOMB.

Simon Newcomb fue un astrébnomo canadiense-estadounidense que reviso la tabla de posiciones
lunares de Peter Andreas Hansen. En 1877, ayudado por George William Hill, vuelve a calcular todas
las “principales constantes astronémicas”. A partir de 1884, proyecto con el astronomo irlandés A.
M. W. Downing un plan para resolver la gran confusion internacional sobre este tema. En 1886 asistid
a una conferencia de normalizacion de constantes en Paris, el consenso internacional es que todas las
efemérides deberian basarse en los calculos realizados por Newcomb. En una nueva conferencia
internacional realizada 1950 se ratifico las constantes de Newcomb como estandar internacional.

ALBERT EINSTEIN.

Albert Einstein demuestra la presesion anomala del perihelio de Mercurio en un articulo publicado
en 1916, basado en el postulado que la gravedad no es una fuerza sino un campo creado por la
presencia de una masa en el espacio-tiempo: la Teoria General de la Relatividad. Esto motivo que los
astronomos reconocieran que la mecanica newtoniana no proporciona la méxima precision. En 1974 se
observaron pulsares binarios cuyas Orbitas no solo requiere el uso de la relatividad general para su
explicacion, sino que también su evolucion demuestra la existencia de la radiacion gravitacional. En
1921 obtuvo el Premio Nobel de Fisica.
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