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Capitulo 1
Introduccion

Se llama completo de un grafo a un conjunto de vértices adyacentes entre si; si un
completo es maximal con respecto a la inclusion, se dice que es un clique del grafo.

Los cliques son estructuras especiales que naturalmente han despertado interés des-
de el mismo inicio de la Teoria de Grafos. Varios problemas famosos, como por ejemplo
el problema de coloracion de un grafo, o el problema de satisfabilidad de una féormula
l6gica, se han vinculado y formulado en términos de los cliques de un grafo. Por otro
lado, existe una gama de problemas motivados en el propio estudio de los cliques de
un grafo. Particularmente haremos foco en el estudio del grafo que muestra la relacion
de interseccion entre los cliques: el grafo clique.

Dado un grafo H obtenemos el grafo clique de él, (notado K(H)) considerando un
vértice por cada clique de H y haciendo dos vértices adyacentes si los correspondientes

cliques tienen interseccién no vacia. A H se lo llama generador del grafo K(H).

¢Todo grafo es el grafo clique de algun grafo?.

El articulo de mas vieja data en el que se considera esta pregunta es el de Hamelink
[15] donde se muestra que no todo grafo es grafo clique, y se da una condicién suficiente
para que un grafo sea grafo clique: que la familia de sus cliques tenga la propiedad de
Helly (toda subfamilia mutuamente intersectante tiene interseccién no vacfa). A los
grafos que satisfacen esta condicién les llamaremos grafos clique Helly.

Posteriormente Roberts y Spencer [23], continuando con las ideas de Hamelink,
encuentran una condicion necesaria y suficiente para que un grafo sea grafo clique: que
exista una familia de completos (no necesariamente los cliques) que cubra las aristas
del grafo y que tenga la propiedad de Helly. A tales familias las llamaremos familias
RS. El problema de determinar la complejidad del reconocimiento de los grafos clique

permanecié abierto por méas de treinta anos, surgiendo en tanto, varias publicaciones



al respecto [12, 13, 14]. En [2] se prueba que tal problema de reconocimiento es NP-
completo; y en [3] que permanece siendo NP-completo atn restringido a la clase de los
grafos split.

¢ Cudntos generadores tiene un grafo clique?.

La operacién de agregar un vértice v a un grafo H y hacerlo adyacente a todos los
vértices de un clique de H nos devuelve un nuevo grafo que tiene la misma imagen que
H por K. Se puede concluir que si G es un grafo clique entonces hay infinitos grafos
que generan (. Esto motiva la definicién de generador critico, que es un generador
minimal respecto a la cantidad de vértices; es decir, H es generador critico de G si
K(H) =Gy K(H —v) # G para todo v € H. Es bien conocido que la cantidad de
generadores criticos de un grafo clique es finita [10].

¢ Cudles son aquellos grafos que tienen un unico generador critico?.

Esta pregunta es formulada por primera vez por Escalante en [10], y posterior-
mente fue considera por los autores Chong-Kean y Yee-Hock, en [19]. El problema de
caracterizar los grafos clique con un tinico generador critico permanece abierto.

¢ Cudles son aquellos que generan un completo?.

Encontramos en la literatura el trabajo de Lucchesi, Picinin de Mello y Szwarcfiter
[20] donde se describen los generadores criticos de un completo tales que no tienen
vértice universal y son minimales en el sentido de que no contienen un subgrafo inducido
sin vértice universal que genere un completo.

Dado un entero positivo p, ;cudles son los grafos H tales que K(H) tiene un com-
pleto de tamano p, pero K(H —v) no tiene un completo de tamano p cualquiera sea el
vértice v? .

En otras palabras, jcudles son los subgrafos prohibidos minimales para la familia
K~ (K,-libre)?. Protti y Szwarcfiter estudiaron este problema en [22] y describieron
mediante subgrafos prohibidos minimales las clases K ~1(K3-libre) y K1 (K, -libre).

Dado un grafo G clique Helly, jexiste un vértice v en G tal que G — v es también
clique Helly?.

Dourado, Protti y Szwarcfiter se hicieron esta pregunta en [8] y conjeturaron que
la respuesta era positiva, es decir, todo grafo clique Helly contiene un vértice tal que

al removerlo se obtiene nuevamente un grafo clique Helly.

A lo largo de la tesis analizamos cada una de estas cuestiones y aportamos resultados
originales sobre ellas. La tesis estd organizada de la siguiente forma:
En el Capitulo 2 damos definiciones basicas y resultados generales sobre familias

de conjuntos, grafos y operadores.



En el Capitulo 3 profundizamos en el estudio de los generadores de un grafo
clique G y su relacion con las familias RS de ese grafo; particularmente consideramos
los generadores criticos de G.

En el Capitulo 4 damos la familia de todos los generadores criticos de Ky y la
familia de todos los generadores criticos de K.

En el Capitulo 5 caracterizamos los grafos Ky-libre y los grafos { K5, K5 — e}-libre
que tienen un unico generador critico.

En el Capitulo 6 acotamos el orden, el nimero clique y el nimero de estabilidad
de un grafo G tal que K(G) tiene un K, pero K(G — v) no tiene un K, para todo v
en (5; y utilizamos estos resultados para probar la finitud de la familia de prohibidos
minimales de la familia K—!(K,-libre).

En el Capitulo 7 respondemos negativamente a la conjetura de Dourado, Protti y
Szwarcfiter, mostrando grafos clique Helly tales que al remover cualquier vértice dejan

de serlo.






Capitulo 2
Definiciones y Resultados (Generales

En este capitulo damos definiciones basicas y resultados generales sobre familias de
conjuntos, grafos y operadores, que utilizaremos a lo largo de este trabajo y que son de
uso corriente en Teoria de Grafos. El objetivo del mismo es presentar claramente, para
comodidad del lector, la notacion a utilizar y los resultados que damos por conocidos.

No incluimos las demostraciones de éstos ya que figuran en la bibliografia citada.

2.1. Familias de conjuntos

Sea I un conjunto finito y no vacio. Una familia de conjuntos con subindices en I es

una secuencia finita de conjuntos finitos y no vacios, F = (F;);cr. Los miembros de la
familia son los conjuntos F;. Los elementos de la familia son los elementos del conjunto
UF = U,e; Fi, es decir son los elementos de los conjuntos F;, miembros de . Notamos
F — Fj ala familia (F;)ieri2j-

Dos familias F = (F})ier v A = (A;j);es son isomorfas si existen dos biyecciones
a: I = Jyp:UF = UA tales que §(F;) = Aq) para todo 7 € I. Decimos que
F es una subfamilia de A, y lo notamos F C A, si existe una aplicaciéon a : [ — J,
inyectiva, tal que para todo i € I se verifica que F; = A,;). Es claro que si J' C J,
entonces A’ = (4;);es es una subfamilia de A.

Por otra parte, F U M indica la familia cuyos miembros son los miembros de F y

los miembros de M.

Sean u y v elementos de la familia de conjuntos F = (F});c;. Decimos que u

estd separado de v en F, si existe i € I tal que u € F; y v € F;. Es facil ver que




u estd separado de v en F <= v ¢ ﬂ E;
i€l JueF;
Si u no esta separado de v en F, decimos que u esta dominado por v en F o bien
que v domina a u. Los elementos u y v estan separados si u estd separado de v y
v estd separado de u. Dado un elemento u llamaremos F,, a la subfamilia formada

por los miembros de F que contienen a u. Un elemento u esta separado en F si esta

separado de todo otro vértice. Diremos que la familia F es separadora si todo elemento
estd separado, o en otras palabras F es separadora si y sélo si no hay en F elementos
dominados.

Son equivalentes

» F = (F});es es separadora;

s Vu, veUF, ieltalqueuée F,yuv & Ej;
= Vu € UF, {u} = ﬂie[/uGFi E;..

Una familia de conjuntos es mutuamente intersectante si todo par de miembros de

la familia tiene interseccién no vacia. La interseccion total o intersecciéon de una familia

F de conjuntos, es el conjunto interseccion de todos sus miembros, el cual denotaremos

mediante NF. Se dice que una familia de conjuntos tiene la propiedad de Helly o bien

que es una familia Helly si toda subfamilia mutuamente intersectante tiene interseccion

total no vacia.

2.2. Grafos

Un grafo simple G es un par (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto finito
no vacio, cuyos elementos se llaman wvértices de Gy, F(G) es un conjunto cuyos
elementos son subconjuntos de dos elementos de V(G). Los elementos de F(G) se
llaman aristas de G. Si e = {x,y} es una arista, se notard xy, siendo z e y los

vértices extremos de e. Una arista e es incidente en un vértice x si z es un vértice

extremo de e. El grado de un vértice v es la cantidad de aristas incidentes en él y lo

notaremos d(v). El vértice = es adyacente a y si xy es una arista de G; en este caso
también decimos que x e y son vecinos en GG, y escribimos x ~ y.

El vecindario abierto de un vértice v, denotado mediante N (v), es el conjunto de los
vértices adyacentes a v. Es decir, N(v) = {z € V(G) : zv € E(G)}. El vecindario _cerrado
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del vértice v se define por N[v] = N(v) U {v}. Un vértice v es universal cuando
N[v] = V(G). Los vértices z, y € V(G) son gemelos si son adyacentes y N|x] = N[y];

y son falsos gemelos si no son adyacentes y N(z) = N(y).

Diremos que dos grafos G'y H son isomorfos si existe una biyeccién f : V(G) —
V(H) tal que zy € E(G) siy solo si f(x)f(y) € E(H).
Un grafo H es un subgrafo de G si V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Si V' es un

subconjunto no vacio de V(G), entonces el subgrafo de G inducido por V' es el subgrafo

H con V(H) =V'y E(H) igual al conjunto de aristas de G que tienen ambos extremos
en V', El subgrafo inducido por V' es denotado por G[V’] y también solemos decir que
G tiene al grafo G[V'] como subgrafo inducido. Si V' C V(G), G — V' es el grafo que
se obtiene quitando a G los vértices pertenecientes a V' y las aristas incidentes en
estos vértices. En otras palabras, G — V' es el subgrafo de GG inducido por el conjunto
V(G) =V’ es decir, G — V' = G[V(G) — V']. Si v € V(G), denotaremos por G — v al
subgrafo inducido por V(G) — {v}.

Un camino de G es una sucesion finita [vy, v, ..., v;] de vértices de G distintos
entre si tal que, para todo i, 1 <7 < k — 1, v;u;1 € E(G). Un vértice de grado uno

en un camino se llama vértice extremo del camino. Se dice que k + 1 es la longitud del

camino y que éste conecta o une los vértices vy v vg. Un ciclo en G es una sucesién
finita [vq,. .., vk, Vk41] de vértices de G con v; # v; para i # j e i,5 € {1,...,k} y
v; = vy tal que, para todo 7, 1 <i <k —1, v,_1v; € E(G) y, ademas, vyv; € E(G).

La longitud del ciclo es k. Una cuerda de un camino o de un ciclo es una arista entre

dos vértices no consecutivos. Un grafo es cordal si todo ciclo en G con al menos cuatro
vértices tiene una cuerda.

Un grafo G se dice conexo si para cualquier par de vértices distintos de G existe un

camino que los conecta. Una componente conexa de G es un subgrafo conexo maximal

de G. En este trabajo se usaran grafos conexos salvo que se diga lo contrario.

Sean G y G’ grafos. El grafo union de Gy G’ es el grafo G U G’ tal que
V(GUG) =V(G)UV(G) v E(GUG) = E(G)UE(G).

Un grafo G se dice completo si dos cualesquiera de sus vértices son adyacentes. Un

subgrafo completo es un subgrafo que es un grafo completo. Un completo de un grafo

G es un subconjunto C' de V(G) tal que G[C] es un subgrafo completo. El tamano
de un completo es su cardinal. Diremos que un completo contiene a una arista, si
los vértices extremos de la arista pertenecen al completo. Si C' es un completo, el

correspondiente subgrafo completo G[C] también se denotara C. Un tridngulo de un
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grafo G es un completo de G con tres vértices. Un cliqgue de G es un completo de G,
maximal respecto a la relaciéon de inclusion de conjuntos. Mientras el contexto sea claro
y no se preste a confusion llamaremos también completo de G' a un subgrafo completo,
y clique de G a un subgrafo cuyo conjunto de vértices es un clique.

La familia de cliques de G se notara C(G). Los elementos de esta familia son los vértices
de G. Decimos entonces que el vértice u estd dominado por (separado de) el vértice v,
si u estd dominado por (separado de) el vértice v en C(G). Resulta entonces que u es

un vértice dominado si existe otro vértice v tal que,

v E ﬂ C.

CeC(G),ueC

Un conjunto independiente o conjunto estable de G es un subconjunto de vértices

de G tales que dos cualesquiera de ellos no son adyacentes entre si. El tamarno de un
conjunto estable es la cantidad de vértices que posee.

Como es usual, w(G) indica el tamano maximo del clique de G'y «(G) el tamano
maximo de un conjunto independiente de GG. Diremos que v es un vértice simplicial si

N{v] es un completo.

Teorema 2.2.1. [7] Sea G un grafo cordal. Entonces, G tiene un vértice simplicial. Si

G no es completo, entonces tiene dos vértices simpliciales no adyacentes.

Dado p € N, simbolizamos mediante F,, C,, y K,, a un camino, ciclo y completo,
respectivamente, con p vértices.

En general un grafo se dice H — libre si ninguno de sus subgrafos inducidos es
isomorfo a H. En particular, un grafo se dice K, — libre si ninguno de sus subgrafos

es isomorfo a K, en otras palabras si sus cliques tienen tamano a lo sumo p — 1 (i.e.

w(G) <p),

2.3. El Operador Interseccién

Sea F = (F})ie; una familia de conjuntos, el grafo de interseccion de F es un

grafo que refleja la relacién de interseccion entre los miembros de la familia, es decir,
es un grafo que posee un vértice por cada miembro de la familia y dos vértices son
adyacentes si y sélo si los correspondientes miembros tienen interseccién no vacia. El

operador interseccion, que notamos L, hace corresponder a cada familia de conjuntos

su grafo interseccién. Formalmente definimos el grafo interseccion L(F) de la familia
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F = (F})ier como el grafo cuyo conjunto de vértices es I, y dos vértices distintos
iy j son adyacentes si y sélo si F; N F; # (). Diremos que el vértice i de L(F) es

correspondiente al miembro F; de F y reciprocamente. En la siguiente proposiciéon

resumimos resultados bésicos ya conocidos sobre el operador interseccién.
Proposicién 2.3.1. [11] Vale que

» F'CF = L(F') C L(F).

» [ es suryectivo pero no inyectivo.

» L restrigido a la clase de las familias Helly y separadoras es inyectivo.

2.4. El Operador Clique

El grafo clique de G es el grafo de interseccion de la familia de cliques de G, es decir
es el grafo L(C(G)).
El operador clique, que simbolizamos mediante K, hace corresponder a un grafo G

su grafo clique, es decir

Cabe observar que como el grafo clique es grafo de interseccion, tiene sentido hablar
de la correspondencia entre los cliques de G y los vértices de K(G).

Si Clase es una clase cualquiera de grafos, entonces K(Clase) = {K(G) : G €
Clase}. Diremos que la clase es fija para el operador clique si K (Clase) = Clase. Un
grafo G es self cliquesi K(G) = Gy es 2-self-cliquesi K*(G) = K(K(G)) = G # K(G).

Un grafo G se dice un grafo clique, si existe un grafo H tal que K(H) = G; en otros
términos, si G es el grafo clique de algun grafo H.

K (Grafos) indica la clase de los grafos cliques, es decir la imagen mediante el
operador clique de la clase de todos los grafos.

Los siguientes son resultados basicos, ya conocidos, sobre el operador clique.

Proposicién 2.4.1. [11] Vale que

» Que G’ sea un subgrafo de G no implica que K(G") sea un subgrafo de K(G).
» Si G’ es un subgrafo inducido de G = K(G') es un subgrafo de K(G).

= K no es suryectivo , ni inyectivo.



= K restrigido a la clase de los grafos cuya familia de cliques es Helly y separadora

es inyectivo.
Como hemos mencionado, el operador clique no es un operador suryectivo, es decir
K (Grafos) C Grafos pero K(Grafos) # Grafos.

El ejemplo mas sencillo de un grafo que no es grafo clique es la Pirdmide, represen-
tado en la Figura 2.1.

U1

V2 U3

V4 Vs V6

Figura 2.1: Piramide.

El problema de reconocer los grafo clique se formula de la siguiente manera

Entrada: Un grafo G = (V(G), E(G)).
Pregunta: Existe un grafo H tal que K(H) = G?

Este problema fue probado ser NP-completo en general; y atin restringido a la clase
de grafos split [2, 3].

Una familia de completos de un grafo GG es una familia de conjuntos (F});c;, tal que

para todo ¢ € I, F; es un completo de G. Diremos que la familia de completos (F});er,

cubre las aristas de G si para toda arista uv de G existe i € I tal que {u,v} C F;. Un

cubrimientos por completos de un grafo G es una familia de completos de G' que cubre

las aristas de G. Una familia RS de un grafo GG es un cubrimiento por completos de G

que tiene la propiedad de Helly.

A continuacién enunciamos el teorema de Roberts y Spencer, que proporciona la

caracterizacion de los grafos clique a la cual hemos hecho referencia anteriormente.

Teorema 2.4.2. (Roberts-Spencer)[23] Un grafo G es un grafo clique si y sdlo si existe
una familia RS de G.
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Un grafo G se dice grafo clique Helly, si la familia de cliques de G, C(G), tiene la

propiedad de Helly. Sea Helly, la clase de todos los grafos clique Helly.

Para cualquier grafo G, C(G) es un cubrimiento por completos de G, es claro en-
tonces que si C(G) tiene la propiedad de Helly, entonces C(G) es una familia RS de G,
por lo tanto Helly C K (Grafos). Mds atn, en [10], Escalante demuestra que Helly

es una clase fija para el operador clique,
Helly = K (Helly).

Por otra parte, Jayme Szwarcfiter da en [25] una caracterizacién de los grafos Helly

que permite el reconocimiento eficiente de estos grafos.

Pertenecer a la clase Helly o a la clase K (Grafos) no son propiedades hereditarias
para subgrafos inducidos. Un sencillo contraejemplo es el grafo clique Helly que se
obtiene agregando a la Piramide un vértice universal.

Los grafos clique Helly hereditarios fueron definidos por Prisner en [21] por la pro-

piedad de que todo subgrafo inducido sea también clique Helly. Esta importante sub-
clase de grafos clique Helly admite varias caracterizaciones, por ejemplo, la siguiente

por subgrafos prohibidos inducidos minimales.

Teorema 2.4.3. [21] Un grafo G es clique Helly hereditario si y sdlo si no contiene

ninguno de los grafos de la Figura 2.2 como subgrafo inducido.

L

Figura 2.2: Subgrafos inducidos prohibidos de grafos clique Helly hereditarios.

Es facil probar los siguientes lemas sobre los cuales volveremos en varias oportuni-
dades:

Lema 2.4.4. [13] Sea F una familia RSde G. Una arista xy de G es un miembro de
F siy solo si {x,y} es un clique de G.
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Lema 2.4.5. [13] Sea G un grafo clique, entonces G es clique Helly hereditario si y

solo si G no tiene como subgrafo inducido al grafo A o al grafo B de la Figura 2.3.

A B

Figura 2.3: Grafos Ay B.

Lema 2.4.6. [23] Si C es un clique de G de tamano menor o igual que tres, y F es

una familia RS de G, entonces C' es un miembro de F, por lo tanto,

si G € K4 — libre, entonces G € K(Grafos) <= G € Helly.

Si G es un grafo, K~'(G) es la imagen inversa de G por el operador clique, es decir

el conjunto de todos los grafos H tales que K (H) = G. Si Clase es una clase de grafos
K~ 1(Clase) = {K'(G), G € Clase}.

Es claro que G € K(Grafos) siy sélo si K~1(G) # (), y, por otra parte, si K~ '(G) # 0,
entonces K~!(G) contiene una cantidad infinita de grafos no isomorfos entre si.

El siguiente resultado permite obtener los grafos en la imagen inversa por el operador
K de un grafo clique dado, a partir de ciertas familias RS del grafo en cuestion, las
familias RS-separadoras.

Una familia RS-separadora de un grafo G' es una familia RS que ademas es sepa-

radora.

Teorema 2.4.7. [13] Sean G y H grafos. Entonces G = K(H) si y sdlo si H es el

grafo interseccion de una familia RS-separadora de G.

En el siguiente teorema se muestra una forma de obtener una familia RS-separadora
de un grafo G a partir de una familia RS de ese mismo grafo. Esta podria no ser la

Unica forma.

Teorema 2.4.8. [13] Sea F una familia RS de G. Si para todo v € V(G), tal que
Fo C Fu, se agrega {v} a F se obtiene una familia RS-separadora de G.
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2.4.1. Grafos clique criticos

Sea H un grafo y v un vértice de H. Diremos que v es un vértice superfluo si

K(H—v) = K(H), caso contrario diremos que v es critico. Un grafo H es clique critico,
o simplemente critico si todos sus vértices son criticos.
Sean H y G grafos. Diremos que H es un generador de G si K(H) = G.Y diremos

que H es un generador critico de G si H es critico y generador de G. En otras palabras,

un generador critico de G' es un grafo perteneciente a K ~!(G) minimal respecto a la
remocién de vértices.

En el siguiente corolario se caracterizan los grafos criticos.

Corolario 2.4.9. [1] Un grafo H es critico si y sdlo si para cada vértice v de H existen

cliques Cy y Cy de H satisfaciendo al menos una de las siguientes dos condiciones:
1. {U} = Cl — CQ, 0

2. {U} = Cl N CQ.
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Capitulo 3

Nuevos resultados sobre
generadores criticos de un grafo

clique

En vista del Teorema 2.4.7, sabemos que para obtener un generador de un grafo
clique G se debe aplicar el operador interseccion a una familia RS-separadora de G. En
este capitulo analizaremos qué condiciones deben pedirse a esa familia RS-separadora
para que el generador de G obtenido por el operador interseccién sea critico. El siguiente

lema complementa el resultado dado en el Teorema 2.4.7.

Lema 3.0.1. Sea F una familia de conjuntos completos de G con la propiedad de
Helly. Si L(F) es un generador de G, entonces F es separadora y cubre las aristas de

G, i.e. F es una familia RS-separadora de G.

Demostracién: Primero observemos que si C' es un clique de L(F), entonces existe
una subfamilia mutuamente intersectante de F, digamos F¢, tal que C' = L(F¢).
Ademas, como F tiene la propiedad de Helly, existe algun vértice de GG, digamos v¢,
tal que Fo C F,., y como C es un clique debe darse la igualdad. Claramente, cliques
diferentes de L(F) tendran que corresponder con diferentes vértices de G. Por otro
lado, como L(F) es un generador de G, tenemos que el nimero de cliques de L(F) es
exactamente el nimero de vértices de GG, implicando que la aplicacion C' +— v es uno
a uno, esto significa que si u y v son vértices distintos de GG, entonces F, y F, definen
diferentes cliques de L(F).

Ahora, con el fin de obtener una contradiccién, supongamos que existen vértices

u # v de G tales que u € NF,. Luego F, es una subfamilia de F,, contradiciendo el
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andlisis anterior. Por lo tanto, F es separadora.

Finalmente, como L(F) = H es un generador de G, por Teorema 2.4.7, existe
F' familia RS-separadora de G tal que L(F') = H. Luego L(F) = L(F') y por la
Proposicién 2.3.1, el operador interseccion restringido a la clase de las familias Helly
y separadoras es inyectivo. Por lo tanto, F = F’ y esto implica que F debe cubrir las
aristas de G. |

La siguiente definicion sera utilizada para caracterizar las familias que a través
del operador interseccién nos devuelven generadores criticos. Diremos que una familia

RS-separadora es minimal si ninguna subfamilia propia es una familia RS-separadora.

Lema 3.0.2. Sea G un grafo clique. Si H es un generador critico de G, entonces
existe una familia RS-separadora minimal de G, digamos F, tal que H = L(F). Y
reciprocamente, si F es una familia RS-separadora minimal de G, entonces L(F) es

un generador critico de GG.

Demostracion: Probemos la implicacion directa. Por Teorema 2.4.7, sabemos que
existe F familia RS-separadora de G tal que H = L(F). Veamos que F es minimal.
Por Proposicién 2.3.1, si F' es una subfamilia propia de F, entonces L(F’) es un
subgrafo propio inducido de L(F) y como L(F) es critico L(F’) no es un generador de
G. Luego, por el Teorema 2.4.7, F' no es una familia RS-separadora, lo que prueba
que F no admite una subfamilia propia RS-separadora de GG, por lo tanto F es una
familia RS-separadora minimal.

Para probar la implicacién reciproca, sea F una familia RS-separadora minimal de
G. Por Teorema 2.4.7, L(F) = H es un generador de G, resta probar que H es critico.
Supongamos, con el fin de obtener una contradiccion, que H tiene un vértice superfluo
v. Sea F' el miembro de F correspondiente a v por el operador interseccion L, tenemos
que K(L(F — F)) = K(L(F) —v) = G, i.e. L(F — F) es un generador de G. Como
F — F es una familia de conjuntos completos de GG con la propiedad de Helly, entonces,
por Lemma 3.0.1, F — F' es una familia RS-separadora de GG, lo que contradice el hecho

de que F es una familia RS-separadora minimal. O

Resulta entonces que buscar generadores criticos de G es equivalente a buscar fa-
milias RS-separadoras minimales de G.

Una familia RS es minimal si ninguna subfamilia propia es también una familia

RS. Observar que atin cuando cualquier familia R.S-separadora es una familia R.S, ser

16



una familia RS-separadora minimal no implica ser una familia RS minimal.

Ejemplo: Sea G un grafo completo con V(G) = {vy,v9,v3} y sea

F = {{v1,v2, 3}, {v1, v2}, {v2, v3}, {01}, {v3}}.

Si se remueve {vy,v9,v3} dejamos de cubrir la arista vv3. Si removemos cualquiera de
los otros miembros, dejamos de separar algin vértice, pero no dejamos de cubrir. Por

esto, F resulta RS-separadora minimal, pero no ‘RS minimal.

El siguiente resultado es similar al Teorema 2.4.8 pero para familias RS minimales

y RS-separadoras minimales.

Lema 3.0.3. 5i F es una familia RS minimal de un grafo G y Nx es el conjunto
de vértices de G que no estin separados por F, entonces F' = F U ({v})ven, €s una

familia RS-separadora minimal de G.

Demostracién: Es claro que F’ es cubridora pues contiene a F. Es Helly pues F lo
es y no podria dejar de serlo por agregar unitarios. Es separadora porque se agregan
exactamente los unitarios correspondientes a vértices no separados por F. Y por iltimo,
veamos que es minimal. Si se remueve de F’ algiin miembro que pertenece también a F
se deja de cubrir y si se remueve alguno de los unitarios se deja de separar ese vértice.

O

En lo que sigue, mostramos una forma de descomponer un grafo en vista al estudio
de sus generadores. Dado un grafo G, sea I' la relacién binaria definida sobre E(G) de

la siguiente manera:
el'e’ si y sblo si existe algun tridngulo 7" de G tal que e y €’ son aristas de 7.

La clausura transitiva reflexiva I'* de I' es una relacién de equivalencia sobre E(G).
Las clases de equivalencia de I'* definen una particién de las aristas de G. Sean G, ..., G},
los subgrafos de GG inducidos por las clases de equivalencia de ['*. Es claro que su unién

es el grafo G y que son mutuamente disjuntos por aristas. Notaremos ['¢ a la familia
de grafos G, ..., Gi.

Teorema 3.0.4. Un grafo G es un grafo clique si y sélo si cada miembro G; de I'g
es un grafo clique. Ademds, las familias RS minimales de G estan en correspondencia

con la union de las familias RS minimales de cada G;. Entonces, si algun G; tiene

17



mas de una familia RS minimal, G tiene mds de una familia RS minimal y por lo

tanto, mds de un generador critico.

Demostracién: Si G es un grafo clique, entonces existe F familia RS de G. Para
un miembro dado G; de I'g, sea F; la subfamilia de F formada por los miembros que
cubren las aristas de ;. Es facil ver que F; es una familia RS de G;, entonces G; es
un grafo clique. Para probar la reciproca, asumamos que cada G; € ['g es un grafo
clique y sea F; una familia RS de G;. Mostraremos que la familia F igual a la unién
de las familias F; es una familia RS de G. Se deduce directamente que los miembros
de F son conjuntos completos y cubren las aristas de G, por lo que sélo resta ver que
tiene la propiedad de Helly. Sea F' una subfamilia mutuamente intersectante de F. Si
todos los miembros de F’ pertenecen a JF; para algun i, entonces F' tiene interseccién
total no vacia. Entonces asumamos que hay dos miembros de F’ de diferentes familias
Fi, digamos sin pérdida de generalidad que C; € Fy y Cy € Fa. Luego, |C1 Ny =1
porque C; y Cy no comparten una arista (recordemos que G; y Go son disjuntos por
aristas).

Llamemos x al unico vértice en la interseccion. Si existe un miembro C' de F’ tal
que z € C', como F' es mutuamente intersectante, entonces hay vértices y € CNC; # ()
y z € CNCy # (. Los vértices z, y y z inducen un tridngulo en G lo que contradice el
hecho de que Cy € F; y Cy € Fy. Por lo tanto, F’ tiene interseccién total distinta de
vacio, lo que implica que F es Helly.

Por 1ltimo, la correspondencia uno a uno deviene de que los GG; son disjuntos por
aristas. Resulta que si algin G; tiene dos familias RS minimales diferentes, G tiene al
menos dos familias RS minimales diferentes; asi, aplicando el Lema 3.0.3, G admite
dos familias RS-sepadoras minimales distintas, por Lema 3.0.2, G tiene al menos dos

generadores criticos distintos. O

Una arista xy de un grafo G se dice multiclique si existen cliques C; y Cy de G
tales que {z,y} C C; N Oy, es decir, es una arista cubierta por al menos dos cliques de

G.

Corolario 3.0.5. Sea QQ un clique de tamano al menos cuatro de un grafo clique G.
Si () no tiene aristas multicliques, entonces G tiene mds de una familia RS minimal

Y, en consecuencia, mas de un generador critico.

Demostracién: Observar que si () no tiene aristas multicliques, entonces () es uno de
los grafos GG; € I'g. Como los grafos completos de tamano al menos cuatro tienen mas

de una familia RS minimal, la demostracion se desprende del Teorema 3.0.4. O
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Lema 3.0.6. Seca Q un clique de tamano al menos cuatro de un grafo clique G. Si Q)
tiene aristas multicliques y son todas incidentes en un mismo vértice, entonces G tiene

mas de una familia RS minimal, y, en consecuencia, mas de un generador critico.

Demostracion: Sea F una familia RS minimal, sabemos que existe porque G es
grafo clique por el Teorema 2.4.2. Veamos que todas las aristas de () estan cubiertas
por completos incluidos en ). Esto es evidente para aquellas aristas de () que no son
multicliques. Sea wv una arista multiclique y supongamos que no estd cubierta por
un completo contenido en (). Sea F' un completo de F que la cubre. Como () es un
clique y F' no esta contenido en (), existe un vértice w € () — F'. La arista uw no es
multiclique, luego debe ser cubierta con un completo F’ de F incluido en (). Observar
que FNF'" = {u}, pues si h # u pertenece a la interseccién, entonces h € @, con lo cual
la arista hu es multiclique y no es incidente en v. Por otro lado, el completo F” de F
que cubre la arista vw es mutuamente intersectante con F'y F”, luego, por la propiedad
de Helly de F, F” debe contener a u. Resulta que F” es un completo incluido en @)
cubriendo a uwv, en contradicciéon con lo supuesto. Hemos probado que toda arista de
@ debe cubrirse con algtin completo incluido en @) (podria ser el mismo Q).
Exhibiremos dos familias RS minimales de G. Sea F' la familia que se obtiene
removiendo de F los completos contenidos en () y agregando (). Veamos que F' es
una familia RS minimal de G. Si @) era un miembro de F, entonces ' = F y no
hay nada que probar. Asumamos entonces que () no es miembro de F. Que F’ es
cubridora es claro. Veamos que es minimal. Si ' — F sigue siendo cubridora, es claro
que ' # @Q; entonces, como F — F no es cubridora, existe una arista xy tal que el
unico miembro de F que la cubre es F' y que, ademas, esta cubierta por (). Esto
implica que xy es una arista de @), luego por el andlisis anterior, F' estd contenido
en (), contradiciendo la definicién de F'. Ahora veamos que F’ es Helly. Tomemos
una subfamilia G mutuamente intersectante de F’. Si G no contiene a (), entonces
es también una subfamilia de F, por lo tanto, tiene interseccién total no vacia. Si
@ € G, supongamos con el fin de obtener una contradiccién, que la interseccién total
de G = {Q, F1, ..., F,,} es vacia. Como las tnicas aristas multicliques de @ inciden
env, |[F;NQ| =10wv e F,NQ. Por lo que, si la interseccion total de G es vacia,
alguno de los F; no contiene a v, supongamos sin pérdida de generalidad que es Fj
y que Q@ N F} = {v1}. Luego, debe existir algiin F; que no contenga a vy, digamos
F5 que intersecta a () en algin vértice, digamos vs. Sea T' el completo incluido en @)

que pertenece a F y cubre a vive. T, Fy, Iy tienen interseccion vacia lo que es una
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contradiccién pues esos completos estan en F. Por lo tanto, F' es Helly.

Sean x, vy, z vértices de () distintosdevysean F1 = Q—x, Fh =Q—yy F3=0Q—=z
completos de G. Veamos que F” = (F' — Q) U {F1, Fy, F3} es una familia RS minimal
de G. Es claro que F” es cubridora. Veamos que es minimal. Si F” — F sigue siendo
cubridora, F' # F; para i € {1,2,3} (pues F} es el unico completo cubriendo yz, F
el inico cubriendo xz y F3 el tnico cubriendo xy). Resulta que F' es un miembro de
F'; luego, como F' es minimal, 7' — F no es cubridora. Entonces existe una arista uw
con u # vy w # v tal que el inico miembro que la cubre es F'y en F” la debe cubrir
también alguno de los F; parai € {1,2,3}. Esto es una contradiccién pues uw € Q y F
es un completo no contenido en ). Luego, F” es minimal. Por 1ltimo, veamos que F”
es Helly. Tomemos una subfamilia G mutuamente intersectante de F”. Si G no contiene
ni a 7 ni a F5 ni a F3, entonces es también una subfamilia de 7’ y podemos asegurar
que tiene interseccion total no vacia. Supongamos entonces que en G hay uno, dos o
tres de ellos. Si G tiene interseccion total de vacia, entonces existe un completo en G
que no contiene a v, digamos Fjy. Luego, |[F;NQ| = 1. Sea {v1} = QN Fy. Y debe existir
en G un completo que no contenga a vy, digamos F5. Luego, Q, Fy, F5 pertenecen a F’
y tienen interseccién total no vacia lo que es una contradiccién. Por lo tanto, F” es
Helly. Se concluye entonces, que G tiene dos familias RS minimales distintas y, por lo

tanto, mas de un generador critico. O
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Capitulo 4

Generadores criticos de un

completo

En este capitulo estudiamos los generadores criticos de un grafo completo K, para
un entero positivo p.

En la literatura encontramos el trabajo [20] de Lucchesi, Picinin de Mello y Szwarc-
fiter relativo a los generadores de un completo. El siguiente teorema es un resultado de
dicho trabajo. En él también se muestra que el reconocimiento de los grafos que son

generadores de un completo es CO-NP-completo.

Teorema 4.0.1. [20] Un grafo sin vértice universal es generador de un completo y
minimal (en el sentido de que no contiene un subgrafo sin vértice universal que genere
un completo) si y sdlo si es isomorfo a Qont1 para algin entero positivo n. Donde Q,,

es el grafo tal que:

w V(Qn) := {ug,ug, ..., up } U{vg, vg, .y 0, }-
s Qu[{v1,va, ..., v, 2 Ch.
» para cada i,1 <i<n, N[u;| =V(Qn) — v;.

En la Figura 4.1 se muestran los complementos de los dos primeros miembros de la

familia mencionada en el teorema.
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Q3 Qs

Figura 4.1: Grafos Qs v @s.

Un problema relacionado con los anteriores es el de caracterizar la clase de grafos
K~1(K,-libre), es decir, la imagen inversa por el operador clique de la clase de grafos con
numero clique a lo sumo p—1. Dado que la clase es hereditaria, es posible caracterizarla
por subgrafos inducidos prohibidos minimales.

Protti y Szwarcfiter, en el trabajo [22], describieron las familias de subgrafos indu-
cidos prohibidos minimales de K~ !(K3-libre) y de K !(K,-libre).

Teorema 4.0.2. [22] Un grafo G estd en K~*(Kz-libre) si y sdlo si G no contiene

como subgrafo inducido ninguno de los grafos de la Figura 4.2.

K3 4-fan 4-wheel

Figura 4.2: Prohibidos minimales de K ~!(Kj3-libre).

Teorema 4.0.3. [22] Un grafo G estd en K '(Ky-libre) si y sélo si G no contiene

como subgrafo inducido ninguno de los grafos de la Figura 4.3.

La siguiente Proposiciéon muestra la relacién entre los subgrafos prohibidos mini-

males de la familia K~ (K)-libre) y los generadores criticos de K.

Proposicién 4.0.4. St G es un generador critico de K,, entonces es un subgrafo
prohibido minimal de K—'(K,-libre).
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K4 5-fan 4-wheel 5-wheel

/\

4-broom Pirdmide H; Q-

Figura 4.3: Prohibidos minimales de K ~!(Kj-libre).

Demostracién: Si G es un generador critico de K, entonces K(G) tiene un K, y

K(G —v) no tiene un K, para todo v en G, luego G es un subgrafo prohibido minimal
de K~1(K)-libre). O

Es facil ver que la reciproca no vale en general. Por ejemplo, el grafo 5-wheel de la
Figura 4.3 es un prohibido minimal de la clase K ~!(K}-libre), pero no es un generador
critico de Kj.

En el Capitulo 6 probaremos que para cualquier p, la familia de prohibidos mini-
males de la clase K~ !(K,-libre) es finita.

En vista de la Proposicion 4.0.4, los generadores criticos de K3 son los grafos de la

figura 4.2 cuya imagen por el operador clique es un Ksj.

Teorema 4.0.5. Los generadores criticos de K3 son los grafos de la Figura 4.2 excepto

el grafo 4-wheel.

Andlogamente los generadores criticos de K, son los grafos de la Figura 4.3 cuya
imagen por el operador clique es un Kj. En la siguiente secciéon daremos una nueva

prueba de este resultado. Luego determinaremos todos los generadores criticos de K.

4.1. (Generadores criticos de K,

Teorema 4.1.1. Los generadores criticos de K, son los grafos de la Figura 4.3 excepto
el 5-wheel.
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Demostracién: Primero determinaremos las familias RS minimales del grafo K,. Por
Lema 2.4.4, los miembros de una tal familia tendran al menos tres vértices. Luego, la
familia consistird de solo el mismo K, o sus miembros seran todos triangulos. En este
caso, dos tridngulos no son suficientes para cubrir todas las aristas; y en cambio, tres
triangulos cualquieras lo hacen.

Resulta que hay dos familias RS minimales de Ky. Si V(Ky) = {v1, v, v3,v4}, se

tienen las siguientes familias, sin pérdida de generalidad:
]: - {{'Ula V2, U3, 04}};

G = {{v1,v2,v3}, {v1, v2, va}, {v1, V3, 04} }.

Analizaremos, a continuacion, qué completos deben agregarse en cada caso para
obtener una familia RS-separadora minimal.

— Familia F. Observar que ninguno de los vértices esta separado.

= Separando a cada vértice con un unitario se tiene la siguiente familia:

Fi = {{v1,v2, 03, s}, {v1}, {a}, {vs}, {va}}.

= Con completos de tamano a lo sumo dos (aristas). Empecemos por la menor canti-
dad de aristas posibles. Agregando una sola arista ningun vértice queda separado
del resto, por lo tanto, tenemos que agregar los cuatro completos unitarios y no
obtenemos una familia minimal. En cambio, agregando dos aristas con un vértice
en comun, separamos ese vértice que las encuentra, supongamos sin pérdida de
generalidad que ese vértice es vy. Los vértices restantes los separamos con los

completos unitarios.

f2 = {{Ulv V2, Vs, U4}7 {Ulv U2}7 {Uh U3}7 {U2}7 {U3}7 {U4}}'

Ahora, si una familia RS-separadora minimal tiene sélo tres aristas para separar
vértices es necesario que no tengan las tres un vértice comun, si no sélo estaremos
separando ese vértice y habra que agregar los otros tres completos unitarios, por
lo tanto, esa familia no es minimal. Luego, tomamos tres aristas que no tengan
un vértice en comun, sean eq, eo, e3. También se puede ver que estas tres aristas
no pueden formar un triangulo sino no se obtiene una familia Helly. Teniendo
en cuenta estas dos cosas se tiene que eq, es, e3 deben formar un camino en K.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el camino es ejeses = vq, Vo, U3, V4.
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Resulta que vy, v3 se separan con estas aristas y agregamos {v; }, {v4} para separar

los vértices restantes:

J3= {{UI’ Uz, Us, U4}7 {Ub U2}> {U2> U3}> {03’ U4}’ {Ul}’ {04}}'

Si se agregan a F cuatro aristas. Sabemos que no pueden formar un triangulo. Si
tomamos tres aristas con un vértice comun, la cuarta arista formara un triangulo
con dos de las anteriores, entonces este caso no es posible. Resulta que las cuatro

aristas deben formar un Cj y se obtiene la familia

—F4 - {{Ula V2, U3, U4}7 {U17 1)2}7 {U27 03}7 {037 U4}7 {,047 Ul}}-

Agregando completos de tamano tres. Comencemos agregando sélo uno, sin pérdi-
da de generalidad {vy, va,v3}. El tridngulo solo no separa ningun vértice, pero si
tomamos una arista que contenga a vy y a v; con i € {1,2,3} se separa el vértice

v;. Los vértices restantes continuamos separandolos con completos unitarios.

Fs = {{v1,v2,v3, 04}, {v1, va, v3}, {v1, va}, {va}, {vs}, {va}}.

Agreguemos dos tridngulos, supongamos sin pérdida de generalidad, {vy, v, v3}
Yy {v2, U3, Va}.

Hasta alli esos tridangulos no separan ningtn vértice. Pensamos de manera similar
a lo hecho en F5. La arista {v1,v4} no puede estar en la familia si no ésta no es
Helly y la arista {vq,v3} no participarfa en la separacién de ningtn vértice, pues
es justo la interseccion entre los dos triangulos. Tomemos una arista cualquiera
de las restantes supongamos {v1,v2}. En este caso, va queda separado, {vy,vs3}
queda fuera de la familia porque sino no es Helly, {vs, v4} no separaria nada nuevo;
por ende tambien queda fuera de la familia; y si agregamos {vs,v4} separamos

también v3. Entonces obtenemos la siguiente familia:

fﬁ - {{Ula V2, U3, U4}a {Ula Vg, U3}7 {U27 U3, /04}7 {Ula UQ}) {U37 U4}7 {vl}a {U4}}'

Es fécil ver que esta familia es minimal y que si en lugar de tomar {vq, vy},
comenzamos tomando otra de las aristas, v;v3, V204, 0 v3v4 Obtenemos una familia

isomorfa a la dada.
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El caso en que tomamos tres tridngulos para separar los vértices no nos otorga
una familia minimal pues estarfamos cubriendo todo el K4 nuevamente. Luego,

no hay mas familias RS-separadoras minimales que tengan a F como subfamilia.
— Familia G. Observar que v; ya esta separado.

= Separando los vértices restantes con completos unitarios se tiene la siguiente

familia:

Fr = {{v1,v2,v3}, {v1, v, va}, {v1, v3,va}, {2}, {3}, {va}}.

Veamos si hay otra forma de separar los vértices distintos de v;. Si se agrega otro
tridngulo o una arista que no contenga a v; se obtiene una familia no Helly y si
se agrega una arista que contenga a v; no se separa ningun vértice nuevo. Luego,
la expuesta arriba es la unica familia RS-separadora minimal que contiene a G

como subfamilia.

Finalmente, observamos que:

L(F) = Kig;
L(F;) = 4 —broom;
L(F;) = 5 — fan;
L(F,) = 4 — wheel;
L(F5) = Hg;

L(Fs) = Q2

L(F7;) = Pirdmide.

|

Observar que los generadores criticos de K3 son todos los subgrafos inducidos prohi-
bidos minimales de K ~!(K3—libre) excepto el 4-wheel, y que los generadores criticos de
K4 son todos los subgrafos inducidos prohibidos minimales de K~!(K,—libre) excepto
el 5-wheel. Resulta natural preguntarse si esto sucede para los generadores criticos de
K, para cada p, es decir, si los generadores criticos de K, son los subgrafos inducidos
prohibidos minimales de K ~!(K)-libre) excepto el grafo (p + 1)-wheel.

La respuesta es negativa, es decir, existen prohibidos minimales de K~!(K)-libre)

distintos de (p + 1)-wheel, los cuales no son generadores criticos de K.
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Més atin, no necesariamente los prohibidos minimales de K ~'(K)-libre) son gene-

radores de un completo, tal como lo muestra el ejemplo de la Figura 4.4.

G

Figura 4.4: G es un prohibido minimal de K ~!(Kg-libre) y no genera un grafo completo.

4.2. Generadores criticos de Kj;

Visto lo complejo de encontrar las familias RS-separadoras minimales en un grafo
tan pequeno como Ky, resulta inviable seguir con este procedimiento para completos
con mayor cantidad de vértices. Por esto, para determinar los generadores criticos de

K5, haremos una particién de casos como muestra el esquema de la Figura 4.5.
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GENERADORES CRITICOS DE K

. G con vértice universal u.

»(G — U €s No conexo. CASO 1

»(7 — U €s conexo:
| ptiene un ciclo inducido de tamano cinco. ~ CASO 2

| ytiene un ciclo inducido de tamano cuatro. CASO 3

| yes cordal:

5 Jw tal que G — w es grafo CASO 4
diferencia.
|5, Vw,G — w no es grafo CASO 5
diferencia.
» G sin vértice universal. CASO 6

Figura 4.5: Particién de los generadores criticos de K.

4.2.1. Generadores criticos de K5 con vértice universal.

Utilizaremos los siguientes resultados generales.

Observacion 1. Si G tiene un vértice universal u y C(G) = {Q1, Qa, ..., Qp}, entonces

C(G—u)={Q1—u,Q2—u,..,Q,—u}.

Observacién 2. Si G es un generador critico de un grafo H, entonces para todo
S CV(G), G— S no es un generador critico de H.

Lema 4.2.1. Sea G con un vértice universal u. Si G es un generador critico de Kp,

entonces todo vértice de G excepto u es una diferencia exacta entre dos cliques de G (y
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en consecuencia, también de dos cliques de G —u), y G —u tiene al menos dos cliques

disjuntos.

Demostracién: Sabemos por Corolario 2.4.9 que cada vértice de un generador critico
es interseccion o diferencia exacta entre dos cliques. Como u es un vértice universal
de G, u es el Unico vértice que puede ser interseccion exacta entre dos cliques, es més,
debe serlo ya que no puede ser diferencia exacta entre dos cliques (pues esté en todos).
Luego, todo otro vértice de G es diferencia exacta entre dos cliques de G. Sean Q);, @),
los cliques de G para los que {u} = @Q; N Q;, entonces, por Observacién 1, Q; —u 'y

Q; — u son cliques de G' — u y ademaés son disjuntos. |

Definicién 4.2.2. Un vértice de un grafo G se dice vértice diferencia si es la diferencia

exacta entre dos cliques de G. Diremos entonces que G es grafo diferencia si es el grafo

trivial o si cada uno de sus vértices es vértice diferencia.

Proposicién 4.2.3. Los grafos diferencia conexos con a lo sumo cuatro cliques son

los que se describen en la Figura 4.6.

[ J *r————— 0o — 0
Con 1 clique Con 3 cliques
*—o—0—0—9o

Con 4 cliques

Figura 4.6: Grafos diferencia conexos con a lo sumo 4 cliques.

Demostracion: Sea G con t cliques, t < 4. Como todo vértice es diferencia, G es criti-

co. Si G tiene dos cliques disjuntos, entonces G mas un vértice universal es un generador
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critico de K;. Tales grafos se obtienen haciendo una inspeccién de los generadores criti-
cos de Ky, K3y K4 con vértice universal. Si G no tiene dos cliques disjuntos, entonces
los cliques son mutuamente intersectantes y no pueden tener un vértice en comun pues
tal vértice no seria diferencia. Luego G no es Helly y tiene a lo sumo cuatro cliques,

debe ser el grafo Piramide. |

En todos los casos de las siguientes proposiciones en las que se caracterizan gene-
radores criticos, la demostracion de que los grafos obtenidos son generadores criticos
de K5, surge inmediatamente al observar que los grafos tienen cinco cliques y que

satisfacen el Corolario 2.4.9.

Proposicién 4.2.4. Sea G con vértice universal u tal que G — u no es conexo. Fl
grafo G es un generador critico de K, si y solo si las componentes conezas de G — u,
G1, ..., G, son grafos diferencia conexos y |C(G1)| + ... + |C(Gm)| = p.

Demostracion: La prueba es trivial a partir del Lema 4.2.1. O
El interés de esta proposicién es poder encontrar generadores criticos de K, de

manera recursiva utilizando los grafos diferencia que fuimos encontrando en pasos an-

teriores.
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CASO 1

Corolario 4.2.5. Sea G con vértice universal u tal que G — u es un grafo no conezxo.
El grafo G es un generador critico de Ky si y solo si G — u es alguno de los grafo de
la Figura 4.7.

[ ] [ ]
cinco grafos diferencia dos grafos diferencia con un clique
con un clique y un grafo diferencia con 3 cliques

un grafo diferencia con un clique

y un grafo diferencia con cuatro cliques

Figura 4.7: Agregando un vértice universal a cada uno de estos grafos se obtienen los
generadores criticos de K5 que tienen un vértice universal cuya remocién produce un

grafo no conexo.

Demostracién: Por la Proposicion 4.2.4, las componentes conexas de G — u tienen a
lo sumo cuatro cliques, y la suma de la cantidad de cliques de cada una de ellas debe

ser cinco. La demostracién se completa utilizando la Proposicién 4.2.3. O
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CASO 2

Proposicién 4.2.6. Sea G con vértice universal u tal que G — u es un grafo conexo
con un Cs inducido. El grafo G es un generador critico de Ky si y solo si G es el grafo
de la Figura 4.8.

Figura 4.8: Unico generador critico de K5 con vértice universal u, tal que G — u es

conexo y tiene un Cy inducido.

Demostracién: Si G es generador critico, por la Proposicién 4.2.1, todo vértice de
G — u es diferencia de dos cliques de G — u. Como G — u tiene un ciclo inducido de
tamano cinco, cada una de las aristas del ciclo esta en un clique diferente de G — u.
Si el grafo G — u tuviese algtin otro vértice ademas de los del ciclo, éste no podria ser

diferencia. O
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CASO 3

Proposicién 4.2.7. Sea G con vértice universal u tal que G — u es un grafo conexo
con un Cy inducido. El grafo G es un generador critico de K5 si y solo si G — u es

alguno de los grafos de la Figura 4.9.

G1 G3

G4 G5

Figura 4.9: Agregando un vértice universal a cada uno de estos grafos se obtienen los
generadores criticos de K5 que tienen un vértice universal cuya remociéon produce un

grafo conexo con un Cj inducido.

Demostracion: Sea G un generador critico de K5 en las condiciones de la proposicion.
Entonces G — u tiene un ciclo inducido de tamano cuatro y, por Lema 4.2.1, es un
grafo diferencia. Sea [1,2,3,4,1] un ciclo del grafo. Como estd inducido, las aristas
12,23, 34,41 pertenecen cada una a un clique distinto de G — u, digamos sin pérdida
de generalidad, que {1,2} C @1, {2,3} C @2, {3,4} C @3, {4,1} C Q4. Como G — u
tiene cinco cliques, tiene al menos un vértice que no pertenece al ciclo, digamos x.

Caso 3.1: Supongamos primero que x es adyacente a un unico vértice del ciclo. Asi
se obtiene Gy cumpliendo todas las condiciones pedidas.

Caso 3.2: Supongamos que = es adyacente a exactamente dos vértices adyacentes
del ciclo, sin pérdida de generalidad, sean estos vértices 1 y 2. Se tiene que: 1 € Q54— Qs3,
2€Q2—Q3,3€0Q3—0Q4,4€Qs— Q.

Subcaso 3.2.1: Si {z} = Q1 — Q5, existe un vértice y € Q5 y es adyacente a 1 y a
2. Se obtiene el grafo G5 que cumple todas las condiciones necesarias. Sin agregar mas

vértices pero pidiendo que y sea adyacente a los cuatro vértices del ciclo se obtiene G3.
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Subcaso 3.2.2: Supongamos ahora que {x} = Q5 — @;, donde i € {2,3,4}. Existe
y € Q5 v claramente, x € ()5. Luego, y € );. Si i = 2 el vértice 2 es diferencia exacta
entre (02 v Q3. Esto implica que y es adyacente a 4 también y se obtiene G4. Si i =4
el caso es analogo. Si ¢ = 3 se obtiene el grafo Gs.

Caso 3.3: Supongamos que x es adyacente a exactamente tres vértices del ciclo,
supongamos sin pérdida de generalidad, que son 1, 2 y 3. Supongamos que {2} = Q;—Qs
donde i € {1, 2}, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que {2} = @Q;—Q)5. Luego,
{1,z,y} C Q5. El vértice = sélo puede ser diferencia entre Q5 y Q4 (pues 1 € Q5). Se
obtiene asi el grafo G4. Supongamos ahora que {2} = Q5 — @Q; donde i € {3,4}, sin
pérdida de generalidad, asumamos que ¢ = 3. Se tiene que {2,3,y} C Qs y, por lo
tanto, {y, 3,4} C Q3. Se obtiene nuevamente Gjy. a
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CASO 4

Proposicion 4.2.8. Sea G con vértice universal u tal que G — u es un grafo conexo,
cordal y G —u — v es un grafo diferencia para algin vértice v distinto a u. El grafo G

es un generador critico de Kx si y solo si G — wu es alguno de los grafos de la Figura
4.10.

Figura 4.10: Agregando un vértice universal a cada uno de estos grafos se obtienen los
generadores criticos de K5 que tienen un vértice universal cuya remocién produce un
grafo conexo, cordal, el cual a su vez posee algin vértice cuya remociéon produce un

grafo diferencia.

Demostracion: Supongamos primero que ese vértice v es simplicial. Entonces G —

u — v es un grafo diferencia con cuatro cliques, cordal y conexo. En estas condiciones,
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encontramos los grafos de la Figura 4.11 (observar que son una subfamilia de los grafos

Figura 4.11: Grafos diferencia, conexos, cordales y con cuatro cliques.

descriptos en la Figura 4.6).

Se tiene que G —u = H 4+ v donde H es uno de los grafos de la Figura 4.11 y v es
simplicial, es decir, es adyacente a los vértices de un completo no maximal de H.

Observando esto se obtienen los grafos de la Figura 4.10.

Ahora, debemos considerar el caso en que v no es simplicial. Entonces G — u — v es
un grafo diferencia, cordal, que puede tener tres o cuatro cliques como se muestra en
la Figura 4.12.

e

Figura 4.12: Grafos diferencia, conexos, cordales y con cuatro cliques.

Luego, G —u = H + v donde H es un grafo de la Figura 4.12. Como v no es
simplicial, es adyacente a dos vértices no adyacentes de H. Por lo tanto, si H es el
grafo de tres cliques de la Figura 4.12, H 4+ v no es cordal o tiene también tres cliques.
Si H es el grafo no conexo de dicha figura, entonces v es adyacente al vértice aislado

y a por lo menos un vértice del camino. Si es adyacente a un sélo vértice del camino,
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los grafos obtenidos ya fueron contemplados en el caso anterior. Si es adyacente a dos
o tres vértices del camino H + v es no cordal o tiene cuatro cliques en lugar de cinco.
Y si es adyacente a todos los vértices del camino H + v tiene cuatro cliques.

Por ultimo, supongamos que H es alguno de los cuatro grafos conexos, con cua-
tro cliques C4,Cs, C3,Cy, de la Figura 4.12. Se tiene que, H + v tiene cinco cli-
ques, (1, @2, Q3,Q4, Q5. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que C; C @); para
1 < ¢ < 4. El clique Q5 tiene a v y a los vértices de un completo no maximal de H.
Como v no es simplicial, pertenece a otro clique Q; de H +v. Haciendo una inspeccién
sobre los posibles grafos H, se observa que existe un vértice w que es la diferencia
exacta entre C; y C;. Luego, v debe ser adyacente a todos los vértices de C}, y siguien-
do con el mismo analisis se obtiene que v es universal, no cumpliendo las condiciones

requeridas para G — u. O
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CASO 5

Proposicién 4.2.9. Sea G con vértice universal u tal que G — u es un grafo conexo,
cordal y G —u — v no es un grafo diferencia para todo vértice v distinto a u. FEl grafo
G es un generador critico de K5 si y solo si G —u es alguno de los grafos de la Figura
4.13.

H1 H2 H3

Figura 4.13: Agregando un vértice universal a cada uno de estos grafos se obtienen los
generadores criticos de K5 que tienen un vértice universal cuya remociéon produce un
grafo conexo, cordal, tal que al remover cualquiera de sus vértices no se obtiene un

grafo diferencia.

Demostracion: Sea GG generador critico de K5 en las condiciones de la proposicion.

Entonces sabemos que
1. G — u es grafo diferencia.
2. G — u es grafo conexo.
3. G — u es grafo cordal.
4. G — u tiene cinco cliques, sean @1, ()2, Q3, Q4, Q5.
5. Al menos dos de esos cliques son disjuntos.

6. Al remover cualquiera de los vértices de G — u se obtiene un grafo que no es

diferencia.

Por Teorema 2.2.1, existe v € G — u simplicial. Supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que v € (1. Al remover v de G — u, ()1 — v estd contenido en un clique de
G — u — v que también era clique de G — u, digamos, sin pérdida de generalidad, (5.
Como G —u — v no es grafo diferencia, un vértice w de )2 debe ser la diferencia exacta

entre (02 y Q1. Luego, se puede afirmar que Qo = Q1 — v + w.
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La demostracion se dividird en casos segin la cantidad de vértices de ).

Caso 5.1: Supongamos que Q1 = {v, v, }, luego Q2 = {v1, w}. El vértice v; no puede
ser adyacente a otro vértice, sino w no perderia su condicién de ser diferencia exacta
entre cliques al remover v. Por Propiedades 2 y 4, tiene que haber un vértice adyacente

a w, digamos y.

v U1 w Y
[ L L L ]

Si w no tiene mas vecinos, y deberia tener algin otro vecino, pero entonces wy
es un clique de G e y esta contenido en otro clique. Esto contradice que removiendo
v, w deja de ser diferencia exacta entre dos cliques. Por lo tanto, w tiene algin otro
vecino, digamos z. Seguimos teniendo la misma situacion para y y x tiene las mismas
caracteristicas, por lo tanto, como G — u — v tiene cuatro cliques w debe tener otro
vecino, sea z. Ahora G — u — v es un grafo diferencia, conexo, con cinco cliques, pero

no cumple que al remover cualquier vértice deja de ser diferencia.

X

Si existen méas vértices y ninguna adyacencia entre los vértices x, y, z, esos vértices
deben ser adyacentes a w y se incrementa la cantidad de cliques, por lo tanto, si hay mas
vértices, alguna adyacencia entre x,y, z debe existir. Supongamos que x es adyacente
a y. Ahora ni x ni y son diferencia exacta entre dos cliques y el grafo tiene 4 cliques.
Si para hacer que x y y sean diferencia exacta entre dos cliques no usara el clique que
contiene a x,y,w, entonces deberian existir dos cliques nuevos por cada vértice y eso
no es posible. Por lo tanto, cada uno de ellos sera diferencia entre el clique que contiene
a x,y,w y otro, es decir, existe un clique que tiene a x,w y otro que tiene a y, w. Si el
que tiene a w, z no es ninguno de estos dos cliques, entonces nos quedan seis cliques.
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z es adyacente a y, y
existe otro vértice 2z’ adyacente a w, x. Asi se obtienen todas las condiciones buscadas

para G — u — v. Es el grafo H; de la Figura 4.13.
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Caso 5.2: Supongamos que Q1 = {v,v1,v2} vy por tanto, Q2 = {w, vy, vy }. Observar

que los vértices v, v no pueden estar juntos en otro clique que no sea Q1 0 (Js.

(%

U1 U2

Subcaso 5.2.1: ni v; ni vy son diferencia exacta entre )2 y @) para algin @) €
{Q3, Q4,Q5}. Entonces, supongamos, sin pérdida de generalidad, que v, = Q3 — Q4
(por lo observado antes, vs no estd en Q3). Si {ve} = Q4 — Q5 existe un vértice y
adyacente a v1 y a vq, lo que contradice la observacién anterior. Si {va} = Q5 — Qq, H
tiene un ciclo de tamano cuatro.

Subcaso 5.2.2: {v1} = Q2— Q3 (existe vz en Q3 adyacente a wy avq), {ve} # Q2—Q.

v

VAW
(VAW

w

Si {ve} = Q3 — Q, donde Q € {Q4, @5}, supongamos sin pérdida de generalidad,
que @ = Q4. Existe vy € Q4 adyacente a w y a v3. Supongamos que no hay més vértices
en el grafo. Entonces, o el grafo no tiene cinco cliques o vy es adyacente a vy y el grafo
no es cordal. Supongamos entonces, que existe otro vértice en el grafo y esta en @)y,
digamos vs. Los vértices vy vy v5 solo pueden ser diferencia entre Q4 y (05, por lo tanto,
no pueden ser ambos vértices diferencia exacta. Por ultimo, supongamos que si hay otro
vértice vy, estd en (5. Esto contradice el hecho de que al remover cualquier vértice el
grafo obtenido no es un grafo diferencia. Concluimos entonces que {vs} # Q3 — Q4.
Luego, {va} = Q4 — Qs5, y se obtiene el mismo grafo del subcaso 5.1.

Caso 5.3: Supongamos que Q1 = {v, vy, 09,03} y Q2 = {w, vy, v9,v3}. Como en el

resto de los casos vy, v9, v3 no pueden estar juntos en otro clique que no sea )1 0 Q)s.
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Subcaso 5.3.1 Supongamos que {v; } = Q2 —Q3, luego {w, vy, v3, 2} C Q3. Observar
que vy, v3 estan en Q)q, 2, @3, que no pueden estar en los cinco cliques de H y tampoco

podrian estar juntos en ()4 o 5 por la Propiedad 1.

= Supongamos que vy & Q4 y vo ¢ Q5. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que vz € Q4. Se tiene que {vs} = Q4 — Q5 y {v2} = Q; — Q4 para algin i € {2, 3}.
Si{ve} = Qa— Q4 = {v1,v3,w} C Q4 = {v1,w} C Q5. Esto es una contradiccion
a la propiedad 5.
Si{ve} = Q35— Q4= {v3,w,x} C Q4 = {w,z} C Q5. Se obtiene el grafo Hy de
la Figura 4.13.

= Supongamos ahora que v, € Q4 v v3 € Q5. Se tiene lo siguiente

o {2} =Q4— Q50 {va} = Q; — Qs para algin i € {2,3}.
o {v3} =Q5— Q40 {v3} =Q; — Q4 para algin i € {2,3}.

No pueden darse simultdneamente {vy} = Q4 — Q5 y {v3} = Q5 — Q4 pues vy y

v3 son adyacentes. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {vy} = @Q; — Q5.
o Si {n} = Q2 — Qs y {v3} = Q3 — Q4 se tiene que {w,v,v3} C Qs y
{w, vy, x} C Q4 lo que contradice la propiedad 5.
o Si{v}=0Q3—Q5y {v3s} = Q2 — Q4 es andlogo al caso anterior.

o Si {vo} = Q2 — Q5 y {v3s} = Q5 — Q4 se tiene que {w,vy,v3} C Q5 y
{w,v1} C Q4 lo que contradice la propiedad 5.

o Si{v} =Q3—Qs5y {v3} = Q5 — Q4 se tiene {w, v3, 2} C Q5 y {w,x} C Q4
y se obtiene el grafo Hsz de la Figura 4.13.

Subcaso 5.3.2: Supongamos que ni v; ni vy, ni v3 son diferencia exacta entre )5 y otro

clique. Luego, son diferencia exacta entre )3, Q4, Q5. No puede darse que {vs} = Q;—Q);
y {ni} = Q; — Q; para s,t € {1,2,3} pues vy, v, son adyacentes. Supongamos, sin
pérdida de generalidad que {v;} = Q3 — Q4. Por la observacion anterior {vs} = Q4 — Q5
o{va} = Q5 —Quy {vs} = Q3— Q5 0 {v3} = @5— Q3. Supongamos que {v3} = Q3—Qs.
Entonces {vy,v3} C @3, v3 € Q4 vy v1 € Q5.

Si{vy} = Q4—Qs, entonces vz € Q5. Luego, vs es universal y contradice la propiedad
5. Si {ve} = Q5 — Q4 el universal resulta ser v; contradiciendo la propiedad 5.

Por esto, concluimos que {v3} = Q5 — Q3 v {v2} = Q4 — Q5. Sea x un vértice
distinto de vy, v9,v3. Six € Q3 = v € Q4 = x € Q5 = = € (3. Obtenemos asi que

41



Qs = {1} U(@:3NQiNQs), Qs = {v2} U(@3NQuNQ5) y Qs = {vs} U (Q3NQuNQs).
Esto es absurdo, dado que vy, v9 y v3 son mutuamente adyacentes.

Caso 5.4: Supongamos que Q1 = {v, v1,ve,v3,04} y Q2 = {w, v1, V2, V3, v4}.

Por lo visto en el caso anterior, no puede darse que vq, vo, v3, v4 no sean diferencia
exacta entre (Jo y otro clique, es més, por lo menos dos de ellos deben cumplir es-
to.Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {v1} = Q2 — Q3 y vo = {2 — Q4}. Se
tiene que {vq, v3,v4} C Q3 y {v1,v3,v4} C Q4. Luego, para que v; sea diferencia exacta
entre cliques vy debe estar en Q5 y, por lo tanto, vy es universal, lo que contradice
la propiedad 5. Concluimos que no hay grafos satisfaciendo todas las condiciones con
Q1] = 5. O

4.2.2. Generadores criticos de K5 sin vértice universal.

Para atender este caso, analizaremos las familias ‘RS-separadoras minimales de ks
como lo hicimos para determinar los generadores criticos de K. La siguiente proposi-

cién nos permitira disminuir la cantidad de casos a considerar.

Proposicion 4.2.10. Sea F una familia RS-separadora minimal de K,. Entonces

L(F) tiene un vértice universal si y solo si K,, es un miembro de F.

Demostracién: Sea u el vértice universal de L(F). Es claro que el miembro F' de F
correspondiente a u intersecta todos los miembros de F. Sea v un vértice cualquiera de
K,, como F es separadora (| F, = {v}. El miembro F' intersecta a todos los miembros
de F, y como F es Helly (| F, N F # 0. Luego, v € F para todo v € V(K,,), entonces
F=K,.

Si K, es un miembro de F, como es mutuamente intersectante con todos los demas

miembros, entonces es claro que L(F) tiene un vértice universal. O
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CASO 6

Lema 4.2.11. Los generadores criticos de Ky sin un vértice universal son los grafos
de la Figura 4.14.

O
& 0G
8 )

B, B;

Figura 4.14: Generadores criticos de K35 sin vértice universal.

Demostracién: Para los generadores criticos sin vértice universal buscaremos las fa-
milias RS-separadoras minimales que no contienen a K5 = {1,2,3,4,5}. Para esto
determinamos primero las familias RS minimales de Kj:

a) La familia tiene sélo completos de tamano cuatro. Es facil ver que tomando dos

K, cualesquiera queda una arista del K5 sin cubrir. Y esa arista se puede cubrir
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agregando cualquier K. Por lo tanto, con tres K4 se cubre el K5 de manera

minimal. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que esos tres completos son:

A={{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5}}.

b) La familia tiene sélo dos completos de tamano cuatro. Como ya dijimos, queda
una arista sin cubrir zy. Esa arista estara cubierta por un completo de tamano
tres {z,y, z}. Por la propiedad de Helly, z debe estar en la interseccion de los dos
completos de tamano cuatro. Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad,

que los tres completos son:

B=1{{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,4,5}}.

c) La familia tiene exactamente un completo de tamano cuatro, supongamos, sin
pérdida de generalidad, que es {1,2,3,4}, faltan cubrir las aristas incidentes en
5. Luego, el resto de los completos deben contener al 5 y ser de tamano tres.
Como cualesquiera dos K3 en un K5 son intersectantes, todos los completos de
esta familia son mutuamente intersectantes. Por la propiedad de Helly, todos los
completos tienen un vértice en comin. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que es el vértice 1. Luego, cada K3 tiene al 1 y al 5, y hay un K3 por cada vértice

entre 2,3 y 5.
C=1{{1,2,3,4},{1,2,5},{1,3,5},{1,4,5}}.

d) La familia no tiene completos de tamano 4. Por lo tanto, tiene todos completos de
tamano 3. Por lo que analizado en el caso anterior, esta familia también tendrd un
vértice comuin en todos sus completos, supongamos sin pérdida de generalidad,
que es el vértice 1. Tiene que haber en la familia un completo de tamano 3 por

cada arista entre los vértices 2,3,4 y 5.
D - {{]'7 27 3}7 {17 27 4}7 {]'7 27 5}7 {17 37 4}7 {]'7 37 5}7 {17 47 5}}

Ahora analizaremos que completos se deben agregar a cada una de las familias
A, B,C, D para obtener familias RS-separadoras minimales.

— Separacién de la familia A. En este caso utilizaremos las siguientes observaciones:

a;) A no separa ningin vértice de Kj.

ay) Por la propiedad de Helly, no se pueden agregar a .4 ninguno de los siguientes

completos: {3,4},{3,5},{4,5},{3,4,5}.
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as) Los completos {3}, {4}, {5} deben estar en cualquier familia RS-separadora mi-
nimal que contenga a A. Efectivamente, en A, los vértices 1 y 2 dominan a 3. Por
as) no se puede agregar a A ningin completo que contenga a 3 y no contenga ni
a 1 ni a 2, salvo el conjunto unitario {3}. Si se separa a 3 con dos completos de
tamano mayor o igual a dos, entonces éstos son intersectantes (pues contienen a
3) y también intersectan a los tres completos de A (por contener al 1 0 al 2) y la
interseccion total es vacia, por lo que no se obtiene una familia RS-separadora
minimal. Luego la tinica opcién para separarlo es agregando el unitario {3}. La

demostracion es andloga para los vértices 4 y 5.

as) En A, el vértice 1 estd dominado sélo por 2 y 2 estd dominado sélo por 1.

Con estas observaciones comenzamos a construir las familias RS-separadoras mi-
nimales que contienen a A. Por a3) ya sabemos como se separan 3, 4 y 5. Nos falta

separar 1y 2. Claramente, una forma es agregando los unitarios.

Ar = AU{{1},{2}, {3}, {4}, {5}}-

Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que sélo 1 no esta separado por el
unitario. Entonces, por la Observacion a,), debemos agregar un completo que contenga
a 1 y no a 2. Tenemos los siguientes casos segin el tamano del completo elegido. Con
un completo de tamano dos, tres o cuatro tenemos las siguientes familias, sin pérdida

de generalidad.

AZ =AU {{173}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}}

-A3 =AU {{17374}7 {2}’ {3}’ {4}’ {5}}

-/44 =AU {{17 374a 5}’ {2}’ {3}7 {4}7 {5}}

Supongamos ahora que ni 1 ni 2 estan separados por un completo unitario. Entonces,
debemos agregar un completo que tenga a 1 y no a 2 y otro que tenga a 2 y no a 1.
Observar que estos completos seran intersectantes con los completos de A; y como la
interseccién de los completos de A y estos dos completos es vacia, para satisfacer la
propiedad de Helly estos dos completos deben ser disjuntos. Por eso, podemos tomar
dos completos de tamano dos o un completo de tamano dos y uno de tamano tres.

Quedan las siguientes familias, sin pérdida de generalidad.
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-’45 =AU {{17 3}7 {27 4}’ {3}’ {4}’ {5}}
-’46 =AU {{17 3, 5}7 {27 4}, {3}7 {4}7 {5}}

— Separacion de la familia B. Comencemos con las observaciones generales.
b1) El vértice 1 estd separado por B.

by) Por la propiedad de Helly, no se pueden agregar a B completos que no contengan

a 1 salvo el completo {2, 3}.

b3) Con el mismo anélisis hecho en la Observacién 2, (3), se obtiene que los completos
{4}, {5} deben estar en cualquier familia RS-separadora minimal que contenga
a B.

by) En B, el vértice 2 estd dominado por 1y por 3, y el vértice 3 estd dominado por
1y por 2.

Por las Observaciones by ) y b3) sélo debemos pensar que completos debemos agregar
para separar a 2y a 3.

Comenzamos separando mediante completos unitarios:

Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad, que 2 no esta separado por el unita-
rio. Por las Observaciones by) y by) para separar a 2 de 1, el tinico completo que puede
agregarse es {2,3}. Y debemos agregar otro completo que tenga al 2 y no al 3, y por
Observacién by), tiene al 1. Este tltimo completo puede tener tamano dos o tres, de

las que surgen las siguientes familias, sin pérdida de generalidad.

82 =BU {{27 3}7 {17 2}7 {3}7 {4}7 {5}}
63 =BU {{27 3}7 {17 274}7 {3}’ {4}’ {5}}

Consideremos ahora que ni {2} ni {3} estdn en B;, como ambos estdn dominados
por 1, debe estar el completo {2,3} en la nueva familia. Si ahora tomamos un completo
que contenga al 2 y no al 3 y otro que contenga al 3 y no al 2, estos tres completos
seran mutuamente intersectantes sin un vértice en comun, lo que es una contradicciéon
a que B; es Helly.

Por la Observacion b3) no hay mas familias B;.

46



— Separacion de la familia C. En este caso utilizaremos las siguientes observaciones

generales:

c1) El vértice 1 estd separado por C.

c2) Sea Q un completo de tamano mayor o igual a dos en C;. Luego, () intersecta
al completo de tamano cuatro y a por lo menos dos de los completos de tamano

tres de C, por lo tanto, debe contener al 1, pues C; es Helly.

Presentamos primero la familia trivial, que por la Observacién ¢;) es:

Ci =CU{{2}, {3}, {4} {5}}.

Supongamos que j no esta separado por el completo unitario para algin j €
{2,3,4,5}. Como el vértice 1 domina a j en C, entonces debe haber un completo
que contenga al 7 y no al 1. Por Observacién ¢y) ese completo tiene tamano 1. Por lo

tanto, C; es la tnica familia RS-separadora minimal que surge de C.

— Separacion de la familia D. Observaciones generales para esta familia:

dy) El vértice 1 estd separado por D.

dy) Cualquier completo de tamano mayor o igual a dos es mutuamente intersectante
con a lo sumo cinco de los seis completos de D. Luego, para que ese completo

esté en una familia RS-separadora minimal de K5 debe contener al 1.

Presentamos la familia trivial, que por la Observacion d;) es:

Dy =DuU {{2},{3}, {4}, {5}}.

Por la Observacién dy) y haciendo el mismo anélisis hecho para C se tiene que D; es

la tinica familia que surge de D.
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De la interseccién de estas familias se obtienen los siguientes grafos:

SRS i~
FESrrEEEE

I

N

=]

&

&= =
D o

48



Capitulo 5

Familias de grafos con tinico

generador critico

Se sabe que la cantidad de generadores criticos de un grafo clique es finita. Veamos
brevemente por qué sucede esto.

Sea G un grafo clique con |V(G)| = n y H un generador critico de G. Como H
es generador critico de G, por Corolario 2.4.9, todo vértice v de H es de la forma
{v} = Q:NQ; o {v} = Qi — Q. Si G tiene n vértices H tiene n cliques, entonces
hay (Z) posibilidades para los vértices de H que son interseccién exacta entre dos
cliques y n - (n — 1) para los que son diferencia exacta entre dos cliques. Por lo tanto,
V(H)| < (3) +n-(n—1)lo que implica que la cantidad de vértices de un generador
critico de GG esta acotada y por ende hay finitos generadores criticos de G.

Este resultado se puede encontrar con otra demostracion en el trabajo [10] de Es-
calante y Toft publicado en 1974.

En ese mismo paper, los autores muestran una primera familia de grafos que tiene

un unico generador critico.

Teorema 5.0.1. [10] Si G es Ks-libre, entonces G tiene un unico generador critico,

el cual resulta del siguiente procedimiento:
1. se considera el grafo clique de G, llamesmolo H, es decir, H = K(G), luego
2. por cada v € V(Q) tal que d(v) =1 se agrega un vértice v' a H, y finalmente ;

3. se hacen adyacentes los vértices v' agregados a los vértices de H correspondientes

a las aristas de G incidentes en v.
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En la Figura 5.1 se puede ver un ejemplo de un grafo Kjs-libre y su tinico generador

critico.

T TN
~_
K(H)

Figura 5.1: Ejemplo de grafo Kj3-libre y su tinico generador critico hallado con el pro-

cedimiento descripto en el teorema.

Por otra parte, Escalante y Toft conjeturan en [10] que todo grafo self-clique tiene
un tnico generador critico. Chong-Kean y Yee-Hock, en [19], refutan la conjetura de
Escalante y Toft mostrando que el grafo de la Figura 5.2 es self clique y tiene mas de
un generador critico. Uno de sus generadores criticos es él mismo y otro el grafo de la
Figura 5.3. Muestran también que a partir de este grafo se puede construir una familia

infinita de grafos self-clique con més de un generador critico.

Figura 5.2: Grafo self-clique y critico.

Sin embargo, existe una subfamilia de grafos self-clique para la cual la conjetura es
cierta. Como se puede ver en uno de nuestros primeros resultados que enunciamos a

continuacion.
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Figura 5.3: Otro generador critico del grafo de la Figura 5.2.

Lema 5.0.2. Si G es self-clique y K4-libre, entonces tiene un unico generador critico

y es él mismo.

Demostracion: Veamos primero que G es critico. Para esto supongamos que no lo es
con el fin de obtener una contradiccién. Entonces existe v € V(G) tal que K(G —v) =
K(G) = G. Se desprenden dos casos:

1. Si G—v es clique Helly entonces K*(G—v) C G—vy K*(G—v) = K(K(G—v)) =
K(G) = G C G —v; lo que es una contradiccion.

2. Si G—v no es clique Helly, entonces, por Teorema 2.4.3, G —v tiene como subgrafo
inducido alguno de los grafos H; alli mencionados, esto implica que G también
tiene alguno de estos como subgrafo inducido. Como cualquiera de ellos genera
un Ky en la imagen por K, esto produce una contradiccion pues la imagen por

K de GG es el mismo G que no tiene Kj.

Por lo tanto, G es un generador critico de GG. Faltaria ver que no existe otro generador
critico de GG. Sea H un generador critico de GG. Por la misma observacion de antes H
debe ser Helly (si no contiene como subgrafo inducido algin H; y su imagen tiene un
K,). Entonces K?(H) C H y razonando como antes nos queda que G C H y H es

critico, entonces G = H. O

En [19], los autores describen una nueva familia de grafos con un tunico generador
critico; ésta requiere la siguiente definicion.

Llamamos grafo diamante al grafo obtenido de un K4 removiendo una arista cual-

quiera.
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Observacién 3. Un grafo es {diamante}-libre (también escribiremos diamante-libre)

sty solo si no tiene aristas multicliques.

Teorema 5.0.3. [19] Sea H un grafo diamante-libre. Entonces H tiene un inico ge-
nerador critico si y solo si es Ky-libre y todo vértice de un tridangulo de H pertenece a

mds de un clique.

En la Figura 5.4 se muestra un grafo sin aristas multicliques con tnico generador
critico. En base a lo realizado en [19] encontramos una manera de hallar ese tinico

generador critico.

Proposicién 5.0.4. Sea G un grafo {diamante, K4}-libre tal que los vértices de todo
tridngulo pertenecen a mds de un clique. Entonces, el inico generador critico de G se

obtiene de la siguiente manera:
1. se obtiene el grafo H = K(G);
2. por cada v € V(Q) tal que d(v) =1 se agrega un vértice v' a H;

3. cada V' se hace adyacente a los vértices de H correspondientes a cliques de G

conteniendo a v.

Figura 5.4: Grafo G sin aristas multicliques con tnico generador critico.

Cabe notar que tal como surge de una exhaustiva bisqueda en portales cientificos,

no se encuentran mas resultados acerca de la cantidad de generadores criticos de grafos
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pertenecientes a familias particulares (como son el caso de los grafos Ks-libre y los
grafos diamante-libre).

El aporte de esta nueva seccion es mostrar nuevas familias de grafos con tnico
generador critico. Sea K5 — e el grafo obtenido del grafo completo de cinco vértices
borrando una arista cualquiera.

Extenderemos la nocion de arista multiclique a los completos. Diremos que un

completo es multiclique si esta contenido en mas de un clique.

Observacion 4. Un grafo es { K5 —e}-libre si y solo si no tiene triangulos multicliques.

Lema 5.0.5. Sea G un grafo {Ks, K5 — e}-libre. El grafo G es grafo clique si y sdlo si
G es clique Helly hereditario.

Demostracién: Sea G grafo clique, como es { K5, K5 —e}-libre, no tiene como subgrafo
inducido ni al grafo A ni al grafo B de la Figura 2.3. Entonces, por Lema 2.4.5, GG es
clique Helly hereditario.

Si G es clique Helly, entonces G es grafo clique por Lema 2.4.2. |

Observacion 5. Todo triangulo en un grafo clique, { K5, K5 — e}-libre tiene al menos

una arista no multiclique.

Dos aristas xy y uv se dicen independientes si {x,y} N {u,v} = 0, es decir, si no

comparten un vértice extremo.

Teorema 5.0.6. Si G es un grafo clique {K5, K5 — e}-libre, entonces C(G) es una
familia RS minimal de G. Es mas, G tiene una unica familia RS minimal si y solo

si cada Ky en G tiene al menos un par de aristas multicliques independientes entre si.

Demostracién: Es claro que C(G) es cubridora y por el Lema 5.0.5 sabemos que
es Helly. Falta probar entonces que es minimal. Por la Observacion 5, si se remueve
cualquier K de la familia C(G), entonces se deja de cubrir alguna arista. Y por Lema
2.4.6 los cliques de tamano menor o igual a tres deben estar en cualquier familia RS
de G, por lo tanto, C(G) es minimal.

Veamos ahora que G tiene una tnica familia RS minimal si y sélo si cada K4 en
G tiene al menos un par de aristas multicliques independientes entre si.

Supongamos que existe un Ky en G digamos Q = {v1,vs,v3,v4} que no tiene dos
aristas multicliques independientes, entonces se pueden dar tres casos: 1) @) no tiene

aristas multicliques, 2) @ tiene tres aristas multicliques formando un tridngulo, 3) @
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tiene aristas multicliques y todas inciden en un mismo vértice, digamos v;. En el caso
1), por Corolario 3.0.5, G tiene més de una familia RS minimal. En el caso 2), se
contradice la Observacién 5. Y en el caso 3), por Lema 3.0.6, G tiene mas de una
familia RS minimal.

Ahora supongamos que todo K, en G tiene al menos un par de aristas multicliques
independientes entre si, ya sabemos que toda familia RS de GG debe contener los cliques
de tamario tres y tiene un completo de tamano dos si y sélo si es un clique de G, por
Lema 2.4.6. Por lo tanto, si existe una familia F distinta de C(G) la diferencia debe
estar en los K. Tomemos un K, cualquiera C' del grafo. Sean vy, vy, v3, v4 sSus vértices y
supongamos, sin pérdida de generalidad, que v1v4 v9v3 son aristas multicliques. Supon-
gamos que v1vy es cubierta por un completo T' que no estd contenido en C, entonces
para cubrir las aristas no multicliques de C' no puedo tomar los triangulos vivsve v
vov4v3 pues esos dos triangulos y T son mutuamente intersectantes con interseccién
total vacia. Debo elegir algiin triangulo que contenga a viv4. Esto es igual para cada
una de las aristas multicliques y para cualquier /4. Por lo tanto, toda arista debe estar
contenida en un completo distinto para cada clique que la contiene. Es decir, si no se
cubre el K4 con él mismo necesitamos tres triangulos distintos contenidos en el Kjy.

La unica forma de cubrir las aristas del K, es con tridngulos y con las dos aristas
multicliques independientes cualquier forma de cubrir el K4 con triangulos genera una

familia que no es Helly. Luego, G tiene una tnica familia RS minimal y es C(G). O

Teorema 5.0.7. Sea G un grafo clique { K5, K5 — e}-libre. El grafo G tiene una inica

familia RS-separadora minimal si y sélo si
1. cada K4 tiene al menos un par de aristas multicliques independientes entre si;

2. para todo v € V(G), uno de los siguientes enunciados es verdadero:
a) dv) =1,
b) {v} = Cy N Cy para algin par Cy,Cy € C(G),

c) todo clique conteniendo v es un tridngulo cuya arista opuesta a v es multi-

clique.

Demostraciéon: Como G admite una unica familia RS separadora minimal F, por
Lema 3.0.3, existe una unica familia RS minimal de G y, por Teorema 5.0.6, debe ser

C(G) U Ng(c)- Resulta entonces, también por Teorema 5.0.6, que 1. vale.
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Sea w un vértice cualquiera con d(w) > 1 que no es la interseccién exacta entre dos
cliques de G. Probaremos que w satisface 2.c).

Primero, con el fin de obtener una contradiccién, asumamos que w pertenece a un
K, de G, digamos {w, z,y, z}. Afirmamos que en este caso w € N¢(g). De hecho, como
G es {K5 — e}-libre y w no es la interseccién exacta entre dos cliques, tenemos que
ninguna de las arista wz, wy, wz puede ser multiclique. Por otro lado, por 1., podemos
asumir que una de esas aristas es multiclique, digamos sin pérdida de generalidad que
es wx. Es mas cualquier clique de GG conteniendo w también contiene a x. Concluimos
que w no esta separado por C(G). Entonces F' = (F — {w}) U {w,y} es otra familia
RS separadora de GG. Puede no ser minimal esta familia pero seguro que contiene una
que si lo es y es distinta a la que teniamos.

Ademas, w no estd en ningin Ky, y entonces cualquier clique conteniendo a w es un
tridngulo. De nuevo es facil ver que w € Ne (). Supongamos con el fin de obtener una
contradiccién que {w,z,y} es un clique de G tal que xy no es multiclique. Entonces
F'=F—{w}U{{w,z}, {w,y}} es otra familia RS separadora de G no necesariamente
minimal pero contiene una minimal que es diferente a la que teniamos.

Para probar la reciproca tenemos que por Teorema 5.0.6, C(G) es la tinica familia
RS minimal de G. Veamos que C(G) U ({v})vene g, s la tnica familia RS, separadora
y minimal. Sea v un vértice que no estd separado por C(G). Observar que esto implica
que v no es interseccién exacta entre dos cliques, y supongamos que v no esta separado
por el conjunto unitario {v}. Como la tnica forma de separar un vértice de grado uno
es mediante el unitario, se tiene que d(v) > 1. Entonces la condicién (7i7) es verdadera,
por lo tanto, existe un vértice w tal que todo clique conteniendo a v es un tridngulo que
también contiene a w. Luego, para separar a v de w, necesitamos un conjunto completo
F' conteniendo v pero no a w. Claramente F' no es un tridngulo, sea F' = {v, u}. Por lo
tanto, {v,w,u} es un clique de G y la arista wu es multiclique, sea {w, u, z} un clique.
Por lo tanto, por la propiedad de Helly, ningtin otro clique contiene a v; y entonces,
para separar v de u, necesitamos el conjunto completo F’ = {v, w}. Como los conjuntos

{w,u,z}, F'y F' no satisfacen la propiedad de Helly, se tiene la prueba. |

Corolario 5.0.8. Sea G un grafo clique { K5, K5 — e}-libre. El grafo G tiene un inico

generador critico si y solo si

1. cada K, tiene al menos un par de aristas multicliques independientes entre si;

2. para todo v € V(G), uno de los siguientes enunciados es verdadero:
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a) dv) =1,
b) {v} = Cy N Cy para algin par Cy,Cy € C(G),

c¢) todo clique conteniendo v es un triangulo cuya arista opuesta a v is multi-

clique.

Demostracion: Se desprende directamente del Teorema 5.0.7. O

Proposicién 5.0.9. Sea G un grafo clique {Ks, K5 — e}-libre cumpliendo las condi-
ciones 1. y 2. del Corolario 5.0.8. La forma de hallar el uinico generador critico de G

es:

1. obtener el grafo H = K(G);

2. por cada vértice v de G que no sea interseccion exacta entre dos cliques agregar

un vértice v’ a H;

3. hacer adyacente a v' a los vértices de H correspondientes a cliques de G conte-

niendo a v.

En la Figura 5.5 se observa un grafo en las condiciones del Teorema 5.0.7.

Figura 5.5: Grafo G, { K5, K5 — e}-libre con tnico generador critico.

Como corolario del corolario anterior obtenemos una caracterizacion total de todos

los grafos clique Ky-libre con tinico generador critico.

Teorema 5.0.10. Un grafo clique K4-libre G tiene un unico generador critico si y solo

si cada v € V(Q) satisface al menos una de las siguientes condiciones:
1. d(v) =1,
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2. {v} = C1 N Cy para algin par Cy,Cy € C(G),
3. toda arista opuesta a v en un triangulo de G es multiclique.

Demostraciéon: La prueba se sigue directamente del Corolario 5.0.8, sabiendo que G
es K, -libre. d

En la Figura 5.6 se puede observar un grafo Kj-libre con tnico generador critico.
Este grafo tiene aristas multicliques por lo que es preciso exigirle algunas condiciones

adicionales a las del Teorema 5.0.3. Es sencillo observar que el grafo de la Figura 5.2 que

tiene mas de un generador critico no cumple con las condiciones del Teorema 5.0.10.

Figura 5.6: Grafo GG sin K, con unico generador critico.
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{K5, K5 — e}—libre

K4-libre

K,,diamante}-libre

Figura 5.7: Grafico de contenciones entre las familias con tinico generador critico.
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Decimos que un grafo S,, es un complete-sun si

w V(S,) = {v1,v9,...,0,} U{s1, 82, ...8, };

w Gl{vy,v9,...,0,}] ~ K,

» cada s; es adyacente Unicamente a v; y v;41 coni € {1,...,n} yn+1=1.

Pregunta: ;Los grafos complete-suns tienen un unico generador critico?

NO Contraejemplo: Sig.

La familia de los cliques C(G) y

F = (C(G)—{v1,v2, ..., v10})U{{v1, v, ..., v}, {v1, V4, U5, ..., 010}, {1, U2, V3, V4, Vs, Vg, V10 } }
son dos familias RS minimales distintas de Syg, por lo tanto, Sig tiene mas de un ge-
nerador critico.

Pregunta: ;Todo grafo self-clique es critico?

NO El grafo en la Figura 5.8 es self-clique y el vértice v es un vértice superfluo.

Figura 5.8: Grafo self-clique con v superfluo.
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Capitulo 6

Sobre prohibidos minimales de
K~ (K,—libre)

En este capitulo nos centramos en encontrar cotas para el clique maximo, el estable
maximo y la cantidad de vértices de los subgrafos inducidos prohibidos minimales de
K~'(K,—libre). Estos grafos satisfacen que K(G) tiene un K, y K(G —v) no tiene un
K, para todo v € V(G), por lo tanto, podemos asegurar que son criticos. Escalante
y Toft estudiaron varias cotas sobre generadores criticos en [10] pero en su estudio
necesitaba conocer la imagen por el operador K de estos grafos. Mostraremos que
para conseguir las cotas buscadas no necesitamos la imagen exacta de los prohibidos
minimales. De todas maneras enunciaremos los resultados de Escalante y Toft para
poder hacer una comparacion con los resultados obtenidos por nosotros.

Llamaremos k-estrella, k > 0 al grafo G tal que V(G) = {z0,21,..., 2} ¥y E(G) =

{2021, 2072, ...Zozk}.

Teorema 6.0.1. [10] Sea G un generador critico de H. Sea v un vértice de H y F
el subgrafo inducido en H por N(v). Llamemos a; a la cantidad de aristas de F vy as,
az a la cantidad de componentes conexas con uno y dos vértices de F' respectivamente.

Sea @, el cligue de G correspondiente a v. Vale que
» Si F es un K3 o una k-estrella con k > 0, entonces |Q,| < a1 + as + ag + 1.
» En otro caso |Q,| < ay + ag + as.
¢ Q. = mix{2, a(F))

Ya vimos, en el Capitulo 4, que Protti y Szwarcfiter en [22] describieron las familias

de subgrafos inducidos prohibidos minimales para las familias K ~!(Kj3-libre), K~!(K}-
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libre). En estos dos casos, encontrar las cotas buscadas se trata de hacer una inspeccién
entre los grafos de las familias. Analicemos entonces, que sucede con los subgrafos
inducidos prohibidos minimales de K ~!(K)-libre) para p > 5.

En lo que sigue, mostraremos que para un grafo G prohibido minimal de K (K-
libre) se tiene un resultado similar al dado para grafos criticos en el Corolario 2.4.9, sélo
que mas fuerte: probaremos que si F es una familia de p cliques, distintas dos a dos,
mutuamente intersectantes de G, entonces, todo vértice de G puede escribirse como
diferencia exacta o interseccién exacta entre dos cliques de F. Para esto necesitamos
definir los siguientes conjuntos de vértices.

Sea GG un grafo cualquiera y C,Cy,...,C; con t > 2, cliques de G.

I = {zeCy:3i,je{2,...,t} tal que C; N C; = {x}};

D = {xeC—1:3i,je€{2,...,t} tal que C; — C; = {z}};

I' = {z€C—1-D:3j€{2,...,t} tal que C1 N C; = {z}};

D' = {zeCi—-1-D-1:3j5j€{2,...,t} tal que C; — C; = {z}}.

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 6.0.2. Si F = {C1,Cy, ...,C,} es una familia de cliques mutuamente intersec-
tante de un grafo G prohibido minimal de K—'(K,-libre), entonces C; = TUI'UDUD’

Demostracion: Supongamos, con el fin de obtener una contradiccion, que existe x €
C;—({Iul'ubDuD).

Para todo i € {1,2,...,p}, o bien C; — z es un clique de G — x o bien C; — z estd
contenido en algin otro clique de G distinto de C;. En el primer caso, sea C] = C; —x
(puede darse que C] = C; en el caso en que z ¢ C;); y en el segundo caso sea C] algin
otro clique de G conteniendo a C; — x (observar que en estas condiciones C! es tanto
un clique de G' como de G — x, pero no pertenece a {C1, Ca, ..., Cp}).

Veamos que si i # j, entonces C} # C?. Supongamos que Cf = € = C. Si C no es
un clique de G, entonces Cj = C; —z y C} = C; — z, por lo tanto C; = Cj lo que es
una contradiccién. Si C' es un clique de G, entonces C; —2 C C'y C; — 2 C C lo que
implica que C; U C; = {z}, lo que es una contradiccion.

Se sigue que Cf,Cy, ..., C) son p cliques de G — z. Por lo tanto, por hipdtesis, no
son mutuamente intersectantes. Sean C; y Cj dos cliques disjuntos. Como C; N C; # 0,

se tiene que C; N C; = {z}, lo que contradice el hecho de que = ¢ I U I". O
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Teorema 6.0.3. Si F = {C1,Cy,...,Cp} es una familia de cliques mutuamente inter-
sectantes de G prohibido minimal de K (K,-libre), entonces todo vértice de G es la

interseccion exacta o la diferencia exacta entre dos cliques de F.

Demostracién: Como G es minimal (es decir, ningtin subgrafo inducido de G tiene p
cliques mutuamente intersectantes), todo vértice de G debe pertenecer a alguno de los
cliques en F, es decir, V(G) = U1<;<,C;. Esto es porque si existiera x que no pertenece
a ninguno de esos cliques, es claro que G — x seguird teniendo p cliques distintos
mutuamente intersectantes. Por otro lado, dado un vértice x de G, renumerando los
cliques de F si es necesario, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que z € Cf;
por lo tanto, por Lema 6.0.2, existen C; y C; en F tales que {z} = C;NC; o {2} =
C; — Cj. O

6.1. Cota para el orden y el nimero de estabilidad
de un prohibido minimal de K !(K-libre).

Teorema 6.1.1. Si G es un prohibido minimal de K—'(K,—libre), entonces |V (G)| <

3(’2’) y todo conjunto estable de G contiene a lo sumo p vértices.

Demostracion: Por Teorema 6.0.3, todo vértice es la interseccion o diferencia exacta
entre dos de los p cliques de una familia mutuamente intersectante de GG, por lo tanto,
[V(G)| < 3(5). Es mds, como dos vértices de un conjunto estable no pueden pertenecer
a un mismo clique, se tiene que un conjunto estable no puede tener més de p vértices.
O

Corolario 6.1.2. Para todo p > 2, la familia de prohibidos minimales de K~ (K-
libre) es finita.

Demostracion: Se deduce directamente del Corolario 6.1.1. O
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6.2. Cota para el nimero clique de un prohibido
minimal de K !(K,-libre).

El siguiente lema vale para cualquier grafo. Serd usado junto al Lema 6.2.2 para

acotar el tamano de los cliques de un grafo G prohibido minimal de K!(K,—libre).

Lema 6.2.1. Sean Cy,C5, ..., C; cliques distintos de un grafo G. Sit > 4 y Cy =

IUDUI'"UD, entonces
t—1
|Cy| < ( 5 >+1.

Demostracién: Sea C; = ITU D U I'U D’ y asumamos que |Cy| > 4, pues de otra
manera la demostracién seria trivial. Para todo vértice x € I (resp. z € D), elegimos
un par de elementos 4,j € {2,...,t} tales que C; N C; = {z} (C; — C; = {x} resp.) y
sea I, ={i,j} ( D, ={i,j},resp.).

Para todo vértice z € I’ (resp. x € D’), elegimos un elemento j € {2, ..., p} satisfa-
ciendo C1 N C; = {z} (C1 — C; = {x} resp.) y sea I, = {j} (D, = {j} resp.).

Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Six,y € I, entonces I, # I,.

2. Si z,y € D, entonces D, # D,. Efectivamente, si D, = D, = {i,j}, entonces
{z} = C; = C; y {y} = C; — C;. Ademas, C; —x C C; y, en consecuencia, y
es adyacente a todos los vértices de C; — z. Como y es adyacente a z, porque
ambos vértices pertenecen a C1, tenemos que C; U {y} es un clique de G, lo que

contradice el hecho de que C; es un clique.

3.5z € I ey € D, entonces I, # D,. Efectivamente, si [, = D, = {i,j},
entonces {z} = C;NC; e {y} = C; — C}, por lo tanto C; = {x,y}, que implica la

contradiccién C; C C].

4. Six ey pertenecen a I', entonces I, # I). Sean I), = {i} e I/ = {j}, entonces no
existe un vértice z € I tal que I, = {i,j} y no existe un vértice w € D tal que
D, ={i,j}, porque C;NC;NC =0,z €C; —CjeyeC;—C,.

5. Siz ey pertenecen a D', entonces D), # D, . Sean D, = {i} y D, = {j}, entonces
no existe un vértice z € I tal que I, = {i,j} y no existe un vértice w € D tal
que D, = {i,j}, porque |C; N C;| > 1 caso contrario |Cy| = 3; z € C; — C; e
yeC; —Cj.
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6. Siz € I' ey € D', entonces I, # D, . Efectivamente, si I, = D, = {i}, en-
tonces {z} = C1 N C; y {y} = C, — C;, entonces C; = {z,y}, lo que implica la
contradiccién | Cy |=2 < 4.

Sean I, = {i} y D, = {j}, entonces no existe un vértice z € I tal que I, =
{i,7} vy no existe un vértice w € D tal que D,, = {i,j}, porque z € C; N C};
CinC—=C)=0y|C; —C > 2.

Por lo tanto, si la cardinalidad de los conjuntos I, D, I’ y D' se denota ny, np, np
vy nps, respectivamente, se tiene que:
Por 1., 2.y 3.,

—1
ny+np < (p 5 ); (2.1)

y tomando también 4., 5. y 6.:

—1 ’ /
n[+nD S (p 9 ) - <n2D> - (T;I) — nNrnpr; (22)

donde () = 0 siempre que a < b.
Por el Lema 6.0.2 y la desigualdad (2.2) se tiene:

| V(C) |=nr+np+np +np <

_1 npr N
(7)) () v

Como ny +np es un entero no negativo, es facil ver que 3(ny+np/)—(npy+np)? <

2. Luego, la demostracion esta completa. O

Lema 6.2.2. Sea C' un clique cualquiera de un grafo G prohibido minimal de K~ (K-
libre). Existe una familia F = {C},Cy, ...,Cp} de cliques de G tales que

C=C,=IUuDUI'UD"

Demostracion: Si C' pertenece a una familia de p cliques mutuamente intersectan-
tes de (G, entonces la demostracion sale del Lema 6.0.2. Por lo tanto, asumamos que
no existe tal familia. Sea F = {C, (s, ..., C,} una familia de cliques mutuamente in-

tersectante de (G. Claramente, C' ¢ F, y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
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CNCy; =0y CNCy = (. Es més, por Teorema 6.0.3, cada vértice de C' es la interseccién
o la diferencia exacta entre dos miembros de F. Veamos que todo vértice de C es la
interseccién o diferencia exacta entre dos miembros de la familia 7' = {C, Cy, ..., C, }.
Efectivamente, sea C; y C; en F tales que {z} = C; N C; o {z} = C; — C;. Notar que
C; # C4. En el primer caso, claramente C; # Cy, por lo tanto C; y C; pertenecen a F'.
En el segundo caso, si C; = Cy, entonces {z} = C; — C; = C'N C; porque C; N C = 0,

luego {z} es la interseccion exacta entre dos miembros de F'. O
Teorema 6.2.3. Sea G un prohibido minimal de K—'(K,-libre). Si p > 4, entonces

todo clique de G contiene a lo sumo (pgl) + 1 vértices.

Demostracién: Es una consecuencia directa de los Lemas 6.2.2 y 6.2.1. O
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Capitulo 7
Grafos clique Helly criticos

La familia de los grafos clique Helly fue ampliamente estudiada. No es una familia
hereditaria, es decir, existen grafos clique Helly tales que al removerle uno de sus
vértices se obtiene un grafo que no es clique Helly. Por ejemplo, en la Figura 7.1, el
grafo G es un grafo clique Helly y al remover el vértice v se obtiene un grafo que no es
clique Helly. Sin embargo, al remover el vértice w se obtiene un grafo que si es clique
Helly.

G G—wv G—w

Figura 7.1: G es un grafo clique Helly no hereditario. Sin embargo, tiene un vértice w

para el cual G — w también resulta clique Helly.

Dourado, Protti y Szwarcfiter conjeturan en [8] que para cualquier grafo clique
Helly existe un vértice tal que al removerlo se obtiene un grafo que continiia siendo
clique Helly. En este capitulo resolvemos negativamente ésta conjetura, presentando dos
familias de contraejemplos. Para esto son necesarias algunas definiciones y resultados
previos.

Ya conocemos la definicion de grafo clique de un grafo G y sabemos que podemos
aplicar el operador clique reiteradas veces. Cuando aplicamos el operador por segunda

vez (K?(G) = K(K(G)) obtenemos un grafo donde los vértices son los cliques de
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los cliques de G. De esto surgen las siguientes definiciones. Dado un vértice v de un
grafo GG llamaremos estrella de v al conjunto de todos los cliques de G que contienen
a v (pensados como vértices de K(G)), es decir, v* = {¢ € V(K(G)) : v € ¢}. Las
estrellas de G son completos de K(G), pero no en todos los casos son maximales, es
decir, s6lo en algunos casos las estrellas se corresponden con vértices de K*(G). Sea
c € V(K?*(Q)) tal que el clique q de K(G) correspondiente a ¢ no es una estrella de G,
entonces diremos que ¢ es una corbata.

Un ejemplo de una corbata es @ = {qo, ¢1, g2, g3}, donde ¢; es el clique formado por
los vértices del tridngulo correspondiente en la Figura 7.2.

Un grafo GG es localmente ciclico si cada vecindario abierto en GG induce un ciclo, y

G es un grafo localmente C,; si N(v) induce un C, para cada v € V(G).

La cintura de un grafo g(G) es la longitud del ciclo més corto en G (si G no tiene
ciclos se dird que g(G) = o0). La cintura local de G en un vértice v € V(G), notado
ly,(G), es la cintura del subgrafo inducido por el vecindario abierto de v en G, es decir,
ly,(G) = g(N(v)). El minimo de las cinturas locales, notado por lg(G), es llamada,

cintura local de G, es decir

Figura 7.2: Dibujo parcial de un grafo localmente C,.

Enunciamos a continuacion el primer resultado necesario para la construccién de

las familias de grafos que resultan contraejemplos de la conjetura.
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Teorema 7.0.1. [18] Si la cintura local de un grafo G es mayor que seis (i.e. lg(G) > 7)

entonces K(G) es clique Helly.

Para d > 7 y G un grafo localmente Cy, se ha hecho un analisis detallado de los

cliques de G y los cliques de K(G) en [18]. Transcribimos aqui las propiedades més

relevantes para nuestro propdsito (todas pueden ser verificadas rapidamente):

Observacién 6. ([18], Section 3.1)

Sid>"7,y G es un grafo localmente Cy, entonces:

1.

2.

Todos los cliques de G son tridngulos.
Para todo vértice v de V(G), v* es un clique de cliques de G.

Para todo triangulo T' = {vi,va,v3} de G, eziste una corbata Qr = {q € K(G) :
lg NT| > 2}, que es un clique de cliques de G y es siempre de la forma Qr =
{q0,q1, 92,43} (observar Figura 7.2).

Todo clique de cliques de G es una estrella v* o una corbata Q.

En K*(G), v} es adyacente o igual a vy si y sélo si vy es adyacente o igual a vy

en G.

En K2(G), Qr es adyacente o igual a Qp si y sélo si T y T" comparten una
arista, o comparten un vértice y existe una arista uniendo un vértice de T — T"

con un vértice de T" —T..

En K*(G), v* es adyacente o igual a Qr si y sélo si v € UQr = U_yq; donde
QT = {q07 q1, 492, 93}

Brown y Connelly probaron en [6] que existe al menos un grafo finito localmente Cy

para cada d > 3. Larrién, Neumann-Lara y Pizana [18] obtuvieron el siguiente teorema

que extiende el resultado de Brown y Connelly en los casos en que d > 7.

Teorema 7.0.2. [18] Sea d un entero mayor o igual a 7. Entonces existe un nimero

infinito de grafos localmente Cyq no isomorfos.

Se define el producto fuerte de grafos, notado G X H, de la siguiente manera:
V(GR H) = V(G) x V(H). Y dos vértices (g1, h1), (g2, ho) distintos de G X H son

adyacentes cuando g; es adyacente o igual a go en Gy h; es adyacente o igual a hsy en

H. Recomendamos consultar [16] para conocer los resultados més importantes de pro-

ducto fuerte. Un resultado cldsico sobre grafos clique (Neumann-Lara, 1978) establece

que el operador clique es distributivo sobre el producto fuerte de grafos:
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Teorema 7.0.3. [17] K(GX H) =2 K(G)X K(H).

7.1. Familia self-clique

Sean C,.,Cy, C; ciclos de tamano r, s,t, respectivamente, con r,s,t > 4. Tomamos
G(r,s,t) = C, K Cs X C;. Mostraremos a continuacion que estos grafos forman una

familia de contraejemplos de la conjetura de Dourado, Protti y Szwarcfiter [8]:
Teorema 7.1.1. Todos los grafos G(r,s,t) son self-clique y clique Helly criticos.

Demostracion: Ciertamente todos son self clique pues por Teorema 7.0.3, tenemos que
K(G(r,s,t)) = K(C,XC,KCy) = K(C)XK(Cy,) XK (Cy) =2 C,RC;KCy = G(ry 8, ).
Sabemos que todo Cj es clique Helly. Veamos ahora que el producto fuerte de grafos

clique Helly es clique Helly:

Supongamos que X e Y son grafos clique Helly. Los cliques de X XY son de la
forma g = ¢ X ¢@ con ¢ € C(X) y ¢2 € C(Y). Tomemos una familia mutuamente
intersectante de cliques de X XY, siendo: ¢' = ¢f X ¢3,¢*> = ¢? X q3, ..., q™ = ¢{" X ¢3".
Se tiene que g1, ¢?, ..., ¢ son cliques mutuamente intersectantes en X y ¢s,¢3, ..., gy
son cliques mutuamente intersectantes en Y. Como X e Y son clique Helly, hay algtin
par de vértices z,y tales que z € N,¢} € X ey € N™,¢5 C Y. Claramente, (z,y)

pertenece a la interseccién total de ¢, ¢?, ..., ¢™ y por lo tanto, X XY es clique Helly.

Se sigue que G(r,s,t) = C. X Cy X C; es clique Helly.

Ahora mostraremos que G(r,s,t) —x no es clique Helly para todo vértice z. Como
G(r, s,t) es claramente vértice transitivo, es suficiente probar que esto sucede para cual-
quier vértice x particular. Asumamos que los vértices de cada ciclo C,; estan numerados
como {1,2,...,d} para d € {r,s,t} y tomemos z = (2,2,2) € G(r,s,t). Definimos
H = G(r,s,t) —x. Ahora en G(r, s,t) tomamos los cliques ¢; = {2,3} x {1,2} x {1, 2},
g = {1,2} x {2,3} x {1,2}, g3 = {1,2} x {1,2} x {2,3}. Los cliques correspondientes
en H, g, =q;NH=gq —(2,2,2) para i = 1,2, 3, son mutuamente intersectantes (cada
¢; N g; contiene uno de los siguientes vértices: (1,2,2), (2,1,2) or (2,2,1)) pero tienen
interseccién total vacia: el tinico vertice en ¢; N ge N g3 en G(r,s,t) es (2,2,2) que no

estd presente en H. Se sigue que H no es clique Helly. ]
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7.2. Familia 2-self-clique

En esta seccion presentaremos otra familia de grafos que contradicen la conjetura
de Dourado, Protti y Szwarcfiter. Para esto enunciaremos previamente un resultado

muy reconocido de Escalante.

Proposicién 7.2.1. [9] Sea G un grafo clique Helly. Si G no tiene vértices dominados
entonces K*(G) = G.

Teorema 7.2.2. Sea G un grafo localmente Cyq con d > 7. Entonces K(G) es un grafo
clique Helly critico.

Demostracion: Como G es localmente Cy, la cintura local de G es igual a d > 7,
luego, por Teorema 7.0.1, K(G) es clique Helly.

Sea ¢o un vértice cualquiera de K(G) (que se corresponde con un clique de G).
Probaremos que K(G) — ¢o no es clique Helly. Por Observacién 6.1. todo clique en G
es un tridngulo. Sin pérdida de generalidad asumamos que gy = {v1, v9,v3} como en la
Figura 7.2.

Consideremos los siguientes cliques de K (G) — qo: v5 — qo, V5 — qo y V5 — qo. Veamos
que estos tres cliques son mutuamente intersectantes pero la interseccién total es vacia:
de hecho, los vértices de K (G)— gy correspondientes a los cliques g1, ¢2 y g3 de G (como
en la Figura 7.2) pertenecen a v} Nvj, vy Nv y v Nog, respectivamente. Finalmente,
supongamos con el fin de obtener una contradiccién, que un vértice ¢ de K(G) — qo
pertenece a vj Mwv3 Nv;, entonces, por definicién de estos conjuntos, ¢ es un clique de
G tal que v; € g para i € {1,2,3}. Por lo tanto, ¢ = {v1, v9,v3} = qo lo que contradice
que ¢ es un vértice de K(G) — qo. Luego K(G) — ¢o no es clique Helly. O

Teorema 7.2.3. Sean G y Gy dos grafos no isomorfos localmente Cy. Entonces K(G1)

y K(G3) son también no isomorfos.

Y

Demostracién: Supongamos con el fin de obtener una contradiccién, que K(G;) =
K(Gs). Entonces tenemos que K?(Gy) = K?(G3). Ahora, por observacion 64., los vérti-
ces de K?(G) (y aquellos de K?(G5)) son estrellas o corbatas. Por Observacién 6.5.-7.,
las estrellas tienen grado 3d (de sus vecinos hay d que son estrellas y 2d que son corba-
tas) y las corbatas tienen grado quince (seis estrellas y nueve corbatas), ver Figura 7.2.
Por lo tanto, cualquier isomorfismo ¢ : K*(G;) — K?*(G3) debe mandar estrellas en

estrellas de manera biyectiva. Sean S; y Sy los subgrafos de K%(G,) y K?(Gs) inducidos
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por las estrellas de G y G5 (respectivamente). Luego la restriccion de ¢, ¢ : S; — o,
es también un isomorfismo. Luego, por Observacion 6.5., G; = S y Gy = 55, Se sigue

que G = 51 =2 55 =2 (G4, contradiciendo nuestra hipdtesis. O

Teorema 7.2.4. Hay un numero infinito de grafos clique Helly criticos 2-self-clique.

Demostracién: Sea G un grafo localmente Cy y H = K(G). Por Teorema 7.2.2; el
grafo H es clique Helly critico. Por Teorema 7.0.2, hay infinitos de tales ejemplos, todos
no isomorfos por Teorema 7.2.3.

El hecho de que estos ejemplos no son self-clique se sigue de la comparacion de
los grados de los vértices. Como en la demostracién del Teorema 7.2.3, los vértices
de K(H) = K?*(G) tienen grado 3d o quince, pero el grado de todos los vértices de
H = K(G) es 3d — 6 (ver Figura 7.2 y Observacién 6.1.). Se tiene que, K(H) 2 H y
por lo tanto H no es self-clique. Por Teorema 7.2.1, H es 2-self-clique. |
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Capitulo 8
Conclusiones

En este trabajo hemos hecho aportes al estudio del operador clique y al estudio de
las familias RS de un grafo clique (Capitulo 3).

Describimos nuevas familias de grafos que tienen un unico generador critico y pre-
sentamos técnicas para encontrar generadores criticos de un grafo completo (Capitulos
4y5).

Acotamos superiormente la cantidad de vértices de un grafo prohibido minimal de
la familia K~ (K,—libre), lo cual permitié determinar que el conjunto de prohibidos
minimales de dicha familia K ~!(K,—libre) es finita. También conseguimos acotar el
tamano de su clique méximo y de su estable maximo (Capitulo 6).

Por tltimo, describimos dos familias infinitas de grafos cada uno de las cuales
constituye un contraejemplo para una importante conjetura realizada por Dourado,
Protti y Szwarcfiter en el ano 2006.

Vale mencionar que de los resultados presentados en esta Tesis surgieron los si-

guientes trabajos:

» “Two infinite families of clique-Helly graphs”[5] con Liliana Alcén y Miguel Pi-
zana que ha sido aceptado para su publicacién en la revista Discrete Applied

Mathematics (en prensa).

= “On clique-inverse graphs of graphs with bounded clique number”que ha sido

aceptado para su publicacién en la revista Journal of Graph Theory (en prensa).

= “On the existence of critical clique-Helly graphs”, resumen extendido publicado

en Electronic Notes in Discrete Mathematics. [4]
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