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Resumen

En esta tesis se llevaron adelante estudios formales en el marco de posibles extensiones a tiempo real
de la dualidad AdS/CFT. En particular, integrando elementos de las prescripciones de Skenderis y van Rees
(SVR) y de Banks Douglas Horowitz y Martinec (BDHM) o extrapolar, se estudiaron aplicaciones para el
desarrollo de una familia de estados excitados de las teorias a ambos lados de la dualidad.

La prescripcion SvR incorpora elementos del formalismo de Schwinger-Keldysh (SK) para el estudio de
sistemas fuera del equilibrio mediante caminos en el plano complejo temporal para dar una extensién a
tiempo real de la prescripcién Gubser Klevanov Poliakov y Witten (GKPW) para el cdlculo de funciones de
correlacion. En esta ultima se identifican las funciones de particion de ambas teorias duales. De forma ge-
neral, para la prescripcion SvR se separa un camino SK en segmentos de signatura definida a los que se le
asigna una geometria dual. Luego, estas se unen para conformar una descripcién hologréafica del camino
SK completo en términos de una variedad que tiene saltos de signatura, lo que llamaremos una variedad
de signatura mixta. Los segmentos Lorentzianos del camino SK se asocian a la evolucion fisica del siste-
ma mientras que los segmentos Euclideanos definen el estado en que este se encuentra. Los correladores
en tiempo real se obtienen derivando la funcién generatriz respecto de fuentes externas ubicadas en las
regiones Lorentzianas de la variedad.

La prescripcién BDHM es un mapa operatorial entre las teorias duales, que asocia campos fundamen-
tales can6nicamente cuantizados de la teoria de gravedad con operadores primarios de traza simple de la
teoria de campos. En particular, la prescripcién da cuenta la factorizacién que se da en el limite planar de
una teoria de campos, prescribiendo que los operadores pueden escribirse perturbativamente en términos
de los operadores escalera de la teoria gravitatoria dual. Veremos que esta prescripcién nos daré gran poder
de computo y proveerd chequeos de consistencia de las interpretaciones propuestas para los estados bajo
estudio.

Los estados estudiados en este trabajo se definen como deformaciones por fuentes externas de las regio-
nes Euclideas de los caminos SK en el marco de la prescripcién SvR. Seremos capaces de escribir expresiones
no perturbativas para los estados en términos de los grados de libertad de cada teoria dual y mostraremos
que por construccion estos tienen siempre asociada una geometria dual del lado de la teoria de gravedad.
Incorporando herramientas de la prescripcion BDHM, veremos que un estudio perturbativo en 1/N nos
permitira observar que a orden dominante los estados son excitaciones coherentes del espacio de Hilbert,
en acuerdo con su cardcter semiclédsico. Luego, en este limite, los estados bajo estudio pueden considerarse
una base sobrecompleta del espacio de Hilbert bajo estudio, donde cada elemento de la base tiene asocia-
do una geometria clasica. La consideracién de correcciones demuestra que los estados definidos son solo
coherentes en el limite estricto N — ooy se corrigen con potencias crecientes de los operadores escalera de
la teoria de gravedad. Sin embargo, puede demostrarse a todo orden que el célculo de las correcciones a los
correladores por considerar este juego de estados admite reglas diagramaticas sobre la variedad de signa-
tura mixta. Esto demuestra que la propiedad constitutiva de estos estados no es su coherencia, que solo se
da a primer orden en 1/N, si no el hecho de que tengan siempre una geometria dual asociada.

Se estudian construcciones concretas de estos estados para caminos de SK asociados a sistemasa T =0
y luego para el caso T # 0. En los primeros se describen las herramientas esenciales de la construccion de
los estados excitados y el estudio de sus propiedades, como el cdlculo de los autovalores en el limite N — oo,
donde estos son coherentes. Se comprueba también que los estados estan definidos independientemente
del camino SK particular bajo estudio. Luego, se estudia un ejemplo particular de un sistema a T # 0, cuyo
camino SK asociado presenta un dual holografico cuyas propiedades seran discutidas en detalle. Estudia-
remos también estados excitados sobre este camino, comprobando las propiedades generales para estos
discutidas en el parrafo anterior.



En el Capitulo 1 se presenta una breve introduccién histérica de los descubrimientos en la fisica tedrica
que culminaron con la formulacién de la dualidad AdS/CFT. Se presentan también de forma general las
areas de investigacién involucradas y se esquematiza la forma en que estas se articulan a lo largo del trabajo.

En el Capitulo 2 se introducen las herramientas formales necesarias de teoria cudntica de campos (TCC
0 QFT) asi como también de relatividad general (RG). Sobre teorias de campos, se presenta el formalismo
de Schwinger-Keldysh (SK) para describir problemas fisicos en términos de una evolucién temporal sobre
caminos en el plano complejo temporal. En particular, se presentan los llamados caminos In-Out, In-In y
Térmico, distinguiéndolos seglin sean caminos abiertos o cerrados en el plano complejo. Este tltimo, des-
crito por un camino cerrado, permite el estudio de teorias de campos a temperatura finita. Se describe el
formalismo de teoria térmica de campos (TFD), que también permite el estudio de teorias a temperatura
finita y se muestra que es equivalente a un caso particular del camino térmico. Esta doble descripcién del
sistema serd de utilidad para los objetivos de esta tesis. Se presentan ademds dos realizaciones fisicas de
TFD, el espacio de Rindler y los agujeros negros eternos. Se estudiardn luego el grupo de simetrias confor-
mes SO(d, 2). Se estudiardn algunas de las propiedades salientes de teorias de campos conformes o CFT en
dimensién d general y en particular se mostrard como el grupo conforme restringe la forma de los correla-
dores de una teoria. Como consecuencia de esto, veremos que el estudio de las teorias conformes se realiza
de forma estandar mediante, por ejemplo, el programa de Bootstrap y otros procedimientos que prescin-
den enteramente de una accién para la teoria. En el marco de la dualidad AdS/CFT podremos estudiar
propiedades de teorias de campos conformes mediante técnicas variacionales. Finalmente, presentamos
propiedades generales de los estados coherentes en mecanica cudntica y teorias de campos y una forma de
realizar los mismos mediante evoluciones de sistemas acoplados a fuentes externas cldsicas. Desde el lado
de gravedad, se define la accién de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica A en d+1 dimensiones y sus
soluciones maximalmente simétricas en signatura Euclidiana y Lorentziana con A < 0, H y AdS respectiva-
mente en términos de superficies embebidas en espacios de mayor dimensién. Se estudiaran las simetrias
de estos espacios, observando que coincide con el grupo de simetrias conformes para una dimensién me-
nos, SO(d, 2), y se presentan los distintos parches de coordenadas con los que se cubrirdn estas variedades y
sus superficies de nivel. Se observara que la métrica inducida sobre el borde conforme de AdS define sobre
qué espacio estard definida la CFT dual. Desde el punto de vista hologréfico, los espacios asint6ticamen-
te AdS (aAdS) describirdn distintos estados de la CFT dual. Como ejemplo concreto de esto se introducen,
también para ambas signaturas, las soluciones de agujero negro para espacios con A < 0, duales a un estado
CFT de equilibrio térmico. Luego de presentar el caso general, introduciremos las geometrias BTZ en tiempo
Lorentziano y Euclideo y se estudiaran los diagramas conformes de ambas geometrias. Estas son geometrias
2 + 1 dimensionales localmente AdS/H».; pero que poseen una singularidad cénica. Esto les dard algunas
propiedades similares a las soluciones de agujero negro y su baja dimensionalidad nos permitira realizar de
forma analitica todos los célculos de interés.

En el Capitulo 3 se introduce formalmente la dualidad AdS/CFT o correspondencia gauge/gravedad.
Con este objetivo se presentan un estudio preliminar de lo que se conoce como el limite planar de las teo-
rias de campos o limite N — oo y un resumen de los resultados de teoria de cuerdas que serdn relevantes.
Luego se presenta el primer ejemplo de una realizacion de la dualidad AdS/CFT, presentado por Juan Mal-
dacena a finales de los '90 y que mediante dos descripciones equivalentes del espectro de bajas energias de
una configuraciéon de branas relaciona la teoria de campos A = 4 SYM con una teoria de cuerdas tipo IIB
sobre AdSs x S°. A este ejemplos y otras realizaciones concretas de la dualidad se denominan colectivamente
enfoques de arriba hacia abajo. A continuacién, se presenta lo que se denominan enfoques de abajo hacia
arriba, donde se proponen relaciones generales para sistemas hologréaficos que conectan los observables de
ambas teorias. Presentaremos las prescripcién GKPW y el diccionario BDHM o extrapolar, dos prescripcio-
nes equivalentes. La prescripcién GKPW que relaciona en signatura euclidiana las funciones de particién
de las teorias duales y se muestra como se obtiene una funcién de 2 puntos euclidiana segiin la misma. La
prescripcién BDHM es en cambio un mapa operatorial entre las teorias. El uso de ambas prescripciones en
conjunto seré clave para las observaciones de este trabajo. Luego, se presentan las inconsistencias con el
Principio Holografico a las que lleva una formulacién inocente de AdS/CFT en tiempo real y la prescripcién
de Skenderis y van Rees (SvR), que resuelve estas inconsistencias extendiendo la prescripcién GKPW a tiem-
po real incorporando herramientas del formalismo de SK. Dado un problema de una CFT en términos de un
camino SK, se construye un dual holografico al camino como el pegado de variedades de signatura Euclidea



y Lorentziana de forma que se trabaja sobre una variedad de signatura cambiante. Se estudian entonces las
técnicas de pegado de variedades y campos involucradas en la prescripcién SvR. Finalmente, se presenta
el aporte central de este trabajo, que es la construccién de una familia de estados excitados holograficos
que por costruccién tienen siempre asociada una geometria del lado de gravedad. Se estudiaran algunas de
sus caracteristicas generales y se comprobard en particular que en el limite N — oo estricto los mismos son
estados coherentes. Calcularemos los autovalores de esta aproximacién de los estados y comprobaremos
también que correcciones 1/ N rompen la coherencia de los estados, pero no su interpretacién geométrica.

El Capitulo 4 presenta las aplicaciones de estos estados holograficos a T = 0. En primer lugar, se descri-
be el caso In-Out en detalle para el limite semiclasico de N grande y una CFT dual definida en un espacio
compacto: se arma la geometria dual pegando secciones Euclidianas y Lorentzianas de AdS puro segtin la
prescripciéon SvR, se encuentran las soluciones cldsicas mds generales a las ecuaciones de movimiento de
los campos en cada regién y se muestra como el pegado garantiza que la solucién en la variedad completa
es Unica. Se deriva la accién en la capa de masa de esta configuracién, que contiene toda la informacién de
los objetos a calcular: el producto interno entre los estados excitados hologréficos, los elementos de matriz
de los operadores duales entre los estados asi como también los correladores de la teoria. Se corrobora que
los correladores estén bien ordenados temporalmente, demostrando el correcto pegado de la geometria.
Se obtiene el producto interno entre los estados excitados y se comprueba que no son ortonormales. Se
recalcula el producto interno luego de normalizar los estados y se consigue definir con esto un producto
interno en el espacio de las funciones definidas sobre las fronteras conformes euclidianas de la geometria.
Este producto interno, ademads, es reminiscente de la forma tradicional del producto interno entre estados
coherentes normalizados. Se concluye este ejemplo estudiando los elementos de matriz de los operadores
CFT holograficos en esta base de estados, lo que equivale a determinar completamente el operador en este
subespacio del espacio de Hilbert total, y se encuentra un acuerdo exacto entre los autovalores de los es-
tados coherentes obtenidos en este formalismo y el sugerido por la prescripcion BDHM. En segundo lugar
se presenta el mismo problema en coordenadas de Poincaré, incluyendo ahora interacciones en la teoria
de gravedad. El problema de campos dual describe una CFT en espacio plano donde el N del grupo de
simetrias es grande pero finito y se pueden obtener correcciones orden a orden en 1/N. Se obtienen las
funciones de 2 puntos de la teoria correctamente ordenadas y luego se estudian los estados excitados en
este caso. Las interacciones deforman la naturaleza coherente de los estados, que a primer orden en 1/N
se comportan como estados coherentes-comprimidos. El ejemplo permite sugerir un método diagramati-
co para calcular las correcciones a las contribuciones de los estados excitados a cualquier orden. Se discute
también los casos en donde varios campos interactiian en la teoria gravitatoria, donde los estados excitados
describen estados entrelazados. Por completitud, se incluyen los resultados del caso In-In donde se muestra
explicitamente que el pegado de la geometria determina la causalidad de los correladores de la teoria inde-
pendientemente del ansatz del que se parta. Este ejemplo pondra de manifiesto el rol de las condiciones de
contorno asint6ticas en combinacién con el pegado de geometrias para obtener el correlador adecuado en
cada region de la variedad.

El Capitulo 5 presentan los casos de estudio a T # 0. Se comienza por describir los detalles que lo di-
ferencian del caso a T = 0, tales como la duplicacién de grados de libertad y los distintos ordenamientos
temporales relevantes asi como también la forma en que se resuelven tipicamente los casos a T # 0 en la li-
teraturay cémo esta entra en conflicto con el principio holografico. Se presentan las geometrias duales para
el problema a tiempo real que son un resultado de este trabajo de tesis. El dual geométrico a altas tempe-
raturas se describe con sumo detalle esencialmente siguiendo pasos analogos a los del ejemplo In-Out del
capitulo anterior. Las regiones Lorentzianas de esta geometria estdn conectadas por un agujero de Einstein-
Rosen, ademads de estar conectadas a través de las regiones euclidianas, lo que impone condiciones extra al
pegado de la geometria y debe ponerse especial detalle en la analiticidad de la misma en el interior de la
variedad. Se comprueba que la geometria define univocamente la solucién de los campos en su interior en
términos exclusivamente de informacién accesible desde la CFT dual, recuperando el acuerdo con el prin-
cipio hologréfico. Se chequea primero que esta geometria reproduce los correladores en el orden temporal
correcto. Los estados excitados siguen describiéndose en términos de una sola fuente en el borde confor-
me, pero la excitacion estd definida naturalmente en términos de una rotacion de Bogoliuvob de los grados
de libertad de las regiones Lorentzianas de la geometria en lugar de excitar cada una por separado. El dual
geométrico a bajas temperaturas, AdS Térmico, es menos interesante y es esencialmente una duplicacion



de los casos a T = 0 descritos en el capitulo anterior. Para terminar, se discute un trabajo en construccién
donde se aplican los resultados obtenidos para estos ejemplos en combinacién con herramientas de teoria
algebraica de campos para obtener hamiltonianos modulares para estados fuera del equilibrio térmico en
teorias hologréficas.

Por 1ltimo, el Capitulo 6 contiene un breve resumen de los resultados obtenidos, la discusién de los
mismos y las conclusiones. Se discute también el impacto de estos resultados en el drea asi como también
las perspectivas futuras de trabajo a corto y largo plazo.

En los apéndices A y B se discuten el formalismo de renormalizacién holografica y algunas integrales
demasiado extensas para el cuerpo del texto. El formalismo de renormalizacién hologréfica es el mecanis-
mo estdndar por el cual se regulariza la accién de gravedad en espacios aAdS para remover las divergencias
sobre los bordes conformes. Las integrales relegadas al segundo apéndice son mayormente integrales en el
espacio de momentos que llevan a la versién en espacio de configuracién de los correladores del borde al
volumen y de borde a borde. En el apéndice se discute en detalle las diferencias entre los distintos ordena-
mientos temporales y como estos se relacionan con los caminos de integracion en el plano complejo de la
frecuencia. Se presenta también por completitud el cdlculo de la integral de momentos de la funcién de 3
puntos en coordenadas de Poincaré, donde se hace imprescindible el uso de las isometrias de AdS para su
resolucio6n.
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica teérica de las interacciones fundamentales en el siglo XX estuvo dominada por dos teorias. Por
un lado la Teoria Cuantica de Campos unificé exitosamente tres de las cuatro interacciones fundamentales:
dio el marco para estudiar las interacciones nucleares débiles y fuertes, asi como el electromagnetismo. Esta
teoria unificada, llamada Modelo Estdndar, ha sido probado durante los tltimos 40 afios en grandes acele-
radores como SLAC y LHC [1], mostrando un excelente ajuste de los datos experimentales. Esto impone a
las QFT como la forma més acabada que disponemos para describir la materia fundamental en el régimen
cudntico, al menos a las escalas de energia a la que podemos hacer experimentos controlados. Por otro lado,
la relatividad general de Einstein ha explicado con gran éxito la gravedad clésica. Las mediciones de ondas
gravitacionales de LIGO en 2016 [2] ylas imagenes del centro de la galaxia M87 del telescopio Event Horizon
en 2019 [3], confirman y refuerzan la vigencia de RG como la mejor teoria gravitatoria hasta el momento.

Sin embargo, ambos marcos tedricos alin no consiguen amalgamarse en lo que se suele llamarse una
Teoria del Todo. Desde el marco general de las TCC, incorporar la métrica como un campo mds no ha con-
seguido integrar satisfactoriamente la gravedad en su régimen cudntico, resultando en una teoria no renor-
malizable (sin poder predictivo) o efectiva en el mejor de los casos. Una cuantizacién de este estilo tampoco
seria del todo satisfactoria en un sentido més general, puesto que requieriria la eleccion de una foliacion
temporal en el proceso, lo que entra en conflicto con la invarianza de diffeomorfismos de la RG. En el senti-
do inverso, integrando las fuerzas al marco de la RG, ya sea mediante dimensiones extra y reduccién de KK
o desde teoria de cuerdas, las predicciones que pueden hacerse a las escalas medibles o bien son indistin-
guibles de los modelos vigentes o bien no logran reproducir los resultados experimentales. Atn si esto no
es una demostraciéon de que no haya supersimetria ni dimensiones extra, es evidente que desde el enfoque
tedrico hace falta un nuevo principio guia que ayude a conectar la gravedad con el resto de las interacciones
fundamentales.

Hace poco maés de 20 anos, la conjetura de Maldacena [4] inauguraba el drea que hoy se conoce como
correspondencia gauge/gravedad o AdS/CFT. Formulada originalmente como una dualidad fuerte/débil
entre una teoria de cuerdas tipo IIB sobre AdSs x S° y una teoria A = 4, SU(N) SYM en d = 3 +1, la co-
rrespondencia se refiere en la actualidad a una conexiéon més amplia entre teorias de cuerdas, gravedad y
geometria por un lado, y teorias de campos de gauge en una dimensién menor por el otro, de donde se la
conoce también como dualidad hologréfica. Por su caracter de dualidad fuerte/débil, introdujo la posibi-
lidad de describir teorias de gauge fuertemente acopladas en términos de teorias de cuerdas débilmente
acopladas propagandose en espacios tiempo de pequeiia curvatura y, reciprocamente, permitié estudiar la
dindmica del espacios tiempo fuertemente curvados en términos de teorias de gauge débilmente acopla-
das. Desde entonces la correspondencia AdS/CFT se ha convertido en una herramienta ttil para estudiar
aspectos no perturbativos de las teorias de gauge, cuanto los fenémenos asociados a la gravedad cuéntica.
En este trabajo se hara foco en aspectos formales de la primera posibilidad. La prerrogativa de que toda la
informacién de una teoria de mayor dimension puede accederse a través de otra de menos dimension y vi-
ceversa se conoce como Principio Holografico, que serd un principio guia para el desarrollo de este trabajo.

Es interesante mencionar que el caracter fuerte/débil de la dualidad representa a la vez un atractivo y
una debilidad. El atractivo, como se mencion6 arriba, es la descripcion en términos perturbativos un una
teoria dual de procesos que de otra forma serian dificiles de obtener en la teoria original. Aun asi, por lo
mismo resulta un desafio para demostrarla de forma acabada. Salvo por escasos pero importantes méto-
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dos (integrabilidad, por ejemplo [5]), la teoria de perturbaciones es la herramienta estandar para calcular
observables en una teoria. Por construccién, una expansién perturbativa no puede tener validez en ambas
teorias a la vez, de forma que solo una solucién completa de ambas teorias en todos los regimenes podria
establecer un mapa completo de los observables y asi probar la dualidad. En casos de estudio con gran nu-
mero de (super)simetrias, como por ejemplo el caso A =4, SU(N) SYM en d = 3 +1 mencionado arriba,
algunos observables pueden calcularse de forma exacta para todos los valores de los pardmetros y asi com-
pararse con las predicciones perturbativas de la teoria dual. A este tipo de chequeos no triviales se lo conoce
como holografia de precision [6]. Hasta el momento, la dualidad AdS/CFT ha pasado estos y otros tipos de
chequeo de consistencia[7, 8]. Luego, aiin en su cardcter conjetural, la correspondencia gauge/gravedad se
conforma como una herramienta robusta en el drea de la fisica tedrica de altas energias.

Si bien la propuesta original surge dentro del marco de teoria de cuerdas y concretamente para el caso
del mentado ejemplo de una teorfa de cuerdas tipo IIB sobre AdSs x S° y una teoria A" = 4, SU(N) SYM en
d =3+1, ladualidad ha encontrado un ntimero creciente de mapas precisos entre teorias completas, como
el caso de A" = 6 super Chern Simons y la teoria ABJM [9]. Los casos de estudio, como los anteriores, donde
se tienen de dos teorias concretas consideradas duales y se estudia una u otra usando la dualidad, se suelen
denominar estudios “de arriba hacia abajo”.

Por otro lado, uno podria argiiir que debiera existir un marco general en el cudl dar un diccionario en-
tre teorias sin que esta dependa de forma drastica del caso de estudio puntual. Desde esta perspectiva, se
buscan establecer reglas generales para el estudio holografico de sistemas sin recurrir a una descripcién de-
tallada de las teorias en cuestién. En este sentido, existe consenso en la comunidad en que las propiedades
topoldgicas y causales de la geometria del espacio tiempo son codificadas en los estados y la dindmica de
la teoria cudntica de campos dual. En particular, la conjetura establece que una teoria de gravedad definida
sobre un espacio-tiempo asintéticamente Anti de Sitter (AdS), serd dual a una teoria de campos conforme
(CFT) que podria pensarse definida sobre la frontera conforme del espacio AdS. Soluciones de espacios AdS
que interpolan entre dos valores de constante cosmolégica entre su borde asintético y horizonte de Killing
se interpreta como el flujo del grupo de renormalizacién de la teoria de campos dual entre dos puntos fijos
[8]. También de forma general, una geometria de agujero negro asintéticamente AdS describird la fisica de
la teoria de campos dual a dicha temperatura [10]. Llamaremos a este tipo de abordajes de la dualidad “de
abajo hacia arriba”. Esta serd principalmente la forma en la que discutiremos la dualidad en este trabajo.

Un aspecto interesante y general a comentar acerca de una descripciones duales de sistemas, es que
requiere de una reinterpretacion de lo que suelen denominarse los grados de libertad (GDL) de un sistema.
Podria decirse que en un estudio clasico de teorfa de campos, uno puede escribir una accién que podria
ser un contenido de materia acoplada entre si por interacciones que admiten una descripcién perturbativa.
En este ejemplo, los GDL se piensan como el contenido de materia definido por el lagrangiano de la teo-
ria libre, la constante de acoplamiento es un pardmetro pequeiio A < 1 a determinar por el experimento
y los observables de la teoria interactuante se obtienen como perturbaciones de los resultados libres con
el orden de precisién buscado. La teoria cuantica de campos muestra que solo se obtendrdn predicciones
finitas luego de renormalizar la teoria, lo que lleva a que el valor de la constante de acoplamiento efectivo
de la teoria dependa de la escala a la que se estdn haciendo los experimentos A = A(E). Esto quiere decir
que existirdn genéricamente regiones donde A ~ 1 o incluso A > 1. En estas regiones, no solo pierde validez
la expansion prturbativa, si no que es también cuestionable que podamos extrapolar a esta regiéon nuestra
definicién de GDL del caso debilmente acoplado: para A > 1 no hay ningtn sentido en el cual la parte que
llamamos libre sea distinguible o dominante respecto de los otros términos de forma que es caprichoso
priorizarla para caracterizar la teorfa. En este sentido para teorias de campos, salvo para teorias libres, los
GDL de una teoria general no es algo propio de un sistema si no que solo hay GDL efectivos con validez den-
tro de un régimen de energias. Ahora bien, entre un régimen y otro tipicamente GDL efectivos cambiaran
radicalmente de naturaleza. Ejemplos elementales de esto son QED y QCD. Para el primero, a bajas energias
la teoria estd descrita por electrones y campos de gauge. Sin embargo a altas energias la carga del electrén
se vuelve un pardmetro no perturbativo y no puede afirmarse que las excitaciones fundamentales del vacio
sigan siendo estados con fotones y electrones, si no que serdn nuevos grados de libertad. El caso de QCD
se da en sentido inverso, siendo descrita por quarks (incluso no masivos) a altas energias, mientras que a
bajas energias la teoria se vuelve fuertemente acoplada. El hecho de que la teoria tenga libertad asintoti-
ca hace que si poseamos numerosa fenomenologia de las excitaciones del vacio a bajas energias, que son
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estados confinados de quarks y que conforman la materia hadrénica, protones y neutrones entre otros. Si
bien se conocen modelos efectivos para describir la fenomenologia hadrénica, seria interesante encontrar
una descripcion fundamental de QCD a bajas energias, que ya no serd la accién conocida de QCD, si no que
tendrd nuevos GDL. El objetivo de esta discusion es presentar a AdS/CFT como una herramienta para pro-
veer descripciones no perturbativas de teorias de campos en términos de una teoria radicalmente distinta
con espaciotiempo dindmico y en otro ntimero de dimensiones.

Las primeras prescripciones para trabajar en holografia [11, 12] fueron definidas sobre teorias de signa-
tura Euclidiana. En esta representacion del diccionario hologréfico se conectan las funciones de particiéon
de las teorias duales, estableciendo un mapa entre fuentes externas para operadores locales de traza simple
en la CFT y condiciones de borde en el borde conforme para los campos fundamentales en AdS. En particu-
lar, y como se explicard en més detalle en el cuerpo de este trabajo, las funciones de n-puntos o correladores
de la CFT se obtienen tomando derivadas respecto de las fuentes externas. En esta signatura, la tinica fron-
tera del espacio AdS es su borde conforme donde esté definida la CFT dual. Sin embargo, una extrapolacién
directa a tiempo real de esta prescripcion lleva a aparentes contradicciones con el principio hologréfico: la
informacién que corresponde a los estados inicial y final debe obtenerse o bien de bordes no hologréficos
o bien del interior de la geometria y ninguna de estas regiones ni su informacién son accesibles desde la
teoria de campos dual. Cabe mencionar que en la interpretacion fisica del andlogo euclidiano no hay tal
conflicto, puesto que el sistema se encuentra por construccioén en el estado de equilibrio. Una construccion
consistente en tiempo real de la dualidad es luego de interés al menos como un chequeo de consistencia:
no hay ningin motivo por el cudl la dualidad tenga que admitir solo una descripcion Euclidea. En un sen-
tido menos formal, el calculo Euclideo de observables no siempre admite una extension analitica obvia a
tiempo real. En particular, cantidades como la viscosidad de cizalla en teoria de campos, definida como el
limite a bajas energias de un cociente de correladores de la teoria de campos, resulta dificil de obtener en
ausencia de métodos de extension analitica de resultados Euclideos, donde los resultados suelen estar da-
dos en términos de sumas discretas de frecuencias de Matsubara y un limite de bajas energias no es posible
[13, 14]. En esta tesis se presenta un ejemplo mds sencillo de esto, donde se obtienen correladores de la
teoria a tiempo real que serfan no triviales de obtener solo desde el correlador Euclideo.

Una forma alternativa de trabajar con la dualidad es el mapa BDHM o extrapolar [15]. Este segundo
mapa, equivalente a GKPW [16], es un mapa entre operadores de la teorias duales y permite una descrip-
cién de los operadores de una CFT en el limite planar en términos de operadores escalera de los campos
fundamentales de AdS. En un sentido estricto, en la literatura el mapa extrapolar consiste en el calculo de
los correladores de la teoria de campos mediante la extraccién del orden dominante de los correladores en
AdS cuando sus puntos se llevan al borde conforme. Sin embargo, si uno asume la prescripcién operatorial
BDHM, puede demostrar inmediatamente la prescripcion extrapolar y viceversa. Luego, en este trabajo ha-
blaremos indistintamente de ambas prescripciones aunque preferiremos el nombre de BDHM, la versi6n
operatorial, que es la que nos serd mas ttil a nuestros fines. La relacion operatorial inversa de cuantizar
la teoria CFT para obtener informacién de la gravedad cudntica en AdS se conoce como mapa HKLL [17].
Desde este enfoque usualmente se discute cudnta informacién de la CFT es necesaria para determinar un
operador a medida que este estd mds adentro en la direcciéon radial holografica. Este problema y sus avan-
ces, sin embargo, estd fuera de los objetivos de esta tesis y se refiere al lector a [18] para su discusion.

Una extension de la prescripciéon GKPW a procesos con evolucién en tiempo real en acuerdo con el
Principio holografico fue dada por Skenderis y van Rees (SvR) en [19, 13]En esta, se representan problemas
fisicos en la CFT en términos de caminos de Schwinger-Keldysh (SK) [20] en tiempo complejo. Lo que se
busca entonces es proveer una geometria dual al camino completo SK, que invariablemente serd una va-
riedad de signatura cambiante, como lo es el propio camino SK. El resultado es una prescripcién a tiempo
complejo donde las regiones Lorentzianas representan la evolucion real del sistema mientras que las eu-
clidianas definen el estado en que este se encuentra, en consonancia con la construcciéon de la funcién de
onda de Hartle-Hawking HH [21] para la gravedad cudntica euclidiana.

La construccién del dual geométrico se realizarad separando el camino SK en segmentos de signatura de-
finida, asignando un dual a cada segmento y luego pegando las piezas para armar la variedad completa. Las
reglas de pegado se derivan directamente en el formalismo de integral de caminos pidiendo que cada re-
gi6n defina un buen problema variacional y que las contribuciones provenientes de las regiones de pegado
se cancelen entre ellas. Con esta prescripcién, puede demostrarse que el problema en la teoria gravitatoria
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estd completamente determinado por informacién accesible desde la teoria de campos dual, resolviendo
el conflicto con el principio holografico. La contraparte de esto es el lidiar con una integral de caminos
compleja. Este método de dar con el dual geométrico completo mediante piezas que luego se ensamblan,
sugiere un mapa holografico también por partes para cada segmento. Profundizaremos sobre esta idea en
el cuerpo del trabajo.

Otro aspecto que resuelve la prescripcién SvR al estar embebida en el formalismo de SK, es que logra
reproducir sin ambigiiedades los distintos tipos ordenamientos temporales. Por ejemplo, los correladores a
T =0 en teoria de campos y la respuesta lineal de un sistema a T # 0 requieren de un ordenamiento tem-
poral de Feynman y causal respectivamente. Desde la prescripcién euclidiana tradicional los reguladores
adecuados deben imponerse a mano y con intuicién fisica, lo que puede resultar no trivial, especialmente
en teorias interactuantes. Esta ambigiiedad no tiene lugar desde el formalismo de SK: ambos problemas
corresponden a distintos caminos en el plano complejo temporal y llevan directamente a los resultados
correctos en cada caso. El correcto ordenamiento de los correladores obtenidos por célculos hologréficos,
contrastados con los resultados esperados de célculos directos en la CFT, se usara durante la tesis como
chequeo de consistencia de que las geometrias consideradas estdn bien construidas.

Un aspecto relevante de esta prescripcién es que sugiere la existencia de dos tipos de fuentes exter-
nas que uno puede encender en la teoria. Las fuentes externas en las regiones Lorentzianas se interpretan
inmediatamente como los objetos anélogos a las fuentes externas Euclideas en la prescripcion GKPW, i.e.
aquellas sobre las cuales se deriva para encontrar los correladores de la teoria. Por otro lado, aparecen en
este formalismo ademads regiones Euclideas sobre las que pueden encenderse fuentes. Como se menciond,
en su trabajo original [19, 13] los autores consideraron el caso de fuentes Euclideas nulas, en acuerdo con lo
propuesto por HH para la funcién de onda del vacio. La insercién de fuentes en las regiones Euclideas del
camino y la caracterizacién de sus efectos en el marco de AdS/CFT serad el eje central de esta tesis.

El resultado més importante de este trabajo es el haber generalizado la prescripcién SvR para estados
excitados holograficos mediante la insercion de fuentes Euclideas. Por estados excitados hologréaficos nos
referimos a estados que pueden definirse de forma no perturbativa en términos de los GDL de cada teoria
a ambos lados de la dualidad y que por construccién siempre tienen asociada una geometria dual en la
teoria gravitatoria. El estudio llevado a cabo nos permite caracterizar a estos en el limite planar de la CFT
como excitaciones coherentes del vacio en términos de los operadores escalera de la teoria de gravedad. En
este limite entonces los estados bajo estudio representan una base (sobrecompleta) del espacio de Hilbert.
Correcciones a este limite romperan el cardcter coherente, pero a todo orden perturbativo los mismo man-
tienen una geometria dual asociada. Se conseguird dar ademaés, merced de su cardcter geométrico, un juego
de reglas diagramadticas para calcular las correcciones al comportamiento coherente a todo orden. Estudia-
remos aplicaciones de esta construccion a distintos caminos de SK que describen sistemasa T =0y T # 0.
Los ultimos serdn especialmente interesantes en tanto su estado estd definido por una matriz densidad y la
descripcion de los estados excitados en este caso requiere de un estudio més detallado.

A continuacién, en los Caps. 2 y 3 se presentan las herramientas necesarias para los estudios que se
llevaran a cabo en el trabajo. La Sec. 3.5 presenta la construccion formal y caracterizacién de los estados
excitados holograficos, punto central de la tesis. En los Caps. 4 y 5 presentaremos las aplicaciones de esta
construccion asistemasa T'=0y T # 0 respectivamente. En los Aps. Ay B, se presentan el procedimiento de
renormalizacién hologréfica e integrales en el espacio de momentos dejadas fuera del cuerpo del trabajo.
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Capitulo 2

Campos y Gravedad

En este capitulo presentaremos aspectos preliminares tanto de teoria cudntica de campos (TCC o QFT)
como de relatividad general (RG) que serdn necesarios para este trabajo. En primer lugar, definiremos las
funciones de correlacién y explicaremos su rol central en TCC. Generalizaremos la definicién estdndar de
estos objetos a caminos complejos en el tiempo, conocidos como formalismo de Schwinger-Keldysh (SK)
y presentaremos los caminos que serdn de interés para las aplicaciones en los Caps. 4 y 5. En segundo lu-
gar presentaremos el formalismo de Teoria térmica de campos (TFD) y veremos que este el equivalente al
estudio de un camino particular descrito en la seccion anterior, lo que serd de mucha utilidad para las apli-
caciones a T finita en el Cap. 5. Estudiaremos también el grupo de simetria conforme, su dlgebra y cémo
estas simetrias restringen las funciones de correlacién. Estas restricciones son tales que proponen una nue-
va forma de estudiar estas teorias que evita cualquier relacién a una accién concreta. Luego, introduciremos
espacios de constante cosmoldgica negativa en signatura Lorentziana (AdS) y Euclidea (H) y estudiaremos
las isometrias que los definen, SO(d, 2). A partir de ellas, veremos que podemos definir una teoria conforme
a partir de una accién en AdS, recuperando el dlgebra conforme. Esto nos permitird recuperar un princi-
pio de Hamilton para teorias conformes que no siempre existe o puede definirse. Presentaremos ademas
geometrias de agujeros negros sobre espacios asintoticamente AdS (AdS-BH) ademas de presentar las coor-
denadas en las que trabajaremos.

De forma general a lo largo del trabajo, definiremos las teorias de campos sobre espaciotiempos d =
(d—1)+1 dimensionales con capmos fundamentales A, atn si no estamos hablando puntualmente de una
teoria de gauge y O para operadores locales que podrian o no ser compuestos. Las teorias de gravedad se
definirdn sobre espacios d + 1 dimensionales y los campos fundamentales se notardn ®, con condiciones
de contorno en el borde conforme ¢, también independientemente del caricter tensorial del mismo. Esto
obedece mayormente a la notacioén estdndar de la bibliografia sobre la correspondencia AdS/CFT.

2.1. Teorias de Campos

En esta seccién, presentaremos aspectos relevantes para esta tesis sobre teoria de campos en espacio
plano. En primer lugar, introducimos lo que en el contexto de este trabajo llamaremos colectivamente el
formalismo de Schwinger-Keldysh (SK) para describir sistemas fuera del equilibrio. De forma resumida, el
formalismo permite interpretar algunos procesos fisicos de interés como la evolucién del sistema sobre
un camino en el plano complejo temporal. En un sentido m4s estricto suele denominarse camino SK a un
camino particular de la familia que describiremos, pero en este trabajo llamaremos caminos SK indistinta-
mente a todos los ejemplos de interés para este trabajo llamados: In-Out, In-In y Térmico, los cuales pre-
sentamos en la misma seccién. Los tltimos dos, In-In y Térmico, presentan trayectorias cerradas en tiempo
real, aunque el camino In-In es un camino abierto en el plano complejo. Mostraremos c6mo se tratan los
caminos cerrados en el formalismo de integral de caminos. A continuacion, se presenta el formalismo TFD
o teoria térmica de campos para estudiar teorias de campos a temperatura finita. Veremos cémo este for-
malismo, en principio independiente queda contenido en un caso particular del camino Térmico del for-
malismo SK, pero explota simetrias propias de su formulacién que serdn de gran utilidad para este trabajo.
Como ejemplo o addendum, presentaremos una derivacion de lo que se conoce como efecto Unruhy lo re-
lacionaremos con la analiticidad de los campos que viven sobre una variedad. Luego discutiremos el grupo
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de simetrias conformes SO(d,2) (0 SO(d + 1,1) en signatura Euclidea) y las restricciones que impone a una
teoria de campos invariante frente al mismo, que denominaremos CFT. Por tltimo discutiremos propieda-
des generales sobre estados coherentes en el marco de teoria de campos. Mostraremos que componen una
base sobrecompleta de estados del sistema con la propiedad de tener siempre asociado una interpretaciéon
clasica en términos de posicién y momento o de configuraciéon de campo y momento canénicamente con-
jugado en teoria de campos. Mostraremos ademads que sistemas libres en su estado fundamental acoplados
a fuentes externas durante un periodo de tiempo arriban naturalmente a un estado coherente [22]. Deter-
minaremos también de forma cerradas los autovalores para este caso y discutiremos algunas extensiones a
dicho mecanismo de creacion de estados excitados por evolucién unitaria de un sistema.

2.1.1. Formalismo de Schwinger-Keldysh

En esta seccién presentamos lo que llamaremos formalismo de Schwinger-Keldysh [20] (SK), herra-
mienta troncal de la prescripciéon de Skenderis y van Rees. En resumen, dicho formalismo permite rein-
terpretar procesos fisicos de interés en términos de integrales sobre una sucesién de segmentos orientados
de signaturas pura Euclidea o Lorentziana en el plano complejo temporal. De forma general, los segmen-
tos Lorentzianos describirdn la evolucién en tiempo real del sistema, mientras que los segmentos Euclideos
describiran el estado del sistema. Como se mencioné mas arriba, en la literatura suele denominarse camino
SK solamente a un camino particular cerrado en el tiempo que mostraremos mads abajo. En esta tesis, sin
embargo, llamaremos genéricamente formalismo SK a cualquier camino sobre el plano complejo temporal
que describa un proceso fisico.

Caminos abiertos

Motivaremos el formalismo de Schwinger-Keldysh explicando c6mo reescribir un proceso de dispersion
de particulas como un camino en el plano complejo temporal formado de 3 segmentos: dos Euclideos que
construyen por separado el estado inicial y final y uno Lorentziano que describe la evolucién unitaria del
sistema entre uno y otro estado.

Se parte de la expresion estdndar para calcular la funcién de 2 puntos de un campo local @, que toma-
mos escalar por conveniencia, en una teoria con hamiltoniano H = Hy + Hj, donde Hy es un Hamiltoniano
que puede resolverse de forma exacta y H; describe interacciones que al menos formalmente pueden to-
marse como perturbaciones de H. Esto se escribe como [23],

—i 72 deH (1)
QTOEOGNY = lim  O10oiy)e” 77 1o @.1.1)
T—oo(1—ie) <O|T{e_lf—T/2dtH1(t)}|O>

donde |Q) es el vacio exacto de la teoria interactuante H = Hy + H; que se asume Unico, |0) el vacio de Hy,
O1(x) el campo escalar en el esquema de interacciones y T{...} es el operador de ordenamiento temporal.
En (2.1.1) hemos hecho explicito el limite T — oo(1 — i€), que permite conectar el vacio |Q), en principio
desconocido, con |0) que nos es accesible. Explicaremos esta conexion para entender un primer ejemplo de
un fenémeno fisico en términos de un camino en el plano complejo temporal.

Se parte del estado de vacio de la teoria libre Hy en un pasado remoto (T — —o0) y se encienden adia-
baticamente las interacciones hasta obtener un sistema Hy + H;. La evolucion del vacio libre luego de un
tiempo T es

. m .
e 10y = ¥ e BT (5]0)|n)
n=0

=e BTy |y + Y e EnT (nj0y|n)

n=1

= BT [(Q)0y| ) + Y e )T (pj0) ) @.12)
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donde se asume que existe una base |n) de autoenergias E,, del hamiltoniano completo H. El primero de
estos estados es por definiciéon |Q) con energia Eq < Ej, Vn = 1. Si es correcta la hipétesis de que H; pue-
de describirse como una perturbaciéon de Hy, resulta que necesariamente (n|0) # 0. Si ademads el sistema
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Figura 2.1: (a) La figura muestra el camino sobre el plano complejo temporal que toma el formalismo tra-
dicional de dispersion en teoria cudntica de campos. Aunque el corrimiento del eje real € es pequerio, dado
que T — oo, tanto la componente real como imaginaria del camino se hacen infinitas. Este camino lleva
a un propagador de Feynman. (b) Se muestra el camino del formalismo In-Out sobre el plano temporal
complejo ya como 3 segmentos de signatura definida.

evolucion6 adiabédticamente entre un hamiltoniano y otro, el periodo de tiempo T necesario para cambiar
de un Hamiltoniano a otro es infinito, de forma que la expresién anterior vale estrictamente en el limite
T — oo. El dltimo paso es notar que por construccion, (E, — Eq) >0, Vn = 1, de forma que deformando la
evolucién temporal como T — T(1 — i¢), la evolucién unitaria adquiere una componente exponencial que
suprime todos los términos respecto del primero, i.e.

y y e~ 1HT o)
lim e Toy=_lim e Qo) +...; = |~ lm ———
T—oo(1—i€) T—o0o(1—i€) T—oo(1-ie) (2|0)
El camino descrito por el limite se muestra en la Fig. 2.1(a).

El objetivo central de esta derivacion es mostrar que ya en los procesos mds candénicos de teorias de
campos aparece al menos como herramienta de cémputo los caminos en el plano complejo de tiempo. En
un sentido mds amplio, las propiedades analiticas de los correladores y otros observables juegan un rol cen-
tral dentro en una QFT en general. En un sentido inmediato a los efectos de esta seccién, recordaremos que
uno puede construir la matriz densidad de un sistema en equilibrio térmico como una extensién analitica
del operador de evolucion unitaria. Otros ejemplos son la ubicacién de los polos en el plano complejo w de
las autofunciones de energia, que determinan si estdn asociadas a la creacién o aniquilacién de particulas
o la caracterizacion de las funciones de Green retardadas o avanzadas, que también se caracterizan segin
sean analiticas en el semiplano inferior o superior para @ complejo. De forma general, debemos pensar a
los objetos definidos en QFT como la extension analitica de la funcién misma en todas sus variables y a los
polos de las mismas como informacion fisica relevante para el sistema.

Un segundo motivo por el cual enfatizar esta propiedad general de las QFT, es que esto no es propio
para otras teorias fisicas y en particular no lo es para la Relatividad General. Si bien la misma se sirve de
extensiones analiticas en situaciones de mucha simetria, no es condicién necesaria que una métrica tenga
una extensioén analitica iinica para ser considerada fisica y debido a la invarianza de difeomorfismos, distin-
tas foliaciones temporales llevan a distintas posibles extensiones analiticas de una misma métrica [24]. Un
ejemplo inmediato de esto son las soluciones para agujeros negros rotantes [25], donde los términos cruza-
dos en la métrica hacen que una rotacién de Wick no lleve la métrica real original a una métrica real, si no
a una compleja. Otro ejemplo de profundo interés en RG es el proceso de colapso de materia, la formacion
de un agujero negro y su posterior evaporacién. No es claro que la evolucién de un sistema gravitatorio en
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presencia de un agujero negro sea de naturaleza unitaria. Si bien volveremos sobre este punto varias veces
a lo largo de este trabajo, diremos lo siguiente: si la dualidad AdS/CFT, que presentaremos en el préximo
capitulo, describe completamente teorias de gravedad en términos de teorias de campos y viceversa, es-
ta disparidad en la importancia de la analiticidad en las teorias podria ofrecer algin tipo de informacién
acerca de los agujeros negros y de propiedades de la correcta teoria de gravedad cudntica. En particular, el
argumento mads s6lido a favor de que la evolucién de los agujeros negros puede explicarse mediante una
evolucién unitaria proviene de AdS/CFT.

En un lenguaje de integrales de camino, los correladores de un operador local & de la teoria se obtienen
mediante su funcién generatriz

Z1j) Ef@A#e—iS[A#]—ifj@’ (2.1.3)

donde hemos omitido las variables de integracién por simplicidad, [ j& = [ dx“j(x)@(x), hemos denomi-
nado colectivamente A, a los campos fundamentales de la QFT, S[A,] es la accion para dichos camposy j
es una fuente externa para el operador @, que deforma la accién. La naturaleza tensorial de j seré el adecua-
do para contraer todos los indices del operador & del que es fuente. Es inmediato ver que tomar derivadas
respecto de j paraluego tomar el limite j — 0 permite obtener todas las funciones de n puntos de . Notar
que O no tiene por qué ser un campo fundamental de la teoria si no que puede ser también cualquier ope-
rador compuesto. Esto serd relevante en el proximo capitulo al tratar con teorias de Yang Mills. De forma
natural, puede extenderse este mecanismo a cualquier nimero de operadores O

A partir de (2.1.3), uno puede obtener las funciones de n puntos conectadas ordenadas temporalmente

como 5m1 Z[ ]
n n n ]

T 10} ) = ——F—

{ [1o ) el

donde la expresion “conectadas” refiere a que este objeto solo toma en cuenta los procesos en los cuales los
n operadores estdn contraidos con los demds y no intervienen aquellos que puedan describirse en términos
de funciones de m < n puntos.

En el lenguaje de integrales de caminos, la definicién (2.1.3) ya tiene incorporada la foliacién tempo-
ral usada y solo es capaz de calcular funciones de n puntos ordenadas seglin se ordena el camino sobre
la que esta definida. Veremos esto con mds detalle al presentar otros caminos de SK més adelante. Asi co-
mo estd escrita, es implicito que la funcién generatriz (2.1.3) estd definida sobre un camino en tiempo real
t € (—00,00), aunque con una deformacién hacia tiempos complejos similar a la definida anteriormente
T — T'(1-1ie). Hacer explicita la integracién sobre esta curva deformada es engorroso desde el punto de vis-
ta notacional y operativo, puesto que la accion y los campos se vuelven todo el tiempo variables complejas.
Para simplificar el anélisis, podemos aprovechar el hecho de que no haya singularidades del lagrangiano
sobre el camino de la Fig. 2.1(a), para deformarlo al camino que muestra la Fig. 2.1(b) en términos de seg-
mentos verticales y horizontales, donde la accién es, por segmentos, solamente Euclidea o Lorentziana.
Llamaremos a este camino In-Out.

La expresion de (2.1.3) sobre el camino de la Fig. 2.1(b) puede escribirse,

(2.1.4)

Zgljl = f P Ay e ST O
€

~Sor T3 R O S . 4T
= | DA DA, Zeljs A2 2L A 2 AT 2 Zeljvs AT 2, (2.1.5)
T
donde A*? son condiciones iniciales y finales para cada segmento, sobre los que se integra para describir
la funcién generatriz total, {j., jr} son las fuentes en cada regién y hemos distinguido las tres secciones del
camino como distintas funciones generatrices sobre recorridos de distinta signatura,

T
At2

T A7% . T T
Zglj; A7) = f DAy A0 7 AT AT = f
0

_T
A2

P A e S 10 (2.1.6)
con una definicién anéloga para Zg|[j;; Atz

Aclaremos algunos aspectos sobre (2.1.5). La propiedad de evaluar una funcién generatriz por partes
para luego pegarlas, esquemdticamente

Za—c :fdbzaabzb—w ’
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no es una particularidad de este formalismo si no una propiedad general en QFT. Lo interesante de usar
esta propiedad en este contexto es que permite en este ejemplo identificar cada uno de los segmentos con
un proceso fisico: Los segmentos Zg| jJ_,;AJ—'%] corresponden a la preparacién del estado final/inicial del
proceso de dispersion respectivamente, mientras que la seccién Lorentziana Zy[jr; A7 ; A*gl describe la
evolucion fisica del sistema en tiempo real.

Por ultimo, notar que en las medidas Euclideas integramos solo sobre configuraciones que se anulen
en 7 = +oo. En la misma linea que (2.1.2), se puede argiiir que una evolucién Euclidea por un periodo in-
finito de tiempo proyecta siempre sobre el vacio de la teoria, donde todos los campos estdn apagados. Un
razonamiento alternativo es pensar que para intervalos muy grandes de tiempo en los cuales evoluciona un
sistema (un experimento de dispersién completo toma en principio un tiempo infinito) la fenomenologia
no debiera ser sensible a la configuracién precisa en la que los campos estaban a un dado instante. Desde
este punto de vista, se argumenta que esta informacién debiera solo contribuir a una constante que puede
absorberse en una redefinicién de la funcién generatriz.

Con esto en mente, es claro que j; juega el rol de la fuente andloga a la de (2.1.4) respecto de la cual
derivar. Los roles de j. no son inmediatamente claros atin y postergaremos la discusién de los mismos,
notando que haciendo j. = 0 recuperamos la evolucion sin deformar en (2.1.2). Estas integrales de caminos
para j. = 0 preparan el estado de vacio de una teoria S[A]. Intuitivamente entonces, la integral de caminos
Euclidea con j. # 0 llevard a estados distintos del vacio. Estudiaremos sus propiedades al final del presente
capitulo. Un proceso anélogo a este para teorias de gravedad fue concebido por Hartle y Hawking [21], que
utilizaremos en el préximo capitulo. Hacemos notar que volveremos recurrentemente a este método de
construir el estado de vacio de una teoria mediante integrales de caminos Euclidea.

Antes de pasar a estudiar caminos cerrados en el tiempo mencionaremos un aspecto general del tra-
bajo. En todo nuestro desarrollo, usaremos métricas mayormente positivas para signatura Lorenztiana y
completamente positivas para Euclideas. Esta convencidn facilita pasar mediante rotaciones de Wick de
una signatura a la otra evitando signos globales. Dicho esto, también hay un sentido preciso en el cual tie-
nen sentido fisico las rotaciones de Wick, que en nuestra convencién es t — —iT y en consecuencia 7 — it,
lo que lleva naturalmente de operadores evolucién unitarios e~ 7’ a decaimiento de exponenciales reales
e 17 de forma similar a (2.1.2). En este sentido también, notamos que una descripcién paramétrica del
camino orientado de la Fig. 2.1, la seccion vertical que describe el estado inicial y que estd en el semiplano
complejo superior puede describirse con un pardmetro A = —i7, con 7 € (—oo, 0] y lo anélogo para el estado
final con otro 7 € [0,00). Mantendremos esta convencién para todo el trabajo.

Caminos cerrados

Ya justificada la presencia de los caminos a tiempo complejo y su estudio, introduciremos un nuevo
tipo de camino que surge al estudiar valores de expectacién para sistemas fuera del equilibrio. Veremos que
podremos interpretar el cdlculo como un camino cerrado (de ida y vuelta) sobre el eje temporal real. Este
formalismo implica la duplicacion de los grados de libertad del sistema y entre otras cosas permite calcular
correladores de operadores en distintos ordenamientos temporales. La importancia de esto reside en que,
por ejemplo, para teorias en equilibrio a temperatura finita, la respuesta de un sistema a la inserciéon de
un operador estard dada en términos del correlador causal (que se llama tipicamente funcién respuesta en
este contexto) y no del correlador de Feynman de vacio tradicional’en QFT. De forma general en signatura
Lorentziana hay mds de un ordenamiento temporal que es fisicamente relevante.

Sobre los distintos ordenamientos temporales haremos también un comentario. Si bien para una teoria
libre en el vacio se suele recurrir al calculo de un correlador Euclideo (que es tinico) y luego obtener el co-
rrelador adecuado haciendo una rotacién de Wick acorde, sorteando los polos en el plano complejo de una
manera determinada, este procedimiento no siempre puede usarse para todos los casos de interés. Nue-
vamente, en el caso concreto de teorias a temperatura constante los correladores Euclideos se expresan en
términos de una sumatoria discreta sobre frecuencias de Matsubara [26, 27]. Hacer una extension analitica
de una serie infinita de términos no siempre es algo que sea posible y en un sentido menos formal, una base
discreta de frecuencias obstruye el célculo de cantidades como la viscosidad de cizalla, que en teorias de
campos se define como un cociente de correladores en el limite w — 0 de bajas frecuencias[14, 13]. En un
sentido mds operativo, el cdlculo de objetos més complejos de teorias de campos motiva la formulacién de
un método que permita obtener directamente las cantidades fisicas a tiempo real.
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Figura 2.2: Se muestra en azul la interpretacién de la evolucion cerrada en el tiempo de la toma de una traza,
junto con los operadores que generan cada tramo.

Se parte de un sistema con un hamiltoniano que podria depender del tiempo, H(¢), y en un estado
descrito inicialmente por una matriz densidad p(—7/2) para un instante —7/2. Para T suficientemente
grande, uno puede pensar nuevamente que el sistema parti6 del estado de equilibrio de alglin hamiltoniano
Hj que adiabéticamente fue convirtiéndose en H(f). Para un tiempo ¢, puede encontrarse p(t) resolviendo
la ecuacién de movimiento

0:p(t) =—i[H(1),p(D)]. (2.1.7)

La soluciéon formal de esta ecuacién diferencial es

t/

p() = U(t,—=TI2)p(-T/2)U(-TI2,1), Ut t) = T{exp (—i H(t)dt)} (2.1.8)
t

El valor de expectacién de un operador € (¢) se define como

O = tr{iC (1) p (1)} _ t{U(=T/2,0)0(1) U(t,—-T/2) p(—T/Z)}. 2.1.9)
tr{p (1)} tr{p(0)}

El corazén del formalismo de Schwinger-Keldysh es interpretar el lado derecho de (2.1.9) como una evolu-
cién desde una configuracion inicial en —7/2 hasta t, donde de aplica el operador € (¢), para luego volver
a —T/2, como se muestra en la Fig. 2.2. Notar que la evolucién temporal en la primera mitad de la curva
es opuesta a la de la segunda mitad. El cdlculo, por ejemplo, de una funcién de 2 puntos sobre el camino
de regreso en este formalismo llevara a un propagador ordenado tipo Dyson, i.e. en sentido anti-temporal.
Mais adelante mostraremos explicitamente coémo se realiza esto en el lenguaje de integral de caminos.

Notar que la funcién de particién puede calcularse como el valor de expectacién del operador identidad,
ie.

tr{p(}  tip(-T/2U(-T/2,0U(t,-T/2)} _tr{p(-T/2)}
trip(-=T/2)} tr{p(-=T/2)} Ctrip(=T/2)}

SK = =1, (2.1.10)
donde en la segunda igualdad utilizamos la propiedad ciclica de la traza y U(t, t)U(t',t) = U(t, t) = 1 por
unitariedad.

Para construir una funcién generatriz a partir de esta funcién de particién trivial, la deformaremos de
la siguiente manera. En primer lugar notar que se puede extender la curva cerrada sobre la cual se inte-
gra desde —T/2 a T/2, insertando la identidad de la forma 1 = U(¢, T/2)U(T/2, t) tanto en (2.1.9) como en
(2.1.10). De esta manera se logra asociar a todos los observables de la teoria con el mismo camino indepen-
dientemente de donde estén siendo observados. En particular, sobre (2.1.9) en la interpretacién de camino
cerrado, la insercion de la identidad a izquierda o derecha de &' (t) inserta al mismo en el camino de ida o
de vuelta, de forma que el sistema/formalismo no distingue entre uno y otro caso.

En el formalismo tradicional de SK, se deforma simétricamente el Hamiltoniano como H(t) — H(t) +
0 j/2 con una fuente externa j para obtener valores de expectacién de operadores como

0Z[j]

)= 6j lj=0

(2.1.11)
Notar que dado que Z[0] = 1, tomar la derivada de 6 Z[ ]| j=o = 6 In Z[ j]| j=o.
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De forma mds general, uno puede deformar el hamiltoniano con dos fuentes independientes en los ca-
minos de arriba y abajo. De este modo, el sistema queda descrito por el doble de grados de libertad que
en el sistema original, evolucionando cada uno con un hamiltoniano H(t) — H(t) + O j.. Esta serd la for-
ma en que trabajaremos para caminos cerrados en esta tesis. El formalismo tradicional puede recuperarse
tomando j; = +j/2 al final de cada célculo.

Aqui, es central notar que si bien las teorfas no interactuan entre ellas, sobre el punto 7/2 los campos
si estdn identificados A, (T/2) = A_(T/2), lo que representa una condicién final/inicial para los GDL A4. A
este vinculo se suma que las teorias a —T/2 se encuentran en el mismo estado p(—T/2). En consecuencia,
veremos que esta funcién generatriz contiene ahora informacién de mds de un tipo de propagaciéon de
informacién en nuestro sistema y que el orden de derivacién de las fuentes j. es relevante. Dicho de otro
modo, en términos del espacio de Hilbert de la teoria duplicada, el correlador de la teoria ya no es un escalar
sino una matriz de 2 x 2 que, en un caso general, no seré simétrica.

Calcularemos ahora esta matriz para un caso explicito de un sistema de osciladores libre @, H = wa'a,
que alcanza para mostrar las propiedades que describimos en el parrafo anterior. Tomaremos el estado
inicial p(—T/2) = e PH el de una teoria en equilibrio a temperatura T = 7. Calcularemos la funcién de
particion (2.1.10) para este sistema. A lo largo de todo el ejemplo mantendremos la notacién ¥7/2 para los
puntos iniciales y finales del camino. El limite T — oo puede tomarse al final de los cdlculos para evitar tener
una escala dimensional T esptrea en el problema.

El denominador puede obtenerse mediante un cdlculo estdndar de mecdanica estadistica, permite cal-
cular la traza de la matriz densidad, i.e. [27]

1

EPNUEE S S
trip(-T/2)}= ) e p—

n=0
donde hemos llamado w a la energia del estado fundamental. El célculo del numerador requiere de ma-
yor cuidado para imponer correctamente los vinculos del sistema. Dividiremos entonces el camino en
N secciones infinitesimales de longitud 6; como se muestra en la Fig. 2.3, donde @; i = 0,...,N/2 e i =
N/2+1,..., N representan a los campos O, respectivamente. Usaremos el operador identidad en la base de
estados coherentes

1 :f@@j e %i16,)(0,1, (16 = %O (2.1.12)

Notar que el instante fy/2 = fn/2+1 son el mismo y representan las condiciones finales/iniciales de los cam-
posO.,i.e.O.(+T/2)=0_(+T/2). Trabajaremos en detalle el ejemplo de N = 6. Para este caso el numerador
de (2.1.10) toma la forma

Zsg =t{U(=T12,)U(t,—T/2)p(-T/2)}
=(06|U_5,105) (O5|U_5,104) {O411103) (O3|U 15,102) (02|U.+5,101) (O1|p(— T /2)|Gs). (2.1.13)

donde U,s, = et ~ 1 T iHS, es el operador evolucién temporal en el intervalo infinitesimal §;. A la
mitad de la trayectoria 6; = #4 — 3 = 0, lo que impone el vinculo 0. (+T/2) = G_(+T/2). Notar la presencia
de p(—T/2) = e P en el tltimo factor. Su valor de expectacion de la base coherente puede obtenerse con el
del hamiltoniano H = wa'a, que en este caso libre es

(O;|H|0}) (Oilp(=T/2)|0}) s (GilU-5,10;)
——— =w0;0;, = ¢ P000; ——————— =1Fiw0;0;6;.
(©:16;) ’f (©:106}) (0:16;) T
La funcién de particion (2.1.10) puede escribirse en notacién matricial como
[ -1 e~Pe ]
ho -1
6 —iY® _ 0:G;lo; 1 h -1
ZSKz(l—e‘ﬁw)f]‘[@@je =1 7161 05 iG] = 1 , (2.1.14)
j=1 -
h+ _1
hy -1

donde h. =1+ iwd;. Los elementos diagonales provienen de la insercién de la identidad en términos de
estados coherentes (2.1.12), los términos en &, salen de la evolucién temporal infinitesimal, mientras que el
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Figura 2.3: Se discretiza el recorrido de la Fig. 2.2 en N secciones infinitesimales de longitud 6 ¢. Se observa
ademads que /2 = tN/2+1-

p = e P arriba ala derecha viene de el tiltimo factor en (2.1.13). Notar el factor 1 en el elemento i GR}/Z N/2+1

que empalma los campos de arriba y de abajo.
La integral en los campos es gaussiana y se resuelve por métodos estandar,

6 :y 6 -1 1- e_ﬁw
T =(1—e B f DO elzj,j’ﬂ@Jij’@j S S—
sk =1 ) lznl : det[-iG1]

donde
det[-iG N =1-eP°h_h )N 1=1-eP11 +a)26%)N_1 ~ 1= e P dt(N-1) Noo e Po,

donde usamos que §2(N—1) ~ N~! — 0 en N — oo, recupetando Zsk = 1. La ventaja de este procedimiento
es que invirtiendo la matriz —iG~! se pueden obtener los correladores, i.e.

(ﬁi@ﬂ:iGij» (2.1.15)
donde iG;; se obtiene invirtiendo (2.1.14),

1 e Pon_p2 e Pop? e hop? e Pon, e o

h_ 1 ePon_n? | ePon_n? e Pn_h, e Pn_
oo 1 h? h_ 1 e PoR2h: e Pn’h, e Pon?

U det-iG™ h2 h_ 1 1 e PopZp, e Popz |
K2 h, h_h, h. h. 1 e PopZp,
| W2 h? h_h? h? h? hy 1

de donde se puede ver explicitamente que la matriz de correladores no es simétrica y que por tanto los
vinculos efectivamente hacen relevante el orden en que se toman las derivadas de la fuente. Si se indican
los elementos de esta matriz con los indices i, j = 1,2,...,N, N,...,2,1, donde los primeros (4ltimos) N co-
rresponden al campo G (0-), los elementos de esta matriz pueden separarse en cuatro grupos,

_ e—ﬁwhi—lhf*I
0+i0-j)= e
_ RYRN (RN Rl
0-i0+)) = qaicT = den=ic 1
1Oy i) = _— X .. .
iO+] detl=iG™ ™ | g=Po(p_p)N-1 sij<
0.0 y= o Jen g sl
0-i0_j)= detl-iG 1] * 1 ii<j
sii<j

En el limite N — oo, recordando que hy =1+ iwob;y tj =06,

(hoh)N =1

j
i —

etiwﬁ,j — eiiwt
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se obtiene finalmente la matriz de propagadores, que notaremos

Qijnwe—ia)([[—tj)+6ji(nw+1)e—iw(ti—[j) ‘ nwe—iw(l’i—l’j)
(ny + ettt | 0ij(ng+ e~ 46 ;n, e @1

iG= (2.1.17)
donde n, = (¢“f —1)"! es el factor de Bose, 6; j =0(t; — t;) es notacion para la funcion de Heaviside y donde
pueden identificarse el propagador de Feynman y de Dyson como los elementos diagonales.

En este punto volvemos sobre un aspecto de suma importancia en este formalismo. Para caminos abier-
tos, el ordenamiento del camino es vinculante con el ordenamiento de los operadores que uno puede ob-
tener mediante el una integral de caminos: se obtendrdn siempre correladores ordenados segtn la orienta-
cién de caminos, lo que denotamos T{...} o 22{...} seglin sea una evolucién pura Lorentziana o un camino
en el plano complejo. Para caminos cerrados en general y para SK en particular, la nocién de un ordena-
miento &{...} univoco para correladores, por ejemplo, es esquivo puesto que ya no hay una tinica forma de
conectar 2 puntos sobre el camino. Lo que acabamos de mostrar con el ejemplo anterior, es que este tipo
de integrales de camino, a través de los vinculos, lleva a una matriz de propagadores, cuyos elementos no
diagonales representan los correladores

nee U = (0, (1)0- (1)) # (O ()04 (1)) = (1 + ny)e” ™1 (2.1.18)

Notar que el primero de ellos es el que parece fuera del orden sugerido por Z?{...} y sin embargo nos es
accesible desde la integral de caminos.
Es directo extender este andlisis para una teoria de campos. En notacién continua, la accién se escribird

SK

donde el subindice SK una vez mds indica que se integra sobre la curva de tiempo cerrada descrita en la
Fig. 2.2 y el signo relativo viene del sentido opuesto de sus coordenadas temporales. Es importante recordar
que si bien las teorias no son interactuantes, los campos @ ;. estan relacionados por el vinculo a T'/2, aunque
en esta notacién no sea evidente. Volviendo a un caso general con campos fundamentales Ay, la funcion
generatriz de operadores € con fuente j se define como

AL (TI2)=A_(T/2)

Zsxljnr il :f DA, o ISIAHISIA]=i [ .0, +i [ j-O-
SK;p(=T/2)

donde hemos hecho explicitas todas las condiciones sobre el sistema aunque no siempre lo haremos a lo
largo del trabajo. Notar también que (2.1.18) hace explicito la importancia del orden de derivacién en la
funcién generatriz!.

Un dltimo comentario acerca de la realizacién en un laboratorio de este tipo de caminos. En determi-
nados sistemas, como en sistemas cuanticos de fermiones, la evolucion del sistema se encuentra dominada
por un hamiltoniano H = Ah, donde el signo de A puede cambiarse a voluntad en el marco del experimen-
to [29]. En un sistema con estas propiedades, la realizacion experimental de la evolucién en el camino SK
comienza con una evolucién e~ "’ durante un tiempo ¢ y el camino de vuelta es simplemente un cambio
en el signo de A para conseguir una evolucién etiAMt E] sistema antes y después del experimento se po-
ne en contacto con un reservorio a T constante, lo que reproduce las condiciones iniciales y finales en el
experimento.

A continuacién veremos dos formas de incorporar caminos de SK como caminos a tiempo complejo.

Formalismo Térmico

En la seccion anterior trabajamos con un camino completamente sobre el eje real y dimos como ejem-
plo de estado inicial una matriz densidad térmica p(-T/2) = e P# aunque podriamos haber insertado una
matriz densidad de cualquier naturaleza. El formalismo térmico se concentrard en el primero de los ca-
sos, que permite interpretarlo como una evolucién temporal euclidea de longitud 8, como se muestra en la

IExiste en este formalismo una combinacién lineal de los grados de libertad @+, llamada rotacién de Keldysh, que reescribe esta
matriz en términos de nuevos grados de libertad donde el tratamiento en notacién continua es mds sencillo [28]. Sin embargo, no
usaremos este formalismo en este trabajo.
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(@) (b)

Figura 2.4: (a) Se muestra el camino del formalismo Térmico. Los circulos en los extremos de la trayecto-
ria estdn identificados y el largo total de la seccién imaginaria es . La insercion de operadores sobre las
secciones reales permiten el calculo de correladores en una teoria a temperatura T = f~'.(b) Se muestra
el camino del formalismo In-In. Las secciones verticales definen los estados inicial y final, aunque para
sistemas fisicos estos estados deben ser iguales, debido a que la curva en tiempo real es cerrada.

Fig. 2.4(a). El camino se cierra imponiendo condiciones periédicas/antiperiédicas para los campos boséni-
cos/fermidnicos definidos sobre el camino, i.e. @ (0) = +0 (i) para bosones/fermiones. Asi definido, este
camino reproduce la matriz de propagadores (2.1.17) y su interpretacién en términos de un sistema fisico
es también idéntica a la expuesta arriba.

Otra forma de presentar este camino es pensar en uno puramente Euclideo y periédico de extension
—1f (camino de Matsubara) usado en célculos estindar de mecdénica estadistica [26] e incorporar al mismo
un camino de SK en tiempo real. Naturalmente, el camino térmico en el limite T — 0 recupera el camino
original de Matsubara y representa la funcién de particion de la teoria.

Ahora bien, entendido el estado inicial como un segmento de evolucién Euclideo, existe una generali-
zacion de este camino que también es periédica en —if, pero que distribuye la evolucién Euclidea en dos
segmentos: uno de longitud —io en ¢ = + 7/2 al final de la evolucién temporal y otra de longitud —i(f—0o) en
t = —T/2. Si bien la interpretacién experimental de dicho proceso es menos clara, formalmente podemos
repetir los célculos del ejemplo anterior para este nuevo camino, ahora los elementos de (2.1.14) contienen
la informacién del estado distribuida como e P — e~#=9 y 1 — ¢79P para el elemento iGy), v/, L2
matriz final de propagadores es también similar en estructura a (2.1.17), con idénticos elementos diagona-
les y con el cambio

e’ e(ﬁ—a)w

. _ —iwt —iwt . . _ —iwt —iwt
iG(H) - =nye = —eﬁw—le ; iGH)—y=my+1e = —eﬁw—le . (2.1.19)

Lo destacable de esta generalizacién es que existe una configuraciéon privilegiada ¢ = /2, donde la dis-
tribucién de las secciones Euclideas y los elementos de la matriz de propagadores se vuelven simétricos.
Veremos en la seccién siguiente que este camino en particular puede entenderse como la realizacién en
términos de caminos SK a tiempo complejo de otra formulacién para teorias de campos a temperatura
finita denominado TFD. Notar que la simetria de la matriz de propagadores permite un tratamiento mds
sencillo en términos de la notacidn continua, puesto que se ha recuperado la conmutacion en el orden de
derivacién respecto de las fuentes j..

Definido el estado (térmico) del sistema en términos de un segmento Euclideo, recupera la idea de mo-
dificarlo mediante inserciones de operadores sobre la misma deformando la integral de caminos como

AL (T12)=A_(T]2) , , S S .
ZU[j+yj—ij] :f @Au e—lS[A+]+lS[A,]—lf]+@++lfj,@,—S[AE]—f‘]E@E’ (2120)

o;jE
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o equivalentemente en términos operatoriales y con notacién mds compacta, para un camino cerrado €
en el plano temporal complejo la funcién generatriz puede escribirse como

Zgljl=Tr U, U=gpe i fedd (HOjO) 2.1.21)

donde U es el operador de evolucién para un Hamiltoniano (CFT) deformado con la fuente j y 6 es un
pardmetro complejo que recorre la curva.

Formalismo In-In

Como ultimo ejemplo de aplicacién de un camino SK, presentamos lo que se conoce como camino In-
In, presentado en la Fig. 2.4(b) que permite el clculo directo de las funciones de Wightman de un problema
[30]. El mismo incorpora dos segmentos semi infinitos verticales que preparan el estado inicial/final para
los GDL O, respectivamente. A diferencia de los caminos anteriores, este camino no es cerrado y tiene un
ordenamiento 2{...} definido sin ambigiiedades, de forma similar al camino In-Out descrito mds arriba.
En el lenguaje de esta seccion, este camino también tiene formalmente una matriz de operadores, pero el
formalismo de integrales de caminos solo permite acceder a los elementos diagonales y superior derecho,
asi como un formalismo tradicional de integrales de camino solo permite acceder a los correladores orde-
nados temporalmente. El estado del sistema en ausencia de fuentes Euclideas describe el un sistema que
parte y vuelve al vacio de la teoria. La deformacién de tales evoluciones con fuentes generales describe el
producto interno entre distintos estados excitados de la teoria.

2.1.2. TFD o Teoria térmica de campos

En esta seccion se presenta el formalismo de Teoria térmica de campos o TFD. Este formalismo fue
desarrollado en los '50 por Umezawa [31] y tiene como objetivo describir teorias de campos a temperatura
finita, tradicionalmente abordadas desde la mecénica estadistica, mediante técnicas de teorias de campos
a temperatura cero. Mds precisamente, la idea es construir un espacio de Hilbert tal que reproduzca todos
promedios estadisticos obtenidos como trazas como en (2.1.9) de una teorfaa T = ﬁ_l en términos de valo-
res de expectacion. Entre las motivaciones para tal desarrollo, las técnicas a temperatura cero de expansion
en diagramas de Feynman y renormalizacién en particular, se aplican directamente sobre este formalis-
mo. Para més ventajas del mismo, se recomienda al lector el trabajo recopilatorio [32]. Veremos también en
esta seccidn que este formalismo, concebido de forma enteramente independiente, puede reinterpretarse
como una teoria definida sobre el camino simétrico o = /2 en (2.1.20). Finalmente, presentaremos 2 sis-
temas que pueden considerarse realizaciones fisicas de este formalismo y que serdn objeto de estudio del
presente trabajo

El formalismo general parte de un sistema en teoria de campos con hamiltoniano H con una base de
autoenergias E, y autoestados |n) ortonormales. Se intenta buscar un estado |¥y)) (la notacién de doble ket
se explicard en un momento), tal que reproduzca como valor de expectacién los promedios estadisticos de
un sistema a T finita, i.e. para un observable &

(PolO1%o) = Trip0} = Z5' Y (nlGInye PFr, (2.1.22)
n

donde Zg es la funcion de particion a temperatura 1/. En términos de un vector en el espacio del espacio
de Hilbert original .7, el estado debe poder expandirse en la base |n) con coeficientes f;, (),

Wo) =) fu(B)In). (2.1.23)

Reemplazando en (2.1.22), se obtiene
[ B fm(B) = Z5 6 pme PP, (2.1.24)

que no puede satisfacerse para f; () c-nimeros, pero si puede entenderse como una relacién de ortogo-
nalidad entre vectores. El subindice n motiva a realizar una representacioén de (2.1.24), en términos de una
duplicacién .# del espacio de Hilbert original. El estado |W,)) serd entonces un estado del espacio de Hil-
bert doble # ® 7 y solo queda encontrar sus coeficientes en la base |n) ® |71), lo que justifica la notacion
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de doble braket. El segundo espacio contiene sus propios operadores @, tales que conmutan con el espacio
original
(nle(iloim) ®|j) =(il01j}6nm;  (nl@(ilOIm)&|])=(nl0|m)d;;, (2.1.25)

y los autovalores de @ y @ se relacionan mediante la relacién no trivial
(nl@|m) = (ml6" 7). (2.1.26)

Veremos que esta condicién tendrad consecuencias interesantes sobre el estado |V)).
Los coeficientes originales pueden encontrarse ficilmente como

1

falB)= 237 e 2y,

de donde el estado que buscabamos resulta
~1 _bpg 5
I‘Po»:ZﬁZ;e 25 ny @) . (2.1.27)

Es interesante notar que hemos nuevamente duplicado los grados de libertad de nuestro sistema y que
ahora, si bien en un nuevo lenguaje de ¢ y @, volvemos a tener una matriz de correladores.
Para ver el formalismo en accién, consideremos nuevamente el ejemplo de un oscilador

H-wd'a, a0)=H0)=0, |n)=——@)"0), I(aal=1, laal=a,al=0
vn!
Definiremos el espacio .# como una duplicacién?
- - - 1 ~
H=wa'a, a0y=H0=0, |ay=—@"h"0y, Iaal=1, I[aa=Ia,al=o0.

Vil
El segundo sistema es enteramente independiente del primero, i.e. las teorias no interactiian y sus operado-
res conmutan libremente entre ellos, [@,6] =0, VcalO, . El mapa tilde,”, puede mejor formalizarse como
el transformado CRT [33], considerdndose asi como una transformacién discreta en si misma, indepen-
diente de un sistema en particular. A los efectos de esta tesis, siempre tendremos un sistema para replicar.
La relevancia del segundo sistema entonces reside en que la teoria se encuentra en un estado entrelazado
|¥o). En este sistema, recordando que E, =wny Z~ ' =1-¢7 P,

[Poy = V1- e—ﬁwe‘ﬁ“’”%(ah"(d*)”|0> ®|0)
=V1-ePoexpeP?a"a")|0)y ®0)

1 [ o ot st -
=—¢ 1+nwa a |0> ® |0>
vV1+ng,
=e 510y 0),

donde para la tltima igualdad usé n;! = e“f — 1y

+

B=-icosh™'(1+ny)Ga-a'ay) B =B. (2.1.28)

Lo relevante de la igualdad anterior es demostrar que el estado |W()) es una rotacion del vacio |0) ® |0). Esto
permite afirmar que también B es el generador de la transformacién que lleva de los operadores escalera
sobre el vacio |0) ® |0) a los que corresponden naturalmente al vacio rotado, i.e.

dV =e Bae® =\ /T+nya-vna'; d? =e BgelB =\ /T+n,a-vna', (2.1.29)

Notar que la trasformaciéon mezcla los operadores de creacion y destruccién. Una rotacién en este espacio
se denomina genéricamente rotacion de Bogoliuvob. Los nuevos operadores d y d? son los operadores
destruccién naturales en el vacio |¥y)),

dV ey =d® 1w =0. (2.1.30)

2En [32] puede verse el mapa tilde completo para el caso general.
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Las excitaciones creadas por los operadores (dV)" y (d®)" ya no son excitaciones de ninguno de los dos
sistemas independientes, si no que pueden crearse a partir de |'¥)) como la aniquilacién de particulas en
€ 0 la creacion de particulas en F 4 (y viceversa), lo que es reminiscente a la dualidad particula-agujero en
sistemas de electrones en un metal [34, 31]. Al final de esta seccién veremos realizaciones fisicas de estas
excitaciones.

El hecho de que cualquier estado de la teoria global se pueda generar como operaciones localizadas en
un subsistema, pongamos por caso /¢, es producto de que |¥y)) sea un estado maximalmente entrelazado,
satisfaciendo las condiciones del teorema de Reeh-Schlieder. En el lenguaje de la teoria de Tomita-Takesaki,
podria demostrarse que |Wy)) cumple las propiedades de ser ciclico y separable [33].

Si el estado |Wy)) es una rotacién del vacio producto, entonces debera poder describirse como el vacio
de un nuevo Hamiltoniano. Es inmediato comprobar que

(H— H)[¥o) = 0; U =P U = MUl _ it (-1 U0 o)) = [Wo))
(2.1.31)
lo que dispara la siguiente interpretacién: puede pensarse la teoria /# como definida con una evolucién
temporal invertida respecto de /. Esto permite dentro de este mismo formalismo entender la ecuacién
(2.1.26) y conecta inmediatamente con el formalismo SK.
Un célculo directo de propagadores en el espacio duplicado lleva a

O(L)0(t) O)0(t))

(Yol G()0(1) G6(1)) 1Wo) , (2.1.32)
donde
(PolO(t)O (L))o = O(t; — tj)nye U™ +0(t; — t)) (g, + e 1), (2.1.33)
B Pw/2 ) _
(PolO (1)O(t))[Wo)) = e;‘“ — e T = (PolO (1O (1] Vo)) (2.1.34)
(WolG(t)G () Wo)) = O(t; — t})(ngy + e U™ + 0(t; — tj) e~ =10, (2.1.35)

La matriz reproduce exactamente (ver (2.1.34)) la matriz de propagadores simétrica obtenida a partir de
(2.1.20) ylo mismo con todos lo observables, de forma que ambos formalismos describen la misma teoria. El
hecho de que la matriz sea simétrica también puede pensarse en los sistemas original y tilde no interactdan,
i.e. [@,6]1 =0, V0,6 La funcién generatriz (2.1.20) reescrita en este lenguaje sera

Zreplj, j1 = «¥ol ULj, j1 W) . (2.1.36)

La incorporacién de fuentes externas para las secciones Euclideas es inmediata y sus consecuencias se es-
tudiardn en el Cap. 5.

A continuacién, destacaremos dos aspectos mds de esta correspondencia entre teorias relevantes para
este trabajo. Un mapa detallado entre ambos formalismos puede encontrarse en [35] y sus referencias. El
primero serd la identificacién del estado inicial |¥)) en términos del segmento vertical ubicado en —7/2y
el final con el ubicado en T/2. Puede también construirse un operador evoluciéon U= U ® (j] que describe
la evolucién en el espacio doble de un estado hacia el otro. Debe recordarse que U = e*'f?, en acuerdo
con la interpretacion de que los grados de libertad duplicados describen una evolucion temporal inversa
a U y con la descripcion en términos de un camino de SK. Este conjunto de identificaciones se muestran
en la Fig. 2.5. En términos de ser capaces de definir bra’s y ket’s que pertenezcan a un espacio de Hilbert y
su dual, resulta a posteriori razonable que este mapa sea posible para el camino SK simétrico®. El segundo
aspecto relevante de esta correspondencia serd la interpretacién de las excitaciones de |¥¢)) en términos de
particulas. Si el encendido de fuentes jr sobre las regiones Euclideas describe excitaciones del estado del
sistema, en este formalismo podremos satisfactoriamente describir las mismas en términos de excitaciones
de particulas sobre el vacio |Wq)). En el Cap. 5 volveremos sobre las excitaciones del vacio.

3Se puede extender esta correspondencia a caminos no simétricos de SK, pero los mismos acarrean el uso de factores para
mapear entre / y su dual y el tratamiento se vuelve igual de complejo que el tratamiento directo sobre SK. No es claro para
el autor de este trabajo si puede mantenerse tampoco una descripcién consistente de las excitaciones de [¥)) en términos de
particulas.
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Figura 2.5: (a) En las figura se muestra la interpretacién canénica de un camino térmico donde la funcién
de particién se escribe como la traza de una matriz densidad térmica. En esta representacién, no hay una
nocién de estado inicial y final. (b) Para el camino simétrico o = /2, el formalismo TFD permite reescribir
el proceso como un proceso In-Out en un espacio de Hilbert duplicado.

Presentaremos ahora una notacién que permite formalizar mejor la interpretacién de |¥()) como una
evolucion temporal Euclidea. Partiendo de expresion en (2.1.27), considerando los operadores evolucion
Ut = e“H‘y U = e’Ht,

Zgl‘l’o)) = Ze—gEnm) ® |7y =U(-if/2) el )y =1 U-if/2) ), (2.1.37)

donde hemos definido el estado identidad
=) Inyelny, Tr L NI =) In)(nl =1z,
n n

un estado de norma divergente, de forma que él mismo no pertenece al espacio de Hilbert, pero que serd 1til
notacionalmente. Esta reescritura de |\¥y)), interpreta los coeficientes del mismo en términos de elementos
de matriz del operador evolucién Euclidea U(—i5/2),

(nle(ml) [Po) = (n|U(=iB/2)|m) = (m|T(-ipl2)"| i) (2.1.38)
con el que se puede también recuperar la matriz densidad del sistema como una evolucién euclidea en

po =Tt 7 W) (ol = U(=if/2) Tr N1 U=ip12)" = U=ip/2y U=ipr2) =e PH;  pl=p,.
(2.1.39)
Antes de pasar a los ejemplos fisicos, daremos una forma alternativa para definir el estado TFD en el
contexto de una QFT, llamada condicién de equilibrio térmico. Partiendo de un sistema con campos fun-
damentales A;, y campos TFD duplicados A#, se puede demostrar que el estado |¥y)) queda totalmente
determinado en un instante ¢ por la condicién:

(18 Au(H) -~ U(=i/2) Ay() U (—iB/2) ®1) [¥o)) =0. (2.1.40)

Descomponiendo los campos en términos de operadores escalera, la ortogonalidad de las autofunciones
permite descomponer (2.1.40) en las condiciones mads familiares (2.1.30).
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Figura 2.6: Las figuras muestran representaciones de los sistemas fisicos que pueden representarse por el
formalismo TFD: El espacio de Rindler para cualquier teoria de campos relativista sobre la misma y el agu-
jero negro maximalmente extendido. En (b) hemos elegido representar un agujero negro en un espacio
asint6ticamente AdS.

Efecto Unruh: Espacio de Rindler y Agujeros Negros

Para terminar, presentamos dos sistemas fisicos en donde el formalismo TFD se realiza: la descripcién
de un vacio global en una QFT en espacio plano en términos de espacios de Rindler [37, 33] y la interpreta-
cién TFD de un agujero negro eterno, [36, 37].

Sea una QFT cualquiera invariante de Lorentz definida en espacio de Minkowski M4 "1, Las simetrias
de la teoria, contienen un vector de Killing temporal 9;, respecto del cual uno puede cuantizar la teoria so-
bre un vacio que llamaremos |0)p;. Supongamos, sin embargo, que existe un observador que no tiene acceso
a todo el espacio si no solo a una mitad, que tomaremos como x > 0 y llamaremos, segtin la terminologia
estandar, R. Puede demostrarse que este observador puede identificarse con un observador que se encuen-
tra sometido a una aceleracion constante, aunque la demostracion de esto no serd relevante para nuestros
objetivos [37, 38]. Suponiendo que la teoria se encuentra en el estado |0)y1, uno puede preguntarse cudl es
el estado reducido a R, definido por la matriz densidad que resulta de tomar la traza parcial de |0); sobre el
complemento de R, que llamaremos L. Sin demostracion, el resultado es [38, 33]

pr = Trr{ [0ww(0l } = e "1 HR:f OBoostsfoRTuv(”n“,
x>

donde hemos dado en la dltima igualdad una forma covariante del generador de boosts en el plano {x, #},
de forma que (¥ = w*15,.x y n* es un vector unitario que apunta en la direccién de 8,. Mas alla de la for-
ma especifica de Hy acerca de la cual comentaremos algo mads en el préximo ejemplo, el resultado anterior
muestra que el estado que observa R no es un estado de vacio (|0) g, por ejemplo) si no un estado térmico de
temperatura (277) ! respecto de un Hamiltoniano Hp. Esto es precisamente de lo que se partia en la ecua-
cién (2.1.22). Lo que acabamos de hacer entonces es hacer una construccién inversa de como presentamos
el formalismo TFD y lo que queda es explicitar el mapa. El vacio global, se puede descomponer como

_1
10m = 1Wo)) = Z,,] Ze_”E”IMR )L, (2.1.41)

n
donde ahora la base |n) es la base de autoenergias de Hr con autovalores Ej,. Si reconstruimos segin el
formalismo TFD el espacio duplicado, veremos que se reconstruye el espacio x < 0, que llamamos L, pero

se observa que en esta construccion la evolucién temporal de L, en términos de U se da en sentido opuesto
al de la de R y dejando un punto fijo x = 0. Esto permite interpretar mejor el resultado general de Hg como
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el generador de boosts en el plano {x, t}, que como toda rotacién requiere de un punto fijo, x = 0 en este
caso. Se destaca una vez mads que este resultado no depende de las propiedades ni campos presentes en la
QFT, si no solamente de que sea invariante de Lorentz, que contiene la simetria de boosts. Se resumen los
aspectos importantes de este andlisis en la Fig. 2.6.

El segundo ejemplo verd aplicaciones mds directas en el Cap. 5 y es el caso de un agujero negro eterno,
que para ser concretos tomaremos en un espacio-tiempo de constante cosmolédgica negativa, i.e. AdS-
Schwartzchild. La descripcién formal de AdS y los agujeros negros en espacios con constante cosmoldgica
negativa recién se hard mds adelante en este capitulo, de forma que seremos mayormente cualitativos en
nuestra descripcion. La solucién que se conoce como AdS-Schwartzchild es en andlogo en RG a la solucion
del potencial gravitatorio Newtoniano exterior a un objeto de masa M. Ambas soluciones, por supuesto,
dejan de ser aplicables para r < R, donde R es el radio del cuerpo que produce el campo. Sin embargo, la
RG indica que existe una cota maxima a la densidad del objeto, o equivalentemente para una dada M, un
radio rs minimo que puede tener el objeto para que la analogia entre ambas teorias se sostenga. Por debajo
del mismo, la solucién de AdS-Schwartzchild describe lo que se conoce como un Agujero Negro y la forma
estdndar en que se escribe la métrica se vuelve singular en r — rs. Ahora bien, entendida la solucién de
AdS-Schwartzchild como objeto de estudio en si mismo, uno posee un vector de Killing temporal 9;, con
el cual foliar el espacio-tiempo, sobre la geometria puede definir un hamiltoniano H; y con este definir un
vacio |0) ;. Sin embargo, existe ademds un cambio de coordenadas posible para la dicha métrica, que mues-
tra que la singularidad en R; es esptirea de nuestro viejo juego de coordenadas, y que la variedad completa
que describe AdS-Schwartzchild es un espacio conformado por 4 regiones, de las cuales la métrica original
solo tenia acceso a una de ellas. La nueva métrica, llamada de Kruskal, define naturalmente otro vector de
Killing temporal 01, que esta vez estd definido globalmente en la variedad, mientras que el original era na-
turalmente singular en r = rs. Aunque esto en general no es posible, uno puede para sistemas muy simples
encontrar soluciones a sistemas definidos por un hamiltoniano global Hr, con el mismo contenido de ma-
teria que el local Hy, y definir con el primero un nuevo vacio |0) 7. Lo que puede observarse, comparando
sobre puntos donde ambas métricas estdn bien definidas, es que una vez ma4s el vacio global |0) r describe
un estado térmico para un observador que solo accede a la métrica exterior,

|0>T=I‘I’o>>=Z[?Ze‘gE"|n>t®|ﬁ>t. (2.1.42)

La temperatura en este caso depende de la masa del agujero negro como 7! = T o v/M. De forma similar al
ejemplo anterior, uno puede nuevamente partir de un ensamble canénico sobre el espacio exterior de AdS-
Schwartzchild y reconstruir el otro sistema. la evolucién TFD tiene nuevamente un punto fijo sobre r = rs,
topolégicamente una esfera de radio rs, que separa en este espacio a los sistemas. Siendo un poco mds
preciso, en términos de las soluciones normales asociadas a la creacién/aniquilacién de particulas, puede
observarse que los modos normales globales resultan ser las extensiones analiticas de los normales locales.
Recordamos que las extensiones analiticas de una forma particular de la métrica (merced de la invarianza
frente a difeomorfismos) no es una transformacién bien definida en RG, a diferencia de una QFT, donde
las propiedades analiticas de los observables son un método estdndar para obtener informacién fisica del
sistema. Se resumen los aspectos importantes de este andlisis en la Fig. 2.6.

Ambos ejemplos presentados tienen el objetivo de mostrar aplicaciones fisicas a los formalismos pre-
sentados en esta seccion. En la préxima seccién abordaremos el grupo de simetrias conformes, las pro-
piedades generales de estas teorias y la forma canénica de estudiarlas. Esto permitird tener un punto de
anclaje con el cudl comparar una vez que comencemos a hacer predicciones sobre estos sistemas mediante
métodos hologréficos en el préximo capitulo.

2.1.3. Simetria conforme

Dentro de las areas de la fisica que estdn involucradas en este trabajo, las teorias con simetria conforme
entran en juego por dos frentes. Desde la comprension y el desarrollo de las técnicas de renormalizacién®
en teorias de campos y puntualmente el salto conceptual que implica que el valor de las constantes de aco-
plamiento de una teoria dependa de la escala de energias a la que se la estd observando, el estudio de las

4No abordaremos explicitamente en esta tesis el 4rea de la renormalizacién en teorias de campos y mayormente solo enuncia-
remos resultados. Un abordaje pedagégico al tema puede encontrarse en [39].
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teorias conformes se convierte en un punto de referencia para entender propiedades generales del flujo del
grupo de renormalizacién. Las teorias conformes (a nivel cudntico) estdn completamente desprovistas de
cualquier escala con dimensiones y por tanto no distinguen puntualmente entre energias altas o bajas®. En
términos mas formales, estas son puntos fijos del flujo del grupo de renormalizacién. Desde una perspecti-
va contemporanea, se espera que una QFT genérica forme parte de un flujo RG tal que siempre tenga puntos
fijos tanto en el UV como en el IR, i.e. o bien la teoria ya es conforme, o bien la teoria esta fluyendo entre
teorias conformes. Por otro lado, el gran nlimero de simetrias presentes en la teoria hace que un tratamiento
estidndar en términos de acciones no sea necesario y una teoria concreta se pueda estudiar entonces desde
principios més abstractos, como las identidades de Ward y el algoritmo conocido como “bootstrap” que
presentaremos brevemente en esta seccién. Se configuran entonces las teorias conformes como modelos
de juguete por excelencia donde las simetrias permiten restringir fuertemente la fisica que estas describen
y a partir de las cuales (y de sus deformaciones) debieran poder describirse cualquier otra QFT no confor-
me. Desde una perspectiva fenomenoldégica, las teorias conformes, que describen sistemas desprovistos de
escalas, se asocian a sistemas fisicos en puntos criticos, donde las fluctuaciones cudnticas se vuelven com-
parables y mayores a los valores de expectacion de los observables, v/ (A®?)/(®) > 1, generando entonces
cambios macroscépicos en el sistema [40].

El segundo lugar donde aparecen las simetrias conformes es en el marco de teorias de cuerdas. En
este caso, que describiremos de forma muy resumida en el préximo capitulo, la invarianza ante repara-
metrizaciones de las variables propias (tiempo propio para una particula) para objetos fundamentales 1-
dimensionales, permite demostrar que la teoria (bidimensional) inducida sobre la hoja de mundo de la
cuerda es conforme [41, 42]. En particular, las teorias conformes en 2 dimensiones presentan un grupo infi-
nito de simetrias infinitesimales. Esto tiltimo quiere decir que de las infinitas simetrias de la teoria, solo un
numero finito de estas estdn bien definidas globalmente en la teoria. Atn asf, las restricciones que impo-
nen estas infinitas simetrias a los objetos locales (correladores) alcanzan en algunos casos para determinar-
la completamente en términos de algunos pardmetros y sin recurrir a una accién o principio variacional,
como es el caso de las teorias minimales [40].

En esta tesis, estamos interesados en aspectos relevantes de las teorias conformes en dimension d gene-
ral y por tanto tomaremos un enfoque que describa los aspectos generales de este grupo de simetrias, més
que los aspectos particulares del caso d = 2. En lo que sigue presentamos el grupo de simetrias conforme en
espacio plano y su dlgebra. Describiremos algunas representaciones y los niimeros cuanticos que las carac-
terizan, que son distintos de los que se usan usualmente en teorias invariantes de Lorentz. Describiremos
las restricciones que esta impone sobre los correladores y en la misma direccién presentaremos las identi-
dades de Ward y algunos aspectos del programa conocido como Bootstrap, que permite entender la forma
estdndar de obtener informaciéon de una CFT. Finalmente, introduciremos la correspondencia operador-
estado propia de las teorias conformes, que serd conceptualmente relevate para los estados excitados que
buscamos describir en este trabajo. Un estudio completo y formal de CFT puede encontrarse en [40, 43].

El grupo de transformaciones conformes pueden definirse como aquellas que dejan una métrica inva-
riante a menos de un factor de escala local,

8uv () = g1, (¥) = Q0 gy (%) (2.1.43)

Es inmediato observar que el grupo de Poincaré es un subgrupo de estas transformaciones. Para una métri-
ca general, uno puede definir la matriz de transformacién como

ox'H
Ih(x) = MX)% ; Fﬁ(x)lx(x)g;w (x') = goy (X) . (2.1.44)

Parametrizando la transformacion infinitesimal como g,y — guv — (0u€y +0v€,) € imponiendo (2.1.43), se
llega a lo que se conoce como la ecuaciéon de Killing conforme

2
0pey +0yv€, = (Eapep) Suv - (2.1.45)

SVeremos que una teoria conforme a nivel clasico no necesariamente lo es a nivel cuantico. El ejemplo por antonomasia es
QCD no masivo, donde a pesar de no tener escala a nivel clasico, la renormalizacion impone una escala Agcp por debajo de la
cual la materia fundamental de la teoria deja de ser una buena descripcién y la fenomenologia se describe en términos de objetos
compuestos. Esto motiva el nombre de Agcp como escala de confinamiento.
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A diferencia de las simetrias del grupo de Poincaré, cuyos generadores cumplen una ecuacién ordinaria de
Killing, donde el lado derecho de (2.1.45) es trivial, los generadores de este grupo dependeran de la métrica
donde se impongan. En este trabajo nos interesan los generadores de las transformaciones que satisfagan
(2.1.45) para una métrica plana g,y = 17,v. Imponiendo esta condicion sobre (2.1.45), se la puede manipular
para obtener

2
2 (040" = (2—d)aﬂ(gapep), (2.1.46)

donde puede verse explicitamente que el caso d = 2 requiere de un tratamiento especial, que dard como
resultado el niimero infinito de simetrias infinitesimales en dicho caso. Para d > 2, la ecuacién de arriba es
equivalente a

(0,0%) (0,€”) =0

y sus soluciones describen %(d +2)(d+1)=d+d(d—-1)/2+d+1 transformaciones independientes, que
agruparemos respectivamente como:

= Traslaciones: ¢/ = a* con d generadores Py;

» T.deLorentz: ¢/ = 0" x, y d(d —1)/2 generadores Lyy;

= T. Especiales Conformes: ¢/ = bHx%—2xMb-x cond generadores Ky;
= T. Escala: e = Ax" con generador D.

Este grupo es isomorfo a SO(d, 2). Las primeras 2 transformaciones estdn asociadas con traslaciones rigidas,

rotaciones y boosts y describen, como habiamos predicho, el grupo de Poincaré que es el maximo niimero

de isometrias que puede tener una métrica®. Las d+1 transformaciones restantes resultan del factor confor-

me Q2 en (2.1.43) y se denominan transformaciones especiales conformes y dilataciones, respectivamente.
La forma finita de una transformacién especial conforme es

2
H = x*+btx
1+2b-x+ b?x?

Una primera observacion es que esta transformacién mapea puntos del espacio al infinito, de forma que
para obtener un 4lgebra de grupo (con una transformacién y su inversa ambas contenidas) al espacio de
M debe agregarsele el punto en infinito. La simetria discreta de inversién x* — );—Z cumple con la condicién
(2.1.43) y es por tanto una transformacién del grupo conforme. Teniendo en cuenta esta tltima transforma-
ci6én se forma el grupo conforme completo, que resulta isomorfo a SO(d,2) x Z, = O(d,2). De hecho, una
transformacién especial conforme puede descomponerse en una inversion, seguida de una traslacion y de
una nueva inversion.
En términos de los generadores de SO(d, 2), el dlgebra del grupo es

Uabs Jeal = iMaaTpe + MbcJad —NacJva —Nbdtac) » (2.1.47)

donde a,b,c,d = {-1,0,1,...,d}, aunque es mds conveniente la parametrizaciéon que usamos arriba, defi-
niendo

1 1
Jw=Lpy J10=D Jop=5Pu=K) Jou= 5 (Pu+Kp), (2.1.48)

de donde se obtiene una segunda forma més fisica del dlgebra

(D, Pyl = iP’u (D, K] = —l'Kﬂ [Ky, Pyl = 2i(nﬂVD - L) (2.1.49)
(Ko, Lyl = i(npyKv —NpvKy)  [Pp, Lyl = i(npypv —MNopvPy) (2.1.50)
[L/JV’LPU] = i(nvp]yo + nyajvp - nyp]vo - nvajup) . (2.1.51)

Alaluz de esta notacion, se observa que P, y K, funciones como operadores escalera de D. Esto ya sugiere
que para este tipo de teorias, en lugar de usar la energia Py como nimero cudntico, es mds conveniente
usar D, para discriminar entre representaciones. Esto equivale a elegir la transformacién de dilataciones D

6Ver la Sec. 2.2, donde se discuten brevemente caracteristicas de los espacios maximalmente simétricos.
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como el hamiltoniano del sistema, lo que lleva a lo que se conoce como cuantizacién radial, i.e. la foliacién
del espacio seglin una coordenada radial. En este esquema, el instante de tiempo inicial ¢ = —oco, que se
recuerda que en teorias conformes es un punto del espacio-tiempo y no un limite, se mapeaa r =0 o en
2 dimensiones se suele notar z,z = 0. El momento angular seguira siendo un buen nimero cuédntico para
estas teorias.

Llamaremos operadores cuasi-primarios’ @ de dimensién conforme A a los que frente a una transfor-
macion conforme, transforman como

Ox) —0'(x) = \‘Z—fC “ow, (2.1.52)

donde se ha omitido los posibles efectos de los indices espinoriales en @. A los efectos de esta tesis, don-
de estudiaremos solamente campos escalares de Lorentz, la transformacion (2.1.52) es una transformacion
exacta. Una vez encontrados todos los operadores quasi-primarios y sus respectivos pesos conformes, ac-
cederemos a todos los operadores de la teoria mediante la accion de P, y K, sobre los mismos, asi como
una vez obtenidos los posibles valores de espin se obtienen todos los estados de esa representacion irredu-
cible mediante L*. Alternativamente, se definen cuasi-primarios a aquellos que [©(0), K,] =0, es decir que
ya no admiten descender en su dimension conforme. A los operadores obtenidos como [G(0), P,] ~ 0,0 se
los conoce como descendientes de ©.

Tensor de energia-momento y anomalia conforme

Destaquemos un aspecto mds para teorias con simetrias conformes en cualquier dimensién. Como con-
secuencia de la misma, la accién se la teoria debe ser invariante ante x* — x* + e* donde e es una funcién
infinitesimal arbitraria. Uno puede demostrar que el cambio de una accién resulta

1 1
0=6S= f T a6, = > f THY (Ou€y +0vey) = - f T/0vey (2.1.53)

donde hemos usado que T*¥ es simétrico en sus indices y (2.1.45). Dado que d,¢, es arbitrario, la simetria
conforme impone a nivel cldsico que la traza del tensor energia momento se anule, T[f = 0. El presente ar-
gumento es equivalente a la construccién de la corriente de Noether usando el correspondiente teorema.
Veremos que a nivel cudntico este objeto puede obtener correcciones, que suelen denominarse dimensio-
nes anémalas, lo que puede generar la ruptura de la simetria conforme.

Las identidades de Ward pueden pensarse como la version cudntica del teorema de Noether para las
cargas conservadas de una teoria. A partir de una simetria de la teoria, las identidades de Ward establece
relaciones entre las funciones de correlaciéon de distinto nimero de puntos, a imponerse cuando dos o
mads puntos del correlador de mayor ntimero de puntos coinciden. Si estas contribuciones se resuman a un
resultado nulo, entonces se recupera conservacion de la corriente conservada ahora a nivel cuéntico, i.e.
0, (TH) = 0.

En el contexto cudntico, una simetria de la teoria debe dejar invariante la funcién de particién de la
teoria. Esto implica no solo la accién si no también la medida de integracién, en el sentido de una integral
de caminos. Estas contribuciones de la medida a las leyes de conservacion llevan, para una simetria 6Gj =
—w4G{ O, con generador G} y pardmetro infinitesimal w, y con una corriente conservada cldsicamente J, L
alo que se conoce como las identidades de Ward

n
0uJ501(x1)...0n(xp)) = =i Y 6(x—x){(01(x1)... GO (x;) ... On(xn)) . (2.1.54)
i=1
Uno puede utilizar los generadores descritos anteriormente para esta secciéon y obtener la forma explicita
de las identidades de Ward para una teoria conforme. De todas ellas, estamos en particular interesados en
la que estd vinculada a la simetria de escala con generador D, que imponia a nivel cldsico T[f = 0. Esta
ecuacion nos lleva a

(T[f(x)@l (x1)...0,(xp)) =—i Z O(x—x)Ai {01 (x1)...0pn(xy)) . (2.1.55)
i=1

"Los operadores primarios son una subcategoria de los cuasi-primarios para d = 2, que cumplen esta condicién para ambas
4lbegras de Virasoro. En el caso de d > 2, estos operadores cuasi-primarios serdn los objetos fundamentales de estudio.
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A partir de esta expresién, puede demostrarse [44], que para d par esta identidad es anémala (los términos
de la derecha dan una contribucién no trivial) y por tanto

!
C a a
Thy = —W? - ——E?
() 1672 1672 1672

OR#0

donde a derecha hemos escrito el resultado concreto para d = 4[45], con w2 y E? los cuadrados de los ten-
sores de Weyl y la densidad de Euler, y R el escalar de curvatura. La constante c es conocida como la carga
central de la teoria y en conjunto con a son pardmetros que caracterizan la teoria. La constante a’ no in-
variante frente a transformaciones conformes y por tanto no contiene informacién fisica. Un chequeo no
trivial de la dualidad AdS/CFT es que es capaz de recuperar la dimensién anémala de estas teorias confor-
mes, mediante célculos hologréficos [8].

A continuacién presentamos algunos ejemplos de las restricciones que imponen las simetrias confor-
mes sobre correladores de operadores locales.

Correladores en una CFT

En este apartado estudiamos la forma funcional de algunos correladores de las teorias conformes. El
objetivo de esto es mostrar que estas son lo suficientemente restrictivas como para imponer la forma pre-
cisa de las funciones de 2 y 3 puntos para operadores cuasi-primarios, independientemente de la accion
que describa al sistema, si es que hubiese tal. De forma general, tomaremos una funcién de n puntos, un
proceso de vacio a vacio, y aplicaremos transformaciones conformes sobre el mismo. Puesto que la teoria
es invariante frente a las mismas, la forma funcional del objeto no cambiard y lo que se obtiene de esto son
condiciones que han de imponerse sobre la forma de los correladores de una CFT. Por simplicidad, para
este apartado tomaremos operadores & escalares, aunque estas consideraciones pueden extenderse a ope-
radors de mayor espin. El hecho de que estos objetos sean procesos de vacio a vacio, es importante puesto
que no solo los operadores si no también los estados de una teoria cambian frente a una transformacion.
Sin embargo, el estado de vacio de una teorfa, si existe, se puede definir como aquel que es invariante frente
a todas las simetrias de la teoria. En consecuencia, para estos objetos solo serdn relevantes las transforma-
ciones de los operadores.

Como primer ejemplo sencillo (i.e. ya presente en teorias con invarianza frente al grupo de Poincaré), se
observa que para una teoria con invarianza traslacional los valores de expectacién de vacio de operadores
locales son triviales, i.e.

(016 (x)10) =(0(x))=0. (2.1.56)

Otra forma de decir esto es que no existe ninguna funcién no trivial f(x) tal que f(x+ a) = f(x) Va, conla
excepcion de una funcién constante f(x) = fy. Para este tltimo caso, puede redefinirse el operador como
O (x) — O(x) — fo para obtener un valor de expectacién de vacio trivial.

Destacamos nuevamente que este argumento requiere de considerar al sistema en el estado de vacio.
Dado que en esta tesis describiremos estados excitados ilustremos esto con un ejemplo sencillo. Conside-
remos un estado |0s) de la base de autoestados de @ sobre una superficie de Cauchy X, tal que @I@’z) =
O (x)|0s), donde hemos hecho explicito que & es un operador y @ es una funcién de las coordenadas del
espacio. Es directo demostrar que el valor de expectacién de & en este estado es

(0516 (x)|0s) = Ox (x)(O5|0s)

sin entrar en contradiccién con (2.1.56). En lo sucesivo para este trabajo, siempre que no se explicite el
estado en que se toma un valor de expectacion, este es tomado en el vacio de la teoria, como sugiere la
notacion de (2.1.56).

El caso de la funcién de 2 puntos usa simetrias propias del grupo conforme. En primer lugar, la inva-
rianza frente a traslaciones y transformaciones de Lorentz impone que s6lo puede depender de médulos de
distancias r;; = |x; — x;j|. Segun (2.1.43), la funcién de 2 puntos cambia como

ox'

0x

a /
(On, (x1)0n,(x2)) = G(r12) = ’%

_Al

Az ’ ’
<(P(x1)(P(x2))- (2.1.57)
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Para una transformacion de escala, esto impone que

G(r12) = AN 22 G(Ar), = G(r2) = =%
-

12

donde C es una constante arbitraria. Finalmente, una transformacién especial conforme y usando la nota-
cion y; =1+2b- x; + b*x7 se tiene que

u
I St T L 1O R L .
’ Yi ox;l LN
de forma que
C C C iy Tl
172
G(rIZ) = —G(rIZ)r S = ’
"'y’ STA (U O T
que solo se satisface si A; = A,, de forma que
Oan,
(O, (x1)0p, (x2)) = C—5 (2.1.58)
X12

Hemos demostrado que, a menos de una constante que puede absorberse en una redefinicién de €, la
funcién de 2 puntos de operadores cuasi-primarios de una teoria conforme y la de sus descendientes esta
completamente determinada y es diagonal en el peso conforme de los operadores. Es importante también
notar que podria haber més de un operador & con la misma dimensién conforme. Destacamos que esta
forma es la que adoptan los correladores en una teoria definida sobre espacio plano, ver discusién debajo
de (2.1.45). Una teoria definida, por ejemplo, sobre un cilindro R, x S*~1, ala que puede accederse mediante
un mapa conforme, dard correladores

0N,

, 2.1.59
[cos(f1 — 1) —cos(Q1 — Q)M ( )

(On,(x1)0n, (x2)) = C

donde Q — Q' es notacién para la distancia ortodrémica sobre la esfera $7~1.
Para la funcién de correlacién de 3 puntos de operadores escalares, un procedimiento andlogo lleva a

Cio3
(On, (x1)0n, (%2)Op(X3)) = 3 A A ATALE,
X12 X23 X13

donde puede verse que a medida que el nimero de puntos aumenta, las restricciones de la teoria se hacen
menos fuertes.

Una vez fijada C para los operadores de la teoria, las constantes Cj23 en la expresién anterior contienen
informacion fisica de la teoria bajo estudio. De hecho, puede demostrarse que una CFT queda totalmen-
te determinada por el espectro de sus operadores primarios y los coeficientes Cj»3 de sus funciones de 3
puntos. Comentaremos en breve el motivo detrds de esta afirmacion.

A partir de las funciones de 4 puntos y superiores, existen nuevos objetos invariantes de simetrias con-
formes de los que puede depender el propagador. Ejemplos de estas cantidades son ;ﬁgj y permutaciones
de indices con esta estructura. Tomando el caso particular del propagador de 4 puntos, puede limitarse su
formaa

I2T34 T12734 1
(O, (01)0n, (%) O, (x3)0, (x)) = F | —— r14) (s A=Xa (2.1.60)
1< ..
ij

donde & es una funcién arbitraria que no puede fijarse por simetrias de la teoria.
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Figura 2.7: (a) Se representan 3 inserciones de operadores 0;(x;) a distintas distancias del origen en una
cuantizacién radial de una CFT. La region gris del plano muestra la regién de validez exacta de la OPE para
los operadores G2 (x2)0 (x1). (b) Se muestran dos formas de contraer una funcién de 4 puntos, obteniendo
asi distintas expansiones del mismo objeto, lo que impone restricciones en los posibles coeficientes de los
OPE de una teoria.

OPE y programa de Bootstrap

Describimos ahora de forma muy breve la expansion de productos de operadores (OPE) y el funciona-
miento del programa de Bootstrap en CFT, que es la forma estdndar de caracterizar estas teorias. El OPE
es una identidad valida para cualquier QFT, que permite, dentro de un valor de expectacion, reescribir el
producto de dos operadores locales @ y 0, ubicados en puntos cercanos x y X2, en términos de una serie
asintdtica de la forma [46]

(...01(x1)05(x2)...) = (---Zci(xl —xg)iﬁ’i(xl)...> (2.1.61)
i

donde i es una suma infinita contable sobre los enteros, ¢; son coeficientes y @;(x1) contienen en un caso
general a todos los otros operadores de la teoria. Si bien esta expansion es valida en general para cualquier
teoria de campos, es especialmente relevante para teorias conformes, donde la invarianza de escalas hace
que la expansién sea exacta, al menos hasta que x; o x coincida con algiin otro punto x3 de insercién de
operadores en los ... del valor de expectacion. Luego, los coeficientes de esta expansion contienen informa-
cién fisica que caracteriza la teoria especifica. Mds atin, uno puede ver que la informacién relevante para
la teoria aparece solamente en las contribuciones no analiticas de la serie, i.e. i < 0. Ejemplos canénicos de
esto son el OPE del tensor de energia momento (holomorfo) consigo mismo en d =2,

cl2 2T(w) 0T (w)

T(2)T(w) ~ z-w?* z-w? (z-w)

que contiene la carga central ¢ de la teoria y la dimensién conforme A = 2; y el OPE del tensor de energia
momento con un primario,

AC(w) 00(w)
+

T(2)0(w) ~ w2 e—w

ey

que contiene su peso conforme A. En ambos ejemplos, los ... representan los términos sucesivos en el OPE
que son analiticos en (z — w) y que ya no contienen informacién global de la teoria. Comentamos también
que en CFT los operadores posibles de la teoria son solo los cuasi-primarios y sus descendientes, de forma
que uno tiene una inutuicién més precisa de qué operadores 0; esperar en el lado derecho de la expansion.
Notar que por la definicién de T}y, el mismo no es primario.
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El programa de Bootstrap es un programa que aprovecha dos herramientas centrales de las CFT ya des-
critas: el hecho de que los correladores de 2 y 3 puntos de la teoria estén completamente determinados por
las simetrias de la teoria y el hecho de que la OPE sea exacta para un radio de convergencia finito. Esencial-
mente, se parte de una funcién de n puntos de una teoria y se la desglosa en funciones de m < n puntos
usando recursivamente el OPE entre los operadores involucrados, hasta descomponer el objeto original
en términos de funciones de 2 y 3 puntos. Las distintas formas de llevar a cabo este proceso permite en-
contrar vinculos adicionales a la teoria y (aunque no lo hemos hecho aqui) demuestra que la teoria queda
completamente definida en términos de su espectro de operadores cuasi-primarios y los coeficientes de las
funciones de 3 puntos.

Para ilustrar este proceso, partamos de la funcién de 4 puntos de operadores 0;(x;),

(O1(x1)02(x2)03(x3)04(x4)) = Z ci (X1 — X2) (O (x1) O3 (x3) 04 (x4)) (2.1.62)
=Y il —x2)" Y ¢j(x3 — x4)/ (O (x1)0(x3)) (2.1.63)
i j
=Y c2(x1 — x2) (%3 — x4) (0 (x1) 0 (x3)) (2.1.64)
i
1 2 2734 T12734
= F; _ 2.1.65
(1 — x3)%2 (202 — x)?2 5 Z (hs raa’ To3 r14) ( )

donde en el primer y segundo renglén usamos el OPE, en el tercero usamos que la funcién de 2 puntos es
diagonal en la dimensién conforme y en el cuarto recuperamos la estructura de (2.1.60). Los coeficientes
c; que aparecen en el OPE entre estos operadores son capaces de determinar los correladores de mayor
numero de puntos mediante este tipo de descomposiciones.

Una vez mads, el objetivo de este apartado es mostrar la forma estdndar en que se aborda el cdlculo
de correladores y la caracterizacion de una CFT general en ausencia de una accién concreta. La dualidad
AdS/CFT proveerd una forma de estudiar estos aspectos mediante un principio variacional tradicional, aun-
que en una teoria muy distinta en apariencia y en una dimensién mayor.

Correspondencia Estado-Operador

Por ultimo, presentaremos otro aspecto de las teorias conformes relevante para nuestros objetivos, de-
nominado Correspondencia Estado-Operador. Esta correspondencia establece que existe un mapa biyecti-
vo entre los operadores locales de una CFT y los estados de la misma. Debe destacarse que lo interesante de
este mapa es su caracter biyectivo, que solo se cumple para teorias conformes: en QFT generales siempre
hay un mapa inyectivo de operadores locales @ (x) a estados de la forma

tlim O (x)|0y; li_moﬁ’(z, 2)|0) =©(0,0)|0) = |O) .
——00 z,2—

donde |0) es el vacio de la QFT y la segunda expresion estd escrita en términos de la cuantizacién radial. Es
posible incluso demostrar que cualquier estado de la teoria puede obtenerse por este método. Debe men-
cionarse que si bien es crucial que & sea un operador local, no tiene por qué ser un operador fundamental
de la teoria y su estructura podria ser muy compleja. Un ejemplo trivial es el estado de una particula funda-
mental ubicada en x, para un campo fundamental & (x), ©|0). Ejemplos més elaborados son la estructura de
operadores de vértice en la teoria de cuerdas, como lo son : e/¥X(#2 : que aplicado sobre el vacio en z,Z — 0
llevan al autoestado de momento | k). Llamaremos genéricamente a estos operadores de vértice.

El aspecto central por el que el mapa en la CFT es invertible, es que el punto t = —0co 0 z, Z = 0 es un punto
incluido legitimamente en la variedad y por tanto podemos traerlo a cualquier distancia finita mediante
una transformacién conforme. Dado entonces un estado |0), podremos siempre reconstruir el operador
del cual partimos,

|G) = tEr}loo@(x)IO) = O(x). (2.1.66)

De este mapa se sigue que la clasificacion de operadores primarios y descendientes se transfiere inme-
diatamente a los estados de la teoria. Un operador € (z, z) primario produce un estado primario ¢(0,0)|0).
La condicién de que un estado sea primario puede escribirse como

Ku|0) = K,06(0)[0) =0 (2.1.67)
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En virtud de que |0) es un estado primario y que para operadores primarios [K,, G (0)] = 0. Este estado tiene
también asociado luego el peso conforme A del operador, i.e.

DI|O) = A|O) (2.1.68)

Esta es la forma estdndar en CFT de construir estados excitados: identificados los operadores de vértice
adecuados, se acttia con estos sobre el vacio para reconstruir el espacio de Hilbert de la teoria. Como hemos
visto, la correspondencia operador-estado garantiza que siempre podremos construir un € (x) local tal que
obtengamos cualquier estado, pero no ofrece un mecanismo sistemético para obtenerlo y dependiendo del
estado que queremos reproducir, su estructura puede resultar compleja.

En nuestro trabajo, optaremos por otro mecanismo para excitar el vacio, en términos de una excitacion
no localizada en el tiempo, mediante una evolucién (Euclidea) del sistema sometido a una fuente externa
que se apaga antes de llegar al instante donde se observa al estado. Dado que este mecanismo lleva a un
estado excitado de la teoria, entonces deberd existir algiin &(x) local que ubicado en ¢ — —oo y aplicado
al vacio recupere el estado que estamos describiendo. Lograremos escribir explicitamente dicho operador
para algunos casos. El motivo por el que recurrimos entonces a nuestro formalismo es que nos permite es-
tablecer un mapa mas claro de qué excitaciones estamos describiendo atin para teorias de las que tenemos
muy poca informacién. Veremos ademads que nos permitira tener no solo una interpretacién de los mismos
en CFT débilmente acopladas si no también en aquellas fuertemente acopladas mediante una descripcién
holografica precisa. El mapa entre estados excitados que presentaremos al final del préximo capitulo y que
representa el corazén de esta tesis, seria ineficaz y dificil de formular directamente en términos de opera-
dores de vértice.

2.1.4. Estados coherentes

Concluiremos el apartado introductorio de teorias de campos describiendo algunas propiedades rele-
vantes sobre estados coherentes y de un mecanismo para construirlos mediante interacciones del sistema
con una fuente externa. Los estados coherentes fueron concebidos casi en paralelo con la mecéanica cuan-
tica por Schrodinger en el '26. Su relevancia no seria destacada hasta el 62 con trabajos importantes de
Glauber y Gilmore, entre otros [22, 47]. Desde una perspectiva contemporédnea se destacan 3 propiedades
principales de los estados coherentes: coherencia, sobrecompletitud de la base y una interpretaciéon geomé-
trica intrinseca. La tercera propiedad, refiere al hecho de que los estados coherentes son estados cuanticos
a los que se les puede asociar una configuracion clésica. Esta tltima nocién aplicada a los campos de RG,
que definen la geometria del espacio-tiempo, hard que en aquel contexto una configuracion cldsica y una
interpretacién geométrica sean la misma cosa. Aclaramos que en esta tesis trabajaremos en todo momen-
to sobre sistemas bos6nicos, de forma que presentaremos el formalismo de estos estados para sistema de
espin entero. La extensién todo el formalismo a sistemas de fermiones existe, aunque la nocién de interpre-
tacidn clasica para sistemas fermiénicos no siempre es posible. Basaremos esta seccién en [48, 22, 49, 47].

En el marco de la mecénica cudntica, se suele presentar a los estados coherentes |1) como autoestados
de los operadores escalera del oscilador arménico, i.e.

alA) = A4y,

donde A € C.Es directo demostrar que estos estados tienen valor de expectaciéon y varianza finita para q y
p, las posiciones y momentos generalizados del problema, tal que estas ademds minimizan la relacién de
incerteza de Heisenberg. Para este ejemplo, los estados coherentes admiten tres definiciones equivalentes

M=zeroy, o | /AgAp= g . o |A=DW)I0).
La tercera definicién estda dada en términos del operador unitario desplazamiento D(A) = eld'-1'a = ptoy,
Una ventaja inmediata de la tercera definicién es que dada la unitariedad del operador desplazamiento, los
estados asi construidos estdn normalizados por construccién, mientras que no lo estdn en la definicién de
laizquierda.

Esta tltima definicion es ademds la mds natural de extender a un marco general teoria de campos, in-
cluso para operadores locales como los operadores de campo y momento can6énicamente conjugado. Si
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[0,11g] = i, sobre una superficie de Cauchy Z, entonces se puede crear un estado coherente en una QFT
para un campo real como

D)0 = i 2OA-Tlod |0y = |y ; Ay =1 2.1.69)

Donde ahora A = A(xz) € R como fuente de un campo real @. Esta tltima expresion serd ttil en breve. Es
inmediato demostrar que

MO _ 06 D0 = (016 + D10} = A AMgl ) _ 5 (2.1.70)

A (AIA)

donde se us6 la unitariedad de D, D(A)TD(1) =1 para mostrar (A|1) = ©IDTDW)I0Y = (0]0) = 1 y que
(0|@10) = 0. Es relevante destacar que O|A) # A|A) y [Ig|A) # A|A), de forma que no es esta una base de
autoestados del campo o su momento conjugado. Tal base puede construirse y resulta ortonormal, pero no
serd relevante a los efectos de este trabajo.

Una propiedad de los estados coherentes que serd relevante para comprender algunos resultados de
este trabajo es que la funcién de 2 puntos conectada para estados coherentes y para el vacio son el mismo.
La demostracion es directa, i.e.

(AG1O2| L) e _ (AG1O21A) — (AO1|A)(AIO2|A)
(AA) (AIA) (AIA)
= (0IDW'e1 DA D' G2 DW)[0) - 11 A,
={0l(O1 + 11)(O2 + 12)10) — A1 A2
={01010210) + 11{0|02|0) + A2(010110) + 11 A2 — A1 A2

=(010102|0) = (016102|0),

donde se us6 el subindice ¢ para denotar “conectada”’ y se explicit6 (0|&;|0) = 0 por invarianza traslacional,
la funcién de 2 puntos conectada y desconectada en el vacio son iguales. Propiedades similares pueden
demostrarse para funciones de correlacién de orden superior, pero no serdn relevantes para este trabajo.

Se recuerda ademaés que los estados coherentes no son autoestados del operador ntimero, i.e. no tienen
un namero de particulas definido. Esta propiedad resulta atractiva, por ejemplo, para estudiar divergencias
infrarojas en teorias de campos. Las mismas aparecen en el tratamiento estdndar hecho sobre la base del
operador numero para teorias con particulas no masivas. El ejemplo por antonomasia de esto es QED. Las
divergencias aparecen en una expansién en diagramas de Feynman al no poder distinguir en un experi-
mento real con n particulas salientes y un nimero m de particulas no masivas con energia por debajo de
lo que los detectores pueden distinguir. La regularizacién en esta base requiere la suma de diagramas de
distinto ntimero de particulas salientes para demostrar que cada diagrama es divergente, pero que su suma
al formar procesos fisicos de la matriz de dispersion (out|S|in) es finito. En la base coherente este problema
se sortea por construccién y cada diagrama es IR finito de forma independiente [48].

Hasta el momento en esta presentacion, hemos definido a los estados coherentes (y siendo esta una
base del espacio de Hilbert, a todos los estados en consecuencia) como excitaciones del vacio mediante la
accion de un operador definido sobre una superficie de Cauchy Z actuando sobre el vacio de la teoria en
la misma superficie. A continuacién presentaremos una forma de construir estados excitados en general
y coherentes en particular mediante una evolucioén temporal del sistema sujeto a la accién de una fuente
externa [22].

Considérese una QFT libre en su estado de vacio H|0) = 0 en un instante fy. La evolucion libre de este
sistema en el tiempo bajo H serd trivial, i.e.

U(5)10) = Pie” Jo M0y = [Te 2110y = = HU=0 |0y = (1 - i H(t — o) +...) 0) = |0) (2.1.71)
i

donde hemos hecho intencionalmente explicitos varios pasos. En primer lugar, la definicién formal del
operador evolucién implica una exponencial temporalmente ordenada. Notar que este operador implica
considerar el hamiltoniano de la teoria en todos los instantes intermedios H(¢;), fp < t; < t y en este sentido
no es un operador definido sobre una superficie X. Por definicién, puede escribirse como la productoria

38



de una serie de pasos infinitesimales At que llevan desde el instante ty — t. Para cualquier sistema cerrado
donde H no depende del tiempo, como es este ejemplo, [H(¢;), H(t;)] = 0y la productoria de exponenciales
puede escribirse como una tnica exponencial que depende solamente de (¢ — ty). Este tltimo paso puede
pensarse en términos de los teoremas de desentrelazamiento de Baker-Campbell-Hausdorf [50],

eXe¥ =7, Z=X+ Y+%[X,Y]+1—12([X,[X,Y]]+[Y,[Y,X]])+..., (2.1.72)

del cual hemos usado su versién mads trivial, cuando [X, Y] = 0. Convertida la exponencial temporalmente
ordenada en una exponencial regular, cabe expandirla por definicién y usar H|0) = 0 para demostrar la
evolucion trivial del estado.

El objetivo del detalle minucioso en el andlisis anterior es preparar al lector para una versién modificada
del mismo, donde el sistema se ve sometido a una fuente externa j para alguno de los campos fundamen-
tales de la teoria A ~ a+ a', que se encendera de forma adiabatica en un instante posterior a #, y se apagara
también de forma adiabética en un instante anterior a ¢. Estas condiciones, garantizan que en el instante
inicial y final, el hamiltoniano que describe el sistema sea el H original y no su deformacién por la fuente
externa. Haremos un paso mds antes de reproducir el proceso anterior, realizando el cémputo en el es-
quema de Dirac, o de Interaccién, donde los operadores estdn sujetos a una evolucién temporal y estados

evolucionan solo con la parte no libre del hamiltoniano?,

Ui = 2le o B4 — i) = e o 1Ay (2.1.73)

en este caso solo con el efecto de la fuente externa. La evolucién del sistema partiendo del vacio entonces
resulta

U;(010) = Ple” fo 44y 0y = [T e /421 o) = [ e~ (04" +i ()" @) (2.1.74)
i i
i5 t is t
=[1DGI0y =€ D([ dt)I0) = e'/| [ dtj), (2.1.75)
i tO t()

donde hemos usado para resumar la productoria la propiedad
D(A1)D(A2) = e*D(A1 + ), (2.1.76)

donde §, es una fase real, que puede demostrarse explicitamente a partir de (2.1.72), [47]. Lo que hemos
demostrado en (2.1.74), es que la evolucidn de una teoria libre bajo el efecto de una fuente externa da como
resultado un estado coherente con autovalor f fo dtj que podemos calcular analiticamente.

Este argumento puede generalizarse directamente, siempre en términos de una expansion perturbati-
va, para fuentes externas de operadores mds complejos. Desde un punto de vista algebraico, encender una
fuente para cualquier operador lineal en los operadores escalera dard como resultado un estado coherente.
Esto se sigue de que el dlgebra de {I, a', a,a’a} es cerrada. Desde este punto de vista, encender una fuente
para un operador cuadratico en los operadores escalera debiera también poder resumarse, dado que el al-
gebra de {I, a',a,a’a,(a)?, a®} es también cerrada. El resultado es un estado coherente comprimido, o de
forma general lo que se conoce como un estado gaussiano generalizado. Cualquier otro conjunto de poten-
cias finitas de estos operadores no conforma un élgebra cerrada y el paso de resumacién de la productoria
tampoco se puede obtener de forma cerrada. Aln asi, para cualquier caso y al orden deseado, pueden ob-
tenerse los estados finales con métodos numéricos buscando representaciones fieles del dlgebra efectiva
truncada [47].

Este es el resultado més importante de este apartado y puede verse como un puntapié inicial para el
estudio de los estados excitados que se consideran en esta tesis: acoplar un sistema a una fuente externa
clasica durante un periodo finito de tiempo permite obtener estados excitados de la teoria.

8En esta ecuacion hay una redundancia en la notacién, puesto que el objeto A a la izquierda es un operador en el esquema de
Schrédinger y no cumple una ecuacion de evoluciéon temporal, mientras que el A a la derecha es el mds familiar en el lenguaje
de teoria de campos relativista, donde la evolucién del espacio-tiempo es considerada. Dado que no volveremos sobre la primera
descripcion y que este es un paso estdndar en QFT, se decidi6 no distinguir entre ambas magnitudes. Siempre estara claro a cual
nos referimos segtin lo acompafie o no el hamiltoniano del sistema.
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Sobre esta forma particular de excitar la teoria, es menester aclarar algo sobre su generalidad. Escrito
como en (2.1.69), los pardmetros A y 1 son enteramente independientes. Sin embargo, notar que ya su
notacion sugiere el formalismo posterior en términos de una fuente externa. Es inmediato comprobar que :

t t t
(fdtjlo)[dtjy~ [dt]. (2.1.77)
N In to

Sin embargo, se puede mostrar que (f fo dtj|lllg|f fo dtjy =0 en esta construcciéon. El motivo de esto es que
el estado de entrada y salida para el calculo de estos valores medios estdn generados como evoluciones
espejadas respecto del tiempo ¢, i.e. notar que el estado de salida se obtiene como el conjugado hermitico de
una excitacion del sistema mediante una evolucién (2.1.73), que puede reinterpretarse como una evoluciéon
donde se cambi6 el integrando en la evolucién ¢ — —t. Esta simetria en la inversién temporal, hace que las
soluciones clasicas obtenidas sobre la superficie de Cauchy en ¢, que es la interpretacién clésica de los
valores de expectacion para estados coherentes, fuerzan (f fo dtjlllgl [ 50 dtjy=0.

Si bien (2.1.74) fue obtenido utilizando una evolucién en tiempo real del vacio, su reinterpretaciéon en
términos de dlgebras discutido arriba permite independizarse de esta condicién y considerar una evolucién
acoplada a una fuente en signatura Euclidea. El objetivo de esto es conectar con las consideraciones hechas
al comienzo de este capitulo, ver por ejemplo (2.1.2), donde construimos el vacio de una teoria de campos a
través de una evolucién temporal Euclidea. En (2.1.5), se definié una funcién generatriz, donde los estados
iniciales estaban definidos por funciones de particion Zg|jg; A‘%] y donde Zg[0; A‘gl describia el vacio de
la teoria. En estos ejemplos el tiempo fy — —oo y la fuente en ese punto puede o no apagarse, aportando en
cualquier caso solamente una constante a la funcién de particién que puede at;sorberse en su normaliza-
cién [21]. A la luz del anélisis expuesto en este apartado, es claro que Zg[jg; A™ 2] con jg # 0 construird un
estado excitado de la teoria original, siempre que jr se apague adiabdticamente antes de llegar al tiempo ¢.
La comparacion entre ambas construcciones, a tiempo real e imaginario, se ilustra en la Fig. 2.8.

Sobre esto haremos un comentario en conexién con la correspondencia operador-estado de una CFT.
Dijimos en la Seccién anterior que cualquier estado de la teoria puede obtenerse como un operador local
dela CFT aplicado al vacio, pero que la estructura de este operador podria ser fuertemente no trivial depen-
diendo del estado que se busca construir. Sea un estado excitado construido por una fuente externa como
se describe en esta seccién, ahora por conveniencia en el esquema de Schrédinger, donde & es el mismo
operador en cada hoja de la foliacién temporal y la evolucién temporal estd absorbida en el estado. El estado
creado por este proceso serd

1Ay = e~ /10y 0y 2.1.78)
~ (1—H(H+ )Li(x)@(x))...)m) (2.1.79)
~ (1 - H(H+ A;(x)[O(0) + 00 (0)(x — 0) +...])...) |0) (2.1.80)
= 1(0)|0) (2.1.81)

donde en las ultimas lineas hemos hecho una expansién de Taylor de & alrededor de z,Zz = 0, de forma
que el operador A definido arriba es el que genera el estado |1) en el lenguaje de la seccién anterior. Notar
que el operador A contiene al primario & y todos sus descendientes con distintos coeficientes actuando
sobre el vacio. Uno puede ademads utilizar el OPE de €@ consigo mismo sobre los términos superiores de
la expansion de Taylor para argumentar que el operador A contendr4 no solo a @ y sus descendientes si
no también a todos operadores de la teoria que aparezcan en su OPE. Este sencillo argumento muestra la
conexioén entre una y otra forma de construir estados excitados, al menos del formalismo de Glauber al
formalismo estdndar.

Diremos a modo de avance de la tltima seccién del préximo capitulo, que en una teoria que tuviese un
borde, como es el caso de AdS, uno podria también explorar los estados excitados accesibles para fuentes
encendidas solamente sobre el borde de la teorfa. Notar que nuestros argumentos en esta seccién no de-
penden de que la métrica del espacio sea plana. La construccién en AdS seguird pasos muy similares a esta,
pero lo interesante serd interpretar las excitaciones, mediante la dualidad AdS/CFT, como un resultado para
CFTs fuertemente acopladas.
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Figura 2.8: La figura muestra dos formas de generar estados excitados. En (a) se lleva a cabo el proceso
descrito por Glauber [22] donde partiendo del vacio se excita el sistema a tiempo real con fuentes externas
en tiempo real para preparar un estado coherente de la teoria. En (b) se muestra un proceso andlogo llevado
a cabo solo mediante una evolucién Euclidea deformada con inserciones de fuentes.

2.2. EspaciosAdSyH

En esta secci6n introduciremos los espacios AdS y H y las soluciones de agujeros negros sobre las mis-
mas, estudiaremos sus isometrias, diagramas de Penrose y los parches de coordenadas que usaremos en los
capitulos siguientes. Se notard la dimensién de estos espacios d + 1, lo que hard mds cémodo el uso de las
ecuaciones en el contexto de holografia.

Los espacios AdS y H son soluciones maximalmente simétricas a las ecuaciones de Einstein con cons-
tante cosmolégica negativa, en signaturas Lorentziana y Euclidea respectivamente. Estas ecuaciones pue-
den derivarse minimizando la accién de Einstein-Hilbert

d+1
16nGd+1fd xy/—8(R-2A7), (2.2.1)

donde A <0 es la constante cosmoldgica.

Un espacio maximalmente simétrico d + 1 dimensional general posée el mdximo ntimero de isometrias
posibles para un espacio de su dimension, %(d +1)(d+2). Cada isometria tiene asociado un vector de Killing
¢p, que estd definido por

Viép =0

donde V, es la derivada covariante en ese espacio.
El tensor de Riemann de dicho espacio es constante y estd determinado por la métrica como

2A

A1) Bup8vo = 8uo8vo) - 2.2.2)

R;wpa
Localmente, un espacio maximalmente simétrico de dimension d+1 y signatura dada queda completamen-
te determinado por el signo de A. De esta forma, los espacios quedan clasificadosen3: A>0, A=0y A <0.
En signatura Euclidea, estos espacios corresponden respectivamente a la esfera d + 1-dimensional S4*1, a
hiper-superficies R?*! y a espacios hiperbélicos Hy.1. En métrica Lorentziana estos espacios se denominan
respectivamente de Sitter dS,;, 1, Minkowski Mé+! y anti-de Sitter AdSy. ;.
A continuacién se presentan formas alternativas de definir los espacio AdS,.; vy Hg+1 en términos de
superficies embebidas en espacios de dimensién mayor, que permite observar més claramente la topologia
e isometrias de los mismos.
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Figura 2.9: Se muestra el espacio AdS, como una superficie embebida en R, En una dimension d general
las coordenadas U y V son temporales en la métrica, mientras que las X; son espaciales.

2.2.1. AdS como superficie cuadrica

Se puede también definir AdS,;,; como una superficie cuddrica embebida en una métrica plana d + 2
dimensional. Para eso, se considera el vinculo

d d-2)(d-1
Y XP-Ut-vi= % (2.2.3)
i=1
sobre la métrica R%? .
ds*=Y dX?-du®-adv>. (2.2.4)

i=1

El tinico parametro global de AdS,;; es su constante cosmoldgica, que tomaremos sin pérdida de generali-
dad como A = —% (d—2)(d —1) que hace el lado derecho de (2.2.3) igual a la unidad.

En esta presentacion de AdS puede rdpidamente conocerse sus vectores de Killing. Es inmediato ver que
el vinculo (2.2.3) es invariante frente al grupo SO(d, 2), que es ademds subgrupo de las isometrias de (2.2.4).
Luego, resulta que el grupo de isometrias de AdS,;.; es SO(d, 2). Como chequeo de consistencia, puede ver-
se comprobarse que SO(d,2), en tanto matriz real simétrica y unitaria, tiene %(d + 1)(d + 2) generadores,
en acuerdo con un espacio maximalmente simétrico de d + 1 dimensiones. La topologia del hiperboloide
(2.2.3) es isomorfa a R? x S!, donde S! estd asociada a la direccién temporal. En la Fig. 2.9 se muestra el hi-
perboloide (2.2.3) para el caso de AdS,, embebido en el espacio R"2. El espacio asi definido posee entonces
curvas temporales cerradas. Resolveremos esto en la siguiente seccién utilizando lo que se conoce como la
variedad de cubrimiento universal de AdS.

Para los objetivos del Capitulo 4 serdn relevantes 2 parametrizaciones de este espacio: las coordenadas
Globalesy las de Poincaré.

Coordenadas Globales

Se parametriza al hiperboloide (2.2.3) como

d
U = cosh(p) cos(?); V = cosh(p)sin(t) ; X; =sinh(p)Q;; con Z Q? =1 (2.2.5)
i=1

donde Q; representan las coordenadas estandar? sobre S4°1, Expresando la métrica (2.2.4) en funcién de
estas coordenadas resulta
ds® = —cosh?® (p)dt2 + dp2 +sinh? (p)dQZ_l , (2.2.6)

donde dei_l es la métrica de S9!, Tomando 0 < p < 0o y 0 < ¢ < 27, ademas del rango clésico de las

Sd—Z

variables angulares de , se cubre una vez el hiperboloide completo.

9Por ejemplo, para S? las coordenadas son Q; = cosf y Qo = sin#.

42



=9 AdS2

t=0 " t

(@) (b)

p ]

(d)
(©

Figura 2.10: Procedimiento para deformar el hiperboloide (2.2.3) al plano en AdS,). En (a) y (b) se marca
con una linea punteada el corte que marca el paso de 0 a 27 del tiempo. En (c) se unen infinitos de estos
cortes, evitando asi la existencia de curvas temporales cerradas.

La coordenada temporal describe una variedad isomorfa a S!. Se evitard tener curvas cerradas tempo-
rales (que acarrearian problemas de causalidad) se toma la variedad de cubrimiento universal de AdS que
permite tomar —oo < t < co. Esencialmente, se extiende el dominio de la variable ¢, definiendo cada vuelta
como una variedad distinta, similar a como se define una hoja de Riemann en anélisis complejo. En la Fig.
2.10 puede verse de forma ilustrativa este proceso.

Reescribiremos la métrica (2.2.6) como

dar?
ds®=-1+r>)dt* + —— +r?dQ?_, 2.2.7
s (1+7r7) A1 7 4% (2.2.7)

definiendo r = sinh(p), donde r € [0,00). Esta segunda forma sera la que més usaremos en los capitulos
subsiguientes.

Coordenadas Poincaré

Otra parametrizacién posible para (2.2.3) es

J a_1 a 1, 5 Xi ;
V=—; U-X%=—; U+Xx%==|Y 2-F#+2*|; X;==; i=12..,d-1 (228
z z z\ig z
La métrica (2.2.4) en estas coordenadas resulta
1 d-1
dSZ:? —dt* +dz*+ ) dx? (2.2.9)
i=1

donde —oo < t,x' < co. El dominio de la variable z puede cubrir los reales positivos o negativos, pero no
ambos, debido a la singularidad en z = 0. Se tomara z > 0, que cubre solamente una mitad del hiperboloide
(2.2.3) como se muestra en la Fig. 2.11a.

El interés en esta parametrizacion reside en que las superficies de nivel de z describen espacios M4. Por
un lado, la estructura de (2.2.9) hace manifiesta una simetria de dilatacion (t, z, x') — (ct, cz, cx’), con ¢ > 0.
Esta simetria permite estudiar como se comportan objetos que viajan en la direccién z. Una misma édrea
se verd mas grande a medida que se mueva de z; a z; con z, > z;. Esto puede reinterpretarse en términos
energéticos como que la escala de energias aumenta al disminuir z. Por este motivo se suele hacer referencia
alosbordes z — coy z = 0 como borde infrarrojoy borde ultravioletarespectivamente, como se esquematiza
en la Fig. 2.11b.

Estructura conforme

El estudio de la estructura conforme de un espacio facilita el andlisis de la estructura causal del mismo.
De forma general, se parte de una métrica del espacio y mediante cambios de coordenadas y transforma-
ciones conformes se lo mapea a una region finita de una métrica conocida. La estructura causal de un
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Figura 2.11: (a) Se muestra la regién cubierta por las coordenadas de Poincaré definidas en la ecuacion
(2.2.8) sobre AdS». A partir de dicha parametrizaciéon puede verse que z > 0 impone U — X > 0. (b) Se toman
dos supertficies de nivel de z. Un cuerpo (representado por el circulo de linea punteada) en una regiéon de
z — 0 pareciera ser mds pequeno que el mismo cuerpo a z — co

espacio-tiempo es invariante frente a transformaciones conformes!’. Con estos diagramas, llamados con-
formes o de Penrose, obtendremos las superficies de nivel de las variables de cada parametrizacién, que
serdn fundamentales en las aplicaciones de la prescripcion de Skenderis y van Rees.
Para tener una variable radial con un dominio finito, se parte de la métrica (2.2.6) y se define tany =
sinh p, de donde , , , ,
~2 _ :
ds® = dsz _artax +jm L xel0,mr2). (2.2.10)
cos® cos® y

La geometria definida por d§? se conoce como Universo Estdtico de Einsteiny corresponde a un universo
sin bordes isomorfo a S¢ x R,. En este ultimo y € [0,7] de donde puede verse que las superficies ¢ = cte de
(2.2.10) describen hemi-esferas S¢. El polo de la hemi-esfera y su ecuador correspondena y =0y y = /2
respectivamente. La Fig. 2.12 muestra la estructura conforme de AdS3. Cada punto de la zona sombreada
representa un circulo de radio sin(y). El borde conforme de este espacio se encuentra en y = /2 y tiene una
topologia isomorfa a R, x S% para dimensién d arbitraria. En general, el espacio AdS con su borde conforme
se entienden como un cilindro macizo. Las regiones ¢ = cte definen “tapas” en el cilindro, mientras que el
borde conforme corresponde a la superficie lateral del mismo.

La existencia de una frontera tipo tiempo (y = 7/2) implica que AdS no es globalmente hiperbélico. Esto
significa que a partir las ecuaciones de movimiento y condiciones iniciales en una superficie espacial no
es posible determinar la evolucién temporal de un sistema, dado que podria ingresar informacién desde
la frontera temporal. De forma general, este problema se resuelve imponiendo condiciones de contorno
adicionales en dichas fronteras. Es interesante notar que la existencia de una frontera tipo tiempo es lo
que permite que la teoria de campos en el borde conforme tenga una dimensién temporal al proponer la
dualidad AdS/CFT en tiempo real.

La regién descrita por las coordenadas de Poincaré se obtendra comparando esta parametrizacién con
las coordenadas globales. Por simplicidad se presenta un andlisis hecho sobre AdS-, pero pero un estudio
en dimension arbitraria lleva a conclusiones andlogas [51]. Dado que cada parametrizacién tiene coorde-
nadas temporales no equivalentes, se notard al tiempo global como ¢ y al Poincaré como fp. A partir de

105e puede demostrar que una transformacién conforme preserva los 4ngulos entre curvas. Sabiendo esto, puntos separados tipo
espacio/luz/tiempo en el diagrama conforme, también lo estardn en la métrica original.

44



AdS.

Un. Est. /

de Einstein

2 t

Figura 2.12: La zona cubierta por una superficie a t = cte (disco sombreado en gris) de AdS3; es una hemi-
esfera del Universo Estético de Einstein. En la misma figura se muestra que el espacio AdS no es globalmente
hiperbdlico, puesto que la informacién completa del sistema sobre una superificie de Cauchy (cono gris) es
incapaz de determinar el estado del sistema en el punto negro, el cual estd causalmente conectado (recta
roja) con puntos del borde de AdS.

(2.2.5)y (2.2.8),

cos(t, —t2+Z2+1 sin(¢, t _t2+Z2_1
— (G)z P : V:_(G):—P; X:tan)(:P—-
cos(y) z cos(y) =z Z

A partir de estas relaciones pueden obtenerse las curvas de nivel de #p y z, definidas como

sin(ztg) . 1
— X = fp=cte cos(tg) —sin(y) = — = cte,
cos(tg) —sin(y) z
cuya forma puede verse en la Fig. 2.13a. La frontera de la regién cubierta por las coordenadas de Poincaré
en un espacio AdS,;,; se muestra en la Fig. 2.13b.

2.2.2. H como superficie cuddrica

Los espacios maximalmente simétricos con A < 0y signatura euclidea reciben el nombre de espacios
Hiperbdlicos o H. Se presentard este espacio como una hiper-superficie embebida en un espacio plano de
dimensién mayor, similar a como se hizo para el espacio AdS. En la literatura también se lo nombra como
AdS Euclideo o directamente AdS si la signatura del espacio se entiende del contexto. Sin embargo, en este
trabajo serd importante distinguir cudndo estamos en signatura Euclidea o Lorentziana y para este fin se
prefiere darle un nombre propio.

Se impone como vinculo el paraboloide

d+l d-2)(d-1
Y xzoyr= Al 2)[(\ | (2.2.11)
i=1
sobre la métrica del espacio R4*1!
d+1
ds*=Y dX?-dU*. (2.2.12)

i=1
En la Fig. 2.14 se muestra el paraboloide (2.2.11) embebido en el espacio R>!. Esta construccién muestra
que las simetrias de este espacio son SO(d+1, 1), que son las del vinculo (2.2.11). Igual que en AdS, usaremos
A=3(d-2)(d-1).

Un comentario interesante acerca del vinculo (2.2.11) es que, a diferencia de (2.2.3), no describe una
topologia conexa. Es decir, las soluciones a (2.2.11) son dos paraboloides separados y que por tanto no
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Figura 2.13: En (a) se muestran esquemadticamente las curvas generadas al tomar constante alguna de las
coordenadas de Poincaré. En (b), se lleva graficamente de AdS; a AdS,. . Las curvas rojas y azules se hacen
hiper-superficies en dimension general. Cada punto del diagrama de la derecha representa una esfera S4=2.

pueden cubrirse a la vez por un mismo parche coordenado. A los efectos de definir el espacio H de esta
forma se debe tomar uno de los 2, que sin pérdida de generalidad ser4 el definido por la condicién U > 0.

Para los objetivos de este trabajo serdn relevantes 3 parametrizaciones de este espacio: las coordenadas
Globales, las que denominaremos E-Globalesy las de Poincaré.

Coordenadas Globales

Parametrizaremos este espacio como

d
U=cosh(p);  X;=sinh(p)Q;; con Y Q¢=1, (2.2.13)
i=1

donde las coordenadas Q; son las coordenadas esféricas de S¢, cumple la condicién (2.2.11) y permite ex-
presar la métrica (2.2.12) como
ds? = dp? +sinh?(p) dQ?, (2.2.14)

donde dQé es la métrica unitaria de $? y 0 < p < co. Con estos dominios, se cubre el paraboloide supe-

rior'! de la Fig. 2.14. La métrica (2.2.14) muestra que H es topolégicamente equivalente a R4*!

representarse a su vez como una esfera maciza.

, que puede

Coordenadas E-Globales

La parametrizacion anédloga a las coordenadas globales de AdS para el espacio H se definen como

U = cosh(p) cosh(7); ) G cosh(p) sinh(7); X = sinh(p)Q2; con

d
Qi=1 (2.2.15)

i=1

donde las coordenadas Q; son las coordenadas esféricas de S4~2. La métrica (2.2.12) en funcién de estas
coordenadas resulta
ds® = coshz(p) dr® + dp2 +sinh? (p)dei_l, (2.2.16)

con dei_l la métrica unitaria de S4~!, 0 < p < 0oy —00 < T < co. Con esto se cubre el paraboloide superior
completo.

HE] otro paraboloide puede cubrirse haciendo U = — cosh(g).
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Figura 2.14: Se muestra el espacio H, como una superficie embebida en R>!. Puede elegirse cubrir con un
juego de coordenadas o bien el paraboloide superior o inferior, pero no ambos de forma continua.

Se define r = sinh(p) para escribir la métrica (2.2.16) como

dr?
ds®>=Q1+r1?) d72+—r+r2 dQ‘?}l_l, (2.2.17)
1+ 72

donde 0 < r < co. La métrica (2.2.17) puede obtenerse como la prolongacién analitica de (2.2.7) apli-
cando la transformacién ¢ — —i7. La similitud entre estas métricas serd muy importante en el Cap. 4 para
comparar soluciones de los campos entre teorias gravitatorias de signatura Lorentziana y euclidea.

Coordenadas Poincaré
La parametrizacion

d-2 .2 2 2

T 1 TeXS+T O+ 2 X

xXi==, y-x9tl=-, pyexdtl=zi=li i X;==% con i=1,2,...,d-1 (2.2.18)
Z < < Z

cumple el vinculo (2.2.11) y deja la métrica (2.2.12) como

1 d-1
ds® = — (d12 +dz® + ; dxl?) (2.2.19)

1

donde —co < 7,x’ <00y z > 0. A diferencia de AdS, se puede comprobar que estas coordenadas si barren
todo el hiperboloide superior U > 0 y por tanto todo el espacio H.

Estructura Conforme

Para enviar la parametrizacién (2.2.13) a una regién finita, se define sinh(p) = tan(n). Se puede compro-
bar directamente que la foliacién del espacio Hs por las coordenadas globales corresponden a las tradicio-
nales en una esfera. En E-Globales, las coordenadas angulares son explicitamente iguales a las de las coor-
denadas Globales con excepcion de la variable angular azimutal 8 € [0, 7] como se puede ver comparando
(2.2.13) y (2.2.15). Las superficies de nivel de las variables E-Globales quedan definidas por las ecuaciones

tan(n) sin(@) = sinh(p) = cte sin(n) cos(8) = tanh(7) = cte (2.2.20)

En la Fig. 2.15 se muestran las superficies (2.2.20) en un espacio H de dimension arbitraria. Estas superficies
son de especial interés en el Capitulo 4, donde se deberd encontrar una forma de describir la frontera de H
en funcion de estas coordenadas para imponer condiciones de contorno no triviales sobre esta.
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Figura 2.15: Se muestran las curvas de nivel de las coordenadas e-globales p (a) y 7 (b).

Por ultimo, se discuten las coordenadas Poincaré euclideas. Partiendo de la parametrizaciéon (2.2.18) y
comparando con (2.2.13), se obtienen las superficies de nivel para estas coordenadas

cos(n)~! +tan(n)sin(@) = z7! = cte % =T =cte (2.2.21)

Ejemplos de las curvas de nivel sobre H; se muestra en la Fig. 2.16.

2.2.3. Agujeros Negrosen AdSyH

Los agujeros negros son soluciones de vacio no triviales a las ecuaciones de Einstein derivadas de (2.2.1).
En una primera aproximacion, pueden pensarse como el andlogo en Relatividad General a la solucién ex-
terior de un potencial gravitatorio para un cuerpo masivo. En este sentido, estardn caracterizadas por un
grupo reducido de pardmetros M, J ,Q por ejemplo, que suelen denominarse Masa, Momento Angular y
Carga del agujero negro, respectivamente, aunque son en verdad cantidades asociadas a la solucién y por
ende a todo el espacio-tiempo. Para nuestros objetivos bastard con considerar J =0,Q = 0, i.e. agujeros ne-
gros sin momento angular ni carga. El pardmetro M determinard entonces todas las propiedades fisicas de
esta solucién: la posicién del horizonte de eventos, o radio de Schwartzchild rg, y la temperatura del mismo,
o temperatura de Hawking.

En este trabajo no nos detendremos en estudiar en profundidad la fisica de estos objetos y sus propie-
dades, sino que de la misma forma que los espacios AdS y H presentados anteriormente, describiremos los
aspectos topolégicos y los juegos de coordenadas que necesitaremos para nuestros objetivos.

Hacemos notar también que estos espacios ya no son maximalmente simétricos. Esto puede también
entenderse como analogia a las soluciones para un potencial radial, que tiene un origen de coordenadas
natural sobre el cuerpo que genera el campo en comparacion con rs, rompiendo la simetria de traslaciéon y
dejando solo las rotaciones alrededor de dicho punto como isometrias globales. Aun asi, a grandes distan-
cias del cuerpo que genera el campo, el efecto del mismo es despreciable y se puede ver que las isometrias
de traslacion se recuperan de forma aproximada, i.e. para distancias r > rs el espacio es AdS. A esto se lo
suele denominar simetrias asint6ticas y estan relacionadas, por ejemplo, con los teoremas suaves de Wein-
berg [46]. En nuestro caso, recuperar las isometrias de AdS serd crucial para asociar los bordes conforme
de la solucién con una teoria de campos conforme en un estado distinto al fundamental. El diccionario
hologréfico establece que una geometria de un agujero negro es dual a una teoria de campos conforme a
temperatura finita: l1a del agujero negro. Desde el punto de vista de diagramas conformes, esto también im-
plica que los bordes asint6ticos de estos espacios tendrdn propiedades similares a las de los espacios AdS y
H. Por ejemplo, los agujeros negros en AdS tendran bordes asintéticos tipo tiempo.
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Figura 2.16: Se muestra las curvas de nivel de las coordenadas de Poincaré Euclideas en 2 y més dimensio-
nes.

La métrica exterior de agujeros negros en AdS en dimensién general d + 1 son,

2M
rd—2"

dr?
dszz—f(r)dt2+—+r2dei_l; fr=r+1-
f)
donde M es la masa ADM de la solucién, mientras que la métrica en signatura Euclidea se puede obtener
como su rotacién de Wick,

(2.2.22)

2
ds* = f(r)dr* + ar . rfdQ? (2.2.23)
f)
donde dQ,_; es la métrica estandar sobre la esfera S4~!, r € R, r = [r5,00) T ~ T + B, con rs la solucién
real més grande de f(rs) =0y = 2nf’(rs). El dominio acotado de la coordenada radial surge de que uno
solo puede acercarse desde el infinito hasta g;;(rs) = g""(rs) = f(rs) =0, de modo que la métrica tiene una
singularidad en estas coordenadas en rs. En tensién con la analogia de gravedad Newtoniana, los agujeros
negros Lorentzianos presentan como variedad una estructura més rica que se revela al escribir la métrica
en otro juego particular de coordenadas, llamado de Kruskal, que revela la variedad completa; no hay nada
fisico que suceda en rg y uno puede chequear que el escalar de Ricci en dicho punto es regular. El tnico
punto singular en la variedad es r = 0, donde el escalar de Ricci diverge'? Atin asi, es conveniente dar un
nombre a rg, que denominaremos horizonte o radio de Schwarzchild. En tiempo Euclideo, las coordenadas
en (2.2.23) alcanzan para cubrir toda la variedad, pero veremos que la ausencia de singularidades cénicas
requiere la periodizacién del tiempo, propiedad comtn de los agujeros negros en signatura Euclidea.
Hemos de notar que el término cuadrético r? en f(r) de (2.2.22) es en verdad Ar?> donde hemos puesto
A =1. De aqui se puede comprobar que esta solucién tiende a la conocida solucién de Schwartzchild para
un espacio plano en el limite A — 0. Tomando el limite M — 0 se reobtienen las métricas de AdS y H, como
era de esperarse.
Puede también extraerse una interpretacion fisica del otro término no constante de f(r), que en rigor
es 022%?2. En el caso d+1 =4, A = 0 y limite G — 0, que fisicamente corresponde a tomar espacio plano
y curvatura débil, el efecto de la gravedad es el de un potencial efectivo sobre la métrica plana (gravedad

12n célculo directo lleva a

"
C@-va-2 (')
- 2 T d-l

R

de donde puede verse que r = 0 es una singularidad verdadera del espacio-tiempo. Una singularidad en un escalar de la teoria, por
definicién invariante frente a un cambio de coordenadas, alcanza para demostrar que un punto es una verdadera singularidad. Sin
embargo, esto no prueba que rg no sea una singularidad, puesto que podrian haber otros escalares que si tengan singularidades
en ese punto aunque R no las tenga. Para demostrar que rg es un punto regular de la variedad se debe mostrar que existe al menos
un juego de coordenadas donde este punto es regular, lo que haremos al introducir las coordenadas de Kruskal més abajo [37].
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linearizada) con potencial central ¢(r) = GM/r, lo que da un sentido concreto a la analogia explicada arriba
[37]'3. Otro aspecto relevante en lo que sigue de este segundo término es la potencia de r4~2 en el denomi-
nador, que indica que solo tiene sentido para dimensiones d + 1 > 3. Esta restriccion en la dimensionalidad
del sistema esta relacionada con los grados de libertad dindmico que tiene la RG en distintas dimensio-
nes'*. Una forma laboriosa de comprobar esto es expandir cualquier métrica alrededor de un sistema de
coordenadas localmente inercial (AdS/Minkowski/dS segtn el signo de A) en un punto, que por el Princi-
pio de equivalencia es siempre posible. La informacién de la métrica real queda entonces contenido en las
derivadas de todo orden de la métrica alrededor de ese punto. Se puede comprobar que para d + 1 > 3 uno
puede siempre anular todas las primeras derivadas de la métrica pero no todas las segundas derivadas, que
son los elementos libres del tensor de Riemann de la variedad grados de libertad dindmicos de la teoria a
determinar por las ecuaciones de movimiento. En d + 1 < 3 uno observa en cambio que este proceso sobre-
determina el tensor de Riemann y no quedan derivadas segundas por fijar. Una forma menos artesanal de
hacer esto es notar que para d + 1 < 3, las ecuaciones de movimiento de Einstein de vacio son identidades
geométricas. Dado que el espacio plano es siempre solucion de las ecuaciones de Einstein, la consecuencia
de esto es que, salvo por propiedades topolégicas globales, como singularidades cénicas o agujeros en la
variedad, todas las soluciones a RG en d + 1 < 3 son el respectivo espacio maximalmente simétrico segin el
signo de A.

La importancia del anélisis anterior reside en que en las secciones siguientes trabajaremos sobre “agu-
jeros negros” definidos sobre espacios asintéticamente AdS con d + 1 = 3, conocidos como agujeros negros
BTZ, por sus descubridores Bafiados, Teitelboim y Zanelli [52]. Como se explic6 en el parrafo anterior, estos
espacios no son exactamente agujeros negros en el sentido explicado mds arriba, si no que son lo que se
conoce como un “orbifold” de AdSs, es decir un pliegue o pegado no trivial de una superficie sobre si mis-
ma que le otorga propiedades topoldgicas globales, aunque no modifica la geometria local, i.e. el escalar
de curvatura en todo punto es igual al de AdSs, salvo en r = 0, donde la métrica no es diferenciable. En
este caso particular, veremos que la solucién BTZ puede pensarse como una identificacion particular de la
variable angular de AdS; en combinacién con una doble rotacién de Wick. Veremos que la construccién
de este agujero negro BTZ requiere especificamente de una constante cosmoldgica negativa y por tanto no
tiene andlogos en espacios planos o dS. A pesar de no ser un agujero negro en el sentido estricto, la solucién
BTZ presenta un diagrama de Penrose similar a las soluciones de agujero negro tradicionales, modos quasi-
normales y normales!®, entre otras propiedades. La ventaja que nos dara trabajar sobre estos espacios es
que la baja dimensionalidad del problema permitird encontrar, por ejemplo, soluciones analiticas para los
campos sobre las mismas, de donde pueden obtenerse también expresiones analiticas para su temperatura,
modos cuasi-normales, etc. Esto no es posible para agujeros negros en dimensién general, donde se suelen
requerir métodos numéricos.

BTZ Lorentziano
La soluciéon BTZ Lorentziano de masa M = r§, sin momento angular ni carga se puede escribir como

d 2
s

donde r € [rs,00), t e Ry ¢ ~ @ +27. Sobre esta misma métrica, se propone reescalear las coordenadas como

r %
r—rsr, f— —, @p——, (2.2.25)
s rs

135j para el mismo limite relajamos A = 0, se puede observar que el espacio AdS es asintéticamente un espacio plano con un
potencial cuadrético que mantiene a los objetos dentro del mismo. A esto se refiere la frase “AdS es una caja”.

14ge esta siempre hablando de RG como tiempo-espacios sin Torsién y con la accién de Einstein (2.2.1). Teorias de gravedad con
derivadas de orden superior o métricas que admitan torsién modifican el conteo de grados de libertad que estd a continuacion.

15Ademas de modos normales, 0 modos oscilatorios con frecuencia real, los agujeros negros admiten soluciones de cuadrado
integrable con frecuencia compleja y que por tanto no describen una evolucién unitaria sobre el parche. La interpretacion es
que la informacién de estos modos estd cayendo en el agujero negro a medida que estos evolucionan hasta quedar totalmente
absorbidos. Acerca de si esta informacion se pierde para siempre dentro del agujero negro o si existe una descripcién unitaria de
este proceso es un drea muy activa de investigacion en la actualidad y una incégnita sobre la que se cree que AdS/CFT puede arrojar
nuevas perspectivas [53].
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Figura 2.17: Diagramas conformes de las geometrias AdS-BH en signatura Lorentziana y Euclidea respecti-
vamente. En gris, estd sefialado la regién de la variedad cubierta por las coordenadas exteriores, mientras
que en rojo y azul se sefalan las superficie de nivel en r y t/7. Para agujeros negros en dimensién gene-
ral cada punto del dibujo representa un S¢~!, mientras que para BTZ cada punto es S'. Para la variedad
Lorentziana se sefiala en gris més oscuro la coordenada global T que cubre la variedad completa y esta
globalmente definida.

para llevar la métrica (2.2.24) a la forma

2

d
ds? = —(r2 = Ddi® + 2L

2 4 2
o +rede (2.2.26)

donde ahora r € [1,00) y ¢ ~ ¢ + 2nrs. El reescaleo consigue entonces absorber la masa del agujero negro
BTZ en la periodicidad de la coordenada angular.

Comenzamos la caracterizacién de este espacio haciendo evidente que es localmente AdS; en todo
punto, salvo en r = 0. Para esto, sobre (2.2.26) haremos una doble rotacién de Wick t — i@ y ¢ — it, ademds
de un cambio de coordenadas radial 7 = r? — 1 quedando asi

dar?

ds® = +P2dg* + — — (PP + Ddr’ (2.2.27)
re+1

donde 7 > 0, que es localmente la métrica (2.2.7) con d + 1 = 3 con distintos dominios e identificaciones en
las otras coordenadas. En el paso anterior hemos realizado dos rotaciones de Wick sobre una métrica, una
transformacion discreta, lo que formalmente no garantiza que las variedades estén conectadas. De hecho,
esta doble rotacién borra de la métrica (2.2.26) el interior del agujero negro. Sobre esta objecién, uno puede
pensar entonces sobre un espacio de signatura Euclidea, donde la conexién anterior no requiere de ninguna
rotacién de Wick.

El juego de coordenadas que cubren toda la variedad, llamado de Kruskal, se definen desde las coorde-
nadas exteriores

r—1, r-1 _, 5 [l—uv 2
u=\/——e’; v=—\/——e °; => re= (2.2.28)
r+1 r+1 1+uv
que deja la métrica (2.2.26) como
4dudv 1-uv)?
2 2 242
=— =—(-4dudv+ (1 —uv)°d 2.2.29
1+ u)? (1+uv) O = Tranz ( )’ dy”) (2.2.29)

Notar que el dominio heredado de las coordenadas exteriores sugiere u > 0y v < 0, pero escrita la métrica
ya como (2.2.29) se observa que esta restriccion es espurea y el verdadero dominio es u, v € R bajo la res-
triccion (uv)? < 1. El tinico punto singular de (2.2.29) estd en uv = 1 que se corresponde con el punto r = 0.
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Figura 2.18: Se muestra un diagrama conforme esquemaético de un proceso realista de colapso de materia
en espacio plano que forma un agujero negro, para finalmente evaporarse. La region gris que se vuelve
cada vez mas oscura representa una densidad de materia autogravitante en un espacio (Mat) que aumenta
progresivamente su densidad hasta formar un agujero negro y radiacién remanente del colapso, ademads de
la propia radiacion de Hawking proveniente del agujero negro (AN+Rad). Este emite radiacién hasta perder
toda su energia y evaporarse, para dejar nuevamente espacio plano. Este Gltimo proceso sucede siempre
para espacios asint6ticamente planos, pero no asi en AdS, (b) donde la configuracién de agujero negro
podria ser estable si este tiene suficiente masa como para que la radiacién alcance a volver luego de rebotar
en el borde antes de que el mismo complete la evaporacién. La direccion T refiere genéricamente a una
coordenada de tiempo global que genéricamente no estard globalmente definida.

Definiremos primero coordenadas que nos permitan hacer el diagrama conforme de esta variedad y luego
exploraremos la interpretacion fisica de las nuevas regiones a las que accedimos gracias a este cambio de
coordenadas.

De forma andloga a como se hizo para AdS, debemos definir coordenadas de dominio finito y sustraer
el factor conforme divergente para poder obtener el diagrama conforme. Se definen u =tanUy V =tanV,
con U,V € [-n/2,7/2] en la inteligencia de que el vinculo uv = tanUtanV = 1, que es una hipérbola en
términos de u y v, tiene como solucién V =n/2 - U, i.e. unarecta en términos de U y V. La métrica en las

nuevas coordenadas es
) das? —dUdvV +cos?(U + V)d¢?

~ cos?Ucos?V cos?Ucos?V
donde podemos chequear rapidamente que cos?(U+V) = 0solo si U+V = +7/2 o bien r = 0, como se espera
de la parte angular de la métrica. En particular, se puede ver que para U = V = 0 la métrica no colapsa si no
que es una esfera S'. El radio de esta esfera se recupera volviendo a una variable angular periédica en 27,
de donde se ve que el radio es r,. El diagrama conforme en términos de la métrica regular d3? se puede ver
en la Fig. 2.17a. En ella, se denota en color gris la regién cubierta por las coordenadas exteriores originales
(2.2.26). Sobre esta region se muestran ademads las superficies de nivel de r y ¢. Un ejemplo del efecto de
considerar BTZ en lugar de una gujero negro, es que el diagrama conforme que se obtiene es sensiblemente
distinto al de los ejemplos de mayor dimensién. En la Fig. 2.17a pareciera que a T = ¢t = 0 dos fotones
pueden entrar desde los bordes de L y Ry encontrarse en la singularidad del agujero negro, mientras que en
los agujeros negros de mayor dimension esto es falso [54, 55].

El resto de las regiones son comunes a las soluciones conocidas como agujeros negros “eternos”. Esta
denominacién hace referencia a la existencia del vector de Killing global d7, que puede encontrarse defi-
niendo coordenadas 7/2=U -V y R/2= U+ V y comprobando que la variable T no aparece en la métrica.
Es importante notar que esta es una isometria distinta de la d; en (2.2.26). La relacién entre ambos tipos de
“tiempo”, uno global en términos de la variedad y uno local pero relacionado con un observador exterior al
agujero negro da lugar a lo que se conoce como efecto Unruh, como se observé en la Sec. 2.1.2.Volviendo

ds , (2.2.30)
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sobre la mentada “eternidad” de estos agujeros negros, se sucede que estas soluciones describen agujeros
negros que siempre han existido y seguiradn existiendo. Una descripcién mads realista de un agujero negro se
da en términos, por ejemplo, del colapso de materia autogravitante que en un dado momento colapsa a un
radio menor al horizonte. Un diagrama conforme esquemadtico para un proceso de ese tipo en un espacio
de constante cosmolégica negativa se presenta en la Fig. 2.18. Se incluye en la misma otro hecho conocido
de la fisica de agujeros negros que es su evaporacion [citar Hawking]. En espacios asintéticamente planos
el agujero negro siempre se evaporard completamente, mientras que en espacios AdS depende de que este
sea lo suficientemente grande como para que la energia que emite se compense con la que vuelve del borde
conforme luego de rebotar sobre el mismo. De esta figura es claro que este espacio serd menos simétrico y
mas dificil de describir, dependiendo de informacién detallada de la materia que colapsa asi como también
del proceso de evaporacién de los agujeros negros. Una descripcién acabada de este tltimo proceso es atin
materia de discusién. Las soluciones que usaremos en esta tesis entonces deben entenderse como puntos
de partida, silo que se desea es un estudio acabado de la fisica de agujeros negros.

Describiremos ahora con mds detalle las nuevas regiones a las que se accede en esta tltima forma de la
métrica (2.2.29). Laregiéon u, v > 0 se denomina comtnmente interior del agujero negro. Esta regién contie-
ne dentro de si la singularidad uv = 1, que se representa en la Fig. 2.17a como una linea roja ondulada. Un
célculo directo de una geodésica para un observador que atraviesa el horizonte y para a esta regiéon muestra
que en un tiempo propio finito el observador se encuentra con la singulariad a r = 0, donde la geodési-
ca termina. A este respecto se menciona también que desde un observador en las coordenadas exteriores
(2.2.26), un objeto cayendo al agujero negro tarda infinito tiempo (A¢) en llegar al horizonte. Esto es solo un
efecto de las coordenadas exteriores y, como se mencion6 antes, un objeto cayendo tarda un tiempo propio
finito en llegar desde el borde a la singularidad. El hecho de que toda geodésica tipo tiempo y luz caigan a
estaregion en tiempo finito es la causa coloquial de que esta solucién y en particular esta regién del espacio
se llamen agujeros negros, en analogia con los cuerpos negros, que absorben en todas las frecuencias. La
region u, v < 0 contiene la otra singularidad r = 0 y no aparece en soluciones de colapso de materia. Por
oposicion a la regién anterior que comunmente se denomina agujero negro, en algunas bibliografias se la
llama agujero blanco.

La regiéon u < 0 y v > 0 tampoco aparece en las soluciones de colapso y es también consecuencia de
las isometrias impuestas a la solucion. Es una réplica del espacio u > 0y v < 0 descrito por las métrica
original (2.2.26). Habiendo notado que en u = v = 0 la métrica no colapsa, puede verse que este espacio,
que llamamos L, estd conectado con el original, R, a través del agujero de gusano. Estas regiones si serdn
de gran interés para nuestros objetivos merced de su interpretacion fisica en los trabajos de Israel en los
’70 [36], que luego inspiraron resultados dentro del diccionario hologréfico [56]. Como se explic6 en la Sec.
2.1.2, la region reflejada L y los grados de libertad que en ella viven se asocian a los grados de libertad
duplicados en el formalismo TFD. En este marco, cuando trabajemos con caminos de Schwinger-Keldysh
para describir una CFT a temperatura finita que puedan interpretarse como un proceso en TFD, podremos
asociarles una descripcién dual en términos de las regiones L y R. Se profundizara sobre el diccionario
preciso en los capitulos subsiguientes.

Queda atin presentar un tltimo parche de coordenadas sobre esta geometria que serd relevante. Este se
sigue de tomar la métrica (2.2.26) y definir una coordenada s> =r2—1, de forma de obtener

2 2,0, ds 2 2
ds®=-s"dt"+ —+(s"+1Dd¢°. (2.2.31)
sc+1

La novedad en este sistema de coordenadas es que sabiendo que el punto © = v = 0 no es un punto singular
de la métrica, podemos extender el dominio s € (—oco,00), atin si en el punto s = 0 ni la métrica ni su inversa
estdn bien definidas. Con el dominio extendido, (2.2.31) cubre ambos lados L y R y cuenta con el vector
de Killing original 0, de la métrica (2.2.26). El punto delicado sobre este vector es como se extiende desde
una region a la otra. La forma correcta dentro del marco de RG es el de describir el vector d; en términos
de las coordenadas {u, v}, que estdn definidas globalmente. En términos de estas se puede pasarde RaLy
comprobar que la buena extension de este vector hace que los tiempos en ambas copias corran en sentido
opuesto, como se muestra en la Fig. 2.19. En la misma figura, pueden verse las curvas de nivel de las coorde-
nadas analiticamente extendidas a signatura Euclidea. Una segunda forma mds directa de comprobar esto
es entendiendo a la coordenada s en (2.2.31) como una variable compleja y demandando analiticidad al
pasar por u = 0. Esto es poco candnico dentro de RG, puesto que la analiticidad de las métricas no es un
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Figura 2.19: (a) Parches estéticos de AdS-BH con superficies de nivel de ¢, r. El tiempo corre hacia arriba
en L y hacia abajo en R. La variable angular ¢ en (2.2.24) se omite en el dibujo. (b) AdS-BH euclidiano: el
tiempo se vuelve una variable angular, i.e. 7 ~ 7 + 27. Las dos piezas son idénticas, con extension temporal
At = f/2.

requisito general que se exija (ni que cumpla en general) una métrica para que se considere una solucién
fisica [24]. El contraejemplo inmediato es el de un agujero negro rotante, donde merced de los términos cru-
zados en la métrica no hay una extensién obvia a valores complejos de sus variables. Esto entra en tensién
en el contexto de AdS/CFT con la importancia que si tienen las propiedades analiticas de muchos objetos
en teoria de campos. El autor de esta tesis no tiene atin herramientas para responder a esta cuestion de
forma completamente satisfactoria.

BTZ Euclideo

La geometria que describen los agujeros negros Euclideos es considerablemente mads sencilla que su
contraparte Lorentziana. Se puede definir la variedad como la descrita por la métrica

d 2
ds® = (r2 - rg) dr® + ) _r ] +r2dg?, (2.2.32)

S

que se puede pensar como una rotacion de Wick de (2.2.24). Aqui nuevamente r € [r5,00) y ¢ ~ ¢ + 27, pero
T requiere mas atencién y su dominio lo definiremos en un momento. Usando el mismo reescaleo que en
la seccién anterior (2.2.25), se lleva (2.2.32) a la forma

dr?

ds®=r?-1dr* +

24 2

+r2d 2.2.33

r2—1 ¢ ( )

donde ahora r € [1,00) y ¢ ~ @+27rs. Las restricciones al dominio de 7 pueden verse a ¢ fijoy s*> = r?—1 ~ 0,
donde la métrica toma la forma

ds® ~s*dr* +ds?, (2.2.34)

que es topolégicamente un disco'®. Esto demuestra que para evitar singularidades cénicas, se debe impo-
ner 7 ~ 7 + 27. Este proceso, en principio matemadtico tiene una interpretacioén interesante en términos de
mecdnica estadistica. Supongamos que se busca describir una solucién de agujero negro y, en términos de
sumasa, establecer la temperatura a la cual estd en equilibrio térmico con su entorno. La forma estdndar de

18Notar que el pasaje a la coordenada s es necesario para establecer la comparacién con el disco en una coordenada radial s = 0
y conseguir que la parte radial se mantenga finita en una expansiéon r ~ 1.
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obtener cantidades termodindmicas de un sistema en equilibrio térmico es el hacer una rotaciéon de Wick
en la coordenada temporal y hacer periddica la solucién en esta coordenada. El resultado describe la teoria
a una temperatura T = 7!, donde f es la periodicidad impuesta a la variable temporal Euclidea. Lo que
nos dice la condicién que encontramos con el argumento anterior es que la tinica temperatura a la que
un agujero negro estd en equilibrio térmicoesa T = % en las coordenadas reescaleadas segin (2.2.25), o
T= Zr—; ~ v/M en las coordenadas originales. Soluciones con déficit angular en T son también permitidas,
pero la singularidad cénica indica que el sistema no esta en equilibrio y relajard cediendo o absorbiendo
calor del bafio hasta llegar a una temperatura acorde con su masa.

Como se mencion6 antes, una rotacién de Wick sobre una métrica tiene efectos no triviales sobre la
topologia que la misma describe. En este caso, vemos que el punto r = 1 es simplemente el origen de un
disco. La métrica nuevamente no colapsa si no que describe un S', pero ya no conecta dos regiones distintas
yla métrica (2.2.33) alcanza a cubrir toda la variedad, como se muestra en la Fig. 2.17b.

Esto completa la presentacion y estudio de los espacios y juegos de coordenadas que necesitaremos
para los objetivos de esta tesis. En el siguiente capitulo se utilizara lo presentado sobre campos y gravedad
para introducir las herramientas necesarias de AdS/CFT.
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Capitulo 3

AdS/CFT

En este capitulo se describen aspectos generales de la dualidad AdS/CFT y a lo largo de su desarrollo se
hard énfasis en los aspectos de la misma relevantes para esta tesis. De forma que abarque los contenidos
de esta seccion, diremos que la dualidad AdS/CFT prescribe que ciertas teorias de campos con simetria
conforme (CFT) en d dimensiones admiten una descripcién completa en términos de ciertas teorias de
cuerdas definidas sobre un espacio AdS;.; , con una dimensién extra. Esto le vale el nombre alternativo de
dualidad holografica. En particular, la dualidad relaciona los regimenes de acoplamiento fuerte y débil de
una y otra teoria, lo que se conoce como dualidad S en el lenguaje de teoria de cuerdas.

Se comenzard con una breve revisiéon del primer y mds famoso ejemplo de la dualidad, propuesto ori-
ginalmente por Maldacena en [4]. Para esto describiremos algunas herramientas preliminares como la ex-
pansién en N grande para teorias de campos y algunas herramientas necesarias de teoria de cuerdas para
finalmente enunciar la dualidad en un enfoque que daremos en llamar “de arriba hacia abajo”. En este tipo
de enfoque se busca establecer diccionarios precisos entre dos teorias y sus observables en aras de hacer
holografia de precisiéon, chequeando resultados no triviales a ambos lados de la dualidad, o bien usando la
dualidad para hacer predicciones precisas sobre una teoria particular haciendo cuentas en la dual [7, 8]. Es-
te resumen tiene como objetivo dar un marco histdrico parala dualidad y no serd la forma en que usaremos
la dualidad en esta tesis.

Luego, presentaremos un segundo enfoque de la dualidad que llamaremos “de abajo hacia arriba”. Esta
forma de presentar la dualidad hace hincapié en aspectos generales de las teorias duales y prescribe dic-
cionarios menos precisos entre observables genéricos en una y otra lado de la correspondencia. Lo que se
consigue es un marco tedrico méas general donde uno puede probar modelos de juguete con caracteristicas
cualitativas a veces dificiles de describir con un modelo preciso [45, 11, 12, 57]. Desde esta perspectiva es
que abordaremos la dualidad en esta tesis. Comprobaremos que estableciendo ciertas reglas elementales,
naturalmente motivadas y consistentes con los ejemplos “arriba hacia abajo” conocidos, se puede obte-
ner un diccionario holografico con el cual trabajar. Inmediatamente presentaremos la prescripcién GKPW,
o anstaz de Witten, para el célculo de funciones de correlacién Euclideas en AdS/CFT. Esta prescripcidn,
que establece una relacién precisa entre las funciones de particion de ambas teorias (proveyendo un mapa
cuantitativo) y sus generalizaciones son el corazén de este trabajo. Mostraremos c6mo esta prescripcion
permite el célculo de funciones de dos y mds puntos en una CFT en una primera aproximacién mediante
una expansion similar a la tradicional en campos mediante lo que se conoce como diagramas de Witten.
Como segundo ejemplo de un mapa se presenta el diccionario BDHM que realiza un mapa equivalente a
GKPW pero a nivel de operadores, lo que serd conveniente para nuestros fines en las aplicaciones. Como
dltimo ejemplo de este tipo de abordaje de la dualidad mencionaremos la férmula de Ryu-Takayanagi (RT)
para el célculo de entropias de entrelazamiento.

Maés adelante introduciremos la prescripciéon de Skenderis y van Rees (SvR) para calcular funciones de
correlacion a tiempo real. Comenzaremos mostrando que una generalizacion inocente de la prescripcion
GKPW presenta ambigiiedades que son ademas esperables desde un punto de vista del principio hologréafi-
co y fisico en general. La prescripcidon SvR resolverd estas ambigiiedades de forma precisa y s6lo recurriendo
a una extensién natural a tiempo complejo de la prescripcién a GKPW en términos de caminos de SKy va-
riedades de signatura cambiante. En su aproximacién semicldsica, se deben obtener las soluciones cldsicas
a campos definidas sobre dichas variedades, pegando regiones de signatura Euclidea y Lorentziana. Se estu-
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diaran las condiciones de pegado en general tanto para las geometrias en si mismas como para los campos
que viven sobre ellas.

Finalmente, prescribiremos la forma de una familia de estados excitados en el marco de la dualidad,
cuyo es el eje central de esta tesis. Enmarcaremos su definicién dentro de la prescripcién de SvR, donde
aparecen de forma natural, pero demostraremos que su definicién es independiente de la misma. Mos-
traremos que por construcciéon los mismos siempre admiten una geometria dual asociada y veremos que
en el limite semicldsico de la teoria gravitatoria los estados describen excitaciones coherentes del espacio
de Hilbert. Mostraremos que esta propiedad es un efecto del limite N — co y que no se mantiene frente a
correcciones en 1/ N, pero que desde una aproximacion perturbativa se pueden calcular las correcciones
orden a orden.

3.1. Preliminares

En esta primera seccién mencionaremos los aspectos que consideramos vinculantes con una compren-
siébn minima de las reglas bésicas de la dualidad. Veremos, por un lado, lo que se conoce como expansion
a N grande de una teoria de campos y cOmo este permite reorganizar la expansién perturbativa de cier-
tas teorias en términos de una expansion topolégica y por otro algunas herramientas bésicas de teoria de
cuerdas y branas, las acciones que describen su dindmica y sus limites de bajas energias.

3.1.1. Limite de N grande en teorias de campos

El limite de N grande, o limite planar pensando ya en su interpretacion topolégica, de una teoria de
campos surge como una idéa de 'tHooft de tomar como un pardmetro extra de la teoria el pardmetro adi-
mensional N que define el grupo de simetrias de la misma. En un sentido fisico, el limite de N grande se
corresponde con un ntimero creciente de campos de la teoria y por tanto del niimero de grados de libertad
en cada punto del espacio. En una teoria conforme, el ntimero de grados de libertad se suele cuantificar a
través de la carga central de la teoria c. En este lenguaje, al limite de N grande también se lo suele deno-
minar el limite de ¢ grande. Se mostrard que tomando el limite N — oo y ordenando los observables de la
teoria en una expansion 1/ N, estos

Partamos de una teoria de Yang Mills con grupo de simetria U(N), cuyo lagrangiano se escribe

1
£ = gz—Tr{Fz}; Tr{F?} = Tr{Fy F*} = Fip, Fy; 3.L1)
YM

donde los indices y,v barren las d dimensiones del espacio-tiempo mientras que A barre las N* dimen-
siones del grupo de gauge U(N). Para ser mas precisos, Fy, = 0y Ay — 0y Ay + [Ay, Ayl, Ay = Aﬁ T4 son los
campos fundamentales tomados en la representacién adjunta y donde las matrices T4 son los generadores
del grupo U(N) tomadas en la representacion fundamental. En una abordaje cldsico de teoria de campos,
uno pensaria en organizar una expansion perturbativa alrededor del parametro adimensional g% ) donde
cada propagador contribuye como g% M ¥ cada interaccion (cubica o cudrtica) contribuye como g;?w. El
cardcter matricial de los campos Ay, = (Ay) ; motiva una reescritura de los diagramas tradicionales de Feyn-
mann (de una sola linea) en términos de una notacién de doble linea, como se muestra en la Fig. 3.1a. La
operacion traza en esta representacién suma sobre los indices i, j, que corren también hasta N. El punto
central de esta seccion reside en que cada linea cerrada en un diagrama es una contraccién sobre el indice
de gauge, que aporta un factor N al contéo de potencias. De esta forma, un diagrama general D, sin patas
externas, con L lineas cerradas, V vértices y P propagadores serd proporcional a

5 \P-V
D~ N'gy3 gty =N (gYTM) = N> 2P (3.1.2)

donde hemos definido A = g% u! N, llamado parametro de 't Hooft, motivados por el teorema de Euler [41]
para variedades sin punturas,
L-P+V=2-2g (3.1.3)
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donde g es el género del diagrama, es decir, su cantidad de agujeros. El género de un diagrama de doble
linea es el género de la superficie de Riemann de menor género sobre la cual puede dibujarse el diagrama
sin que se crucen lineas que no estan contraidas. Ejemplos de este procedimiento pueden verse en la Fig.
3.1b. Concretamente, lo que acabamos de demostrar es que en el limite de N — oo y A finito hay un limite
fisicamente interesante de la teoria donde podemos expandir la funcién de particién de la teoria como

o0
InZyy =Y N*28f,(1), (3.1.4)
g=0
donde fg(A) es una funcién de A que engloba la suma de todos los diagramas de género g. En el limite
N — oo entonces vemos que dominan los diagramas de género g = 0 empezando por diagramas a orden
N2728 = N2, Veremos en la siguiente seccion que esta expansion topolégica también sucede en teoria de
cuerdas. De forma intuitiva, a género g fijo pero V y P crecientes, el diagrama a doble linea se parece masy
mas a la superficie suave bidimensional sobre la que se lo dibuja.

La segunda consecuencia de una expansion en N grande serd lo que se denomina comtnmente facto-
rizacién de N grande, que refiere a la factorizacién de las funciones de n-puntos de operadores invariantes
frente al grupo de simetrias asociado. En nuestro caso, veremos que los operadores &; invariantes de gauge
de U(N) en nuestra teoria de YM se factorizan de la forma

<H@’,~> = H(@’i) + correcciones % . (3.1.5)
i i

Para nuestra teoria, el operador invariante de gauge maés sencillo es la traza en densidad lagrangiana, i.e.
1
O(x) = NTr{FZ} (3.1.6)

donde se elige la normalizacion para conseguir que a primer orden en género, el valor de expectacion sea
de orden NY, i.e.

og 1 _
(O(x)) ~ N? ngﬁxg§M~N 28 3.1.7)
: ; 2 _
El argumento central aqui es notar que agregar patas externas al conteo anterior agrega factores gy, =

A/ N por cada pata externa, sumado a los factores extra 1/N de la normalizacién del operador. Para una
funcién de 2 puntos de estos operadores conectada sera

112
(@ X)0(y)) = (B ()G () — (Ox))O(y)) ~ N> x (ﬁ) x gyy~ N7, (3.1.8)

de donde queda demostrado que
(@ (x)O(y)) = N~*8(0 (x))(O(y)) + N8 x correcciones % . (3.1.9)

Este tipo de argumentos pueden seguirse para funciones de N puntos y demostrar la factorizacién para el
operador (3.1.6). Se pueden obtener resultados similares para todos los operadores invariantes de gauge de
traza Unica de la teoria.

Cabe destacar que esta factorizacién en N grande es un efecto independiente del efecto topoldgico
anterior. Para esto, hemos mantenido el niimero g en el conteo de potencias anteriores y de alli se puede
ver que los términos subdominantes en 1/N de la funcién de 2 puntos en (3.1.9) son también planares
(correspondientes a g = 0) en el sentido definido mds arriba.

El operador (3.1.6) en particular estd compuesto de una sola traza. Uno podria definir operadores locales
e invariantes de gauge también en términos de operadores multi-traza. Siguiendo argumentos anélogos a
los anteriores, se puede ver que la factorizacién en N grande separa los valores de expectacién estos opera-
dores multi-traza en términos de los de una sola traza de los que estdn compuestos. Para nuestros objetivos
entonces basta con tomar operadores del tipo (3.1.6).

Otro comentario interesante es que el limite en que las correlaciones de un sistema se factorizan se suele
denominar limite clasico. Esta nomenclatura en este caso puede llevar a confusiones, puesto que el primer
orden de la expansion topolégica es atin una suma infinita de diagramas a todo orden en A, incluyendo
loops.

Si bien hemos estudiado este efecto en una teoria de Yang-Mills, el limite de N grande en teorias de
campos estd presente también en otros modelos. Para un estudio més completo de este fenémeno se refiere
al lector a [58] y también a [59].
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Figura 3.1: a) Ejemplos de diagramas de Feynman en una teoria escalar g¢> en simple linea y en la notacién
de doble linea la teoria de YM con grupo de simetria U (V) con sus respectivos pesos en la constante de aco-
plamiento. b) Ejemplos de diagramas planares y no planares y su representaciéon embebida en superficies
de Riemann.

3.1.2. Aspectos relevantes de cuerdas y branas

En esta seccion resumiremos propiedades de la teoria de cuerdas que seran relevantes para la presen-
tacion de la dualidad en la préxima seccién. La teoria de cuerdas surge en los afios 60 como una alternativa
a las teorias de campos para explicar la fenomenologia de la fisica hadrénica obtenida por los aceleradores
de la época. En particular y como ejemplo canénico, la teoria de cuerdas predice una torre infinita de par-
ticulas de masa M? o J o trayectoria de Regge, en coincidencia con lo que sugerian las observaciones de
ese momento. Su desarrollo en este sentido se vio opacado por el éxito de QCD para explicar la teoria de
hadrones a altas energias. Sin embargo, a bajas energias en QCD, la descripcién en términos de quarks es
incorrecta debido al fen6meno de libertad asintética. En esta regién, llamada confinante, la fisica hadréni-
ca admite una descripcién de la fenomenologia en términos de cuerdas.En esta interpretacion los extremos
(libres) de cuerdas abiertas representan los quarks y anti-quarks, unidos por un tubo de flujo de color.

En su segundo auge con el descubrimiento de las branas, en los 80 y 90, la teoria de cuerdas se propuso
ya como una candidata a la teoria del todo, integrando las fuerzas fundamentales de la naturaleza. Apoyada
principalmente por dar una descripcién consistente de una teoria cudntica de la gravedad, en este contexto
se propone que los objetos fundamentales de la naturaleza son cuerdas, abiertas o cerradas, cuyas oscila-
ciones se perciben en nuestro espacio-tiempo 3 + 1 dimensional como las particulas elementales. En este
segundo auge, la teoria de cuerdas tampoco consigue obtener respaldo experimental, aunque en este sen-
tido la complejidad puede atribuirse al incontable nimero de configuraciones de la teoria de cuerdas que
lleva a una teoria efectiva en 3 + 1 dimensiones. Si bien atin no se tiene una configuracién de teoria de cuer-
das consistente con el modelo estédndar, si se tienen numerosas configuraciones que reproducen distintas
caracteristicas distintivas del mismo. La demostracién de que no existe tal configuracién parece igual de
elusiva que su biisqueda activa. Atn asi, el estudio de teoria de cuerdas y sus contribuciones a la compren-
sién de aspectos cudnticos de la gravedad y de agujeros negros en particular le dan un papel protagénico
aun hoy como drea de investigaciéon. Mds atn, la teoria de cuerdas presenta varios aspectos interesantes
que la hacen deseable como teoria del todo. Ponemos como ejemplos el hecho de que la teoria prediga (por
consistencia al cuantizar) el nimero de dimensiones que tiene el espacio-tiempo y el hecho de que sea una
teoria libre de divergencias UV por construccion.
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Accién de la teoria de cuerdas

La accién que domina la dindmica de una cuerda en el espacio puede motivarse a partir de la que do-
mina la de una particula puntual de masa m,

Spp = mfdn /G 07 X1, XV = m[ JAxrdX, = mfds, (3.1.10)

donde X* = X*(7) son las coordenadas del espacio-tiempo donde vive la particula, G, la métrica del es-
pacio y 7 es el tiempo propio de la particula!. En su recorrido, la particula, un objeto 0-dimensional, va
trazando una curva, objeto 1-dimensional, o linea de mundo. La accién por su parte se interpreta como la
funcional de la longitud propia de su linea de mundo, como se muestra en la segunda y tercera expresion,

donde se defini6 ds® = , /dXFdX,. La ultima reescritura de la accion, independiente de 7, hace evidente

que (3.1.10) es invariante ante reparametrizaciones de ' =1'(1).
La accién de una cuerda, objeto 1-dimensional, estard dominada luego por su funcional de area que
lleva el nombre de accién de Nambu-Goto

SnG = derda\/det{GﬂvaaX“OﬁX"} = deza\ [detgqp = deA (3.1.11)

donde 7 y o parametrizan la hoja de mundo de la cuerda y @ y  suman sobre estas variables. Por su parte,
hemos definido en la segunda igualdad la matriz g,5 = G;,y0, X*05X" que es la métrica inducida sobre la
hoja de mundo de la cuerda por la métrica del espacio ambiente Gy, . Por tltimo, las correctas unidades
de la accién demandan la inclusién de un pardmetro T que se interpreta como la tensiéon de la cuerda
(su energia por unidad de longitud, es decir energia® en unidades naturales) y que suele reescribirse por
motivos histéricos también como T~! = 2ra’, siendo a’ 1a pendiente de Regge.

La fenomenologia que de estas acciones se obtiene y su derivacién excede los objetivos de este trabajo.
Mencionaremos entonces algunos resultados importantes que dardn herramientas basicas para la proxima
seccion.

En primer lugar mencionaremos que hay dos tipos de cuerdas: cerradas y abiertas. En este formalismo
la distincion surge al imponer condiciones de contorno sobre la accién de Nambu-Goto en la coordenada
o tal que (3.1.11) determine un problema variacional bien planteado. A tal efecto existen 3 posibilidades:
condiciones periddicas, de Dirichlet y de Neumann. La primera corresponde naturalmente a cuerdas cerra-
das mientras que las otras definen cuerdas abiertas. Las condiciones de Neumann definen cuerdas abiertas
que viajan libremente por el espacio ambiente, pero las condiciones de Dirichlet sugieren que esas cuerdas
abiertas se encuentran fijas a una punto o regién del espacio. En una teoria fundamental, la existencia de
puntos privilegiados en el espacio-tiempo sin dindmica romperian la invarianza de Lorentz y serian por
tanto inaceptables. El intento de dar sentido a una teoria de cuerdas abiertas daré lugar al descubrimiento
de objetos solitonicos, llamados D-branas, que serdn centrales en la presentacion de la dualidad y sobre los
que ampliaremos mds adelante.

Se debe mencionar que la accién (3.1.11) no es una accién particularmente sencilla de manipular debi-
do a la raiz cuadrada en el integrando. A nivel clésico, esta dificultad puede sortearse agregando un campo
auxiliar hap y utilizando la accién de Poliakov

T
Sp = Efdoz\/Eh“ﬁc;,waaX/JaﬁXV. (3.1.12)

A esta accion se la conoce en la literatura como modelo sigma no lineal y es cuadratica en los campos X*,
aunque no libre debido a que debe satisfacer los vinculos que surgen de la ecuacién de movimiento de
hqp- Es directo ver que resolviendo las ecuaciones de movimiento para hqp y reemplazando en (3.1.12) se
obtiene la accién (3.1.11) a menos de un factor conforme. La invarianza clasica de la accion de Poliakov
frente a transformaciones de Weyl remueve este factor y las vuelve idéntico a nivel clasico. Es razonable

10tro aspecto interesante a comentar es la inclusién de la masa de la particula adelante de la accién. Es inmediato ver que la
masa de una particula libre, factor comun de la accién, no afectard su dindmica. Sin embargo, la posible adicién de términos de
interaccién y, mds importante atn, las correctas unidades de la accién hace importante la presencia de m como prefactor. En este
segundo sentido cabe notar que 7 = ¢ = 1, de forma que S es adimensional, m tiene unidades de energiay s unidades inversas a las
de energia.
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entonces pensar a hgpg como haber dado dindmica a la métrica inducida sobre la hoja de mundo de la
cuerda. A pesar de ser equivalentes a nivel cldsico, no es claro que estas acciones lo sean a nivel cudntico.
Aln asi, una cuantizaciéon directa de la accion (3.1.11) es inabordable, como se menciond, debido a la raiz
cuadrada del integrando. Luego, la descripcién cudntica de las cuerdas se realizard siempre sobre la accién
de Poliakov (3.1.12). Un comentario més: la mayor parte de la fenomenologia que enunciamos en esta tesis
se conoce por soluciones expandidas sobre un espacio ambiente plano.

Volviendo sobre el campo auxiliar i,p, ya mencionamos que la accion de Poliakov es invariante frente
a transformaciones conformes de h,g. El grupo que genera estas transformaciones en general es el grupo
conforme SO(d, 2) para una teoria Lorentziana en d dimensiones. En 2 dimensiones, como es nuestro caso,
se puede comprobar que hay infinitas transformaciones infinitesimales? que dejan invariante la métrica,
conocido como el grupo de Virasoro. Como corolario de esto se puede ver que toda métrica bidimensional
es una transformacién conforme del plano, mostrando que tenemos libertad para elegir un gauge en donde
hap = nap, simplificando mucho el anélisis del sistema. En este gauge, atin queda por fijar la invarianza
frente a factores conformes, que termina por imponer a nivel cldsico que Ty = 0, que se conoce como con-
dicién de Virasoro. En particular, la traza del tensor de energia momento es nulo a nivel clasico, h*f T, 5=0.
A nivel cudntico, se puede mostrar que el valor de expectacién del tensor energia momento toma un valor
no nulo, lo que rompe la invarianza de escala, con un coeficiente dependiente de la dimensi6n del espacio
ambiente y que puede hacerse nulo fijando d = 26 para la teoria de cuerdas bosénicay d = 10 para la teoria
de supercuerdas, que mencionaremos en un momento. Dado que la invarianza conforme es una invarianza
de gauge de nuestra teoria, no es una simetria que sea aceptable romper?, ver discusién en Sec. 2.1.3. El
objetivo final de este andlisis sobre las simetrias de la teoria es el siguiente: la cuantizacién consistente de
la teoria de cuerdas hace una prediccién sobre dimensién del espacio-tiempo, mientras que en teorias de
campos este pardmetro puede pensarse libre.

Acerca de las soluciones clésicas y su cuantizacién sobre espacios planos mencionaremos algunos re-
sultados. Las soluciones de cuerdas cerradas admiten una expansién en modos que viajan a izquierda y
derecha completamente desacoplados entre ellos, mientras que en el caso de la abiertas solo un juego de
modos es linealmente independiente. En la cuantizacién canénica de la teoria, cada modo (de la serie in-
finita de modos) estd asociado a un operador escalera cuya excitacién sobre el vacio crea una particula
distinta. Asi, la teorfa de cuerdas también predice una torre infinita de particulas de masa creciente®*. Para
sanear esta prediccién contradictoria con los experimentos actuales, la teoria de cuerdas propone que la
energia necesaria para ver esta torre infinita de particulas es atin inalcanzable en los aceleradores moder-
nos. Més precisamente, se supone que el pardmetro T < a'~! — oo, lo que equivale a pensar en cuerdas
muy pequeiias. El espectro de masas predicho por las cuerdas crece de forma M? ~ a'~! — oo, de modo
que a bajas energias, comparadas con a'~!, solo nos es accesible el espectro no masivo y por ende un ni-
mero finito de particulas. El espectro no masivo de las cuerdas cerradas contiene al gravitén y a una teoria
de gravedad. El espectro no masivo de cuerdas abiertas por su parte contiene el espectro de una teoria de
Yang-Mills.

La expresion (3.1.11) y (3.1.12) tal como las presentamos admiten su tratamiento en espacio-tiempos
dindmicos. Sin embargo, las soluciones a las ecuaciones de movimiento fuera del espacio plano no es po-
sible en general. Considerar topologias no triviales sugiere nuevas generalizaciones de la accién, como el
término [ ,/g®R'?, donde ® es un campo escalar acoplado al escalar de curvatura de la hoja de mundo lla-
mado dilatén. Este campo y en particular las configuraciones donde el mismo es constante serdn relevantes
en breve. La generalizacién del cédlculo de la dimension critica se da en términos mds emparentados con la

2No todas son invertibles en toda la variedad y por tanto no son transformaciones que estén globalmente definidas. El subgrupo
de estas transformaciones, cominmente denominadas L_1, Ly, L1, forman el grupo SL(2,R) para cuerdas abiertas y SL(2,C) para
las cerradas, que tienen el doble de modos.

3Clarifiquemos este comentario con el ejemplo siguiente. La teoria de QCD con quarks sin masa, por ejemplo, también es in-
variante conforme a nivel cldsico. Sin embargo la cuantizacion de la teorfa lleva a la aparicién de una escala, que es la escala de
confinamiento de los quarks Agcp. La ruptura de la simetria conforme en este caso explica el hecho de que no se observen quarks
libres a bajas energias. Por el contrario, no admitiriamos una cuantizacién de un campo de gauge que en el proceso rompiese tal
simetria, de donde reside el éxito de la regularizacién dimensional.

4La teoria de cuerdas bosénica en particular contiene en su espectro un taquién, que es un estado de M? negativa, como estado
fundamental. Esto implica que la teoria no tiene un vacio estable y que no es consistente tal como estd planteada. Sin embargo,
esto no es una prediccién de la teorfa de cuerdas si no un problema en su formulacién bosénica, que se resolverd al estudiar la
teoria de super-cuerdas.
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forma tradicional de teoria de campos de mantener la simetria conforme de una teoria, i.e. la anulacién de
las funciones B de todas las constantes de acoplamiento de la teoria. Lo novedoso de este andlisis es que
en apariencia, las acciones que presentamos no tienen constantes de acoplamiento en el sentido tradicio-
nal, como si lo era g%  €n la seccion anterior. Se interpretan en este contexto al propio espaciotiempo y
al dilatén (y a otros campos presentes en la teoria) como constantes de acoplamiento dependientes de la
posicion. La renormalizacién de estos campos se reinterpreta entonces como las funciones f de estas can-
tidades, a las que se les pedird que sean nulas. Cabe destacar que la anulacién de estas cantidades ya no
se escriben como ecuaciones algebraicas si no en general como ecuaciones diferenciales para los campos
implicados. A primer orden en a’, la anulacion de la funcién g del dilatén impone que la dimensién del
espacio ambiente sea d = 10 y la de la métrica impone, en ausencia de otros campos y dilatén constante,
Ryyv = 0 i.e. los espaciotiempo ambiente para estas condiciones han de ser soluciones de las ecuaciones de
Einstein de vacio sin constante cosmolégica. Las condiciones que se obtienen en presencia de otros cam-
pos, como la 2—forma B, puede verse en [60]. Sobre esto solo comentaremos que hay soluciones exactas a
todo orden en a’ que describen espacios AdS. En lo que sigue y salvo que se aclare lo contrario, seguiremos
describiendo la fenomenologia de cuerdas sobre espacio ambiente plano.

Cuerdas abiertas y cerradas

Como se menciond, la propagaciéon de cuerdas se da en términos de lo que se conoce como la hoja
de mundo. En términos de estas, es ficil ver que una cuerda abierta describird una hoja de mundo abierta
mientras que una cerrada describird una topologia similar a un cilindro. Trataremos en este parrafo aspectos
relevantes de las interacciones entre las cuerdas abiertas y cerradas. En el contexto de teoria de cuerdas la
interaccion entre distintos tipos de cuerdas no se trata como un término extra de interaccién a la accién de
Poliakov, si no en términos de la expansién en topologias no triviales que surge naturalmente al considerar
procesos de dispersion de cuerdas. De forma genera, cualquier proceso de dispersion de cuerdas abiertas
o cerradas pueden representarse en términos de superficies de Riemann con bordes y agujeros. Por ejem-
plo, un proceso de 2 a 2 cuerdas cerradas puede suceder de varias maneras: las cuerdas se unen durante
un periodo de tiempo para luego volver a separarse; las cuerdas se unen y se separan y vuelven a unirse y
separarse; etc, ver Fig. 3.2a. En este proceso particular, vemos que cada uno de estos procesos puede re-
presentarse en términos de superficies de Riemann con b = 4 bordes y un nimero creciente g =0,1,... de
agujeros, lo que denominamos género en la seccién anterior. Para ser més precisos, consideremos la accion
de estas cuerdas que por vivir sobre topologias no triviales requieren un acoplamiento con el dilaton,

1
S:SNG+E/d02<I>R(2). (3.1.13)

Para las configuraciones donde el dilaton es constante @ = ¢by, la integral del segundo término es topolégica
y se puede demostrar por teorema de Riemann que es
1 $o $o

— | do*®R® = —fdazR(z) = 4n(2-2g-b)=po(2-2g-Db

47 f 4n 4m ( &= 1) = ol g§=b)
El proceso de 2 a 2 cuerdas cerradas 2, — 2, que queremos describir en la figura puede escribirse como
una integral de caminos que suma sobre cada topologia pesando cada una por la exponencial de la accién
evaluada en cada solucion, i.e.

20—2c~Y eS=Y (e_¢0)2—2g—b e Sne = Zg?ngb_ze_SNG , (3.1.14)
g g

donde se definié g, = e? como la constante de acoplamiento adimensional de cuerdas cerradas. Notar que
este proceso relaciona cuerdas cerradas con cuerdas cerradas. Comentaremos sobre procesos que relacio-
nen cuerdas abiertas y cerradas en breve. Para comparar explicitamente con las expresiones de la seccién
anterior, consideremos la funcién de particién de cuerdas, que se obtiene con procesos de vacio a vacio tipo
0. — 0., que hace b =0y se puede escribir

Zc=Y gi8 e Sne, (3.1.15)
4
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que al comparar con (3.1.4) sugiere que g ~ N~!. En la misma linea de razonamiento, podemos intentar
relacionar e~S¥¢ con las funciones f¢(A) de la misma expresion. La accion de drea que Sy genéricamente
dependeré de dos factores con dimensiones: @’ y una escala propia del espacio, que en los casos de interés
serd el radio de AdS, L. Si consideramos que el cociente adimensional R?/a’ > 1 es el limite en el cual
las cuerdas son mucho mds pequefias que las distancias propias del espacio, donde las cuerdas asemejan
a objetos puntuales y asemejandose su cudntica a las de teorias de campos, suena razonable proponer
L?/a’ ~ ). Veremos como esto se realiza mds concretamente en la siguiente seccién.

Haremos tres comentarios mds acerca de interacciones sobre cuerdas. El primero es que para cuerdas
abiertas el mismo tipo de expansién aparece para la funcién de particién con una constante de acopla-
miento g para procesos de cuerdas abiertas a cuerdas abiertas. Sin embargo, los pardmetros g, y gs no
son independientes, y de hecho es facil demostrar que g2 = g;. Esto puede motivarse a partir de (3.1.14),
observando que la adicién de un agujero a la topologia g — g + 1 aporta un factor g y que en términos de
un proceso de cuerdas cerradas, esto equivale a agregar 2 bordes a geometria y luego pegar un propagador
de cuerda cerrada a la topologia final. El punto central es que los propagadores de cuerdas abiertas pue-
den también reinterpretarse como trayectorias cerradas en términos de una cuerda abierta con extremos
en los bordes del cilindro. En esta interpretacion, la geometria original ha emitido una cuerda abierta, lo
que aporta un factor de g’? y luego la ha reabsorbido, aportando nuevamente g’? para un total de gi'. Los
procesos de emisién/absorcién son orden g2 puesto que cada extremo de la cuerda aporta un factor g..
Lo que acabamos de mostrar es que un proceso que agrega g- puede reintepretarse como uno que agrega
g, lo que supone que g2 = g;. También sobre cuerdas abiertas y cerradas, mencionaremos que si bien una
teoria de cuerdas cerradas es consistente en si misma, una de cuerdas abiertas no lo es. Dicho de otro modo,
habiendo introducido el acoplamiento g, una teoria de cuerdas abiertas necesariamente producird cuer-
das cerradas, mientras que no existe un proceso en donde una cuerda cerrada emita una cuerda abierta.
Esto tendra relevancia en la seccién siguiente.

El ultimo comentario compete a los tipos de teorias de cuerdas. Los procesos que describimos corres-
ponden a lo que se denomina teorias de cuerdas orientadas, o tipo II. La palabra “orientada” en este caso
puede interpretarse en términos de las superficies de Riemann que describen los procesos fisicos de la teo-
ria: todas las superficies de la Fig. 3.2a se corresponden a superficies orientables. Las teorias de cuerdas tipo
I, en cambio, restringen los procesos fisicos a aquellos invariantes frente a la inversion de orientacion. Las
topologias descritas por estas teorias para cuerdas abiertas y cerradas son, por ejemplo, cintas de Mouebius
y botellas de Klein, respectivamente. En lo que sigue, solo nos interesan procesos en teorias de cuerdas tipo
II.

D-branas

Al hablar de cuerdas abiertas anteriormente, mencionamos que para el planteo consistente de cuerdas
con condiciones de contorno tipo Dirichlet, era necesario incorporar nuevos objetos a la teoria y que si es-
tos no habrian de romper la invarianza de Lorentz, tendrian que tener dindmica propia. Estos objetos se
conocen como D-branas o Dp-branas, donde p explicita el nimero de coordenadas espaciales del mismo.
Este objeto p dimensional, con un volumen de mundo p+1 dimensional, es una extensién més de la nocién
de linea/hoja de mundo y por tanto su accion serd un hiper-volumen propio. La brana tendréd p + 1 coor-
denadas ¢, con m =0,..., p y el resto de las coordenadas del espacio ambiente serdn los andlogos de los
campos escalares X* de la cuerda. Un aspecto que no mencionamos de las cuerdas abiertas anteriormente
es que sus extremos son portadores de cargas de gauge U(1), aunque esté relacionado con que la teoria de
bajas energias de la cuerda bosénica abierta sea una teoria de YM. Si es que estas cuerdas tienen sus extre-
mos fijos en las branas, entonces sobre las mismas deben vivir teorias de gauge sensibles a estas cargas. La
dindmica de cuerdas estd dominada por lo que se conoce como la accién DBI (Dirac-Born-Infeld)

1
Spar = T,,fda”\/det (@mn+27@ Fpy),  Tp=—————. (3.1.16)
(27'[)pgsa/T

Notar que T, g; !, de donde se infiere que estos objetos son de cardcter no perturbativo, i.e. no pueden
alcanzarse desde el vacio de cuerdas usando teoria de perturbaciones. Como se mencioné en un principio,
las branas fueron concebidas como lugares donde fijar cuerdas abiertas. Sin embargo, en virtud de la doble
interpretacion de las hojas de mundo para procesos de cuerdas tanto en términos de cuerdas abiertas o
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Figura 3.2: (a) Arriba se muestran ejemplos de hojas de mundo descritas por cuerdas abiertas y cerradas. En
la parte de abajo se representan los primeros términos de (3.1.14) en una expansion en género. (b) Arriba
se muestran dos procesos de interaccién de cuerdas. Se intenta mostrar que mientras una teoria de cuerdas
cerradas es consistente en si misma, no asi una de solo cuerdas abiertas. Esto se sigue de que no hay un
proceso a partir de una cuerda cerrada que resulte en una cuerda abierta y una cerrada. Como se muestra, de
una cuerda abierta si puede obtenerse dicho estado final. Debajo se muestran branas con hojas de mundo
de cuerdas, que pueden interpretarse como lazos de cuerdas abiertas o como creacién de cuerdas cerradas.

cerradas, lo dicho anteriormente implica que entonces las branas son también fuentes de cuerdas cerradas,
como se muestra en la Fig. 3.2b. En este mismo sentido, también las branas admiten dos descripciones de
su fisica de bajas energias. Una es considerar la fisica de un sistema de branas en el espacio-tiempo plano.
El espectro de bajas energias serdn las oscilaciones de las coordenadas donde est4 fija la brana y la de los
campos que en ella viven. La expansion a primer orden de la accién DBI resulta en

1 2 2 -2 3

SDB,~g2—(Tr{F +...1),  gym=22mPgia 7, (3.1.17)
YM

codicente con lo que ya habiamos mencionado acerca de las excitaciones de bajas energias de sistemas de
cuerdas abiertas, i.e. son teorias de campos de YM. Lo interesante de esto es la relacion entre los parame-
tros de la teoria de cuerdas y la teoria de YM. Notar que para p =3, gf,  es independiente de &' y esto serd
importante para la seccion siguiente. La segunda descripcion es en términos de sistemas de cuerdas cerra-
das. El mismo sistema, i.e. sistemas con las mismas simetrias y propiedades a bajas energias, se obtiene a
partir de ciertas soluciones de supergravedad, la generalizacién supersimétrica de la teoria de gravedad. La
forma de la métrica de estas soluciones serd central en la seccién que sigue. Serd importante también para
lo que sigue, mencionar que ademds de contener los campos F, estos se acoplan mediante la accién de
Wess-Zumino a las g-formas del espacio ambiente, que son generalizaciones a mayor niimero de indices
de los campos de gauge: el campo F),, es una 2 forma. La antisimetria en los indices y su cantidad hace
directo ver que una Dp-brana se acopla naturalmente con una p +2-forma del espacio ambiente, de la mis-
ma forma que una D0-brana (una particula a través de su velocidad) se acopla naturalmente al campo A,
dela 2-forma d A = F. La accién de Wess-Zumino provee ademés la forma del acoplamiento para todas las
p + 2 —2n-formas para n = 0.

Supersimetria

Acerca de la teoria de cuerdas supersimétricas, o supercuerdas, haremos también algunos comentarios.
En general, la supersimetria es una transformacion que mezcla grados de libertad bosénicos y fermiénicos.
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Como consecuencia inmediata de una simetria tal, cualquier teoria invariante frente a estas transformacio-
nes debe tener el mismo ntimero de grados de libertad bosénicos y fermiénicos. Aunque su realizacién en
la naturaleza es atin conjetural, las teorias supersimétricas tienen enormes ventajas conceptuales y compu-
tacionales debido a las restricciones que impone la misma. En primer lugar, recordamos que la supersime-
tria en la teoria de cuerdas es necesaria para sanear el estado taqui6nico de la teoria bosénica y que debido
a los campos espinoriales agregados, la dimension critica es d = 10. Existen dos formas de definir la teo-
ria de cuerdas supersimétricas, conocidas como RNS (Reneu-Neve-Schwartz) y GS (Green-Schwartz). En la
primera formulacion, se agregan fermiones v, de dos componentes a la teoria (3.1.12) y asi definida es su-
persimétrica en la teoria de la hoja de mundo. Sin embargo, la cuantizacion en espacio plano de esta teoria
lleva a el doble de estados fermidénicos que bosénicos en el espacio ambiente, ahora de d = 10, de forma
que la supersimetria no queda realizada alli. La teoria vuelve a ser consistente luego de definir los estados
fisicos como aquellos invariantes frente a la proyecciéon GSO (Gliozzi, Scherk y Olive). En este formalismo,
este es el paso que elimina el taquién del espectro. En la formulacién GS en cambio, la teoria se escribe
ya en términos del formalismo de superespacio ambiente y la teoria entonces estd garantizada de cumplir
supersimetria en el espacio ambiente. De forma sucinta, el superespacio consiste en pensar a las coorde-
nadas del tiempoespacio como variables bosonicas a las que se suman grados de libertad fermionicos en
forma de dimensiones extra. Asi, la supersimetria esté incluida en la teoria original como una isometria
en un espacio auxiliar més grande. Para teorias de cuerdas con supersimetria A4 = 2, que son las que nos
interesan en este trabajo, se agrega la coordenada fermiénica 6 = 6! + 82 donde 6! son espinores de Ma-
jorana. Las transformaciones de supersimetria en estas teorias se pueden interpretar simplemente como
desplazamientos rigidos en cada coordenada fermiénica ', I = 1,2. El equivalente a la proyeccién GSO se
realiza de forma natural y sin hipétesis extra en la formulacién GS en términos de una simetria de gauge
fermidnica, llamada simetria x. Aqui surge otra subclasificacién de las teorias de cuerdas supersimétricas
orientadas (tipo II), las teorias se distinguen segtin los 0! tienen quiralidades opuestas, tipo IIA, o si tienen
la misma quiralidad, tipo IIB. Las distintas teorias soportan distintos tipos de g-formas en sus espacios am-
biente (impares y pares respectivamente) y por tanto también soportan las configuraciones de branas que
bajo estas estdn cargadas (pares e impares respectivamente). Por tltimo, mencionamos un aspecto de la
teoria de la fenomenologia de supercuerdas que serd relevante en breve. Los espectros de bajas energias
de cuerdas abiertas supersimétricas describirdn extensiones supersimétricas de las teorias de Yang-Mills, o
SYM; mientras que las teorias de cuerdas cerradas supersimétricas describirdn extensiones supersimétricas
de teorias de gravedad, o supergravedad. Esto clarifica el hecho de que a la descripcién de las branas en
términos de soluciones de supergravedad la hayamos asociado a sistemas de cuerdas cerradas.

3.2. AdS/CFT de arriba hacia abajo

En esta seccién describimos finalmente la primera versiéon de lo que se conoce en la actualidad como
dualidad AdS/CFT o correspondencia gauge/gravedad. El caso fundacional fue publicado por Maldacena
en el afo '97 [4], creando una nueva forma de usar las herramientas de teoria de cuerdas. Este primer ejem-
plo sugiere que una teoria de campos A& = 4 SYM en 3 + 1 dimensiones con grupo de simetrias SU(N) y
una teoria de supercuerdas cerradas tipo IIB sobre un espacio AdSs x S° son formulaciones alternativas
del mismo sistema fisico. A este ejemplo concreto siguieron un nimero abrumador de nuevos ejemplos
de descripciones hologréficas, chequeos de consistencia y de precisién, aunque no una demostracién en
términos absolutos. En particular, la tentadora idea de describir el régimen no perturbativo de una teoria
de campos (en particular QCD) a través de sistemas clasicos de gravedad o de obtener una formulacién de
gravedad cudntica en términos del régimen pertubativo de una teoria de campos la configuran como una
herramienta de frontera para varias abordar varias preguntas actuales de la fisica de altas energias. Atn sin
haber alcanzado de forma acabada ninguno de estos dos objetivos atin, la dualidad AdS/CFT se mantiene
al dia de hoy como un drea de investigacién pujante.

Consideremos entonces la configuracion original concreta. El sistema en cuestion es el limite de bajas
energias de una pila de N D3-branas apiladas en un espacio ambiente plano para una teoria de cuerdas su-
persimétrica. Como adelantamos en la seccion anterior la doble interpretacién de este sistema en término
de cuerdas abiertas y cuerdas cerradas, mostrada pictéricamente en la Fig. 3.3, serd central.

En términos de un sistema de branas y cuerdas abiertas supersimétricas, ya comentamos que su des-
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Figura 3.3: Dos interpretaciones del mismo sistema fisico a bajas energias. En (a) se muestra el sistema de N
branas coincidentes como objetos soliténicos con cuerdas abiertas que empiezan y terminan en las mismas
y fuentes de cuerdas cerradas. A bajas energias el sistema describe una teoria SYM A" = 4 SU(N) y una teoria
de SUGRA sobre espacio plano desacopladas entre ellas. En (b) se interpretan las branas en términos de una
teoria de cuerdas definida sobre un espaciotiempo dindmico. La solucién describe una teoria de Cuerdas
tipo IIB definida sobre AdSs5 x S° y una teoria de SUGRA sobre espacio plano desacopladas entre ellas.

cripcion a bajas energias ( recordar que en teoria de cuerdas esto es tomar el limite @’ — 0) es una teoria
SYM, pero seremos ahora mds precisos en este aspecto. Para el caso, por ejemplo de un arreglo de N D3-
branas separadas por una distancia L, las cuerdas que van de una a otra brana tienen una longitud minima
Ly por tanto una energia minima TL ~ L/a’, por lo que en el limite de bajas energias no hay energia para
crearlos y se desacoplan del sistema. Las excitaciones remanentes son las de las cuerdas que comienzan y
terminan en la misma brana. La teoria descrita por estas excitaciones es la de A4 =4 SYM en 3 + 1 dimen-
siones con grupo de simetrias U(1)"V. En el limite en que las branas son coincidentes, L — 0, los modos de
las cuerdas entre branas se vuelven no masivos y la simetria de la teoria de gauge se agranda. Estrictamen-
te, se obtiene una teoria A =4 SYM en 3 + 1 dimensiones con grupo de simetrias U (), pero es estdndar
ver que se puede descomponer U(N) = U(1) x SU(N) y que el campo de gauge asociado al grupo abeliano
U(1) se desacopla del resto. El resultado final es entonces que el limite de bajas energias de la pila de N
D3-branas apiladas se describe en términos de una teoria 4" =4 SYM en 3 + 1 dimensiones con grupo de si-
metrias SU(N). Como se mencion6 anteriormente, no se puede construir una teoria consistente de cuerdas
abiertas sin incluir cuerdas cerradas. El espectro de bajas energias de estas cuerdas cerradas en si mismas
describen una teoria de SUGRA tipo IIB en espacio plano. En el limite @’ — 0, los términos libres de ca-
da teoria (x a’~!) dominan sobre las interacciones y por ende los modos de bajas energias de SUGRA se
propagan en espacio plano.

La segunda descripcion se da enteramente en términos de cuerdas cerradas. Nuevamente, el espectro
no masivo de teoria de cuerdas supersimétricas tipo IIB, describe una teoria SUGRA tipo IIB. La descripcién
de la configuracién de D3-branas en este lenguaje reside en encontrar una solucién de SUGRA que tenga las
mismas simetrias que la configuracién de D3-branas. Por la forma en la que estdn dispuestas, una encima
de la otra, la solucién debe ser invariante de Lorentz en el volumen de mundo 3 + 1 dimensional. Debe
mantener ademds la invarianza rotacional SO(6) sobre las dimensiones donde no se extienden las branas.
Como explicamos en la seccién anterior, las Dp-branas se acoplan naturalmente al flujo de p + 2-formas,
donde d = 10 es la dimensién del tiempoespacio, y a través de la accién de Wess-Zumino también con
todas las formas p+2—2n, n € N. Salvo la 5-forma, el resto de las formas las tomaremos nulas y tomaremos
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al dilatén constante, de forma que se debe encontrar una solucién a la accién
1 10, /iy 2.2
SSG = W ax |G| R- aFS y (321)
167Gy, :

donde GE\IIO) es la constante de Newton en 10 dimensiones y 167!G§\1,0) = (2m)" g?a’ en términos de las mag-
nitudes de la teoria de cuerdas original. La soluci6n a dicha accion estd dada por la métrica

4
ds® = H 2 (Nnndx"d® + H2 (r) (dr? + r2dQ°),  H(r) = L+ 3.2.2)

donde L* = 4w g;Na'? yla configuracién de la 5-forma®
Fs=Q0+*)dx"A---Adx* AndH™! (3.2.3)

donde * es la operacion estrella de Hodge, i.e. asi escrita la forma queda autodual, condicién que no se
puede imponer a nivel de la accién pero que es requerida por la teoria de SUGRA IIB. Notamos primero
que en este lenguaje el niimero de branas N entra linealmente en la definicién de L* y es también el flujo
magnético de la 5-forma sobre la esfera

f *F5=N. (3.2.4)
S5

Acerca de la forma de la métrica de la soluciéon, vemos que las simetrias de Lorentz en 3 + 1 estdn respetadas
por las coordenadas x*, que se asocian a las coordenadas de la hoja de mundo de las branas. El resto de las
coordenadas se agrupan también como espacio plano 5 + 1 pero haciendo manifiesta la simetria SO(6).

Hay 2 limites inmediatamente interesantes de esta métrica que son los limites donde r > Ly r < L,
que describen 2 regiones de la solucion. El primero, el limite lejano, de ellos hace H(r) ~ 1, y la métrica se
vuelve plana, i.e. lejos de las branas se obtiene SUGRA sobre espacio plano®. El limite r < L, o de horizonte
cercano, hace en cambio H(r) ~ L*/r* de donde

2

r 12 Z22+nyydxtd”
ds* = T2 uvdxid" + ﬁdrz +12408 = 2| 22T E L 405 (3.2.5)

z? ’
donde en la segunda igualdad hemos usado z = L?/r para hacer evidente que en este limite se tiene la
métrica AdS5 x S°. En el limite de bajas energias @’ — 0, una vez méas los modos de cada sector quedan
desacoplados y tenemos en la regién lejana SUGRA IIB sobre espacio plano y en horizonte cercado tene-
mos una teoria también de SUGRA IIB pero en AdSs x S°. Sobre esta tiltima todo el espectro de SUGRA es
relevante y no solo los modos no masivos. El motivo de esto es que el limite @’ — 0 es trivialmente el de
bajas energias para espacio plano, pero no asi para espacios curvos. Desde una perspectiva gravitatoria, al-
tas o bajas energias se describen respecto de un observador asintético. Luego, los modos de altas energias
E que llegan desde la region de horizonte cercano, serdn también medidos como de bajas energias debido
al corrimiento al rojo Exgsinr = H “iE que sufren durante el trayecto. Se observa que E4sin; < E puesto que
riL~rla' —0es H (r)‘i — 0. Esta interpretacién entonces captura toda la fisica de cuerdas de la regién
cercana al horizonte. En resumen, en esta interpretacién se obtienen también dos teorias desacopladas,
una de ellas SUGRA IIB sobre espacio plano como en la primera, pero en este caso la otra es una teoria
completa de cuerdas cerradas tipo IIB sobre AdSs x S°.

La afirmacién central de [4] es conjeturar que entonces las otras dos teorias que no son SUGRA IIB sobre
espacio plano, siendo descripciones en el mismo limite del mismo sistema fisico, describen la misma fisica,
i.e. son duales entre si. Mas explicitamente, estamos afirmando que

Cuerdas tipo IIB en AdSs x S° = SYM A =4 SU(N) (3.2.6)

5Usando explicitamente los indices de la 5-forma, la solucién puede escribirse también
(F5)uvpon = C;Wpanyﬁy H(r)
6Recordar que en la seccién anterior mencionamos que la cuantizacién consistente de la teoria de cuerdas supersimétrica (anu-
lacion de funciones § de la teoria) lleva a d = 10 para el dilatén y en ausencia de otros campos R,y = 0 lo que impone un espacio

Ricci plano. Dicho de otra forma, H(r) ~ 1 hace F5 ~ 0, lo que apaga el inico otro campo no trivial, de donde resulta natural obtener
un espacio Ricci plano como solucién.
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acompariado del mapa entre parametros’ 47wg; = g%M y L* = 4ngsNa'? = g%MN(x’Z, o en términos de A =
g5 ,/N, tenemos
L4

A=—gs Amgs=go),- 3.2.7)

Tomar al pié de la letra esta dualidad para todos los valores de N y A es lo que se conoce como la versién
fuerte de la correspondencia gaurge/gravedad.

Estudiaremos ahora limites de estos pardmetros donde la dualidad, toméndola como vélida, se hace
particularmente ttil. Comencemos por el primer limite estudiado en este capitulo que esel de N — oo y
A =cte, que en SYM equivale al limite planar. Para A <« 1, el limite de la teoria de campos se hace pertur-
bativo, pero (3.2.7) impone &' > L? de forma que se captura toda la fisica cuerdas de la teoria dual. Para
A > 1 SYM se vuelve fuertemente acoplado pero ahora a’ < L? y la teoria dual es ahora una teoria de SU-
GRA 1IB en el limite semiclasico, G'? ~ g2a’* ~ N=2 — 0 de donde domina la configuracién clasica de la
acciéon de SUGRA. Cabe mencionar que en el argumento anterior se asumi6 g% v =4ngs~0y g% yN — oo
para mantener A > 1y obtener asi un limite computacionalmente interesante. Por completitud y para mos-
trar ostensiblemente la intuicion fisica puesta en los limites anteriores, se observa que uno puede también
tomar el limite N — co y A — oo haciendo g% M — ©0. Sin embargo, este limite no es tratable perturbativa-
mente ni desde la teoria de campos ni desde la teoria de cuerdas puesto que estamos en el limite g; — oo lo
que hace la expansién topolégica (3.1.15) también intratable.

Como adelantamos al principio de este capitulo, hemos presentado un ejemplo concreto donde es po-
sible describir un régimen fuertemente acoplado de una teoria particular de campos (SYM) en términos de
el limite semicldsico de una teoria de mayor dimensionalidad (SUGRA) y el régimen no perturbativo de una
teoria (candidata) de gravedad cudntica (cuerdas IIB) mediante el régimen perturbativo de una teoria de
campos (SYM).

Es menester hacer un comentario acerca de la dimensionalidad de los sistemas descritos. Por un lado,
la teoria de gravedad se extiende formalmente en AdSs x S°, i.e. (4 + 1) + 5 dimensiones, mientras que la
teoria de campos efectiva que describe es la de SYM .4 = 4 en 3 + 1. Sin embargo, los grados de libertad
dindmicos de la teoria de SYM solo se mueven sobre AdSs, mientras que las simetrias de S° se manifiestan
en la teoria de campos como las simetrias internas de la SUSY. Desde el punto de vista gravitatorio, se
pueden demostrar que los operadores de la teoria de campos son duales a modos de KK que aparecen
al compactificar 5 de las 10 dimensiones del espacio con una S°. Dicho de otro modo, el grupo de simetrias
SO(6) es una simetria interna de SYM y no se manifiesta como dimensiones espaciales extra. La conclusién
es que de forma general hemos de pensar a la dualidad holografica como la descripcién de una teoria de
campos en d dimensiones tiempoespaciales en términos de una teoria de gravedad solo en una dimensién
mads, i.e. d+1. De hecho, la interpretacién canénica de la dualidad realiza a la teoria de campos dual (o mejor
dicho, su punto fijo UV) viviendo en el borde asint6tico del espacio AdS y, como mencionamos en la Sec 2.2,
movernos hacia el interior de la coordenada holografica desribira el flujo del grupo de renormalizacién de
la teoria. El ejemplo que acabamos de considerar plantea un caso sencillo de esta afirmacion: el espacio que
describimos es AdS puro y mantiene todo el tiempo las simetrias de su borde asintético, en acuerdo con el
hecho conocido de que SYM A" = 4 es una teoria conforme exacta a nivel cudntico. Volveremos sobre esto
en la préxima seccién.

Otros ejemplos y generalizaciones

Para terminar, mencionaremos algunas extensiones de este modelo concreto. Para comenzar mencio-
namos que no es el tnico caso donde se conoce un mapa exacto entre 2 teorias, poniendo como ejemplo la
interpretacion hologréfica dual a 4" = 6 super Chern-Simons, en términos de teorias de cuerdas tipo IIA. El
punto central de la modificacién de relaciones duales consiste en tener una interpretaciéon de las mismas a
ambos lados de la dualidad. Una deformacién inmediata, y profundamente relevante para esta tesis, surge
al insertar fuentes externas a operadores de la teoria de campos, lo que se manifiesta en la teoria dual como
un cambio en las condiciones de contorno de los campos de la teoria de SUGRA. En lo anterior, se requiere
que el operador insertado no rompa el punto fijo UV de la teoria de campos para de este modo admitir
una solucion de SUGRA asint6ticamente AdS, i.e. en el lenguaje de campos, se requiere una deformacién

“Ver (3.1.17) y (3.2.2), notando que para D3-branas gy s es independiente de a’.
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relevante. La solucién de SUGRA dual a esta teoria deformada serd asint6ticamente AdS, pero reducira las
simetrias hacia su interior. En la interpretacién dada en el parrafo anterior, esto refleja que frente al flujo
GR, la deformacion se estd haciendo relevante y la teoria se alejara de su punto fijo UV. En el caso de QCD,
esta ruptura de la simetria conforme se manifiesta en la escala de confinamiento de los quarks Agcp v,
pensando en este ejemplo de especial interés, en general a la deformacién del espacio AdS en holografia se
la asocia una escala de confinamiento de la teoria de campos dual. Otra deformacién que no considerare-
mos en detalle, serd agregar configuraciones adicionales de branas, como las construcciones D3D7. En este
ejemplo, se rompen algunas de las supersimetrias de la teoria agregando Ny < N D7-branas, que se estu-
dian entonces como objetos de prueba sobre la geometria de fondo AdSs x S°, y que se extienden sobre las
D3-branas originales y otras 3 dimensiones del espacio S°. El resultado de esta deformacién desde la teoria
de campos es que las cuerdas abiertas que empiezan y terminan en los distintos tipos de branas incorporan
a la teoria materia bariénica masiva en la representacién fundamental.

A continuacién, describiremos un enfoque més abstracto o general de la dualidad, que se conoce como
enfoque de abajo hacia arriba y que serd la forma en la que principalmente abordaremos la dualidad en este
limite.

3.3. AdS/CFT de abajo hacia arriba

En esta seccién presentaremos lo que se suele definir como enfoque de abajo hacia arriba de la dualidad
AdS/CFT. Estanomenclatura surge del hecho de que impondremos ciertos axiomas, basados en intuiciones
obtenidas de ejemplos concretos de la dualidad, a partir de los cuales trabajar. Las conclusiones extraidas en
este abordaje no pueden ser asociadas a ningtin par de teorias duales en concreto, sino a teorias conectadas
por la dualidad hologréfica en general. La ventaja principal de este enfoque es que nos permitird contestar
preguntas generales o de consistencia acerca de la dualidad sin recurrir necesariamente al contenido pre-
ciso de campos de ninguna teoria, o tomando modelos de juguete que logren capturar la fisica necesaria. El
eje central de esta tesis, a saber definir un marco consistente de holografia en tiempo real y describir dentro
de este marco excitaciones del vacio bien definidas a ambos lados de la dualidad, se favorece enormemente
del uso de modelos de juguete que permiten estudiar selectivamente los fenémenos de interés. Al mismo
tiempo, si el modelo de juguete elegido es lo suficientemente genérico, la aplicacién de los corolarios del
andlisis a ejemplos concretos de la dualidad resulta inmediato. Al menos en la forma en la que se trabajara
en esta tesis, se podria decir que en un sentido puramente operacional, puede pensarse a la dualidad AdS
como una forma de estudiar teorias conformes, tradicionalmente estudiadas en términos de identidades de
Ward, OPE:s etc, a través de un enfoque mads tradicional de teoria de campos en términos de una acciény un
principio variacional en AdS. En términos de lo que se discuti6é en la seccién pasada, en todo lo que sigue
de esta tesis estaremos siempre pensando en un limite de N — coy gyum ~ gs — 0, manteniendo A — oo,
i.e. un limite donde la teoria de (super)gravedad es semiclésica y perturbativamente describe una teoria
de campos en su régimen fuertemente acoplado. Si bien describiremos algunos aspectos de correcciones a
primer orden en )L_%, semiclédsicas en SUGRA pero no perturbativas en la teoria de gauge, no discutiremos
correcciones en g provenientes de cuerdas que llevarian a topologias con género g # 0.

Un posible punto de partida de este enfoque es afirmar que los espacios de Hilbert entre dos teorias
duales son idénticos, i.e.

HCFT = Hpds - (3.3.1)

No obstante, sin ofrecer un diccionario més preciso entre los observables de ambas teorias, esta hipdtesis
de trabajo no tiene demasiado poder de cémputo. Presentaremos dos formas de trabajar dentro de este ti-
po de enfoques: uno orientado a un tratamiento de integrales de caminos, conocido como GKPW (Gubser
Klebanov Poliakov y Witten ) [11, 12], y el otro en términos de un diccionario entre operadores de ambas
teorfas usando herramientas de cuantizacién canénica, conocido como BDHM (Banks Douglas Horowitz
Martinec) [15]. Ambos enfoques fueron detectados como potencialmente distintos ya en [15] y si bien sus
predicciones coinciden, recién en [16] se demostré consistentemente la equivalencia entre ambos. La con-
sistencia entre ambas prescripciones serd central en esta tesis. Antes de presentar ambos diccionarios, ha-
remos algunos comentarios generales sobre este enfoque.

Relajar la condicién de una teoria de campos conforme particular y hablar describir propiedades gene-
rales de CFT; permite considerar espacios AdS,41, cuyas isometrias SO(d, 2) ya garantizan que la teoria de
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campos en el borde asintético serd invariante frente al grupo conforme en d dimensiones SO(d, 2). Siempre
que trabajemos de esta forma, se estd pensando que las simetrias extra que pudiera tener la teoria deberan
construirse mediante espacios auxiliares en producto directo con AdS, similar al rol de la S° en la seccién
anterior, que se asociaba a las simetrias internas de supersimetria de la teoria de campos. Més precisamen-
te, el espacio AdSs tiene isometrias isomorfas al grupo conforme en 4 dimensiones SO(4,2), mientras que
S° tiene a SO(6) =~ SU(4) como grupo de isometria. Las simetrias bosénicas de la teoria SYM con A = 4
son SU(2,2) x SU(4)g. Dado que SU(2,2) = SO(4,2), puede comprobarse que el grupo de simetrias coincide
para ambas teorias. De forma general, siempre que se tenga una teoria que mantenga la simetria conforme
en su régimen cudntico, su dual serd un espacio AdS. Ademas, cualquier otra simetria de la teoria de gauge
se asociard con simetrias de algin espacio interno M. El espacio dual a una teoria de campos conforme
de dimensién arbitraria d tendrd asi la estructura general AdS,,; x M. Otro aspecto a mencionar en esta
parte es el siguiente. Si bien describiremos consistentemente observables de CFT mediante holografia, no
estamos afirmando que toda CFT admite una descripcién hologréfica. En esta tesis no estudiaremos ejem-
plos de tales teorias, aunque mencionaremos en la bibliografia suele aclararse esta posible ambigiiedad,
afirmando que se estd describiendo una CFT hologréfica.

Una situacién de particular interés para esta tesis es el de considerar teorias con materia de prueba
sobre una métrica fija AdS. Aunque aclararemos esto con mds precisién en breve, diremos que la decisiéon
estricta de dejar fija la métrica del espacio AdS trae como consecuencia que se prediccion del tensor de
energia momento de la CFT holografica sea nulo, y se dice que dicha CFT no tiene tensor de energia mo-
mento. El rol central que ocupa el tensor de energia momento en una QFT general y en una CFT particular
y las potenciales consecuencias de que éste sea nulo motiva este comentario. En un espiritu similar al del
parrafo anterior, esta inconsistencia es producto de tomar un modelo de juguete y podria subsanarse o bien
tomando en cuenta el efecto en la métrica de la materia dentro de AdS o bien considerando directamente
fluctuaciones cudnticas dentro de la misma en forma de gravitones, i.e. materia bosénica de espin 2. Sin
embargo, para poder confiar en los resultados de un andlisis parcial de una teoria, este debe ser producto
de un truncamiento consistente de sus grados de libertad. La justificacién de este truncamiento consiste en
que al escribir las ecuaciones de Einstein de una teoria de gravedad el efecto de la materia sobre la métrica
siempre estd mediado por la constante de Newton G!? y que en virtud del andlisis de la seccién anterior se
obtiene Gy = G1o Tyy~N -2 T,v, de donde se puede ver que los efectos de materia sobre la métrica en este
contexto serd siempre subdominante en N~2 respecto de la materia como objeto de prueba sobre el fondo®.
El objetivo perseguido en estos ultimos dos comentarios es que en cualquier abordaje de la dualidad en tér-
minos de modelos de juguete, obtendremos una representacién incompleta de la teoria dual que buscamos
describir. De forma general, una teoria gravitatoria de juguete incompleta nos dar4, por supuesto, una CFT
dual también incompleta. La pérdida de precision en este enfoque serd recompensada por la generalidad
de los corolarios que de ella se obtienen.

3.3.1. GKPW o ansazt de Witten

Esta es la forma estdndar de obtener observables en AdS/CFT. Esta prescripcion establece una relacién
entre los observables de ambas teorias a partir de una relacién entre sus funciones de particién. Concreta-
mente, la insercidon de fuentes para operadores invariantes de gauge de la teoria de campos, que llevan a la
funcién generadora de momentos, se mapean a condiciones de contorno para campos fundamentales en
la teoria de gravedad dual. Recordar que el célculo de una funcién de particidn se realiza enteramente en
signatura Euclidea. El hecho de que agregar una fuente externa a una teoria de campos sea explicitamente
deformar la teoria, mientras que cambiar las condiciones de contorno no, es un aspecto de la dualidad que
aprovecharemos para definir los estados excitados holograficos que serdn centrales en esta tesis.

La prescripcion se puede presentar a partir de la expresion

d _ d+l
Zopr = H+ ’ (3.3.2)

8Si uno vuelve a (3.2.1) parece que esta intuicién no funciona puesto que tanto la gravedad como el campo de gauge tienen el
mismo prefactor. La solucién a esta contradiccién aparente surge al recordar que la operacién traza es también proporcional a N
como se describi6 alrededor de (3.1.6). El Ty, escrito en la ecuacion de arriba estd pensado para materia normalizada en N tal
que su término cinético tenga la normalizacién canénica, i.e. con un factor % eindependiente de N. M4s adelante explicaremos la
eleccion de esta normalizacion con mds profundidad.
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donde ZgFT es la funcién de particion de una teoria de campos conforme en d dimensiones tiempoespa-
cialesy Z I‘fll“ es la funcién de particién de una teoria de campos sobre un fondo H, el andlogo de AdS en
signatura Euclidea presentado en la Sec. 2.2. La expresion anterior puede pensarse todavia como una con-
secuencia de (3.3.1) y sigue sin tener poder de computo real, puesto que los campos que describen ambas
teorias son distintos y atin no tenemos formas de relacionarlos. El ansatz consiste en afirmar que a todo
operador invariante de gauge de la teoria de campos (i.e. todo observable) se le corresponde un campo fun-
damental de la teoria gravitatoria dual y que la insercion de fuentes externas para un operador de la teoria
de gauge de este tipo, se manifiesta en la teoria dual de gravedad como un cambio en las condiciones de
contorno sobre el borde conforme de dicho campo fundamental®. En términos usados en un lenguaje ge-
neral para CFT, los operadores duales a campos fundamentales de la teoria de gravedad son los operadores
primarios quirales de la teoria CFT.

La funcién generadora de momentos de un operador & de la CFT se obtiene deformando la funcién de
particién en (3.3.2) con una fuente externa ¢, de forma que

Z8r = f DA e STl —  zd ()= f P Ay e ScrTIMl =60 = (p=190) (3.3.3)

donde hemos denotado colectivamente a los campos de la teoria de gauge como A, y el elemento de me-

dida 2 A, integra sobre las configuraciones de campo de cuadrado integrable. Notar que el célculo de la

funcién de particién se realiza en signatura Euclidea. Esto serd importante cuando hagamos calculos expli-

citos. Como se describié en la Sec. 2.1, en el formalismo de integral de caminos, los correladores conectados

de la teoria original se obtienen tomando derivadas funcionales del logaritmo natural de la funcién genera-

dora de momentos respecto de la fuente externa para luego apagar la fuente, i.e. la funcién de n puntos de
6" InZcpr(gl

O sera
n
O(x;)) =
<l:1_[1 (xl)> n o Sg(x;) 0

Al otro lado de la dualidad, la insercién de esta fuente externa se manifiesta como una deformacién en
las condiciones de contorno en el borde asintético de la teoria de gravedad,

(3.3.4)

74+ E[@q)o e Sl —  zdtlg Ef@<D¢ e Sul®l,

donde hemos representado como ® colectivamente a todos los campos de la teoria de gravedad, 2@, define
una medida de integracién sobre las configuraciones de campo nulas en el borde asintético de H, mientras
que 9@ integra sobre configuraciones que satisfacen ®|3 = ¢, donde senalamos el borde asintético por el
subindice 0. Recordar que esta integral de caminos se realiza sobre un espacio de dimensién mayor a la de
la teoria de campos. Una primera observacion es que gracias a que el cOmputo se lleva a cabo en signatura
Euclidea, i.e. en el espacio H introducido en la Sec. 2.2 que tiene como tinica frontera su borde asintético, la
imposicién de condiciones de Dirichlet sobre la misma (en combinacién con la regularidad de la solucién
dentro de H) es suficiente para tener un problema variacional bien definido. La segunda observacién es que
formalmente la métrica de H es divergente en su borde conforme y las soluciones regulares en su interior
serdn o bien nulas o bien divergentes sobre el mismo, de forma que el proceso de construir soluciones
clasicas tales que ®|3 = ¢ debe regularizarse. Veremos ambos aspectos aparecer de forma explicita en el
ejemplo que presentamos mds abajo.

Con estas definiciones, podemos escribir una relacién explicita para las funciones generadoras de mo-
mentos de la teoria conforme como

Z8 1) = Z8 [p] = f DDy e S < oSl (3.3.5)

donde en la dltima igualdad aproximamos la integral de caminos sobre el espacio H por la accién sobre
la capa de masa S% [¢] que es una funcional de las condiciones de contorno del problema ¢. Una solu-
cién completa a Z H“ [¢] requiere de integrar sobre todas las geometrias de cualquier ntimero género que

9En rigor de verdad esta prescripcion excede el limite de N — oo en la que lo estamos presentando en términos de (su-
per)gravedad. En particular, uno puede usar esta prescripcién para calcular valores de expectacion de lazos de Wilson de la CFT de
forma holografica a través de la minimizacién de la accién de Nambu Goto (3.1.11) en un espacio ambiente AdS. Esta presentacién
reducida nos permite ir més rdpido a los aspectos de la misma que queremos resaltar.
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cumplan asintéticamente las condiciones de contorno impuestas por la medida. En su lugar, estamos des-
acoplando los grados de libertad gravitacionales del resto de la materia, de forma que la geometria obedece
una aproximaciéon de punto de ensilladura por si misma, quedando asi fija. La materia entonces se pro-
paga sobre una métrica fija. La solucién de gravedad dominante para espacios asint6ticamente AdS y H
serdn generalmente los propios espacios AdS y H extendidos a todo el interior de la variedad en los casos
mads simples, como veremos en los ejemplos en los Caps. 4 y 5. Una vez mds, esta aproximacién de mate-
ria y gravedad desacoplada se corresponde con el limite N — co y A — oo con g% v = & — 0 en términos
del ejemplo planteado en la seccién anterior. La ecuaciéon (3.3.5), especialmente la Gltima igualdad en el
limite semicldsico, en combinacion con (3.3.4), da lugar a lo que podriamos denominar como una de las
ecuaciones maestras de esta tesis:

6"S% [¢]

_— 3.3.6
;'1:1 Op(x;) ( )

(TToen)=-

¢$—0

La ecuacion (3.3.6) tal como estd escrita permite entonces el cdlculo de funciones de correlaciéon en una CFT
hologréfica en un régimen fuertemente acoplado (una cantidad no accesible mediante métodos perturba-
tivos) en términos de la solucidn cldsica de campos sobre espacios de constante cosmolégica negativa, H en
esta signatura. En la siguiente seccién, veremos cémo podria extenderse esta expresion al caso de tiempo
real y los problemas que esto acarrea a una visién hologréfica del problema.

A continuaci6n, presentaremos un ejemplo concreto del calculo de una funcién de 2 puntos para un
operador @ escalar de la CFT mediante la expresion (3.3.6). Conseguiremos esto encendiendo una fuente
externa ¢ para dicho operador, lo que implica condiciones de contorno no nulas para su operador dual en
la teoria de gravedad también escalar, que llamaremos ®. Como se mencioné anteriormente, resolveremos
las ecuaciones de movimiento del campo pensdndolo como un campo de prueba sobre la métrica, de forma
que la variedad es exactamente el espacio H, el que describiremos segtin la métrica (2.2.7),

2
ds® = (1+r2)d72+d—r+r2d(22
1+7r2 d-1*

Este ejemplo nos permitird comprender las sutilezas generales del uso de esta prescripcién, como la imposi-
cién de condiciones de contorno sobre un borde asintético, y como se resuelven. El problema se representa
pictéricamente en la Fig. 3.4.

Se considera entonces un campo escalar ® de masa m? libre sobre una geometria Hy, 1, con accién

1
Su=3 f Vg (0, @0 ® + m*D?) 3.3.7)

donde el indice p barre las d + 1 coordenadas de H,.;. Queremos encontrar la accién en la capa de masa
para una configuracién de campo tal que resuelva las EDM y que sea regular en H y que ademads satisfaga
sobre el borde asintético @[3 = ¢ en algtin sentido que definiremos con mds precision en breve.
Corroboraremos en primer lugar que hemos definido un problema variacional bien formulado. Para
esto, comprobaremos que la accion (3.3.7) con condiciones de contorno de Dirichlet tiene un punto esta-
cionario si el campo cumple las ecuaciones de movimiento. Calcularemos entonces la variacién 6 Sy recor-

dando que,

0L = aﬁé‘fb+ 0Z
20" " 3(3,P)

5(0,®) = m*® 5O + 0+ D3, P 0, (5D) (3.3.8)

e integrando por partes en la accién tenemos que

8Sy = f V—86% = f V/—go® (D—mz)(l)—% f VY00, (3.3.9)
0

De aqui puede verse que fijar 5®|5 = 0 en las regiones del borde de la variedad, la accién tiene un punto
estacionario cuando las EDM se cumplen. Notar que en este caso hay un solo tipo de borde tipo espacio,
que es también el borde donde esta definida la teoria holografica y por tanto es informacién directa de
la CFT. En presencia de més bordes de distinto tipo habria otras regiones no accesibles desde la teoria de
campos y que pondrian en jaque la interpretacién completa del problema en términos de un principio
hologréfico. Volveremos sobre esto al introducir la holografia en tiempo real.
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Volviendo sobre la accidén (3.3.7), integrando por partes el término cinético, se obtiene

Sy = %f\/g(aucpa“qw m*®?) (3.3.10)
= %[au(\/gcpa“q))—%f\/gq) (O-m?) o (3.3.11)
:%[ﬁ@n“@udl—%f\/gd)(lj—mz)@, (3.3.12)

0

donde en el dltimo renglén usamos el teorema de Gauss en d + 1 dimensiones para reescribir la derivada
total como un término de borde sobre 0, el borde asintético de H, /¥y esla métrica inducida sobre 9, n* es un
vector unitario n? = n# ny =1 que apunta hacia afuerade dyO = \/§_16ﬂ (,/80") es el operador Laplaciano
estandar para espacios curvos.

Supongamos por un momento que hemos encontrado una solucién a las ecuaciones de movimiento tal
que (O-m?)® =0, la accién (3.3.7) en la capa de masa resulta

1 1
S =3 [ vien*a,0= 3 [ riaco, (33.13)

2

donde en la segunda igualdad hemos usado /y = V1 + r2rd=l < rdypt =v1+r26%0, ~6%ro, paralamé-
trica (2.2.7) sobre el borde asintético, que representa el limite r — co. Lo que observamos de esta expresién
es lanecesidad explicita de regular divergencias, i.e. tal como estéd presentada la prescripcién ofrece resulta-
dos divergentes. El origen de las divergencias no es dificil de comprender en términos geométricos: hemos
definido la informacién a extraer en términos de una frontera conforme de nuestro espacio, donde la mé-
trica donde trabajamos es singular. Esto sugiere que un método de regularizacién razonable seria el de usar
una distancia de corte R para el espacio H, donde se define el borde 8. Esta intuicién resulta ser correcta en
términos computacionales, se denomina renormalizacion hologréafica [62], por motivos que aclararemos
en breve y se presenta de forma sistemadtica, aunque en otras coordenadas donde es més natural, en el Ap.
A. Esta forma de regular las divergencias ya sugiere algunos comentarios. Acerca del nombre, su relacion
con la renormalizacién surge al recordar que hay una asociacién entre la direccién hologréfica en la teoria
gravitatoria y el flujo GR en la teoria de campos, siendo el borde asintético asociado con el comportamiento
UV de la teoria. Si la renormalizacién en la teoria de campos tradicional cura las divergencias UV de dicha
teoria, este proceso, que también resuelve divergencias UV en los términos que acabamos de explicar, serd
el anédlogo hologréfico de este procedimiento. En segundo lugar, nuevamente aparece algo en principio in-
deseable en cualquier teoria invariante de escala que es precisamente una escala con dimensiones, i.e. R.
Dicho de otro modo, en una teoria conforme a nivel cudntico, no tiene lugar ningtin pardmetro dimensional.
Desde un punto mds formal, no es obvio que el proceso de regular divergencias introduciendo una nueva
escala para luego quitarla sobre el resultado final ofrezca una respuesta consistente. Pueden contrastarse
los mecanismos de Pauli Villars con el de regularizacién dimensional para teorias de campos tradicionales,
donde si bien la primera puede permitir obtener resultados correctos, se prefiere la segunda que mantiene
la invarianza de gauge en todo momento. En este sentido la Renormalizacién hologréfica es mds similar a
una visién Wilsoniana de la renormalizacion.

Siendo este el primer ejemplo de un célculo holografico no ahondaremos atin en el proceso de regulari-
zacion hologréfica y dejaremos los detalles para los capitulos siguientes. Por ahora utilizaremos un método
mads rudimentario de regularizacién con un doble objetivo. El primero es de velocidad para llegar al re-
sultado que buscamos y el segundo es que, producto de esta regularizacién descuidada, llegaremos a un
resultado no del todo correcto, lo que hace tangible la importancia de una correcta regulacién. El paso a se-
guir entonces es buscar la solucién clésica de las ecuaciones de movimiento. Veremos que estas soluciones
son en rigor divergentes, pero su comportamiento es tal que podremos obtener un resultado finito para la
accion sobre la capa de masa (3.3.13).

La EDM para ® es (O — m2)® =0, que en coordenadas (2.2.7) se escribe como

2 Ag

1 d-1 2 aT 2 _
(mar(r (1+r)6r)+1+r2+?—m \P—O,

donde Aq es el operador Laplaciano en coordenadas esféricas y que expandida como ondas planas de t
y armoénicos esféricos de Qg -1 [61], ® elthlm,- (Q)f-iwi(r) donde m; engloba el resto de los niimeros
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cuanticos angulares, se obtiene una ecuacion diferencial para f_;,;(r) de la formal?

0  ll+d-2)
2t 2 )| i =0.

(%Gr(rd_l(l +190,) -

Una ecuacion diferencial de segundo orden tiene 2 soluciones linealmente independientes. Por la estruc-
tura de esta ecuacion, segin el teorema de Frobenius Fuchs, estas tendrdn puntos singulares en r =0 y/o
r — 0o, donde la ecuacidn diferencial estd mal definida. Podemos elegir un juego de soluciones linealmente
independientes, por ejemplo, tal que una sea regular en el origen y la otra no; fijado este comportamiento
ya no podremos controlar el comportamiento de ninguna en r — ooy tipicamente ambas serdn divergentes
en este limite. Lo andlogo puede hacerse invirtiendo r — co y r — 0 en el argumento anterior. Habiendo
probado mds arriba que estamos resolviendo un buen problema variacional y que el problema es lineal,
sabemos también que la solucién es tnica. La construiremos entonces tratando de tomar decisiones fisica-
mente motivadas.

Elegimos una base que tenga propiedades definidas en el interior de H, tal que una de las soluciones
sea regular y la otra no en r = 0. Las soluciones regulares en el origen son, a menos de una constante de
normalizacion,

Va?

_jVw? 1 1 d
f_iwl(r):rl(r2+1) LR §(d+l—A—i\/a)2),5(l+A—i\/wz);g+l;—r2 (3.3.14)

donde > F; (a, b, ¢, x) es la funcién hipergeométrica de Gauss [61] y hemos definido A como la solucién més
grande de m? = A(A—d), i.e. A = d/2+ vV d?/4+ m? € R por conveniencia notacional pero también porque
serd importante mas adelante. En todo el andlisis siguiente asumiremos m? > 0 y por tanto A > d. Como
sugiere la notacion, esta serd la dimensién conforme del operador escalar dual & en la CFT. Més adelante
comentaremos sobre otros posibles valores de m? en espacios de curvatura negativa. Se ha también elegido
hacer explicito a través de Vw? que la solucién no puede depender del signo de w. Esto serd de importancia
mayuscula cuando estudiemos y peguemos soluciones a esta ecuacion en distintas signaturas para obtener
un pegado suave'l. Luego, la solucién mds general regular en el origen se obtendrd como combinacién
lineal de la base anterior, i.e.

(T, )= ) fdwcwlmiei“”Ylmi(Q)f_iwl(r), (3.3.15)
l,m,—

donde c,;,, son coeficientes que quedardn determinados al imponer las condiciones de contorno, para lo
cual estudiaremos el comportamiento asintético de las funciones f_;,;(r),

f=iw,1,r) ~ A(=iw, Dr* 4+ B(—iw, )r >, (3.3.16)

donde definiendo I'(x) como la funcién Gamma [61],

ra-nrid+1n ra-mra+1
T - 1 —, B(w,]) = T - 1 - .
I(GU+A-iw)T(30+A+iw) I(3-A-iw+2)T(3(-A+iw+2))
(3.3.17)
Independientemente de las funciones A y B, cuya forma precisa depende de la normalizacion usada al
definir la base, vemos que el comportamiento asintético de la solucién no ofrece ninguna solucién regular
en el borde asintético.

En rigor de verdad, para el caso de un campo escalar sin masa, A —d = 0 y la solucién dominante es
regular en el borde. Este es el ejemplo preciso con el que Witten propone su ansatz en [11, 12]. Sin embargo,
aquel es un caso particular y estamos queriendo presentar la forma general en que uno aborda este tipo de
problemas.

A(—iw, ) =

1073 notacién —iw en f_ iwl1 (1) se acomodara mejor a los resultados de los préximos capitulos.

Upara d + 1 = 3, los arménicos esféricos suman sobre I = 0, pero para AdSs3 sus autofunciones tienen autovalores /(I +d —2) = 12
y reemplazariamos [ — \/l_2 , 0 |I| aprovechando que es entero [63]. En esta tesis no extenderemos analiticamente coordenadas
angulares, pero esto podria ser de interés en problemas holograficos de agujeros negros rotantesi.e. teorias de campo con potencial
quimico p # 0 [13].
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(@) (b)

Figura 3.4: Se muestra en (a) el problema a resolver en el espacio H, con la solucién cldsica ® representada
como la que se obtiene de propagar la informacién de la fuente asintética ¢ al interior de H con el propa-
gador de borde a volumen %% y en (b) los polos de la solucién clasica (3.3.24). Se distinguen los polos que
provienen de w = +w;.

Explicdbamos entonces que tal como esta presentada la base f(—iw, [, r) no parece admitir condiciones
de contorno en su borde asintético. Sin embargo, es crucial notar que la divergencia del campo estéd do-
minada por una potencia méxima A — d y es independiente de w y [. Es interesante contrastar esto con el
comportamiento de un campo en espacio plano, donde la expresion andloga a (3.3.16) es

Fotano(=iw, 1,1) ~ Al—iw, Dr=7 eV 4 Biw, T eV (3.3.18)
donde mas all4 del decaimiento exponencial, la diferencia radica en que cada modo decae/diverge distinto.
Lo que estamos observando en (3.3.16), es que el efecto de la constante cosmolégica en H (y AdS) es que hay
un factor divergente comun a todos los modos. Esto permite dar un sentido concreto a la condicién sobre
el borde ®|y = ¢ de dos formas: o bien imponiendo una distancia de corte R donde, teniendo en cuenta las
potencias en (3.3.16), se impone formalmente una funcién ¢(¢, Q) sobre d como

O, 1, D=0, 1, Q|p=D(,R,Q) = RA_dgb(t, Q); (3.3.19)

o bien trabajando en un espacio sin regularizar pero imponiendo la condicién mds suave de que el campo
cerca del borde conforme se comporte a orden dominante como

lim ®(1,7,Q) ~ r* 4, Q) +... . (3.3.20)

r—o0

El primer procedimiento es el més formal y lleva al proceso de renormalizacién hologréfica que se detalla
en el Ap. A. Como se adelanto, para este ejemplo usaremos el segundo. La forma explicita de la condicién y
la potencia naturalmente cambia con el juego de coordenadas usado, pero el proceso sera siempre sustraer
la potencia dominante en la expansién y fijar como factor que la acompaia a ¢(¢,Q), la condicién de borde
aimponer.

Dado que el campo en (3.3.15) estd escrito en términos de sus modos normales en términos de bases
ortonormales, /T e Yim, (Q), serd conveniente expandir la condicién de contorno también en esta base,

o6, =Y | dwe Y, (Qbuim, (3.3.21)

l,mi

de donde se obtiene a partir de (3.3.20)

lim ®(t,r,Q) =r*4 Y f Awcyim, e Vim, Q) A(-iw, ) +--- =124y f Awe™ Yy, (QPpim, (3.3.22)
r—o0

l,m; I,m;
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y en consecuencia, por ortonormalidad de la base,

(Pwlm,-
= 3.3.23
Colm; A—io D) ( )
La expresion (3.3.15) se reescribe finalmente como
O(r,7,Q) = Z dw zb“"’”l 5 e Yy () fiwr (1) =f o, QK (1,1,0;7,9Q). (3.3.24)
a/

En la segunda igualdad hemos reescrito el campo en términos mas geométricos definiendo £% (1, r,w;7,Q)
como el propagador Euclideo del borde al volumen y esta representado como una linea ondulatoria en
la Fig. 3.4. Su forma precisa puede obtenerse pero no es de nuestro interés ahora. Es inmediato mostrar
que para r — oo la solucién cumple las condiciones de borde. Es importante notar que (3.3.24) tiene polos
en el integrando, mas no sobre el camino de integracién. Los polos tal y como estd escrita provienen de
A~Y(~iw, 1) que contiene polos simples debido a las funciones I, y que suceden siempre que © = +iw,;,
con wy; = 2n+ 1+ A y pueden verse en la Fig. 3.4. Estos polos jugardn un rol importantes en el préximo
capitulo. Lo que resta ahora es estudiar las propiedades de ®|3 y (rd,®),5 para insertarlas en (3.3.13).

El primero de estos objetos, ®|y es facil de escribir puesto que hemos fijado su forma al imponer las
condiciones de contorno, i.e. ®|y = r*~%¢(r,Q). Para el segundo, escribimos

(pwlm,-

0,®;(1,1,Q) = d wry,  (Q)rd ). 3.3.25
ro,®r(r,r,Q) lZm:i[ wA(—iw,l)e 1m; ()10, f (W, 1, 1) ( )

y usaremos nuevamente (3.3.16), de donde'?

1

_AB(=io, D
— r —
A(=iw, 1)

A-d
y by ~ y -A .
rorf(w,1,r) ~r>"“Slw,l] Aol

(3.3.26)
El primer término S|w, [] es una serie de potencias positivas enteras de los momentos. En el Ap. A, se demos-
trard que este tipo de términos pueden reescribirse como derivadas de la funcién 6 de Dirac y puestas en
términos de borde de la accién. Lo primero muestra que estos términos son contribuciones divergentes re-
levantes solamente en los puntos de contacto, para estudiar la funcién de Green para puntos coincidentes,
por ejemplo. Lo segundo muestra que estas contribuciones pueden removerse sustrayendo estas contri-
buciones a la accién (3.3.7), sin modificar las ecuaciones de movimiento y por ende el andlisis que hemos
hecho. Por los motivos expuestos, descartaremos la contribucién S[w, I] y conservaremos la subdominante.
Insertando todo esto en (3.3.13), se tiene

s =1 f rid(ro, o) (3.3.27)
2Js
_ L a( a-a iwt {_ _AB(-iw, l)}
_zfar (T WT,Q)J(L% AwPyim; e Yim, () {—Ar ACio D (3.3.28)
=-3 25 [aw ( f ¢(T,Q)einYzm,.(Q)) BE o, 5ot (3.3.29)
lm, 0
_ B(-iw, l)
—‘glm f AOD 1, 5y Ao, 1) Petm (3.3.30)

B(-iw,1)

wA(_iw D eiw(r—T') Ylm[ (Q)Yljni (Q/)

o', Q", (3.3.31)

A
=—— Q
2 oo 27 ,;

donde en la linea final hemos escrito el resultado tanto en espacio de momentos como de configuracion.
Estaremos mds interesados en la segunda forma para comparar con los resultados obtenidos para teorias
conformes en el capitulo anterior. Notar que a orden dominante fueron controladas las divergencias y los

12para esta expansién hemos usado que A no es un entero positivo. Si lo fuese, la expansién de la Hipergeométrica de Gauss en
(3.3.14) contiene un término logartitmico acompafiando la potencia subdominante r~2. Lo importante de la expansién de abajo
es que en cualquier caso lo que acompafa a la potencia dominante es una serie de potencias positivas de los momentos y lo que
acompafia a la potencia subdominante contiene una estructura analitica mas compleja con polos. Ver Ap. A.
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términos que siguen son crecientemente subdominantes. Esta expresion ya permite hacer uso de (3.3.6), de
donde se obtiene que

628% [¢]
6T, Q)6¢(1',Q)

B —i ,l i —7! *
A Y [awZE) oty @yy @), (3332

©OT,Q0((,Q))=- o & A(-iw,])

siendo la funcién de 2 puntos la tinica no trivial. La integral de momentos se puede llevar a cabo usando el
teorema de residuos, obteniendo

Ca,d
[cosh(t —1") —cos(Q - Q]2

@, Q0 ,Q") = (3.3.33)
donde C, 4 es una constante de normalizacién heredada del cémputo holografico y puede absorberse en
una redefinicién de @, y donde por cos(Q — Q') nos referimos a la distancia ortodrémica'? sobre la esfe-
ra S%~1. Notar que el signo negativo en el prefactor de (3.3.27) es crucial para obtener un propagador de
positivo definido en signatura Euclidea, nuevamente vinculante con la unitariedad de una QFT. Este resul-
tado es para una teoria que vive en el borde de AdS en coordenadas globales estd definido sobre el cilindro
R, x S4~1, Los resultados en la CFT pueden conectarse a través de una transformacién conforme'* que lleve
del cilindro al plano, para obtener,

I A\ — CA,d . d d? 2792
O, 0, Q) = (7702 + (i = X218 A= 5 +1/ 2 +m?L (3.3.34)

donde Cp 4 es la normalizacién transformada y hemos recuperado momentdaneamente L? = 1. Podemos
reconocer el resultado para teorias conformes en espacio plano y donde también reconocemos que A =
d/2+ vV d?/4+ m? definido en términos de los pardmetros de AdS es la dimension conforme del operador
dual. Esto representa el primer célculo hologréfico explicito en este trabajo y encierra muchos de los aspec-
tos esenciales de la forma en que trabajaremos en los capitulos venideros. Para este ejemplo hemos tratado
de mencionar muchas de las sutilezas de este calculo que surgen ya en signatura Euclidea, en el afdn de
separarlos de los que son propios del tratamiento a tiempo real, foco de atencién de este trabajo. En la
literatura suele ser mas comuin encontrar todo el célculo realizado directamente en coordenadas de Poin-
care, de forma que nos resulté mds interesante mostrar este procedimiento en otro juego de coordenadas.
A continuacién haremos una serie de comentarios sobre el resultado (3.3.34).

En primer lugar, es interesante notar que a partir de (3.3.27) uno también puede calcular la funcién de
1 punto [14]

<@(r,9)>=% f r2(ro, @) = r’™ (I, ; I, = 0% (3.3.35)
0

S 60,9)
donde hemos reconocido el valor de expectacién del momento radial can6nicamente conjugado I1,, eva-
luado sobre el borde 8, regulado con el prefactor r* que retiene el factor dominante de la expansion [14, 64].
Naturalmente, apagar la fuente ¢ llevard a un valor de expectaciéon en un estado de vacio. Es directo ver que
el resultado (3.3.35) es lineal en ¢p y que en ¢ — 0 se recupera el resultado de CFT.

Es interesante también volver sobre el resultado trivial obtenido para las funciones de 3 y mds puntos
por este método, atin con ¢ # 0. Notar primero que con esto nos referimos a las contribuciones conectadas
del las funciones de n puntos. La forma de interpretar este resultado es volver sobre el comentario acerca
de los modelos de juguete al comenzar la seccidn. El resultado obtenido debe interpretarse como el primer
orden de una serie asintética en 1/N, de forma que la prediccién que obtenemos no es que la teoria solo
tiene funciones de 2 puntos no triviales, si no que las mismas son nulas a orden N°, para campos cuyo tér-
minos dindmicos en la accion estén normalizados de forma candénica sin dependencia en N. De forma més
concreta, hemos normalizado nuestros operadores con un N extra respecto de (3.1.6) tal que la funcién de 2
puntos conectada sea de orden N°. Con esta normalizacién obtenemos valores de expectacién de vacio que
serfan de orden N pero que son nulos por invarianza conforme () = N x0 = 0. Las funciones conectadas de
orden superior son de orden N?>~"~2€ parala funcién de n = 3 puntos conectadas. Las correcciones en N de-
bieran aparecer una vez que consideremos topologias de género g superior, como explicamos alrededor de

1Bpor ejemplo,end +1=3, Ca3=AA- 1)/2A_1n y la distancia ortodrémica es simplemente cos(Q — Q)= cos(p — (p’) 19, 63].
141 H esto es solo un cambio de coordenadas de E-Globales a Poincare.
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(@) (b)

Figura 3.5: Diagramas de Witten de 3 y 4 puntos

(3.1.4) y (3.1.15). En esta normalizacién de los operadores, sin embargo, hemos introducido una modifica-
ci6én en el conteo de potencias de N y las correcciones de orden superior ya no se corresponden solamente
a correcciones de topolégicas género g mayor, si no que se mezclan con las correcciones semiclasicas al
encender interacciones en AdS. Para ver esto, recordemos que la accién de SUGRA (3.2.1) tiene un factor
(G(lo))_1 o N? en frente y tomemos un campo escalar sin masa con interacciones ctibicas y cudrticas,

N? 1 ~ g - A s
S~— [ 0D)%+ q>3+/1c1>4=—f 00)? + =3 + —p* 3.3.36
2[( ) +g 5 | 0P+ 20+ (3.3.36)

donde en la segunda igualdad hemos definido el campo ® = N®, tal que el término dindmico quede con
factor % Esto reproduce el conteo que hicimos mds arriba en este parrafo para g = 0. Las interacciones
en la teoria de gravedad se incorporan como correcciones al cdlculo que hicimos en una notacién similar
a la de los diagramas de Feynman, llamados diagramas de Witten. Esencialmente, la diferencia radica en
incorporar a la diagramatica el borde de AdS, donde empiezan y terminan todos los puntos asociados a
las fuentes externas. Las interacciones tendran lugar dentro de AdS. Pueden verse dos ejemplos de estos
diagramas en la Fig. 3.5. Veremos un ejemplo explicito de cémo se pueden obtener funciones de 3 puntos
no triviales en el Cap 4.

Volviendo sobre Ca 4y Ca 4, si bien sus valores precisos no son fisicos, si lo son sus cocientes respec-
to de las funciones de mds puntos, que entran en juego al considerar las identidades de Ward. En este
punto, se vuelve més relevante la forma de regularizar el espacio usada. De la forma en que lo hicimos,
Crg = n‘gl"(A + 1)/T'(A —d/2), que difiere de la prediccién con el cociente obtenido con la funcién de 3
puntos por un factor de (2A — d)/A [65]. Una regularizacién mediante el método de renormalizacién holo-
gréafica permite obtener el coeficiente correcto. Sin embargo, como veremos en las aplicaciones, las funcio-
nes n = 3 puntos son naturalmente convergentes en AdS, al contrario del célculo del ejemplo, y su resultado
es independiente del método de regularizacién usado. A todos los efectos practicos, uno puede utilizar el
método de regularizacion del ejemplo (que por lo general conlleva a integrales en espacio de momento més
tratables) y corregir el coeficiente de la funcién de 2 puntos al final del calculo.

Haremos ahora los comentarios pertinentes sobre los valores fisicos de m? y A en espacios AdS. La intui-
cién sobre espacio plano sugiere que m? > 0, lo que parcialmente motiva su notacién. Sin embargo, desde
un enfoque de teoria cudntica de campos la interpretacién del término cuadratico como la masa en reposo
m € R al cuadrado de la particula asociada al campo se realiza a posteriori y no es una nocién fundamen-
tal. Sin embargo, en ese contexto el signo positivo de m? si es importante en el sentido de que mantiene
la unitariedad de la teoria de campos. Esta tltima es una condicién necesaria requerida para hacer una
interpretacién probabilistica de los resultados de la teoria de campos y en términos mds operativos impli-
ca que la norma de cualquier estado fisico debe ser no negativa. Para el caso de una teoria conforme esta
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condicién lleva a que A = (d — 2)/2 para estados sin momento angular y A = d -2+ [ para [ > 0, que de
todas formas es una cota mayor a la primera. Desde la descripcién de la teoria holografica en AdS, ademds
de la masa, esta condicién estd controlada por la dimensionalidad del espacio y por la constante cosmo-
légica/radio de AdS, que hemos puesto L? = 1. A partir de la definicién de A usada debajo de (3.3.14), se
tiene que la dimension conforme del operador dual @ es A = d/2 + V' d?/4+ m?, de donde uno puede suge-
rir m? = —d?/4 que permite A € R. A este limite inferior para las masas en AdS se la conoce como la cota de
Breitenlohner Freedman [66]. Asi las cosas, pareciera que la dualidad no permite describir todos los estados
unitarios de la teorfa, dado que faltan aquellos con d/2 > A = (d —2)/2. La forma de incluir estos estados
desde la descripcién hologréfica esta fuera de los intereses de este trabajo e implica agregar términos de
borde a la accidén (3.3.7) para definir el problema variacional en términos de otras condiciones de contorno
[67]. En este punto, es relevante mencionar que la relacién entre m? y A encontrada en (3.3.34), es valida
para campos/operadores escalares y que en casos con campos de espin mds alto la relacién cambia. Puede
consultarse una tabla con las mismas en [7].

Un fenémeno interesante al describir en el intervalo 1 — d?/4 = m? = —d?/4, conocido como la ventana
de Breitenlohner Freedman [66]. En este rango, puede observarse (3.3.16) que ambas soluciones son regu-
lares en el borde asintético. En términos de los modos normalizables de la teoria, sucede que existen dos
cuantizaciones posibles alternativas en AdS, que llevan a operadores del borde con distinta dimensién con-
forme, A <0 0 d— A < 0. La definicién de un buen producto interno regular entre los modos muestra que
no es posible hacer una cuantizacién en términos de una combinacién lineal de ambas. No ahondaremos
sobre este punto en este trabajo.

Otro punto relevante corresponde a la renormalizabilidad de la deformacién de la teoria en (3.3.3). De
un andlisis estandar, es sabido que el operador sera relevante siempre que A < d. La interpretacién holo-
gréfica estandar requiere que una deformacion de la teoria no rompa las simetrias UV de la CFT, que son las
que se identifican con las isometrias de AdS. Dicho de otra forma, solo puede interpretarse a la CFT como
viviendo en el borde de AdS si en el punto fijo UV la deformacién es relevante y por tanto pequefia en el UV.
Esto indica que solo los casos con A < d, i.e. m? < 0 estdn bien definidos en el sentido que hemos explicado
en esta seccion. En la bibliografia, sin embargo, suele no aclararse este punto y se asume que se realizan las
cuentas en el régimen A < d y luego se extienden los resultados analiticamente para cualquier otro valor.
Nosotros tomaremos también esta convencion.

Un tltimo comentario sobre A y m? es que, si bien en este modelo la masa es un parametro libre, en
los ejemplos de cuerdas IIB las masas de los campos suelen aparecer al descomponer los campos originales
en modos KK sobre la esfera S° o sobre el espacio compacto auxiliar correspondiente. En este contexto,
m? = I(l +4), proveniente de una ecuacién estandar de autovalores de arménicos esféricos y de donde se
obtiene A = [ + 4. Esto quiere decir que para modelos de arriba hacia abajo, lo fisico es considerar casos
donde A € N, donde, por ejemplo, la expansién genérica (3.3.26) contiene términos logaritmicos. Hecha
esta mencion, en esta tesis no haremos mayor distincién entre uno y otro caso.

Antes de describir los detalles de la prescripci6on BDHM haremos un comentario acerca de los modos
normalizables en signatura Euclidea. Al principio del ejemplo comprobamos que las condiciones de Diri-
chlet en el borde asintético alcanzaban para obtener una solucién tnica al problema. Aqui intentaremos
sortear este resultado proponiendo a fuerza bruta un juego de modos que podriamos llamar normalizables.
Veremos que para este ejemplo, por supuesto, estos modos no pueden agregarse a la solucion (3.3.24), pero
que si pueden agregarse en otros contextos, que serdn relevantes en esta tesis. Como se observa en (3.3.17),
la funcién A(—iw, ) tiene ceros enlos polos delas I para w = iw,; donde w,; = 2n+1+A > 0. Surge entonces
la propuesta de utilizar frecuencias imaginarias puras e*“” para la expansion del campo, para conseguir
eliminar el modo divergente sobre el borde conforme. El problema con estos modos, que ya no divergen en
el borde asint6tico, es que no pueden agregarse consistentemente a la variedad H, donde 1 € (—00,00): los
modos en términos de exponenciales reales divergen para T = +oo y luego no son soluciones regulares de
las EDM. Si bien hemos recuperado un resultado conocido, notamos que para intervalos de tiempo Eucli-
deo semi-infinito 7 € [0,00) por ejemplo, los modos e~“~* son admisibles y para un intervalo finito ambos
modos pueden agregarse a una solucién Euclidea sin modificar las condiciones de contorno asintéticas.
Estos modos normalizables Euclideos jugardn un rol central en nuestra construccion.
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3.3.2. Diccionario BDHM

En esta seccién introduciremos brevemente un segundo diccionario holografico, que establece una bi-
yeccion a nivel operatorial, en lugar de sobre las funciones de particion. Una descripcién completa de este
diccionario puede buscarse en las clases de J. Kaplan [45] y las referencias ahi contenidas, aunque el nom-
bre que usamos fue tomado de [16], en referencia a los autores de [15], Banks Douglas Horowitz y Martinec,
donde se mencioné que esta presentacion de la dualidad podria no coincidir con la anterior. En [16] se de-
mostroé la equivalencia entre este diccionario y el anterior. En la bibliografia suele hacerse referencia a un
mapa equivalente llamado “mapa extrapolar”, donde se obtienen los correladores de la CFT como un limite
particular de los obtenidos en AdS. Puede verse que el mapa BDHM implica necesariamente el mapa ex-
trapolar y que si éste tltimo vale para todos los correladores de la teoria, necesariamente debe cumplirse el
mapa BDHM. Se elige, sin embargo, el tltimo de estos nombres para sefialar que usaremos estrictamente
la versién operatorial del mapa.

El punto de partida para este enfoque serd nuevamente (3.3.1), pero para establecer un diccionario
holografico operatorial cuya forma explicita es

6 = lim r*®, (3.3.37)

r—o00

y cuya notacién explicamos a continuacion. El lado derecho de la ecuacién contiene un campo fundamen-
tal sobre la teoria de gravedad ® canénicamente cuantizado y esta escrito en la misma métrica que la pres-
cripcién anterior (2.2.7). El prefactor cambiard entonces dependiendo de la métrica en la que esté escrito
el espacio, pero puede describirse de forma mds covariante como una potencia tal de la coordenada holo-
grafica (r en este caso) que permita recuperar el comportamiento dominante del campo canénicamente
cuantizado sobre el borde hologréfico. El lado izquierdo define entonces un objeto & que paso a paso en el
limite estd definido en AdS y que en el limite estricto dependera solo de las coordenadas del borde. Se mos-
trard que el operador €@ asi definido conmuta con los generadores del grupo SO(d, 2) segin propiedades
heredadas del campo ®, que reproduce las relacién encontrada para la dimensién conforme A y la masa m
de un campo @ escalar encontrada en (3.3.34).

El primer aspecto a notar acerca de (3.3.37), es su similaridad con (3.3.35). Por un lado, (3.3.37) es més
fuerte en su afirmacién por ser una identidad operatorial. En segundo lugar, uno podria preguntarse en-
tonces si los operadores de la CFT son duales a los campos fundamentales ® o a los momentos radialmente
conjugados II,, que son formalmente objetos distintos. La respuesta estd dada también en [16], donde se
demuestra que sobre la region asintética de AdS, cualquier interacciéon es subdominante respecto del efec-
to de la constante cosmolégica, de forma que los comportamientos dominantes de @ y I, solo difieren en
una constante (2A — d) en el limite considerado en (3.3.37). En conclusién, uno podria reescribir (3.3.37) en
términos de I, que en rigor es el objeto dual en el mapa, pero solo estaria ajustdndose una normalizacién
particular del operador @ que no contiene fisica.

Un aspecto interesante de este enfoque es que consigue extraer informacion de la teoria CFT dual en
términos de cantidades intrinsecamente de AdS, como son sus modos normalizables, que por definicién
son de cuadrado integrable y por tanto nulas en el borde asintético. Ha de compararse esto con la pres-
cripcién anterior, donde se obtuvo informacién sobre el borde en términos de funciones a partir de modos
llamados no-normalizables, en virtud de no ser de cuadrado integrable (ver (3.3.20) para comprobar su
comportamiento divergente ) sobre una superficie de Cauchy.

Antes de obtener una forma explicita para @, mencionaremos algo més acerca de la bibliografia existen-
te. Una pregunta relacionada con (3.3.37), es preguntarse, en la direccién opuesta, cudnta informacién de
la CFT del borde necesito para reproducir un operador en AdS a una dada posicion de la coordenada holo-
grafica. Esto se conoce como tradicionalmente como HKLL [17] y ha tenido un avance sostenido a lo largo
del tiempo, ver por ejemplo [18]. Para responder brevemente a la pregunta, inicialmente se propuso que
todos los puntos tipo espacio por fuera del cono causal del punto que uno quisiese recuperar del bulk era
necesario para reproducir el punto. Avances en la comprensién del mapa hologréfico pusieron de manifies-
to que esto podia contener informacién redundante y que la minima informacién necesaria se encontraba
en lo que se conoce como cuna de entrelazamiento [18]. Desde este enfoque, lo que se busca es entender
desde una perspectiva de campos, como esté codificada la informacién de la geometria dual. En nuestro
contexto nos hacemos una pregunta inversa: ya tenemos toda la informacién de la geometria y la usamos
para obtener informacién sobre las cantidades de la teoria de campos.
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Partiremos ahora de una versién Lorentziana de (3.3.7),
1
S1=3 f V80,00 D+ m*®?), (3.3.38)

a la que le buscaremos soluciones normalizables. Expandiendo al igual que antes el problema en una ba-
se ortonormal en las coordenadas temporal y angulares ® o< e '“'Y},,. f,,;(r), se obtiene una ecuacién de
movimiento para f,;(r) con solucién

Vo? 1 1 d
for) =1 (r?+1) 2 2F1(§(d+l—A+\/w2),§(l+A—\/w2);§+l;—r2 . (3.3.39)

Una expansién en r — oo, anédloga a (3.3.16), muestra que la iinica forma de obtener funciones de cuadrado
integrable es restringir los valores de w tal que A(w, I) = 0, que ya observamos se obtiene para w = +wy;, con
Wy =A+2n+1, neN. Llamaremos a esta base g,;(r), de forma que la solucién mas general de cuadrado
integrable se escribe como

(L, 1, Q) =Y ape” " Yy, Q) g () + aj, e Yy Qg (1), (3.3.40)

nl

Donde se ha tenido el cuidado de definir la base e~ i¢ni? Yim,; (©) g,1(r) tal que su producto interno de Klein
Gordon sea ortonormal. El campo canénicamente cuantizado se obtiene entonces promoviendo los coefi-
cientes a,; — dn y a,’;l — &LZ, con [a,;, a;rll] =00 r. Notar que por construccién, dado que se forzé6 A=0
en (3.3.16), el comportamiento dominante asint6tico r — oo de estas soluciones es

gn(r) ~Bw,)r 2 =0, . (3.3.41)
Luego, utilizando el mapa (3.3.37), se obtiene que

O, Q) =Y ane " Vi, (OO +a) "' Y} (0, (3.3.42)

nl’
nl

donde hay varios aspectos a observar. El primero es que la prescripcién establece que en el limite planar
N — ooy de acoplamiento fuerte de una teoria de campos, los operadores de simple traza duales a campos
fundamentales de la teoria de gravedad, se comportan a primer orden como una teoria libre. Esto es otra
forma de concebir el efecto de la factorizacién a N grande y de hecho este tipo de teorias se las conoce como
libres generalizadas. La ecuacion (3.3.42), sin embargo, da una forma concreta a esta idea, afirmando que
los operadores escalera en los que se expanden estas teorias libres generalizadas son los obtenidos a través
de la cuantizacién canénica de los campos fundamentales en la teoria dual. En consecuencia y en virtud de
(3.3.1), estamos identificando el estado de vacio en AdS, aniquilado por los a,; al vacio de la CFT. En algtin
sentido, la geometria de AdS reorganiza los grados de libertad de la teoria de campos dual, tal que estos
puedan expandirse (en un lenguaje bien distinto) en operadores escalera, de forma similar a un tratamiento
perturbativo. Cabe destacar que los operadores & que admiten una descripcién en términos de operadores
escalera no serdn en general un operador fundamental de la teoria si no un operador compuesto. Recordar,
por ejemplo, que al discutir las teorias de SYM en su limite planar, & ~ Tr& €.

Es interesante notar también que el mapa (3.3.37) le impone una normalizacién a los modos heredada
de la del producto interno en AdS que en la expresién de arriba llamamos @,,;. Como ejemplo concreto,
para AdS,; se tiene

On =

v2r \| TIADZT i+ 1 +1] en AdS;+1 - (3.3.43)

En términos del operador (3.3.42), la replicaciéon de los cdlculos de la seccién anterior es inmediata, i.e.
(0 =0, igual que las funciones conectadas de n > 2 puntos y

1 \/F[A+n+|l|]F[A+n]

GLWEE, Q) =Y e Dy, (@Y, Q)OI (3.3.44)

nl

1 Ca,d d d>?
= , A=—+1 —+m2I2 (3.3.45)
2A —d [cos(t —T') —cos(Q — QN]A 2 4
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donde la sumatoria es la misma que se obtiene resolviendo la integral en (3.3.32) por teoréma de residuos,
salvo por un factor iAt que proviene del cambio de signatura y un factor global (2A — d), que se puede
reabsorber en la definicion de @ en (3.3.37).

Cabe destacar que en esta versién del mapa, similar a lo que sucede en HKLL, la conexién entre las
teorias se realiza entre modos normalizables, de forma que las operaciones como el calculo de la funcién de
2 puntos es explicitamente finito paso a paso sin necesidad de regularizar la sumatoria. Esto implica que el
proceso de renormalizacion hologréfica sobre el que se hizo énfasis en el apartado anterior estd ausente en
este formalismo, que resulta imprescindible en ocasiones para reproducir correctamente los correladores
en modelos de arriba hacia abajo!® [64]. Una vez mads, debe volverse sobre la idea de que el enfoque de
abajo hacia arriba simplifica la teoria dual que reproduce y no lograra holografia de precisién a menos que
se agregue toda la informacién de alguno de los dos lados de la dualidad. Para la pregunta formulada en
este caso particular, esta prescripcién asume a los operadores ya desprovistos de su valor de expectacion
y por tanto las funciones de 2 puntos ya también desprovistas de contribuciones desconectadas de orden
N, que dominarian sobre las contribuciones conectadas orden N° de no haber hecho nulos los valores de
expectacion de vacio [16].

Laintroduccién de interacciones es también interesante de aclarar en este formalismo. La misma se rea-
liza también segun las reglas estindar de cuantizacién canénica [46]. Supongamos introducir interacciones
en la teoria de gravedad dual como en (3.3.36), las ecuaciones de movimimiento ahora pueden expandirse
orden a orden en Ay g, asi como también la solucién clasica. El operador ® en este contexto se obtiene
también como una expansién orden a orden en los paradmetros, promoviendo cada término de interaccién
a operadores en orden normal, lo que garantiza orden a orden en las interacciones un valor de expectacion
de vacio nulo. Para una interaccién cibica, se obtiene por ejemplo que

5’:6’0+gf6:6’§:+... (3.3.46)
~ a+aT+g(a2 +aa+@hH?+..., (3.3.47)

donde G es (3.3.42) y G es la funcién de propagacién de informacién del borde al interior de AdS, solucién
de las ecuaciones de movimiento en AdS a orden lineal. En la dltima expresién, se hizo explicito que el
operador adquirird orden a orden en las correcciones potencias crecientes de los operadores escalera. Esto
serd relevante en el préximo capitulo al estudiar el efecto de las interacciones en AdS.

En este apartado hemos establecido solamente los aspectos indispensables del mapa BDHM para nues-
tros objetivos. El formalismo en si es mucho mds extenso y se refiere al lector nuevamente a [45] y otros
trabajos del autor, donde hay un tratamiento mds acabado de las consecuencias de pensar un mapa opera-
torial en AdS/CFT. Como ejemplos sencillos, uno puede obtener las reglas de conmutacién correctas de un
operador cuasi-primario de una CFT con los generadores G del grupo a partir de la receta

[G,0] = lim r2[G,d]. (3.3.48)
r—00

Donde la forma de estos generadores es la de las isometrias de AdS. En particular, el generador D de dilata-
cién, se corresponde con la coordenada temporal en coordenadas globales de AdS, i.e. 9;. Considerando un
operador primario, de forma que todos los generadores K, lo aniquilen, equivale a considerar modos sin
momento angular y en el estado de més baja energia, i.e. n =1 =0 en (3.3.42), de forma que se obtiene

[D,6(0)] = -i0,0(0) = Wp=0,1=00 (0) = AO(0),

comprobando independientemente el peso conforme del operador.

Mediante argumentos similares y una vez obtenida (3.3.42), uno puede construir el espacio de Fock de
la CFT en este limite libre generalizado N — oo, comprobando via (3.3.48) por ejemplo que P;0 = (0,)"0
se corresponden con descendientes del operador @ y que : G : crea sobre el vacio un estado de 2 particulas.

Otra prescripcién, conectada y equivalente a BDHM es el mapa HKLL [17]. En el mismo, se intenta pres-
cribir el operador en la teoria de gravedad en términos de informacién accesible desde el borde, buscando
responder cudl es la minima informacién necesaria de la CFT para reproducir un punto dado en AdS. Avan-
ces en esta direccién pueden encontrarse en [18]. fueron Notar que en este caso el diccionario hologréfico

15 Agradezco a Kostas Skenderis por esta pregunta y a Jamie Sully por ayudarme a clarificar este punto.
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va en sentido contrario al del BDHM intentando reconstruir la teoria de gravedad a partir de la informacién
del borde. Uno puede pensar en este sentido a la prescripcién HKLL como la inversién de la serie dada en
(3.3.37) y viceversa.

A continuacién mencionamos brevemente una tercera presentaciéon del diccionario de abajo hacia arri-
ba, conocida como féormula RT.

3.3.3. Fé6rmula RT

La férmula RT [57] (Ryu-Takayanagi) para el célculo de la entropia de entrelazamiento es otro ejemplo
mads de una entrada en el diccionario hologréfico en el enfoque de abajo hacia arriba. La misma prescribe
que la entropia de entrelazamiento de un subsistema A en teorias CFT con borde d A, puede obtenerse
minimizando la funcional de area en la teoria AdS dual, donde la frontera de dicha area minima est4 anclada
en el borde asint6tico del espacio y coincide con 0 A. Si la superficie descrita en AdS es A 445, el resultado de
esta prescripcion es que a orden dominante en N, se obtiene

Area(A
_ Area(Aaas) o

A 4Gy

en acuerdo con todos los célculos directos. Notar que el comportamiento dominante en esta expansion
es GR,I o N? y por tanto divergente. Esto también tiene un correlato desde la teoria de campos siendo
que la entropia de entrelazamiento es una cantidad intrinsecamente divergente. Sobre este aspecto y la
informacion fisica que puede extraerse de este tipo de célculos, se sugiere al lector [68].

La férmula RT ha sido extendida a una formulacién covariante conocida como HRT [69], ademds de
ser mostrada consecuencia de la prescripcion GKPW mediante el truco de réplicas en [70]. La expresién
conocida como JLMS [18] puede pensarse también como una extensiéon de RT a un marco operatorial, en
un enfoque mds simila a la prescripcion BDHM.

Como conclusién de esta seccion, diremos que si bien el enfoque de abajo hacia arriba es menos pre-
ciso en sus predicciones, contrarresta esto con la simplicidad y generalidad en la validez que gozan sus
resultados. Como ya se menciond antes, esta construcciéon permite chequear o resolver de forma general
potenciales contradicciones o aspectos sensibles de la dualidad que atin no estan explorados. En particular
en esta tesis nos interesa una pregunta general de este tipo. Silos espacios de Hilbert de ambas teorias son
los mismos, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los estados de una y otra teoria. Sin em-
bargo, esto no quiere decir que a cada estado de la teoria conforme se le corresponda, en un limite de fuerte
acoplamiento, una geometria simple: la integral de caminos de la teoria de gravedad podria no correspon-
der a ninguna geometria cldsica o podria ser una suma sobre estos. Por ejemplo, es sabido que el estado
de vacio de la teoria de campos fuertemente acoplada estd representada por AdS puro. Se sabe también
que los estados de 7 particulas no tienen en general'® una geometria asociada. En esta tesis encontraremos
una familia de estados excitados no ortogonales que por construccion tienen asociada una geometria. Ve-
remos que estos estados se pueden asociar a excitaciones coherentes en el limite N — oo y que por ende
son ademads una base del espacio de estados excitados en este limite.

En la siguiente seccién volveremos sobre un enfoque similar a GKPW, donde se intentara reproducir,
desde un enfoque de abajo hacia arriba, un proceso de dispersion de particulas en la teoria de campos,
teniendo como prioridad definir todos aspectos del problema segtin un principio holografico. Este tltimo
requerimiento pondrd de manifiesto a la vez ciertas ambigliedades de una extensién inocente de GKPW a
tiempo real y la dificultad de definir estados siempre dentro de un diccionario holografico.

3.4. Prescripcion de Skenderis y van Rees

En esta seccién presentamos la version definitiva del diccionario hologréfico que usaremos en el resto
del trabajo. La misma fue propuesta por Skenderis y van Rees (SvR) en los trabajos [19, 13] y combina las

16Este comentario refiere a la hipétesis de termalizacién de autoestados ETH, donde se comprueba que para energias suficiente-
mente altas, uno puede calcular el valor de expectacién de un operador en ese estado mediante el cdlculo de su valor de expectacién
en un ensamble candnico a una temperatura adecuada [71]. Dado que los estados de temperatura finita s admiten un dual geomé-
trico, puede pensarse a estos también como los duales de los mentados autoestados de energia. En un caso general sin embargo,
no es obvio o es falso que un autoestado de energia posea un dual geométrico.
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herramientas descritas en la Sec. 2.1.1 con la prescripcién GKPW para dar un diccionario holografico for-
malmente establecido para teorias y variedades se signatura compleja, pero que permite el cadlculo directo
de correladores en tiempo real.

Antes de presentar la prescripcion propiamente dicha, enunciemos brevemente los conflictos que sur-
gen al extender trivialmente GKPW a tiempo real y como esto entra en conflicto con entender el problema
completo en términos de un diccionario holografico. Una extensién directa de (3.3.2) nos lleva a considerar
funciones generatrices en lugar de funciones de particién, de forma que el cédlculo ya no es un promedio
estadistico sobre un sistema en equilibrio si no un proceso de evolucién temporal entre un estado inicial y
otro final. Esto puede escribirse como

A o ® .
(flULglliy :fA f@Aue—'SCFT—’M@’:ngT[@ = 744 ¢] :L f@%e_lsm. (3.4.1)

La observacion central es la siguiente [72]: la informacién i, f en el lado izquierdo de la expresion queda
completamente determinado en términos de condiciones iniciales/finales A;, ¢ para los campos, mientras
que en el lado derecho parece requerir toda la informacion de los campos ®;, ¢, que estan extendidos sobre
toda la teoria de gravedad hologréfica. Es claro que, asi requerido, este segundo conjunto es més grande
que el primero, de forma que hay informacién extra que requiere la teoria gravitatoria respecto de la teoria
de campos al especificar los estados iniciales, lo que entra en conflicto con el principio holografico.

Una forma més concreta de visualizar el problema es que la solucién clésica para los campos en AdS, no
queda completamente determinada por las fuentes asintéticas ¢y si no que admite cualquier combinacién
lineal de modos normalizables. Esta contribucién afecta el calculo de la accién en la capa de masa anédloga
a (3.3.13), e impide encontrar una solucién tnica.

De forma més general depender fatalmente de una rotacién de Wick para extraer informacién de un
sistema a tiempo real puede representar un problema a la hora de calcular, por ejemplo, cantidades en
limites de baja energia de sistemas en equilibrio térmico, donde los resultados Euclideos estdn dados como
sumas discretas de Matsubara. Por este medio, primero debe encontrarse la correcta extension analitica
de la serie para luego poder tomar el limite de bajas energias. El primero de estos pasos puede resultar
fuertemente no trivial [14]. En un sentido mds abstracto, no existe un motivo por el cual el diccionario
holografico pueda solamente plantearse en signatura euclidea, de forma que el problema de las condiciones
iniciales debe por fuerza ser esptireo.

La prescripcion SvR extiende la prescripcion GKPW estableciendo una identidad entre las funciones de
particién de teorias definidas sobre caminos de SK €,

7411 = 28 (g, (3.4.2)

donde se dej6 implicito que la teoria de la izquierda es una CFT y la de la derecha tiene condiciones asin-
téticamente AdS. En su trabajo original [19, 13], los autores se ocuparon de construir una prescripcién con-
sistente para calcular funciones de correlacién a tiempo real para el vacio prescribiendo, en concordancia
con lo discutido en la Sec. 2.1.1 que el mismo se obtiene desde la teoria de campos poniendo a cero las
fuentes en las regiones Euclideas. Desde el lado de gravedad, la construccion del vacio de una teoria me-
diante integrales de camino Euclideas se discuti6 originalmente en [21] y se conoce como funcién de onda
de Hartle-Hawking. Para el caso concreto del camino In-Out por ejemplo, la prescripcién se escribe

(©le~ '/ #100y = f P Aye~ 1S90 = zd 1p) = 73 ) = f DDy, e Sas (3.4.3)

donde ¢; es una fuente con soporte solamente en el segmento Lorentziano, pero la integral de caminos esta
tomada sobre todo el camino complejo € de forma anéloga ala de (2.1.5), donde los campos fundamentales
tienen condiciones de contorno triviales para 7 — *oo.

Ellado de la derecha de (3.4.3) es una integral de caminos sobre todas las geometrias posibles que cum-
plen con las condiciones de contorno asintéticas impuestas por la medida de integraciéon y cuyo borde
asintético es un camino de signatura cambiante. Como un todo, la integral de caminos estd bien definida
como un problema variacional solo con la informacién asintética de cada regidn. Las tinicas divergencias
presentes en (3.4.3) son versiones analiticamente extendidas de las que aparecian ya en (3.3.5) y se regula-
rizan en consecuencia mediante un método de Renormalizacién holografica analiticamente extendido que
se describe en el Ap. A.
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Como ya se menciond, en esta tesis estudiaremos los correladores de la CFT que resultan de tomar el
limite semiclasico de la teoria de gravedad dual, i.e. N — co y A — oco. En este limite, la integral de caminos
en gravedad se aproxima por su acciéon en la capa de masa, desacoplando geometria y materia. La geometria
entonces serd tal que minimice la accién y tenga saltos de signatura sobre superficies que llamaremos X. La
materia se propagard entonces sobre esta variedad de signatura mixta. El punto central de esta prescripcion
(en este limite) es entonces encontrar primero la geometria que haga minima la accién bajo las condiciones
descritas y encontrar luego las soluciones clasicas sobre la misma.

El método de resolucién propuesto en [13] y el que usaremos aqui, consiste en tomar la aproximacién
semicldsica en un orden preciso que describimos a continuacion. Primero se separa la integral de caminos
sobre superficies tipo espacio X que serdn la extension a la teoria de gravedad de los quiebres el camino y
representan los puntos de cambio de signatura en esta teoria,'”

zaxs=T1 f D3, Dbs,  Zils, ,bs,.], (3.4.4)
i

donde se omiti6 la dependencia en las fuentes externas, Z;[¢s, |, ¢s,,,] eslafuncién de particion con signa-
tura definida para cada regién por separado, dependiente cada una, en el caso general, de las condiciones
de los campos en las regiones anteriores y siguientes ¢y, . Luego se toma el limite semiclasico en cada
region por separado, obteniendo regiones de accién minima para cada segmento del camino. El resultado
serd

d+1 —iSYZi1,Z
ZA:irS ~ Hf@(thHl@(pzi—le il Eial, 3.4.5)
l
Notar que en la notacién usada la coordenada temporal es tal que si la regién es Lorentziana —iS; = —iS;,
mientras que si es Euclidea —iS; = —Sg, de forma consistente con el cambio ¢t — —it. Finalmente, con la

geometria y la materia en sus solucidn clasica, se toma el limite semicldsico para el pegado entre regiones
¢s,., . Esto impondré lo que llamaremos condiciones de pegado entre las regiones. Discutiremos las mismas
en detalle en breve. El resultado final serd

<0|e—if¢L@|0> = Zj{*j—; (1] ~ He—is?lzifl,im;(bd i (3.4.6)
i

donde hemos recuperado la dependencia en las fuentes Lorentzianas y donde se asumen impuestas las
condiciones de pegado para cada superficie Z;. Postergaremos todos los ejemplos concretos de esta pres-
cripcion a los préximos capitulos, donde incluiremos también el tratamiento de estados excitados.

Cabe destacar que este método no garantiza encontrar la solucién de minima accién sobre la variedad
completa, aunque si garantiza encontrar un candidato. En los casos estudiados en este trabajo, por su sim-
plicidad, es razonable suponer que las soluciones encontradas por el mismo si son el verdadero minimo de
la accién total. Lo que si garantiza, dadas las condiciones de pegado es que la solucién clésica de los campos
serd unica.

Discutiremos ahora las condiciones de pegado sobre X. El punto de partida de esta discusion es que
el método descrito requiere definir problemas variacionales sobre espacios con borde. Es un resultado co-
nocido que un problema de RG con condiciones de contorno de Dirichlet sobre un borde, requiere de la
adici6én de términos de Gibbons-Hawking para definir un buen problema variacional [73] que en estos ca-
sos estardn definidas sobre las regiones . Mds atn, si estos bordes tienen regiones no suaves, se requiere
de términos extra, conocidos como términos de Hayward [74]. En nuestro caso, las regiones X tienen a su
vez un borde 0% = (N Z que es donde el borde asintético se interseca con el borde tipo espacio y deben
entonces agregarse términos de Hayward sobre estas regiones. En [13], se comprueba en detalle tanto pa-
ra los campos de materia (en un caso escalar) como para las geometrias, que la adicién de estos términos
estandar llevan a las siguientes observaciones. Dado que el borde de AdS es asint6tico, el tratamiento de
regularizacién se hard con un radio de corte R. El limite R — oo debe tomarse recién luego del pegado Xy
sobre el observable. Los términos de Gibbons-Hawking y Hayward agregados dan contribuciones no nulasy

17La notacién usada en esta expresion es redundante, en tanto parece llevar a integrar muchas veces, por ejemplo, sobre varios
P¢s5, asi como también el hecho de que el primer y el tltimo segmento solo dependen genéricamente de solo una condicién de
contorno Z;[¢s,,, 1. Se prefirié una notacién mas compacta que mostrase la estructura de la cuenta en lugar de una mds compleja
que cubriese todos los casos posibles.
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Figura 3.6: Se muestra cdmo construir la teoria de gravedad dual al formalismo In-Out dentro de la prescrip-
cién de Skenderis y van Rees. En (a) se puede ver el camino € seccionado en regiones de métrica euclidea 'y
Lorentziana. El paso siguiente es encontrar espacios .#; que sean duales a las secciones de las curvas y ar-
mar con estos (pegando los bordes azules con los rojos) un espacio “a trozos” dual a la curva como muestra
b. Las hemiesferas representan la mitad de espacios H,;.,; mientras que los cilindros son secciones del cilin-
dro AdS,. 1. Ademads de unir las fronteras de los epacios, se debe unir toda una hipersuperficie que atraviesa
el volumen de la teoria gravitatoria. A continuacién, se buscan las soluciones para los campos ¥; en cada
region .#; por separado para finalmente imponer las condiciones I y II en cada frontera y obtener un tinico
campo ¥ que sea solucién de las ecuaciones de movimiento en la variedad completa como se muestra en
(c). La prescripcién propone este campo como el que debe usarse en la accién al usar (3.4.6) para calcular
observables de la teoria de campos dual.

potencialmente divergentes a la accién en la capa de masa de cada region. Sin embargo, la segunda aproxi-
macioén semicldsica respecto de las propias condiciones ¢ impone la cancelacién de estas contribuciones
sobre cada borde X de forma independiente. Asimismo, deben apagarse todas las fuentes externas de forma
suave antes de llegar a las regiones 0%. La excepcidn a esto es la métrica, que ha de mantener condiciones
de contorno asintéticamente AdS. Esto llevara a estudiar con mds cuidado el pegado para estos GDL. Como
regla, las condiciones de pegado a imponer sobre los campos sobre las superficies de pegado Z son la con-
tinuidad (en el sentido de anélisis complejo) de los propios campos y sus momentos conjugados a través de
2

0%
6D,
Es importante notar que las condiciones de pegado entre regiones Euclideas y Lorentzianas, por ejemplo,
llevaran a ecuaciones definidas en el plano complejo como Iy = i0,® = d; = I1g. Para el pegado de la mé-
trica, el campo a pegar es la métrica inducida sobre X, h,j, y el pegado suave del momento conjugado de la
métrica I1,;, es equivalente al pegado suave de la curvatura extrinseca K, a través de Z,

D;(2)=D;11(2), II;(2) =11; 11 () I1;

¢;(0X)=0. (3.4.7)

Hap=Khap—Kap; K:Kabhab~

Una ilustraciéon de las superficies de pegado que captura la notacién y las cantidades relevantes puede verse
en la Fig. 3.6. Estas condiciones se conocen como condiciones de pegado de Israel [75, 25].

Por consistencia en términos de un tratamiento en variables complejas de integrales de camino, era
razonable esperar la cancelacién de todas las divergencias. Sin embargo, el método que usamos requiere de
esta separacion para obtener la solucién completa por pasos, de forma que las condiciones (3.4.7) serdn de
gran utilidad practica en los préximos capitulos.

En los siguientes apartados, daremos algunos detalles del método de regulacion recién expuesto. El
lector satisfecho con las reglas (3.4.7), puede pasar directamente a la préxima seccién donde describiremos
la forma de incorporar estados excitados en esta prescripcion.

Campo Escalar

Consideremos el pegado de un campo escalar ® de masa m a través de una region £ que pega una regién
Lorentziana con una Euclidea, ambos sobre una métrica fija con coordenadas tipo tiempo globalmente
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definidas dentro de la variedad, como se muestra en la Fig 3.7. Este ejemplo se generaliza a otros tipos de
materia de forma inmediata.
Las acciones sobre las regiones son

) .
_SEz_Ef V1810, D+ D + m?®); —iSL=—%f V1810, D" D + m°®).
E L

Las acciones admiten la expresion

. . .
—iS:—SE—iSL=_i/ V180,00 D+ m’®), e={ = P (3.4.8)
2 J¢ t para L

que describe ambas regiones. Los términos de borde a agregar para obtener un buen problema variacional
sobre la regién provienen de 3 regiones. Por un lado, las regiones asintéticas requieren de los términos
estandar de renormalizacién holografica en total analogia con el tratamiento Euclideo en la Sec. (3.3.1) o
el Ap. A y no los trataremos aqui. Las otras dos regiones son propias de la prescripcién SvR y son las de
interés para este apartado: las regiones tipo espacio Z y sus fronteras 0%, que son una frontera tipo espacio
que reside sobre los bordes asintéticos. Estas dltimas pueden eliminarse de la siguiente forma. Para un
problema variacional con condiciones de Dirichlet, las contribuciones de borde son siempre lineales con
las condiciones impuestas sobre tal regién ¢55. Ahora bien, estas contribuciones deben ser el limite de las
fuentes externas del problema ¢ en la medida que estas se acercan a la superficie Z. La interpretacion fisica
que daremos a las fuentes de cada regioén serd distinta y por tanto no nos interesa establecer condiciones
de continuidad entre las mismas. En particular, apagar las fuentes Euclideas en 0% hace que a T = 0 se esté
considerando el hamiltoniano original de la teoria en lugar de uno deformado, lo que lleva a describir un
estado de la teoria original. Tomaremos como parte de la prescripcién entonces la anulacién suave de las
fuentes ¢p5 en el limite que se acerquen a X para evitar potenciales divergencias en estas regiones. Luego, las
Unicas contribuciones a estudiar son las provenientes de £ propiamente dicha.

El pegado de las funciones de particion entre las regiones, demanda por construcciéon que los campos
sobre X sean continuos, i.e.

DL(2) =Pp(2).

Lo tnico que queda por estudiar entonces es la condicién sobre los momentos conjugados en (3.4.7).
Supongamos entonces conocidas las soluciones clésicas QD% y d)% que cumplen las ecuaciones de movi-
miento de cada espacio por separado. Integrando por partes (3.4.8), la contribucién de los términos en X
resulta

1 1 1
> fz ﬁ(@%@,@%—i@%@ﬂ)?):i fz VY (0:0% -i0,0%)d%(2); = 6Sx > fz VY(Z) (0:0% - i0,0Y) 59,

donde hemos usado @1 (X) = ®g(X) y el signo relativo entre los términos viene de que los vectores unitarios
normales exteriores ng apuntan en direccién opuesta para Ly E. Merced de la arbitrariedad de 6 Q%(Z), esta
contribucién solo puede anularse si

(0,0%-i0,0%)=0; <= LX) =TgE). (3.4.9)

Notar que en la segunda notacidén, més compacta, no es evidente que surjan los factores i, aunque si es
obligatorio que asi sea uniendo regiones de distinta signatura.

El otro tipo de pegado de campos que nos interesa en este trabajo es el de dos segmentos Lorentzianos
de un camino de SK que tienen una direccién temporal opuesta. Este caso se sigue de forma anéloga al an-
terior, pero los momentos conjugados adquieren un signo relativo I1; 4 (¥) = —I1;_(Z), en la notacién usada
debajo de (2.1.18). De forma general para una rotacién del camino en el plano complejo, los momentos
conjugados adquieren una fase ’?, donde 6 es el angulo relativo.

Finalmente, como se adelanto, lo tinico que queda regular es el comportamiendo asintético de cada
accion por separado, que se obtiene aplicando renormalizacién hologréfica a cada seccién por separado.
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Figura 3.7: Se muestra la seccion tomada para estudiar las divergencias en la acciéon de un campo escalar
sobre una métrica definida. Los espacios .#g y .4 son espacios de escalar de curvatura negativo H y AdS
de dimensién d + 1, donde d es la dimension de la teoria de campos. Los bordes conformes son isomorfos
alos tramos de la curva en la teoria de campos. La hipersuperficie donde deben pegarse ambas soluciones
de los campos se denomina X.

Gravedad

El tratamiento para la accién de gravedad en este formalismo es mayormente andlogo a las conside-
raciones anteriores salvo por dos sutilezas, de las cuales solo mencionaremos sus aspectos salientes. Un
andlisis detallado puede encontrarse en [13]. En primer lugar las condiciones de contorno de Dirichlet no
pueden apagarse sobre 0%, puesto que tienen que garantizar el comportamiento de AdS, de forma que hay
que las contribuciones sobre estas superficies no pueden anularse de antemano. La accién completa a de-
finir en cada region es

1
S:—(f\/g(R—ZA)+2f\/y_aKa+2f \/)/_sz—f \/EXaz), (3.4.10)
2GN ] s 0z

donde las K son las curvaturas extrinsecas sobre la superficie correspondiente y X5 es también la curvatura
extrinseca pero inducida sobre el borde 0%. Estos son los términos de Gibbons-Hawking [73] y de Hayward
[74] respectivamente. El pegado entonces impone también condiciones de pegado sobre los X3z a ambos
lados de .

La segunda sutileza es que las condiciones de pegado no imponen una forma tinica de extender la fron-
tera 0% hacia adentro de la variedad para definir la forma de X. En términos mds concretos, expandiendo
las coordenadas del espacio asint6ticamente AdS usando la expansion de Fefferman-Graham [76]

ds*=dr®+y;jdx,dx”, y=eé*' (go+e_2rg2+---+e_dr[gd+gdlne_2r]+...) , (3.4.11)

donde en la segunda ecuacién hemos omitido los indices i, j por brevedad, g; son funciones que depen-
den de las coordenadas de la CFT y se puede demostrar que el pegado admite que la superficie X quede
determinada por una funcién f(r,Q) tal que la coordenada temporal dentro de la variedad es

t/:t_f(r;Q)r rlirlgof(r)Q):O(e_r)»

siempre que se peguen las regiones de forma que los valores de sus f(r,Q) coincidan [13]. Si bien es intere-
sante como posibilidad considerar f(r,Q) no triviales, se puede demostrar también que los observables de
CFT calculados por esta prescripcion (el valor de expectacién del tensor de energia momento por ejemplo)
no dependen de esta funcién. Este resultado es esperable desde un punto de vista holografico, puesto que
no hay contraparte de esta informacién desde el lado de la teoria de campos. Para los casos estudiados en
este trabajo, encontraremos siempre una coordenada temporal sobre el borde asintético que pueda exten-
derse sobre toda la variedad. Serd evidente en todos nuestros ejemplos que hemos dado con la variedad que
minimiza la accién de gravedad.

Atn asi, no es claro para el autor como distinguir en un caso general si podria convenir a los efectos
de minimizar la accion de gravedad la inclusién de una f(r,Q) no trivial, puesto que dadas las condiciones
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de pegado la misma parece no contribuir al cancelarse completamente entre las regiones. Un argumento
razonable para buscar solamente soluciones con f(r,Q) = 0 es precisamente que al no tener dual en la teoria
de campos, la elecciéon natural es cero.

3.5. Estados excitados holograficos

En esta seccién presentamos un mecanismo para incluir en la prescripciéon SvR estados excitados. Una
vez expuesto, podremos independizar la construccién de la prescripcién SvR, proponiendo entonces una
base (o al menos una familia de estados excitados) del espacio de Hilbert de estados que tienen garantizada
por construccién una geometria dual asociada. Daremos una definicién no perturbativa de esta familia de
estados y luego un estudio perturbativo de estos estados a N — oo, veremos que los mismos son a primer
orden coherentes y adquieren potencias crecientes de los operadores escalera con correcciones crecientes
enl/N.

Este mecanismo y el estudio de sus aplicaciones son el eje central de esta tesis y es un trabajo original
del autor y sus directores, publicado en [63, 77, 78, 79] y en el ensayo subido a la red [80]. Las propiedades
de los mismos fueron estudiadas en otros trabajos, entre ellos [81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90], donde se
estudian la entropia de sistemas en estos estados, entre otras aplicaciones.

Comenzaremos ahora con la inclusién de estados excitados en la prescripcion de SvR. Si bien la misma
se escribe inicialmente como una tnica integral sobre un camino complejo, ver (3.4.2)(3.4.3), la metodolo-
gia de resolucién propuesta de partir la integral de caminos en segmentos de signatura definida, propone
una interpretacién alternativa en términos de una holografia “a trozos”'8, apoyado por el hecho de que las
divergencias que surgen al pegar dos segmentos se cancelan inicamente teniendo en cuenta los segmentos
intervinientes. Incorporando la discusion de la Sec. 2.1.1, donde los segmentos Lorentzianos se asociaban
ala evolucion fisica del sistema y los Euclideos en conjunto al estado del sistema en combinacién con la de
la Sec. 2.1.4 donde la inclusién de fuentes externas en segmentos Euclideos describen estados excitados del
espacio de Hilbert, se obtienen las herramientas necesarias para definir

Wy =e /%0y, (Ps|Wy) = f POy P =W [ps], (3.5.1)

donde debe imponerse que la fuente externa ¢ se anule suavemente en la proximidad de Z, tanto por las
condiciones de pegado como para garantizar la construccion de un estado excitado de la teoria con el ha-
miltoniano sin deformar. Notar que hemos escrito el estado en términos de los grados de libertad de la
teoria de campos y de la teoria de gravedad, en una definicién no perturbativa. Aqui, [¢s) es la base de
autoestados del campo @ sobre Z, tal que @|¢s) = Pxlps) y Yplps] es la funcional de onda del estado. Es-
tas definiciones son el eje central este trabajo. Esta construccién se esquematiza para ambos lados de la
dualidad en la Fig. 3.8.

En este formalismo se estd asociando separadamente a cada segmento de un camino SK una interpre-
tacién holografica en si propia, identificando cada una con estados/operadores del espacio de Hilbert, que
en virtud de (3.3.1) es el mismo para ambas teorias'®.

Desde una perspectiva de RG, el lado derecho de (3.5.1) representa una generalizacion de la prescripcion
de Hartle-Hawking para la funcional de onda de vacio en una teoria de gravedad [21]. La definicion original
imponia condiciones de contorno nulas para todos los campos de la teoria, mientras que esta prescripcion
las deja encendidas para los campos duales a operadores de la CFT.

Otro aspecto interesante de (3.5.1), es que realiza en ambas teorias el mecanismo explicado en la Sec.
2.1.4 basado en [22] donde la inserciéon de fuentes externas durante un periodo de tiempo finito lleva a la
construccion de estados excitados. Lo destacable de este formalismo en este caso es que los espacios AdS,
al tener borde, permiten considerar dos tipos distintos de fuentes segtin se encuentren dentro del espacio o
en su borde asint6tico. En el marco de la dualidad, este segundo caso empalma con el mecanismo estdndar

18A] menos, en los casos donde este mecanismo lleve a la solucién que minimiza la accién completa. Esto fue discutido en la
seccion anterior debajo de (3.4.3). Este serd siempre el caso en esta tesis.

19Es interesante mencionar también que esta hipétesis asume un mapa entre bases de ambas: debiera haber una base CFT dual a
|¢ps). La construccién de la misma podria pensarse como la base de autoestados anédloga para €, con una normalizacién heredada
de la teoria de gravedad, de forma similar a los factores @,;; en (3.3.37) y (3.3.48). No exploraremos en detalle esta mapa en este
trabajo.
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Figura 3.8: En la figura se representan los estados (3.5.1) en su prescripcién a ambos lados de la dualidad.
La fuente ¢ estd en la teoria de campos y genera sobre X un estado excitado de la teoria. En la teoria dual
la fuente es condicién de contorno para un campo en AdS, el cual en su solucién clésica tendra genérica-
mente una parte normalizable @ y otra no normalizable @y, lineal en la fuente ¢p. Ambas contribuciones
generan una solucién sobre X que describe el estado dual en AdS al estado excitado de la CFT.

para generar funciones generatrices de operadores CFT duales a campos fundamentales de la teoria de
gravedad dual. El mecanismo de Glauber desde la CFT se manifiesta también del lado AdS, pero ahora
como fuentes asintéticas, que en el formalismo de integral de caminos aparecen no en el integrando si
no definiendo la medida de integracién. Aprovecharemos esto en un modelo de juguete libre para obtener
algunas propiedades de los estados definidos en (3.5.1).

Incorporando (3.5.1) a (3.4.3), se obtiene para el camino In-Out

(Wo, ITe Oy Wy ) = 3 (P, (5D ZIpr; ps-, pr=] Yo [ds-1, (3.5.2)
¢
donde Wy, [¢s+] es la funcional de onda del estado final/inicial y Z[¢;ps-,Ps+] es la funcion generatriz
para las funciones de n puntos conectadas de la teoria en tiempo real.

Como muestra no perturbativa de la formulacién de estos estados, partiremos de (3.5.2), para el caso
en donde el estado final estda dado por una funcional de onda general W, [¢s+] que podria o no tener un
dual geométrico. La funcional de onda del estado inicial Wy [¢s=-] serd la del estado de vacio. Se divirird la
evolucién Lorentziana en 2 partes en un ¢ = T, como se muestra en la Fig. 3.9. El proceso se escribe

a0 105,00 D

(¥fITle 110) =

Ps+ . b5 .5 bz~
> (‘I’f[¢z+])*( f 2Py e"sﬂ“’])( f (201, e—ls@l)( f 2®]ge 5|, (3.5.3)
¢s, s+ s >= 0

donde ¢s indica el valor del campo en £. Comparando con el formalismo de Glauber, el estado final de la
evolucion del sistema en £ es un estado excitado exactamente del tipo descrito la Sec. 2.1.4, donde las fuen-
tes clasicas estdn ubicadas en el borde asintético. Consideraremos a la combinacién de estas dos regiones
como las que definen el estado inicial para la segunda regién Lorentziana.

También como se explic6 en la Sec. 2.1.4, uno puede (al precio de perder la normalizacién del estado,
como veremos mds abajo) hacer una rotacién de Wick sobre ./ el espacio Lorentziano que define al estado
y conseguir asi una tinica evolucién Euclidea (ahora con fuentes) describa el estado inicial para la tnica
region Lorentziana, que ahora describe la evolucién fisica del sistema, i.e.

o ;o _Ah P+ . Ps
(Wi Tle T O a0 - Y (g (f(b [2®]y, e—'sﬂ‘bl)(fo [@qaue—ﬂ‘l’]).
$s+,bs s
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Figura 3.9: La figura puede interpretarse como dividir en 2 la seccién Lorentziana de In-Out. El estado ¥ ¢
se reemplaza por uno genérico que en principio podria no tener un dual geométrico.

Sobre esta expresion, uno puede tomar el limite en que no hay evolucion Lorentziana, de forma de convertir
el objeto en un producto interno entre estados,

. s+
Wle TO%0 = Y (¥slgs+1)” ( fo [@®]4 e (3.5.4)
Ps+

Luego, la arbitrariedad de |V h hace que (3.5.4) imponga (3.5.1), que era lo que se buscaba demostrar.

La conexion de este formalismo con otras formas més canénicas de construir estados excitados en CFT,
como la aplicacién de operadores primarios sobre el vacio en virtud de la correspondencia operador estado
se sigue del argumento hecho en la Sec. 2.1.4. La novedad de esta seccién es definir una nueva familia de
estados cuya interpretacién holografica es siempre posible y cuya conexién con el formalismo antedicho
es, al menos desde lo formal, también explicita. En particular, en la Fig. 3.10 se muestra, en el contexto de
AdS/CFT, el mismo estado construido como la evolucién temporal del estado de vacio de un sistema bajo
el efecto de una fuente externa y como una deformacion de la integral de caminos de HH, como se define
en (3.5.1).

3.5.1. Limite Semiclasico

La construccién de estos estados en términos de fuentes externas sobre una evolucién dada en térmi-
nos de una integral de caminos sobre los grados de libertad de gravedad y materia, en nuestra notacién
absorbidos en @, hace esta admita siempre un limite semicésico que serd el de la integral de caminos que lo
define. Ademas, el limite N — oo desacopla materia y gravedad a primer orden e impone segiin nuestra nor-
malizacién una teoria de materia libre, donde las interacciones de polinémicas de potencia creciente n = 3
estdn acompafadas aparecen como correcciones subdominantes N>~”*. En lo que queda de esta seccién,
tomaremos el limite semi-clasico del lado de la gravedad y exploraremos de varias maneras las propiedades
de estos estados en este limite. Los estados (3.5.1) en este limite pueden escribirse

Wy =e /990y, (Ps|Wy) = e SEPP =51, (3.5.5)
donde S%[¢, P51 es una accién libre en la capa de masa de los campos involucrados.
E p p

Producto interno y GKPW

Comenzaremos por considerar un producto interno de la forma (3.5.4), pero donde ahora tanto el esta-
do inicial como final estdn dados por (3.5.1). Esto puede verse en la Fig. 3.11. El punto central es reconocer
que esta cuenta, que describe una recta vertical completa de evolucién Euclidea, no es otra cosa que una
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Figura 3.10: En la figura se representan en este contexto las 2 formas discutidas en la Sec. 2.1.4 para crear
estados excitados a partir de la evolucién con fuentes en tiempo real a partir de un estado de vacio, o como la
deformacién directamente aplicada a la integral de caminos euclidea. En la figura se omite la representaciéon
de los modos normalizables.

reinterpretacion de la funcién generatriz calculada para la prescripcién GKPW en (3.3.5), donde las fuentes
ya no son objetos sobre los que se deriva, como en (3.3.6), si no fuentes externas que definen cada estado,

(Wo. Wy )= (¥P¢s])” WP [¢s] = Zelp—, -] (3.5.6)
¢s

La aproximacién semicldsica entonces recupera el resultado (3.3.27), donde ahora la fuente ¢ se separa en
¢+ dependiendo si estan definidas sobre 7 = 0,

Wy, Wy )= o SE0+-1 _ o= [ ), PGy P
= e U o- G d-WN+[, [, ¢+ G Y P (N+2 [ [, ¢-(0) G(x,y) P+ (1} ) (3.5.7)

donde G(x, y) es la funcién de 2 puntos calculada en las coordenadas adecuadas, por ejemplo (3.3.33) en
E-Globales, y el subindice + en las integrales son notacién paralas que integran sobre 7 2 0. El primer resul-
tado que puede extraerse es que dado que el producto interno entre estados de este tipo es la exponencial
de una accién Euclidea, un objeto definido positivo, los estados (3.5.1) no son ortogonales®°. Calcularemos
a continuacién la norma de los mismos.

Para esto, es necesario definir el mapa entre estados de entrada y salida. Este mapa es el andlogo Eucli-
deano de la operacién 1, y sus reglas fueron definidas por Jackiw en [91]. Puede demostrarse que el estado
de salida (¥_| se construye con una fuente espejada en 7 — —7. En coordenadas globales de AdS;, por
ejemplo,

X (1,Q) = i (-1,Q). (3.5.8)

La norma de un estado arbitrario | ¥?-) es

WO WPy = WP |2 = eS0T (3.5.9)

20En particular, también puede verse que este producto interno es real, o que no es una propiedad general de productos internos
de estados, aunque tampoco es una restriccién para nuestros objetivos. No ahondaremos sobre este punto.
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donde, utilizando (3.5.8)
0 0 00 0o
Solp*, -1 = f dr f dt' ¢_(T)G(r, T p_(7') + f dr f dt' ¢_(-1) G, 7)p_(-1")
—00 —00 0 0
0 (o)
+2 f dr f dr’' ¢_(1)G(z,7") p-(-7)
—00 0
0 0 0 (]
=2 f dr f dr' ¢_(T) G, T p_(1)+ 2 f dr f dr' ¢_() G, 1) p_(-7).
—00 —00 —00 0

Las integrales de las variables angulares Q,Q’ se omiten para simplificar la notacion. Para encontrar este
resultado también hemos utilizado las propiedades de la funcién de Green de borde a borde G(-1,-1') =
G(1,7") y G(r,7") = G(1’, 7). Por lo tanto, el producto interno entre dos estados excitados normalizados defi-
nidos dentro de las férmulas SvR es

(PP ) = 57 lllll‘P‘/’ ” P A R P CAUNUR RS DA DA ) ) (3.5.10)

donde el exponente

G npd-\ _ 0 o / / l 1 / / 1 / /
In(Por W) =2 dr A dr ¢_(T)G(T,T)¢+(T)—5¢+(T)G(T,T)¢>+(—T)—Etb_(r)G(T,r)qb_(—T) )

se puede reescribir como

0

In¢P?s |9~ = —f drf dt' (p-(1) - ¢+ (-7)) G, 1) (P-(-7") — P+ (7)) 3.5.11)

oo 0
0 o]
=— f dr f dt' (p-(1) - X)) Gz, 7)) (p-(T") - T (Th)" . (3.5.12)
—00o 0
Esta expresién puede también escribirse ((¢— — @), (p— — ¢*)) = |p— — ¢*|? si se define el producto in-
terno

0 0
(¢>1y¢z)5f drf dtr’ ¢1(1) G(r,—1") P2 (7"), (3.5.13)

del espacio de funciones € = {¢,¢p1,¢2, ...} definido sobre la hemi-esfera —co < T < 0 que parametriza los
estados iniciales CFT. Por supuesto, el producto interno puede equivalentemente definirse sobre la hemi-
esfera de los estados de salida. Nétese que este producto es positivo definido y no degenerado puesto que
G(t,~-1") ~ (t +1)?, que solo se anula cuando ambos 7 <0y 7’/ < 0 lo hagan.

Este resultado constituye la primera comprobacién holografica de nuestra afirmacién sobre la coheren-
cia de los estados (3.5.5), ya que el producto de dos estados (normalizados) puede escribirse en términos de
una norma definida positiva como

(PO Py = IO~ 91F (3.5.14)

propiedad asociada a los estados coherentes.

Es interesante destacar aqui el rol que juega la construccién de los estados excitados como una evo-
lucién pura Euclidea o como un vacio construido por un segmento Euclideo seguido de una evolucién
Lorentziana con fuentes. En el segundo caso, es trivial demostrar, ver Sec. 2.1.4, que los estados estdn nor-
malizados por definiciéon, en virtud de la unitariedad del operador evoluciéon Lorentziana. La construccion
que hemos hecho en términos de evoluciones Euclideas sin embargo, rompen la unitariedad del operador
evolucion, de forma que en el producto interno ya no ocurre la cancelaciéon. La naturaleza de los estados,
sin embargo, no se ve afectada por esto.

Si el caso del producto interno es una reinterpretacion del problema de GKPW, entonces las correc-
ciones que surgen por interacciones en AdS se pueden obtener también en este lenguaje, en términos de
diagramas de Witten, que ahora calculan las correcciones debido a que los estados ya no son exactamente
coherentes, como demostraremos en el proximo apartado. Lo interesante de esto es que los estados (3.5.1)
admiten un tratamiento perturbativo en términos de diagramas de Witten. Esto se extenderd atin cuando
consideremos caminos con segmentos reales, como veremos en la Sec. 4.2.
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Figura 3.11: La configuracion considerada en la Fig. 3.9, con estados iniciales y finales holograficos se con-
vierte en un espacio H cuando el cilindro Lorentziano se pone a cero.

Coherencia desde la integral de caminos

Consideremos el estado excitado para un modelo de juguete libre escalar masivo,

(Ppz|Pp) = f Dps;p®@e EP Sp[@] = f V8L = f \/g(%(ao(b)z + %(W)Z + %mzcbz) :

Sobre esta accién, haremos un desplazamiento rigido del campo como ® — ®+7Y, donde Y cumple las ecua-
ciones clasicas de movimiento, ademads de las condiciones de contorno sobre el limite asintdtico Y4 = ¢,
como se especific6?! en la Sec. 3.3.1. La medida de la integral de caminos es invariante ante este desplaza-
miento, extepto en sus condiciones de contorno

9¢’z;/1q) = Dps 150D,

donde Y5 es el valor de Y sobre X yla accién se modifica como

Spl®] —»SE[tb]+SE[Y]+/<D(D—m2)Y+[\/y_aq>6nY+f V7 P0,Y .
0 >

De estos, el primero de los términos queda dentro de la integral mientras que el segundo sale afuera. El
tercero es trivial por definicién de Y. Argumentaremos ahora que el cuarto término es nulo, mientras que
el quinto sale fuera de la integral de caminos.

Considerese ahora el término sobre el borde asintético 8. Cualquier célculo sobre el mismo debe hacer-
se sobre un espacio regulado por una distancia de corte, pongamos por caso R. En este espacio regulado, si
bien la expansién de Y serd divergente en el limite R — oo, el campo ® es idénticamente nulo por construc-
cién en cada paso de dicho limite, de forma que

fa JTa0d,Y = fa VF3(0)3,Y =0.
El término de borde temporal no es nulo, pero por estar evaluado sobre X se puede escribir como
[z VY ®0,Y = fz VY:®:0,Y,

donde la variable de integraciéon @ ya no aparece y por tanto este término sale fuera de la integral. El resul-
tado es entonces

(ps|¥y) = f Dy De 7
= ¢~ SelY] efz ﬁ/@z@an@d,z_Yz;Oq)e_SE[‘D]

= ¢~ SelY] ef}: \/E(DZO”Y«,DZ = Yx|¥Yo)
= o S (o | o S VIRTIE Yot [ VT ®20nY | oy (3:5.15)

21Eg relevante notar que dado que estamos trabajando con medio espacio H, estas condiciones no bastan para definir univoca-
mente Y. Esto no serd importante para el desarrollo y resultado de este apartado y por tanto dejaremos implicita una condicién
extra sobre Y que la defina univocamente.
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donde hemos reflejado el cambio en la medida a través de un cambio en el elemento de la base y a su vez
hemos reescrito esto en términos de la base original bajo la accién de un operador desplazamiento usando
el momento candénicamente conjugado del campo I1. En la expresién anterior, producto del tratamiento
Euclideo, hemos escrito las exponenciales de desplazamiento como exponenciales reales en lugar de expo-
nenciales imaginarias. La recreacién de este argumento con fuentes en un segmento en tiempo real lleva
a la correcta reinsercién de las i. Esto puede también verse recordando que 9, ~ 0; sobre X y que los IT de
unay otra signatura se pegan incorporando también una i. El signo importante en la expresion de arriba es
el signo relativo que permite interpretar lo que acompafa al operador como el valor de expectacién de su
conjugado, como veremos a continuacion.
Dado que (¢x| es un elemento arbitrario de una base completa, hemos probado que para una teoria
libre de juguete
(W) = e~ 5t g oV Y4 fy VTs®s0nY gy (3.5.16)

Esta forma para nuestros estados en N — oo fue sugerida en [84], y esta demostracion es original de este
trabajo. Es inmediato mostrar usando que [®,I1] ~ i§, que

Yz =(V1IDIV); Yz = (P)ITIWP,). (3.5.17)

Como se discuti6 en la Sec. 2.1.4, la simetria de reflexién en 7 que impone estas excitaciones entre los esta-
dos de entrada y salida, ver (3.5.8), permite demostrar que

Yz=(‘P,1|HI‘P,1)o<f dt' (0:G(0,7") - 3:G(0,7")) p(-7') =0, (3.5.18)
0

donde hemos usado la notacién de (3.5.7) para la funcién de 2 puntos conforme. No exploraremos en detalle
las consecuencias de esto, aunque el autor lo considera natural por la forma en que generamos el estado,
como una fuente externa acoplada al campo y no a su momento conjugado y siendo que A es una fuente
real, mientras que para los estados coherentes generales el factor que acompafiaa a' es complejo.

En el argumento anterior, nos parecié de interés mantener Y genérico hasta el final puesto que el resul-
tado (3.5.16) no depende de esto.

Demostrada la naturaleza coherente de los estados hologréficos en el limite N — oo, es natural suponer
que estos configuran una base completa segtin la cual expandir un estado arbitrario |T') atin si este no carece
de una geometria dual asociada,

ITY =) Cyl¥y), (3.5.19)
¢

como los autoestados de energia de baja energia. Esta posibilidad fue explorada por el autor en el ensayo
[80] y también por otros autores en [92].

Antes de continuar, comentaremos como la inclusién de correcciones 1/ N afectan el resultado (3.5.16).
De forma general, el argumento no permitird una identificacién cerrada de los estados puesto que la accién
yano se separard completamente independizando ® de Y. Esto es razonable puesto que pone de manifiesto
que una fuente externa encendida sobre la que se cuantiza puede absorber u otorgar energia a un sistema
cuantico, modificando asi el sistema cudntico en cuestion. Mas concretamente, la solucién Y estard presen-
te en las ecuaciones de movimiento de ®. Para ejemplificar esto, tomaremos el caso de un campo escalar
sin masa autointeractuante con un potencial ctibico,

1
L) = 5a#q)a“ep + §¢3 , gxN1'; (-O0+gd*=0. (3.5.20)

La separacion del campo ® — ® + Y ahora lleva a términos de volumen
L@+Y) =L@+ L(Y)+0,D0"Y + g0*Y + gY*®D. (3.5.21)

Los términos de borde siguen un proceso anélogo al descrito arriba. Las ecuaciones de movimiento de Y
anulan el término de volumen lineal en ®. La integral de caminos queda

_ o= SelY) ofs V¥ s0.f f Dipy - popeSHVE VY

= o SN (o | S VIETE Yot [y 75 @200 Y (1 +g f Yo? + O(gz)) W) . (3.5.22)
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Observar que cada paso de la derivacién anterior es valido también para el caso interactuante, pero que la
integral de caminos que queda ya no es el vacio de la teoria original si no que se encuentra acoplado con
la fuente externa, en este caso g / Y®?. Naturalmente, se observa que para g — 0 recuperamos el limite de
estados coherentes, pero que la primera correccién ya deformaré esta propiedad de una forma no trivial.

Es interesante notar que un procedimiento andlogo podria también haberse hecho sobre (3.3.3), para
el caso de una teoria libre con una fuente externa j para el campo fundamental. El campo se descompone
como A— A+Y, donde Y cumple las EDM acopladas a la fuente externa. El término de acoplamiento a la
fuente queda jA — jA+ jY, el segundo sale de la integral de caminos y forma parte de la normalizacién de
la funcional de onda, y el primero se anula por las ecuaciones de movimiento de Y. Luego, al igual que para
® en el ejemplo de anterior, para A queda una accién libre desacoplada de la fuente externa. El resultado es
entonces andlogo a (3.5.16), i.e. un sistema libre que fue acoplado en el pasado a una fuente externa para
sus campos fundamentales quedard en un estado coherente de la teoria original. Esto no es més que una
derivacién alternativa en términos de integrales de caminos del resultado original de Glauber, [22].

Veremos ahora la informacion accesible sobre estos estados desde la prescripcion BDHM, donde la ex-
pansion en operadores escalera nos permitird un tratamiento més pragmatico.

Coherencia desde BDHM

El abordaje de los estados (3.5.5) desde la prescripcion BDHM permite un tratamiento de los mismo en
términos de operadores escalera de la teoria de AdS. Aprovechando los teoremas de desentrelazado BCH
(Baker-Campbell-Hausdorff) [50] daremos una perspectiva mds acabada de sus propiedades para los casos
interactuantes.

En el limite N — oo, uno puede aplicar directamente (3.3.42), para obtener a partir de (3.5.5) que

Wg)oc eXn Moy, Ay =—6%, | €T Vi (Q) b1, ) = -G b, (3.5.23)

donde ¢, esla transformada de Laplace de la fuente ¢ en este espacio. Esto demuestra en esta prescripcion
a orden dominante en N el caracter coherente de (3.5.5). Desde un punto de vista completamente Eucli-
deano para construir los estados, es esperable que los autovalores de los estados coherentes construidos
sean siempre reales. En consecuencia, es también esperable que solo el campo o su momento conjugado
tengan valor de expectacion no nulo sobre estos.

A partir de esta expresion es directo calcular cualquier funcién de n puntos en este limite en estos es-
tados incluido el producto interno. En particular, para distintos estados de entrada y salida, uno puede
calcular los elementos de matriz del operador € en esta base para obtener

(W, 101, Q)| Wy )
(W, IWo_)

=Y (A O €M Vi, Q)+ 4,06 Y Q) (3.5.24)
nl

Este resultado puede compararse directamente con célculos hologréficos en la prescripciéon SvR y lo usa-
remos recurrentemente como chequeo de consistencia de nuestra construccién. Notar que este objeto no
tiene que ser necesariamente real, incluso si los campos involucrados son todos reales, puesto que los ele-
mentos de matriz de un operador en una base no diagonal no estdn restringidos a serlo. En particular, si los
estados de entrada y salida son iguales y dado que € es hermitico, se puede comprobar que (3.5.24) es real.
De la misma forma se puede obtener la funcién de 2 puntos conectada, que como se mostré en la Sec. 2.1.4,
para estados excitados es la misma que para el vacio.

La incorporacién de interacciones es especialmente interesante desde el enfoque BDHM, puesto que
permite un estudio sistematico orden a orden en las constantes de acoplamiento. De particular interés sera
considerar el caso cubico (3.5.20), donde como se mostré en (3.3.46), el operador @ es cuadratico en los
operadores escalera a primer orden en g. Luego, a primer ordenen g ~ N ~1 los estados (3.5.1) seran

W) o eXP{Zl ﬂ«nzﬁ;ﬁg}’nz(d;ﬂz}m), Ani~®uis Y~ (3.5.25)
n

que se conocen de forma general como estados gaussianos generalizados, o coherente-comprimido.
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Para terminar este andlisis de los estados (3.5.1), se desea enfatizar una vez més que su definicién no
estd enfocada en su cardcter coherente, si no en que tengan garantizado por construccién un dual geomé-
trico. La coherencia a orden dominante surge necesariamente como consecuencia de esta construccion,
pero la incorporacién de correcciones al cdlculo inmediatamente romperan esta propiedad. La interpreta-
cién geométrica, sin embargo, se mantiene a todo orden en las correcciones semiclésicas y veremos que se
pueden obtener todas las correcciones para las funciones de n puntos mediante un proceso diagramético
que es la extension a geometrias de signatura mixta a las reglas de los diagramas de Witten.

Este capitulo cierra el grueso de la introduccién de los contenidos conceptuales y presenta la construc-
cién central de esta tesis que son los estados 3.5.1 y su aproximacion semicldsica (3.5.5). Los capitulos que
restan a este trabajo contienen mayormente las aplicaciones que a lo largo de este tiempo hemos encontra-
do alos mismos y que fueron publicadas en [63, 77, 78, 79].

La tinica excepcidn a esto serd la adaptacion de este formalismo al caso de caminos cerrados y en par-
ticular para el camino Térmico simétrico o = /2 introducido en la Sec 2.1.1, donde aprovecharemos tanto
herramientas de SK como de TFD para interpretar las excitaciones que los estados (3.5.1) describen a T
finita.
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Capitulo 4

Aplicaciones a Temperatura cero

En este capitulo estudiaremos los primeros ejemplos de aplicacién de la prescripcién SvR, asi como
también el estudio de los estados excitados hologréficos. La estructura general del capitulo sera el de pro-
poner un camino SK, descomponerlo en secciones Euclideas y Lorentzianas y buscar un dual holografico
para cada una para luego pegarlas segin las condiciones descritas en la Sec. 3.4 para finalmente armar la
geometria holografica dual al camino SK completo. Luego, sobre cada una de estas geometrias de signatura
cambiante estudiaremos la propagacién de un campo de prueba escalar ® de masa m en el limite semicl4-
sico y calcularemos el producto internos y las funciones de 1 y 2 puntos para el operador dual de la CFT &
de dimension conforme A = d/2 + vV d?/4 + m? para estados excitados. Con esto comprobaremos algunas
de las propiedades generales que presentamos en el capitulo anterior en ejemplos explicitos.

Todos los caminos presentados en este capitulo son abiertos y contienen segmentos Euclideos semi-
infinitos que pueden inmediatamente asociarse con los estados iniciales o finales del problema y el encen-
dido de fuentes externas como excitaciones sobre los mismos. La extensién, cuando sea posible, de estas
herramientas al caso de caminos cerrados se explicard en detalle en el préximo capitulo.

Empezaremos por estudiar el camino In-Out, que se corresponde con un experimento de dispersion,
sobre dos CFT distintas. El primero describird una CFT definida en una esfera R; x $4-1 donde R; es la
coordenada temporal y la segunda definida sobre espacio plano M%. El dual holografico de ambas teorias
es AdS puro pero en coordenadas Globales y Poincaré respectivamente, que describen la forma correcta de
los bordes asint6ticos. Veremos que dado que las coordenadas de Poincaré en tiempo real no cubren todo
el espacio AdS, las geometrias duales a cada problema son distintas. Sobre el primer ejemplo estudiaremos
el limite N — oo como primer chequeo explicito de la prescripcién SvR y la de nuestros estados. Veremos
que la prescripcidon SvR permite obtener directamente correladores temporalmente ordenados, que son los
adecuados para este camino. El resultado més destacable de este ejemplo es el calculo de los elementos de
matriz del operador de la CFT en la base de nuestros estados. En este limite los estados son estrictamen-
te coherentes y son por tanto una base del espacio de Hilbert, de forma que el cédlculo de sus elementos
de matriz es equivalente a dar una forma operatorial del estado, que permite comparar directamente los
diccionarios GKPW/SvR con BDHM de una nueva manera. Por simplicidad de la métrica y férmulas estu-
diaremos el ejemplo sobre AdS,;, donde podremos llevar a cabo todas las integrales de forma analitica. La
extension de los resultados al caso de dimensién general es directa.

Sobre la segunda agregaremos interacciones ctibicas en AdS para estudiar la deformacién de los esta-
dos excitados hologréficos. Comprobaremos que ya no serdn coherentes, pero que a primer orden en el
acoplamiento ctibico son estados coherentes-comprimidos [77, 47]. Concluiremos también que para este
y cualquier otro caso donde se conozca la geometria dual completa para un camino, se pueden dar reglas
diagramadticas para el célculo de cualquier contribucién a cualquier orden de estos estados. El juego de
coordenadas de Poincaré permite tratar de forma analitica el caso AdS;4;.

Para terminar el capitulo, estudiaremos el caso del camino In-In, donde construiremos por primera vez
el pegado de geometrias Lorentzianas entre si con direcciones temporales opuestas, ademas de la existencia
de més de un propagador sobre el camino. Una vez pegada la geometria completa obtendremos los propa-
gadores del problema para mostrar cémo aparecen en este formalismo. Los estados excitados se comportan
de forma idéntica al de los ejemplos anteriores.
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(@) (b)

Figura 4.1: (a) Contorno In-Out en el plano complejo t con evolucién temporal total AT = T, — T_. (b) Geo-
metria dual SvR. En la parte de abajo se ilustra una configuracién suave de campo.

4.1. In-Outen Globales: campo libre

En esta seccioén, siguiendo el trabajo [63] generalizaremos la cuenta hecha en [19] para el caso de estados
excitados obtenidos prendiendo fuentes asintéticas en las regiones euclidianas sobre el camino In-Out.
Nuestro objetivo es dar un primer ejemplo de dichos estados. Para esto, trabajaremos en el modelo més
sencillo posible: un campo escalar real ® libre de masa m en AdSs. Calcularemos funciones de correlacién
para su operador escalar dual @ de dimensién conforme A = d/2 + vV d?/4+ m? para el camino de la Fig.
4.1a.

Nuestro primer objetivo es construir le geometria dual que describe el camino SK In-Out.

4.1.1. Construccion de la geometriay pegado

Como ya se describi6 numerosas veces en este trabajo, el camino In-Out, representado nuevamente
en la Fig. 4.1a, estd compuesto de 3 segmentos: dos segmentos verticales sobre ¥T/2 que construyen el
estado inicial y final respectivamente y un segmento Lorentziano que se extiende sobre el eje real desde
[-T/2,+T/2]. El pardmetro T regula la definicién del camino y puede tomarse a T — oo para calcular fun-
ciones de 2 puntos, por ejemplo o T — 0 cuando es de interés calcular valores de expectacién o productos
internos entre estados excitados.

Como se menciong antes, la teoria de campos descrita en este borde esta definida sobre R; x S4~! que
es exactamente la métrica conforme que describen las coordenadas Globales y E-Globales, en signatura
Lorenztiana y Euclidea respectivamente, en su borde asintético, i.e. parad +1 =2+ 1 (ver Sec. 2.2)

2 dr2

(1+72)

dar
(1+712)

dsh = -1+ dt* + +r2dg?, ds? = +(1L+ 2 dr? + +r2de?. 4.1.1)
En este ejemplo, la simplicidad de la métrica (hay un vector de Killing d; global) permite extender la coor-
denada temporal del borde t,7 en toda la geometria como superficies . Segmentos de estos espacios son
los que usaremos para describir el dual hologréfico del camino In-Out. La coordenadas tipo espacio tienen
dominio r 20y ¢ ~ @ +27.

El segmento Lorentziano serd descrito por una variedad .4 la métrica Lorenztiana en (4.1.1) en un
segmento t € [-T/2, T/2], mientras que los segmentos Euclideos lo seran por variedades .4 con 7 € [0,00) ¥
T € (—o00,0] respectivamente. La topologia del segmento Lorentziano es el de un cilindro, mientras que el de
los segmentos Euclideos es el de dos medias esferas, como se muestra en la Fig. 4.1b. Las 3 variedades deben
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pegarse sobre las regiones tipo espacio X* segtin se describe en (3.4.7), comprobando que las métricas
inducidas y curvaturas extrinsecas sobre estas regiones son iguales.

Comprobaremos ahora que el pegado es posible de forma trivial. La condicién sobre las métricas in-
ducidas hgp es producto de que al pegar sobre superficies de #,7 constante es directo comprobar que las
métricas en (4.1.1) son iguales

dar
dshgslss = at rPde? = ds? s, 4.1.2)

lo que satisface la primera condicién.

La segunda condicién requiere de un cdlculo explicito de la curvatura extrinseca para una superficie
normal al vector unitario saliente n* « ;. La curvatura extrinseca de una superficie normal a un vector n*
unitario es

1 1

Ky = 5 LnPyy = 5100 (g - n*nuny) +0,(n%) (gav — N*ngny) (4.1.3)
donde Py = guv — n? nyny es la primer forma fundamental de la superficie normal a nty n? =ngn®=-1
dado que es un vector tipo tiempo. En coordenadas E-Globales en H y las Globales de AdS, el vector normal
unitario es n, = V1+1r2§ L Dado que la métrica solo depende de la direccién radial, puede verse que el
primer término de (4.1.3) se anula

n%04(guv — n°nuny) = n°0o(guy (r) — n*nu(r)ny (r)) =0

El célculo explicito del segundo término muestra que también es trivial

1
au(na)(gav _ nznanv) _ Gu(no)(g()v +nony) = 5;5r(ﬁ)58(—(1 +r+V1+r2vV1+r2) =0

de forma que cualquier superficie de nivel de ¢ y T puede unirse con cualquier otra. En particular se pueden
unir estas variedades sobre Z*, que es lo que se queria probar. La geometria completa pegada puede verse
en la Fig. 4.1b.

A continuacidn, estudiaremos la propagacion de un campo escalar sobre esta geometria.

4.1.2. Campo escalar libre

La accién para ® sobre la curva compleja € definida en Fig. 4.1a es

S[®] = —%f Vgl (0, @0 D + m*®), (4.1.4)
€

que puede a su vez dividirse en las partes que conforman el camino completo. Tomaremos ®_ (1) = ®(—-T —
it), con T € (—o0,0] el campo en el segmento vertical de la izquierda, @ (¢) = D(z), t € [-T, T] el campo en
el segmento horizontal y @, (1) = ®(T — it), T € [0,00) el campo en el segmento vertical de la derecha, la
ecuacion (4.1.4) puede ponerse de la forma

—-i§S=-8_-iS;.-54,

donde
1
~Sy=-3 f V181 (0,0:0" D + m?a2)
M
1
2Ju,
1 1
_ E‘/(;J% vahel q)inlrlauq)i - §L+ /175l (Dingaufbi, (4.1.5)
y

—ist—if V181 (0,@10" @1 + m*®?)
2J.u
i i
:+-f Vgl dJL(D—mz)q)L——f Vi @pnya, @
2 M 2 0.4

i i
_Efy V17:l ﬂDLnﬁ{@u@L—EL V17l q)LngOud)L. (4.1.6)

100



En las expresiones de arriba se integr6 por partes dando lugar a términos de borde con vectores n* normales
a las fronteras de cada region. Estos términos son de dos tipos: bordes conformes sefialados con 0 y tipo
espacio X que se muestran en la Fig.4.1b!. Se definieron ademas, y, y v, como las métricas inducidas sobre
las superficies correspondientes y ¢ = (/1) 7104(1/181g""dv¢) es el Laplaciano escalar estandar.

La tarea es encontrar una solucién clasica suave de (4.1.4) con ¢+, ¢ # 0. El método para encontrar tal
configuracién, como se explic6 en el capitulo anterior, serd el de encontrar una solucion general en cada
una de las regiones sujetas a su condicion de borde asintético y luego imponer continuidad de campo y
momento conjugado a través de las superficies Z, es decir en +7/2. Estas condiciones pueden escribirse
mas explicitamente para este caso puntual como

O_(r,0,¢9) =Qp(r,—T/2,¢), Qr(r, T/12,¢0) =D, (1,0,0),

0:D_(r,7,¢) " —i0,®1(r, t,¢) 1 —i0:D(1,t,¢) . 0: Q. (r,7T,¢) e (4.1.7)

Al igual que en el caso de la prescripcion GKPW, ver Sec. 3.3.1, para encontrar soluciones del campo
con fuentes asintéticas el problema se debe regularizar imponiendo las condiciones asintéticas a un radio
de corte r = R, que mantendrd hasta obtener los correladores de CFT, donde el limite R — co estara bien
definido. A diferencia de la Sec. 3.3.1, para este ejemplo mantendremos hasta el final el regulador asintético
y obtendremos asi la normalizacién del cdlculo hologréfico de la funcién de 2 puntos que cumple con las
identidades de Ward.

Solucién sobre .4,

En la regién Lorentziana, la métrica en coordenadas globales es, ver (4.1.1),

dr?

dsz:—(l+r2)dt2+1 +r2d(p2, te[-T/2,+T/2]

+7r2

Usando el ansatz @; (1, £, @) x e 1 f(w,1,r) con l € Z, en la ecuacién de Klein Gordon que se desprende

de (4.1.6) obtenemos
2 12

w 2 _
—ﬁ—m fl,1,r)=0.

1+7r2

1
(—Gr(r(l + rz)a,) +
-
La solucién regular en el origen es

Vo2 +ll+A Vo?+|l|-A+2 )
5 ) > s L+ —-r7],

fl,L,r)=0+r3)Verz g

donde 2 F(a, b; c; x) es la funcién hypergeométrica de Gauss [61]. Luego, una solucién general en L puede
escribirse como

Or(rt,p) =) | docye Y f(w, 1), (4.1.8)
leZ

La condicién de contorno la impondremos como
DL(R, 1,¢) = R* ¢ (1, ). (4.1.9)

A partir de (4.1.8) y (4.1.9) se obtiene

RA—Z L, t/, !
Col = = fdt'd(,o'e”"t_’l‘f’M
/A

4 fw, LR’
Insertando esto de nuevo en (4.1.8), se llega a

RA—Z

Z dwd[/d(ple—iw([—l’l)+l’l((p—(p’)(pl‘(tl’(pl) f(a)! l; r)

. (4.1.10)
an? = flw,,R)

q)L(ry t)(p) =

11os contribuciones de este tipo que surgirian de las secciones euclidianas en 7 — oo en (4.1.5) estdn ausentes dado que, como
se explicé en la Sec. 3.4, las condiciones de contorno ¢+ — 0 en este limites, respectivamente.
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> M.

(@) (b)

Figura 4.2: (a) Camino de Feynman & en el plano complejo w usado en (4.1.12). =* indica el contorno
apropiado a elegir cerca de dichas superficies, cuando la integral en frecuencia puede resolverse por teo-
rema de residuos. (b) Ubicaciéon en el plano complejo w de los ceros de f(—iw, [, R) relevantes en (4.1.18).
Nuevamente, .#. representan la deformacién del camino que permite resolver la integral en frecuencia por
teorema de residuos cerca de dichas superficies.

Se puede comprobar que esta expresion no estd bien definida puesto que f(w,/, R) =0 para w = +w}, con

l

Wy =0 +eR), (4.1.11)

donde wy,; =2n+|l|+A,(n=0,1,2,...),ye(R) ~ O(1/R?*~2), Los modos (4.1.11) tienden a los modos norma-
lizables de AdS estandar (ver Sec. 3.3.2) en el limite R — oo. Siguiendo a [19] damos sentido a la expresién
(4.1.10) eligiendo el camino de integraciéon de Feynman en el plano complejo w como se muestra en la
Fig.4.2a, que sortea los polos, y daremos cuenta de estos modos normalizables de forma independiente. De
esta forma, escribiremos la solucién general del campo en L que satisface (4.1.9) como

® ( t ) A-2 Zf d dt,d ’ —ia)(t—t/)+il((,0—(ﬂ/)¢ (t/ /) f(w,l,r)
Nt = w € ’
L LO) = lez)F v SN TPAT
+ Z (L;l e_iwﬁlt‘FL;l e+iw§lt)eil(pgnl(r)) (4112)
neN
lez

donde Li ; son coeficientes que seran determinados al pegar las regiones imponiendo (4.1.7) en las hiper-
superficies I* (ver (4.1.24)) y
gni(r) = f(wy,, 1r). (4.1.13)

Soluciones sobre ./

Las soluciones sobre las secciones euclidianas se pueden obtener inmediatamente de las soluciones
Lorentzianas. Consideremos concretamente (4.1.5) sobre ./, siendo la métrica, ver (4.1.1),

d 2
ds? = (1+r0dr® + -2+ 2de?,  1e0,00) (4.1.14)
1472
se separan variables como o
O, (1,7,9) x e T B, 1 1), (4.1.15)
se halla inmediatamente que
h(wrlrr)zf(_iwrlrr)- (4116)
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La soluci6n general al problema en .4 se escribe entonces como
@, (r,7,¢) = Zfdwdwlei‘”””“’f(—iw,l,r),
lez

e imponiendo
@, (R,7,9) = R 2. (1,9), (4.1.17)

se halla e feioln
_ 1 a1 iw(T—1)+illp—¢) 1o J T, LT
O, (r,1,9) = o IEZZ dwdt'dg'e P, (t ,(p)m.
La integral en frecuencias asi escrita en este caso estd bien definida, puesto que los polos del integrando
quedan fuera del eje real y sobre el eje imaginario w, como se muestra en la Fig. 4.2b.
Como se sefiala en [19], las frecuencias imaginarias w = +iw}, en (4.1.15) ofrecen también los candida-
tos a soluciones normalizables

(4.1.18)

D, (1,7,p) x T THilY gn(r).

Dado que 7 € [0,00) en 4. se comprueba que efectivamente pueden agregarse una combinacién lineal
aribtraria de modos e “n” a (4.1.18)? sin modificar las condiciones de contorno asintéticas. La solucién en
M+ que satisface (4.1.17) es

., (1,7, ¢) R Y | dwdt'dg e TG (¢ ,)—f(—iw,l,r) £ Y B e emHiTR il g )
y by = y N n 1 .
YT v P i LR &n
lez
(4.1.19)
Por su parte, la solucién sobre .#_ es
R j Nti / fl—iw, I, 1) R )
O_(r,7,0) = dwdt'd /ezw(r—r)ﬂl(tp—(ﬂ) (@) E- ewnl(r—zT/Z)Hl(p -
lez

(4.1.20)
Los coeficientes Eil serdn determinados al imponer (4.1.7) (ver (4.1.24)). La existencia de modos normali-
zables en signatura euclidiana es consecuencia de que .4 son solo medio espacio hiperbdlico y contienen
o0 bien 7 = co 0 bien T = —oo, pero no ambos. Se recuerda que las fuentes ¢, han de elegirse tales que se
apaguen suavemente tanto cerca de T — oo como X* como requiere la prescripcion SvR [13]. Las fases
e‘iwﬁl Tiz agregadas en (4.1.19)-(4.1.20) son convenientes para el pegado mds adelante y son inocuas puesto
que E* son arbitrarios.

Pegado de las soluciones

El pegado (4.1.7) requiere previamente del estudio del comportamiento de (4.1.12), (4.1.19) y (4.1.20)
y sus derivadas temporales cerca de *. Estas expansiones pueden llevarse a cabo mediante el teorema
de residuos dado que las fuentes se anulan suavemente cerca de cualquier frontera [13]. Deformando los
caminos de integracion en w adecuadamente seglin se muestra en Fig.4.2 se halla

. (1,7,0) ~ Y (Epy e n T2 4 RA2Resk e n D) el g, (1), T~0  (4.1.21)
nl
O_(r,7,0) ~ Y- By e”n T2 £ RA2 Resf e ™12 M0 gy (1), 7~0
nl
OrL(r t,0) ~) ((L;l + iRA‘ZResfflgbz;nl)e"""ﬁz‘ + L;lei“’ﬁz‘)e”"’gnl(r), t~+T/2
nl
DL L) ~ ). (L;le—iwﬁzf + (L;l + iR *Resk, ¢L;n(_,))eiwﬁzf)e”wg,,,(r), t~-TI2
nl

donde se definieron en las primeras dos lineas

1 [ R 1 [0 R
Print = o fo drdpeon ™D g (. 0), = o f drdpe™ ™40 g (1.4),  (4.1.22)
—00

2Un razonamiento analogo lleva a los modos normalizables en /.

103



y para la fuente Lorentziana
1 T . .
br.nl = gf Tdtd(Pe_lwﬁltﬂl(p(/)L(t,(p).

Los residuos Resffl estdn definidos alrededor de los puntos w = —w? , en un sentido antihorario

Res® = L 5{ _do (4.1.23)
" omi S, f, LR’ .
nl

A partir de la ortogonalidad de elly y gn1(r), las ecuaciones (4.1.7) implican
Ly, =R *Res) ¢zn(-1),
E;l :RA_ZReSSI(i(Pz;nl + (P—;ﬂ(—l)) ’
- _pA-2 R
Enl =R Resnl l(pL;n(—l) +(P+;n(—l) . (4.1.24)

Estas expresiones generalizan los resultados obtenidos en [19] y se reducen a ellos en el limite ¢ (7,¢) = 0.
Lo esencial del resultado obtenido es que las fuentes euclideas encienden modos normalizables en la regién
Lorentziana. Se mostrard en breve que los factores RA 2 en (4.1.24) permiten un limite R — co convergente.

Antes de calcular la accién en la capa de masa, haremos un comentario sobre las expresiones de los
campos sobre las superficies Z* que serd comun a todas las aplicaciones independientemente de los cami-
nos SK que estemos considerando. De forma general, la parte de la solucién Lorentziana que cumple con
las condiciones de contorno asintéticas, como (4.1.10), tendré polos sobre el eje real w lo que forzaré a ele-
gir un camino de integracién para poder definirla correctamente. La eleccién de cualquier camino en este
punto, asociado como vemos a una nocién de ordenamiento temporal en AdS (recordar que nombramos al
camino & por Feynman) no afectard el resultado final de los correladores en la CFT dual. El motivo de esto
es que ademads de la solucién no normalizable, existen atin los modos normalizables con pardmetros L*
arbitrarios, de forma que elegir un camino en este punto es solo una forma provisoria de definir la solucién
par poder trabajar. La forma final de la solucién, y en consecuencia la forma fisica en que la informacién se
propaga sobre toda la variedad de signatura mixta es tinica y se hard manifiesta recién después de hacer el
pegado entre las geometrias, i.e. después de determinar las L*. Volveremos sobre esto en breve.

Dicho de otro modo, es central para la prescripciéon de SvR el efecto combinado de los modos normali-
zables y no normalizables de la solucién sobre las variedades. Esto se hard manifiesto en todos los ejemplos
de aplicacion de este trabajo.

De forma operacional, el hecho de que las fuentes asintéticas se apaguen sobre las *, impone que sobre
estas regiones la solucién al campo deba poder expandirse s6lo en términos de los modos normalizables de
la variedad. Partiendo del primer renglén de (4.1.12), el caso t ~ +T/2 implica que (¢t —t') ~ (T/2-1t") > 0,
puesto que t’ barre solo el soporte de ¢ (t',¢’) que por construccion se apaga suavemente antes de llegar
a r ~ +T/2. Esto permite resolver las integrales en frecuencia w sobre las superficies * por teorema de
residuos,

RA72
472

flw,l,r)
flw, LR

=Y iR*2Resh ;e nte! Mg, (1), t~+T/2, (4.1.25)

nl

> fg dwdt'dg' e = +e=0 g (1 o)
lez

lo que lleva a (4.1.21). Notar que por la forma particular del camino, elegido, solo aparecen en la suma del
lado derecho los residuos con parte real positiva. Esto serd importante en breve. Se observa que el resultado
obtenido es que la fuente externa sobre .4 se propaga hasta =* y sobre esta describe una configuracion
particular de modos normalizables. Dicho de otro modo, las singularidades en el plano complejo w de las
soluciones no normalizables contienen la informacién necesaria de los modos normalizables. En este ca-
so, los polos simples son directamente las frecuencias normales del problema. Veremos que en el caso de
AdS-BH esto serd andlogo pero més delicado, siendo que el problema admite soluciones normalizables, no
normalizables pero también modos cuasi-normales. Lo que si es general de todo este tratamiento, es que la
diferencia entre dos caminos provisorios distintos elegidos para la solucién no normalizable, sera siempre
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una combinacién lineal precisa de modos normalizables, de forma que la eleccién de uno u otro camino
siempre puede absorberse en una redefinicién de los coeficientes de estos.

Luego, lo que se observa es que las condiciones de pegado es donde los modos normalizables y no
normalizables de la solucién quedan vinculados. Si bien en la Sec. 3.4 se demostré que cada pegado por
separado cancela las potenciales divergencias, se observa ya en este primer ejemplo que las condiciones
(3.4.7), o (4.1.7) para este problema en particular, solo pueden resolverse todas en simultdneo y no por
regiones. De forma general, los modos no normalizables de las regiones .#; se manifestaran como modos
normalizables, i.e. a través de los coeficientes que acompanan a estos modos en las soluciones generales,
sobre todas las .4, j # i. Esto puede verse de forma manifiesta en todos los resultados de (4.2.16), donde
puede verse que en ausencia de fuentes externas los coeficientes son todos nulos.

Sin embargo, para un camino SK general no solo las fuentes asintéticas dan lugar a coeficientes no tri-
viales sobre la regién. Como dijimos, en (4.1.12) se hizo una eleccién provisoria para la forma de sortear
los polos en el camino de integracion de las frecuencias, pero esta eleccién debe ser esptirea dado que por
construccion de la prescripcién SvR, la solucién sobre la variedad completa que satisfacen (4.1.7) es tni-
ca. Supongamos que hubiésemos tomado otro camino en (4.1.12), la integral sobre w hubiese encerrado
otros polos en (4.1.25), lo que modificaria la forma explicita de las ecuaciones (4.1.12), resultando a su vez
en un cambio para las soluciones (4.1.24). Se puede comprobar que cualquier eleccién de camino de inte-
gracion hecha en (4.1.12) llevard a la misma solucién tnica sobre toda la variedad una vez satisfechas las
condiciones de pegado.

Una vez insertadas (4.1.24) en las soluciones (4.1.12), (4.1.19) y (4.1.20), se obtiene de forma univoca
el correlador de la CFT a partir de la accién en la capa de masa como haremos a continuacién. Veremos
un ejemplo concreto de esto al estudiar el camino In-In al final de este capitulo, donde propondremos un
camino de integraciéon en w provisorio que sera corregido por los coeficientes de los modos normalizables
luego de pegar las variedades.

Accién en la capa de masa

En esta seccion se describird coémo tomar el limite R — oo sobre la accién en la capa de masa. La accién
(4.1.4) sobre las soluciones cldsicas da como resultado los siguientes términos de borde

f dtde /1y, qm,a CD
=R

:——hm [[d(p(1+r)RA2( f dr¢p_ro,d_ /dt(/)LrO(DL—zf dr¢+r6d>+)

R p—— hm
2 R—oo

r=R ’
(4.1.26)

donde se us6 que (R, t,p) = RA2 ¢(t, ). Los tres términos en (4.1.26) se comportan de forma idéntica al
tomar R — oo. Tomando por caso el término Lorentziano, se muestra que una expansién en R > 1 muestra
que hay contribuciones tanto de los términos no normalizables como de los normalizables, i.e. los pro-
porcionales a ¢ y Li , en (4.1.12). El término dominante en la expansion de la derivada radial en (4.1.26)

es
rarf(w; l’ r)

flw,,R)

La contribucién del primer término en (4.1.27) es analoga® a la estudiada en la Sec. 3.3.1. De la expan-
sibnenr > 1de f,

(1+7r2)RA2 (r0,®@;) ~ R R 2¢;, +LEro,gu(n)|, R>1. (4.1.27)

fw,1,r)~Aw,Dr* 2+ Bw,Dr 2, (4.1.28)
donde
T(A-DC(I+1 ra-AT(l+1
AW, ]) = : ( ) (III ) ’ B, ]) = : ( ) (|1| ) ,
TG0+ A-w))T (R0 +A+w) T(Ull-A-w+2)T(A1lI-A+0+2)

3Ya hemos introducido algunos de estos objetos en la Sec. 3.3.1, por ejemplo en (3.3.17). Hemos preferido reescribir estas defi-
niciones para comodidad del lector.
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se encuentra, a primer orden en R,

a2l S LN g r—oa— 1R B@D

-2
f,LR) |,_g Ao LR (4.1.29)

El primer término S|w, [, R] es una serie de potencias positivas de w,! y se descarta puesto que da lugar
a lo que se conoce como términos de contacto, contribuciones UV divergentes que pueden regularizarse
agregando contratérminos a la accién. Como ya se mencion6 anteriormente, este proceso se denomina
Renormalizaciéon Holografica y se discute de forma general en el Ap. A. La expansién en r ~ R > 1 de g,;(r)
es

gn(r) ~ AR, Dr* %+ B(of, D r ",

con le dado por (4.1.11) de forma que g5;(R) = 0. Luego, a primer orden en R se tiene que A(wﬁl, 0~
—B(w®, [)R2A+2 que combinado con la ecuacién anterior da

gui(r) ~—B, DR ((%)H - (%)_A) .

nl’

Se puede ver entonces que a primer orden en R, el segundo término de (4.1.27) es
Ly r0rgm()| _ ~=2(A= DR By Resni¢zin-n(1+0(R™%), (4.1.30)

donde la dependencia en R encontrada en (4.1.24) se tuvo en cuenta en combinacién con (4.1.23) para

definir . .
B, = lim B(w%, 1), Res,; = lim R 2Resk, = — dw )
nl R—o0 ( nl ) nl R—o0 nl an W=—Wp A(w, l)

Usando (4.1.29) y (4.1.30) en (4.1.27) resulta en una expresion, cuya contribucion finita es

lim (1+r2)RA27r3,®; ~—2(A—-1)

R—o00

(B(a),l)

Ao D) ¢r+ By Resy (:bi) .

Llevando adelante pasos similares para los demds términos en (4.1.26), la accién en la capa de masa com-
pleta resulta

B(w, )

0 _ _ *
SP=(A 1)(; fg d“"’““"”%(‘*"”—A(w,z)

+ ZZ dtde¢r(t,¢) ((,b+;nl elont=ile 4 b—in- e ien t+il(p) BpiResy;

nl

B(-i )l .
_iZfdw (¢4 (@, DPy (@, D)+ P (0, D’ (o, l))ﬁ—4m£qb+;nz¢-;m_n BniResy; |, (4.1.31)
I - nl
donde
1 [ . , 1 (0 . .
</>+(w,l)z—f drdee ™" ¢, (1,9, (b_(w,l)z—f drde ™" ¢_(z,¢),
27 Jo 27 J-o
1 rT Lo
drlw,h)=— f dtdpe ™11 ¢ (1,¢),
2w J-1
y
2(=D"T[1-AIT[n+|l]+A] T[A+n+]|lT[A+n]
BniRes, = =2(A-1) (4.1.32)

nl(n+|IDT[1-n—AIT[A-1] n{(CIAD?T[n+|1|+1]°

Es importante notar que (4.1.32) is positivo definido Vnl/, lo que puede verde directamente de la expresion
ala derecha.
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Producto interno y funciones de n puntos entre estados excitados

En esta seccidon analizamos los observables que podemos obtener a partir de (4.1.31). Vamos a evaluar
el producto interno y funciones de correlacién conectadas de 1y 2 puntos entre estados excitados hologra-
ficos.

A modo de chequeo de consistencia, vamos a calcular el producto interno a partir de (4.1.31). El resulta-
do tiene que coincidir con el obtenido enla Sec. 3.3.1 y [11, 12]. Recordamos que en aquel contexto se estaba
calculando la funcién generadora de momentos en una teoria definida en signatura Euclidea, mientras que
ahora este objeto representa un producto interno entre estados del espacio de Hilbert. El producto interno
entre estados excitados puede calcularse haciendo colapsar la regiéon Lorentziana, tomando AT — 0, en
ausencia de fuentes Lorentzianas. Esto deja solamente la tercera linea de (4.1.31)*. Se obtiene

In(Wy, ¥y ) = lim is°

B(-

+4 nBniRes
A- ) Z§b+nl¢ -1)DPnl nl

=(A- 1)( [da) b+ (@, DL (0, 1) + P (0, D" (0, 1) ———

B(-iw, 1)

=(A—1)Xl:fdw b+, DPL (@, ) +d-(w, DY~ (0w, 1) + 2¢+ (0, NP~ (w, l))m

1
=3 f drdpdt' d' (p.(,0)+$-@,0)|GE,7,0,0) (94,0 + ¢ 0"), (4.1.33)

donde en la segunda linea se reescribi6 la suma de residuos como una integral en w y en la tercer linea se
defini6

T T')+il((p—(p’) B(_iw, l)

G, 7,9, ’)— dwe' .
et = A—iw, 1)
A— 2
= ﬁ(cosb(r ') —cos(p—¢ )) , (4.1.34)

que es la funcién de 2 puntos euclidiana en el cilindro (3.3.33), recuperando entonces GKPW [11, 12] y es
la forma precisa de (3.5.7) para este caso particular de AdS,,; con AdS Euclideano parametrizado como
(4.1.14).

La segunda linea en (4.1.31) es la relevante para este calculo. La primer derivada (4.1.31) con respecto a
la fuente Lorentziana en el limite ¢p; — 0 resulta en

(Vo 10(t,9) ¥y ) B 58°
(We, Wo_) SPL(t, @) |, -0
=-2(A-1))_ ByiResy (¢>+;n, et Ly o) e""”nl”"’(ﬂ) (4.1.35)

nl

2 P I T 1ol
(A-1) f@(r)(p+(r,<p)+@( T)</J—(T»<P), (4.1.36)

= A1, [cos(t + iT") — cos(p — ]2

donde O(7') es la funcién de Heaviside. Este resultado seré no trivial siempre que ¢.. # 0. Es también intere-
sante notar que considerando fuentes idénticas iniciales y finales en (4.1.36) (¢+ = ¢*) en el limite T — 0y
siendo @ hermitico, el resultado (4.1.36) debe ser un ntimero real. Esta condicion resulta en

(¢+;nl)* = (p—;n(—l) ’
o de forma alternativa, usando (4.1.22),
¢+ (Ty (P) = (,b— (_Ty (P) )

que coincide con la prescripcion de conjugado dual euclidiana dada en (3.5.8). Volveremos sobre este re-
sultado luego de escribir la funcién de 2 puntos.

4Notar que la dependencia en T de (4.1.22) desaparece en este limite.
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Sélo la primera linea en (4.1.31) es cuadratica en las fuentes ¢;. La funcién de 2 puntos conectada or-
denada temporalmente es por lo tanto,

Wy ITIOGPOE,PMY) | _ &
(Wo, We_) e 0P, @bdL(t, ) $1=0
_A-1 —io(t-t)+ilg-¢) B@ D
" 202 lezzfg doe Aw, D
(A-1)? , , 1A
_ ﬂ[cos((t— (1 - i€)) — cos(p — @) (4.1.37)
!/ !/
_ (OlT[@(t,:g)'f)(t ,9]10) 4.1.38)

que resulta independiente de las fuentes ¢... Esta independencia de la funcién de dos puntos ya habia sido
predicha en la Sec. 2.1.4 para estados coherentes, cuya funcién de dos puntos conectada es la misma que
para el vacio. Esto es en chequeo de consistencia para la el cardcter coherente de nuestros estados en el
limite N — oo. Este resultado reproduce lo obtenido en [19] y el orden temporal es el correlador correcto
para un problema de QFT de dispersién. La forma en que la integracién en w impone el orden temporal
se muestra en el Ap. B. Un detalle que puede notarse es que la integral en momentos da un factor i extra
que cancela el de la prescripcion. Esto puede interpretarse como una rotacién de Wick del caso Euclideano,
pero lo importante es que el factor y su signo es importante para obtener una funcién de 2 puntos real y
positiva.

Las derivadas siguientes de la acciéon en la capa de masa respecto de ¢; y por consecuencia todas las
funciones de n puntos conectadas para esta CFT son todas triviales. Como se argument6 en la Sec. 3.3, esto
es consecuencia de que la teoria en gravedad sea cuadrética, lo que corresponde en la teoria de campos al
limite de N grande.

4.1.3. Resumen y andlisis de los resultados

En este primer ejemplo vimos los elementos centrales y comunes de las aplicaciones que siguen. En
primer lugar propusimos una geometria de accion minima dual al camino completo SK en términos de la
unién de geometrias de accién minima para cada una de las secciones verticales y horizontales del mismo
por separado y comprobamos que los candidatos admitian su unién en una geometria completa segin las
condiciones dadas por la prescripciéon SvR.

Construida la geometria dual del camino, presentada en la Fig. 4.1b, se estudi6 la propagacién clédsica
de un campo escalar real ® sobre la misma y se comprob6 que la misma estd univocamente determinada
dadas las condiciones de contorno en los bordes holograficos. Esto es un primer ejemplo explicito de que
la formulacién de SvR es suficiente para dar una solucién tinica del campo y por tanto una respuesta tinica
para los correladores de la teoria dual.

Un aspecto interesante es que la soluciéon encontrada teniendo en cuenta los coeficientes (4.1.24) es
compleja, a pesar de que la accién de la que partimos era la de un campo real. Esto es una consecuencia
directa de que el camino In-Out estd definido sobre el plano complejo, de forma que aunque la accion para
los campos sea real, las condiciones de pegado (4.1.7), que imponen analiticidad fuerzan que la solucién
clasica sea compleja. El caracter real del campo @ en este contexto es relevante al cuantizar canénicamente
el campo: indica que la misma involucra solo un juego de operadores a,a’ y llevan a un operador de la
CFT como en (3.3.42). Luego, O es hermitico y por tanto el valor de expectacién del campo en cualquier
estado también debe ser un objeto real, propiedad que se utiliz6 en (4.2.34) para chequear las reglas de
conjugacién Euclideas de Jackiw en esta prescripcion.

Se describi6 la forma de regularizar la acciéon en la capa de masa obteniendo (4.1.31), que se observa
contiene la informacién del producto interno entre los estados (4.1.33), la informacién de todos elementos
de matriz de € en esta base (4.1.36) y el correlador temporalmente ordenado también de &. Cabe destacar
que la forma de estos 3 resultados no es independiente y de hecho todos los resultados pueden obtenerse
para este ejemplo como extensiones analiticas en distancias temporales complejas del correlador de la teo-
ria. Por unlado, esto refuerza la nocién de que existe una interpretaciéon diagramadtica de estas correcciones,
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que exploraremos recién en el préximo ejemplo. Por el otro, sefialamos que para caminos cerrados de SK1a
conexion entre los distintos objetos calculados con este método no siempre es inmediata y requiere consi-
derar la forma precisa del camino en cuestion. Dicho de otro modo, la simple relacién entre los resultados
es producto de la estructura simple del camino In-Out.

Volvemos ahora sobre el resultado (4.1.36) para los elementos de matriz de &@. En la Sec. 3.5 se mostré
que usando (3.3.42), se obtendrian para los estados (3.5.5) elementos de matriz (3.5.24). En este ejemplo, a
partir de (4.1.36) se obtienen los autovalores para los estados

A%, = —V27\/2(A = 1) By Resy unin € R. (4.1.39)

nl =

Ahora es directo chequear a partir de (3.3.43) y (4.1.32) que

B, ;Res
an _ nl nl ’
2(A-1)

que coincide con la expresiéon (3.5.24) a menos de un factor de normalizacién 2A — d conocido en la lite-
ratura y cuyo origen se describe en la Sec. 3.5 [16], que puede absorberse en la definicién del operador. De
forma similar, uno puede tomar (3.5.5) y (3.3.42) y calcular el producto interno (4.1.33) y la funcién de 2
puntos conectada (4.1.38) para corroborar que también coinciden con nuestros resultados.

Luego, todos los resultados obtenidos son consistentes con afirmar que los estados (3.5.5), construidos
encendiendo fuentes euclidianas ¢, en la prescripcién SvR satisfacen

an ¥y )=~ Var 2B = DBuResu$-ncn) ¥ ), (4.1.40)
Wy, la! = (W, (— V2r\/2(A - I)Banesnlng,;nl), (4.1.41)

lo que equivale a afirmar que |V, ) son estados coherentes. Siendo asi, los estados (3.5.5) se pueden escribir
en el espacio de Hilbert(-Fock) del bulk /445 en el limite N — oo como

|\p¢+> = oxni 20(A=1)BuiResnipniyPsin-1) o= Lni VAT(A=1) By Resns i ﬁ:rl, 0, (4.1.42)

en acuerdo con lo propuesto. Esto concluye el estudio del camino In-Out en su descripcién dual de AdS,;
en coordenadas globales, publicado en [63]. A continuacion se aborda el estudio del mismo camino pero en
coordenadas de Poincaré, donde las integrales de momento permiten abordar el problema en dimensién
general d + 1. A su vez, incluiremos el tratamiento de interacciones en la teoria de gravedad y cémo esto
afecta tanto a los correladores de la teoria en el vacio como a los estados excitados.

4.2, In-Out en Poincaré: interacciones

Como siguiente ejemplo de aplicacién a T = 0 se presenta el formalismo In-Out en coordenadas de
Poincaré. El eje central de esta discusidon es estudiar las consecuencias de las interacciones en la teoria de
gravedad sobre nuestros estados. Esto permitird ademds observar la prescripcion funcionar en dimension
arbitraria ademds de obtener el correlador para @ en espacio plano.

Cabe recordar que (ver Sec. 3.3.1) en la normalizacién de (OGC) ~ N? las correcciones en AdS poliné-
micas ®", n > 3 tienen acoplamientos g, ~ N>~". En este contexto, un limite N — oo estricto las teorias
relevantes son libres generalizadas. La expansiéon de un potencial general contendrd todos los términos
mencionados antes, de forma que la primera correccién en 1/ N serd un término de interaccién ctibica, que
es lo que tomaremos.

Es importante destacar que un modelo con un potencial ctibico solo puede ser un modelo de juguete. El
motivo de esto es que una teoria con un potencial puramente ctibico no tiene un estado fundamental bien
definido. Esto puede verse facilmente al comprobar que un potencial ctibico no estéd acotado por encima
ni por debajo: dado un valor del campo, siempre habra otro valor que el campo puede tomar para que
la energia del sistema baje. Luego, cualquier configuracién de campo es inestable y el sistema no tiene un
vacio o estado fundamental bien definido. Una teoria como la que se propone debe pensarse entonces como
una teoria efectiva en un régimen acotado de energias que eventualmente debe corregirse con términos
como un potencial que provéa un buen vacio, como un término cudrtico. Lo que se busca observar en este
modelo es ajeno a todos estos problemas y por tanto no se discute en las siguientes secciones.

109



4.2.1. Construccion de la geometriay pegado

La construccién de esta geometria es muy similar a la de la seccién anterior. Consideramos duales para
cadaregion como espacios AdS o H puros, y tomamos como superficie de pegado X las hipersuperficies tipo
espacio generaras en coordenadas de Poincaré a ¢ y T constante. Es conveniente resaltar que las variables
t y T usadas para esta seccion refieren a las coordenadas de Poincaré presentadas en la Sec. 2.2 y no son
equivalentes a las usadas en los ejemplos anteriores.

En particular las métricas son

1 d-1 1 d-1
ds* = = |-di* +dz*+ ) dx;|, ds* = = |+dr*+dz*+ ) dx; |, 4.2.1)
z i=1 z i=1

de donde es inmediato que las métricas inducidas sobre las ¥ cumplen la condicién de continuidad. El
cdlculo directo en estas coordenadas de la curvatura extrinseca sobre las superficies nulas muestra que nue-
vamente son triviales por separado K,y = 0, de forma que cualquier superficie Z constante puede pegarse
con cualquier otra.

El tnico detalle de esta construccion es que las coordenadas de Poincaré Lorentzianas no cubren toda
la variedad de AdS, de forma que la forma final del dual geométrico para una CFT definida en espacio plano
se muestra en la Fig. 4.3.

4.2.2. Campo escalar interactuante

Se considera un campo escalar real masivo auto-interactuante con un término de interaccién ctbico
sobre AdS puro descrito en coordenadas de Poincaré. Esto serd suficiente para entender como los estados
(3.5.5) se modifican en presencia de interacciones. La generalizacién de este procedimiento a multiples
campos escalares y de mayor espin es directa y se comentara sobre esto al final de la seccién.

La accién con la que trabajaremos sobre el camino de la Fig. 4.3(a) es,

—is=—1f \/§(6#®6”®+m2®2)—i§f JED®, 4.2.2)
2Ju 3J.u

donde la integracion tiene lugar en la variedad d + 1 dimensional .4 = .4, .4 |J.#_ obtenida pegando
seguin la prescripcién SvR segmentos euclidianos y Lorentzianos de AdS puro como se muestra en Fig.4.3(b).
La ecuacién de movimiento que se obtienen de (4.2.2) es

(O-m*)®=gad?, 4.2.3)
que resolveremos de forma perturbativa en g expandiendo el campo como
D =Dy + gD +g* Dy +---, (4.2.4)

obteniendo
(O-m?)®y=0, (O-m*)® =03, (O-m?)®y=20yDy, .... (4.2.5)

Aqui la solucién libre ®y cumple las condiciones de contorno asintéticas {¢*, ¢’} sobre 4.4, mientras que
las demds ®; cumplen condiciones de contorno de Dirichlet.
La accién en la capa de masa resulta

—i§= —%f\/g(aﬂcba”qn m20?) - i%’f\/gqﬁ,
:—éfdu(\/gqbd“@)+é/@@(D—mz)q)—igf\/gq>3,
:_éf\/?qm#auqnigf\/g@%i%f\/gqﬁ (4.2.6)

donde vy es la métrica inducida en el borde 0 y n* es el vector unitario normal a la superficie. Para escri-

bir la tercera linea se usé (4.2.3). Estas expresiones son formales atin, sin aclarar cémo se impusieron las
condiciones de contorno asintéticas. Al igual que en la seccién anterior, trabajaremos en un espacio AdS
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Figura 4.3: (a) Camino In-Out en el plano complejo ¢ (b) Dual holografico en coordenadas de AdS Poincaré.

regularizado UV por una distancia minima ¢, tal que las condiciones asint6ticas se imponen sobre z =€ < 1
en coordenadas de Poincaré. A esta se la llama prescripcion € en [11, 44]. El limite € — 0 se toma sobre los
observables. Insertando (4.2.4) en (4.2.6) se encuentra

—iS=—iSy—igSi—ig°So+...
i
:—EfWQJOn"()N(DO—ig(f ﬁ@onﬂauqn—f\/gcpg)—igf\/gq)o%mgz), 4.2.7)

donde el primer término es la contribucién de la accion libre, el segundo término se anula (ver Ap. A) y el
tercer término da lugar a las correcciones a primer orden en las funciones de correlacién que se buscan. La
contribuciéon f VY ®1 n“dquO estd ausente en (4.2.7) dado que, como se dijo arriba, ®; = 0 sobre 4. Dado que
el segundo término en (4.2.7) estd ausente, resulta que @ es lo inico que necesitamos de ® para obtener las
correcciones a primer orden en g para los correladores. En la siguiente seccién construimos dicha solucion.

Solucion libre @

En esta seccion se obtiene la soluciéon ®( para la variedad completa .4 resolviendo la primera ecuacién
en (4.2.5). Para ello, de forma similar a los casos anteriores, se buscan soluciones generales en 41y 4+ y
luego se encuentra @y como la tinica de estas que es continua y suave a través de las superficies de pegado
z*

Es interesante hacer un comentario sobre los términos de interacciones en la teoria de gravedad y los
meétodos de renormalizaciéon holografica. Para teorias libres, como vimos en el ejemplo anterior, la accién
en la capa de masa consistia solamente de términos de borde. Para acciones con interacciones esto ya no
es cierto y de hecho el término que dard las correcciones es el término de volumen fuera del paréntesis
en (4.2.7). Lo interesante es que puede demostrarse [65], que los términos de borde del caso libre son los
Unicos que hace falta regularizar, mientras que las contribuciones de interacciones en el volumen son finitas
automaticamente. Esto permite usar en los términos de interaccién la expresién para los campos en el limite
€ — 0, que simplifica su estructura y lleva a integrales de momento més manejables.

Seccion Lorentziana

La ecuacién de Klein-Gordon en .4, es

@-m?)®f =0. (4.2.8)
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con la métrica de Poincaré AdS,.; dada por
ds®*=z" ( dr? + dx* +dz), x=(x1,...,xd_1), Z € [€,00), te[T_,T,]. 4.2.9)
Usando el ansatz ®} = eTivitilx £ | (7) en (4.2.8) se encuentra
Zfh @+ -dzf (2) - 2° (K - 0*) fux(2) — m* f(2) = 0. (4.2.10)

En la prescripcion ¢, las condiciones de contorno asint6ticas para la ecuacién (4.2.8) se imponen sobre
Z=¢€,i.e.
(e, 1,%) = €2 (1,%). 4.2.11)
donde A=d/2+vyv=Vd?/4+m?. Para este caso se considera v e N°.
La solucién més general a (4.2.8) que satisface (4.2.11) se puede escribir como

®L(z,1,%) = f didx K. (z, t,% 1,%) ¢ (1,%)

+f dwdkg(wz_kz) (L:)ke_iwt"'l‘c_ukeiwt) eikng (]v(mz) Kv( )]V(‘/wz—kZE))'

+ 2m)d Ky (ge)

(4.2.12)

La primera linea, a la que de aqui en mds nos referiremos como solucién NN, garantiza (4.2.11) siendo que
el propagador del volumen al borde #; estd dado por [11, 44]

dwdk Zd/ZKv(qZ) e_lw(t D+ik(x— x)
2m)? 42K, (ge)

Aqui Jy es la funcién de Bessel de primer tipo y K, es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo [61].
Un pequefio corrimiento a los complejos —i0" se incorpora a g para definir univocamente las integrales de
momento en (4.2.13) como se muestra en la Fig. 4.4(a). Como se discuti6 en [13, 93], este corrimiento es el
adecuado para obtener el correlador de Feynman. La segunda linea en (4.2.12), 0 modos N, determinan el
campo dentro del volumen. Estd construida como una combinacién lineal de soluciones a las ecuaciones
de movimiento que por construccién se anulan en z = €. Notar que hemos escrito la segunda solucién
linealmente independiente de (4.2.8) (segundo término en el Gltimo paréntesis de (4.2.12)) como una Bessel
K, con argumento imaginario. La condicién de modo normalizable obliga a integrar para modos N solo
sobre momentos tipo tiempo, i.e. (w? —k?) = 0. Se han separado de forma explicita las frecuencias positivas
y negativas en (4.2.12), y enlo que sigue, [, siempre denota una integracién sobre R* solo para la frecuencia
o 7. El resto de las variables a integrar se toman sobre R. Mostraremos que los coeficientes Lf)k en (4.2.12),
en principio arbitrarios, quedardn univocamente determinados al pegar campo y momento a través de =*.

K® — w2 - i0*. (4.2.13)

Helz, t,%1,%) =€ f

Secciones Euclideas

La métrica y ecuaciones de movimiento en las regiones euclidianas pueden obtenerse por rotacién de
Wick sobre (4.2.9) y (4.2.10). El punto crucial sobre .4 es que T estd definida solo para la semirrecta R*,
dando lugar a la existencia de modos N euclidianos. Las soluciones generales a Klein-Gordon sobre .4, son

% (2,7,%) =f ATdX Ko (z,7,%T,%) ¢* (F,%)
+

T Ky Y
+f dwdk @((,UZ _kZ) Evjke+w‘[+lkxz2 (]V( (,()2 _k2 Z) ( )]v( (!)2 _kze)) , (4‘2.14)

+ 2m)d Ky (ge)

con el propagador euclidiano del volumen al borde dado por
d—A dodk Zd/zKV( v k2 +o Z) tw(r T)+ik(x— x)

2m4 €l2K, (VK + w?e)

La principal diferencia con su contraparte Lorentziana (4.2.13) es que los cortes ramales no interfieren con
el camino de integracion, como se observa en la Fig. 4.4(b). Notar que los modos N involucran exponen-
ciales reales en T con w > 0, de forma que se admiten modos e™? sobre .#. Los coeficientes E;k son la
contraparte euclidiana de Lik y también quedardn determinados al pegar las soluciones a través de *.

He(z,1,X7T,X) =€

5Elcasov =0 (el limite de masa minimo de Breitenlohner Freedman [66]) requiere tratarse aparte. Este detalle técnico se discute
en el Ap. A. En lo que sigue se toma v = 1.
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Figura 4.4: (a) Posicién de los cortes ramales (en rojo) en el plano complejo w y camino de integracién ( en
azul) en (4.2.13). (b) Posicién de los cortes y caminos de integraciéon para el propagador euclidiano.

Pegado de las soluciones
Las condiciones de continuidad a través de £,
(@§(t,%,2) - (1,%,2))5. =0, (0:Df(£,%,2) + 10, D5 (T,%,2)) 5. =0, (4.2.15)

fijan los coeficientes L, y E>, en (4.2.12) y (4.2.14) como

2 12\
_ _. 7w (w—-k°)? . _
('bll.(,()k’ Eik = e+lmTi¥ (l(/)iwk_i_ eilei(pliwk) , (42].6)

oY
¥ = iin;ﬂ(aﬂ_k )2
2v-1T(v)

wk 2v-1 r'(v)

donde (pf)k y (/)j)k son las componentes de Fourier de las fuentes definidas en (4.2.21) y (4.2.25). El detalle de
este pegado, algo denso matemdaticamente, se hace en el siguiente apartado, que el lector interesado en los
correladores puede saltear. Relaciones de este tipo fueron obtenidas para un problema similar en [94].

Detalle del pegado de soluciones

En este apartado se trata cuidadosamente el pegado de las soluciones encontradas arriba, llegando a
(4.2.16) a partir de (4.2.15). Las ecuaciones de continuidad (4.2.15) sobre =* dan relaciones lineales entre
L* y E* que las determinan de forma univoca en términos de las fuentes ¢*. Para el computo de estas rela-
ciones se puede tomar el limite € — 0 desde el comienzo. Esto estd permitido, puesto que las fuentes ¢p=* se
anulan cerca de Z*. La ausencia de fuentes garantiza que las configuraciones de campo se puedan expandir
en términos de modos N, de forma que no hay divergencias en esta cuentay el regulador es superfluo. Des-
de un punto de vista matematico, esto se hard manifiesto en (4.2.30) donde puede verse que solo el orden
€% de los coeficientes L* es relevante.

Se descomponen las ecuaciones de pegado en sus componentes de momento como

@(wz—kz)fdxe"'k"f dz2'"2 ), (Ve -Iez) x lim (4.2.15). (4.2.17)
0 €—
Se utilizan ademas las siguientes propiedades [95, 61]
_. [ - S —
@(@)5(k—k)f dzz]v(\/wz—kzz)]v( (Dz_kzz):(wT“wI), (4.2.18)
0
5 0o 2_k2)%67—v
5(k-k d V?-Kz|K,(§z) = ( . 4.2.19
( )/0 22l (Vo 62| K39 = G s (=70 (4219
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con g definido en (4.2.13). Se muestra a continuacién el comportamiento de (4.2.17) cerca de las superficies
>* para las soluciones Lorentzianas y euclidianas (4.2.12) y (4.2.14) en el limite € — 0.

Seccion Lorentziana Se analizan las partes NN y N de ® por separado. Las componentes en el espacio de
momentos de la parte NN de (4.2.12) son

A L v o
@(wz_kz)[dwdkA(wz_k2)ze—lwt(fdxe—zx(k—k)) (/dzz]v(w/wz—kzz)Kv(ﬁZ))=

@2md 2v-1T(v)

2 —k2 v (Pli e—i(I)t
0(w? 1) LX) fdd) _ ok : (4.2.20)
2val(v) (@ - (lw|—i0%)) (& + (lw| — i0))
con la transformada de Fourier de la fuente (,bf)k dada por
oL, zf didx p*(1,%) eI, 4.2.21)
0.,

La integral sobre @ en (4.2.20) se resuelve por Teorema de Residuos, con el contorno de integracion cerrado
por arriba/abajo para *. Para dar un ejemplo, puesto que la fuente ¢’ (#,%) se anula suavemente antes de
llegar a =, para t cercano a X" se cumple que (¢t — ) ~ (T; — 1) > 0, de forma que la curva de integracién
para @ se deformard hacia abajo. Lo opuesto sucede para X~ . En resumen, la contribucién NN a (4.2.17) es

ﬂ(wz—kz)%

2V=1T(v)

O(w? -k?)

(4.2.20) = ———— (iXok i) €™ t~2%; Xok = (4.2.22)

donde se dejo6 de lado tanto el regulador ;0" como el valor absoluto, puesto que w > 0 para los modos N.
Notar que solo las componentes de Fourier tipo tiempo de ¢ excitan los modos normalizables (ver [93]).
Las componentes en el espacio de momentos de los modos N son

dadk
@m)d

2 q2 ~2 T2\ (;+ _—idt , ;- it i(k—k)x
O -k )L @(w k )(La),f(e +L¢z),fce )(fdxe )x

2 _ 12 . .
x (f dz z]v(\/a)z—kzz)]v(\/ QZ—RZZ)) = O(aéka)(L:)ke_“”WL;ke“”), (4.2.23)

donde se us6 (4.2.18). Notar que ona de las funciones escalén © es redundante y fue descartada.

Secciones euclidianas El caso Euclideano, (4.2.14), se sigue de forma andloga al Lorentziano. La parte NN

):

5 $2\2
-t |@0% +K y o -
G)(wz—kz) dodk w,k( ) elwr(fdxelx(kk))(deZ]v(‘/a)z—kzz)Kv( /(I)Z+kzz

@emd  2v-ITr'(v)

2 —k2 v (p-f eid)‘r
Ow? - 1)K fdd) ok (4.2.24)
2Val(v) (@ —ilwl]) (@ + T|wl)
con la transformada de Fourier para la fuente euclidiana dada por
¢k, = f didx ¢* (F,%)e 1 @T X (4.2.25)
+

La integral sobre @ también se resuelve por residuos en analogia con el caso anterior. Cercade X%, (t—7) <0,
de forma que e’®"~7 requiere que el camino se cierre por abajo, encerrando el polo en @ = —i|w|. Para ./_
se cierra por arriba. Ambos casos se pueden resumen en la expresiéon

Ow? -k
(4.2.24) = % Xok Pri@ " T~ZF, (4.2.26)
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Notar de (4.2.25) que (b%iwk tiene el signo apropiado de “frecuencia imaginaria” tal que la integral resulta
convergente.
Los modos N euclidianos dan

B(w? -k

> E* eT¢T T~3* (4.2.27)
Tw

wk
Tomando en cuenta todas las contribuciones (4.2.22), (4.2.23), (4.2.26) y (4.2.27) uno puede escribir
(4.2.17) como un juego de ecuaciones lineales
— 0Ty | (; L —ioT.
L™ + (ixox P+ Log) €7 = Yok @L joc + Epic
— 0T, _(; L —iT
Lye"™ = (iXok P+ Lot €7 = Kok @ i~ Epc
: L -\ 0T —ioT. _ - -
(lX(Uk (P—wk + ka) e+ L:)ke = Ewk * Xok (Pia)k
; L -\ HioT- —ioT- _ - -
(l)(wk (P—wk + ka) e’ — LZ;ke o= wk ~ Xok (rbiwk
cuya solucién es (4.2.16).

El interés que guarda este apartado es mostrar la dificultadque puede presentar o el nivel de cuidado
que requieren el pegado de las soluciones sobre las regiones X. Luego, serd de gran interés pragmatico la re-
interpretacion diagramaéticas de las contribuciones en términos de la extension analitica de las reglas de los
diagramas de Witten que daremos al final de la seccién. Dado un juego de reglas adecuado para el camino
SK bajo tratamiento, uno puede sortear el pegado de las variedades y calcular directo las contribuciones a
los correladores.

Accién en la capa de masa: contribucién libre

En esta secci6n generalizamos a coordenadas de Poincaré y a dimensién general d los resultados ob-
tenidos en la Sec. 4.1. En particular, calculamos para los estados excitados (3.5.5) el producto interno y las
funciones de 1 y 2 puntos de operdores locales escalares @ de dimensién conforme A. Con este fin, evalua-
mos la accién en la capa de masa.

Se considera en esta seccién la contribuciéon Gaussiana Sy en (4.2.7). Insertando las soluciones (4.2.12)
y (4.2.14), con L:f)k, E* coeficientes dados por (4.2.16), en la expresion de Sy se encuentra una suma sobre

wk
las 3 secciones que se ven en la Fig.4.3(b)®,

~iSo=—iS; —iSk—iSy

1 _ i _ 1 A - _
= _Ef drdxe 2 ¢* (z62<1)3)|2:€—5fdtdxe At (zdztbéﬂzze—if drdxe ¢~ (20,95)|,_.
+ —
(4.2.28)

donde se reemplaz6 el elemento de volumen ,/y = ¢~ % se utilizaron las condiciones de contorno (4.2.11) y

se omitieron los argumentos de las funciones arriba para acortar la expresién. Solo las constribuciones de
borde asintético (z = €) aparecen en la expresion dado que el pegado que llevamos a cabo en las secciones
anteriores garantizan que las contribuciones de los bordes * se cancelen entre si [13].

El andlisis asint6tico de los términos de borde en (4.2.28) muestra que tanto las contribuciones N como
NN contribuyen a los observables de la teorfa. Se muestra explicitamente esto para el caso Lorentziano,
siendo que los términos euclidianos se siguen de forma andloga. La parte NN en (4.2.12), para z = € se
comporta como

. (29K, (q2)) 41—V

_ o Ay .d-A 2 A _2v -1 2
1K, (qe) =(d-MNe*™*Py_1(¢°) +e*¢* In(q) [ (-1) o T (4.2.29)

zZ=€

Siguiendo [11, 12], se observa que la expansién anterior tiene dos contribuciones cualitativamente distin-
tas: una analitica y dominante dada por un polinomio P,_; (g*) de orden (v — 1) y otra no analitica que

6La accién en la capa de masa, tanto la parte libre como interactuante, deben siempre entenderse como funciones solamente
de las condiciones de contorno asintéticas, i.e. S [¢>L ,¢*1. Para no sobrecargar la notacién, en lo que sigue de esta seccién se omite
sefialar esta dependencia explicitamente.
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contiene, para v € Z, términos logaritmicos In q. Los primero da lugar a términos de contacto en Sy y aqui
se dejan para ser tratados en el Ap. A. Los segundos dan la contribucién fisica, i.e. los correladores en la
teoria conforme dual. Los modos N, segunda linea de (4.2.12), en una expansion en € dan

d de( z) v (217
Ly €0, (zz ]v(\/ -K ) %, (g¢) ]V(V wz—kze)) _ :L:f)keA (0? -K%)? (F( ) +O(€2))
v 41 v _
=" (w?* - K?) (r( )znei’” ¢1iwk+0(e2)).

(4.2.30)

Notar que el comportamiento dominante, en factor comun, es e® tanto para (4.2.29) como para (4.2.30),
que compensa precisamente el factor e~® que aparecian en (4.2.28). Potencias més altas en ¢ de (4.2.29) y
(4.2.30) no son relevantes para (4.2.28), dado que desaparecen en el limite € — 0. Notar que la contribucio-
nes de (4.2.30) no da lugar a nuevos términos de contacto a pesar de ser analiticos en (w? —k?) debido a
que los modos N estdn solo integrados sobre momentos tipo tiempo (ver (4.2.12)). Ver Ap. B para un analisis
detallado de esto.

Con este andlisis hecho se puede llegar a una expresién para la accién libre en la capa de masa Sp.
Reemplazando (4.2.29) y (4.2.30) en (4.2.28) lleva a integrales de momento que se resuelven en detalle en
el Ap. B. Aqui presentamos los resultados. Las expresiones adoptan una forma compacta definiendo una
distancia entre puntos 1 del contorno en Fig.4.3(a) como ’

T-—-it 7T<0 en ./
P=x-%%-n-m> n= t te[T_,T,] en. .t , (4.2.31)
T,—it =0 en ./,

|xH — xH

con el término cuadrético en las fuentes Lorentzianas, regulado tipo Feynman, |x* — P = x—-%2%-(t-
f)?+i0*. Para x* € 4 y " € .4 la distancia se escribe como |x* — #4|? = (x—%)? — (t— (T — i1))?.
Para la seccion Lorentziana .#/; 1a accién libre en la capa de masa es entonces

L - < L - <
oo+ zZvF(A)/dtd fdwr(p (LYPHER) (fd _ O X (ER) fd _ O X (E%) x))

2 715T () | — ]2 | — |24 |k — xH |28

y expresiones similares se obtienen para las secciones euclidianas ./

S(';— lZVF(A)fd ix (f drngb (1,x)¢™ (T,%) /d d~¢ (1,xX)¢~ (TX)) [dth,b (Tx)cp (£,%)

2 75T () |k — k|28 |k — k|28 |k — Xk |24

S = lZVF(A)fd dx
nzr(v)

(fd d~(/) (1,x)¢" (1,X) [d d~(p (7,x)¢* (T, 5{)) fdthp (7, x)(p (7,%)

| xH — x,u|2A |xH — _x,u|2A | xH — x,u|2A

Notar que los términos cruzados en fuentes en estas expresiones se suman en (4.2.28). A continuacién se
obtienen con estas expresiones las contribuciones libres para los productos internos y las funciones de 1y
2 puntos entre estados excitados.

Producto interno: El producto interno entre estados excitados (3.5.5) se obtiene colapsando la regién
Lorentziana (AT = (T — T-) — 0) en ausencia de fuentes lorentztianas [63]. Esto significa considerar solo
los primeros términos en Sj y S; . Definiendo

P T, x=0(1) ¢ (1,%+0(-1) ¢ (1,%), (4.2.32)

7Uno podria alternativamente parametrizar el camino como

T-—i(A-T-) A=<T- en /-
nA) = A Ae[T-,T+] en. U
T+—l'(/1—T+) A= T+ en /-

donde A € (—00,00).
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el producto interno se puede escribir como [63]

(4.2.33)

_ L 1 _._[2vra)  pF(r,x)¢F(F,%)
In(p" 1P g0 =Al%r£10150|¢u:0 = Efdrdxf drdx( ¢ ¢ )

73iT(v) (X=%%+ (T -7~
de acuerdo con la expresion en [12]. Se recuerda una vez mds que en [12] la expresién no tenia esta inter-

pretaciéon aunque matemadticamente son idénticas.

Funcién de 1 punto: La funcién de 1 punto se obtiene de los términos lineales en la fuente Lorentziana
¢ en Sy,

@O | 88y
@Np)  lgmo  0PL(1X

Er= =
f drax| 218 ¢ X (4.2.34)
A5 (v) |6k —xH28

(pL
Notar que esta expresion corresponde a la propagacion de las condiciones de contorno Euclideanas ¢ ala
region Lorentziana. Recordar que por la defincion anterior de distancias, X, = (T4 ¥ i7) para 7 2 0.

Funcién de 2 puntos conectada: El segundo término en (4.2.28) es el que contiene la informacién rele-
vante. El resultado es
(P'ITIO(1L,X)0 (X)), 525 2vI(A) 1

(@*1p™) g=0 = _l6¢L(t,x) 6¢)L(f,f() $r=0 - n—%r(v) (x—-%)2—-(t—-D2+i0")A" (4.2.35)

Las ecuaciones (4.2.33)-(4.2.35) recuperan y generalizan los obtenidos en [63, 13].

Accibn en la capa de masa: contribuciones por interaccion

En esta seccién calculamos las correcciones a orden g a la accién en la capa de masa. Ya se mencioné
que el segundo término en (4.2.7) se anula identicamente (ver Ap. A), de forma que el término relevante es

S) :-g f dzdndxyg (Po(z,1,%)°, (4.2.36)
M

donde se us6 la variable temporal compleja 7 introducida en (4.2.31). Como se mencioné al principio de
esta seccion, las integrales sobre el volumen de AdS que surgen en el tratamiento de interacciones pueden
tratarse en la prescripcién asintética, i.e. tomando desde el principio el limite € — 0. En base a resultados
obtenidos en [65], se dard una forma analitica y cerrada para estas contribuciones.

Para el calculo de (4.2.36) se necesita la expresion para ®( de la prescripcion asintética. Esto se obtiene a
partir de las expresiones (4.2.12),(4.2.14),(4.2.16) tomando € — 0. Para la parte NN, primera linea de (4.2.12),
el limite deja una integral en momentos que puede resolverse analiticamente [12, 13],

. _ _ _ I'(A A _
lim [didx %, (z, t,x;t,i)<pL(t,i)=ifdtdf(( d( ) £ ~|o"(E%), (4.2.37)
=0 w2 (W) (JxH — T2 + 22)

notar que el propagador de volumen al borde queda regulado tipo Feynman como se menciona debajo de
(4.2.31).

Ahora se muestra que los modos N que contienen la informacién de los estados excitados (segundalinea
en (4.2.12)) se puede escribir como una convolucién entre fuentes euclidianas y una extension analitica del
propagador de volumen a borde. Tomando € — 0 en los modos N, con Lik dado en (4.2.16), se encuentra
nuevamente una integral de momento que puede resolverse y que lleva a (ver Ap. B)

1-v v
(I)é(N)(Z,t,X)ZZ 7[ dwdk@(wz—kz)(wz—kz)izgjv(\/wz—kzz)

rv) J+ @md
(f didge iw(Ty—it)—1)+ik(x— x)(p (, x)+f dexe w(t—(T-—iT))+ikx— x)¢ (£,%)
(A A
f drdx( & - A)(PE(f,i), (4.2.38)
2T (W) (Jx# — T2 + 22)
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con ¢F definido en (4.2.32) y la distancia |x* — ¥*|? en (4.2.31). Se obtienen expresiones andlogas para los
campos en .#+. Recordando la compleja variable de tiempo 1 introducida en (4.2.31) motiva la definicién

de una sola fuente
¢ (1,x) ond -

¢Mm,x) =< PpL(t,x) ond, M (4.2.39)
¢t (1,X) ond, M,
que permite escribir ®( sobre la variedad de signatura mixta .4 como una unica integral compleja que

retine las contribuciones de las fuentes Lorentzianas y euclidianas. Resumiendo, la expresion final para &
en la prescripcion asintética teniendo en cuenta todas las fuentes es

I'(A) z8

Dolz,m,X) =i [ dﬁdi( )(,b(ﬁ,i). (4.2.40)
ou

Insertando la expresion anterior en (4.2.36) conduce a una integral sobre M conocida [65],

I'(A) z
nd/ZI‘(v) (lx/,t_xrlf‘|2 + ZZ)A

dzdndx
__f dzdndxy/g (®0)° = gf d?l ]'[( | dmidx;
i=1 i

3
_ gl(3)T(z+v) ﬁ( d ~dx-) $M1,x1)P((12,X2)P(13,X3)
2nir )3 o |l = x5 1A xh — x5 1A — xh12

(p(niyxi)

"3
g 3
BEY I1 (fM dmdxz')¢>(nbxl)(P(nz,xﬂ(P(ns,Xs)%(x VXh, X5), (4.2.41)

donde los argumentos xf de las fuentes ¢ definidas en (4.2.39) se encuentran en A = 0,4 Us_.«4 Us, u,,
y la expresion para Z es

=L T (A/2)°T (A/2+v)T ()2

R, X =
1042 .
274 Ixi‘—xglﬂlxg—xglAlxit—xglA

Dado que (4.2.41) contiene potencias de ¢ hasta el orden ctibico, obtenemos correcciones en el pro-
ducto interno y correladores conectados de 1, 2 y 3 puntos. El orden dominante de la accién en la capa de
masa para nuestro sistema es

1
S= ——f VY Ponto,@o - gf V8 () 3 = (4.2.28) + (4.2.41). (4.2.42)
2 Jo.u 3Ju

Correccion al producto interno: De la accién en la capa de masa podemos obtener el producto interno
entre estados excitados. Esto se encuentra apagando las fuentes Lorentzianas y tomando un intervalo de
evolucién temporal real nulo [63].

3
1n<<p+|<p—>EA1%90(4.2.42)|¢L:0:(4.2.33) gﬂ( fﬁ p dridxi)¢E(Tl,xl)(pE(Tg,xz)(pE(Tg,xe,)%(x X, x5),

(4.2.43)
con (,bE definido en (4.2.32). En analogia con el caso no interactuante [63], el lado izquierdo de la ecuacion,
que se reduce al calculo de una funcién generatriz para una teoria deformada con una fuente ¢ en el borde
de AdS euclidiano, reproduce el resultado de [65].

Como puede verse, los estados excitados definidos en (3.5.5) no estdn normalizados. Definiendo

£ +
=N = Nilp™),
la normalizacién adecuada se obtiene como

NpEIpE = INL e (1+igS) =1 = Ni:e—%SO(l—i—sl),
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donde se expandi6 a primer orden en g. Recordar que al tomar AT — 0, tanto iSy como iS; se vuelven can-
tidades reales, ver (4.2.33) y(4.2.43). Luego de manipular las expresiones, el producto interno normalizado
se puede escribir como

NP1y = e 2 0D (1 -8 f (¢~ (1, x) - (@F (T1,x1)*) (s f ¢ (x3)¢p (xg‘))%(x{‘,xz,x3))
3 Jou_ s== \ Jou,

(4.2.44)
que naturalmente es maximo cuando (¢ (1,X)* = ¢p*(-7,X) = ¢~ (7,%). Una vez mds, esta es la regla de
conjugacién euclidiana dada en [91]. La norma [¢p~ — (¢p7)*12 = (¢~ — (¢)*, ¢~ — (¢)*) construida en [63],
se induce del producto interno en el espacio de los campos suaves definidos sobre 8.4_ como®

(1, ¢2) = f drdx f dfdi(zvr(m 17,2 920, % )

1T (x=%2+ (T +D)H)A

El factor en paréntesis modificando el comportamiento gaussiano en (4.2.44) indican que, en presencia de
interacciones, los estados excitados se desvian de un comportamiento coherente.

Correccion a la funcién de 1 punto: La correccién a primer orden a la funcién de 1 punto (4.2.34) se
obtiene tomando la derivada a (4.2.41) respecto de (,bL. El resultado es

(P 1O(t,x)|p™) _04.2.42)
@rlp™) 6L, [y

(4234)+g]‘[(f dr; dxl)</> (T1,x1)P" (12,%2) B (x, x5, xH) . (4.2.45)

En el limite AT — 0, i.e. cuando no hay evolucién temporal, la expresién dada se interpreta como el ele-
mento de matriz del operador @ entre los estados |¢p*). La correccion indica nuevamente una deformacion
del comportamiento coherente, puesto que ya no hay una relaciéon lineal entre los elementos de matriz y
las fuentes euclideas [63, 93].

Correcci6n a la funcién de 2 puntos: Tomando la segunda derivada de (4.2.41) con respecto a ¢’ da la
correccion a primer orden,

(@PHTIOEXOEDG) _ §°(4.2.42)
(p*lp) C 8L, x) 6PH(E,R) | g

= (4.2.35) - 2g f drydx ¢ (r1,x1) R (xl, 7, xH) .
¥4

(4.2.46)
Es importante sefialar que esta correccion tiene origen fisico como excitacion del vacio, dependiendo ex-
plicitamente de la forma arbitraria de ¢¥ y no corresponde a una dimensién anémala del operador en la
CFT, como su sigue de otro tipo de correcciones que surgen al considerar también interacciones en la teoria
gravitatoria, cf. [96].

Funcién de 3 puntos Una tercera diferenciacién con respecto a ¢ de (4.2.41) lleva a la funcién de 3
puntos,

(@FITIO(1,x) 0 (R OER]P) _ 63(4.2.42)
(P*lp™) " SPL(L,%) SPL(E R SPLE D) gm0

=2g R(xH, xH, XM, (4.2.47)

Esta es la extension a tiempo real, ordenada temporalemente del resultado de [65]. Notar que no hay de-
pendencia en ¢F de (4.2.47). Esto es producto de la naturaleza ctibica del vértice de interaccién y es similar
al resultado encontrado en la Sec. 4.1 para la funcién de 2 puntos en una teoria libre. Sin embargo, en el
caso presente, la independencia en las fuentes euclidianas solo se sostiene a primer orden en lambda y no
es un resultado exacto.

8Notar que el denominador no se anula nunca dado que, a diferencia del propagador de borde a volumen, depende de (7 + 7)
en lugar de (7 — 1), ver [63].
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4.2.3. Resumen y andlisis de los resultados
Estados compridos desde BDHM

De forma general, el uso de la correspondencia AdS/CFT en el limite de N grande implica el conside-
rar una teoria de gravedad semiclésica. En el limite estricto N — oo los estados excitados considerados se
manifestaron como coherentes. En esta seccién se mostrard que las interacciones ctbicas en la teoria de
gravedad (4.2.36) conllevan a que los estados (antes coherentes) se deformen a coherentes-comprimidos.

Para esto, se retoma la prescripciéon BDHM [15, 45]. Se recuerda que la construccién BDHM consiste en
cuantizar canénicamente los campos en la teoria AdS y extraer una expresién para el operador dual a partir
de®

6(t,x) =N, lim 2 2®(z,1,%). (4.2.48)

El factor de normalizacién N, = 2v = 2A — d es necesariopara un correcto acuerdo entre prescripciones
[63, 16, 97].

A partir de la accién (4.2.2), se construye un campo cuantizado interactuante ® de forma perturbati-
va en g. La parte libre @, es una combinacién lineal de los modos ortonormales correspondientes a las
autofunciones de la ecuacién de KG con operadores escalera como coefiecientes, i.e. [93]

e"‘”"'k") 22, (\/ w? — kzz) . (4.2.49)

dwdk
Q2 )d/2

®o(z, t,X) = \/_f

2 2 —iwt+ikx t
(w* -k )(awke +a

A partir de esta expresion y de (4.2.48) se obtiene el operador CFT a orden mds bajo, g°

Oo(t,x) =N, lim z_Atf)o(z, t,X)

d(Udk 2 2\3 —iwt+ikx T iwt—ikx
T - 1F(v)f T Sk ( wke@ +al e ) (4.2.50)

(Zﬂ-)d/z wk

La correccion a primer orden para el campo cudntico se sigue de (4.2.5) y es [46]
g®(z,t,%) = gf didxdz\/g Gz, 1,%2,1,%) : (Bo(2,1,%)°
M

donde G(z,1,x;Z,1,X) es el propagador de volumen a volumen en AdS [8] y : A : es el orden normal del
operador A. Usando la relacién [44]

A A sA

) 2 ) A T z

hmG(z L2, 6X)=——X (6,%2,,X) = —— d/z( ) A
2y 2v\mPTW) (13— Eul? + 22)

la correccién a orden g del operador en la CFT resulta
01 (t,%) = Nvling)z_A@I(z, 1,X) = —f didxdz/GH (1,% 2 1,%): (B(2,1,%)" i~ (a+ah?. (4.2.51)
z= M
De forma que a primer orden se obtiene

O(t,x) =0y(1,X) + g0, (1,X) ~a+a' +(a+ah?, (4.2.52)

mostrando que la correccién €, conduce a términos cuadraticos en los operadores escalera.

El paso final es notar que la exponencial ordenada sobre el camino en (3.5.5) puede pensarse como
una evolucién temporal con Hamiltoniano [ dx € (r,x)¢~ (7,x), avanzando en tiempo euclidiano desde el
infinito pasado hasta el tiempo del estado inicial en (3.5.5). De (4.2.52) se observa que dicha “evolucién
temporal” es cuadrética en operadores escalera. En este contexto, se usa el resultado de [47] donde, usando

9La expresion presentada estd en coordenadas de Poincaré. En la Seccién anterior se us6 una expresion analoga en coordenadas
globales. Una expresioén covariante podria darse en términos del momento conjugado respecto de la coordenada radial hologréfica.
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teoremas de desenredo para separar las exponenciales, se muestra que la evolucién bajo un hamiltoniano
general cuadréatico

1
H(r) = %wwk(l‘) (ﬂlk%k + E) + ) (fa)k;a")f((t) “Z)k“:;f( + h.c.)

wk;ok
+ Y BuakD|a ( ! it 25wk wk) +y (hwk(t) al, + h.c.) (4.2.53)
wk;éwk wk
lleva el vacio de una teoria a un estado coherente-comprimido
exp{Zawk(t)a + Y LoakDal . }|o>. (4.2.54)
wk;ok

con parametros @,k (?) y ¢ .ok (¢) determinados a partir de los de (4.2.53)[47]. En resumen, a orden lineal
en g, los estados (3.5.5) representan estados coherente-comprimido. En este caso concreto se obtiene

Joiai ™ =85 )dfdw (T, x)f VEH (1,21, )szV(VwZ—kzz)Jv(\/ ~k z) Haru)E-ikelok
Bokak(D = 8 )dfdxgb (t, x)f VEH x5 502, (Vo2 -2) )y ( a)z—f(zz) ¢ {@-)T+ilIox
_ 1 V\/E - 2 2 % iwT—ik x _
hwk(‘[)zm/dX(P (7,%) ((U _k) el T, Wk (7T) = ukwk(T)

La evolucién “temporal” en (4.2.54) debe entenderse como evaluada a tiempo euclidiano 7 = 0 asociada a
una evolucién completa a lo largo de la variedad .Z_.

Este resultado muestra el poder de computo de la prescripci6on BDHM fuera del caso libre. Es importan-
te destacar que esta caracterizacion de los estados solo funciona a primer orden en g y es particular de una
interaccion cubica.

En esta direccidn y antes de observar los puntos finales sobre este ejemplo, es menester enfatizar que
los estados (3.5.1) fuera del limite N — oo, pierden su cardcter coherente para convertirse en estados mas
complejos. La propiedad inmanente de estos estados a cualquier orden en perturbaciones no es por tanto
la coherencia, si no la capacidad de tener asociada una geometria clasica dual sobre la cual hacer pertur-
baciones. En los dltimos dos apartados comentamos sobre la interpretacion diagramdtica de los resultados
obtenidos para nuestros estados y sobre la extension de los resultados de esta seccion al caso de mdas cam-
pos vy su relacion con el entrelazamiento.

Interpretacion diagramatica:

El resultado (4.2.40) y el vértice de interaccién (4.2.36) admiten una interpretacién diagramaética de to-
das las correcciones encontradas (ver Figs.4.5y 4.6). El propagador de volumen a borde, dado por el parén-
tesis en (4.2.40), que transporta la informacién de ¢p(n,x) de 0.4 a un punto dentro de .4, se representa con
lineas ondulantes. La interaccién cubica (4.2.36) se grafica como 3 lineas ondulantes que se encuentran en
un punto. Correcciones de orden superior en g involucran el propagador de volumen a volumen que unan
puntos dentro de .# que podrian estar también unidos por lineas ondulantes. El color de las lineas (ro-
jo/azul) solo sefialan la dependencia en el estado inicial/final. Por construccién, al tomar el logaritmo de
la funcién de particién, solo los diagramas conectados deben tenerse en cuenta y en el limite de gravedad
semiclésica, solo los diagramas arbol.

Como regla general, las correcciones gk a la funcién de correlacién n-ésima se compone de: (i) tomar
n puntos en el borde Lorentziano 0.4 1, llamados (t,x), (f,X),..., (ii) se ubican k vértices de interaccion en
el volumen y (iii) se consideran todos los posibles diagramas conectados de orden arbol que lleguen a los n
puntos Lorentzianos. Las patas libres que no lleguen al borde Lorentziano deben unirse de todas las formas
posibles a las secciones euclidianas que muestran las correcciones en el estado inicial/final. A primer orden
en g, se muestran ejemplos de esto en las Figs.4.5 y 4.6.

En este marco general es facil entender por qué la primera correccién a la funcién de 3 puntos en (4.2.47)
no depende de las fuentes euclidianas puesto que no quedan patas libres a ese orden para incluir una de-
pendencia en los estados. Esto también de un marco mds general al resultado obtenido en la Sec. 4.1, donde
se observa que la funcién de 2 puntos es independiente de las fuentes euclidianas a orden g°.
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(@) (b)

Figura 4.5: (a) Ejemplo de un diagrama que contribuye a la correccién del producto interno. Los puntos de
insercién en el volumen y de fuentes euclidianas estdn integrados en més de M y dM.. respectivamente. El
resultado completo es 4.2.43. (b) Ejemplo de un diagrama de correccién de primer orden que contribuye a
la funcién de 1 punto. Se obtiene de (4.2.41) mediante la eliminacién de una fuente Lorentziana y la integral
que la acompaiia. El resultado final de la correccién a primer orden viene dado por (4.2.45).

Interaccién y entrelazamiento

A lo largo de toda esta seccién y por simplicidad se ha trabajado con un solo campo escalar. Sin em-
bargo, el mismo formalismo se extrapola directamente al caso de varios campos en interaccién usando
(4.2.40)'°. Se muestra debajo que de forma general, interacciones entre campos en estas teorias llevan a
estados entrelazados de la CFT.

Se toma, por ejemplo, 3 campos escalares ®;, I = 1,2,3 con una interaccién dada por

81K fﬂ Vg ©1D ;D .

El espacio de estados estd definido como /7 ® #% ® A3.
La prescripcion BDHM [15, 45] implica

O1(t,%) = Oro(t,X) - g1jK fﬂ VEX (%2, 1,%) 1 (D2, 1% Pkyo(2,1,%) :
=Or.0(t,X) — 817k Oj:1 (1,X) . (4.2.55)

Expresando ®y,(z, ¢,X) en términos de los operadores escalera ay, la correcciones a orden g, Ok;; resulta
lineal en la combinacién de operadores

a}a};, asag , a}aK (4.2.56)

Luego, los estados excitados solo por fuentes ¢; # 0, por ejemplo, serdn

|p1) = .@{exp _jz;ﬂ— $1(T2,%) (O1,0(T5,X) — 817k Ojk:0(Tx,%) } |0) (4.2.57)

de forma que el segundo término del exponente, proporcional al acoplamiento gk, contiene productos
a} a} que tipicamente caracteriza estados maximamente entrelazados en el espacio #; ® #%. Notar tam-
bién que los estados términos en el formalismo TFD tienen también esta forma [31, 32, 35, 56], ver Sec.

2.1.2.

10yUna discusién complementaria del caso de varios campos puede hallarse en [15].
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(@) (b)

Figura 4.6: Ejemplos de diagramas que contribuyen a las correcciones de las funciones de 2 y 3 puntos. El
diagrama de la Fig.(b) manifiesta la independencia de la fuente euclidiana de la correccién de primer orden
de la funcién de 3 puntos.

Este resultado sugiere una posible conexién con algunas ideas y resultados recientes que apuntan a
que la geometria cldsica (emergente), y las configuraciones de campo en ella, deberian estar intimamente
relacionadas con estados entrelazados en la teoria de campo cudntico del borde [99, 100, 101, 102, 103, 81].
Mais recientemente, estas ideas se han desarrollado en el contexto de las redes MERA [104, 105, 106].

4.3. In-In

Este ultimo ejemplo a T = 0 muestra un caso donde el ordenamiento impuesto por el camino no es del
tipo Feynman. El énfasis que se busca es el de que si bien puede haber formas mds naturales que otras para
elegir como sortear los polos para las soluciones Lorentzianas del campo en AdS, en definitiva no importa
cudl se ponga puesto que el pegado determinara el adecuado para el problema. Dicho de otro modo, para
escribir las soluciones generales (4.1.12) se requiere elegir un camino de integracién para el primer término,
pero dado que la diferencia entre la eleccién de dos caminos distintos siempre se puede poner en términos
de una combinacién lineal de modos normalizables y que la solucién atin contiene coeficientes arbitrarios
L*, esta eleccion es espurea hasta tanto no se determinen los tltimos.

El camino In-In, mostrado en la Fig. 4.7a, difiere con el In-Out en que posee 2 secciones de signatura
Lorentziana que forman un camino cerrado en el tiempo del tipo de Schwinger-Keldysh. Se asignaré a cada
tramo horizontal una variedad AdSs (cuyos tiempos fluyen en direccién opuesta) y a cada tramo vertical
media esfera H3, como se muestra en la Fig. (4.7b), donde también se define la nomenclatura que se usara
para esta seccion. Como se mostré en la Sec. 4.1, el pegado de este tipo de regiones puede hacerse sobre
cualquier superficie t/7 constante.

Ya con la intuicién del camino In-Out, es razonable esperar que la propagacion en .4 sea ordenada
temporalmente y en .4, sea ordenada anti-temporalmente, segiin se recorre el camino. El hecho de que
el camino sea abierto lo distingue de los caminos SK cerrados donde mostramos que hay una matriz de
propagadores, producto de que ya no hay una sola forma de conectar dos puntos. El camino In-In, a pe-
sar de contener segmentos Lorentzianos de ida y vuelta, es abierto y por tanto solo admite el célculo de
propagadores que sigan el orden del camino. El resultado interesante de esta seccién es comprobar que el
correlador entre los GDL de .4 y .4 se corresponde con lo que se conoce con una funciéon de Wightman,
que no tiene una interpretacién en términos de un ordenamiento temporal, pero si en términos de condi-
ciones de analiticidad, siendo analitica en el semiplano inferior de la coordenada temporal, ademads de ser
no nula dentro y fuera del cono de luz.
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(a) (b)

Figura 4.7: Se muestra c6mo se construye la interpretacién holografica del camino In-In. Cada tramo vertical
y horizontal de (a) se asocia con una seccidon de H; y AdS3 respectivamente en (b). Las regiones .#4; se unen
a otras sobre superficies Z; ;.

Desde la dualidad, la duplicacién de los grados de libertad se realiza considerando los campos @, y @,
como grados de libertad independientes, ademés de imponer condiciones de contorno ¢; y ¢, sobre los
bordes conformes de d,.# y 0,4, también independientes una de otra. Luego, las distintas funciones de
2 puntos de la teoria se obtienen tomando la derivada funcional respecto de las fuentes ¢; y ¢2.

Para tener en cuenta dentro de la prescripcion la region .4/, donde el tiempo va en sentido inverso se
puede definir, por ejemplo

—itg sobre#y T¢€ (—00,0]
5] sobre./; 1t €1[0,T]
T—1t, sobres t,€[0,T]
—iT sobre.#3 713 € [0,+00)

de forma que la accién completa para este camino se escribe

1 j ; 1
—iS:——f ﬁcbora,cbo—if ﬁd)lrarq>1+1f \/)7®2r0r<132——f V7370, D3 (4.3.1)
2 Jao 2 Jo1 2 Jo2 2 Ja3

Este cambio de signo al atravesar la superficie X1, afecta la condicién sobre los momentos conjugados, dado
que la derivada temporal de un lado adquiere un signo relativo respecto del otro. Lo mismo sucede en Z3,
se pedira continuidad de los campos y del momento conjugado, pero a este tltimo se le agrega un signo
negativo del lado lorenztiano. Las condiciones de contorno son

Dolzy = Pilzy s 0rPolxy, = —i0:Pils,, ; 4.3.2)
Dylz, =Dals,;  0Pily, =—0:D2ls,,;
Dyl5,, = D3l5,, ;5 i0,®]5,, = 0;P35,,,

Dado que las variedades son las mismas en este formalismo que en la Sec. 4.1, la construccién de las solu-

ciones para los campos es analoga al procedimiento llevado a cabo en dicha seccion. Las soluciones sobre
My Mo son

1 L
Cu2(r 2 Pr72) = > gdwfdt’fd(p'e 1(hz= 0% IKPu= g, 1 (¢, ") f (0, 1K1, 7) (4.3.3)
kez
XY Y Gl g KL T, (4.3.4)
+ neNkez
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donde hacemos notar que elegimos un camino tipo Feynman ambas soluciones ®;,,. Notamos que para ®,
se espera un correlador ordenado en sentido opuesto al temporal. Veremos que los coeficientes determina-
dos al pegar las soluciones acomodan automaticamente este ordenamiento. Sobre .4 y .43 las soluciones
son

]. . ! . i
Do/3(7,70/3,P0/3) =02 Y | do / dr’ f dg' el Tos=T)+ik@ors=0) gy o (! ) f(—iw, |k, T) (4.3.5)
keZ
+ YN Coppetonmont i g 1K, 1) (4.3.6)
neN kez

donde los coeficientes han sido renombrados C;.,,x, donde i indica la region a la que pertenecen y el signo
+ de las exponenciales reales en 7 del segundo renglén en (4.3.5) corresponde a las variedades 4 y 43
respectivamente. El pegado se sigue de forma completamente andloga al de la Sec. 4.1 y su resultado es

_ 1z - _ 1 i T 7t o
C;—;nk - ngo Cl;nk = 4n? (_e Kok (»b; +(:b3)
Copi = 75z (— 3 + ek ¢ps) ok = 1oz (€770 T (o + B 1 - ) 4.3.7)
Conk = 77 (P7 — e~ T PT +3) Cank = g5z (Po + ] — ™l §3)

donde
Brp = Pri2(Ro, 0%, ) = f dt'de' ¢y o (Ro, ', e’ 1 = RILEE, (0%, k)5

0
Po = Ppo(Ro, W k), k) =f dT/fd(/)/ew"”“T ¢po(Ro, 7', ") = R(l)_1¢0(wn|k|, k);
—0o0

0 ! -
$3 = P3(Ro, Wi, k) =f0 dr’fdtp’e_“’"'k" $3(Ro, 7', ") = Ry P (@i, K) -

Analizaremos ahora los resultados de los coeficientes (4.3.7). En primer lugar, se observa que los co-
eficientes C,, a diferencia de todos los ejemplos anteriores, tiene contribuciones de la propia fuente ¢-.
Aunque no lo demostraremos, estas contribuciones conforman la configuracién exacta de modos normali-
zables para revertir el orden temporal sugerido en (4.3.3) y contruir una solucién no normalizable ordenada
anti-temporalmente. Esta contribucion es la que determina el propagador para los grados de libertad en
>, que resulta ordenado anti-temporalmente. Esto demuestra para este caso que sea cual fuere el orden
elegido sobre la solucién general, las condiciones de pegado se encargan de fijar de forma univoca el pro-
pagador fisico. Notar que los coeficientes C; no tienen contribuciones de la fuente de su propia regién, de
donde se deduce que el ordenamiento tipo Feynman era el adecuado desde el comienzo.

El correlador entre grados de libertad de .4 y .4, resulta

528
(0|€{0 (12, p2)O (11, 1)}0) = (4.3.8)
2T 91 52 (2, 92)5®1 (11, 1)
— M Z Z e_iw"‘k‘(tz_tl)”k((pz_(pl)a(wn|k|,|k|,l) (4.3.9)
% keZ neN
(A-1)2 . _
= ———Icos((tz — 1y) + i€)) — cos(@2 —p1)] ™, (4.3.10)
2 b4

donde hemos hecho explicito que la integral de caminos solo calcula el correlador ordenado segin la orien-
tacién del camino mediante €6{...}. Debe notarse que el correlador es analitico en el semiplano inferior de
(2 — t1) en acuerdo con la definicién de la funcién de Wightman (30, 13].

El segundo resultado es que en presencia de més regiones, la caracterizacién de los estados no es tan
directa como lo fue para el caso In-Out. Sin embargo, habiendo ya entendido las propiedades en este pri-
mer caso, se puede proponer el anzats coherente (4.1.42) para nuestros estados excitados en este limite y
comprobar que es consistente con todos los observables de este camino. La conclusién entonces es que la
naturaleza de los estados es inmanente a los mismos e independiente del camino sobre el que se estudien.

Esto concluye los ejemplos de aplicacién a T = 0. En su conjunto, estos muestras todos los aspectos
relevantes tanto de la construccién SvR como de los estados holograficos que son el centro de esta tesis. En
el préximo capitulo, extenderemos y aplicaremos la construccién a un caso de temperatura finita donde la
estructura tanto de la teoria de campos como de las geometrias duales es més rica.

125



Capitulo 5

Aplicaciones a Temperatura finita

En este Capitulo se describirdn aplicaciones de la prescripcién SvR y de la construccién de estados ex-
citados hologréficos para el caso de una familia de caminos de SK cerrados que describen una teoria de
campos a temperatura finita.

Para esto, daremos primero una breve introduccion a la fisica de agujeros negros en AdS y la interpre-
tacién de su fenomenologia en el marco de AdS/CFT. Interpretaremos en estos términos la transicién de
Hawking-Page [107] y discutiremos el significado de los modos normales y cuasi-normales de un agujero
negro. Por tltimo recordaremos los resultados de la discusién en la Sec. 2.2 sobre los grados de libertad en
RG y su relacién con la dimensién del espaciotiempo. En este punto justificaremos considerar como caso
de estudio el agujero negro BTZ.

Luego de esta introduccién, abordaremos el estudio de caminos cerrados en el marco de la prescripcién
de SvR y de los estados excitados hologréficos. Recordaremos de la Sec. 2.1.2 que un camino posible de
la familia de caminos SK cerrados térmicos admite una interpretacion en términos de estados iniciales y
finales. Este camino, que llamamos Térmico o = /2, serd un caso de particular interés en el estudio de
estados excitados holograficos.

A continuacién, nos avocamos a la construccién de un dual geométrico para el camino Térmico o = /2.
El estudio del dual a este camino y su reinterpretaciéon en términos de TFD fue parte del trabajo de es-
ta tesis y fue publicado en [78]. Veremos que la transicién de Hawking-Page se hace manifiesta también a
tiempo real en tanto existen dos geometrias que pueden servir de dual geométrico al mismo camino. Nos
concentraremos en el estudio de la geometria que domina a altas temperaturas, relacionadas con agujeros
negros BTZ. A bajas temperaturas, el dual hologréfico es una compactificacién de AdS puro denominada
AdS-Térmico, cuyas propiedades son mayormente derivables a partir de lo aprendido en el capitulo ante-
rior.

Luego, estudiaremos la propagacién de un campo escalar sobre la variedad dominante a altas tempe-
raturas y obtendremos la matriz de correladores de la teoria como chequeo de consistencia de la mismay
luego la usaremos para caracterizar los estados excitados geométricos (3.5.1) en problemas a T finita. Esto
ultimo es también trabajo original de esta tesis y fue publicado en [79].

Concluimos el capitulo presentando dos secciones cortas: en la primera presentamos los resultados pa-
ra el dual holografico a bajas temperaturas y en la segunda hacemos algunos comentarios sobre el cilculo
de la entropia de los estados hologréficos (3.5.1) en base a estudios hechos en la bibliografia por otros auto-
res y por el autor y colaboradores en un proyecto atin sin publicar.

5.1. Preliminares

En esta seccidon comentamos sobre aspectos preliminares que dardn un marco teérico a ciertos concep-
tos que apareceran a lo largo de este capitulo y que son estandar en la literatura.

Como se mencioné en la Sec. 2.2, los agujeros negros son soluciones estéticas de las ecuaciones de
Einstein andlogas a las soluciones exteriores de un potencial gravitatorio generado por un cuerpo masivo
en gravedad Newtoniana. Sin embargo, més alld de la analogia, los agujeros negros son en si mismos ob-
jetos centrales en el estudio de la relatividad general entendida como teoria cldsica , asi como también en
la contruccién de una teoria cudntica de la gravedad, puesto que su descripcién puramente en términos
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clasicos es incompleta. El ejemplo por antonomasia de esto es el calculo estdndar de la temperatura de un
agujero negro de Schwarzschilden d +1=3+1, que lleva a

. 1 hcd
" 81M  8nGkgM’

(5.1.1)

donde en la segunda igualdad hemos recuperado las constantes fundamentales, para mostrar que T
1, de donde se infiere que las propiedades macroscépicas de un AN ya requieren de efectos cudnticos de
gravedad.

En la misma direccién es una frase conocida de relatividad general que la invarianza de diffeomorfismos
impide la conservacion de cargas a nivel local o que los tinicos observables fisicos de RG estdn definidos en
el borde del espacio-tiempo. Para el caso de un AN, las propiedades coloquialmente asociadas al mismo (su
masa, carga y momento angular) son en verdad cargas definidas como integrales definidas sobre el borde
del espacio tiempo en cuestién. Cabe aclarar que las soluciones de agujeros negros existen para cualquier
signo de constante cosmoldégica A, de forma que esta discusion aplica de forma general a RG y no a un
espacio en particular. Por ejemplo, una soluciéon de Schwarzschild en A = 0, las cargas se definirdn como
integrales sobre el espacio M, que es la métrica a una distancia infinita del AN. Lo central de este punto
es que entonces la informacién de un sistema en RG parece completamente reducible a informacién que
puede darse sobre el borde del espacio, que por definicién tiene una dimensién menos. Volveremos a es-
to en breve. En este sentido entonces vemos que la temperatura (5.1.1) también es un objeto definido en
términos de cantidades que tienen sentido para un observador en el infinito.

A partir de (5.1.1), se puede obtener también la entropia de un agujero negro [108, 109],

A kpc*A
4 4Gh '

(5.1.2)

donde A es el drea del horizonte del AN. El hecho que la entropia de un agujero negro dependa nuevamente
de 71 es también un argumento a favor de la naturaleza cudntica de estos objetos y al igual que (5.1.1) son
efectos no perturbativos en RG, puesto que dependen de G~!. Recordar que la entropia es también una
forma de cuantificar el ntimero de microestados de un sistema. Dado que la estructura interna de un AN re-
quiere una comprension cabal de una teoria de RG cudntica, la expresion (5.1.2) se conforma atin hoy como
un eje central para la construccién de dicha teoria. Cabe mencionar que en este sentido la teoria de cuer-
das ha tenido éxito, reproduciendo la expresion (5.1.2) desde primeros principios para sistemas especificos
[110].

El punto central para nuestra discusion es uno mucho més directo de observar en (5.1.2) y es que no
es extensiva para el sistema, i.e. en lugar de depender del volumen del agujero negro depende de su érea.
Esto parece contradecir la termodindmica tradicional, pero a la vez estd de acuerdo con la invarianza frente
a diffeomorfismos, describiendo observables en términos de objetos que tienen una dimensién menos que
el espaciotiempo en cuestion. Esta expresion es uno de los pilares de lo que se conoce como Principio ho-
lografico y de la dualidad AdS/CFT en particular. Es posible entonces suponer que existe una descripciéon
alternativa de los agujeros negros en términos de una teoria que vive sobre el borde del espaciotiempo. De
tener acceso a esta teoria, seria posible que el estudio de procesos complejos para agujeros negros pudiera
hacerse més transparentes en esta segunda teoria. Un ejemplo central de esto es el proceso de formacién
y evaporacion de un agujero negro [109] y lo que se conoce como la paradoja de la pérdida de informa-
cién. Una densidad de materia, determinada en principio por una gran cantidad de informacién, colapsa a
una solucién de AN y de esta sobreviven solamente su masa, momento angular y carga. Suponiendo que la
informacién no se pierde y que esto sucede mediante un proceso atin desconocido pero unitario, el meca-
nismo por el cudl el AN almacena esta informacién, totalmente inaccesible para un observador exterior, es
altn un misterio. La comprensién del proceso de evaporacién de un AN como radiacién podria ser el punto
en el cudl toda la informacién de su formacién vuelva a ser accesible a un observador asintético, pero ni
esta afirmacién ni los mecanismos precisos por los que esto debiera ser asi son claros atin hoy. Discusiones
a este respecto pueden verse en [53].

Sobre la formacién y evaporacién de agujeros negros enfatizamos un punto sobre las soluciones de AN
en espacios AdS. El borde asintético de AdS fuerza a que la materia con velocidad saliente vuelva al origen
del espaciotiempo luego de un tiempo propio finito, i.e. AdS es una caja. Por este motivo, un AN genérico
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con masa por encima de una cota inferior, serd una solucién completamente estable, siendo que el proceso
de evaporacion en forma de radiacién no consigue completarse antes de que la propia radiaciéon rebote en
el borde y vuelva a caer dentro del horizonte. Atin sin evaporacién en los casos genéricos, hay formas més
sutiles de preguntarse acerca de la paradoja de la informacién en AN en AdS [111]. El estudio de la resolu-
cién de la paradoja mediante AdS/CFT es tentadora dado que la evolucidon temporal en teorias de campos
es efectivamente unitaria, lo que implicaria que también lo es el proceso de formacién y evaporacion de los
AN, atn si los mecanismos involucrados no estdn claros. En este punto precisamente ha habido un avan-
ce en agujeros negros de baja dimensionalidad, donde se construye un modelo de abajo hacia arriba de
agujeros negros en 1 + 1 (esto se conoce como gravedad JT [112]) cuya radiacién de Hawking obedece una
curva de entropia de von Neumann conocida como curva de Page [53], que admite una descripcién de la
evaporacién del agujero negro como un proceso unitario.

Acerca de agujeros negros sobre espacios de curvatura negativa, hay también un fenémeno relevante
para este capitulo, conocido como la transicién de fase de Hawking-Page [107]. La transicién de Hawking-
Page se da en el marco de gravedad cudntica, estudiando la energia libre de configuracién para sistemas
de gravedad con condiciones de contorno asintéticas AdS. De forma sucinta, se observa que existe una
temperatura critica T¢ por debajo de la cual la solucién de agujero negro en AdS es estable, pero energéti-
camente desfavorable respecto de una compactificacion de AdS llamada AdS Térmico. La forma canénica
de comprobar esto es estudiar la funcién de particién de un sistema a temperatura finita en términos de
una integral de caminos en tiempo Euclideo con condiciones de contorno peri6édicas en la coordenada
temporal Euclidea 7 ~ 7+ 8, 7! = T. Desde la teoria de campos dual, T¢ se interpreta como una escala
de confinamiento del problema y la transicién de Hawking-Page se interpreta como una transicién de fase
entre una libertad asintética para T > T¢ sobre la solucién de AN y confinamiento para AdS Térmico [10].

La existencia de una temperatura critica (o de cualquier pardmetro con unidades) en una teoria que se
considera dual a una teoria de campos conforme es un aspecto potencialmente confuso que merece acla-
racion. La respuesta es que en verdad no hay una temperatura critica si no un cociente adimensional de
pardmetros en los cuales una solucién domina sobre otra. Recordar que hemos puesto la escala de distan-
cias con respecto a la curvatura de AdS, i.e. hemos puesto R44s = 1 ademds de usar unidades naturales. En
AdS global, que describe un cilindro R; x %, el pardmetro es el radio de la esfera S, que es Ry4s = 1. Hacer
periédico el tiempo implica entonces agregar una nueva escala 8, cuyo cociente con R44s es adimensio-
nal y es un buen pardmetro de una teoria conforme. Asi, f¢c = 271 = 21 R 45 €s un parametro adimensional
de la teoria y los observables pueden depender funcionalmente del mismo, en particular permitiendo una
transicién de fases entre regimenes del mismo.

Como ejemplo de esta observacién, puede comprobarse que para una teoria CFT definida en espacio
plano M¢, dual a un espacio AdS en coordenadas de Poincaré, no hay un fenémeno analogo a la transicién
de Hawking-Page. La teoria es, por supuesto, sensiblea T'=0 o T # 0 correspondiendo a soluciones de AdS
puro o AN con horizonte plano respectivamente, pero cualquier soluciéon T # 0 es la misma que cualquier
otra y los observables no dependen de la temperatura, puesto que no hay otra escala en el problema que
permita poner una dependencia en S.

Un aspecto nuevo que aparecerd en las soluciones de campos sobre la geometria de AN es la presencia
de un nuevo juego de modos ademads de los normalizables y no normalizables, que serdn los modos cuasi-
normales. Este tercer juego de modos son modos de norma de cuadrado integrable, pero cuyas frecuencias
son complejas de forma que su norma no es constante en el tiempo y decae exponencialmente. La inter-
pretacioén de estos modos es que la informacién dada a una cierta superficie de Cauchy inicial estd cayendo
al horizonte contribuyendo a la masa del agujero negro. Dado que en AdS todas las geodésicas tipo tiempo
caen en tiempo finito al horizonte ( AdS es una caja, las particulas salientes rebotan en el borde y caen nue-
vamente al origen) ahora lo que parece sospechoso es la existencia de modos de norma constante sobre una
geometria de AdS AN. La respuesta es que a diferencia de la nocién de espacio plano de un horizonte donde
han de imponerse condiciones de contorno tales que el mismo absorba sin emitir, en AdS el compromiso
entre la informacién rebotando sobre el borde y la radiacién de Hawking permiten considerar un horizonte
en equilibrio térmico con su entorno, i.e. el agujero negro absorbe y emite radiacién. La coexistencia de
estos efectos da lugar a la existencia de modos de frecuencia real y cuadrado integrable sobre estas varieda-
des. El fen6meno recién descrito es el mismo que el que permite la existencia de agujeros negros estables
en AdS explicado en el parrafo anterior.
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Figura 5.1: a) trayecto In-Out SK que representa un experimento de dispersién. La pieza (horizontal) loren-
tina describe la evolucién del sistema mientras que las piezas (verticales) euclidianas I/E con cruces azules
que denotan inserciones de operadores locales, preparan excitantes estados iniciales y finales a veces Ty/r.
(b) La doble descripcién semi-clasica del mismo problema llena el contorno del tiempo con colectores AdS
euclidianos y lorentinos. Las fuentes de los segmentos euclidianos generan estados de excitacién hologra-
fica.

Por dltimo, recordamos también de la Sec. 2.2 que trabajaremos mayormente sobre una geometria BTZ,
que si bien comparte muchos aspectos de las soluciones de un AN, es un espacio localmente AdS,+; con una
singularidad cénica en el origen. Como consecuencia de esto algunos correladores entre ambos espacios
estardn relacionados por una doble rotacién de Wick [13]. Sin embargo, la estructura del camino cerrado SK
hara que no todos elementos de la matriz de correladores estén conectados de esta forma. La soluciéon BTZ
nos permitira en el caso concreto de la propagacién de un campo escalar, estudiar las soluciones de forma
analitica permitiendo obtener entonces expresiones cerradas para los correladores de la teoria CFT dual asi
como también para los autovalores de los estados excitados hologréficos en su limite semiclasico (3.5.1).
Esta geometria permitird entonces entender el tratamiento de estas cantidades para ejemplos de mayor
numero de dimensiones. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que la informacién que puede extraerse
de un agujero negro BTZ extrapolable directamente a casos de mayor dimensionalidad es acotada, como
puede verse en el estudio de sus geodésicas, por ejemplo en [54, 55].

5.2. Estados excitados en caminos cerrados

En esta seccién comentamos acerca de las particularidades que surgen a la hora de tratar caminos ce-
rrados de SK en la prescripciéon SvR y en particular de extender la nocién de estados excitados holograficos
también sobre los mismos. En particular, la extensién de la prescripcién SvR serd inmediata para cualquier
camino de SK en general, mientras que una descripcién acabada de los estados excitados se favorece de una
eleccion particular de camino.

Para esto, revisamos algunos de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Esto ayudard a la
claridad conceptual y a la comodidad del lector a la hora de comparar con las expresiones del final de esta
misma seccién extendidas a caminos cerrados y en particular cuando incorporemos la interpretacién TFD.

La prescripcién holografica SvR puede resumirse en férmula (3.4.2),

ZCFT [(p(cg)] = Zgrav [(D|a = ¢(C€)] (5.2.1)

donde el lado izquierdo es la funcién generatriz para las funciones de correlacion de los operadores CFT
O con las fuentes ¢(¥) con soporte en un camino SK € en el plano ¢ del complejo. El lado derecho es

129



'

T @ A \
I 1

2y (vl

ﬂ ! 1 1 > [ 1

1 1 | = 1

1 ! 1 ~ 1

> I I ! 1 Y

le - 4 ° I' -

Z = tr{e "U)U(-1)} Z = (U|UQU|T)

(@) (b)

Figura 5.2: Se ilustran dos caminos térmicos. El segundo aprovecha la interpretacién TFD para reescribir la
funcién de particién como un producto interno.

la funcién de particiéon para el campo bulk @, dual a @, en un espaciotiempo asintéticamente AdS con
condiciones de contorno asintdticas para los campos ¢(%). En el caso del camino In-Out, estudiado en
profundidad en el capitulo anterior la prescripcién anterior toma la forma explicita

(W, ITIe O W, = Y (Wy, (i) ZIprps-, ps] Py (51, (5.2.2)
Ps=

donde T{e '/ 791} es la evolucion en tiempo real del sistema deformado con un operador de traza simple
en el esquema de interaccion @ (x), convolucionado por una fuente arbitraria dependiente del tiempo ¢ (x).
En el limite semicldsico del lado de gravedad:

ZerrIp(€0)] = (g, | Tie /091y, ) = oIS 90 (5.2.3)

donde —iS° es notacién compacta para la accién en la capa de masa de la variedad dual de signatura cam-
biante estudiada en la Sec. 4.1. En virtud de que cada pegado es independiente, en la Sec. 3.5, se logré
interpretar las regiones Euclideas en estos caminos como estados iniciales y finales, excitados siempre que
las fuentes asintoéticas en estos se mantuviesen encendidas,

W) = P e fraodTORDIO®T 0y (PsIWp) = Wp(ps) = f (DD (s, ) € . (5.2.4)

Los estados (5.2.4) son hologréficos en el sentido de que corresponden a duales geométricos bien definidos
en [113, 89, 80, 114]. Los estados del espacio de Hilbert dual (bra) pueden construirse segtin el mapa ¢(z) —
¢(—1) = p* (1) [91]. En el limite semiclasico, (5.2.4) pueden escribirse como estados coherentes

W) ~ M4k[0) (5.2.5)

El punto central de este resumen es que la independencia de los pegados y el ordenamiento temporal en
caminos SK abiertos nos permitieron separar las contribuciones Euclideas asocidndolas inmediatamente
con estados iniciales/finales. La construccion se resume en la Fig. 5.1.

5.2.1. Caminos cerrados

La construccién SvR como tal es inmediata de extender al caso de caminos cerrados [13], i.e.

Zepr =Tr Ulg] E]g[@% e 1oI7) Ulpl = @ e a0 (000D (5.2.6)
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donde el operador U es notaciéon compacta para el operador evolucion definido sobre un camino SK cerra-
do, se us6 8 como la variable que parametriza el camino cerrado. El hecho de que el camino sea cerrado se
manifiesta en que se toma la traza de U. Recordar que este formalismo de integrales de camino sobre cami-
nos cerrados ya no tiene un solo propagador dado por el orden del camino si no una matriz de propagadores
que dan informacién sobre todas las formas de llegar de un punto a otro del camino. La importancia de este
comentario es la siguiente: en un camino cerrado general, ya no hay una nocién clara de pasado y futuro
y por ende tampoco de estado inicial ni final. Es natural suponer que el encendido de fuentes sobre las re-
giones Euclideas del camino llevardn a estados fuera del equilibrio. El desafio en este contexto serd dar una
descripcion mads precisa de estas excitaciones.

Como se mostré en la Sec. 2.1.1, (5.2.6) es suficiente para el calculo de observables de sistemas definidos
sobre cualquier estado dado por una matriz densidad p. Para caminos a temperatura finita 7!, también se
mostr6 que el problema entero puede ser puesto en términos de un camino de SK cuya evolucion total Eu-
clidea sea 8, aunque de estos habia una familia monoparamétrica de caminos equivalentes, con parametro
o € [0, B]. Solo los casos 0 = 0 0 0 = f tenian una interpretacién clara en términos de un sistema puesto en
contacto con un bafio térmico. Sin embargo, el camino o = /2 mostr6 la ventaja de tener una matriz de
propagadores simétrica y un mapa completo al formalismo TFD, que si posée una nocién de estado inicial
y final. El camino se muestra en la Fig. 5.2.

Siguiendo entonces las herramientas introducidas en la Sec. 2.1.2, reescribiremos (5.2.6) para el camino
delaFig. 5.2

Zepr = (YFIUAT) ¥ 1) = f @D]y &SI, (5.2.7)

donde el lado de gravedad admite también una divisién

. ¢z (TF) . ¢=(T7)
f D@lpe Y = DDy, e_sm) U D[Pl e_lsm) U 21Dlg, e

G5 (T s (Tr) (‘[PZ(TF) ¢=(T1)

(5.2.8)
Esta dltima expresion del lado de gravedad es central para nuestros objetivos y su notacién e implicacio-
nes presentaremos a continuacién. El punto clave de la divisién entre las regiones es que los segmentos
Euclideos ya no se interpretan como una evolucién en un segmento entre dos estados para un espacio de
Hilbert A, {(n|U|m), si no como un estado entrelazado ({n|® (m|)¥)) de una teoria # ® #, en acuerdo con
la interpretacién TFD del camino del lado de campos. Esta construcciéon esta contenida en la Fig. 5.3.
En la Sec: 2.1.2 se demostré que los estados creados con fuentes Euclideas apagadas eran el estado de
vacio TFD que podian interpretarse nuevamente como evoluciones Euclideas,

1 B ~
Z;|Wo)) = Y e 2By ey = U(-ip/2) ®11l) =10 U(+if/2) 1)) . (5.2.9)
n
En términos de una evolucién con fuentes entonces, el estado obtenido sera

ng’(p» =Up(—if/2) a11D) (5.2.10)

En términos de los GDL de la teoria de gravedad,

1 ¢ (T7)
Z5(ps¥o) Ef D[®]p, e 5. (5.2.11)

En este nuevo lenguaje las ecuaciones (5.2.7) y (5.2.8) pueden entenderse como el andlogo a T finita de
(3.5.3) para dos estados holograficos, que nos permiti6 separar cada region del camino para asociarle un sig-
nificado concreto en si mismo. Esta correspondencia entre segmentos de caminos SK y objetos/geometrias
del espacio del Hilbert, lo llamamos holografia por partes o por piezas [79]. En lo sucesivo, no tendremos en
cuenta la normalizacién Z ﬁ% Comprobaremos que esta definicion vuelve a admitir la regla de conjugacién
de Jackiw ¢p(1) — ¢(—7) = ¢* (1) para los objetos del espacio de Hilbert dual.

La suma sobre ¢ 5 (T7),¢s(TF) en (5.2.8) es entonces sobre las configuraciones de campo que dividen las
regiones que definen el estado inicial y final del sistema, i.e. el tercer y primer paréntesis respectivamente
(ver (5.2.11) ) y la evolucién fisica del sistema, ahora definida sobre un espacio de Hilbert # ® A

¢x(Tk

) . .
UAT)=UAT) ® U(AT) Ef D@y, ppe” SHEITISRIOT, (5.2.12)

¢=(T7)
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Lo que completa el mapa entre los objetos definidos en el formalismo TFD y la prescripcién SvR y estados
excitados holograficos sobre caminos cerrados. Notar que hemos recuperado en esta notacién un proceso
de dispersion andlogo al de In-Out, ver Fig. 5.4.

Nos gustaria concluir esta seccién escribiendo la prescripcién hologréfica (5.2.7) en el limite semiclésico

de gravedad,
«\IJF|e—if(@L¢L—@R¢R) W) = e—SAds[¢(‘€)] + e—SBH[¢(‘€)] (5.2.13)

donde hemos hecho explicito que existen dos soluciones para este camino. En los casos de interés de >
Bcy B < B, solouno delos términos de la derecha es relevante. Dado que estudiamos los estados excitados
en el régimen perturbativo, seria inconsistente pensar que estos pueden generar una transiciéon de fase
gravitatoria al modificar la energia de la configuraciéon. Luego, nos mantenemos lejos de la transicidon para
evitar inconsistencias.

Recordamos en este punto al lector lo que se espera de los correladores para el camino Térmico o = /2
en lenguaje TFD, extendiendo a teoria de campos los resultados de (2.1.33),

8%InZcpr &y ik Or(k)Or(k) Op(k)Ogr(k)
—i—— = | d% e FE ) Yoy, 5.2.14
S f ¢ ol grior) ertorm |10 (6219
donde los elementos de la matriz son
Bw
(PolOLKIOL(R)Wo) = ——— Gr(k) — Gak), (5.2.15)
efo—1 ePo—1
eﬁw/z
(YolOr(K)OL(K) Yoy = zeﬁ‘” 7 (Ga(k) = Gr(k)) = {PolOL(K)OR(K)[Yo), (5.2.16)
Bw
(WolORUKIORUKIPo) = —o— Gr(k) - ——Ga(k).
efo —1 efo —1

En las expresiones anteriores, Gg, 4 (k) representan la transformada de Fourier de los propagadores retar-
dados y avanzados de la teoria, analitica en la mitad superior e inferior del plano complejo w = k°. La pro-
piedad simétrica de la matriz es consecuencia de que las dos piezas euclidianas tienen una longitud igual a
/2. Estos son los resultados para el estado de vacio que deberdn ser reproducidos por cualquier candidato
a dual geométrico del camino.

Un comentario al respecto de los caminos Térmicos o # /2. Una vez definida la factorizacién (5.2.7)
y (5.2.8), uno puede imponer definiciones de bra, ket y evolucién del sistema sobre los objetos andlogos
deformados para cada caso. Si bien a este nivel no parece haber grandes diferencias, se verd que esto re-
quiere un mapa mas complejo con fases complejas entre bra y ket relacionadas con el déficit (o — /2) [35]
y propiedades de analiticidad y pegado especiales para los duales hologréficos. Si bien los observables de
la teoria no dependerdn nunca de este déficit, el caso no simétrico implica una dependencia extra en un
pardmetro que no es fisico. Con esto se quiere enfatizar que la factorizacién (5.2.8) no es privativa del caso
o # /2, pero silo es la sencillez de su interpretacion fisica. Una vez establecida esta, la extensién al caso no
simétrico es directa aunque complicada en sus reglas.

En lo que resta del capitulo, nos avocaremos al estudio del camino Térmico o = /2. En primer lugar,
construiremos el dual hologréfico del mismo, que consiste en 2 geometrias que dominan cada una segtiin
el sistema esté por encima o por debajo de la temperatura critica de Hawking-Page. La m4ds interesante
de estas es la que domina a altas temperaturas que fue parte del trabajo original de esta tesis, publicado
en [78]. Construida y descrita esta solucién, describiremos la propagacién de un campo escalar sobre el
mismo, emulando los ejemplos a T = 0 del capitulo anterior, con el objetivo de estudiar la naturaleza de los
estados excitados definidos por (5.2.11), también trabajo original de este trabajo y publicado en [79].

5.3. Construccion de la geometriay pegado

En esta seccion, construiremos el dual holografico para el camino de la Fig. 5.2(a). Como ya comenta-
mos antes y se hizo explicito en (5.2.13), existen dos soluciones de la teoria de gravedad que cumplen con
las condiciones de contorno impuestas por el camino Térmico o = /2. Sin embargo, llamaremos dual ho-
lografico en singular a ambas geometrias, dado que solo con ambas se da una descripcién completa de la
fenomenologia del caso para todas las temperaturas.
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Figura 5.3: (a) Una pieza de la evolucion euclidea representada como el elemento de la matriz (n|py|m) dela
matriz de densidad p. (b) El mismo objeto puede entenderse también como el coeficiente ((n] ® (1) [V y))
de un ket |¥)) definido en el espacio TFD Hilbert A4 & S

Caso § <« B¢: AdS Térmico

Comenzaremos por describir la geometria dominante a bajas temperaturas, que se denomina AdS Tér-
mico. La geometria se compone de segmentos de AdS y H puros pero siempre de regiones de extension ¢, t
finita. Con esto, la topologia descrita por los espacios H ya no son medias esferas como en el caso de los
segmentos semi-infinitos del capitulo anterior, si no que describen cilindros al igual que AdS. Las métricas
son nuevamente

dr?
(1+71r2)

d 2
dSids=—(1+r2)dt2+—r+r2d<p2, ds§1:+(1+r2)drz+ +r2de?, (5.3.1)

(1+7?)
donde hemos escrito el caso de AdS,.; para empalmar mejor con la construccién a altas temperaturas que
se hard también en d + 1 = 2 + 1, aunque esta geometria si es inmediato extenderla. El camino Térmico
requiere considerar dos segmentos Lorentzianos t € [-T/2, T/2] y dos segmentos Euclideos 7 € [-f/2,0]
y 7 € [0, /2]. La parametrizacién de estos tultimos permite incorporar la conjugacién de Jackiw 7 — -1 a
este camino sin modificaciones. El pegado de estas geometrias se sigue de los pegados hechos en todos
los ejemplos del capitulo anterior: las métricas inducidas sobre las supetficies ¢, 7 constante son iguales y
lo mismo las curvaturas extrinsecas, que se anulan idénticamente. La geometria resultante es un toro de
signatura cambiante, que se muestra en la Fig. 5.5(a). Las condiciones de pegado de los campos escalares
que se propagan sobre la misma son naturalmente compartidas por ambas soluciones y las presentamos al
final de esta seccion. Dada la simplicidad de esta geometria, postergaremos su andlisis a la Sec. 5.6, donde
mayormente enunciaremos los resultados del mismo.

Caso 3> fc: BTZ

En esta seccién describimos en detalle la construccién de la geometria dual a la trayectoria SK mostrada
en la Fig. 5.2(b), representada en la Fig. 5.5(b). Definiremos las coordenadas con las que trabajaremos y nos
encargaremos de las condiciones de pegado entre las diferentes regiones. Trabajaremos en dimensiones de
2+1 para facilitar el calculo, pero toda la construccién sigue directamente los ejemplos de dimensiones mas
altas.

La geometria se construye a partir de los exteriores L y R de un agujero negro en AdS maximalmente
extendido y dos regiones Euclideas anédlogas, como se muestra en la Fig.5.6. Las dos piezas euclidianas estdn
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Figura 5.4: Las variedades de signatura compleja se pueden dividir y estudiar por partes. Cada pieza eucli-
diana corresponde a una preparacion de estado, mientras que las piezas lorentzanas describen la evolucién
en tiempo real del sistema. (a) muestra el mapa a temperatura cero, mientras que (b) representa el mapa a
temperatura finita.

pegadas a las superficies constantes de ¢ (lineas rojas en la Fig. 5.6(a)) situadas en ¢ = T, segun el tiempo
exterior extendo como en (2.2.31).Recordamos de la Sec. 2.2 que las métricas estdndar para el agujero negro
de BTZ son (Rags=1)

2

d 2
+r2dg? and ds®= (r2 - r§) dr® + —rrz +r2dg?, (5.3.2)
s

ds®>=—(r*—=r2)de* +

( S) r2_ rg re —
en la signatura Lorentziana y Euclidiana respectivamente. En estas métricas, teR, ¢ ~p+2ny T ~ T+ con
B =T =2n/rs. Reescaleando las coordenadas como

t T 7)
I‘—’rSr, t_)_) T_)_’ (p_)_’ (5.3'3)
rs rs rs
las métricas (2.2.24) se escriben
ds®*=—-r*-1d* + +r?de? ds®=(r?-1dr* + +r2d? 5.3.4
( ) GZ-1) () ( ) Z-1) ¢ ( )

con 1 ~ 7T +27nylatemperatura de BH absorbida en la periodicidad angular ¢ ~ ¢ + 27 rs. Trabajaremos con
las métricas (5.3.4) alo largo de este apartado.

Un interés particular de los autores de [78] en encontrar un dual a altas temperaturas para este camino
era que SvR en su trabajo original [13, 120] recurren a otro camino y variedad mds compleja con un con-
junto supernumerario de bordes holograficos respecto de los de la teoria SK original y que requiere de un
pegado dentro del horizonte. A criterio de los autores, este camino no era radicalmente distinto de los casos
a T =0y debia haber una geometria mds sencilla que pudiera reproducir (5.2.15). Desde un punto de vista
general, serd siempre mds sencillo buscar correcciones 1/ N holograficas a la geometria dual mds sencilla y
con menos regiones.

Condiciones de continuidad

Ahora demostramos que nuestra geometria cumple con las condiciones de pegado adecuadas de €, es
decir, la continuidad de la curvatura métrica y extrinseca a través de superficies de tiempo constante. Las
métricas inducidas sobre cualquier superficie ¥ de tiempo constante de signatura Lorentziana y Euclidea
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Figura 5.5: Duales holograficos para el camino Térmico /2 a baja y alta temperatura respectivamente.

coinciden y, por lo tanto, se pueden pegar de forma continua. La estaticidad del espaciotiempo garanti-
za que esto se puede hacer en cualquier' superficie de ¢ y 7. La continuidad del momento conjugado de
la métrica es equivalente a la continuidad de la demanda de las curvaturas extrinsecas Ky a través de la
superficie de pegado [13]. Explicitamente,

1 1
Ky = EfnPw, = Enada (guv — n*nuny) +0, (n%) (gav — N°ngny) (5.3.5)

donde Py = guv — n? nuny es la primera forma fundamental de una hipersuperficie con una superficie nor-
mal n*. En el presente caso, el vector temporal unitario es n* = 6g (r2-1)"Y2 gl primer término en (5.3.5)
desaparece debido a la estaticidad mientras que el segundo da

—r

—-r
(r2 — 1)% ) (gov -n® ng nv) = 5L6?/ (—3 Py =0 (5.3.6)

K =03 (1) (gav = ey =5L( -1}

que resulta de Pyy = 0. La expresién anterior muestra la continuidad de la métrica de ¢! através de las su-
petficies de pegado de X, y Z;. El punto r = 1 no muestra ninguna patologia especial, como lim,_. Ky, = 0.

Cabe destacar que las secciones L y R, representadas en la Fig. 5.6, estdn conectadas a través del agu-
jero de gusano, situado a r = 1, como en la extension estdndar de Kruskal. Este pegado es una suposicién
natural para evitar condiciones de contorno a r = 1 cuando se resuelve para el campo bulk. Esta conexién
se hard manifiesta cuando estudiemos la propagacién de los campos sobre esta geometria y serd también
de gran importancia en la interpretacién de los estados excitados. El resultado final de la construccion es la
geometria representada en la Fig. 5.5(b).

Ahora discutimos las condiciones de contorno en los campos definidos en esta geometria. Estos se deri-
van directamente de la aproximacion del punto de ensilladura como en (5.2.13) y pueden entenderse como
un pegado de los campos de €, es decir, campo continuo e momento conjugado, a través de las hipersu-
perficies £ que unen las piezas de la camino SK. Los signos explicitos en las condiciones de pegado, espe-
cificamente en el momento conjugado, dependen de la parametrizacién temporal de cada regién. Nuestra
eleccion se muestra en la Fig. 5.6(a) y lleva a

O =Dy, —i0;®; =0,;Dy, ent=T;,17=0

O =Dp, —i0,®; =0, Dp, ent=Tr,17=0

Op =Dy, —i0;Pr=0,9D;, ent=T,T=-7n

O =D, —-i0;®g =0;Pp, ent=Tg,17=7 (5.3.7)

Escribiendo métricas en coordenadas de Kruskal se puede comprobar la continuidad en superficies de =0y v = 0, es decir,
en el limite de £ — oo.
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Figura 5.6: (a) Parches estaticos del AdS-BH con superficies ¢, r constantes representadas. El tiempo corre
hacia arriba en la cufia izquierda (L) y hacia abajo en la cufia derecha (R). La variable angular ¢ en 2.2.26
ha sido suprimida. (b) Euclides AdS-BH: el tiempo se convierte en una variable angular. Las dos piezas son
idénticas y su extensién temporal es /2.

Referimos al lector a [13, 63] para célculos explicitos en varios ejemplos. Observe que la coordenada de
tiempo en R es opuesta al orden de las trayectorias. Esto est4 de acuerdo con la interpretacién del TFD de
los GDL en R como el dual CPT de los de la regién L.

Descrita y presentada la geometria, volvemos sobre la expresion (5.2.8) para presentar en la Fig. 5.4 la
analogia entre el Camino In-Out y el camino Térmico o = $/2 en virtud de la interpretacién TFD del mismo.
Veremos que gracias a esto podremos dar una interpretacion cerrada de las excitaciones hologréficas en este
nuevo sistema a T # 0.

Evolucién temporal en TFD

Antes de pasar directo al estudio de la propagacién de los campos en la geometria de la Fig. 5.5(a),
comentaremos acerca de la forma en que se realiza la evolucién TFD en la misma y sobre otras que son
quizds més estdndar en la bibliografia.

La interpretaciéon TFD en holografia fue introducida por Maldacena en [56], asociando medio agujero
BTZ Euclideo al estado de vacio de TED. En aquel trabajo, el autor queria estudiar propiedades del interior
de un agujero negro, considerando como regién de evolucion fisica del sistema la mitad superior de un
agujero negro maximalmente extendido como se muestra en la Fig. 5.7(a). Notar que esta region incluye
el interior del agujero negro y la singularidad. Esto implicitamente impone en la regién Lorentziana una
evolucion dada por un operador tiempo global tipo Kruskal 07 segiin un Hamiltoniano Hy = Hy+ Hg, donde
Hg vy Hy son los Hamiltonianos de la regiéon derecha e izquierda de cada regiéon exterior del agujero negro
[56, 115]. El estado inicial TFD para este estudio es solamente una construccién para proveer un estado
inicial al sistema. En este contexto, notar que el estado TFD no es el vacio del Hamiltoniano segtin el que se
lo hace evolucionar,

. : p
e DIy = 3 e Fnte™2 i n) @ |72) # | Wo)) . (5.3.8)
n

Nuestra geometria, por el contrario, provee un estado inicial en TFD y contintia con una evolucién tam-
bién globalmente extendida, excepto sobre el horizonte, segtin 0, de (2.2.31), que impone una evolucién
segin H; = Hy; — Hg. Es conocido en la literatura que en términos de las coordenadas de Kruskal, el vector
0; representa una transformacién de boost y produce una evolucién tipo ventilador, como se muestra en la
Fig. 5.6(a). Es importante notar que esta evolucién no permite ingresar a las regiones detras del horizonte,
como se muestra en la Fig. 5.7(b). Esta serd la evoluciéon temporal de interés en este capitulo, ante la cual el
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Figura 5.7: (a) En gris, regiéon del BH maximalmente extendido tomada en [56]. (b) Para nuestro trabajo
[78, 79], solo el exterior del BH es relevante.

estado TFD si es invariante por construccion,
e HHI oY) = [Wo)) . (5.3.9)

Esta distincion permite también recordar que la relacion entre estos tiempo es de todas formas relevante
en tanto la buena definicién global de energia requiere del tiempo d7. Los modos normalizables de energia
positiva en 07 se descomponen en los tiemposlocales Ly R en 8; como combinaciones de modos de energia
positiva y negativa mediante la transformacién de Bogoliuvob introducida en la Sec. 2.1.2. Esto implica que
los estados de vacio de ambas cuantizaciones son diferentes y da lugar al efecto Unruh. Esto seré ttil y se
manifestard al cuantizar canénicamente los campos sobre nuestra geometria.

5.4. Campo escalar: BTZ

En esta seccion se construyen las soluciones cldsicas a un campo escalar masivo en una geometria de
agujero negro BTZ presentada en la Sec. 5.3 y se estudian las excitaciones hologréficas sobre el mismo.

El problema es mds rico que el caso AdS térmico debido a que las regiones L y R se encuentran conec-
tadas por un agujero de ER. Las condiciones de pegado de la prescripcién SvR no deberdn contradecir el
pegado entre las regiones lorenztianas a través del agujero de gusano. Esto serd un aspecto interesante a
discutir: la geometria de agujero negro maximalmente extendido estdndar impone unas condiciones entre
estos campos que parece corresponder con un tnico camino de SK (el simétrico) de toda la familia o # 0.
Una generalizacién adecuada de las condiciones sobre la garganta del AN, induciendo una discontinuidad
en la definicién del vector d; sobre la misma, permite obtener una geometria dual para toda la familia de
caminos. No discutiremos este punto en profundidad en este trabajo.

Un detalle técnico pero importante es que trabajaremos directamente sin regularizar el borde asint6-
tico, como en la Sec. 3.3.1. Como fue explicado en detalle en la Sec. 4.1 y en el Ap. A, este procedimiento
permite obtener integrales de momento mads sencillas al precio de obtener una funcién de 2 puntos con
una normalizacién global tal que incumple las identidades de Ward. Dado que el factor de correccién es
conocido y comun para cualquier espacio asint6ticamente AdS, se opta por este método. La normalizacion
adecuada de la funcién de dos puntos se acomoda a posteriori sobre el resultado final, de acuerdo a [65].

La interpretacion operatorial necesaria para caracterizar los estados excitados impone el calculo de co-
eficientes de Bogoliuvob. Fisicamente, las excitaciones generadas por fuentes Euclideas no corresponden
puramente a excitaciones del sistema L o R por separado si no a una combinacién precisa de estas.
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A medida que el nimero de regiones y fuentes crece, las soluciones de los campos se vuelve mas tediosa
en notacién aunque no mas compleja, puesto que la linealidad del problema (libre) hace que pueda resol-
verse prendiendo una fuente a la vez y sumando para cada caso. Con el fin de clarificar el andlisis, primero
se obtiene la solucién con fuentes Lorentzianas que permiten obtener los correladores y chequear que la
causalidad del problema hologréfico se corresponde con la que se conoce del problema original en la CFT.
Este estudio es original de esta tesis y fue publicado en [78]. Hecho esto se construye la solucién con fuen-
tes euclidianas que llevan al estudio especifico de los estados excitados. Esto también es una contribucién
original de esta tesis y fue publicado en [79].

5.4.1. Fuentes Lorentzianas

En esta seccion se construye la solucién para un campo escalar masivo @ con fuente ¢p; enlaregién L. La
solucién para una fuente ¢r en R puede obtenerse de forma andloga y la linealidad del problema garantiza
que la suma de estas soluciones hacen la solucion general. La accion y EDM estdn dadas por

S[®] :—%f\/|g|(0“®6“®+m2®2), (O-m*)o=0, (5.4.1)

sobre la métrica (2.2.26). El campo cumple ® ~ r2~2¢; (t,¢) en r — co sobre L, donde A = d/2 +Vd/2 + m2,
d=2,y®— 0en r— ooen las demads regiones. Expandiendo en ondas planas ® = e~ *“**/¢ f (¢, 1, 1), donde
rsl € Z, se obtiene (5.4.1)

A 1, A 1, . 1
—+—i(w-D,—+—-i(w+D;iv+1;1-—=, (5.4.2)
2 2 2 2

_ 1)i%
f@,L,r)= Nyar™® (1 - ﬁ) 2F1 )

I(¢+iw-0rE+iw+n)

N =
wlA TA-DI(iw+1)

El factor de normalizacién .A4,,;, fija el coeficiente dominante en la expansi6n asintética como?,

flo,L,n=r*?++a LN *[Ine?) + B, LN +...], r—oo (5.4.3)

(B +iw-0), (B2 +iw+D),
(A-2)I(A—1)!

Ayip = (1A , (5.4.4)

A+i( +1) (5.4.5)
> 2w , 4.

A i
ﬁwlA=_1//(E+§(w_l))_w

donde (x), representan los simbolos de Pochhammer y v (x) las funciones Digammal[61]. Es importante no-
tar que el factor de normalizacién introduce polos simples en w = £/+i(2n+A), con n € N. Estos se grafican
en Fig. 5.8(a). Notar que f(+w, [, r) son analiticas en el semiplano inferior/superior respectivamente.

Contrario al caso de AdS puro, el agujero negro admite dos soluciones NN, linealmente independientes y
regulares en el interior de la variedad: g iwt+tily f(zw, 1, ). Estas soluciones son modos salientes y entrantes
del horizonte respectivamente. La solucién general sobre L se puede escribir como

1

®(r, t,p) =
L h¢) Am?rg

Zfdwfdt’dqo/ e = FlO= gy (ff Y [LE flo, L1+ L, f(~w,k,1)],  (5.4.6)
l

con w € R. Para cumplir con la condicién asintética basta con que
+ - _
LY +L,=1. (5.4.7)

Esta parametrizacion de la solucién en términos de L;—') ; serd conveniente para el pegado de la solucion. El
cociente L:; ;/ L, puede interpretarse como el peso relativo entre modos salientes y entrantes al horizontes

2Se recuerda al lector que el término In(r2) aparece solo para A € Ny es de interés si uno llega a este modelo mediante compac-
tificaciones de Kaluza Klein. Esto no es de interés para la presente discusion y se refiere al lector al Ap. A para ver c6mo se tratan
estos términos en al regularizar la accién en la capa de masay a (8, 44] para una discusién mds completa.
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dela solucién NN. Segtin la discusi6n al principio de este capitulo sobre las condiciones de contorno refrac-
tarias en el borde asint6tico de AdS y la radiacién de Hawking, se espera que ninguno de los coeficientes se
anule, L:—; ; #0.

Los modos N se pueden construir como g iwttily [f(w, Lr-fl-wl, r)] como se puede comprobar de
(5.4.3). Estos modos son los apropiados para expandir las soluciones en las regiones R, [ y F

1 —

PR b9) = o > f dwe YR [ fw,1,1) - f(-0,1,1)], (5.4.8)
)

1 .

Op(r,1,90) = P Z[dw e TR [ fw, 1)~ f(~w,k,1)], (5.4.9)
$ 7

O(r,7,¢) = 4;%8 Zfdw e [flw, L)~ f~w,k,1)] . (5.4.10)
1

Dado que w € R, (5.4.9) y (5.4.10) parecen divergentes a altas frecuencias y sin embargo el pegado impondra
1,1 v F,; tales que garantizardn la regularidad de la solucién.

El pegado de la solucién se presenta con detalle en la seccién que sigue, donde habra también fuentes
euclidianas, para presentar a continuacion los correladores. Imponiendo (5.3.7) en (5.4.6), (5.4.8)-(5.4.10),
se obtiene

_La_)l (,BL e—in/Z — le , le e—nw — Ra)l e—in/Z , Rwlele/z — le enw , le — Lz—)leta)T/Z (ﬁL (5.4.11)

que en combinacién con (5.4.7) da

-1 ean

—Ngy, L

+ _ _ —
Lwl_ wl—m—l‘i‘nw. (5412)

ean -1 =

Los demads coeficientes se obtienen de (5.4.12) y (5.4.11). Antes de presentar los correladores, sin embargo,
se mencionan aspectos relevantes de la solucion.

Unicidad

Se demuestra ahora que no pueden agregarse modos normalizables a la solucién encontrada. Se consi-
deran modos N en todas las variedades, i.e.:

1
4Anlrg

QL1 1) = Zfdwe‘i‘”“”‘f’Lw, [f, 1,1~ f~w,k 1], (5.4.13)
)

sobre L, (5.4.8)-(5.4.10) en R, I, F y se impone (5.3.7). De esto se obtiene
Iy = eanle .

Esta condicién sobre I,,; se puede interpretar como una manifestacién de la periodicidad de la geometria
en —if sobre la solucién3. Para w arbitrario, impone I,; = 0, salvo que = im con m € Z, en cuyo caso I,
no estd restringido. Este juego de soluciones, sin embargo no son tampoco admisibles dado que rompen
el decaimiento en r — oco: f(im,l,r) = 0 para m > 0. Se concluye que I,; = 0, y por tanto trivial en toda la
variedad, es la iinica solucién posible en ausencia de fuentes.

Analiticidad

Se encontr6 la solucién anterior resolviendo independientemente para las regiones L y R, @1 y ®p. El
pegado (5.4.11) lleva a
Ry=¢rL L) e =—¢ L e ", (5.4.14)

relacionando los coeficientes de L y R. Se recuerda que los factores e*“” no fueron impuestos a priori si no

que son consecuencia directa de que tanto I como II tengan longitud® /2. Es un resultado conocido que es-
tas relaciones son precisamente las que descomponen los modos globales del agujero negro médximamente

3Recordar que la temperatura fue absorvida en la periodicidad del 4ngulo, haciendo § = 27 (ver (2.2.26)). Las periodicidades en
tiempo euclidiano de 27 en nuestros resultados deben entenderse en unidades de f.
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extendido en términos de los modos de cada lado L y R por separado [38]. Este resultado es importante:
el camino simétrico /2 de las regiones euclidianas en el agujero negro lleva a modos Lorentzianos anali-
ticos en toda la variedad. La cuenta con otras longitudes de secciones euclidianas puede hacerse, pero la
solucién Lorentziana ya no se asocia directamente a un agujero negro maximalmente extendido. La analiti-
cidad se puede recuperar si en lugar de pegar los lados a igual tiempo se impone un pegado en el horizonte
desfasado en el tiempo, aunque una interpretacion fisica de esto no es clara para el autor.

Regularidad

La expresion final para las soluciones euclidianas es

e 0Tl s _iwTr2 €T I = Flew k ~
Le e27‘[a)_1 [f((l), ’r) f( w, ,r)], TE( 7'[,0)

Cr(nT,9) =

D;(r,T,0) =
1(r,7,¢9) o

~wt+ily (—JM ptiwTI2 ezm}) - 1) [f,l,r)- f(-w,k,1)], T€(©71).

Se comprueba que los coeficientes encontrados regulan satisfactoriamente el integrando para todas las
frecuencias, validando el procedimiento.

5.4.2. Correladores

Se calculan los correladores para el limite de N grande en la teoria CFT dual y se comprueba que se
obtienen los ordenamientos temporales adecuados. La accién en la capa de masa se construye como la
suma de las cuatro regiones

‘0 _ o0 +q0_ q0 , :c0
=Sy =—-8;-18; - Sp+1iS;.

La aproximacion semicldsica evalta las acciones sobre la capa de masa, dejando solo los términos del borde
asintético de cada término. En ausencia de fuentes en las regiones Euclideas las contribuciones de I y F se
anulany

T T
fdtdeL(ra,(bL)—f dtde g (ro,Dg) . (5.4.15)
0 0

r—oo

. i ;
_l89€ [(PL’(PR] =_5Lﬂ® }’l‘ualuq)z —ErA

Reemplazando sobre (5.4.15) las soluciones encontradasse obtienen los propagadores de la CFT en tiempo
real a alta temperatura. Recordar que la diferencia de signo entre los términos se sigue de la parametriza-
cién, que se muestra en la Fig. 5.6(b).

Primero se obtienen los términos diagonales de la matriz (5.2.14). El primero de ellos resulta

528%

(WoloL(t, <p)@’L(t’,<p’)l‘Po>>| BH - 6¢L5¢L

2
Z do e—twAHllA(p -1 ’B + e a ,5
27'[2”‘3 ean 1 AuIAPwlA ezm"—l (—w)IAP(-w)IA
= Z 2A . <:osh(A(,0+2nr5j)—cosh(At(l—ie))]_A (5.4.16)
JEZ

Las integrales de momento estdn en Ap. B. Se comprueban las siguientes propiedades al respecto del or-
den temporal de (5.4.16): la estructura de polos (analitico en el semiplano inferior/superior) de f. ;s ga-
rantiza en la segunda linea de (5.4.16) que se reproduce la estructura apropiada de propagadores avanza-
dos/retardados obtenida en (5.2.15). El resultado coincide con [116, 13] y, como se espera de una prescrip-
cién a tiempo real completa, el signo del regulador ie esté fijado por convergencia. El propagador (5.4.16)
cumple la condicién KMS, i.e. es invariante frente a At — At + i 3. Como se menciona en [56], decae expo-
nencialmente para At — oo, manifestando que, a alta temperatura, la correlacion se pierde rapidamente.
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Los correladores en la region R, segundo elemento diagonal en (5.2.14), se obtienen facilmente a partir
de las expresiones anteriores. El resultado es,
. 6°8)

"5pFoR
(A— )2

(WolOR(L,POR(, @) WoD| =~

=) i

]EZ

[cosh(Ag +27rs j) — cosh(Ar(1 + ze))] (5.4.17)

La solucidn estd ordenada temporalmente de forma inversa que (5.4.16) y también se obtiene de la misma
por conjugacién compleja, de acuerdo a lo impuesto por TFD.

El andlisis de los elementos no diagonales es mds interesante. Estos elementos requieren de los términos
cruzados de L con R de la accién en la capa de masas y el resultado es,

280
(WolOr(t, )01, @) Wo)| = ¢L5 R = (WolOL( O pivey|
_2(A- )
47-[2lrs Zfd zwAt+llA<Pez7w) 1( awlA,BwlA"'a(—w)lAﬁ(—w)lA)
Z cosh(A<p+2nrgj) +cosh(Az‘)]_A , (5.4.18)
]EZ

donde el signo en la segunda linea coincide con (5.2.16) y la tercera con [56]. Notar que no hacen falta
reguladores ie para la convergencia de estas integrales*. Esto puede entenderse notando que los elementos
no diagonales de la matriz surgen de integrales sobre modos N, que son bien comportados en el borde
asintético por construccion, por un lado y que si o # 0 # 3, At # 0 para puntos cruzados, en concordancia
con las reglas TFD, i.e. [0,0] = [0,0r) = 0

Todos los resultados obtenidos se condicen con la matriz de correladores (5.2.15). Hecho este chequeo
de consistencia para esta nueva geometria, pasamos al estudio y caracterizacién de los estados excitados
sobre la misma.

5.4.3. Fuentes Euclideas

Ahora encontraremos la solucién cldsica para un campo escalar libre, masivo y real, sujeto a condiciones
de contorno arbitrarias en la region asintética del camino representado en la Fig. 5.2(b).

El campo masivo consiste en modos N en las regiones R, [ y L, i.e. (5.4.8),(5.4.9) y (5.4.13). La solucién
en la regién F puede escribirse como

Op(r,T,9) = Zfdwe OTHIY G (—iw, ) [F) f@,L,r) + E,, f(~w,1,1)], (5.4.19)

con F;l +F_, = 1. Este ansatz cumple apropiadamente la condicion de limite asint6tico. Para ver esto, puede
deformarse el contorno de w en el sentido de las agujas del reloj rodeando algunos polos en el procedimien-
to. De aqui se obtiene

iwr+iltp(Z)F(_w,l) [Fjiwlf( iw,,r)+F,,,fliw,l, ] +QN(r1,¢), (5.4.20)

Cr(nT ) =

donde QN recoge los residuos de los polos representados en la fig.5.8(b) y corresponden a modos cuasi
normales [117]. Estas contribuciones decaen asintéticamente como r =, por lo que los términos entre pa-
réntesis garantizan las condiciones de contorno asintéticas siempre que F*,  +F~, =

La parametrizacion (5.4.19) se puede pegar facilmente a las soluciones (5.4.13) y (5 4 8). El proceso de
pegado se explica en el siguiente apartado y los resultados son

ean -1 ioT

Fri=e———, F =———, T2 =1 =idpp(-iw,])

wl = genw _q 0l = g2ne _] (5.4.21)

627m) -1

4Salvo para los casos o = 0 0 o = § donde los segmentos Lorentziano estdn uno sobre el otro [13]
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ya
Ry =e“"Ly; . (5.4.22)
Una vez m4s, los factores de Boltzmann en los coeficientes hacen que la integral en w de (5.4.19) converja.
Ademads, cada modo en (5.4.19) es regular en el horizonte.
La solucidn general con fuentes distintas de cero en todas las regiones puede construirse directamente
a partir de los casos estudiados anteriormente por superposiciéon. Antes de estudiar la accién sobre la capa
de masa, hacemos algunos comentarios sobre las propiedades analiticas de la solucidon.

Pegado de las soluciones
El pegado se realiza aprovechando la estructura analitica de (5.4.2) en el plano complejo w. Como se
ilustra en la fig.5.8(a) se obtiene por teorema de residuos que

fdw e 9 F(w,1,r) =0, At>0. (5.4.23)

Tomemos por caso el pegado entre las regiones L y F en ¢ ~ T/2 para una fuente Lorentziana encendida:
la fuente ¢ (t',¢") tiene soporte para el pasado de la superficie de pegado, haciendo asi At =t—t' >0 en
(5.4.6). Insertar (5.4.7) y usar (5.4.23) se encuentra

1
4mlrg

OL(r, 1) = Zfdw e e (w0 L)) [flw, 1,1 - f(~0,1,n)], t~T/2 (5.4.24)
1

con ¢; la transformacién Fourier de la fuente. Andlogamente, para el pegadode Lyla t ~ —T/2 se encuentra

irs ;fdw e Y (B, ) L)) [flo, 1)~ f~0,1,1)], t~-T/2 (5.4.25)

O;(r,t, @) =
L(r, t, @) o

Cabe mencionar dos caracteristicas importantes: (i) (5.4.24) y (5.4.25) muestran que el campo consiste tini-
camente en modos N en las superficies de pegado, y (ii) el cociente L* /L~ determina las propie-

omegal ~omegal
dades causales de la solucion, e.g. el caso L:; ;=0yL_,=1dalasolucion retardada discutida en [118, 116].

Analiticidad a través del agujero de gusano

Hasta ahora hemos construido las soluciones pegando modos a través de regiones espaciales de signa-
tura Euclidianas y Lorentzianas. Como resultado, el procedimiento ha dado una conexién precisa entre los
coeficientes en las regiones L y R, es decir, a través del agujero de gusano.

Quisiéramos destacar que las longitudes de /2 de las regiones Euclideas relacionan los coeficientes de
las piezas Lorentzianas Ly R por los factores e*®” (5.4.14) y (5.4.22). Estas son precisamente las relaciones
estdndar que hacen que la combinacién de los modos de L y R segtn el tiempo d; describan modos de
energia positiva globales 0t [38, 119, 36]. Si hubiéramos escogido o # /2 esto ya no funcionaria. Seguimos
la notacién en [116, 13] donde los modos Unruh fueron denotados como ¢.... El primer + denota modos
de entrantes y salientes puros puros en el cuadrante L, mientras que el segundo + se refiere a si el modo
es analitico en el plano inferior/superior del complejo U. La geometria de AdS hace que cada uno de estos
cuatro modos sea divergente en el limite asint6tico. Como vimos, los modos N en signatura Lorentziana
surgen de combinaciones lineales adecuadas.’

A partir de (5.4.22) vemos que al encender las fuentes en F se aparecen modos ¢ .. Es importante des-
tacar que la relacién (5.4.22) se deriva tinicamente del pegado de las tres piezas sin fuente I, L, R. Por el
contrario, es facil ver que las fuentes I activan los modos ¢._. Crucialmente, la combinacién resultante de
los modos Lorentzianos a través del puente Einstein-Rosen y se convirtié en modos N globales.

Para completar el andlisis, desde (5.4.14) vemos que las fuentes L activan los modos ¢ y ¢__ mientras
que las fuentes R excitan ¢, _ y ¢_ . Sin embargo, estos modos (NN) no estan asociados con las excitaciones
de particulas.

5Una discusion similar acerca de la relevancia de la analiticidad a através del agujero de gusano en el contexto hologréfico puede
verse en [121].
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Figura 5.8: (a) Las cruces muestran la ubicacién de los polos de f(w,!,r) mientras que los circulos de
f(=w,l,r). La linea azul denota el contorno de integracién de omega en (5.4.6). (b) Localizacién de los
polos de f(+iw, [, r) para el tratamiento de fuentes euclidianas. El contorno discurre a lo largo del eje real
y la contribucién de QN(r,7,¢) en (5.4.20) surge de los polos circundantes. Las cruces denotan polos de
f(—iw, Ir) mientras que los circulos denotan polos de f(iw, [r). Girando el contorno de la fig.(b) hacia el eje
imaginario en sentido contrario a las agujas del reloj se reduce a (5.4.20) a (5.4.19), recuperando la fig.(a).

Como conclusidn se obtiene que piezas Euclideanas simétricas /2 las piezas euclidianas permiten dar
una interpretacion de agujero negro maximalmente extendido a la regién Lorentziana. La observacion de
que el agujero negro maximalmente extendido esté relacionado con segmentos euclidianos idénticos de
fB/2 en los célculos CFT fue sugerida originalmente en [116].

Otra forma de enfocar el interés en la relacién entre modos es la siguiente. Para las regiones Lorentzia-
nas es natural pensar en la existencia de una multiplicidad de modos locales y globales. Sin embargo, desde
el punto de vista Euclideo, donde no hay interior del agujero negro, no es inmediato (contrastar con los
ejemplos del Cap. 4 a T = 0) cuél es la buena forma de propagar los modos en el cambio de signatura y
en consecuencia y més importante atin para nuestros objetivos, qué excitaciones serdn descritas al encen-
der fuentes. Responderemos cuantitativamente a este asunto cuando abordemos el estudio de los estados
excitados desde un enfoque BDHM.

5.4.4. Estados Excitados

De los resultados de nuestras secciones anteriores se puede obtener la accién completa en la capa de
masa

iS° [¢] = _%faﬁ@ nto,® = _%rAfa G(E) 1o, P ;0o (5.4.26)

a partir de la cual se pueden obtener el producto interno y elementos de matriz de los operadores @ de la
CFT.
Comenzamos por el producto interno entre los estados excitados, tomando AT — 0 en (5.2.7) se obtiene
QPP )| = 1im iS°= [ ¢pp(’, ") Y @a-n [cosh(Ag + 2775 j) — cos(AT)] > Pp(T,9), (5.4.27)
F T g = at—0 Y jez 287w ¢ sJ B2 o
donde ¢ (1, ¢) = ¢1(1,9)O(—1) + pr(T,)O(7), con O la funcién de Heaviside. Hemos incorporado la nor-
malizacién adecuada de la funcién de dos puntos de acuerdo a [65].
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Tomando derivadas simples de (5.4.26) con respecto a ¢ ,g a alta temperatura, se obtiene

CYRlOL Y| (A-1)
RTT BH  2m2irg

Zfd‘“ o-iot+ily (J)F(—iw, DT 4 G (~io, l)e—in/z) 5
]

y AwiaBwin — X—wirnB-win
ez;rw -1

(5.4.28)

(YplIOp(t, @)Y  (A-1)
BRI BH  2m2irs

Zfdw e—ia)t+il(p (e”‘”gl_)y(—iw, l)ein/Z + e—nwd‘)l(_iw’ l)e—in/Z) «
!

y AwiABowir — X—winP-win

g (5.4.29)

Nos gustaria destacar algunos aspectos de estos resultados. Los factores e*'“”/2 pueden entenderse co-
mo derivados de la distancia entre la ubicacion de las fuentes en el plano ¢ del complejo. Tenga en cuenta
que los elementos de la matriz &1, se obtienen tomando T — 0. Una segunda observacién es que ¢y/r
contribuyen con frecuencias tanto positivas como negativas, al contrario de lo que ocurre en el caso de
la temperatura cero, ver (4.2.34). Este es un resultado esperado relacionado con el entrelazamiento entre
los GDL de L y R y serd discutido en la préxima seccion. En este mismo sentido, el entrelazamiento pue-
de también intuirse de los elementos de matriz en (5.4.28) y (5.4.29) cuyos cocientes son et = pEpul2
Enfatizamos que ya no es inmediato de (5.4.28) o (5.4.29) la naturaleza de nuestros estados.

5.5. Analisis BDHM

En esta seccién estudiaremos los estados excitados desde la perspectiva de BDHM. Para establecer no-
tacion, revisaremos algunas consideraciones relevantes sobre la cuantizacién de campo en geometrias de
AN. A través del mapa BDHM, construiremos los operadores CFT @O, 01. La naturaleza coherente de los
estados excitados se demostrara al confrontar el resultado de la seccion anterior. Como resultado, las ex-
citaciones obtenidas por el encendido de las fuentes en las secciones euclidianas corresponden a estados
coherentes térmicos [128] en el limite N — oo.

Cuantizacién canénica de campos escalares en una geometria BH

La cuantizaciéon de campos en una geometria AN da lugar a dos conjuntos de operadores escalera. Estos
pueden ser vistos como resultado de la posibilidad de excitaciones independientes en los parches L y R
o, alternativamente, de las dos posibles extensiones analiticas de las soluciones del modo L al parche R
cuando se resuelve el problema en coordenadas Einstein-Rosen. Como ya mencionamos, los estados de
vacio correspondientes resultan no equivalentes. Aqui seguimos el enfoque analitico.

Comenzamos a cuantizar la teoria del campo escalar en la métrica de BTZ en coordenadas de Einstein-
Rosen. Escribiendo u? = r? — 1 [129], la métrica (5.3.4) se convierte en (2.2.31),

du?
u+1

ds?=—u?dr* + + (U +1)dg?. (5.5.1)
Las regiones u 2 0 corresponden a los parches L y R respectivamente, y la coordenada ¢ coincide con la
de la seccion anterior. Ver Fig. 5.6(a) para una representacion de la geometria. Es importante recordar que
el tiempo ¢ en estas coordenadas corre de forma inversa en L y R. Esto se puede ver mapeando (5.5.1) a
coordenadas de Kruskal®. El campo KG (5.4.1) en la geometria ER se expande de la siguiente manera

o0
du,t,9) = Zfo dow dl) B (u, t,0)+d%) h% (u, t,¢) + h.c.. (5.5.2)
l

6 Alternativamente, se puede recurrir a la analiticidad de la métrica en el plano complejo u: para el tridngulo fijo Az > 0, el signo
del tiempo propio At(u) = fu dt >0 en el signo fijo u > 0 cambia al pasar de L (1, At >0) aR (1, At < 0).
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Los modos de energia positiva hfull’z) se definen a partir de los modos L y R que tienen soporte en sus respec-
tivos parches (también conocidos como modos Rindler). Explicitamente, los modos L se definen como

(D - m2) grwi =0 atgL;wl = _ing;wl 8Lwl = Nl e—iwt+iltp [fwl(r) - f—wl(r)] , w>0 (5.5.3)

mientras que los modos R vienen dados por

8Rwl = 8.1 (5.5.4)
Los modos u-analiticos & son [130, 119]
R (w1 o) 1 e™'? gL onL R (. 1.0) 1 e ™2 gx . onL
u,l, gy ————— u,lt, = — »
wl ¢ V2sinh(nw) |e ™% g% = onR wl 4 v2sinh(nw) |e™'? gp,; onR
(5.5.5)

los cieficientes ./,,; garantizan que los modos g son ortonormales en sus respectivos parches tipo Rindler
7. El estado de vacio definido como (2.1.30),

dyy)IWo) = dg)¥e) =0, (5.5.6)

corresponde al llamado estado de vacio TFD definido a en (2.1.30).

Los modos & presentados en esta seccién son los de Unruh, construidos a partir de: Coordenadas ER,
que cubren el exterior del BH, y exigiendo analiticidad en la coordenada radial a través del agujero de gu-
sano.

BDHM a temperatura finita, TFD y coherencia

En esta seccién revisamos el diccionario BDHM [15] y su extensién al presente caso de temperatura
finita. La prescripcion estdndar define a los operadores CFT locales cuanticos € (¢, ¢) de los campos cuanti-
zados AdS ®(r, t, ) a través del mapa

Ot,p)=2(A—d) lim 2 dr,t, ), (5.5.7)

donde r — oo define el limite asintético tnico de la teoria del volumen a temperatura cero. El factor r®
dependiente de las coordenadas conspira para dar un limite finito y el factor 2(A—d) es necesario para tener
una correspondencia precisa con los resultados de la prescripciéon de GKPW [16, 63]. A temperatura finita,
de acuerdo con el enfoque TFD descrito enla Sec. 5.2.1, los GDL se duplican en la teoria de la gravedad, esto
se manifiesta en dos limites asintéticos desconectados. Por lo tanto, a partir (5.5.2) definimos

o0 . . A, . .
OL(t, ) = 2A-d) lim &(u, t,¢) = Zfo do d\) e 0HI0G,, 4+ 4% e 2t GE 4 e,
]
(5.5.8)

o0
N _ _ . 2 _ 71 —ww/2 —iwt+ilp 72) mwl2 +iwt—ile z*
Or(t,p) = (2A—d) lim d(u, t,(p)—Xl:fO dwd,) e e Oui+d;) €% 0} +h.c.,

(5.5.9)
donde los coeficientes
G =L_d)dy [@e1Bol — Ao Bwi] (5.5.10)
wl \/m wl wlPwl —-wlP-wl| 9.

se heredan de la normalizacién de los modos.

7El producto escalar se define de forma estandar

(o) = —i fz (@10uP] — 3 0up) ' Fdudep,

con n* la unidad normal a la constante ¢-hipersuperficie £y y; j sumétrica inducida. Un cambio de signo en n* entre parches Ly
R (u 2 0) surge del cardcter boost de ¢ representado en Fig.5.6(a).
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El estado de excitacion de la imagen de interaccién, construido a partir de la misma, se convierte en 8

0 A S A A
W) = {e S drOrmaOl gy o exp{; fo do A d0)T+ 2P a%)t } W) (5.5.11)
donde
A==€ 1(-in, 1 6, AL = =e"hr(+iw, ) Gy (5.5.12)

Para llegar a la identidad final el (5.5.12), se usaron los teoremas de desenredo estindar BCH [47]. No6tese la
similitud dellado derecho de 5.5.11 con la expresion de temperatura cero 5.2.5. Observe que el operador que
multiplica |¥y)) enlasr.h.s. de (5.5.11) no es otra cosa que la forma del operador de evolucién, representado
en el esquema de interaccién en la teoria de campos de AdS, y en virtud de (2.1.30), y de lo explicado en la
Sec. 2.1.4 y 3.5 puede entonces reescribirse como un operador unitario de desplazamiento a menos de una
constante de normalizacion.

El principal resultado de este trabajo es haber demostrado que los estados obtenidos mediante el encen-
dido de las fuentes en las secciones euclidianas son estados térmicos coherentes en N — co. Concluimos
que el caracter coherente/semiclasico de los estados (5.5.11), originalmente desarrollados a temperatura
cero en [63, 77], sigue siendo vélido a temperatura finita. Para poner este resultado en el lenguaje de tem-
peratura finita més familiar [128], la correspondiente matriz de densidad (no normalizada) para los estados
excitados (5.5.11) es,

Py =Trz W) (¥yl = U, U},

que es manifiestamente hermitica. Por lo tanto, al interpretar esta expresiéon en la teoria de campo libre, uno
puede expresarla en el esquema de interaccion como py o< D(A) e PH D(1)" donde D(A) es un operador de
desplazamiento. Esta es la matriz de densidad estdndar de un estado térmico coherente.

El célculo directo usando (5.5.8), (5.5.9) y (5.5.11) conduce a

((WFI@L(I,w)IWI))__ [oo Ciotsil (5o . )

RIS ; _ood“’e (Pr(=iw, D +dr(=iw, D)0y (5.5.13)

(YEIOR(E Q)Y -y f dw e I (O p(—iw, 1) + e TP (~iw, ) |Gyl 5514
R0 =)o

donde se puede reconocer inmediatamente la estructura de (5.4.28) y (5.4.29) entre las fuentes. Una compa-
racién mas detallada de estas expresiones proporciona una expresién analitica para |0,,;|?, determinando a
su vez A,;. Ver [130] para una expresién integral de .#,,; donde se enfatiza la necesidad de un célculo cui-
dadoso que involucre a los reguladores. Se puede comprobar que en el limite de temperatura cero, como en
el régimen AdS térmico presentado aqui, donde se conocen los factores de normalizacién, las expresiones
correspondientes coinciden exactamente con [63]. Recientemente se hicieron observaciones similares en
[131]. La expresion precisa de los autovalores se obtiene comparando los resultados (5.5.13),(5.5.14), (5.5.8)
vy (5.5.9).

5.6. Campo escalar: AdS térmico

Aqui se resumen los pasos a seguir para encontrar la solucién en la geometria dual al problema a baja
T mostrado en la Fig. 5.2(a), i.e. AdS térmico. La geometria se construye pegando cilindros de AdS puro con
signatura euclidiana y Lorentziana alternativamente, conformando una variedad toroidal como se muestra
en Fig. 5.9(b). Se denominan Ly Ry se parametrizan con ¢ € [-T/2,T/2] las regiones Lorentzianas para
poder comparar mds facilmente los resultados que se obtendran para el caso del agujero negro. Tomaremos
secciones Euclidianas con distinto largo en este caso: o paraly ff— o para F como se muestra en Fig. 5.9(a).
Se toma 7 € [0 — §,0] paraly 7 € [0,0] para E que para o = /2 se reduce automdticamente a un camino
simétrico. Por contraste con la geometria formada por agujeros negros, es relevante recordar que tanto

8Como se puede ver en el caso de (2.1.30), las acciones de G y O en el vacio TFD estédn relacionadas. Como consecuencia, uno
puede elegir cualquiera de ellos para construir y las excitaciones por encima de|W¥y)) son fisicamente equivalentes.
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(a)

(b)

Figura 5.9: (a) Contorno SK para el caso de AdS térmico. Los segmentos euclidianos tienen extensién o para
I'y B—o para F. (b) Geometria dual para el camino térmico. Notar que Ly R estdn conectados solo a través
de las regiones euclidianas. Las piezas estdn ordenadas segtin la flecha en el contorno de la izquierda.

desde la teoria de campos como la gravitatoria no hay forma de conectar L y R sin pasar a través de las
regiones Euclidianas. En esta geometria entonces el andlisis de analiticidad dentro de la variedad no tiene
lugar y por eso se discute el caso o general.

La regiones Lorentzianas estdn definidas sobre AdSs,

dr?
ds® =—-(r* +1dt* + +1+r2d<p , (5.6.1)

con ¢ ~ ¢ + 2. Usando el anszats ® o« e~ i*+i1%5(, 1, r) en la ecuacién de movimiento (5.4.1) da

TEq+Aa-))TE(+A+w) »
st =1 F(A—l))F(I(lZ|+1) (s rszl(

w+|l+A w+|l|—A+2

) +1;—-r )
2 2
(5.6.2)
como la tnica solucién regular en el interior. La normalizacién estd fijada de forma que para frecuencia

genérica {w, l}, s(w,l,r) = rA=2 4 . asintéticamente. La solucion generalen L es
DL 1) = f dwe 10 (0, Ds@,,1)+ Y Ly e nt + Ly et @nt)e™s, (1), (563)
IEZ rlu—:>
€

con los coeficientes ljl parametrizando los modos N
Snl(r)Ef do s(w,l,r), wp=2n+A+11|. (5.6.4)
W=—wWp|

Los coeficientes se fijan al pegar las soluciones. La integral en frecuencias en (5.6.3) requiere definir un
camino de integracion en el plano w que para evitar las singularidades que se muetran en Fig.5.10(a). La
solucién sobre R es andloga.

Las soluciones sobre las regiones euclidianas pueden también extrapolarse de la expresién anterior,

O/(r,T,) = fd e TG (~w, Ds(—iw, L)+ Y ( N e @t + 1 enT) e s,,(r),

leZ neN
lez

Notar que el subindice & que definia el camino de integracion en la frecuencia ya no estd puesto que no
es necesario: los polos de s(—iw, [, r) no caen sobre el eje real, ver Fig. 5.10(b). Los coeficientes Lil, I;;'l asi
como también sus andlogos para R y F se determinan pegando las soluciones. El pegado paso a paso es més
trabajoso que pedagégico y el resultado general con fuentes en todas las regiones no se presenta. Como
ejemplo, para una fuente solo en L, los coeficientes pueden pensarse asociados a la funcién de 1 punto de
O y resultan

I Ao R

_ tiwT/27+ + _ Fwogrt + _ +le/2
nl= a2 gomb—1 nl=¢€ Ly Ry=e 7L, F,;=e Ly (5.6.5)
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(@) (b)

Figura 5.10: Polos Thermal

Usando (5.6.5) en (5.6.3), uno puede reescribir el campo como

1 . N ’ e‘“ﬁ
Or(r,t,9) =— dwdt' dg' e =+illo=¢D t, o) sw,l,r
L, t,) MZKZZ[% ¢ p 7P 9s@, L)
1 . Ny / 1
- dodt de' e W= D+illo=9) __— . (¢ s, 1,1 5.6.6
w), ¢ 5L es@, L) (5.6.6)

donde Z y «f representan caminos de integracién asociados a propagadores retardados y avanzados res-
pectivamente. Esto es otro ejemplo explicito, luego de In-In, donde el orden del propagador sugerido en
(5.6.3) no es lo que define la causalidad del problema si no que el pegado de soluciones (determinadas a su
vez por la fisica que describe el problema) es lo que determina c6mo la informacion viaja en la variedad.
La acci6n en la capa de masa completa se obtiene de resolver para el caso de fuentes generales e inser-
tar las soluciones clésicas en los términos de borde y llevando adelante la renormalizacién holografica. A
continuacion, se presentan los observables que pueden calcularse a partir de la accién regularizada.

Correladores

El resultado para AdS térmico se sigue de forma andloga a partir de (5.6.3) y (5.4.26), con el primer
elemento diagonal

A-1)2 _
<<\Po|@L(t,(p)@L(t’,<p’)|\PO>>)Th= Z( ) [cos(At(1—i€) +if]) — cos(Ag)] A (5.6.7)

A-1
jez 2871

Nuevamente, de su expansién en momentos, que ya se observa en (5.6.3), se observa la estructura causal es-
perada en (5.2.15). El resultado se interpreta como una suma de imagenes en ¢ con periodo f de la funcién
de 2 puntos a temperatura cero (4.2.46), lo que impone la condicién KMS. La propagacién de la informaci6én
en esta solucién, en contraste con (5.4.16), es oscilatoria como se espera a bajas temperaturas. En resumen,
las expresiones (5.4.16) y (5.6.7) que dominan respectivamente en las regiones f < ’609 describen la dina-
mica de la CFT a cualquier temperatura. El correlador en R estd ordenado anti-temporalmente y también
puede obtenerse por conjugacién compleja en (5.6.7). Notar que una rotaciéon de Wick doble ¢ — it, t — i@
conecta los elementos diagonales de la matriz de propagadores (5.4.16) y (5.6.7) entre si.

9Recordar que B¢ = 2R 445 = 27 en las unidades usadas.
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En el limite de bajas temperaturas, el cdlculo holografico de los elementos no diagonales para o general
lleva a

. 0%Sq (A-1)? o A
(WolOr(t, 9" OL(t, (p)I‘I’()))) ¢L5¢R Eﬁ%m [cos(At+ifj—io)—cos(Ag)]
(5.6.8)
528% -2
(WolOL(t', ¢ )OR(t, (p)I‘Po)>| — —Z ) [cos(At+i,Bj—i(ﬁ—a))—cos(Aq))]_A
6¢R5¢L 2A g

(5.6.9)

Como puede verse, el cdlculo holografico reproduce el caso no simétrico de matrices, que se recupera cuan-
do o = B/2. Este es el principal interés de considerar el caso o # /2. El célculo de estas cantidades sigue
argumentos andlogos a los de la Sec. 2.1.1.

Algunos comentarios comparando (5.6.8) para o = /2 y (5.4.18). Primero, notar que a diferencia del
caso de elementos diagonales, estos objetos no estdn conectados por la doble rotacién de Wick ¢ — it,
t — i. Esto se sigue de que las dependencias en ¢ en (5.6.8) no rotan. Este resultado estd relacionado con
la topologia de las soluciones: a diferencia de la solucion térmica, la del agujero negro conecta a las regiones
Ly R através del agujero de gusano, comparar las Figs. 5.2(b) y 5.9(b). El hecho de que cantidades en (5.6.8)
y (5.4.18) no estén conectadas por dobles rotaciones de Wick enfatiza la importancia de tener y comprender
una prescripcién hologréfica en tiempo real.

Estos elementos no diagonales también se pueden interpretar como proveyendo informacién del entre-
lazamiento entre los GDL de las regiones L y R [99]. Los resultados (5.6.8) y (5.4.18), entendidos como cotas
inferiores de la informacién mutua entre L y R de cada solucién, se comportan también como se espera,
siendo menor en la solucién térmica y teniendo un méximo regular en At = A¢ = 0.

Estados Excitados

En el limite de baja temperatura, producto interno es
ln«\PFl\PI» hm is0= fng(T @) Z [cosh(AT+ﬂ]) —cos(Acp)] OE(T, ). (5.6.10)

Como se esperaba de [132], los ntcleos en (5.4.27) y (5.6.10) estdn conectados a través de una doble rota-
cién de Wick. Extendiendo este célculo para un campo complejo @ y fuente ¢ podemos identificar estos
nucleos como los potenciales de Kéhler en el espacio de estados, como se observa en [133, 84]. En este sen-
tido, tanto los de (5.4.27) y (5.6.10), como los del capitulo anterior [63, 77], proporcionan ejemplos explicitos
no triviales. Note también que los estados | ¥} r)) no estin normalizados ni son ortogonales. La norma se
puede obtener de forma anéloga a los casos anteriores.

Para los elementos de matriz el resultado es

580 _A-1 Sn1(r)

Th Fiwyt+ilp é iwy TI2 iw,TI2 nl
—_— r(Fiwy,, De +(/)1(+lw e _ (5.6.11)
S5¢r $1=0 T o2 ;’ Z ( n n ) eBwn —
689 A-1

Th - x (5.6.12)
6¢R (PR:O 277:2

Fiont+ile [ Fono-P) 7 (= 0 TI2 | Fomo 7 (= —iwmTi2)| _Sn1(r)
Y etion (e WP p(Fiw,, De' % + ™o G r(Fiw,y, [)e '@ ) o

donde w,; y s,;, definidos en la Sec. 4.1 y son las frecuencias y modos normalizablesa 7 =0 en AdS y
_ 0 . _ o .
br(=iwy, D) = drde e ¢z, ), Gr(=iwp;, 1) Efo drde e pr(z,¢p) .

o-p
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Observe que para el general o los lhs de (5.6.11) y (5.6.12) no se refieren a ninguna notacién de bra/ket. Esta
interpretaciéon sélo aparece en g = /2, donde surge la simetria de la reflexién temporal entre las piezas
Euclideas.

La cuantizacién candnica de los campos, pensando en una interpretacion segtn la prescripcién BDHM,
se sigue directamente del caso a T = 0 de la seccion anterior. Cada segmento L y R por separado, aunque
solo el caso con o = /2 lleva a reglas de conjugacién hermitica naturales para los estados inicial y final. El
resto de los casos requieren de factores ad-hoc [35, 31]. Los estados excitados pueden escribirse como

0
W) = {em Lrdr 0N 1) o exp{Z AD AW+ 2? a@t } W)

nl

donde d”%, i = 1,2 combinan estados de energia positiva y negativa segtin los coeficientes de Bogoliuvob
estandar

1 - z 2 WTI2F
A==€ "2 gr(—iwn, D) Oy AG) = =€ TG (+iwn, 1) Oy

y O, son los coeficientes de normalizaciéon del operador a T = 0 discutidos en la seccién anterior y que se
obtienen siempre en la prescripcién BDHM [63].

Esto completa el estudio de los duales hologréficos al camino Térmico o = /2. Concluimos este capi-
tulo con una breve seccién donde se discuten una aplicacién para los estados excitados hologréficos en la
que el autor esté trabajando actualmente.

5.7. Entropia de estados excitados holograficos

El formalismo de campos a temperatura finita TFD construye su vacio como un estado entrelazado
de dos sistemas L y R no interactuantes. De hecho, el vacio TFD estd completamente determinado por la
restriccion,

[@r(ul, t=Tr,9) = Dr(-lul, t = Ty — im, )] [¥o) =0, Vu,¢, (5.7.1)

Una interpretacion de esto es que el estado de vacio, cuyo funcional de onda estd descrito por la geometria
euclidiana de la Fig. 5.6(b), es tal que actuar con un operador L en él a T;, es lo mismo que actuar con el
operador R a T; pero trasladado ida y vuelta —izm = —i8/2 en tiempo imaginario,

OR(T; - im) = Up(—im) ®r(Ty) Uy (i) . (5.7.2)

La ortogonalidad de las autofunciones del problema permite demostrar que (5.7.1) es equivalente a
(2.1.30), que resulta més familiar. De hecho, insertando (5.5.2) y (5.5.5) en la expresién anterior y usando la
ortonormalidad de los modos, se obtiene

cii)ll) [Wo)) ox (iwl - e—wﬁ/ZﬁZ)l) [Po» =0 dAfl) W) o (I:Z)l - e“"ﬁ/zﬁwl) W) =0, (5.7.3)

donde I:I) Y I?Z) ; Crear excitaciones con soporte en Ly R respectivamente , y cfgl'z) definidas tales que aniqui-
lan el estado |Wy)). Estas relaciones se conocen como condiciones de estado térmico y definen la transfor-
macién de Bogoliubov entre ambos conjuntos de operadores de escaleras'®. Nétese que en (5.7.3) hemos
reintroducido la dependencia explicita de la temperatura g.

Una consecuencia importante de esta formulacién es que los modos asociados a los operadores dgl'z)
son precisamente las combinaciones lineales de las soluciones L, R, que son analiticas a través de la gar-
ganta u = 0. Esto captura las caracteristicas discutidas en la Seccién 5.4.3. También vale la pena notar que
esto es consistente con el hecho de que los puntos en la garganta del agujero de gusano, es decir, u = 0,
son puntos fijos del operador de la evolucién Uy(t) de la teoria cudntica en AdS, cuyo Hamiltoniano es el
generador de boost, y su extensién analitica a los tiempos imaginarios evoluciona las superficies de nivel
T como se representa en lineas rojas en la Fig. 5.6(b). En este sentido, |W¢)) es el estado térmico KMS con
respecto al generador de boosts [123].

10Formulaciones similares en el contexto de cuerdas se pueden encontrar en Refs. [134, 122]
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Figura 5.11: En la figura se representan pictéricamente en (a) y (b) los vinculos (5.7.1) y (5.7.4) respectiva-
mente.

Motivados por la interpretacion en (5.7.2), uno puede considerar una nueva evolucién generalizada para
un operador evolucién Euclideo perturbado con fuentes externas, i.e. del tipo que crean estados excitados
de los considerados en esta tesis,

R(Ty—im) = Up(=im) Pr(T) Uy ' (—im) = Up(=im) Dp(Tp Uy (=in) .

Esto puede usarse para definir un estado de excitacién (inicial) ya que la restriccién (5.7.1) ahora se con-
vierte en
r(lul, 1= T1,¢) = Uplm) Dr(-lul,t = Tr,p) Uy (0 | 1) =0, Vi, (5.7.4)

La Fig. 5.11 es una representacion gréfica de los vinculos (5.7.1) y (5.7.4). La descomposicién de frecuencia
de estas ecuaciones ahora produce

51,2)  4(1,2) _
(dw,l ~ A )"I’d)»—o (5.7.5)

donde hemos utilizado que el operador (adecuadamente normalizado) Uy actia sobre los operadores de
escalera de AdS como un desplazamiento, i.e.

Up(m)d, i Uy () = d, 7+ 2,7

de acuerdo a lo discutido debajo de (5.5.11). Por lo tanto, la solucién de (5.7.5) es claramente el estado
(5.5.11). Esto presenta una perspectiva alternativa sobre nuestra prescripcion de la Sec. 5.2.1 para los exci-
tados estados iniciales/finales en la CFT dual.

El punto central de estas consideraciones es que (5.7.1) en combinacién con (5.7.2), son una forma
equivalente de escribir el teorema de Tomita-Takesaki para un estado |Wy)) separador y ciclico [33], esque-
madticamente

[So®@L— DPrIIYo) =0, (5.7.6)

donde Sy es el operador de Tomita para el estado |Wq)). De forma sucinta, el conocimiento del operador
de Tomita permite a su vez el conocimiento del Hamiltoniano Modular del sistema, objeto de interés en
muchas aplicaciones dentro y fuera del contexto de holografia, como teoria de campos y teoria de materia
condensada, ver [33] y las referencias ahi citadas. El operador modular, se obtiene como Ag = S(J; So yen este
caso es

Ao =SSy = e PUHL—HR (5.7.7)

el operador de boost asociado a la coordenada de tiempo extendida d; segtin la métrica (5.5.1), en acuerdo
con [123].
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Luego, llevar el vinculo excitado (5.7.5) a la forma de Tomita-Takesaki comprobando sus hipé6tesis, se
podria construir el operador Sy excitado, calculando asi el Hamiltoniano modular para los estados excitados
en la teoria de gravedad.

La relacién entre los Hamiltonianos modulares a ambos lados de la dualidad es un objeto de estudio
actualmente y en su version operatorial, conocida como JMLS [18], se propone que uno y otro objeto tienen
una relacion directa. No reconstruiremos los detalles de aquel ni de este trabajo aqui, puesto que excede los
objetivos de esta tesis y es trabajo atin en progreso. La intencién de este apartado era el de dar al menos una
direccién en la que el estudio de estos estados permite obtener informacién de sistemas fisicos por fuera del
marco teérico en que fueron concebidos. Cerramos esta seccién con otros dos comentarios a este respecto.

La entropia de entrelazamiento y otras propiedades entrépicas de los estados excitados holograficos
fueron obtenidos mediante el truco de réplicas y por célculo directo en [89] y luego extendido a la defor-
macién del estado mediante operadores de traza multiple en [81]. Esto provee un conjunto interesante de
resultados independientes con los cuales comparar.

El caso de AdS puro en el marco de T = 0 admite otro juego de coordenadas AdS-Rindler, tal que la
construcciéon admite una reinterpretacién TFD del problema: el vacio global es el descrito en esta tesis y
se descompone en un estado térmico para los parches AdS-Rindler. Esto representa un segundo caso de
estudio para las consideraciones de esta seccién y en vistas a trabajo futuro.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se discutieron aspectos formales acerca de extensiones de la dualidad AdS/CFT a tiempo
real. Especificamente, se integraron aspectos de las prescripciones de Skenderis y van Rees (SvR) con la de
Banks Douglas Horowitz y Martinec (BDHM) para construir y caracterizar una familia de estados excita-
dos hologréficos que por construccion tienen siempre asociada una interpretacion geométrica del lado de
gravedad. Los estados construidos, |'¥), se definieron de forma no perturbativa como

Wy = e/ 9010y, (PsIW ) = f DDy~ =W,y [py] (6.0.1)

donde a izquierda y derecha se los escribe en términos de los GDL de cada teoria dual de forma indepen-
diente. En (6.0.1), @ es un operador local de traza simple de la CFT cuyo campo dual es ® y la funcién ¢ es,
segun las reglas estandar de la dualidad, a la vez fuente externa para @ en la CFT y de condicién de contorno
para los campos en AdS. En la expresion de la derecha, |¢s) es la autobase ortonormal de configuracién de
campo sobre una superficie tipo espacio Z, @|¢ps) = Ps|dx).

En el limite semiclésico de la teoria de gravedad, la CFT es fuertemente acoplada y se obtiene

W)= e /7?0, (Ps|Wp) = e SEP9) — (s ], (6.0.2)

donde SOE [¢,px=] es una accién en la capa de masa de los campos involucrados. Utilizando herramientas de
integrales de caminos, se demostré que el lado de gravedad en este limite admite la reescritura como

(W) = e SEM] o= o VT + [ y7s®s0uY gy (6.0.3)
donde
Y5 = (V,|01¥y); Yz =(WAII¥y). (6.0.4)

De esta forma, los estados (6.0.3) son una base del espacio de Hilbert. En todo este andlisis el mapa BDHM
result6 de gran utilidad para la caracterizacion de los estados (6.0.1). Por la forma de construir los estados,
en este formalismo puede demostrarse que Yy = 0 aunque esto no es necesario para demostrar (6.0.3). En
presencia de interacciones la expresion (6.0.3) se deforma el estado deja de ser coherente. Para este caso se
logré dar una receta diagramatica para calcular las correcciones semiclésicas a todo orden.

El formalismo y las propiedades de los estados (6.0.1) fue puesto a prueba y confirmado en varios casos
de estudioa T =0y T # 0. Para todos los casos en el limite N — oo se logré determinar de forma cerrada
los autovalores de los estados coherentes (6.0.3). El estudio del caso T # 0 requirié de la construccién de un
dual hologréfico ad-hoc original de este trabajo de tesis.

Como ejemplo de la forma en que los estados (6.0.1) se incorporan a un camino SK, se escribe la expre-
si6n para el camino In-Out,

(W IT(e O Wy )= Y (W, (5D Zlpr; s, ps+] Py [ps-], (6.0.5)
Pss

donde Wy, [¢s+] es la funcional de onda del estado final/inicial y Z[¢;ps-,ps+] es la funcion generatriz
para las funciones de n puntos conectadas de la teoria en tiempo real.
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En el Capitulo 1 se dio un marco histérico y se enmarcé el proyecto de la tesis en la bibliografia actual
sobre AdS/CFT. Se hizo también una descripcién sucinta de la estructura del trabajo.

En el Capitulo 2 se introdujeron aspectos relevantes de teoria de campos y relatividad general. Sobre
teorias de campos, se presentaron el formalismo de Schwinger-Keldysh (SK) enfocdndonos en los caminos
In-Out, In-In y Térmico, distinguiéndolos segtin sean caminos abiertos o cerrados en el plano complejo. Se
present6 el formalismo de TFD y se mostré que es equivalente a un caso particular del camino térmico y se
presentaron ademads dos realizaciones fisicas no triviales de TFD, el espacio de Rindler y los agujeros negros
eternos. Luego, se estudiaron el grupo de simetrias conformes SO(d,2) y sus propiedades salientes de teo-
rias de campos conformes o CFT en dimensién d general y sus correladores. Finalmente, se presentaron los
estados coherentes y el formalismo de Glauber para obtenerlos en teorias de campos mediante evoluciones
de sistemas acoplados a fuentes externas clésicas. Desde el lado de gravedad, se estudiaron los espacios
Hg:1 v AdSg41, observando que su grupo de isometrias coincide con el de una CFT, y se presentaron los
parches de coordenadas relevantes para el trabajo. Se presentaron luego las soluciones de agujero negro
para espacios con A < 0, duales a un estado CFT de equilibrio térmico y se presentaron las geometrias BTZ
en tiempo Lorentziano y Euclideo.

En el Capitulo 3 se hizo una recopilacidn de resultados de teoria de campos y de teoria de cuerdas que
permiti6 dar una intuicién sobre el primer ejemplo de la dualidad AdS/CFT de una teoria de campos A =4
SYM con una teoria de cuerdas tipo IIB sobre AdSs x S°.. A continuacién, se presentaron los enfoques de
abajo hacia arriba: GKPW y el diccionario BDHM o extrapolar. Se presentaron las inconsistencias con el
Principio Hologréfico a las que lleva una formulacién inocente de AdS/CFT en tiempo real y c6mo la pres-
cripcién de Skenderis y van Rees (SvR) las resuelve, incorporando herramientas del formalismo de SK, en
términos de duales hologréficos de signatura cambiante. Finalmente, se presentaron los estados excitados
(6.0.1) y sus caracteristicas generales. En particular, en el limite N — oo estricto los mismos son estados
coherentes. Se obtuvieron los autovalores de los estados en esta aproximacion y los efectos de correcciones
1/N.

El Capitulo 4 se estudiaron los estados para los caminos In-Out en coordenadas globales y Poincaré,
duales a CFT definidas sobre una esfera y espacio plano respectivamente, y el caso In-In en coordenadas
globales, todas aplicaciones a T' = 0. En el primer caso se describi6 en detalle coémo se procederd de forma
general para todos los ejemplos de aplicacion: se armo la geometria dual pegando secciones euclidianas y
Lorentzianas segtin la prescripcién SvR, se encontraron las soluciones cldsicas mds generales a las ecuacio-
nes de movimiento de los campos en cada region y se muestré como el pegado garantiza que la solucion
en la variedad completa es tinica. Una vez obtenida la solucién, se obtuvo la accién en la capa de masa
y se obtuvieron el producto interno entre los estados excitados hologréficos, los elementos de matriz de
los operadores duales entre los estados asi como también los correladores de la teoria. Los resultados de
este ejemplo comprueban todas las propiedades generales propuestas en el Capitulo anterior. El estudio
en Poincaré incorpor6 interacciones en la teoria de gravedad para estudiar las correcciones orden a orden
en 1/N. Las interacciones deforman la naturaleza coherente de los estados, que a primer orden en 1/N
se comportan como estados coherentes-comprimidos. Se describe también un método diagramatico para
calcular las correcciones a las contribuciones de los estados excitados a cualquier orden. El caso In-In se
incluye para hacer manifiesto manifiesto el rol conjunto que juegan las condiciones de contorno asintoti-
cas en combinacién con el pegado de geometrias para obtener el correlador adecuado en cada regién de la
variedad.que el ordenamiento sobre los caminos SK queda fijo.

El Capitulo 5 estudi6 el camino Térmico o = #/2, que admite una descripcién completa de las excita-
ciones en términos de excitaciones sobre el vacio TFD y para el que se construyeron las geometrias duales
a alta y baja temperatura. La primera de estas se construye pegando segmentos de agujeros negros Eucli-
deos y Lorentzianos y en particular las secciones Loretnzianas pueden describirse como el exterior de un
agujero negro maximalmente extendido. Las excitaciones holograficas a orden dominante para estos casos
que quedan conformadas como excitaciones coherentes de los GDL duplicados de TFD. Una descripcién
similar surge para el caso a bajas temperaturas. Para este ejemplo se recuperaron también todas las pre-
dicciones de la formulacién general. Se describi6é por dltimo un trabajo en construccién como ejemplo de
aplicacion de este formalismo para el cdlculo de hamiltonianos modulares de estados excitados.

Los apéndices A y B resumen el formalismo de renormalizacién holografica y algunas integrales dema-
siado largas para el cuerpo del texto.
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Las perspectivas a futuro de este trabajo pueden clasificarse en aplicaciones de este formalismo dentro
de si mismo o en otras areas. Como aplicaciones dentro del formalismo, se pueden seguir considerando dis-
tintos caminos de SK segiin el problema fisico u observable que se desee calcular. Caminos més complejos
0 con mds segmentos, tales como los que se necesitan para el cdlculo de OTOCs [124], presentan una espec-
tro muy rico de posibles duales geométricos que compiten en la aproximacion semicldsica. La busqueda
del correcto dual geométrico para cada geometria particular seria el punto clave en esta linea de trabajo.
La parte no trivial de este procedimiento es que la variedad que minimiza la accién en este procedimiento
podria se una que conecte con agujeros de gusano, como el caso a T # 0 distintas regiones dependiendo de
la forma precisa del camino. La prescripcion tanto libre como interactuante para nuestros estados excitados
es clara una vez encontrada la geometria adecuada.

Otra aplicacién dentro del formalismo es continuar el estudio de las condiciones de pegado fuera de la
aproximacion semiclésica. En este trabajo, la metodologia de resolucién para los campos es la de obtener
una solucién general para cada regién en particular y luego pegar estas soluciones a través de regiones de
pegado fijas. Por un lado, el pegado de soluciones ya es en si un problema no trivial de resolver, como se
observo en el caso de AdS Poincaré en la Sec. 4.2, atin siendo que las regiones elegidas eran las extendidas
como vector de Killing tipo tiempo del borde a la geometria dual, aunque como se vio, el formalismo SvR
admite pegados més generales. Estudiar si pueden elegirse otras regiones de pegado, resolver alli un cam-
po unico para la variedad completa y comparar con los resultados obtenidos en este trabajo podria ser de
interés para explorar aspectos formales dentro del formalismo SvR. Considerar también correcciones gra-
vitatiorias a las geometrias explorando cémo se deforman las superficies de pegado es otro problema de
interés, atiin siendo posiblemente més complejo.

Como aplicaciones a otras dreas, se mencionan tres. En primer lugar, se pueden integrar los resultados
y técnicas obtenidos en este trabajo, concretamente el estudio de estados excitados hologréficos asi como
también las aplicaciones del pegado de variedades de distinta signatura, con herramientas de la teoria de
informacién y teoria de campos algebraica (como entropia de entrelazado, el Hamiltoniano y flujo modular,
la entropia relativa, la informacién mutua) para comprender mejor las teorias a ambos lados de la dualidad
hologréfica. El trabajo en desarrollo descrito en el Cap. 5 apunta precisamente en esta direccion.

Un objetivo también de interés seria estudiar si estos estados modifican en algiin sentido las caracte-
risticas de los agujeros negros que describen, como sus modos cuasi-normales. Basados en herramientas
descritas en [54, 55] entre otros, puede estudiarse los modos cuasinormales de un agujero negro en térmi-
nos de funciones de 3 puntos sobre geometrias de signatura mixta. Este trabajo me fue propuesto por el
Prof. M. van Raamsdonk y es un proyecto en el futuro inmediato. En un sentido mds amplio, dicho trabajo
podria también ayudar a entender en mayor profundidad la relacién entre la analiticidad en teoria de cam-
pos y la analiticidad en RG. Como se menciond en el cuerpo del texto, esta propiedad pareciera jugar un rol
mucho més importante en las primeras que en la segunda de las teorias, lo que sugiere un potencial conflic-
to dentro de AdS/CFT. Estudiar en profundidad este formalismo y la dualidad en casos de agujeros negros
rotantes y como se pegan y como se entienden estas cosas podria ser otra direccién en la cual estudiar estos
aspectos de la correspondencia.

Un tltimo punto que podria también ser de interés! es ver cémo (si es que) se modifica la prescripcién
HRT [69] para geometrias de signatura mixta. Estas prescripciones, generalizaciones covariantes de la pro-
puesta original de RT para el cdlculo de entropias de entrelazamiento de forma hologréfica, requieren de
métodos de maximizacion y minimizacién sucesiva de distintos objetos geométricos dentro de la teoria de
gravedad holografica que podria verse modificados sobre variedades que presenten cambios de signatura,
tales como las elaboradas en esta tesis.

En resumen, en este trabajo se definieron y describieron las propiedades de una familia de estados ex-
citados que por construccién admiten siempre una interpretacién en términos de una geometria dual, ver
(6.0.1). A orden dominante en una expension planar de la teoria de campos, estos son excitaciones cohe-
rentes, ver (6.0.2) y (6.0.3), de las cuales podemos calcular sus autovalores y por tanto representan una base
del espacio de Hilbert. La coherencia, sin embargo se rompe al incluir correcciones, demostrando que la
propiedad inmanente de los estados (6.0.1) es su caracter geométrico y no la coherencia. Se aplicé la cons-
truccién a casos con T =0y T # 0, lo que en el dltimo caso requiri6 la construccion de un dual hologréfico
nuevo. Finalmente, se describieron aplicaciones presentes y futuras para el formalismo presentado.

1 Agradezco al Prof. Kostas Skenderis por esta idea.
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Apéndice A

Renormalizacion holografica

En este apéndice se buscan dos objetivos: en primer lugar, mostramos explicitamente la desaparicién
del segundo término en (4.2.7),

-£ (/ VT @0, P, —f \/§(®0)3) =0 (A.0.1)
2 \Jou M
lo que conduce a la correccién de primer orden de la accién en la capa de masa que surge tiinicamente de
(4.2.36); en segundo lugar, construimos los contratérminos adecuados necesarios para anular los términos
de contacto en (4.2.29). El método de Renormalizaciéon Holografica en el espacio regularizado (es decir, la
prescripcion €), que revisaremos en lo que sigue, se ocupara de ambas cosas. Empezamos por ignorar los
modos N en las soluciones, considerando sélo las soluciones NN que involucran el propagador en masa
A definido en (4.2.13). Mds adelante, mostraremos que si se consideran los modos N, los resultados no se
ven afectados. Haremos este analisis en coordenadas AdS Poincaré, de modo de hacer un tratamiento mas
sencillo del procedimiento en dimensi6én general.

Por completitud, presentamos algunas férmulas que serdn ttiles en lo que sigue. La solucién de primer
orden para hacer caso omiso de los modos N es

®(z,1,%) = Dg(z,1,X) + f dzdidx\/g§ 9.(z,1,%;Z,1,%) (Py(Z, ,%)* + O(g?). (A.0.2)
M

con @y dado por la primera linea en (4.2.12) y %, la funcién de Green de volumen a volumen de Feynman
en el espacio regularizado, i.e.!

. 1 . _
(O-m*) Y. (2, t,%2,1,%) = ﬁc‘i(x—i{)é‘(t— N0(z—2) Y tx7% 1% =0.

La propiedad relevante de %, que usaremos en lo que sigue es la relacion entre los propagadores de volumen
avolumen y de volumen a borde %,

20,(9:(2, t,%; 2, 1,%)) | y=e = € He(Z, 1,5 1,%) . (A.0.3)

La accion en la capa de masa involucra derivadas radiales de £, psilon, que conducen a divergencias
(ver Ap. A) al tomar el limite de € — 0. La expansién que seré 1til a continuacion es la siguiente

. oy 2 Wk D4y (k+v+1)—2log(F) geyk
€2Ky(ge) = (-1)" _(2) kzb (v +k)'k! (?)
1(q Jr r(v—k-1! k 1)! [ ge\2k
E(E) Z( 0 (2) , veN (A.0.4)

donde y(x) es la funcién DiGamma. Los términos divergentes en la accién en la capa de masa vendran
principalmente de la segunda linea anterior, conteniendo potencias enteras de g> que conducen a términos
de contacto en el espacio de configuracién y una divergencia logaritmica adicional que surge de la primera

1Ver Sec. 3.2.1 en [44] para un estudio maés detallado.
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linea de k = 0 que conduce a la anomalia conforme [62]. Construimos a continuacién los contratérminos
apropiados para cada uno de estos términos divergentes.
Insertando (A.0.2) en (4.2.6) se encuentra a orden g

1
S== f e Bl (20,D0) |ee + S f e DL (20,01 e + £ f VZ (@)% -8 f V& (@) +0(g?),
2 (LﬂL 2 6.ﬂL 2 -/%L 3 -/ﬂL
(A.0.5)

donde la normal que apunta al exterior es n*d,, = —z0,. La cancelacién entre el segundo y el tercer término
en (A.0.5) se sigue al usar (A.0.3) en el segundo término de (A.0.5), que lleva a [44]

g
2 Jou,

0.0 e =5 [ VE @ ( | Az ¢L(t,x)) —-E[ VE@wo'. @os

2 Ju o, 2 )y
lo que exactamente cancela el tercer término en (A.0.5). Uno puede preocuparse de que en presencia de
modos N, la integral entre paréntesis ya no da @, ya que falta la segunda linea en (4.2.12). Sin embargo, la
cancelacion persiste al considerar las contribuciones de =* en (4.2.2). Un resultado ttil de la construccién
del SvR es que se puede escribir, en la variedad completa de signatura mixta .4, la solucién de campo a
(4.2.3) como (4.2.40) englobando tanto la informacién de los modos NN como la de los modos N en térmi-
nos de un propagador %, ahora extendido analiticamente. Por lo tanto (A.0.6) sigue siendo valido siempre
y cuando integremos en toda la variedad ..

Este argumento se extiende a todo el proceso de renormalizacién hologréfica: pieza a pieza en la pres-
cripcién de SvR, las regiones X entorpecen el procedimiento general para la regularizacién de las diver-
gencias, manifestindose en modos normalizables de la solucién. En el marco de la prescripcién de SvR,
el hecho de que al final se considere una variedad cuyos tnicos bordes son bordes asintéticos conformes,
garantiza que luego del pegado se recupera la cancelacion tradicional de las divergencias mediante los con-
tratérminos, como lo hace en el caso Euclideo estandar [62, 13, 77]. En lo que sigue, consideramos que se
trabaja ya sobre la variedad completa.

Ahora nos dedicamos a construir los contratérminos necesarios para obtener una accion sobre la capa
de masa finita. Las divergencias en e de (A.0.5) surgen del primer término 2. Cada una de estas divergencias
toma la forma de términos de borde, y como tal, puede ser sustraida sin alterar las ecuaciones de movimien-
to. Vamos a trabajar en el ejemplo de nu = 1y nu = 2. El caso general de v € N sigue el mismo procedimiento.
Por completitud, mencionamos que el tratamiento del caso v = 0, correspondiente al caso Breitenlohner-
Freedman de masa, difiere ligeramente del caso general. La razén es un decaimiento logaritmico en el cam-
po cuando se aproxima al borde. La condicién de contorno se modifica a ®(e, t,x) = ed In(e) p(¢,x) y un
resultado interesante a sefialar es que el coeficiente en (4.2.35) cambia a I'(A)/(27®) lo cual puede ser facil-
mente visto como necesario ya que v/I'(v) haria que, de lo contrario, el resultado fuera trivial [65].

Contra-términos parav =1

Usando la expansion (A.0.4) para nu = 1, los términos dominantes en epsilon para la derivada normal
en el primer término en A.0.5 se convierten en

d
(20.D0) e (%) :f dwd[l; d)L(i’i)e—iw(t—'f)ﬂk(x—i)e%—lZaz (ZzKl(CIZ))
2m)* Jo.u, €2 Ky(qe) ) ,—,
_ [ dwdk Loz oy —iw(t—D+ikx—x) . 4-1 ([ 4 22, (€€ 22
~f 2m)d a,m(/) (1, %)e € ((5_1)+q ¢ ln(7)+q ¢ ln(q))
d
= (E - 1) Dplz=c —1n(€) (Dy®0)|z:e +€g+1 X
X/ d(,l)dkf ¢L(Z’i)q2ln(q)e—iw(t—2)+ik(x—i) (A.0.7)
em Jo.u,

2Los términos de volumen no contienen divergencias en epsilon, ver [65].
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donde usamos la relacién (5.3.7), € = %ee”, yesy DY = eznifdiaj, coni,j=1,...,d es el D’Alambertiano
inducido en la frontera. El primer término de (A.0.5) puede por lo tanto escribirse como

1 1(d 1
— ple ™ (20,D0) | ,=c = —(——1) f VY @0)? = =1n (&) f VY @0, g
2 Jou, 2\2 oy 2 oty
1 5 k T (x
+— f F (1, %) f oL (%) f dwd g*In(g)e @t-DHikx%) (A.0.8)
2 Jo.u, 0., @em)d

La primera linea de A.0.8 muestra que los términos divergentes de la accién en la capa de masa (en el limite
de € — 0) pueden ser escritos como funciones locales de los valores de limite ®g|. = ed_A(/)L, por lo tanto
pueden ser eliminados afnadiendo términos idénticos con signos opuestos. La segunda linea en (A.0.8) es
el término relevante en (4.2.29) y da lugar a la funcién de 2 puntos para un operador conforme de peso
conforme A, como se muestra en el Apén. B. Quisiéramos mencionar que en la prescripcion de € que se-
guimos en el presente trabajo, la relacion entre la condicién de limite para el campo en el limite radial y la
fuente CFT es simplemente ®|. = e?"2¢! en comparacion con ®y = z42¢’ + ... para z <« 1 en la prescrip-
cién asintética. La condicién limite simple (5.3.7) evita el procedimiento iterativo que se encuentra en la
determinacion de los contra-términos en [62]. El segundo término en la primera linea de la primera linea
de (A.0.8) que involucra Ine da lugar a la anomalia conforme de la materia de la CFT [44, 62]. Note que este
término aparece como consecuencia de que v es un entero positivo.
Los términos a agregar para v = 1 son

1 1
Setv=1=—= (d- A)f \/? (CD())Z + —f \/? In (€) q)()(DY)VCDO . (A.0.9)
2 ol 2 Jo.u

Contra-términos parav = 2

Una vez comprendidos los pasos del apartado anterior, todos los demads casos se siguen de forma di-
recta. Obtenemos los contratérminos para el caso v = 2 con el fin de confirmar que obtenemos la misma
estructura de contratérminos que (A.0.9) més un término cuya forma definiré la forma estdndar del resto de
los contratérminos para v > 2. Por v = 2, la expansion (A.0.4) permite escribir el primer término en (A.0.5)
como

d 1 1 1 2 ~ 2
(20:®0)e = | 5 = 2| Pole + 5 (=1 @PDole + ; (=1)*In (@ @y Pole

1 a4 wk pIx . o -
+ _€§+2‘/' f (pL(Z’i) q4 ln(q)e_lw(t—t)‘i'lk(x—x)
4 o.u Jo.u

donde € se define para cada v de forma de absorber cada término logaritmico que no sea In p. La parte de
interaccién de la accién se cancela para todo v, ver (A.0.6), por lo que una vez mas nos quedamos sélo con
el término libre

1 X L —d_] 1(d x , 1 x 1 5 5
—f ple 271 (20,D0), = —(——v)f ﬂcbo——f ﬁqnomycbw—f VY In(@ @(0))°®y (A.0.10)
2 Jou 212 a4 4 Jo.u 8 Jo.u

1 wk ) s
—gfwgb (r,x)fM q*In(g)e @ -DHikx=x) (A.0.11)

Los términos en (A.0.10) estan listos para ser removido como contratérminos

x

1(d x 1 = 1 N
Sctv=2=—= (— - V)/ \/)_f(D% + —f \/?(D()DY(D() - = \/)_/ In(€) (I)Q(DY)ZCI)()
2\2 ol 2 Jo.u 4 Jo.u

donde cada campo anterior se evaltia en z =€y (A.0.11) coincide con el propagador correcto para v = 2 [44]

I L= o ( ok —iw(t=1)+ik( —*)) 1 ft'xfi'i 4T (A) dL (e, x) Pt (%)
- ) ) 1 XX == =
Zfa,ﬂ Mz(p (60¢7(1.%) q'In(q)e 2JouJow w2 (x-%)2—-(t—D2+i0hH)A

1
4
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Contra-términos para v general

Llevando a cabo el mismo procedimiento para v € N que uno encuentra: (i) v términos locales diver-
gentes de la forma ng(\:ly)id)o coni=0,...,(v=1)coni=0,...,(v—-1), (ii) un Gnico término logaritmico
divergente de la forma (-1)"In(e)®o(0y)"®y que conduzca a la anomalia conforme y (iii) un término de
In(p) p?¥ que da lugar a la funcién de 2 puntos ~ |x — y| 22,

El caso de v no entero implica que la expansién (A.0.4) ya no es la indicada. El caso general se sigue de
forma anéloga en todo caso. El detalle més relevante es que las contribuciones logaritmicas estan ausentes,
pero ahora p?" ya no corresponda a una funcién analitica y ya no es en consecuencia una potencia de la
funcién §. Se puede demostrar que la contribucién p?¥ para estos casos es la que da origen al correlador.
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Apéndice B

Integrales

En este apéndice mostramos mayormente integrales en el espacio de momentos que llevan a la forma
precisa de los correladores. En particular, mostraremos c6mo se obtienen los correladores de la CFT a partir
de célculos hologréficos en AdS,.; en coordenadas Globales, AdS,;.1 en coordenadas de Poincaré y BTZ en
coordenadas exteriores. Para el caso de Poincaré, también se muestra la forma en que en [65] se obtiene la
funcién de 3 puntos usando las isometrias del espacio de AdS.

B.1. Correladores Globales

En esta primera seccién, nos ocuparemos en demostrar cémo surge en (4.2.35) el ordenamiento tem-
poral, i.e.

(Yo, ITIO@, )0, "]V ) .y 5280
(Wo, [We_) ¢ OPLL,PIBPLE, ) [y, 0
A 1 / dw e iwt—tY+il(p—¢") B(w,1)
" 2nZi i Alw, 1)
(A-1)
zA—[cos((t—t)(l—le))—cos(cp (p) (B.1.1)

ademads de hacer explicitamente la integral de momentos involucrada. En el proceso, veremos que esto
demuestra también las expresiones (4.2.34) y (4.2.33).

Al igual que en el Apéndice anterior, es mds facil realizar la integracién para valores precisos de A =
2,3,... para entender los pasos a seguir y comprender su generalizacion para A abritrario. En este caso,
estudiaremos A = 2.

Comenzamos poniendo sin pérdida de generalidad t' =0y ¢’ =0,

f dw —lwt+zl(p izz 2 (B.1.2)

27
2n<i leZ

donde se puede ver que por teorema de residuos ¢ 2 0 permite cerrar la integral por abajo/arriba y convertir
la integral en una suma sobre los residuos del integrando. Para ¢ 2 0 se termina sumando sobre w = tw,; =
+(2n+|l+A), ver Fig. 4.2. Tomemos primero el caso de At >0,i.e.w =2n+|l|+A

f —twt+il(p Bw, l) Z Z e—l(2n+|l|+A)t+lltpr(n+A)r(|l|+n+A) (t>0)

27121 = Alw, ) nF(A 1?2 =0, = n!(|1] + n)!

(B.1.3)
donde se us6 la forma explicita de A y B definidas en (4.1.28). El cociente a sumar es facil de comprender
usando valores naturales de A, donde se escribe como un polinomio finito de n y [ por el cociente entre

factoriales, i.e.

m+D(I+n+1) A=2
Q+m2C+n(1+l+nm@2+1+n) A=3 . (B.1.4)
Q+m2C+n@B+n)1+1+n2+I1+n)3B+1+n) A=4

T(n+AI(l|+n+4)
n!(|l + n)! B
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Ambas sumas pueden hacerse sin problemas en Mathematica para cada A particular a menos de un deta-
lle. La suma en n requiere un regulador € > 0 que puede incorporarse como e~ ¢" de forma de regularizar
las contribuciones para n — oo. El regulador puede incorporarse de la forma e~ ?"*/(!=€) 3 ]a exponencial
temporal aprovechando que ¢ > 0. El resultado para A =2 es

Wy, ITIO, )0, @)Wy )
(Wo (W)

= %[Cos((t— (1 —ie)) — cos(p — @) h , (B.1.5)

c

de acuerdo con (4.2.35). Los casos de mayor A se siguen de la misma forma.

Comprobaremos la consistencia del regulador incorporado, eligiendo t < 0 y demostrando que la pres-
cripcién es consistente. De haber considerado el caso t < 0, la integral se hubiese cerrado en el sentido con-
trario y los residuos relevantes serian w = —w,;. Las sumatorias nuevamente pueden hacerse aunque el re-
gulador requiere cuidado. La exponencial temporal serd ~ e*?"! y dado que el regulador atin es e™¢"* = e*€17,
dado que ¢ < 0, el mismo se reacomoda como etintd-ie) an acuerdo con el resultado (B.1.5).

Un dltimo comentario sobre el regulador. En rigor de verdad, el regulador ie es adecuado para separar
regiones dentro y fuera del cono de luz, que requiere -t + ¢? = 0 y no solo un cambio en el signo de . El
argumento expuesto arriba puede pensarse como el caso en que ¢ = 0 que corresponde a considerar solo
distancias tipo tiempo y atravesar el cono de luz por su vértice al pasar ¢ 2 0. En todo caso, dado que los
correladores fisicos de teoria de campos son funciones analiticas, una vez encontrada la forma correcta del
regulador para atravesar de algiin modo el cono de luz la forma de todo el correlador queda precisada para
todo el espacio. Volveremos a usar esto

Es directo comprobar que (4.2.33) se sigue de los argumentos expuestos con la salvedad de que la suma
sobre residuos involucra siempre una suma sobre exponenciales reales decayentes, de forma que el regula-
dor no es nunca necesario, en acuerdo con lo que se espera de un correlador Euclideo. El caso de (4.2.34)
es aiin m4s sencillo, puesto que ya estd escrito en términos de una suma sobre residuos del tipo presentado
y contiene siempre exponenciales reales que regulan la suma en n. Esto concluye con los objetivos de la
presente seccion.

B.2. Correladores Poincaré

Llevaremos a cabo algunas integrales de ejemplo que conducen a los resultados (4.2.33)-(4.2.35). Tam-
bién revisamos el método utilizado en [65] para integrar (4.2.41).

Primer caso:

Consideraremos los casos v = v/(d/2)? + m? € N. Esto lleva a la aparicion de logaritmos en las expansio-
nes de las funciones de Bessel, ver (4.2.29), que debemos transformar de nuevo en espacio de configuracion.
Como ejemplo, (4.2.35) se obtiene de (4.2.28) haciendo

e—0

(-4l f dwdk

lime™ (20,0§) | 2= = f dix ¢t (i,% ( *In( )e"'“’”‘ﬁ”k‘x""‘)) ‘ (B.2.1)
(20:Dg) | 2=¢ ¢ TwE ) amad na
La integral de momentos entre paréntesis no es convergente en el sentido tradicional y debe entenderse en

el sentido de distribuciones. Damos sentido a la integral de momento en (B.2.1) definiendo

dwdk o, —iwtrilx _ e 1 ([ dwdk 5, —iwt+ikx)
f amad M@ =m0\ amad e (B.2.2)

con v en el lado derecho entendido como un pardmetro continuo. En lo que sigue, ambos d y v se entienden
como parametros continuos. Las integrales se hacen dentro de un dominio donde convergen en el sentido
tradicional, y la integral deseada se define como la continuacién analitica del resultado regular. Referimos
al lector a [125, 126] para una formalizacién completa de estos conceptos.

Estamos interesados en demostrar

cd,v)= —

d
dwdk 5y _ivrrikx_ ;_ Cd,V) 4v F(EJ”’)
f ¢ =1 5 -—, (B.2.3)
@2m)4 (x2— 12 +i0%) a3 T(=V)
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donde g = k?-w?-i0*. Haremos uso de la invariancia de Lorentz para simplificar nuestros célculos, calcu-
lando la integral anterior primero para un intervalo espacial (x*)? = X? > 0 y luego en un tiempo puramente
temporal (x")2 = —T? < 0, desde donde se puede recuperar el resultado general.

Intervalo tipo espacio: Una transformacién de Lorentz permite ir a un marco de referencia x* = (0,X).

Escribir k en coordenadas esféricas y usar 3.915 5. en [95] conduce a integrales de w y k = \/bfk? que
pueden ser calculadas explicitamente.

d-1

dwdk . 1 [ dkkT 0

O (e + k2= i0") e = — " Jes (kX | do(-w?+ K2 —i0%)"
(2m)4 xT D epnT 2 —o0

I(-v-3)@-io*) poo
\/_(V 3)a—i )f AR 1 )
X7 (27r)21"( v) JO 2
C(dv)
= (1-i0%).

donde sé6lo se mantuvieron los principales términos en i0*. Volviendo al marco de referencia original, se
obtiene
dwdk 2ve—iwt+ikx = cld,v)

—/= " _(1-i0%), for(x"?>0. B.2.4
@m)¢ (xz_tz)A( i07) or ()" > (B.24

Intervalo tipo tiempo: Elegimos el marco de referencia x* = (T, 0), escribir k en coordenadas esféricas, y
realizar la obtencién de la integral angular

dwdk ) ATT) 2 .
(zw)d (—w2+k2—i0+)ve‘“"T ( ﬂ) f dk k4 z([ do (- w2+k2—i0+)ve"‘”T
/4
23 d” 1-i0"
=i d Sl - f dk k™" iK,,, (ikT(1-i0"))
d-1 vyl 3
nzr( )F( v) TZ 2ti
c,
=124 40%).
=2

Note el cambio de signo del desplazamiento i0* con respecto a (B.2.4) como resultado del coeficiente ne-
gativo que sale de la Gltima integral. Volviendo al marco de referencia original, uno tiene

f dwqugve—iwﬁikx _ iL’Z)A (1+i0%), for (x*)2 < 0. (B.2.5)

Intervalo general y ordenamiento tipo tiempo: Habiendo conservado i0* hasta el final en ambos (B.2.4)
y (B.2.5) podemos resumir ambos resultados en términos del propagador de Feynman. De hecho, expan-
diendo en i0" el propagador Feynman [127]

1 1

~

_jor 24 ) (B.2.6)

=~ 10
(x2 -2 +i0*)®  (x2-12)" ( X —1?
comprobamos que coincide con las prescripciones de i0" de (B.2.4) y (B.2.5), obteniendo asi (B.2.3). Esto
confirma que las inserciones de (0" en (4.2.12) llevan al propagador de Feynman.

Conclusion: A partir de la definicién (B.2.2) encontramos que,
dwdk o . . dwdk . .
1 iwt+ikx _ = lim _a (f 2v lwt+lkx)
| G i 2\ emd T
. i 8,Cd,v) . i Cdv)In(x*-*+i0")
=lim - ———— + lim ~ X
v—N 2 (Xz -2 4+ i0+) v—N 2 (Xz -2+ i0+)
2 (=VIrTrw+1
=i
n? (x-%)2 - (t— B2 +i0+)"
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donde usamos que C(d, V) en la segunda linea desaparece en el limite v — N. Insertando en (B.2.1), final-
mente encontramos

g (=BT [ dodk Cheie ). 2VI(A) . PL(E,%)
di L 7, ( f 2vl iw(t—1+ikx x)) — di
f X¢(6X) r'(v)? @2n )d n(g)e lndlzr(v) X ((x—i)z—(t—f)2+i0+)A

Caso euclidiano: Este caso es completamente andlogo al caso espacial considerado anteriormente, in-
cluyendo ahora w como parte del vector que se escribird en coordenadas esféricas. Como resultado, no se
necesita i0* y no aparece ningun factor i en el frente de la integral,

f dodk +k2)v iw(T-T)+ikx— -X) _ C(d’ V)

@md @ (- (x-%)2)A

Segundo caso:

Las integrales de momento que conducen a (4.2.34) son de naturaleza muy diferente. El integrando
surge de la expansion (4.2.30),

4=y f dwdk (0% — K)o~ TmiD=0+ikE0) ()2 12y |

li 0:90)|z=c = | did
lime™ 220,90 f Tdx (T, X)( rmv?Js emd

(B.2.7)
donde s6lo hemos mantenido la integral de .#/; para ser concretos; laintegral de .#_ es andloga. Dos puntos
clave en (B.2.7) son que la funcién Heaviside restringe el dominio de integracion a momentos temporales y
que la integral en w ya tiene a 7 como un regulador automatico e~“%, dado que 7 > 0. Usando la notacién
(T, —t)— Ty (&—x) — Xseescribe

ﬁdeke( k2) -wT —th+th( k2)

2m)4
1 dodk N
_ ﬁf w@e( kz) 0t _""Tk > (wz_kZ) Jaes (kX)
X7z (271) 2
i 3 d+1 M+2v]d a3 (kX) (f dre” rk Te ”kT( l)v
X% (27r)
=2 HEF(VH) f dkkz”]d 2 (kX)K, 1 ((k(T — iT))
X G (T - iD) Vs
_VIMI(Q) 1

B.2.8
ol-2v 4+l (—(T —i7)% + X?)A (28
donde hemos escrito k en coordenadas esféricas, nos deshicimos de la funcién Heaviside en la segunda
linea introduciendo r = wk™! con r € [1,00). Volviendo (B.2.7), obtenemos

2vI'(A) e " (7,%)

diz Tdx iF))2 £12)A
w42l (v) J+ (—(t—(Ts+ —iD)"+ (x—X)9)
Tenga en cuenta que este resultado puede obtenerse del caso Lorentziano con un intervalo de tiempo de
(t—1) cambiando f — (T —iT) sobre d.4. Almismo tiempo, esta prescripcién es consistente con la conver-

gencia de las integrales de momento llevadas a cabo en (B.2.8). Esto motiva y justifica la distancia compleja
definida en (4.2.31).

1ir%e—A(zachg)|Z:E = (B.2.9)
€—

Intervalo tipo tiempo:

En este caso tomamos (T4 — t,X—x) = (7,0) y sin cambiar la notacién damos a T una parte imaginaria
negetiva —iT de forma de escribir solo una exponencial. El integrando se manipula como

41— f dwdk

232\ —iwT (2 _y2\V _
ﬂl"(v)2+(2n)d9(w ke (w* -K)

_ 1-d
EaCoRS f " dkdw 6 (w? - k) e @ TkA2 (02— 12)"
T (2] o

_ 1-d
_ 417V (4m) foodkfoodr o ITkT p+2v-1 (12 )Y
I(v)2 r(%) 0 1
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y nos deshicimos de la funcién Heaviside integrando en r € [1,00).

Tercer caso:

Ahora probamos (4.2.38) que muestra que los modos normalizables Lorenzianos pueden ser escritos en
términos de un propagador en AdS convolucionado con una fuente Euclideana a una distancia compleja.
Consideramos s6lo el término que contiene ¢,

1- v
21=vg dwdk o) (wz _kz) (w2 _k2)§ e—iw(t—(T,—if))+ik(x—i)Z%]V (‘ /w2 — k2 Z) .
rv Je @md
Aprovechando el ejemplo anterior, primero consideramos el caso Lorentziano
1- v 8
2l=v, dwdk@(wz—kz)( kz)z —zw(t—t)+ik(x—i)zgh(,/wz_kzz)'
rw) J+ 2m4

y después, analiticamente, continuamos  — (T, — i7) a 04 +.

Intervalo tipo espacio: Considere el marco de referencia x* = (0,X)
21-v dwdk v o
=2 [ 2 0 (0P - K (0P - KD ezt g, (Ve - i) (B.2.10)
rwv) J+ 2md

escribiendo k en coordenadas esféricas y haciendo a= kX y b= kK 'Vw?2-k2cona,bcel0,00),la integral se
convierte en

21 27 [ dodk v ar
(B2.10)= —— = f e @ — k) T (k)] (Vo2 k22
+ 2

r(v) X% emn T
1-v 2 d-v v+1
—2 mz X f daa2 2]d3(a)(f db b ]V(ba ))
F(V) (27-[) 2 X
_2l7g \/“ X z2 X~V d,, az
YY) f (2m) f daaz™"Jus (@K, (X)
) z8

= nd/ZF(V) (X2+Z2)A .

Intervalo tipo tiempo: Considerando x* = (T,0)

2'Vx [ dwdk _, , ., e o —
oy ). o O K@ kR e T2 (VR - k2 2, (B2.11)

Escribimos k en coordenadas esféricas y cumplimos la condicién Heaviside definiendo b = w ™ 'Vw? — k2 e
integrando en b € [0, 1],

1-v 1 Hv+1 7
waa =20t [N L [ e v e [P
0

T (431 (1-5?) Vi-p?

1o ."zzz
2F1 A,§+A,1+V,b ﬁ

48T 22
Vr(d 1)1~( )2 (-=T2)A
T z5
74121 (v) (-T2+ ZZ)A
Usando la prescripcién discutida anteriormente obtenemos

r(v) f dwdk w2 kz)( kg)g —zw(t—(T,—iT))+ik(x—i)Z%]V(\/wz_kZZ)

(27r)d

a-3
2

f ab b (1- 1)

T zA
TETW) (== (T- = iD)? + (x—%)2 + 22)°

que, junto con una integracién anéloga para la pieza ¢*, demuestra (4.2.38).
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Funcién de 3 puntos en Poincaré

Aqui revisamos el método desarrollado en [65] para realizar la integral

f dz d7 dx 7 z 7 ot TARPT@ARZ+WT Q)
o Z41 ((xu_xu)ZJrZz)A ((j[d_xg)2+22)A ((xu_xé‘)z +22)A 2 (o =) A (o = xg) & (3 = xg) A

1

que aparece a los autores al calcular la funcién de 3 puntos (euclidianos) entre los estados de vacio

)

3
I dz di dx zA A z
<o|@<xi‘)@<x£‘)@<x§‘)|0>=( o ) B e 4 P
M2 ((xu_xll‘) +22) ((xﬂ—xg) +22) ((fcﬂ—xg‘) +22)

n2I'(v)

y que en nuestro trabajo aparece en (4.2.41). Las isometrias de AdS, permiten sin pérdida de generalidad
o

poner uno de los puntos del borde, digamos X5, cerca del origen xél — et e”eu « 1. Para poner la integral
en una forma més manejable, usaremos
A IA
z = |x M2 od
=17
(22 + (xt — xi)2)2 (2'2 + (x'F = x) 1)2)A

donde las variables primadas son invertidas, (z’, x’; x'#) = (z, M) (z% + x“x,u)‘l. Observe que xf son puntos

limite de modo que z; = z; = 0. Para usar la propiedad anterior en los tres factores de la integral también
necesitaremos invertir las variables de integracion (z, , textb f x), tanto en los diferenciales como en la me-
dida z7%! = sqrtg, ya que la inversién es una isometria de AdS,.1. Sin embargo, después de la inversion,
tomar e — 0 equivale a tomar x4 * — oo, que en el lado derecho hace que
1A
|xéM|A — Z / —>Z/A,
(2'2 + (x'H = x[ H)2)A

mientras que en el lado izquierdo sélo pone @’(xéf ) — ©(0). Después de estos pasos se llega a
3
F(A) 1 _ B _ Z/SA—d—l
(016 (x7)0 (x,)0/(0)10) = ( 7 ) TETNSTIER: f dz di' d¥ < .
n2I'(v) |x1| |x2| M ((%’ﬂ—xiﬂ)2+2’2) ((x/p_xép)2+2/2)

donde usamos ese ng.”lA = Ixf |72, La integral restante puede realizarse con los métodos de pardmetros
Feynman estdndar, lo que da como resultado

a
Z - —
f dzdtdx — P{dv;abc} |xii_xg|a+d+l 2b-2c
M

((x“ - x’l“t)2 + zz)b ((xﬂ - xg)z + zz)c

donde

1+a+d-2b 1+a+d-2
ne (%) 1“( “ )F( “ C) 2b+2c—d-a-1
P{dv;abc}:

2 T TU+a+d—b-c) 2

La integral da

3 A3 A
r@ |'rE)riE+y) 1 1
TN _ 2 2
<0|@(x1 )@(xz )O(0)[0) = (ngr(v)) r(A)3 |XIIJ|2A|X§|2A |xiﬂ - xé“|A

lo que prueba el coeficiente en (4.2.41). Todavia tenemos que recuperar la dependencia en xg , lo que hace-
mos primero recuperando las variables no invertidas y luego usando la simetria de traslacion rigida,

1 1 1 1 1
! I wiA -
|l [2A L 128 [y B = xp A A 1A [ = b 1A [k — xh 1A — xh 1A xd = XA
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que esla dependencia en (4.2.41), concluyendo asila demostracién. La integral relacionada que nos interesa
es

f dz di dx z z* 2t
4 zd+1 ((56# _ xi‘)z . ZZ)A ((56# _ xg)z n Zz)A ((55# - xg‘)2 + ZZ)A

7% T(A/2PT(A/2+v)T(A)3
=—j— . (B.2.12)
2 (a = xh) A (oh = x5) A (xf — xf) A

que es la extension analitica del resultado anterior.

B.3. Correladores BTZ

En este apéndice se muestra que

2895
OL(t,)OL(t =—j—
(OL(t,p)OL(t, ") (PL&PL
Z(A _ -1 ean
4”2”5 Zfd iw(t—tY+il(p—¢") T awlAﬁa)lA la(—w)lA,B(—w)lA
_(A- f —iwAt+iIA
dwe AT (_p i inBoia + 1+ 1) X (—wyinBiew)! (B.3.1)
27‘[2”’5 ; ( () wAﬁwA w/ A (-w) Aﬁ A)
Z cosh(Aqo +27rs]) — cosh(Az(1 - ie)] ™ (B.3.2)
]EZ

donde ny, = (2™ -1)"}, ayia ¥ Boia se definieron en (5.4.4) y (5.4.5) y el regulador Feynman € > 0 es obliga-
torio para la convergencia. La masa del agujero negro ha sido transferida a la periodicidad del 4ngulo polar
@~ @+2pirs, por lo tanto, la suma de / es sobre [ = k/rs con k € Z, ver (2.2.25).

Un comentario sobre la normalizacién de las funciones de 2 puntos es necesario. El factor 2(A —d) =
2(A —1) en el numerador de la segunda linea en adelante no se deriva directamente de las soluciones de
campo encontradas en (5.4.6), que producen en cambio 2A. La correccién surge de las diferentes formas
de regularizar las divergencias que surgen en el limite asint6tico. Sin embargo, esto no estd relacionado con
nuestro problema concreto y ya ha sido ampliamente cubierto en la literatura, ver [77, 65, 62]. Destacamos
que el coeficiente correcto desde la perspectiva de AdS/CFT es el que se mantiene en (B.3.2).

Para hacer esto, escogeremos una distancia tipo espacio, encontraremos la insecion del regulador € > 0
correcta necesario para la convergencia cerca de los puntos de contacto. Se toma A¢ > At > 0 de forma que
A+ At >0y A¢p— At > 0. La analiticidad fuerza el resultado en todas partes en el plano de los conos de
luz. Nos queda la tarea de inferir la prescripcién de ie implicita en (B.3.1). Esto se hace tomando A¢ = 0
y 0 < Af <« 1 primero y —1 > At < 0 luego para ver que el regulador adecuado es el de Feynman, i.e. que
(B.3.2) es correcto.

La integral en w en (B.3.1) se realizara haciendo uso del teorema de residuos, por lo que necesitamos
conocer la estructura del polo del integrando:

* aya €s un polinomio en w y por lo tanto analitico en todo el plano complejo.

* n,, tiene polos en w = is, s € Z. Sin embargo, el producto (1, a,aBwia) €s regular en w = 0.

e Buin tiene polosen w = +1+i(2n+A), ne€N, i.e. en el semiplano superior.

La prueba de (B.3.2) se dividiré en 3 partes: en primer lugar, mostrar que los tinicos polos que contribu-
yen ala funcién de 2 puntos son los que se derivan de S;a Y B(—w)ia- En segundo lugar, pasamos de (B.3.1)

ala expresion (B.3.2) en un marco espacial. En tercer lugar, mostramos que At(1 — ie) es el regulador fijado
implicitamente en (B.3.1).
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Los residuos de 7, no contribuyen

Consideramos
(A _
(AL, A@) szz—lrszfd e~ IOAHIAY (& in Boia + (1 + 1) @) iaBw)in) (B.3.3)
(A —1wAt+lr Ag
C2m2irg lezfd N Aﬁ‘” A+(1+nw)(x ‘”éAﬁ(_‘“)éA '

donde hicimos explicito el factor rs en la suma del momento angular, ver (2.2.25). Para calcular explicita-
mente la integral elegimos At > 0. Esto exige cerrar la integral de w por la mitad inferior del plano complejo.
A continuacién sé6lo se considerardn los aportes derivados de los residuos de n,. Cerrando el contorno a
través del semiplano inferior se encuentra

(A —nAt+iEA .
F (AL, Ap) = > z Z netTyg (/’( A iy L A,B( imLa ™ Xin L A,B(m) L ) (B residues) .
m? TS jezn=

Haciendo uso del truco de la resumatizacién de Poisson podemos traducir la suma en / en una integral y
una suma de imégenes: !

Zf( )—a Y fima) = Zf( )—rs S| dlfy '@t (B.3.4)

lez mezZ leZ mezZ

Insertandolo en la expresién anterior se obtiene

(A-1) _ ; .
F (AL, Ap) = e YN | dle A IAGRIISM) (g in B imin = AimiaBimia) + (B residues),

n=lmeZ

ahora, se puede ver que el integrando entre paréntesis, para enteros A =2 y n = 1, se convierte en polino-
mios de [ que no tienen polos. Mdas precisamente, 1os polos en & (_;;)iaB-inyia ¥ XinyiaBinia se cancelan
y dan lugar a una contribucion regular. La integral de / ahora puede cerrarse en el plano superior o inferior
dependiendo de la exponencial, aunque la ausecia de polos hace que estos términos no contribuyan en
ningun caso . El caso At < 0 es anélogo.

Residuos de f,;a
Consideramos ahora las contribuciones de los polos en f,;a. De (B.3.3),

(A

F(At,Ap) = ——
( ¢) 2n2irg

—iwAt+ilA
Z/d iwAt+i (,0( nwawlAﬁwlA+(1+nw)a( w)lAﬁ w)lA)

se toma At > 0, se cierra por abajo encerrando los polos w = +1—i(2s+ A), s = 0 que vienen de _y)a Y S€
obtiene
2(-1)A!

FLALAP) = — —s—A+1)p_ e @STAAL e/ 1BeTAD (1 1 gy Fil-s—A+1a-1,
(A Ap) = e ZO( Ja-1 ;Z (1+na)( )a-1

donde hemos usado que 7n4;_;@2s+a) = B4 for (25 + A) € Z y la definicion explicita de a(_y);a (5.4.4). Obser-
vamos que el término / = 0 es regular para las cancelaciones de singularidad de rny. Nos centramos ahora en
la suma de 1, otra vez por la resumacion de Poisson (B.3.4),

'/”EZZ eil(A(pTrAt) (1+nil) Fil-s—A+1)aq (B.3.5)
| =*

=Y AP A Q4 ) (il —s— A+ 1)p-1 + T CPAD (14 ) (+il - s— A+ 1)py
I

=rs Y. | dlel®mrsm! (e”(A‘”_A” A+n)(—il—s=A+Da_g + @Y 2D 14 n_ ) (+il-s—A+ l)A_l) .
meZ

lf‘(k) = fdxf(x)e—iZHkxyf(x) :fdkf(x)eﬂnkx
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Ahora tomamos A¢ + At > 0, de tal forma que ambas integrales [ se cierran hacia abajo, dando como resul-
tado

(S5 . . .
M=irg Y Y elmrsml (e‘f(A‘P‘A”(+j—s—A+1)A_1—e‘J(A‘P+A”(—j—s—A+1)A_1)
meZ j=1

_er Z ZZ +1) 2nrsml —](A¢+At)(+] s—A+1)aq

meZ j=1 £
de modo que (B.3.1) se convierte en

2(-1At o
LZ( S A+ 1), e 2SHIAL Y ZZH_Dez(zmSm) e TBPFAD (4 i ¢ AL )AL,

nl(A- ) mezZ j=1 +

que se puede sumar para 2 < A € Z y extender para los valores generales, dando

)3

mezZ

(A-1)2

Y= [—cosh(Af) + cosh(A¢p + 2 rsm)] ™2

Este resultado se extiende por extension analitica a otros puntos fuera del cono de luz. Ahora mostramos
que el regulador correcto es el de Feynman.

Regulador de Feynman
Para descubrir el regulador volvemos a (B.3.5)

M=) HAPTAD (14 pyy) (Fil—s— A+ 1Dy
+

y se toma el caso limite A =0y A¢(1—ie) ~ —ie recordando que At > 0 fue necesario para llegar a este caso.
Ahora se tiene

M= e A+n)(—il-s—A+Dag+e A+ ny) (+il—s—A+1)p1,
)

donde cada término por si solo se comporta bien en los limites limite / — +oo. Los simbolos de Pocchammer
son polinomios mientras que e™(1 + n4;) son exponencialmente convergentes. El resultado analogo para
At <0, produce

=YY AT (il —s— A+ 1)a
+

pero ahora At(1 —ie) ~ +ie lo que lleva a

M= n(+il-s—A+Da1+e “n_j(—il—s—A+ 1)
1

que de nuevo contiene el regulador correcto para cada término por separado. Esto completa la demostra-
cién de (B.3.2). Nuestro resultado concuerda con [13].

168



Bibliografia

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

6]

(7]

(8]

91

(10]
[11]
[12]
(13]
(14]
(15]
[16]

(17]

(18]

(19]

(20]

Tsukerman, Ilya, ATLAS Collaboration, ATL-PHYS-PROC-2017-016

B. P. Abbott et al. [LIGO Scientific and Virgo Collaborations], Phys. Rev. D 93, no. 12, 122003 (2016)
doi:10.1103/PhysRevD.93.122003 [arXiv:1602.03839 [gr-qc]].

The EHT Collaboration et al. 2019. ApJL, 875

J. M. Maldacena, Int. J. Theor. Phys. 38, 1113 (1999) [Adv. Theor. Math. Phys. 2, 231 (1998)], [hep-
th/9711200].

N. Beisert et al., Lett. Math. Phys. 99, 3 (2012) doi:10.1007/s11005-011-0529-2 [arXiv:1012.3982 [hep-
th]].

A. Faraggi, L. A. Pando Zayas, G. A. Silva and D. Trancanelli JHEP 1604, 053 (2016)
doi:10.1007/JHEP04(2016)053 [arXiv:1601.04708 [hep-th]].

O. Aharony, S. S. Gubser, J. M. Maldacena, H. Ooguri and Y. Oz, Phys. Rept. 323, 183 (2000)
doi:10.1016/S0370-1573(99)00083-6 [hep-th/9905111].

E. D’Hoker and D. Z. Freedman, hep-th/0201253.

O. Aharony, O. Bergman, D. L. Jafferis and J. Maldacena, JHEP 0810, 091 (2008) doi:10.1088/1126-
6708/2008/10/091 [arXiv:0806.1218 [hep-th]].

E. Witten, Adv. Theor. Math. Phys. 2 (1998) 505 [hep-th/9803131].

S. S. Gubser, I. R. Klebanov and A. M. Polyakov, Phys. Lett. B 428, 105 (1998), [hep-th/9802109].
E.Witten, Adv. Theor. Math. Phys. 2, 253 (1998), [hep-th/9802150].

K. Skenderis and B. C. van Rees, JHEP 0905 (2009) 085, [arXiv:0812.2909 [hep-th]].

H. Liu and J. Sonner, arXiv:1810.02367 [hep-th].

T. Banks, M. R. Douglas, G. T. Horowitz and E. J. Martinec, [hep-th/9808016].

D. Harlow, D. Stanford, arXiv [hep-th/1104.2621].

A. Hamilton, D. N. Kabat, G. Lifschytz and D. A. Lowe, Phys. Rev. D 73, 086003 (2006)
d0i:10.1103/PhysRevD.73.086003 [hep-th/0506118]. A. Hamilton, D. N. Kabat, G. Lifschytz and
D. A. Lowe, Phys. Rev. D 74, 066009 (2006) doi:10.1103/PhysRevD.74.066009 [hep-th/0606141].

D. L. Jafferis, A. Lewkowycz, J. Maldacena and S. J. Suh, JHEP 1606, 004 (2016)
doi:10.1007/JHEP06(2016)004 [arXiv:1512.06431 [hep-th]].

K. Skenderis and B. C. van Rees, Phys. Rev. Lett. 101, 081601 (2008), [arXiv:0805.0150 [hep-th]].

J. Schwinger, “Brownian Motion of a Quantum Oscillator,” J. Math. Phys. 2 (1961) 407. L. V. Keldysh,
“Diagram Technique For Nonequilibrium Processes,” Zh. Eksp. Teor. Fiz. 47 (1964) 1515 [Sov. Phys.
JETP 20 (1965) 1018].

169



(21]

(22]

(23]

(24]

(25]
(26]

(27]

(28]

(29]
(30]
(31]
(32]

(33]

(34]

[35]

(36]

(37]

(38]
(39]

(40]

(41]

[42]

(43]

(44]

[45]

J.B. Hartle and S.W.Hawking, Phys. Rev. D 28 (1983) 2960.

R.J. Glauber, Phys. Rev. 84, 395 (1951). doi:10.1103/PhysRev.84.395 ; R. ]. Glauber, Phys. Rev. 131, 2766
(1963). doi:10.1103/PhysRev.131.2766

M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory Ch.4. Addison-Wesley 1995

A. Baldazzi, R. Percacci and V. Skrinjar, Class. Quant. Grav. 36, no. 10, 105008 (2019) doi:10.1088/1361-
6382/ab187d [arXiv:1811.03369 [gr-qcl].

C. W. Misner, K. S. Thorne and J. A. Wheeler, San Francisco 1973, 1279p
Condensed matter field theory - 2006. Alexander Altland and Ben Simons, Cambridge University Press.

R. Balian, From Microphysics to Macrophysics: Methods and Applications of Statistical Physics, Vol. 1 &
2, Springer Science & Business Media, 2007

A. Kamenev Field Theory of Non-Equilibrium Systems, Cambridge University Press, 2011. ISBN
9780521760829

E. Lantagne-Hurtubise, S. Plugge, O. Can and M. Franz, arXiv:1907.01628 [cond-mat.str-el].

Local Quantum Physics: Fields, Particles, Algebras, Rudolf Haag, DOI 10.1007/978-3-642-61458-3

H. Umezawa, Advanced field theory: Micro, macro, and thermal physics, New York, USA: AIP (1993).
Y. Takahashi and H. Umezawa, Int. J. Mod. Phys. B 10, 1755 (1996), doi:10.1142/50217979296000817.

E. Witten, Rev. Mod. Phys. 90, no. 4, 045003 (2018) doi:10.1103/RevModPhys.90.045003 [ar-
Xiv:1803.04993 [hep-th]].

Neil W. Ashcroft, N. David Mermin, Cengage Learning; ISBN-13: 978-0030839931

H. Matsumoto, Y. Nakano, H. Umezawa, E Mancini, M. Marinaro Progress of Theoretical Physics, Vo-
lume 70, Issue 2, August 1983, Pages 599-602,

W. Israel, Phys. Lett. A 57, 107 (1976).

S. M. Carroll, “Spacetime and geometry: An introduction to general relativity,” San Francisco, USA:
Addison-Wesley (2004)

W. G. Unruh, Phys. Rev. D 14, 870 (1976). doi:10.1103/PhysRevD.14.870.
A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton University Press, ISBN-13: 978-0691010199

Francesco, Philippe, Mathieu, Pierre, Sénéchal, David, Conformal Field Theory, Springer-Verlag New
York, DOI 10.1007/978-1-4612-2256-9

Michael B. Green, John H. Schwarz, Edward Witten, Superstring Theory , Cambridge University Press,
ISBN 9781139248563

Barton Zwiebach, A First Course in String Theory, Cambridge University Press, ISBN-13: 978-
0521880329

Ralph Blumenhagen, Erik Plauschinn, Introduction to Conformal Field Theory, Springer, Berlin, Hei-
delberg, Online ISBN 978-3-642-00450-6

W. Miick, “Studies on the AdS/CFT correspondence", PhD Thesis, Simon Fraser University, Burnaby, BC,
Canada, 1999.

J. Kaplan, “Lectures on AdS/CFT from the Bottom Up”,
http://www.pha.jhu.edu/ jaredk/AdSCFTCourseNotesPublic.pdf, unpublished. A. L. Fitzpatrick and
J. Kaplan, arXiv:1104.2597 [hep-th].

170



[46]
[47]
(48]

(49]

(50]

[51]

[52]
(53]

[54]

[55]

[56]

[57]

(58]

(59]

[60]

(61]

(62]

(63]

[64]

[65]

(66]

(67]

(68]

(69]

[70]

S. Weinberg; The Quantum Theory of Fields, Volume 1: Foundations. ISBN: 0521670535
W. M. Zhang, D. H. Feng and R. Gilmore, Rev. Mod. Phys. 62, 867 (1990).
W. M. Zhang, In *Mitra, A.N. (ed.): Quantum field theory* 297-323 [hep-th/9908117].

E. Martin Fierro, Los estados coherentes en la descripcién semicldsica de la mecénica cudntica, Tesis
Doctoral

Rossmann, Wulf (2002), Lie Groups — An Introduction Through Linear Groups, Oxford Graduate Texts
in Mathematics, Oxford Science Publications, ISBN 978-0-19-859683-7

C. A. Ballon Bayona, Nelson R. E Braga, Anti-de Sitter boundary in Poincare coordinates [hep-
th/0512182v3]

M. Banados, M. Henneaugx, C. Teitelboim and J. Zanelli, Phys. Rev. D 48, 1506 (1993)
A. Almheiri, R. Mahajan, J. Maldacena and Y. Zhao, arXiv:1908.10996 [hep-th].

P. Kraus, H. Ooguri and S. Shenker, Phys. Rev. D 67, 124022 (2003) doi:10.1103/PhysRevD.67.124022
[hep-th/0212277].

L. Fidkowski, V. Hubeny, M. Kleban and S. Shenker, JHEP 0402, 014 (2004) doi:10.1088/1126-
6708/2004/02/014 [hep-th/0306170].

J. M. Maldacena, Eternal black holes in anti-de Sitter, JHEP 04 (2003) 021, [hep-th/0106112].

S. Ryu and T. Takayanagi, JHEP 0608, 045 (2006) doi:10.1088/1126-6708/2006/08/045 [hep-
th/0605073].

Sidney Coleman, Springer, Boston, MA, ISBN 978-1-4684-1065-5

M. Moshe and J. Zinn-Justin, Phys. Rept. 385, 69 (2003) doi:10.1016/S0370-1573(03)00263-1 [hep-
th/0306133].

C. G. Callan, Jr., E. J. Martinec, M. J. Perry and D. Friedan, Nucl. Phys. B 262, 593 (1985).
doi:10.1016/0550-3213(85)90506-1

M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions ISBN-13: 978-0486612720

K. Skenderis, “Lecture notes on holographic renormalization,” Class. Quant. Grav. 19 (2002) 5849-5876,
[hep-th/0209067].

M. Botta-Cantcheff, P Martinez and G. A. Silva, JHEP 1602 (2016) 171 doi:10.1007/JHEP02(2016)171
[arXiv:1512.07850 [hep-th]].

K. Skenderis and M. Taylor, JHEP 0605, 057 (2006) doi:10.1088/1126-6708/2006/05/057 [hep-
th/0603016]. 1. Kanitscheider, K. Skenderis and M. Taylor, JHEP 0704, 023 (2007) doi:10.1088/1126-
6708/2007/04/023 [hep-th/0611171].

D.Z.Freedman, S. D. Mathur, A. Matusis and L. Rastelli, Nucl. Phys. B 546, 96 (1999), [hep-th/9804058].
P. Breitenlohner and D. Z. Freedman, Annals Phys. 144, 249 (1982).
E. Witten, hep-th/0112258.

M. Rangamani and T. Takayanagi, Lect. Notes Phys. 931, pp.1 (2017) doi:10.1007/978-3-319-52573-0
[arXiv:1609.01287 [hep-th]].

V. E. Hubeny, M. Rangamani and T. Takayanagi, JHEP 0707, 062 (2007) [arXiv:0705.0016 [hep-th]].
A. Lewkowycz and J. Maldacena, JHEP 1308, 090 (2013) doi:10.1007/JHEP08(2013)090 [arXiv:1304.4926
[hep-th]].

171



[71]
[72]

(73]

(74]

[75]

[76]

[77]

(78]

[79]

(80]
(81]

(82]

[83]

(84]

(85]
(86]

(87]

(88]

(89]

(90]

[91]
[92]

(93]

Mark Srednicki, arXiv:cond-mat/9403051
D. Marolf, JHEP 05, 042 (2005), [hep-th/0412032].

G. W. Gibbons and S. W. Hawking, Phys. Rev. D 15, 2752 — Published 15 May 1977; James W. York, Jr.
Phys. Rev. Lett. 28, 1082 — Published 17 April 1972

G. Hayward, “Gravitational action for space-times with nonsmooth boundaries,” Phys. Rev. D47 (1993)
3275-3280.

W. Israel, Nouvo Cimento 44B, 1 (1966); Corrections in 44B, 463

C. Fefferman and C. Robin Graham, Conformal Invariants, Elie Cartan et les Mathématiques
d’aujourd’hui (Astérisque, 1985)

M. Botta-Cantcheff, P. J. Martinez and G. A. Silva, JHEP 1703, 148 (2017) doi:10.1007/JHEP03(2017)148
[arXiv:1703.02384 [hep-th]].

M. Botta-Cantcheff, P. J. Martinez and G. A. Silva, JHEP 1811, 129 (2018) do0i:10.1007/JHEP11(2018)129
[arXiv:1808.10306 [hep-th]].

M. Botta-Cantcheff, P J. Martinez and G. A. Silva, JHEP 1904, 028 (2019) doi:10.1007/JHEP04(2019)028
[arXiv:1901.00505 [hep-th]].

M. Botta-Cantcheff and P. J. Martinez, arXiv:1703.03483 [hep-th].

E M. Haehl, E. Mintun, J. Pollack, A. ]J. Speranza and M. Van Raamsdonk, JHEP 1906, 005 (2019)
doi:10.1007/JHEP06(2019)005 [arXiv:1904.01584 [hep-th]].

A. Bernamonti, E Galli, J]. Hernandez, R. C. Myers, S. M. Ruan and J. Simén, Phys. Rev. Lett. 123, no. 8,
081601 (2019) doi:10.1103/PhysRevLett.123.081601 [arXiv:1903.04511 [hep-th]].

J. de Boer, M. P. Heller and N. Pinzani-Fokeeva, JHEP 1905, 188 (2019) doi:10.1007/JHEP05(2019)188
[arXiv:1812.06093 [hep-th]].

A. Belin, A. Lewkowycz and G. Sérosi, JHEP 1903, 044 (2019) doi:10.1007/JHEP03(2019)044 [ar-
Xiv:1811.03097 [hep-th]].

M. Van Raamsdonk, arXiv:1809.01197 [hep-th].
D. Marolf, JHEP 1809, 114 (2018) doi:10.1007/JHEP09(2018)114 [arXiv:1808.00394 [hep-th]].

A. Belin, A. Lewkowycz and G. Sérosi, Phys. Lett. B 789, 71 (2019) doi:10.1016/j.physletb.2018.10.071
[arXiv:1806.10144 [hep-th]].

A.May and E. Hijano, JHEP 1810, 036 (2018) doi:10.1007/JHEP10(2018)036 [arXiv:1806.06077 [hep-th]].

D. Marolf, O. Parrikar, C. Rabideau, A. Izadi Rad and M. Van Raamsdonk, JHEP 1806, 077 (2018)
doi:10.1007/JHEP06(2018)077 [arXiv:1709.10101 [hep-th]].

D. Marolf, A. C. Wall and Z. Wang, JHEP 1905, 127 (2019) doi:10.1007/JHEP05(2019)127 [ar-
Xiv:1901.03879 [hep-th]].

S. Fubini, A.J. Hanson and R. Jackiw, Phys. Rev. D 7 (1973) 1732.

N. Bao, A. Chatwin-Davies, J. Pollack and G. N. Remmen, JHEP 1907, 152 (2019)
doi:10.1007/JHEP07(2019)152 [arXiv:1905.04317 [hep-th]].

V. Balasubramanian, P Kraus and A. E. Lawrence, Phys. Rev. D 59, 046003 (1999),
doi:10.1103/PhysRevD.59.046003 [hep-th/9805171]; V. Balasubramanian, P. Kraus, A. E. Lawrence
and S. P. Trivedi, Phys. Rev. D 59, 104021 (1999), d0i:10.1103/PhysRevD.59.104021 [hep-th/9808017];
V. Balasubramanian, S. B. Giddings and A. E. Lawrence, JHEP 9903, 001 (1999), do0i:10.1088/1126-
6708/1999/03/001 [hep-th/9902052].

172



[94] A. Christodoulou and K. Skenderis, JHEP 1604, 096 (2016), [arXiv:1602.02039 [hep-th]].

[95] LS. Gradshteyn and I.M. Ryzhik Table of Integrals, Series, and Products Seventh Edition, ISBN-13: 978-
0-12-373637-6

[96] Fan,].]. High Energ. Phys. (2011) 2011: 136, [hep-th/1105.0678].

[97] S. B. Giddings, The Boundary S matrix and the AdS to CFT dictionary, Phys.Rev.Lett. 83 (1999)
2707-2710, [hep-th/9903048].

[98] Y. Takahashi and H. Umezawa, Collective Phenomena 2 55 (1975)
[99] M. Van Raamsdonk Gen. Rel. Grav. 42 (2010) 2323-2329., [hep-th/1005.3035v1].

[100] Quantum states of the spacetime, and formation of black holes in AdS; arXiv [hep-th] 1205.3113, Int.
J. Mod. Phys. D, 21, 1242009 (2012); M. Botta Cantcheff Emergent spacetime, and a model for unitary
gravitational collapse in AdS, CERN-PH-TH/2011-235, arXiv: hep-th/1110.0867.

[101] A.Lewkowycz and J. Maldacena, Generalized gravitational entropy, JHEP 08 (2013) 090;

[102] J. Maldacena and L. Susskind, Cool horizons for entangled black holes, Fortsch. Phys. 61 (2013)
781-811;

[103] N. Lashkari, M. McDermott, and M. Van Raamsdonk, Gravitational dynamics from entanglement
“thermodynamics”, JHEP 4 (2014) 195.

[104] B. Swingle, Entanglement renormalization and holography, Phys. Rev. D 86 (2012) 065007.

[105] B. Swingle, “Constructing holographic spacetimes using entanglement renormalization.” ar-
Xiv:1209.3304.

[106] E Pastawski, B. Yoshida, D. Harlow and J. Preskill, JHEP 1506 (2015) 149 doi:10.1007/JHEP06(2015)149
[arXiv:1503.06237 [hep-th]].

[107] S.W. Hawking and D.N. Page, Thermodynamics of Black Holes in Anti-de Sitter Space, Commun. Math.
Phys. 87, 577 (1983)

[108] Jacob D. Bekenstein Phys. Rev. D 7, 2333 — Published 15 April 1973
[109] D. N. Page, New J. Phys. 7, 203 (2005) doi:10.1088/1367-2630/7/1/203 [hep-th/0409024].
[110] B. de Wit, hep-th/0503211.

[111] K. Papadodimas and S. Raju, JHEP 1310, 212 (2013) doi:10.1007/JHEP10(2013)212 [arXiv:1211.6767
[hep-th]].

[112] R.B.Mann, A.Shiekh, L.Tarasov, Nuclear Physics B Volume 341, Issue 1, 3 September 1990, Pages 134-
154

[113] T. Faulkner, E M. Haehl, E. Hijano, O. Parrikar, C. Rabideau and M. Van Raamsdonk, JHEP 1708, 057
(2017) doi:10.1007/JHEP08(2017)057 [arXiv:1705.03026 [hep-th]].

[114] B. Mosk, Class. Quant. Grav. 35, no. 4, 045013 (2018) doi:10.1088/1361-6382/aaa4e9 [arXiv:1710.01316
[hep-th]].

[115] K. Papadodimas and S. Raju, Phys. Rev. D 93, no. 8, 084049 (2016) doi:10.1103/PhysRevD.93.084049
[arXiv:1503.08825 [hep-th]].

[116] C.P. Herzog and D. T. Son, JHEP 0303, 046 (2003), [hep-th/0212072].

[117] D. Birmingham, I. Sachs and S. N. Solodukhin, Phys. Rev. Lett. 88, 151301 (2002)

173



[118] D. T. Son and A. O. Starinets, JHEP 0209, 042 (2002), [hep-th/0205051]; D. T. Son and A. O. Starinets,
Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 57, 95 (2007), [arXiv:0704.0240 [hep-th]].

[119] S. Hemming and E. Keski-Vakkuri, Phys. Rev. D 64, 044006 (2001) [gr-qc/0005115].

[120] B. C. van Rees, Nucl. Phys. Proc. Suppl. 192-193, 193 (2009) doi:10.1016/j.nuclphysbps.2009.07.078
[arXiv:0902.4010 [hep-th]].

[121] P. Glorioso, M. Crossley and H. Liu, arXiv:1812.08785 [hep-th].

[122] M. Botta Cantcheff, Eur. Phys. J. C 55, 517 (2008) doi:10.1140/epjc/s10052-008-0603-9 [ar-
Xiv:0710.3186 [hep-th]].

[123] J.J.Bisognano and E. H. Wichmann, J. Math. Phys. 16, 985 (1975). d0i:10.1063/1.522605; J. Math. Phys.
17,303 (1976). doi:10.1063/1.522898

[124] J. Maldacena, S. H. Shenker and D. Stanford, JHEP 1608, 106 (2016) doi:10.1007/JHEP08(2016)106
[arXiv:1503.01409 [hep-th]].

[125] I.M.Gelfand and G.E.Shilov, Generalized Functions, Academic press, 1963.

[126] N. Ya. Vilenkin, Functional Analysis, Ch VIII, §3.2 and Table p.345 Eq. 10, Wolters Noordhoff, 1972.
[127] Birrell, N. D. and Davies, P. C. W. (1994). Quantum Fields in Curved Space, Cambridge.

[128] Oz-Vogt, J., Mann, A., and Revzen, M., Journal of Modern Optics 38 (1991) 2339-2347.

[129] A. Einstein and N. Rosen, Phys. Rev. 48, 73 (1935). doi:10.1103/PhysRev.48.73

[130] M. Kenmoku, M. Kuwata and K. Shigemoto, Class. Quant. Grav. 25, 145016 (2008) doi:10.1088/0264-
9381/25/14/145016 [arXiv:0801.2044 [gr-qc]].

[131] A. Belin, N. Igbal and S. E Lokhande, SciPost Phys. 5, 024 (2018) doi:10.21468/SciPostPhys.5.3.024
[arXiv:1805.08782 [hep-th]].

[132] D.Birmingham, I. Sachs and S. N. Solodukhin, Phys. Rev. D 67, 104026 (2003) [hep-th/0212308].
[133] A. Belin, A. Lewkowycz and G. Sérosi, arXiv:1806.10144 [hep-th].

[134] M.C.B. Abdalla, A.L. Gadelha, Daniel L. Nedel Phys.Lett. B613 (2005) 213-220

174



	Introducción
	Campos y Gravedad
	Teorías de Campos
	Espacios AdS y H

	AdS/CFT
	Preliminares
	AdS/CFT de arriba hacia abajo
	AdS/CFT de abajo hacia arriba
	Prescripción de Skenderis y van Rees
	Estados excitados holográficos

	Aplicaciones a Temperatura cero
	In-Out en Globales: campo libre
	In-Out en Poincaré: interacciones
	In-In

	Aplicaciones a Temperatura finita
	Preliminares
	Estados excitados en caminos cerrados
	Construcción de la geometría y pegado
	Campo escalar: BTZ
	Análisis BDHM
	Campo escalar: AdS térmico
	Entropía de estados excitados holográficos

	Conclusiones
	Renormalización holográfica
	Integrales
	Correladores Globales
	Correladores Poincaré
	Correladores BTZ


