COMUNICACIONES

UNA REPRESENTACION GRAFICA DEL MODELO DE UZAWA

JuaN CARrLoS rE PaBLo*

En 1961 Uzawa publieé su conocido trabajo sobre un modelo neocldsico
de crecimiento de dos sectores. Dicho trabajo, junto con su extensién poste-
rior (Uzawa (1963), basada en una sugerencia de Solow), se ha convertido
en un cldsico dentro de la teoria del crecimiento.

El objetivo de este ensayo es familiarizar a todo aquel que conozea el
diagrama de Caja de Edgeworth con el trabajo de Uzawa, en la creencia de
que la presentacién original, por ser analitica, desanima a muchos estudiantes
que de esta manera ven trabado su avance en la comprensién del problema.

El presente trabajo estd dividido en varias secciones. En la primera se
especifican detalladamente los supuestos. En la segunda se muestra el esta-
blecimiento del equilibrio en un periodo dado (esto es, el equilibrio con dota-
ciones de factores fijos).

En la tercera se presenta la existencia (y unicidad) del equilibrio de
crecimiento balanceado a largo plazo. Por tltimo en la cuarta seccidn se
discute la estabilidad de dicho equilibrio.

Durante el desarrollo del trabajo haremos referencia, entre paréntesis,
a los ntimeros de las ecuaciones del trabajo original, sin reproducirlas. De
cualquier manera serd posible leer el presente ensayo sin el original a la vista.

I

En esta seccién detallaremos los supuestos en que se basa el andlisis.
1. En la economia existen dos bienes, un bien de consumo y otro de capital.)
2. Cada bien se produce con una funcién de produccién ‘““de bien comporta-
miento’”. Existen rendimientos constantes a escala (ecuaciones (1) a (6)).
3. La funcién de produccién del bien de consumo es intensiva en capital. No
existe reversién de factores'.
4. Hay competencia perfecta tanto en los mercados de productos como de
factores.
5. Las dotaciones de factores estdn ineldsticamente dadas; los precios de

los factores, dada esta restriccién, vienen dados por la (estructura de la)
demanda (9).

* Kconomista Jefe, Fundaeién de Investigaciones Fcondmicas Latinoamericanas (FIEL),
Profesor en la Universidad del Salvador. Las opiniones vertidas son personales. Agra-
dezco los valiosos comentarios efectuados por un referee de Econdmica.

1 Como probé en un trabajo anterior, en una economia cerrad a la ausencia de reversién
de factores (en el tramo relevante) no es un supuesto sino un teorema.
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6. Los capitalistas gastan su ingreso integramente en la compra de bienes de
capital. Los trabajadores lo hacen exclusivamente en bienes de consumo
(10).

7. La poblacién (y la fuerza de trabajo) crece a una tasa constante (22).
El capital crece en funcién de la produccién de bienes de capital y de la
amortizacién®, Este supuesto habrd de reemplazar desde la seccién ter-
cera, al supuesto 3.

II
En base a los supuestos 1 a 6 detallados en la seccién anterior, habremos

de determinar el equilibrio en un momento dado. El caso se presenta con
ayuda del Grafico 1.
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En el Gréafico 1 el tamafio de la caja viene dado por las dotaciones de
los factores. Con origen en A dibujamos las isocuantas del bien de consumo
y con origen en B las del bien de capital. Dada la diferencia en la intensidad

2 En el artfeulo posterior (Uzawa, 1963), el razonamiento se basa en una funcién de
ahorro que depende de la tasa de interés y del ingreso por habitante.

3 En ¢l presente trabajo la depreciacién se ignora. Dado que Uzawa asume una depre-
ciacién proporcional al stock de capital las conclusiones no habrdn de diferir.
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del uso de los factores y la competencia perfecta en los mercados de bienes
y factores, surge la curva de contrato ACB.

En el caso usual (es decir, cuando no se especifica la demanda) el punto
de equilibrio dentro de la curva de contrato en esta economia, o bien queda
indeterminado o se determina arbitrariamente. En nuestro caso, por el con-
trario, contamos con la informacién suficiente como para determinar el
equilibrio con precisién pues como hemos dicho (supuesto 6) los capitalistas
dedican todo su ingreso a la compra de bienes de capital v los trabajadores
el suyo a la adquisicién de bienes de consumo.

Antes de comenzar el razonamiento debemos recordar como se mide un
nivel de produccién en términos de un factor. Ejemplo: en el Grifico 1,
;eudnto vale el nivel de produceién indicado por el punto C del bien de con-
sumo (el bien de isocuantas con origen en A) en términos de capital? A los
precios relativos de los factores indicados por la recta DE, para producir
un nivel € del bien de consumo es necesario utilizar AF de capital y AG (6
CF) de trabajo. . Cudnto vale AG de trabajo en términos de capital? A los
precios relativos de los factores vigentes, AG de trabajo es igual a FH de ca-
pital (pues es AG de trabajo multiplicado por el precio relativo de capital en
términos de trabajo, es decir, por HF/GA). Por consiguiente el costo total
del nivel de producecién del punto C del bien de consumo en términos de
capital es AF + FH = AH. Con el mismo criterio es facil deducir que la
produccidn del punto C del bien de consumo en términos de trabajo es igual
a DA, quela producecién del punto C del bien de capital en términos de capital
esigual a DB y que la produccién del punto C del bien de capital en términos
de trabajo es igual a BE. Estas magnitudes serin esenciales en la discusién
que sigue.

Con estos elementos en la mano habremos de probar que el equilibrio en
un momento dado en el modelo de Uzawa viene dado por la relacién de pre-
cios de los factores que pasa por el punto D de la figura 1, en nuestro caso
la relacién DE*. La prueba se puede realizar tanto en términos del factor
trabajo como en términos del factor capital.

Comencemos por la discusién en términos de cantidades del factor tra-
bajo. En términos de trabajo el ingreso total de los trabajadores esla dotacién
de trabajo, es decir, DA. Por su parte el valor (en términos de trabajo)
de la produccién del bien de consumo, es, como acabamos de ver, también
igual a DA. En términos de trabajo el ingreso de los capitalistas esiguala BE.
Por su parte el valor del bien de capital (en términos de trabajo) también es
igual a BE.

Si realizamos los céleulos en términos de capital llegamos a los mismos
resultados. El ingreso de los trabajadores en términos de capital es igual
a AH, lo que es lo mismo que el valor de la produccién de bienes de consumo
en términos de capital. Por otra parte el valor de la produccién de los bienes
de capital en términos de capital, es decir BD, es igual al ingreso total de los

4 Si los trabajadores gastaran su ingreso en bienes de capital y los capitalistas el suyo
en bienes de consumo, el equilibrio se obtendria a partir de la relacién de los precios
de los factores que pasa por el punto I.
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capitalistas en términos de capital. Resulta evidente entonces por que el
punto ¢ —de equilibrio— se determina por el rayo de precios relativos de
los factores que pasan por el punto D.

A fin de que el razonamiento resulte mas claro mostraremos el inter-
cambio de ingresos entre los sectores de la produccién de los bienes. En térmi-
nos de trabajo el ingreso total de los trabajadores es igual a DA. Esto surge
de la participacién de GA en la produccién de los bienes de consumo y de la
participacién de BJ en la produccién de bienes de ecapital. Por su parte
—también en términos de trabajo— el ingreso total de los capitalistas es
igual a BE. Esto surge de la participacién de DG en la produceién de los
bienes de consumo (es decir, AF por los precios relativos DG/GC = DG/AF)
v de la participacién de JE en la produccién de bienes de capital (es decir,
CJ de capital a los precios relativos DG/GC = JE/CJ). Queda para el lector
la tarea de expresar este razonamiento en términos de capital.

En equilibrio, la participacién de los trabajadores en la produccién del
bien de capital tiene que ser igual a la participacion de los capitalistas en la
produceién del bien de consumo. En el punto que corresponde a los precios
relativos de los factores que pasa por D esto se da pues, en términos de tra-
bajo, BJ = DG®. Por consiguiente C es el punto de equilibrio.

Antes de finalizar la seccién es necesario hacer notar que este equilibrio
es Gnico. Esto resulta claro cuando se piensa, en términos de la figura 1, que
la relacién de los precios de los factores se hace cada vez mas vertical cuando
el gréfico se observa de izquierda a derecha®.

IIT

A partir de la demostracion realizada en la seccién anterior habremos
de analizar la existencia (y unicidad) del equilibrio de crecimiento balanceado
a largo plazo.

La cuestién de la existencia de equilibrio balanceado a largo plazo
puede en este caso plantearse de la siguiente manera: en un momento dado
(Gréfico 1) una economia produce determinada cantidad de bienes de ca-
pital. Esto implica un cierto porcentaje de crecimiento en el stock de ca-
pital (en el caso del Grifico 1 seria BC/BD). Si en un periodo dado el incre-
mento porcentual en el crecimiento de capital es igual al del trabajo, lo serd
para siempre’.

Si esto dltimo es cierto, entonces frente a un incremento porcentual
igual en el crecimiento de ambos factores, en equilibrio, el nivel de produccién
de bienes de capital debe seguir siendo proporcional al stock de capital

5 La derivacién explicita del precio relativo de los bienes en este caso puede encon-
trarse en GABA.

¢ Por la misma razén es posible pensar en la posibilidad de equilibrio midltiple cuando las
ecuaciones de gasto estdn revertidas (ver nota *).

7 Partiendo de la base de que el trabajo siempre crece a la misma tasa porcentual.
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(pues esto implica que el capital seguird creciendo a la misma tasa). La prue-
ba se realiza con ayuda del Grafico 2.
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En el grafico 2 hemos conservado las mismas letras para los mismos
puntos que en el grafico 1. La dotacién de capital del primer periodo es igual
a DB mientras que la dotacién de trabajo correspondiente es DA. En fun-
cién de estos datos surge un punto de equilibrio C, tal que BC/DB = D'D/DA.
En otros términos una situacién en la cual ambos factores productivos cre-
cen a la misma tasa. Por esto hemos dibujado la caja de Edgeworth que
corresponde al segundo perfodo (ep lineas punteadas) con la misma relacién
capital-trabajo que en el primero (n6tese que la diagonal en ambas cajas
es la misma).

El problema consiste en determinar el punto de equilibrio que corres-
ponde en nuestro caso a una caja de dimensiones AD'B’I’ y compararlo
con el anterior punto de equilibrio. La prueba de la existencia de crecimiento
balanceado a largo plazo es directa una vez que se recuerda que las funciones
de produceién de ambos bienes son homogéneas y lineales (rendimientos cons-
tantes a escala). En estas condiciones los niveles relativos de produccion
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de los bienes son iguales en cajas de idénticas dimensiones relativas (igual
relacién capital-trabajo en la dotacién de cada periodo) y los niveles abso-
lutos son proporcionales a la dotacién absoluta de dichos factores. En particu-
lar el nivel de produccién de bienes de capital es proporcional al stock de ca-
pital de cada periodo. Esto implica que si en un perfodo las condiciones de
produccién de una caja reproducen en el préximo periodo una caja aumen-
tada en forma proporcional en la dotacién de factores, el proceso se repite
indefigidamente, en otros términos, el crecimiento halanceado de largo plazo
existe®.

IV

El resultado de la seccién anterior, esto es, la demostracién de la exis-
tencia de equilibrio de crecimiento balanceado a largo plazo, si bien intere-
sante en si misma, resulta —en ausencia de otras propiedades— de un limi-
tado valor empirico. En otros términos, si para que una economia pueda
lograr una senda de crecimiento balanceado a largo plazo fuera necesario
que desde siempre hubiera estado en ella, esto careceria de valor practico
pues seria dificil que tal economia existiera. Esto nos lleva a la siguiente
pregunta: jqué sucede cuando partimos de una relacién capital-trabajo
que no es la que corresponde al crecimiento a largo plazo de los factores de la
produccién? Lo que acabamos de plantear es el problema de la estabilidad
del equilibrio de erecimiento balanceado a largo plazo.

Para la demostracién haremos uso del teorema de Rybezynski. Dicho
teorema dice que, con los supuestos que hemos venido utilizando, un incre-
mento de la dotacién de un factor implica, para dados precios relativos de
los bienes (y por consiguiente de los factores), un incremento en el volumen
de produccién del bien que utiliza dicho factor en forma intensiva y una re-
duccién absoluta en el volumen de produccién del otro bien. Si ambos bienes
son superiores, esto lleva consigo en el nuevo equilibrio, en el caso de una
economia cerrada’ que es el analizado por Uzawa, una reduccién en el precio
relativo del bien que utiliza en forma intensiva el factor cuya dotacién au-
mentd lo cual a su vez implica una reduccién en el precio relativo del factor
cuya dotacién aumentd. Desde nuestro punto de vista interesa investigar
la produccién de bienes de capital en relacién al stock de capital, para cada
relacién capital-trabajo. Tal estudio se realiza con ayuda del Gréifico 3.

Inicialmente existe DB de capital y AD de trabajo. En base a los su-
puestos anteriores esto nos lleva a un punto de equilibrio C, lo que implica
un aumento en el stock de capital igual a la produccién de bienes de capital

8 ;Cémo se comporta la demanda en este caso? Los nuevos trabajadores y capitalistas
se incorporan con la misma funcién de gustos que los existentes (preferencias por el
bien de consumo y de capital respectivamente). Esto asegura, junto con las condiciones
de oferta descriptas, que a lo largo de la senda de crecimiento balanceado a largo plazo
los precios relativos de los factores, el nivel de ingreso por habitante y su distribucién
permanecen constantes.

9 En el caso de una economia abierta, donde el pais es pequefio en el comercio internacio-
nal la acumulacién de factores provoca exclusivamente modificaciones en los niveles
relativos de produccién de los bienes. La comparacién de los casos de economia cerrada
y abierta puede consultarse en un reciente trabajo de Drfcuez y PorTo.
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sobre el stock de capital, es decir, CB/DB. Si ahora aumentamos la dotacién
de capital en BB’ observamos, en primer lugar, que a los mismos precios
de los factores la produceién del bien intensivo en capital (el bien de consumo)
se expande y la produccién del bien de capital se contrae (punto G).

GRrAFrico 3

Este sin embargo, no puede ser un punto de equilibrio pues la recta de-
precios relativos que pasa por E no pasa simultdneamente por D, lo cual im-
plica que no se satisfacen las ecuaciones de presupuesto.

Por consiguiente es necesario ir del punto £ hacia la izquierda, lo cual
implica que la curva de precios relativos de los factores se habra de acostar
hasta encontrar el punto donde nuevamente tal recta pasa por D (en nuestro
caso el punto F). De modo que en este caso la produccién de bienes de ca-
pital seria FB’. Nuestro propésito es ahora demostrar que FB’/DB’ es menor
que CB/BD. Esto resulta ficil de comprobar cuando se advierte que GB’/
DB’ = CB/DB. Dada la homogeneidad de las funciones de produccién, por
el punto @ pasa la isocuanta que marca el nivel de la proporcionalidad. Dado
que F siempre estard a la derecha de la recta D@, queda claro que en tér-
minos de produeccién FB’ es menor que GB’.

Debemos ahora reunir este hecho a la demostracién de la seccién ante-
rior sobre existencia de equilibrio.
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Si una vez que la economia estd en la relacidn capital-trabajo de equi-
librio, permanece indefinidamente en ella y si existe una relacién inversa entre
la relacién capital-trabajo y el aumento porcentual en el stock de capital,
resulta claro que el sistema es estable. En otros términos, si la relacién ca-
pital-trabajo inicial es superior a la de crecimiento balanceado a largo plazo,
el crecimiento porcentual en el capital serd menor que el del trabajo y vice-
versa, con lo cual se prueba la convergencia.

También debe resultar claro porque es esencial que la funcién de pro-
duccién del bien de consumo sea capital-intensiva. Si asi no fuera, la rela-
cién entre la relacién capital-trabajo de la economia y la tasa de crecimiento
en el stock de capital serfa positiva con lo cual, frente a un aumento en un
periodo seguirfa creciendo indefinidamente y frente a una disminucién en
un perfodo haria desaparecer el stock de capital. En otras palabras, el modelo
seria inestable.
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