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1): La funcidn perturbadora R =L B. cos (klk kz) +z C.sen(klxl +

1*
k2A2) no es utilizable para la mayorfa de los asteroides, porque en la in—
tegracién de R, en el caso -kI/k2, aproximadamente igual a n'/n, el divisor
(kln + k2n') es muy pequefio y origina desigualdades de la.rg_os perfodos

que pueden alcanzar valores muy considerables. Para evitar esa dificultad,
Hansen y Bohlin han ideado teorfas que seguimos en este trabajo,donde resol-

vemos las ecuaciones diferenciales de los mencionados autores por medio de

series trigonometricas, utilizando como variable independiente a la funcién
+

L= AJA:3 (t) dt, en lugar de la anomalfa excéntrica.
0

En nuestra contribucidn sobre este tema, publicada en el Boletin N° 4 de
la Asociacién Argentina de Astronomfa, hemos empleado un método numérico.En
este trabajo, desarrollamos un mdtodo analftico para el cflculo de las per—
turbaciones de la anomalfa medio y del radio vector, en primera aproxima—
cién, con una aplicacién para el caso particular del asteroide Thule.

Aungue la variable independiente { no es una variable regularizadora en
el sentido de las teorfas de Levi-Civita y Sundman, sin embargo tiene la
propiedad de absorber las singularidades de cardcter prdctico cuando la
distancia mutua A > Ojyalcanza valores muy pequenos.

Suponemos (caso particular del problema de los tres cuerpos) que las ér—
bitas del planeta perturbador Jiupiter y del asteroide no perturbado son co~
Planares y que la érbita de Jdpiter es circular. La pequefiez de la excentri-
dad del asteroide, permite hacer algunas consideraciones que contribuyen a
simplificar los desarrollos, como veremos en el préximo parrafo.

2)t Por la hipétesis que formulamos, la distancia mitua debe expresarse:

(1) A = (r2 +a'? - 2ar'cos H)%
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donde -a' es el semieje de Jupiter y r el radiovectsr Sol-Asteroide. Por
otra parte, d@ r = a(l - e.cos E), resulta:

2 2 2 2 2.,

r =a +a © Co8 L - 2ac Ccos

o]

de donde:

2 2 22 2
(a'"+a"+ a @ cos'E - 2as cos E - 2aa'cos H + 2aa'e cos H,cos E)*
Sea:

2
°

2 2
A° =a + a' - 2aa'cos H

e.C = 2aa'e cos H . cos E - 2ae cos E

2
de manera que, despreciando el témmino a ezcosaE, la (1) puede escridirse:
(2) A =8 (1+e.cC .A;2)é

¥y su desarrollo en pocos términos es el siguiente:

-1 2.2 =%
(3) A =a +%el.a” - 1/8 e a7+ oou

En primera aproximacidn es suficiente considerar A=A° ¥y ror consisuiente

la variable independiente puede expresarse:
t

¢ = Af A;3(t).dt

(]
3):1 Sean e,¢%®nomalfas excéntricas del Asteroide y Jdpiter,respectivarente.
n,n', movimientos medios diarios del Asteroide y Jdpiter,resp.
cyc', constantes
a,a' semiejes del Asteroide y Jupiter,resp,.
¢ variable auxiliar
a = a/a! Hwc¢-c' e'=nt+c e'=n't +o! n'/n =p
)-1

g =(Q-y me2(l-p) Ee?2g4n

de donde:
c'mfucw' (5) BEe (1 -u)e +po-0¢' (6)E= (1 =p)nt+c-c'
(7) PaH = dce (8) de = 2pdp
Efectuado el cambio de variable en (4), para 4 = n/2 g ,msul£a:
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9
g = boj' (1 - kZ“nZ. 53/2ﬂ ?
’0
k2-4a/(1 +a)2 b ¢! -o-c)3 3'3]-1
de donde, haciendo { - Const = ("

(9 gn- bofv(l - Poen’e )2 a4
o

La integral (9), elfptica de te'rcera especie, pusde expresarset

b

° k259n¢ cosg 2 2
(10) "= —5(3(0)- 57 3 ) k'“a1-k
k! (1-x"sen" ¢ )
donde:
E( 8/2)
(11) E(9) = —5— @ +p§1 B sen 20 ¢ (%)
2
k“sen goos ¢ 1.3.5...(2p-1)
(12) > 2.3 - Poon 9 cos szo-m——?kzp ”nQP.
(l-k sen .) Dm0 20400000

Con los desarrollos (11) y (12), la funcién (10) queda expresada por la

serie trigonamétricas

"= ¢ + L c sen
4 o? pe1 °p 2ro

¥y haciendo 2¢ = ¢
1 "s4c ' + E o _sen !
(3) 14 0® % Po

Como necesitamos obtener ¢ = F(%"), es decir, debemos efectuar la inver-

8idn de la serie (13), y a tal efecto procedemos de la siguiente manera(®):

(» ")2n+1

(14) senp °'=.5 )" (2n+1) !

(®*) Housls Recuil de Formmules ...(1901) pag. XLV
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7 reemplaszando oon (14) en la serie (13),obtenemos:
"= do.,' +4d ,'34- %,'5 + d7,'7+ eve

d .
(15) d_c Ta=o9'+ —0'3 "5 '5 + = 9"7+ cee
°

y d8 la inversién de la serie de potenmcias (15),resulta la serie:

7 7 =5 <
o=t + 2,0 +f5g +f7g + eee
0o seas
(16) ¢ =0,5 (T + r3‘;'3+f525 s+ )

La serie de potencias (16) la expresamos en una serie trigonamétrica de
sen pT . En efectot (ver Comrie, Mathematioal Tables, vol.II)
2p+l -

1.3.5:...... (2p71)) 898 &
z;'(246..........2p ) (2p41)

de donde:
(a7) ?" gof + glsenz + gzun 2T + g_.,aon 3T + «ee

4):t De las teorfas de Hansen y Bohlin, tenemos:

aw

(18)e -~ e sene=-nt +ndz+c (19) r=r (1 +v) (20) T= 7—

(21) w

donde ndt Y v son las perturbaciones de la anomalfa media y del radio

dnds) =
de

veotor, respectivamente, y T es la funoidni

(22) T -u'.%z- + '8l &

dondes

R-n'(—‘}?’- - r cos H)

(®) ¥o utilizamos el desarrollo de Lagrange P(9)P(T )*I: = (F'(r V(T )

porque en el oaso partiocular de n'/n = 3/4, resultan serieu qQue sc nysrgen

muy lentamente,
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Hacemoe (23) €= mp +6 + B

-0 = -(p,pm)we B=o -o/(1-n)

donde w es el parédmetro que se determina de la relaociéns

(24) uy = u= wu,
siendo u, el valor mumérico de la fraccidén de dos nimeros enteros mde pré—
ximos & n' y n. La funcién T para p~3/4 es la siguiente ('):

1 -
(25) T = m'{ 36 sen2g + sen(y-© - B) [3u°(coss,_ 3 cosllg ) + 2a3Ao3coeG ?)

+ cos(y -8 ~B) [300(-;.011 109- sen 6 ¢) - 233A;3sen 8.)’}

donde s 2 s
Go-(l-a;'A:B)
Efectuamos el cambio de variable en la e.d. (20) y siendo -g-?:_ =4
o

resulta ﬂ = 25'1‘62. BeemplazandoAz por 5'3830 = Az Yy dividiendo am~
d—

boa miembros de (25) por 5'3,nesultm

(26) % - 2p 783 - 6m'pa’ Gysen 24 +
+ sen(v- 0-B) (6a'f czcl(coa 6o~ __}_ ooalo,)ﬂm'p;}coaey) +

+ oos(y—0-B) (6m'9¢l2 01( %_s.n 10 ¢~ oos 69) - 4m'pc3aen 8a)

donde s
G = (8% -1)
1 o

Diferenciando la serie (17), resultas

3 _de
(27) L v -8, + gloos'f + 2 g 008 Z+3 g,008 3Z + e

(28) G = (sg~-1) = 573(g°+ &1°°.E + 2 g,o008 27 + .00) =1

(') TMeserand: Mec, Céleste, Tomo IV.



5)1 Com la férmmula (24) queda determinado el pardmetro w, en funcién del
cual expresamos ¢,a@ ¥y f. A tal efecto, con la férmula de Taylor:

2
f(w) = £(0) + (a—:{;l‘)v_: + % ( baf,i') ) w4 ...

wW=0

y ademis:
() «- 2% - w7

resultan:

2 . 2
B -h°+hlw+h2w + ae0

2
(30) ém® puz- AR AR AR T

4n'ga’= 8, + 8w+ 92w2 4 e

donde los coeficientes dependen de Bo®
Por otra parte, de (5), (24) y H = 29 +%, obtenemos:

(31) 2¢ =[(=p)e+po -c' = x 1+ [ wle =0 ) u ]
J a efectos d8 obtener sen pe y 0os Py como funciones del pardmetro w, uti-

lizamos la férmula de Taylor y resulta:
(32) eenpp=senipl (14, )e+n c-c'-nl+ [(dovd-dl)p.cosb( (1w )e+cu —c'-%) Jws...
(33) coap,-eoaﬂzfp[(l-uo)uu:—c'-ﬂ- [(a9+) Ipesendp((1-u Jesop ~c' =) ...
donde hacemos % r(1-1;°)¢+op°-c'--] =@ Dpor ser p~y y obtenemos:
(34) sen pe = sen pe +( (4,9 +4) poos pelw+ ...
(35) cos pg=cospe-((d ¢+4d)psenpe)we...
siendo:
a < (pu, -1 -p) nﬂui)
4, = (1 -u, )(BK o(2-p + ) +p,(e' - wec +x-¢)]

Las funciones trigonamétricas deben ser expresadas en funcién de la va~
riable independiente . A tal afecto, con la eerie (17) se obtiene:
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sonpy = senpgoz cosp(glseu;+gzsen2;+...) + oospgy senp(glsonc +gasen2c ees)
cospg = =0spgy cosp(glsenc+gzsen2;+...) - senpgo(senp(glaeng +gzeen2 Toos)
que pueden dssarrollarse en series trigonamétricas rapidamente convergentes

del tipos

cosp(sjsendi) - "o(’e;) + 2n__§1 Ion (psj) cos2jny

senp(gdsenjf) =25 J'Znﬂ(pgj)sen(Zn-o—l).ji

cuyos coeficientes son las funciones de Bessel de primem especie.Reempla~
zando oon estas series en las series (34) y (35), donde también 1a variable’
9 eos reemplazada por la serie (17) y poniendo las series (30) en lugar de
6m pazy 4m ga}la (26) queda expresada:

aw

1 -0- ' -9 - '

(36) = L +Llw+ cos(y -6 - B)(L, + L,w) + sen(y-6 B)(L3+L}w)
= T ' = LY(T funci trigonométricas.

donas L . Ln(g ) ¥ Ln Ln(t) son funciones trigon

c=-c¢'-nr

(1-p)n
donde, para Te0 es @=0 y también £ =0 en virtud de la serie (15).De esto,

6)31 8i en la (6) nacemos T= t + » entonces ¢ = (1 ~pu)nt de

el 1fmite inferior de las integrales que determinan W y nd z es { = O, para

¢ = 03

t 3
37 Wa QpJT.S':. g (38) npsz = 2-9/" . Az. ar
c °
Para integrar la e.d.(20) donde W = W(Z,8,w), suponemos que la soluoiém’

o8 desarrollable en la serie W = wl + l2 + Wa + '4 + ocoo y satiaface a la
ecuacién a derivadas parciales:

. d‘l + 2" —di_-"l'.-'l' -1-'l‘w+'!'2+...
FX3 20 Ay o 1 2

Por lo visto para B y O en los pérrafos 4 y 5, de la eouacién (39) re-

(39) =

ag

sultas
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on o aw , o oW, oW | s
(40) = + + + oo cap (b +hwhw)w (— - § )A°=

T o 28 dJe e

-('1‘°+'1'1w+T2w2+'1"3+...)

3
Igualando loe términos a derecha e izquierda en (40) que tienen w del mismo

orden, resulta el siguiente sistema de e.d. para determinar W:
oW

1
—_— =0
@) 57
) ) AW
2 1
2)  — A (—my .
(42) 57 " B M Aot (g =Ty
oW, W, FL

3
(43) E e wbo wd, (

donds;

2 3
70 ) T A (5g) o

(&) l‘oulnl + cos(y-8- B) L2+sen(v -0~ B) Ly

(45) T, - L:.L + cos(v -6 - B) L:? + sen(y -6-B) L;

En la e.d. (41) la funcion W, no dspende de- T vy es funoién de la varia~

ble @ o0 sea W = Fl(e) y suponemos por las condiciones iniciales sea

1
W, = Constante, Integramos la e.d. (42)s
3
6 o 2
(46) w, [To af +P,(e)
“0

¥ oon la condicién deducida de 11'1( @) para que W2 ro contenga términos secu-
lares enf Yy que Fz( @) = 0, resulta:

4 4
(47) LA -'/Ll(c) a7 + cos(y -0- B) ( L2( g)ag +
o Jg

+ sen(y -0-B) |
';’D

y as{ sucesivamente para W._, !4...wp.

Bn oconsecuencia queda determinads Wi

W = Const + 1!2 + '3 + N4 v ees

donde '2' '3 ees SOn series trigonometricas.



Reemplazando 61 pardmetro ¥ por e=m¢ +0 + B, los cos( y -=8-B) y
sen( ¥ -IO - B) ae escriben 008 m@ y ©6n mg Que pueden expresarse oamo
funciones de 'i siguiendo el método indioado en el pdrrafo 5 y reemplazando
en las series que resultan de la integracién de (44) y (46), se tiemns la fun-
cién W

I-‘Il1+w2+...

Efectuando el cambio de variable en la e.d. de Hansen (21) e integrando,

resultas

E— 3
ndz = 2BL'A° az
de donde obtenemos las series trigonamétricas:

sen pT
,p PL

(nd2)) = Zso
P:I

(n 63)2 -w pZ]:sl,p sen p E

para caloular lae perturbaciones de la anamalfa media (nbz)l y(n 65)2 de
primer y sagundo orden,respectivamente,en primera aprcximacién.

7)s Para el caso particular del asteroide Thule, hemos obtenido el siguien-
te resultado para la perturbaciénm de primer orden de la ancmalia medias
(48) (nd2), = 0,00333 sen T + 0,00246 sen 2T - 0,00209 sen 3¢ -

- 0,00015 sen4 - 0,00060 sen 5 - 0,00023 sen 6 T ~

- 0,00004 sen77 + 0,00007 sen 87 + 0,00005 sen 9T +

+ 0,00001 86enl0ZL «as

Las series de Bohlin (') cuyos coeficientes hemos oaloulado para u~3/4,

estan publicadas en nuestra contribuciém al Boletin no.4, de la Asoc.Arg.ds
Astronomfa. En este trabajo nos limitamos al cdloulo de lus perturbaciones
de primer orden de la anomalfa media y los resultados,cot: jados con 10s obte—

nidos segin 1a teoria de Bohlin, son los siguientes:

(') Bohlin: Formeln und Tafeln zur Gruppenweisse...(Upsala,1896).En esta pu-
blicacién los coeficientes de las series para calcular las perturbaciones as—
tan dados para y~ 1/3.Nosotros los hemos modificado para -~ 3/4.
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das ) z T (ndz), (nbz)l(')

(o] o] (o] (o] o] (o]

10 0,0023 0,000005 0,005 - 2"18 - 2"89
20 0,0046 0,000010 0,010 - 4"36 - 443
30 0,0069 0,000015 0,015 - 6%54 - 6"83
40 0,0092 0,000016 0,016 - "33 - T"00
50 0,0115 0,000020 0,020 - 9"00 ~ 8"s5
60 0,0138 0,000024 0,024 - 9"95 - 9m23
120 0,0276 0,000044 0,044  =19"40 -18%13
200 0,0460 0,000070 0,070 -29"65 -29"21
400 0,0920 0,000110 0,110 -43"31 -40"98
donde:

9= 0,00023 ¢

8)1 Para calcular la perturbacién v del radio vector, tenemos la e.d. de

Hansens
dv aw
- —

de oy

donde, efectuando el cambio de variable, resulta:

—m-%—38
dz dvy °B

oW

La derivada parcial significa que primero se deriva W respecto al

pardametro y y despues se hace y = e=mg + 0 + B, Como ya hemos obtenido

el desarrollo de las funciones W, Sz, el cdlculo no ofrece dificultades.

(') Valores de la perturbacién obtenidos con las séries de Bohlin.
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Summarys
CALCULATION OF THE PERTURBATIONS OF THE MEAN ANQMALY AND THE RADIUS VECTOR

OF AN ASTEROID

The olassical disturbing function R is not suitable to most of the

Asteroida because in the integration of R, the very small divisor

(kn + kzn'), in the case -~ kl/k2~ n'/n, gives origin to a very large
period inequality. In order to avoid such a difficulty, we have solved the
differential equation of the Hansen-Bohlin method, b? means of trigonome-
trical series using as independient variable ¢ = LJOL;-’ (t)dt, instead of
the excentrical anomaly. We used an analytical method and an application
is made in the partiocular case of asteroid Thule for whioh n'/n ~ 3/4.



