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Resumen: Sea {u;/} ;j - ;.. una secuencia de nimeros reales. El problema de momentos de Hausdorff bidimensional
(PMHB) consiste en hallar una funcién f{x,y) en L? (I) con I=(0,1) x (0,1) tal que

11
wy= [ [y e pasay ij=012...
00

Si la secuencia {u;;} ;j - ...~ es finita se tiene el PMHB finito.

En este trabajo se plantea el PMHB pero en una region | = (a] ,b, )X(az,hz) y generalizamos un resultado sobre la

estimacion de la inexactitud de la solucién f{x,y) conociendo: el error en los datos, cierta informacion a priori de f{x,y), y
el nimero de momentos N. Damos una cota especifica para la inexactitud de la estimacién f{x,y) en los diferentes casos
que se presentan segiin como sea la region | = (a,,b,)x (ay,b, ) -
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1. INTRODUCCION

El problema de momentos bidimensional consiste en recobrar una funcién f(x, y) dados sus momentos
b b,
u; = J.J.xiyjf(x, y)dxdy i,j=0,1.2,.. Y]
a a,
Cuando el intervalo soporte [ =(a,,b,)x(a,,b,) €stal que a;, b, a,, y b, son finitos tenemos el problema
de momentos de Hausdorff bidimensional.

El caso donde el intervalo soporte es 7 =(0,1)x(0,1)) fue estudiado en relacién con el fendmeno de con-
duccioén del calor por Ang y colaboradores [1]. Ademas aunque Ang estudia el problema de momentos en una

region genérica I < R" sus resultados son muy generales, de manera tal que algin trabajo adicional es nece-
sario para que ellos sean ttiles desde un punto de vista computacional.

En este trabajo damos un teorema de estabilidad y un algoritmo para el problema de momentos finito
bidimensional que consiste en hallar una funcién f(x,y) a partir de sus momentos
by by
w; = ”x"yff(x, ydxdy i, j=0,2,..N 2)
aa,
Son presentadas cotas explicitas para la norma de f(x, y) y un algoritmo para aproximar la solucién al
correspondiente problema finito con el espiritu del trabajo de Talenti [2]. Los datos {,u,-j} de la ecuacién (2)
podrian contener algtin error.

Consideramos soluciones para este problema que pertenecen a L’ [(a1 ,by )x (a2 ,b, )]
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Asumimos que el error en los datos tiene una magnitud estimada y que la soluciéon f(x, y) de interés

tiene una derivada estimada.
Especificamente formulamos el problema de la siguiente manera. Dado un conjunto finito

it o N de numeros reales y dados dos niimeros positivos £ y E, encontrar una funcién absolutamen-
LJ=01,2,..

te continua f(x,y) en el intervalo 1 = (q,,b,)x(a,.b,) tal que
2

<e? ©)

>

i=0 j=0

by by
[ [y e v -

& dy

by by
[Tl P r20e+ s -V 17 plpvars 22 @
Funciones verificando (3) y (4) existen para cierto rango de nimeros N, £ y E. La ecuacién (3) es una
medida del error en los datos, mientras que la ecuacion (4) da informacion a priori sobre f(x,y) .

Deseamos establecer estabilidad para el problema definido por las ecuaciones (3) y (4). Sin pérdida de
generalidad podemos tomar f; =0 Vi, j=01..,N .

2. TEOREMA DE ESTABILIDAD

Teorema 1 Supongamos que la funcion f(x,y) definida en 1 =(a,,b,)x(a,,b,) verifica para algiin N, € yE

las condiciones dadas por las ecuaciones (3) y (4) (con ;=0 Vi, j=0L..,N ). Entonces

2

by by
E
[ [l avay < rnin{ezzcm,a1 BOCOna3.b)

—i n= 0,12,...N
(n+1)

a @

donde

1°)sia, #0 ;5 b, #0 ; a,+b,.#0 (conr=1o0 r=2) entonces

r

bZ

(2n+l)[ 8 jznz*‘ (1—\17,\)2 ! vi‘b‘ily[ 8 ]2;:1
bo=a.) " a,+b, (b, -a) 8 -0, ~a,)) b, -a,

bz
2
si |b,|#1 y [bja,j =1
(zn+1)(n+1)2[ 8

(1-Jp,|)
& i | g Y
28 silp|=1y #1
) ey ot )

(a, +b,) (b, -a,)
1 s )
m+l)n+1)2—— si b,:ly[ ] =1
et (a, +, )b, ~a,) b b, ~a,

2%)sia.#0 ; b.#0 ; a,+b, =0 (conr=1o0 r=2) entonces

C(n,a,,b,)= @n+1)n+1)*22

2n
@n+1)n+1)?2° —! 1(“] L sib 1y b, 24
FEy

(1-b,) b, (b,
s 1 11
C(n7ar7br)= (2n+1)(n+1) (l_br)z ZE si b,=4
3
(2n+1)(n+1)424"27 si b, =1
241

3%)sia,=0; b.>0 (con r=1o0 r=2) entonces
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S

2n 8
(2n+1)( ! )zi[ij 22 si b, %8 y b, #1
1-b,)* b, 8

Cn,a,,b,)= (2n+1)(n+1)

@n+1)(n+1) 20" ——

4°)si a, <0 ; b, =0 (con r=1 o0 r=2) entonces es andlogo al anterior caso.

3. ALGORITMO

La solucidn al problema (3) y (4) puede ser aproximada resolviendo
by by
J. .ﬂf(x, y)‘zdxdyz minimo
bajo las condiciones )
by by
w; = ”x"yf'f(x, yydxdy i, j=012,..N

a ap

Considerando las proyecciénes ortogonales sobre los subespacios de L* [(azl,b1 )x(ay,b, )] el generado por

i ,] . . .
{x y }l j=0,1,..v Y €l conjunto de las funciones de cuadrado integrable cuyos momentos {u i }i,j: , son cero

entonces la solucién al problema (5) debe ser un polinomio en las variables x e y . Por lo tanto
N N
p(x’ y): ZZAUPU(X’ y) donde R, (xa )’) = Li (X)L,(Y) (6)
i=0 j=0
Siendo L;(x) el polinomio de Legendre en (a,b)
\/2l+1 d [(x—a)i(x—b)i]

Li(x)=—————
! ib—-a)\Jb—a dx'

T~ _
y ﬂi].:traza(U C,j) con U_{'Uij}ijzo,l AAAAA v Y
Cio
Cil
5;,: o ®(ch ¢y ey 0 0) C,-jesdeordenN+1 @)
0
0

Ademds c;; es el coeficiente de x’ en L;(x) y estd dado por
V2l (iR (i—kY k ity e o
Cij = ; 2l S S ®
b-a)Vb-afz\k) Z\ 1 Nj-!
Entonces siguiendo una demostracion paralela a la dada para el Teorema 1 se llega al siguiente

Teorema 2 Sea p(x,y) dada por (6), (7)y (8) y supongamos que f(x,y) es una solucion para el problema
(3) y (4), entonces

b b
Iﬂp(x, W[ dxdy < (trazalUU™ IOV, 0, ,b)CN a3 ,b,) (9)

a)
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by by 2
. 2 I3 1
;ajaj\f ()= plx ) didy S5 Ca b )C Ny b))+ (10)
) by by
donde E” es una cota para J‘ J‘[(bl —ay P Gy + by —ay P 20, y)]dy dx
El Teorema 2 da estimadorés de la estabilidad y exactitud del algoritmo (6), (7), (8). La desigualdad (9)

da una idea sobre la estabilidad de la aproximacién p(x, y) con respecto a w; J. . o N mientras que la des-
i,j=0,...,

igualdad (10) da idea sobre la exactitud. Se observa que la estabilidad estimada empeora a medida que N
. . . 2L
aumenta. En cuanto a la exactitud estimada se observa que manteniendo ‘LZ fijo e incrementando N de cero a
E
infinito, primero mejora hasta alcanzar un valor minimo y luego empeora notablemente. En la siguiente tabla

., .z 2 .
se evalua la expresion J % C(N,ay,b)C(N,ay,by) + 1 para los valores especificados de €/E y N

4N +1)?
e/E N cota
En esta tabla se considerd un error en los datos del orden 0.0000182316 1 0.25
de 107 0.0000364633 2 0.166667
0.0000546949 3 0.125008
Para chequear el funcionamiento del algoritmo (6), (7), (8) 0.0000729265 4 0.100472
se generaron momentos de la funcion ~ 0-0000911582 5 0.102349
) ) 0.00010939 6 0.344568
F(x,y) =klsenx® +(1/4)y*) .(donde k es la constante de 0.000127621 - 1.81614
normalizacién), en I =(1,5)x(1,5). Se adicioné a los datos un 0.000145853 8 9.40391
. -5 ) 0.000164085 9 47.2953
er.ror aleatorlo. del orden de 107, y se calculé p(x,y) me 0.000182316 10 232.328
diante el algoritmo (6), (7), (8). 0.000200548 11 1119.6
0.00021878 12 5310.35
En las figuras 1, 2 y 3 se grafican simultineamente las 0.000237011 13 24852.4
funciones f{x,y) y p(x,y) para N=2, N=4,yN=8dondela  0.000255243 14 114987.
exactitud se calcula segtn (10). 0.000273475 15 526787.

gproxs . y exacta

5
fig. 1: N=2 Exactitud= 0.0367649

p(xy) flxy)
[ O p(xy) fixy)
| O

fig. 2: N=4 Exacfitud=0.014518
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Resumen: En este trabajo se consideran regularizaciones de tipo Tikhonov-Phillips obtenidas utilizando combina-
ciones lineales de penalizantes diferenciales. Se demuestra la convergencia de estas soluciones regularizadas en el
caso de reglas de eleccion de parametro vectoriales radiales y se caracteriza la solucién de minimos cuadrados limite.
Finalmente se presenta un ejemplo de aplicacion a un problema de restauracion de imagenes.
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1. INTRODUCCION

En este articulo consideraremos métodos de regularizacion para problemas inversos de la forma
Tr =y, (1)

donde 7' : X — Y es un operador lineal, acotado y de rango no cerrado entre los espacios de Hilbert
X, Y ey es un dato supuesto conocido, quizas con algin grado de error. Es bien sabido ([2]) que bajo estas
condiciones el problema (1) es mal condicionado en el sentido que 7', la inversa generalizada de Moore-
Penrose de 7', no es continua. Por esta razon la inversion en (1) resulta entonces en un proceso inestable y
el problema debe ser regularizado antes de cualquier intento por aproximar una solucion x de (1). Una de
las formas mas usuales y conocidas de regularizar un problema mal condicionado es mediante los métodos
de regularizacion de Tikhonov-Phillips. Estos métodos pueden formularse como el siguiente problema de
optimizacion:

n [Tz — Lz|? 2
zé%l&)” z —y||* + o Lz |7, ()

donde L : D(L) C X — Z (aqui Z es también un espacio de Hilbert) es un operador adecuadamente
elegido, usualmente un operador diferencial ([3]) y « es el parametro de regularizacion ([2]). De aqui en
mas supondremos que L es cerrado, densamente definido, sobreyectivo y satisface la siguiente “condicion
de complementacion”:

3 v > 0tal que || Tz||* + ||Lz||® > ~||=||* ¥ = € D(L). 3)

Observar que (3) es equivalente a la condicidon de que el operador T*T + L* L sea estrictamente positivo.
Definimos X7, = (D(L), (-,)r..) donde (1, x2)r = (T'x1,Tx2) + (Lx1, Lxs). Puede probarse que X7,
asi definido es un espacio de Hilbert. Sea Tj la restriccion del operador T al nucleo de L y denotemos con
TOT ) Tz, LTT a las inversas generalizadas de Moore-Penrose de Ty, T y L, respectivamente, cuando éstos

son considerados como operadores en Xf. Se sabe que bajo estas hipotesis, xTL = sz es la solucion de

minimos cuadrados del problema (1) en D(L) que satisface HLxTLH < ||LZ|| para cualquier otra solucion
de minimos cuadrados de (1) £ € D(L) (ver [2], Teorema 8.2). Con el objetivo de construir métodos de
regularizacién que permitan hallar de manera estable soluciones aproximadas de la solucion exacta mTL,
consideramos una familia paramétrica de funciones {ga }ac(0,a0)> 9o : [0, +00) — R para a € (0, )
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que satisface las siguientes hipétesis: (HI) para todo o € (0, ), go(A) es continua por tramos para
A € [0,+00) y continua por derecha en los puntos de discontinuidad; (H2) existe una constante C' > 0
(independiente de «) tal que |Ago ()| < C para todo A € [0,+00), para todo a € (0, ap); (H3) para
todo A € (0, 4+00), alirg1+ga()\) = 1. Puede probarse que la familia de operadores {Ra}ac(0,a0) definida

por R, = TOT + L;ga(B*B)B*, donde B = TL;, es una regularizacion de Tz, es decir las soluciones
aproximadas (regularizadas) R,y convergen a la solucion exacta xTL cuando el parametro de regularizacion
« tiende a cero (ver [2], Teorema 8.7). Ademas, se puede probar que para cada parametro « fijo, la solucion
regularizada R,y obtenida con la familia de funciones g, (A\) = (A + )™}, asociada al método clasico de

Tikhonov-Phillips, coincide con la solucion del problema de optimizacion (2) (ver [2], Ejemplo 8.11).

2. RESULTADOS PRINCIPALES.

La introduccion del término penalizante en (2), por un lado permite inducir estabilidad y por otro, aproxi-
mar xTL de manera tal que las soluciones aproximadas compartan con la solucidon exacta ciertas propiedades
o caracteristicas que uno presume, de antemano, que aquella posee. En consecuencia, es razonable suponer
que una eleccion adecuada de dicho penalizante, basada en el conocimiento de cierto tipo de informacion
“a-priori” acerca de la solucion exacta, resultard en soluciones aproximadas que reflejen apropiadamente
tales caracteristicas.

De igual modo, es razonable suponer que la utilizacion simultanea de dos o mas penalizantes de distinta
naturaleza permita, de alguna manera, capturar distintas caracteristicas de la solucion exacta. Este tipo de
problemas surge y es de particular interés, por ejemplo, en problemas de restauracion de imagenes, en los
cuales se sabe “a-priori” que la imagen original posee regiones muy regulares y otras muy irregulares,
por ejemplo iméagenes de tipo “blocky”. A continuacién introduciremos un andamiaje matematico que nos
permitira abordar este problema y ademas echar luz sobre las propiedades que poseen las soluciones aproxi-
madas correspondientes. A tal efecto sean X', Z1, Z5, ..., Zy espacios de Hilbert, D un subespacio denso de
X,L,:D— Z; ;i=1,2,..., N, operadores cerrados y sobreyectivos. Supongamos ademas que existe
10, 1 <19 < N, tal que L;, satisface la condicion de complementacion (3). A continuacion presentamos dos
resultados de convergencia y caracterizacion de las soluciones regularizadas del problema (1) cuando en (2)
se considera un penalizante de la forma Ef\i 1 ai||Liz||?, es decir queremos resolver el siguiente problema
de optimizacion:

N
in || Tz — y|* || Lz 4
min [Tz — g +2%H il (4)
1=
donde cada «; es no negativo. Para ello sean @ = «if, donde aw € RY y 7 = (91,19, . . ., 77N)T € RY esun

vector unitario con n; € R V4. Definamos L,) = (\/ﬁlLl, NUZIEESS \/ﬁNLN)T y B, = TL);.

Teorema 1 La familia Ra’ﬁ = Tg L, T L;r]ga(B;;Bn)Bf] es una regularizacion para TTn; luego para todo
f O >SN |
y € D(TLn)v ali>n([)1+ Ry = TLny.

Prueba. Observar que

N N
1Tz = yl* + D aillLizl* = |Te = y|* + Y ami|| Liz]|* = | Tz — y||* + al| Lyz|*.
i=1 i=1
Claramente L,, tiene las mismas propiedades que el operador L, es decir es cerrado y sobreyectivo. Ademas
L,, satisface la condicion de complementacion. En efecto,

N N
2 2 2 2 . . 2 2 2
T |® + | Lyel|* = |1 T2)® + Y s || Lieel|* = min{1, min{n;}} (!TxH +> L] ) > [l
i=1 i=1

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que L satisface la condicion de complementacion. Asi hemos
probado que R, ; = Tg L, T L;ga(B;;Bn)B;; es una regularizacion para T’ zn y por lo tanto, para todo

y € D(T},), lim Ragy =T}y O
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Nota 1 Observar que xy, = Tzny es la mejor solucion aproximada de T'x = y para x € D, es decir, xy
es la solucion de minimos cuadrados del problema T'x = y con x € D que satisface Hx%H < ||zl Ly
T,Ly ’

para cualquier otra solucion de minimos cuadrados .

A partir del teorema anterior se puede probar el siguiente resultado.
Corolario 1 Eligiendo & y 17 como en el Teorema 1 (0 = «fj), para cada @& fijo la solucion del problema de
N
optimizacion: ml’lr)l Js(x), donde Jgz(x) = |Tx—y|*+ Z ;|| Liz||? coincide con la solucion regulariza-
xe
i=1

da obtenida mediante el método de Tikhonov - Phillips generalizado con penalizante || Lyx||* y pardmetro

de regularizacion o, i.e. arg min Jg(x) = Ry 7 y.
zeD

Del Teorema 1 y la Nota 1 vemos que si la regla de eleccion de parametro vectorial & se elige “radialmente”,
ie. @ = aif (con 77 € RY fijo), entonces las soluciones regularizadas R, iy convergen, para o — 0" a

la solucion de minimos cuadrados del problema (1) que minimiza 77 - (||L1z||?, || Loz|?, . . ., HLNxH2)T :
Observar que definiendo @/(«r) = aij se tiene que 3—5(0*} = 7j. Creemos que el resultado de convergen-

cia del Teorema 1 se puede obtener para reglas de eleccion de parametro vectoriales mas generales (no

necesariamente radiales) derivables por la derecha en 0. Aunque este caso mas general requiere redefinir

adecuadamente la familia R,, hay suficientes razones para creer que es la derivada de la regla de elec-

cion de parametro vectorial en 0 la que “selecciona” una soluciéon de minimos cuadrados particular a la

cual convergeran las soluciones regularizadas. Mas precisamente, conjeturamos que si «(«) es una regla de
do -

eleccion de parametro y existe =~ (0) = 7, entonces las soluciones regularizadas R, y (adecuadamente

definidas) convergen, para o — 0T a Tzny.

3. APLICACIONES A RESTAURACION DE IMAGENES.

En la Figura 1 se muestran los resultados obtenidos en una aplicacion a un problema de restauracion de
imagenes. Como podemos observar el método clasico de Tikhonov-Phillips de orden cero (TPO) es apropi-
ado para restaurar regiones regulares (Fig. 1(c)) mientras que el uso de penalizacioén por variacion acotada
(BV) ([1]) es mas adecuado para restaurar regiones donde existen discontinuidades y resulta apropiado
en problemas de deteccion de bordes (Fig. 1(d)). Las figuras Fig. 1 (e), (f) y (g) muestran los resultados
obtenidos con tres diferentes aproximaciones radiales (ver Fig. 1(b)) del método “hibrido” aqui propuesto.
Estas figuras muestran que una adecuada combinacién lineal de ambos penalizantes permite retener los
beneficios individuales de cada penalizante.

4. CONCLUSIONES.

En este trabajo se consideraron regularizaciones del tipo Tikhonov-Phillips obtenidas utilizando combi-
naciones lineales de penalizantes diferenciales. Se probd la convergencia de estas soluciones regularizadas
en el caso de reglas de eleccidon de parametro “radiales” y se caracterizé la solucion de minimos cuadrados
limite. Se presentd un ejemplo de aplicacion a un problema de restauracion de imagenes.
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(a) Imagen distorsionada (dato del (b) Direcciones radiales.
problema inverso).

(c) Restauracion con el método (d) Restauracion con el método BV.

—
o
<

(e) Restauracion con el método  (f) Restauracion con el método
hibrido TPO-BV con 7j3 || (5, 1). hibrido TPO-BV con 71 || (1,5) .

(g) Restauraciéon con el método (h) Imagen original.
hibrido TPO-BV con 772 || (1,1).

Figura 1: (a):Imagen distorsionada, dato del problema inverso; (b): direcciones radiales de restauracion con el penal-
izante generalizado hibrido TP0-BYV; (c): regularizacion obtenida con el método de Tikhonov-Phillips de orden cero;

(d): regularizacion por variacion acotada; (e), (f), (g): regularizaciones obtenidas con el método hibrido TP0-BV para
diferentes direcciones radiales; (h): imagen original.
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