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Tabla 1
Propiedades de los modelos obtenidos.

lmax nmax y/x z/x γ

6 B 0,663 ± 0,008 0,435 ± 0,003 1,08 ± 0,05
@ 4 0,787 ± 0,032 0,590 ± 0,019 0,76 ± 0,11
@ B 0,863 ± 0,031 0,685 ± 0,040 0,63 ± 0,04
@ 87 0,689 ± 0,031 0,496 ± 0,033 0,66 ± 0,02
: : 0,767 ± 0,022 0,491 ± 0,005 1,00 ± 0,05
: 9 0,768 ± 0,014 0,498 ± 0,001 0,94 ± 0,03
: 4 0,809 ± 0,003 0,510 ± 0,003 1,02 ± 0,00
: A 0,810 ± 0,004 0,521 ± 0,009 0,72 ± 0,25
: B 0,779 ± 0,002 0,495 ± 0,004 1,04 ± 0,01
: 87 0,756 ± 0,006 0,496 ± 0,003 0,68 ± 0,06
9 B 0,924 ± 0,016 0,738 ± 0,041 0,89 ± 0,01
4 B 0,861 ± 0,044 0,596 ± 0,081 0,69 ± 0,07
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Resumen: El presente trabajo tiene como objetivo mostrar la relevancia sobre las estimaciones de las elasticidades  
precio y gasto de la demanda,  cuando se considera la interacción cruzada entre las elecciones binarias en una primera 
etapa del proceso de estimación en dos etapas de sistemas de demanda censurados. Para ello se modela la elección 
binaria con un Probit Multivariado, tomando tales resultados en la segunda etapa para la estimación de los parámetros 
del  modelo LA/AIDS. El análisis está aplicado al consumo de productos lácteos en Argentina, fundamentado en la 
posible dependencia de la elección de consumo entre pares de productos lácteos al momento en que una familia evalúa 
las componentes de su dieta. Las conclusiones se basan en las diferencias encontradas entre un modelo que considera 
tales correlaciones y otro alterno que supone la independencia entre las elecciones de consumir o no el bien. 

Palabras claves: Probit Multivariado – LA/AIDS – Consumo de Lácteos 
2000 AMS Subjects Classification:  62N01- 91G70- 91B42  
 
1. INTRODUCCIÓN 

Para la estimación de sistemas de demanda censurados se han propuesto diversas metodologías a los 
fines de eliminar el sesgo hacia el cero derivado de la multiplicidad de consumos nulos revelados en 
Encuestas de Hogares, a la vez que obtener especificaciones correctas en términos de su consistencia con la 
teoría económica. Particularmente, la  propuesta de estimación en dos etapas de Shonkiler y Yen [7] ha 
dado una solución a este problema incorporando una elección binaria en una primera etapa, para luego, en 
la segunda etapa, usar estos resultados para corregir  las estimaciones del sistema de demanda. La primera 
etapa, en general, ha sido modelada mediante un Probit Univariado, basado fundamentalmente en la menor 
complejidad computacional requerida, como también en la menor importancia de los efectos cruzados entre 
determinadas elecciones. Sin embargo, si las decisiones entre comprar o no diversos bienes están 
correlacionadas, los estimadores del Probit univariado serán ineficientes, lo que se traslada al sistema de 
demanda  [2]. Tal es el caso del estudio de los diferentes productos lácteos, los que son objeto del presente 
trabajo. Una justificación posible para modelar tales correlaciones en la elección de comprar o no un 
determinado producto lácteo puede basarse en considerar  las evaluaciones que realiza el agente sobre los 
nutrientes sustitutos que aportan tales productos. Bajo la hipótesis de que este efecto cruzado entre la 
elección de consumir o no diferentes lácteos es relevante, el objetivo de este trabajo es estimar las 
elasticidades correspondientes a un sistema de demanda censurado aplicado a Argentina, considerando 
tales efectos cruzados, y comparando las estimaciones en el caso de omitirlos. Para tal fin, la primera etapa 
del proceso de estimación se modela con un Probit Multivariado (versus el Probit Univariado) para luego 
corregir el sistema de demanda especificado mediante un LA/AIDS [3]. 

Los datos utilizados corresponden a los últimos datos publicados de la Encuesta Nacional de Gastos de 
Hogares (ENGH) elaboradas por el Instituto Nacional de Estadística y Censos (INDEC), tomando aquellos 
productos lácteos con mayor grado de perecebilidad como ser la leche fluida, la manteca, el queso blando y 
el yogurt, agrupando los restantes en  la categoría de ‘otros lácteos’. Se tomaron una serie de variables 
demográficas, el gasto total y los precios (estimados), con un tamaño total de la muestra de 22.852 hogares 
válidos correspondiente al total de regiones del país. 

2. ESPECIFICACIÓN DEL MODELO Y SU ESTIMACIÓN 
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Sea la variable wi la participación observada del gasto en el bien i en el gasto total para una familia 
dada (i = 1, ..,M), el sistema de M ecuaciones con dicha variable dependiente limitada, puede escribirse 
como     

      *. iii wgw =  ;  ( ) iiii fw εβ += ,'* x  ;   
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>=
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i
i gsi

gsig   ; iiiig υα += '* z          Mi ,,1K=         (1) 

donde ig  es la variable dependiente observada en la primera etapa de elección binaria (consumir o no el 

bien i) , *
iw y *

ig  son las correspondientes variables no observadas o laténtes, 'ix  y 'iz son los vectores 
de variables explicatorias respectivos ; los parámetros a estimar vienen dados por los vectores iβ  y jα , y 

iε  y iυ son los errores aleatorios.  Shonkwiler y Yen [7] demuestran que bajo el supuesto de que de para 
cada i los términos de error se distribuyen como una Normal Bivariada con ( ) iiiCov λυε ≡,  luego la 
media de wi viene dada por :                  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )iiiiiiiiii fwE αφλβα ','',| zxzzx +Φ=           Mi ,,1K=                        (2) 

Siendo Φ la función de distribución normal estandar acumulada  y φ  la densidad normal estandar. Luego 
de (1) y (2) la especificación, el sistema de ecuaciones (1)  

                                      ( ) ( ) ( ) iiiiiiiii fw ξαφλβα ++Φ= ','' zxz                  Mi ,,1K=                      (3) 

donde ( )iiiii wEw zx ,|−=ξ  por lo que  ( ) 0=iE ξ . Con esto, el procedimiento en dos etapas consiste en 
obtener en una primera etapa los estimadores máximo verosímiles del modelo probit ( iα̂ ), para luego en la 
segunda etapa estimar simultáneamente el vector iβ  y los parámetros iλ del sistema (3). Para las 
estimaciones de la primera etapa se realizan en base al modelo probit multivariado se aplica el método de 
máxima verosimilitud basado en el simulador Geweke-Hajivassiliou-Keane (GHK) [1] para lo cual se 
asume que ( ) ( )υυυ ∑,0~',,1 NMVMK  tal que ( ) ijij ρυ =∑ si ji ≠  e igual a 1 si i = j, siendo ijρ  el 
coeficiente de correlación correspondiente a la elección de consumo de i y j.  

Para la especificación de ( )iif β,'x  se trabaja con el modelo LA/AIDS por sus bondades teóricas y 
computacionales. En su versión aumentada, considera como covariables adicionales a factores 
demográficos de acuerdo al método de traslación [4]. La misma viene dada por:  

                              ( ) ( )*
0 /ln)ln(,' pxpdfy i

j
jijk

k
ikiiii δγηηβ +++=≡ ∑∑x                             (4) 

En este contexto yi es interpretada como la participación del bien i en el gasto total x realizado en el 
conjunto de productos representado en el sistema de demanda (i.e. en todo Mi ,,1K= ),  kd  representa el 
conjunto de variables demográficas de las familias, )ln( jp es el logaritmo natural del precio del bien j y 

*p es el índice de precios1, que la aproximación lineal, es definido por el índice de Stone dado por 

∑=
i

ii pwp )ln()ln( * .A su vez, para que el sistema (4) sea consistente con la teoría económica es 

necesario el cumplimiento de la restricciónes de aditividad, simetría y homogeneidad dadas, 
respectivamente, por  

         ∑ =
i

i 1η , ∑ =
i

ij 0γ  y ∑ =
i

i 0δ  ;    jiij γγ =   ;     Mi
j

ij ,..,1         0 =∀=∑γ .               (5) 

Por lo tanto de (4) y (3) tenemos que el sistema LA/AIDS a estimar en la segunda etada está dado por 

                                                 
1 En el modelo AIDS el indice tiene una expresión no lineal dada por ∑∑∑ ++=
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Dado que los consumos de interés están dados por los productos lácteos, i = leche, mantenca, queso blando, 
yogurt, otros lácteos (por lo que M=5), a su vez se han tomado 17 variables demográficas y geográficas 
( kd ), las que son consideradas en la etapa previa (en iα ) junto con variables de gasto total en consumo de 
alimentos, gasto total en consumo y gasto total como variables proxy del ingreso. El sistema de demanda 
(5) se estima por el método Seemingly Unrelated Regressions (SUR)2 que a los fines de evitar la 
singularidad de la matriz de varianzas y covarianzas, una ecuación debe omitirse, que es precisamente la 
correspondiente a ‘otros lácteos’, logrando así mismo el cumplimiento de la restricción de aditividad. 
Estimados los coeficientes del sistema, se estiman las correspondientes elasticidades gasto, precio 
compensada y precio no compensada [6], estimando sus errores estándar y obteniendo un intervalo de 
confianza mediante el ‘método delta’ [5]. La elasticidad-gasto y precio compensada, viene dadas por 
 
             ( ) ( )[ ]iiii

x
i wEe /ˆ'1 αδ zΦ+=        y      ( ) ( )[ ]iiiij

K
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A su vez, la elasticidad precio no compensada puede ser derivada de la ecuación de la Slutsky: 
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3. RESULTADOS 
Los resultados de la primera etapa muestran que la mayoría de las variables demográficas utilizadas 

son significativas en la elección de comprar o no un determinado lácteo Para el caso de las proxy del 
ingreso de las familias, se tiene que el gasto total en alimentos es significativo, mientras que el gasto total 
en consumo y otros gastos, no lo son. Las correlaciones de los términos de perturbación del modelo probit 
multivariado son significativas, con valores positivos en todos los casos (en el rango de 0.12 y 0.21), con 
excepción de los errores correspondientes a la elección entre compra de leche y otros lácteos, en que es 
negativo (-0.082)3. 

En la Tabla 1 se presentan las elasticidades de la demanda de lácteos, estimadas a partir de los 
coeficientes obtenidos en la segunda etapa del proceso de estimación del modelo LA/AIDS, aplicando (6) y 
(7), y evaluando en la participación promedio de los hogares. Para el caso de la elasticidad-gasto, se 
observa que según ambos modelos todos los productos son normales (en términos del gasto total en 
lácteos). La leche resulta ser un bien superior normal, en el sentido de que la cantidad consumida de éste 
aumenta más que proporcionalmente ante un aumento en el desembolso total en lácteos, contrariamente a 
lo esperado; mientras que los otros productos, por el contrario, lo hacen menos que proporcionalmente.  

Al comparar las elasticidades-precio, y más precisamente, las cruzadas, aparecen mayores diferencias 
entre ambas estimaciones. Como es de esperar, las elasticidades precio propias (compensadas y no 
compensadas) son negativas y significativas. Puede observarse que para los cuatro productos, bajo un 
probit univariado las demandas son más elásticas, por lo que si considera al modelo con ‘efectos cruzados’ 
como la especificación correcta, su omisión sobreestima la elasticidad-precio propia, al ser mayores en 
valor absoluto. A su vez, para ambos modelos, la elasticidad-precio propia no compensada es mayor a la 
compensada, lo que significa que los ‘efectos renta’ son positivos, o más específicamente, los efectos de 
cambios en el precio sobre el desembolso total destinado a la compra de lácteos. Entre las elasticidades 
precio cruzadas de ambos modelos, surge la mayor diferencia entre ellos. Así, mientras que en el modelo 
estimado con un probit multivariado la leche y la manteca son productos complementarios (signo 
negativo), según el modelo alternativo, los mismos son sustitutos. Esta diferencia de signos, como también 
en la significación estadística, entre las elasticidades cruzadas, se da en varios casos (Tabla 1), lo que 
resulta ser crucial, dado que cambia las conclusiones de las interpretaciones del sistema de demanda.  

                                                 
2 Para la estimación del probit multivariado y del sistema se utilizo el software estadítico STATA empleando los procedimientos 
MVPROBIT e ITSUR, respectivamente 
3 Para obtener las salidas completas de las estimaciones de los coeficientes, contactar a los autores. 
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Tabla 1. Elasticidades gasto, precio compensadas y no compensadas para la demanda de lácteos. 
Comparación entre estimaciones basadas en Probit Multivariado versus Univariado en la primera etapa 

 
 Estimaciones con Probit Multivariado Estimaciones con Probit Univariado 
 Leche Manteca Queso B. Yogurt Leche Manteca Queso B. Yogurt 

x
iê  1.1775*  

(0.0054) 
0.4608*  
(0.0164)  

0.3875*   
(0.0097)  

 0.8379*  
(0.0124) 

 1.3211*   
(0.0057) 

 0.1591*   
(0.0205) 

0.2236*   
(0.0109)  

 0.7726*   
(0.0136) 

pc
iê          

Leche 
 

-0.4923*   
(0.0183) 

-0.0302*    
(0.0146)  

-0.0065    
(0.016) 

0.1777   
(0.0118) 

- 0.8307 *   
(0.0208)  

0.0486*  
(0.0114)  

0.1799 * 
(0.0157) 

0.3523*   
(0.0115)  

Manteca 
 

 -0.0753**   
(0.0365)  

-1.5951*     
(0.0557)  

0.507*   
(0.0457)  

 0.2693*   
(0.0314)  

0.3397 *   
(0.0802) 

-1.6871*  
(0.0982) 

 0.8193*   
(0.0815)  

 -0.0001    
(0.0514) 

Queso B. 
 

-0.0095          
(0.0233)  

0.2956*    
(0.0266)  

-0.8887*   
(0.0357) 

0.0575*    
(0.0201)  

0.4088*   
(0.0358)  

 0.2661*   
(0.0265)  

- 1.1301*   
(0.0441)   

 0.0135   
(0.0238) 

Yogurt 
 

0.2918*  
(0.0194)  

0.198*    
(0.0231) 

 0.0649*   
(0.0227)  

-1.2818*   
(0.0255)  

 0.9879*    
(0.0323)  

-0.0001   
(0.0211)   

0.0167   
(0.0294) 

-1.5843*  
(0.0331)  

pnc
iê          

Leche 
 

-0.9494*   
(0.0182) 

- 0.0818*   
(0.0147) 

-0.1828*    
(0.016) 

 0.0379**   
(0.0118)  

 -1.3435*   
(0.021) 

-0.0093 
(0.0115) 

-0.0177   
(0.0158)   

 0.1955*   
0.01147   

Manteca 
 

 -0.2542*   
(0.0363) 

  -1.6153*   
(0.0558) 

 0.4381*    
(0.0458) 

 0.2147*   
(0.0313)  

  0.2779*  
(0.0806)  

-1.694*  
(0.0983) 

 0.7955*   
(0.0815) 

-0.019   
(0.0511)  

Queso B. 
 

-0.1599* 
(0.0231) 

0.2786*   
(0.0267)  

 -0.9467*   
(0.0359)  

 0.01153   
(0.0199) 

 0.3219*   
(0.0362) 

 0.2563 *  
(0.0265) 

-1.1636*  
(0.0441)   

 -0.013   
(0.0237)  

Yogurt 
 

-0.04010**   
(0.0196) 

0.1398 *  
(0.0207)  

 -0.0629 *   
(0.0229) 

-1.3832*  
(0.0253)  

 0.686*  
(0.033)  

 - 0.034***   
(0.0206) 

 0.0997*   
(0.0296) 

-1.6766*   
(0.0328)  

Errores estandárd entre paréntesis (*)Estadísticamente significativo al 1%, (**) Estadísticamente significativo al 5% y 
(***)Estadísticamente significativo al 10%. Fuente: Elaboración Propia en base a la ENGH 1996/1997 
 
4. CONCLUSIONES 
Mediante esta aplicación se ha podido mostrar que si las decisiones que toma un familia entre comprar o no 
un producto (en este caso en particular, un lácteo) están correlacionadas con las compras de otro, las 
estimaciones de los coeficientes del sistema de demanda varían si se omite este cruzamiento, lo que puede 
provocar cambios importantes en la información obtenida sobre cómo reacciona la demanda de lácteos ante 
cambios en los precios y en el gasto de los mismos.  
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Resumen: En este trabajo presentamos un cálculo desacoplado para integrales multicéntricas∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ 1

0

U(r, u)M(r, v)j0(p(u, v)r)dudvdr (1)

que usan una base mixta de funciones (Slater y Gaussianas). Para poder realizar el desacople de variables se demuestra
que existe un único Q > 0 tal que ∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ 1

0

U(r, u)M(r, v)j0(Qr)dudvdr (2)

Con este resultado es posible plantear el cálculo como producto de integrales lo que permite simplificar el cálculo y
reducir el tiempo de cómputo. En las implementaciones hemos analizado distintos criterios de aproximación de Q. Si
bien los resultados teóricos son alentadores, las implementaciones realizadas necesitan de mejoras en la estimación
del valor de Q.

Palabras clave: desacople de variables, integrales multicéntricas, base mixta
2000 AMS Subject Classification: 21A54 - 55P54

1. INTRODUCCIÓN

En cálculos moleculares se describe el modelo utilizando funciones orbitales de Slater (STO) y gaus-
sianas (GTO):

φi(
−→
r) =

(αi
π

) 1
2 exp(−αi

∣∣∣−→r −−→Ri∣∣∣)(STO) y φj(
−→
r) =

(
2αj
π

) 3
4

exp(−αj
∣∣∣−→r −−→Rj∣∣∣2)(GTO)

con
−→
Ri y

−→
Rj los vectores posición de los centros i, j respectivamente. Con esa base de funciones se realizan

numerosos cálculos, los más dificultosos son las integrales bielectrónicas multicéntricas [3]

(ab|cd) =
∫ ∫

IR3×IR3

φ∗a(
−→r1)φb(−→r1)

1
|−→r1 −−→r2 |

φ∗c(
−→r2)φd(−→r2)d−→r1d−→r2

Particularmente resultan costosas cuando hay 3 ó 4 funciones de Slater involucradas; en este caso trabajamos
con 3 Slater y 1 gaussiana. Realizando cambios adecuados [2] se tiene:

(ab|cd) =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

∫ 1

0
U(r, u)M(r, v)j0(p(u, v)r)dudvdr (3)

� p(u, v) = |
−→
Pab(u)−

−→
Pcd(v)| una función continua y positiva, con

−→
Pab(u) = u

−→
Ra + (1− u)

−→
Rb

−→
Pcd(v) = α2

c
−→
Rc+4v2αd

−→
Rd

α2
c+4v2αd

� j0(x) = sen(x)
x

� U(r, u) = u(1− u)K(u, r) siendo K(u, r) = exp(−z(r,u))
z(r,u)3

(1 + 3
z(r,u) + 3

z(r,u)2
) y

z(r, u) =
√
α2
a(1− u) + α2

bu+ u(1− u)r2

�M(r, v) = h(v)e−r
2h1(v) con

h1(v) =
1

4(v + αd)
y h(v) = v−3/2(v + αd)−3/2e

−α2
c

4v
− v
v+αd

C
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2. OBJETIVO

Nuestro objetivo es separar las variables u y v del integrando de (3) para plantear el cálculo como
producto de integrales simples, ello permite simplificar el cálculo y reducir el tiempo de cómputo.

3. DESARROLLO

Definimos la función

F (q) =
∫ ∞

0
g12(r)g34(r)j0(qr)dr si q > 0 y F (0) =

∫ ∞
0

g12(r)g34(r)dr

donde

g12(r) =
∫ 1

0
U(r, u)du y g34(r) =

∫ ∞
0

M(r, v)dv

Algunas propiedades de las funciones g12 y g34

Propiedad 1: g12(r) y g34 están bien definidas
Prueba.
En [5] se prueba que g12(r) está bien definida. Veamos ahora que g34 está bien definida:
h es positiva y continua en (0,+∞). Además para ciertas constantes positivas k y c se tiene
0 ≤ h(v) ≤ kv−3/2e−

c
v para todo v, y kv−3/2e−

c
v ≤ kv−2e−

c
v para 0 < v < 1 luego

ĺım
v→0+

h(v) ≤ ĺım
v→0+

e−
c
v

v2
= ĺım

v→0+

1
v2

e
c
v

= ĺım
v→0+

− 2
v3

e
c
v (− c

v2
)

= ĺım
v→0+

2
v

e
c
v

= ĺım
v→0+

− 2
v2

e
c
v (− c

v2
)

= 0

Ası́,
ĺım
v→0+

h(v) = 0 (4)

Además

0 ≤ ĺım
v→∞

h(v) = ĺım
v→∞

e
−α

2
c

4v
− v
v+αd

c

v3/2(v + αd)3/2
≤ ĺım

v→∞

1
v3/2(v + αd)3/2

= 0 entonces limv→+∞h(v) = 0

Ahora acotamos la integral que representa g34: de (4) h(v) < 1 para |v| < δ, usando este valor de δ,∫ ∞
0

M(r, v)dv =
∫ δ

0
M(r, v)dv +

∫ ∞
δ

M(r, v)dv (5)

Ası́

0 ≤
∫ δ

0
M(r, v)dv ≤

∫ δ

0
1 = δ si v < δ

y ∫ ∞
δ

h(v)e−r
2h1(v)dv ≤

∫ ∞
δ

h(v)dv ≤ k
∫ ∞
δ

1
v3/2

dv = ĺım
N→∞

− 1√
N

+
1

2
√
δ

=
1

2
√
δ

entonces

g34(r) =
∫ ∞

0
M(r, v)dv ≤ 1

2
√
δ

+ δ ∀r

por lo que M(r, v) es integrable en (0,+∞) �
Propiedad 2: g12 y g34 son continuas, acotadas, positivas, decrecientes y tienden a cero cuando r tiende

a infinito. Esto es

g12(r) ≤ k12
1
r3/2

, g34(r) ≤ k34
1
r
, ĺım

r→∞
g12(r) = 0 y ĺım

r→∞
g34(r) = 0
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Prueba.

g12(r) =
∫ 1
0 U(r, u)du =

∫ 1
0 u(1− u) e

−z(u,r)

z(u,r) ( 1
z(u,r)2

+ 3
z(u,r)3

+ 3
z(u,r)4

)du

≤ κ
∫ 1
0
e−r
√
u.(1−u)

r
√
u.(1−u)

du = κ
r

∫ 1
0
e−r
√
u.(1−u)√

u.(1−u)
du ≤ κ2

r

√
1
2r

Luego 0 ≤ g12(r) ≤ k12
1

r3/2
con k12 constante

g34(r) =
∫ ∞

0
M(r, v)dv =

∫ ∞
0

h(v)e−r
2h1(v)dv ≤ κ

∫ ∞
0

(v + αd)−3/2e
−r2

4(v+αd)dv

= κ

∫ r
2
√
α

0

w3

3
e−w

2 r2

w3
dw =

1
r
κ

∫ r
2
√
α

0
e−w

2
dw ≤ 1

r
κ

∫ ∞
0

e−w
2
dw

entonces 0 ≤ g34(r) ≤ k34
1
r , k34 constante. Además usando las últimas desigualdades tenemos ĺımr→∞ g34(r) =

0 y ĺımr→∞ g12(r) = 0 �
Propiedad 3 La función F y (ab|cd) dada por (3) están bien definidas

Prueba.

F (0) =
∫ ∞

0
g12(r)g34(r)dr ≤ k

∫ ∞
0

1
r5/2

dr <∞

Dado que |j0(x)| ≤ 1 se obtiene |F (q)| ≤ F (0) y |(ab|cd)| ≤ F (0) �

Lema 1
F ′(q) < 0 ∀q > 0

Prueba.
F
′
(q) = −

∫ ∞
0

g12(r)g34(r)j1(qr)rdr = − 1
q2

∫ ∞
0

g12(
w

q
)g34(

w

q
)j1(w)wdw

Como g12 y g34 son positivas, el signo del integrando depende de j1(w). Esta función es alternante, alcan-
zando sus ceros: λ1, ..., λn, ... en tg(w) = w. Ası́∫ ∞

0
g12(

w

q
)g34(

w

q
)j1(w)wdw =

∞∑
n=0

∫ λn+1

λn

g12(
w

q
)g34(

w

q
)j1(w)wdw

Se prueba que esta serie es convergente, utilizando el Criterio de Leibnitz y que su primer término es posi-
tivo. Llamemos an a los términos de la serie. Como g12g34 es decreciente:

|an| = |
∫ λn+1

λn
g12(wq )g34(wq )j1(w)wdw| < (g12g34)(λnq )

∫ λn+1

λn
|j1(w)w|dw

< (g12g34)(λnq )(λn+1 − λn) máxwε(λn,λn+1) |j1(w)w|

De [1] se tiene que

ĺım
n→∞

(g12g34)(
λn
q

) = 0, ĺım
n→∞

(λn+1−λn) = π ĺım
n→∞

máx
wε(λn,λn+1)

|j1(w)w| = 1 entonces ĺım
n→∞

an = 0

Para probar el decrecimiento de |an| se usa que g12g34 es decreciente y que

|
∫ λn+1

λn

j1(w)wdw| > |
∫ λn+2

λn+1

j1(w)wdw| [4] entonces |an| > |an+1|

Además a1 es positivo ya que g12g34 y j1(w) son positivas en este intervalo. Ası́ la serie es positiva y

dF

dq
(q) = − 1

q2

∞∑
n=0

an < 0

�
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Teorema 1 Existe un único Q tal que (ab|cd) = F (Q).

Prueba.
XExistencia Para demostrar la existencia usaremos que la imagen de un conexo por una función continua
es un conexo, por ello se prueba:
• 0 < (ab|cd) < F (0)
• Como el integrando de F(q) está uniformemente acotado por el integrando de F(0) y j0(qr) tiende a cero
cuando q tiende a infinito, usando la convergencia mayorada de Lebesgue resulta ĺımq→∞ F (q) = 0
• Dado que j0 es C1 y r.j1(qr) es acotada, entonces F es continua.
Con estas hipótesis existe Q tal que (ab|cd) = F (Q)
X Unicidad
Por el lema anterior, F ′(q) < 0, luego F es monótona , y por ello el Q que existe es único. �

4. IMPLEMENTACIÓN

Hemos estudiado distintas alternativas para aproximar el valor de Q que hace posible el cálculo de-
sacoplado. Mostramos una aproximación de Q usando un promedio y otra un cálculo iterativo. A modo de
ejemplo se muestran dos casos para comparar los valores exactos con las aproximaciones obtenidas usando
las estimaciones de Q mencionadas.
•

Qp =
(

1
g12(0)g34(0)

∫ 1

0

∫ ∞
0

U(0, u)M(0, v)(p(u, v))2dvdu
)1/2

• Qit : Si f(r) =
∫∞
0

∫ 1
0 U(r, u)M(r, v)j0(p(u, v)r)dudv, Qit es la solución de

N∑
i=1

(f(ri)− g12(ri)g34(ri)j0(Qit.ri)) = 0

donde los ri son puntos de la integración numérica de Chevyshev, N es la cantidad de puntos.

Ejemplo 1 Ejemplo 2
(ab|cd) 0.231515933 E. Rel. red. tiempo (ab|cd) 0.07040591 E. Rel. red tiempo
F (Qp) 0.231569412 2,3× 10−4 95 % F (Qp) 0.06934 1× 10−2 97 %
F (Qit) 0.231516317 3,1× 10−4 50 % F (Qit) 0.07057 2,5× 10−2 50 %

5. CONCLUSIONES

El desacople de variables permite optimizar la cantidad de cálculos a realizar en el programa que
computa la mı́nima energı́a de una molécula.

Con el desacople de variables se observa una importante reducción del tiempo de cálculo del aproxi-
mante en ambas propuestas.

Para algunos ejemplos la aproximación no es muy buena, en cuanto a precisión, por lo que se debe
seguir estudiando formas alternativas para buscar el valor de Q.
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