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Introducciéon

Desde fines de los anos ochenta varias investigaciones independientes estudiaron ciertas caracteristicas
especiales de grafos que sirvieron para definir nuevas clases.

Asi surgieron los grafos con érdenes de maximas vecindades, o grafos HT [4], los grafos drbol-clique !
[7, 9] v los drboles expandidos [1].

Un examen mas detallado arrojé la conclusion de que estas clases definen al mismo tipo de grafos, lo
cual hizo necesario el desarrollo de un enfoque unificado.

Esto a su vez implicaba la conveniencia de una denominacion universal para referirse a los grafos arriba
mencionados. Fue asi que comenzé a ganar terreno el concepto de grafos dualmente cordales.

La clase de los grafos cordales ha sido ampliamente investigada y resulta muy 1til desde un punto de
vista algoritmico. La definicion més bésica y conocida dice que un grafo es cordal si no posee ciclos de lon-
gitud mayor o igual que cuatro como subgrafos inducidos. Sin embargo, se conocen mas caracterizaciones,
muchas de ellas con su correlato para grafos dualmente cordales. Este tltimo hecho hard més comprensible
la eleccién del nombre.

En este trabajo se incluiran varias caracterizaciones de los grafos dualmente cordales. Se tratara la dua-
lidad existente entre grafos cordales y dualmente cordales, siendo propicio para ello, entre otras cosas,
trabajar con hipergrafos.

A su vez, una comparacién mas profunda entre grafos cordales y dualmente cordales, asi como ciertas
preguntas concernientes a estos ultimos haran surgir de modo natural subclases de grafos que también
seran aqui descritas.

Entre los objetivos de este trabajo se encuentra también simplificar demostraciones de propiedades ya
conocidas hace varios afios. Y entre los aportes pueden hallarse propiedades métricas de los grafos dualmente
cordales y caracteristicas de las potencias de grafos.

Sobre la estructura del trabajo: Una vez que hayamos introducido todas las definiciones necesarias
para un desarrollo fluido de los temas, la primera seccién del trabajo estudiard las propiedades basicas de
los grafos de intervalos, clique Helly y cordales, asi como también de los hipergrafos, debido a que estos
son imprescindibles para poder demostrar las principales propiedades tratadas luego.

En la segunda seccion definiremos a los grafos dualmente cordales y veremos que estos poseen un gran
numero de caracterizaciones. Muchas de ellas serdn en términos de lo que llamaremos drboles compatibles
(aquellos en los cuales un clique del grafo induce un subarbol) y también podremos demostrar que la imagen
por el operador clique de la clase de grafos cordales es precisamente la clase de los grafos dualmente cordales.

En la tercera seccion se tratardn las estrechas relaciones que los grafos dualmente cordales poseen con
otras clases de grafos, las cuales apareceran de modo bastante natural en el desarrollo del texto. De hecho,
quedaré establecido que los grafos dualmente cordales hereditarios son lo mismo que los grafos fuertemente
cordales y que la clase de grafos doblemente cordales consiste en todos los grafos que son tanto cordales
como dualmente cordales. Y por supuesto, también se explicard en qué consiste la dualidad entre grafos
cordales y dualmente cordales. Resultard que los grafos cordales pueden ser caracterizados en términos de

! Tree-clique graphs.



ciertos hipergrafos, mientras que los duales de estos caracterizaran a los grafos dualmente cordales.

Luego ahondaremos en las caracteristicas de los érdenes de vecindades méximas en grafos dualmente
cordales para obtener propiedades de sus potencias y caracterizaciones de sus cuadrados.

En ultimo lugar, estando ya bastante familiarizados con el vinculo entre grafos cordales y dualmente
cordales intentaremos llevar la teoria a un plano maés general, donde los grafos cordales podran ser reem-
plazados por clases afines. Es un hecho bastante conocido que un grafo es cordal si y sélo si puede ser
representado por una familia de subdrboles de un arbol. Nos abocaremos a ver qué ocurre si imponemos
que la representacion sea a través de caminos de un arbol. Es asi que surgen los grafos UV, DV, RDV y
sus duales, que resultaran tener propiedades andlogas a las que se veran para grafos cordales y dualmente
cordales. En particular, el operador clique seguird desempenando un rol muy importante.

Al sucederse los temas, uno de los principales objetivos sera enlazarlos de un modo coherente y sin pérdida
de continuidad, no siendo de extranar que se combinen hechos expuestos en otros trabajos con algunos de
elaboracién propia. Para distinguirlos, se rematardn con un cuadrado (O) todos aquellos resultados cuyos
enunciados y demostraciones aparecen en otras publicaciones, estando disponibles en varios de esos casos las
referencias bibliogréficas. Con un rombo (¢) se indicardn los resultados ya existentes cuyas demostraciones
no fueron copiadas de ninguna otra fuente. Y, finalmente, una estrella (x) rematard a los resultados no
basados en publicaciones ajenas, no descartdndose que sean ya conocidos.



Definiciones

Un grafo simple G es un par (V(G), E(G)), siendo V(G) un conjunto finito no vacio, cuyos elementos
llamamos vértices de G y E(G) es un conjunto de pares no ordenados (conjuntos de dos elementos) de
V(G). Los elementos de E(G) reciben el nombre de aristas de G. Si e = {u,v} es una arista, usaremos
generalmente la notacion uv para denotarla. u y v son los extremos de la arista y también suele decirse
que ésta incide en u y en v. Dos vértices que forman una arista serdan llamados adyacentes. Un vértice
es universal cuando resulta adyacente a todos los demas. Sera aislado cuando no tenga vecinos, es decir,
cuando no sea adyacente a ningun otro vértice. El grado de un vértice v, que se simboliza por dg(v) o
simplemente d(v), es el nimero de vértices en G adyacentes a v.

Un subgrafo de G es un grafo cuyos conjuntos de vértices y aristas estan contenidos en los de G. Dado
un conjunto B C V(G), el subgrafo inducido por B, o G(B), tiene a B como conjunto de vértices y dos
elementos de B son adyacentes en G(B) si y sélo si lo son en G.

Llamaremos completo de G a un conjunto de vértices adyacentes de a pares. Por otra parte, si en un
conjunto de vértices no hay dos que sean adyacentes se dird que forman un conjunto independiente. Si un
completo es maximal con respecto a la inclusion recibe el nombre de cligue. Y un grafo en el cual todos sus
vértices constituyen un clique es llamado grafo completo, lo cual suele denotarse por K, indicando n el
numero de vértices que posee. La familia de cliques de un grafo G se simboliza con C(G) y, dado v € V(G),
llamamos C,, o C(v) al conjunto {C € C(G), v € C}.

Un recorrido de G es una sucesion de vértices vguive...v, tal que los elementos consecutivos son ad-
yacentes; k es su longitud. Un recorrido es un camino si no se repiten vértices. Es un ciclo si el primer
elemento y el dltimo coinciden, sin haber mas repeticiones.

Un grafo se dice conero cuando, dados dos vértices cualesquiera u y v, existe un camino en él que
comienza en u y termina en v. Llamaremos distancia entre u y v a la longitud de un camino entre
ellos con minima cantidad de vértices. Se simboliza por dg(u,v), pero serd usual que usemos la no-
tacion d(u,v) cuando sea claro con respecto a qué grafo la estemos calculando. A su vez, definamos
I(z,y) ={ve V(G): dg(z,v) +dg(v,y) = dg(x,y)} al intervalo entre x e y.

Dado un grafo, todo subgrafo conexo maximal recibe el nombre de componente conexa. Asi, resulta que
un grafo es conexo si y sélo si posee una componente conexa tnica.

Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos. Dado un grafo conexo G, se dice que T es un drbol generador de
G si T es subgrafo de G y V(T)=V(G). Dados dos vértices u,v € E(T), denotamos por T'[u,v] al (tinico)
camino en T entre u y v. Una hoja de un arbol es un vértice de grado uno.

Dos grafos G y G son isomorfos si existe una funcién biyectiva f : V(G1) — V(G3) tal que uwv € E(Gy)
si y sélo si f(u)f(v) € E(Gy). Bésicamente, esto quiere decir que los dos grafos difieren a lo sumo en el
nombre de sus vértices.

Dada una familia finita de conjuntos F = (F})sez 2, se llama grafo de interseccion de F al grafo con I como
conjunto de vértices y tal que ¢ y j, ¢ # j, son adyacentes si y sélo si F; N F; # . Si un grafo G es isomorfo
al grafo de interseccion de F| se dice que esta familia es una representacion de G o, alternativamente, que
G es representado por F.

2A cada conjunto F; se lo suele llamar miembro de F.



El grafo clique de un grafo G, simbolizado por K(G), es el grafo de interseccién de la familia de cliques
de G.

/2\

1 3

Gralo K|G
Srafo gl

Figura 1: Un ejemplo de un grafo y su grafo clique.

En un principio, hemos definido a las aristas como subconjuntos de dos elementos de V' (G). Sin embargo,
es posible darle una orientacion a las aristas transformandolas en pares ordenados. Cuando se hace esto se
obtiene lo que se llama un grafo orientado o dirigido.

Muchos de los conceptos que hemos definido para grafos son aplicables a grafos dirigidos, aunque suelen
aparecer variaciones. Por ejemplo, los caminos (dirigidos) de un grafo orientado son aquellos en los que la
sucesion de sus vértices respeta el orden asignado a las aristas.

Cuando se trabaja con arboles, existe un caso més especifico. Se trata de los drboles dirigidos enraizados.
Son aquellos en los que existe un vértice v, llamado raiz, tal que, para cualquier otro vértice w existe un
camino dirigido entre v y w.



1. Nociones previas

1.1. Grafos de Intervalos

Definicion: Un grafo G es de intervalos si puede ser representado como grafo de interseccién de una
familia de intervalos de la recta real. Si es posible obtener una representacién en la cual ningin intervalo
contenga a otro entonces el grafo es de intervalos propios.

Los grafos de intervalos constituyen una clase muy conocida y poseen aplicaciones muy importantes en
arqueologia (elaboracién de cronologias) y en genética (secuenciacién de genes). A su vez, los grafos de
intervalos propios son también aplicables en problemas de taxonomia y sociologia. En esta seccién veremos
algunas de sus principales propiedades, las cuales nos serdn muy ttiles posteriormente.

-'i'l.-' '.D-'h'i ¥

Figura 2: Un grafo de intervalos con una de sus posibles representaciones.

Definicién: Un grafo G y un orden total < en V(G) son compatibles el uno con el otro si, para todo
z,y,z € V(G), z <y < zyxz€ E(G) implica que zy,yz € E(G).

Teorema 1.1.1: Para un grafo G, las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) G es un grafo de intervalos propios.
(b) G es compatible con un orden total.
(c) Cada clique de G es un intervalo con respecto a un orden total de V(G).

Demostracion:

(a) = (b): Para mayor simplicidad, supongamos que los vértices de G son intervalos de la recta real.
Ordenemos a estos de menor a mayor teniendo en cuenta sus extremos iniciales y el orden usual de los
numeros reales. Notar que el hecho de que ningin intervalo esté contenido en otro implica que sus extremos
iniciales difieren (lo mismo se podria decir de los extremos finales). De este modo, resulta un orden bien
definido y total, al que llamaremos <.

Supongamos ahora que existen tres intervalos [a1,b1] < [ag,bs] < [as, b3], con [a1,b1] N [as, bs] # 0. Esto
daltimo implica que a1 < az < by < by < b3. Como a; < ag < ag, se puede deducir que a; < as < by y
az < by < by, por lo que [a1,b1] N [az, ba] # 0 y [az, ba] N [as, bs] # 0.

(b) = (¢): Sea C un clique y, usando a partir de ahora un orden < que cumpla con la hipétesis, sean
v = inf C, vy = sup C. Si v; = v la conclusién es inmediata. Si no, sean vy < w; < we < vo. Veamos
que wy y we son adyacentes. Consideremos las siguientes posibilidades:

(1) Siwv; =w; 0 v =wy se puede aplicar directamente la hipdtesis para concluir que wiws € E(G).



(2) Sino, podemos aplicar la hipdtesis para concluir que viw;, wive € F(G). Usando la hipdtesis una vez
mas con wy < wy < vy, se deduce que wiwe € E(G).

Por lo tanto, C es un intervalo con respecto al orden considerado.

(¢) = (a): Probémoslo por induccién sobre n = |V(G)|. Si n = 1, es obvio.

Supongamos ahora que todo grafo con k vértices y un orden como el mencionado es de intervalos propios,
con los extremos de los intervalos no coincidentes (que ni siquiera coincidan extremos finales con extremos
iniciales) y ordenados segun el orden de los vértices.

Sea ahora G de k + 1 vértices con un orden v; < ... < vg41 tal que (c) es valida. Si G es completo,
la demostracion es trivial. Si no es completo procederemos de la siguiente manera. Por hipétesis induc-
tiva G[vy, ..., vx] es de intervalos propios y existe una representacién como la que fuera arriba descrita.
Supongamos que [v;, vg11] es el clique que contiene a vii11 y que en el paso anterior a v;_1, v; y vy les
fueron asignados los intervalos [a1, b1], [a2, ba2] ¥ [as, bs] respectivamente. Podemos entonces asignarle a vy 11

b b
maz{ 12,a3}+ 2 , bs + 1]

el intervalo | para obtener asi la representacién deseada de G. ©

Veremos ahora que las descripciones obtenidas hasta el momento tienen una versién en términos métricos.

Definicion: Una disimilaridad o en un conjunto X es una aplicacién de X x X en los reales no negativos
tal que, para cada x,y € X,

(a) a(z,y) =0siy sélo si x=y.

(b) a(z,y) = aly,z).

Una disimilaridad « en X es piramidal si existe un orden total < en X tal que si z < y < z entonces

a(z, 2) > maz{a(z,y), a(y, 2)}

Una vez adquirida esta terminologia, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.1.2 [9]: Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un grafo conezxo G:
(a) G es un grafo de intervalos propios.

(b) Los vértices de G pueden ser numerados de tal manera que los nimeros asignados a cada camino de
minima longitud desde un vértice s a un vértice t forman una secuencia creciente o decreciente.

(c) Eziste un camino hamiltoniano P2 de G tal que, para cada par de vértices s y t de G, dg(s,t) es el
minimo nimero de cliques de G que cubren las aristas de Pls,t].

(d) La distancia en G es una disimilaridad piramidal.

Demostracién:

(a) = (b): Para mayor simplicidad, podemos suponer que V(G) = {1,...,n} y que G es compatible con
elorden 1 <2 < ... <n.

Sean s,t vértices de G y s = igi1...i, =t un camino de minima longitud que los une, llamémoslo L.

Supongamos que iy < i1. Si i2 < iy < i1, podemos concluir que igia € F(G) debido a que izi; € E(G) y
a que < es un orden compatible con G. Similarmente, si ig < i9 < i1 podemos obtener idéntica conclusion.
Asi, en ambos casos se contradice que L sea un camino de minima longitud. Por lo tanto ig < i1 < is.

El mismo razonamiento demuestra que i; < ij41, J = 2,...,k — 1.

3Se dice que un camino o ciclo es hamiltoniano cuando abarca a todos los vértices del grafo.



Por argumentos similares, si i1 < igp entonces L resulta una sucesiéon decreciente.

(b) = (¢): Numeremos los vértices de G de 1 a n de manera que se verifique (b).

Sii e i+ 1 no son adyacentes, un camino de minima longitud desde ¢ hasta ¢ + 1 debe tener al menos
un vértice j, j 1y j # i + 1, no resultando asi una sucesién creciente. Concluimos asi que 1,...,n es un
camino hamiltoniano P de G.

Sean s,t vértices de G y s = igi1...ix, = t un camino L de minima longitud que los une. Por (b) podemos
suponer que se trata de una sucesion creciente.

Si i, no es adyacente a algin vértice del intervalo [i,,7,41], sea z el tltimo vértice que cumple con tal
condicién. Se tendria asi que i,, z + 1, z es un camino de minima longitud ni ascendente ni descendente, lo
cual es una contradiccion.

Si y < z son vértices no adyacentes de [i,,i,+1] entonces yi,z es un camino de minima longitud ni
creciente ni decreciente. Luego, el subgrafo de G inducido por [ir,i,+1] es completo.

Si para cada valor de r, r = 0, ..., k—1, tomamos un clique que contenga a [i, i,41] obtenemos k = dg(s, t)
cliques que cubren las aristas de P[s,t].

Si existe un cubrimiento de P[s,t] con m cliques, podemos construir un camino de s a ¢ de la siguiente
manera: en primer lugar tomemos un clique C que contenga a la arista s s + 1 y llamamos j; al dltimo
elemento de 1. Luego tomamos un clique C que contenga a la arista j; j1 + 1 y asi sucesivamente. Esto
demuestra que dg(z,y) < m, de lo cual se desprende (c).

(¢) = (d): Sea P un camino hamiltoniano de G que satisfaga (c) y llamemos < al orden de los vértices
de P. Sean i < j < k vértices de G. Como P es hamiltoniano, PJi,j]| estd contenido en P[i, k]. Entonces
todo conjunto de cliques de G que cubra las aristas de P[i, k] también cubre las aristas de P[i, j|. Asi, por
(c), dg(i,j) < dg(i, k). Similarmente, dg(j, k) < dg(i, k).

(d) = (a): Seav; < ... < v, un orden de los vértices de G tal que dg resulta una disimilaridad piramidal.

Sean v; < v; < vy tres vértices de G. Si v; y v son adyacentes, entonces dg(vi,vj) = da(vj,v) = 1,
ya que ninguna de las dos magnitudes supera a dg(v;, v;) = 1. Resulta entonces que v;v;, vjv, € E(G), y
asi <y G son compatibles. O

De la demostracién del resultado anterior se desprende inmediatamente lo siguiente:

Corolario 1.1.3: Si G es un grafo conero y v1 < ... < v, es un orden total de V(G), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) G es compatible con <.
(b) Todo camino mds corto entre vértices es creciente o decreciente en dicho orden.
(c) v1,...,v, €s un camino hamiltoniano que satisface (c) del teorema anterior.

(d) Para cada i,j,k, siv; <v; < vy entonces dg(vs, vg) > max{dg(vi,vj),da(vj,vg)}.

1.2. Grafos Cordales

Definicion: Dado un ciclo en un grafo G, se llama cuerda a una arista que une a dos vértices no consecu-
tivos del ciclo. Un grafo se dice cordal si todo ciclo de longitud mayor o igual que cuatro posee una cuerda.

Los grafos cordales poseen caracteristicas que resultan muy ttiles en ciertos campos. Un ejemplo de apli-
cacién es el de los arboles filogenéticos. Muchos problemas son dificiles de resolver en un grafo cualquiera,



pero son muy tratables cuando se trabaja con grafos cordales. En esta seccion desarrollaremos nociones
bésicas acerca de estos.

Definicién: S C V(G) es un separador de G si dos vértices en la misma componente conexa de G
estdn en dos componentes conexas distintas de G(V(G) — S). En particular, dados dos vértices a y b no
adyacentes y en la misma componente conexa de G, llamamos separador de a y b o ab-separador a un
separador S tal que a y b estdn en distintas componentes conexas de G(V(G) — S).

Teorema 1.2.1: G es cordal si y solo si todo separador minimal de dos vértices no adyacentes induce
un subgrafo completo.

Demostracién: Supongamos que todo separador minimal induce un subgrafo completo y sea C:axby;...yra
un ciclo de G, con k > 1. Si ab € E(G) esta arista resulta ser un cuerda de C. Si no, todo conjunto separador
de a y b debe contener a x y a algin y;. En particular esto sucederd para un separador que sea minimal.
Luego, por hipétesis, zy; € E(G), es decir, todo ciclo posee una cuerda.

Reciprocamente, supongamos que G es cordal y que S es separador minimal de dos vértices no adyacentes
ay b, siendo G4 y Gp las componentes conexas de G(V — S) que los contienen.

Como S es minimal, todo vértice x € S es adyacente a un vértice de A y a uno de B.

Sean x,y € S, luego existe a1 € A tal que za; € E(G) y ag € A tal que yas € E(G). Como G4 es conexo,
consideremos un camino P de longitud minima entre a1 y as en G 4. Elijamos a1, as tales que la longitud
de P sea minima entre todos los pares de vértices de A en esta situacion.

Andlogamente, existen by y bo € B y un camino de longitud minima Q. Luego, zPyQx es un ciclo de G
y en consecuencia posee una cuerda. Veamos a qué vértices esta cuerda conecta.

Entre vértices de A y de B no hay aristas, pues si las hubiera se contradice que S es un separador de x
y de y.

La cuerda tampoco puede contener a vértices de P porque éste es de longitud minima. Conclusion analoga
se obtiene para Q.

Tampoco hay aristas entre vértices de P y = (o y) porque nuevamente se contradeciria que P es de
longitud minima. Lo mismo se puede decir si reemplazamos a P por Q.

Por ende, la tnica alternativa restante es que la cuerda sea la arista zy. Luego, todos los vértices de S
son adyacentes entre si, induciendo asi un subgrafo completo. O

Definicién: Dado un grafo G y un vértice v € V(G), se define al entorno de v, que se representa por
N(v), al conjunto de vértices adyacentes a v. El entorno cerrado de v es el conjunto N[v] = N(v) U {v}.
Diremos que v € V(G) es simplicial si G(N[v]) es un subgrafo completo.

A continuacién veremos que el concepto de vértice simplicial estd intimamente vinculado a los grafos
cordales.

Lema 1.2.2: Todo grafo cordal posee un vértice simplicial. Fs mds, si G no es completo, existen dos
vértices simpliciales no adyacentes.

Demostracién: El lema es trivial si G es completo. Para el caso en que G no lo sea, procedamos por
induccién sobre el niimero n de vértices. Sea G un grafo cordal con n > 2 vértices, incluyendo dos vértices
a y b no adyacentes. Si n = 2, ambos vértices son simpliciales al ser aislados.

Supongamos que n > 2 y que el lema vale para grafos cordales con menos de n vértices. Sea S un sepa-
rador minimal de a y de b en G, y sean G(A) y G(B) las componentes conexas de G — S 4 que contienen a

“Es una forma abreviada de representar a G(V-S), que utilizaremos muy a menudo.
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Figura 3: En este grafo cordal se han marcado dos vértices simpliciales a y g y sus vecindades.

a y a b respectivamente. El subgrafo G(AUS) es cordal y con menos de n vértices. Entonces, por hipdtesis
inductiva, debe ocurrir alguna de las siguientes alternativas: o G(AU.S) es completo y cada vértice de A es
simplicial en G(AU S), o G(AUS) posee dos vértices simpliciales no adyacentes, debiendo estar al menos
uno de ellos en A al ser S completo. Como cualquier vértice de A sélo es adyacente a vértices de AU S en
G, los vértices de A simpliciales en G(A U S) también son simpliciales en G. Por el mismo argumento, B
posee un vértice simplicial de G, obteniéndose asi lo que buscdbamos. O

Definicion: Dado un grafo G, una secuencia de sus vértices vy, ..., v1 es un orden de eliminacion perfecto
(o simplicial), si v; es simplicial en G({v1, ..., v;}).

Proposicion 1.2.3: G es cordal si y solo si tiene un orden de eliminacion perfecto.

Demostracién: Si G es cordal, sabemos que posee un vértice simplicial, llamémoslo v,. Ademas G — v,
también es cordal, asi que posee un vértice simplicial y repetimos el procedimiento anterior hasta obtener
el orden deseado.

Reciprocamente, sea {vy,...,v1} un orden de eliminacién perfecto de G y sea C un ciclo con vértices
Z1, ..., Tp, T1. S€a T, el vértice del ciclo de mayor subindice, es decir, el primero en aparecer en el orden de
eliminacién perfecto. Luego, sus vecinos son adyacentes, es decir, se encuentra una cuerda en C. O

Esta caracterizacién constituye una herramienta muy poderosa. Existe un algoritmo lineal para determi-
nar si un grafo posee un orden de eliminacién perfecto [14]. Y son muchas las demostraciones que involucran

a grafos cordales donde la clave es considerar un vértice simplicial.

Otra caracterizacion de los grafos cordales viene dada como clase de grafos de interseccion de cierto tipo
de familias que detallaremos més adelante. Antes veremos la siguiente propiedad:

Definicion: Una familia finita de conjuntos verifica la propiedad Helly si, dada cualquier subfamilia
cuyos miembros tienen interseccion dos a dos no vacia, entonces la interseccion de todos es no vacia.

Teorema 1.2.4: Toda familia formada por los conjuntos de vértices de cierto numero de subdrboles de
un drbol T satisface la propiedad Helly.
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Demostracién: Sea {T;};—1, ., una familia de subarboles de un arbol T, y supongamos que la familia
{V(T})}i=1,..k es tal que sus miembros tienen interseccién dos a dos no vacia pero que (), V(T;) = 0.
Entonces, para cada v € V(T), existe T}, 1 < j < k para el cual v € V(7}). Como existe un tinico camino
entre dos vértices en T, sea e la arista incidente en v que pertenece a el camino entre v y el vértice mas
cercano de T} a v. Si por cada vértice elegimos una arista de ese modo y, como T tiene n vértices y n — 1
aristas, hay por lo menos una arista que ha sido seleccionada més de una vez, sea ésta uv. Esto implica
que los dos subérboles a partir de los cuales se obtiene uv estdn en componentes distintas de 1" — {u, v},
contradiciendo el hecho de que la interseccién de sus respectivos conjuntos de vértices debe ser no vacia.
Por lo tanto, concluimos que la interseccién de todos los V(7;) no puede ser vacia. O

A B -
C G
C F.' | :’ G

' N,
C NG

D E " H
Figura 4: Un grafo cordal con una representacién de subarboles de un arbol.

Teorema 1.2.5: Un grafo G tiene un orden de eliminacion perfecto si y solo si puede representarse como
el grafo de interseccion de una familia de subdrboles de un drbol.

Demostraciéon: Supongamos que G posee un orden de eliminacién perfecto. Procedamos por induccién
sobre el niumero n de vértices. Que K verifica la propiedad es trivial.

Sea G con un orden de eliminacién perfecto vy, ...,v1. Luego v,_1,...,v1 es un orden de eliminacién
perfecto de G — v, y tenemos entonces por hipoétesis inductiva un arbol T y una familia de subarboles que
representa a G — vy,.

Como v, es simplicial de G, el conjunto de vértices adyacentes a él induce un completo en G — v, y, en
consecuencia, los subarboles que los representan tienen al menos un vértice en comtun por el Teorema 1.2.4.
Llamemos = a un vértice de la interseccién de todos ellos. Agreguemos a T un nuevo vértice y y hagdmoslo
adyacente a x. A cada subarbol correspondiente a los vértices adyacentes a v, le agregamos la arista xy,
y a vy, le asignamos el subarbol que consiste solamente en el vértice y. Obtenemos asi una representacién
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de G del tipo que se buscaba.

Reciprocamente, consideremos ahora un arbol T y una familia de subarboles (Tv)vev(G) que constituya
una representacién de un grafo G. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que se trata de una
representaciéon en T con minima cantidad de vértices, es decir, si zy € E(T), existe u € V(G) tal que Ty,
contiene a x pero no a y. Esto es posible porque si todo subarbol que contiene a z también contiene a
1y podemos obtener una nueva representacién con menor cantidad de vértices contrayendo la arista zy al
vértice y.

Sea x una hoja de T, siendo y su tnico vecino. Sea u € V(G) tal que = € V(T,) pero y & V(T,).
De este modo, T, consta solamente del vértice x, es decir, todos los subarboles de los vecinos de u en
G deben tener a z. Luego los vecinos de u inducen un completo, o sea, u es simplicial. Notemos ahora
que (T, — :U),Uev(g_u) es una representacién de G — u. Por lo tanto podremos repetir los argumentos an-
teriores y, de continuar asi, podremos obtener de manera sucesiva un orden de eliminacién perfecto de G. O

El siguiente corolario nos provee un enfoque alternativo de los grafos cordales:

Corolario 1.2.6: Un grafo es cordal si y sélo si puede representarse como el grafo de interseccion de
una familia de subdrboles de un drbol.

Esta caracteristica es tan importante que no habria inconveniente alguno en usarla como definicién de
los grafos cordales, lo cual se evidenciara en varios teoremas posteriores.

1.3. Grafos Helly

El objetivo de esta seccién serd enunciar y demostrar dos teoremas que necesitaremos luego.
Definicién: Un grafo G es Helly (o clique-Helly) si sus cliques satisfacen la propiedad Helly.

Teorema 1.3.1: Sea G un grafo Helly con n vértices vy, va, ...,vn, y sea G' el grafo que se obtiene agre-
gando n vértices uy,us, ..., u, haciendo, para cada valor de i, u; adyacente a v;. Entonces G' es Helly y

CK(G")) = {Cy v € V(G)} (Cy = {C € C(GY), v eCY).

Demostracién: Se verifica que C(G’) = C(G) |JU!_{u;, v;}. Tomemos ahora un conjunto de cliques de
G’ con interseccién dos a dos no vacia. Tendremos dos posibilidades:

1) Si son elementos de C(G), poseeran un vértice en comun por ser G Helly.

2) Si {u;,v;}, para algin i, es uno de ellos, la tinica opcién posible es que v; sea un vértice comin a todos.

Asi, G’ resulta ser Helly.

Los conjuntos C,,, para v; € V(G), son completos de K(G'). A su vez, cada C,, es maximal porque posee
a {u;,v;} y este clique sélo es adyacente a todo aquel que tenga a v; entre sus vértices.

Reciprocamente, si D € C(K(G')), como G’ es Helly, todos sus elementos poseen un vértice comin vy,
entre los vértices comunes, siempre se puede tomar un v;; de hecho, si u; € (oep €, lo mismo se puede
decir de v;. Asi, D = C,, y esto concluye con la demostraciéon. ¢

La razén de haber introducido al grafo G’ se haré clara luego, permitiéndonos la construccién hecha
realizar varias demostraciones.
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Dada una clase de grafos, es interesante preguntarse en qué consistira su imagen por el operador clique.
En el caso de que resulte ser la misma clase se dice que ésta es clique-cerrada. Veamos que éste es el caso
para los grafos Helly:

Teorema 1.3.2: K(Helly)= Helly.

Demostracién: Sea H Helly y G=K(H). Sea D = { Dy, ..., Dy} un conjunto de cliques de G con intersec-
cién dos a dos no vacia. Los elementos de cada D; son cliques de H y, como este ultimo es Helly, podremos
seleccionar un vértice v; € V(H) comun a todos los cliques de D;. Vale que v; # v; si i # j, de lo contrario
se estaria contradiciendo la maximalidad de los elementos de D.

Veamos ahora que {v1,...,v;} induce un completo de H. Para ello seleccionemos a v; y a v; distintos,
1 <14,j < k. Sabfamos que v; estd en la interseccién de todos los elementos de D;, v; esta en la interseccién
de todos los elementos de D; y que D; N D; # (0, por lo que existe un clique de H que contiene tanto a v;
como a vj, es decir, v;v; € E(H).

Consideremos entonces un clique C de H que contenga a {v1,...,vx}. Como, para todo i, v; € C, C es
adyacente a todos los elementos de D;, por lo que C' € D;. En consecuencia, ﬂle D; # 0.

Reciprocamente, sea G un grafo Helly. Construyamos a H de manera tal que V(H) = C(G) UV (G).

Si C, C" € C(G), C # ', entonces CC' € E(H)siysélosi CNC"#0.SiveV(G)yC e C(G)
entonces vC € E(H) siy sélosiv e C.

Se ve claramente que C(H) = (C(v) U {v})yev (). Ademas H es Helly; de hecho, si (C(v;) U {v;}),
i =1,...,k, es un conjunto de cliques de H con intersecciéon dos a dos no vacia se ve como antes que
{v1, ..., v} induce un completo en G, lo cual nos conduce a un elemento presente en todos los cliques. A
su vez,

[C(0) U} N{C(03) U{ug} # 0 = Clu) N1 Clvy) # 0 = vy, € B(G)
Por lo tanto K(H) ~ G. ©

1.4. Hipergrafos

En esta seccién generalizaremos el concepto de grafo. Abandonaremos la restriccion de que una arista
tenga dos extremos y permitiremos que interconecte a una cantidad arbitraria de vértices. El panorama se
verd asi modificado y serd posible describir nuevas propiedades.

Definiciones: Un hipergrafo finito £ es una familia de subconjuntos no vacios (las aristas de £) de un
conjunto V (los vértices de ).

El hipergrafo dual §(€) tiene como conjunto de vértices a las aristas de £ y a los conjuntos {e € £: v € e}
(v € V) como sus aristas.

La dos seccion S(€) de un hipergrafo tiene a V como conjunto de vértices, y dos vértices distintos son
adyacentes si y sélo si existe una arista de £ que contenga a ambos.

El grafo de lineas L(E) es el grafo de interseccién de las aristas de €.

Un hipergrafo es conforme si todo clique de su dos seccion estd contenido en una de sus aristas. Es mas,
como cada arista de un hipergrafo es un completo de su dos seccion la definicién equivale a que todo clique
de su dos seccién es una de sus aristas.

Un hipergrafo es Helly cuando sus aristas satisfacen la propiedad Helly.

Dos hipergrafos €1 = (V1,E1) y €2 = (Va, Es) son isomorfos, £1 ~ £, si existen dos biyecciones
f:Vi—=Vayg:E, — Etales que u,v € e siy sélosi f(u), f(v) € g(e).

Teorema 1.4.1: §(6(E)) ~ E.
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Demostracién: Recordemos que §(E) tiene a las aristas de £ como vértices y a £, = {e € E: v € e}
(v € V) como aristas.

Entonces los vértices de 6(0(€)) serdn los E, y las aristas seran de la forma E. = {E, :e € E,} = {E, :
v € e}. El isomorfismo es ahora claro. <.

Teorema 1.4.2: L(E) = S(6(€)).
Demostracion:

eres € E(L(e)) <= Jv € e Negy < T, e1,e9 € By, < e1e2 € E(S(d(¢))) ©

Muchas propiedades de un hipergrafo tienen su versién dual, veamos un ejemplo:
Teorema 1.4.3: £ es conforme si y solo si §(E) tiene la propiedad Helly.

Demostracién: =) Todo conjunto A de aristas de 6(£) con interseccién dos a dos no vacia se co-
rresponde con un completo de L(6(E)) que a su vez, por Teorema 1.4.2, se corresponde con un completo
de S(E) que, por ser £ conforme, estd contenido en una arista €¢’. Se puede ver que e’ estd en todos los
elementos de A.

<=) Sea C un clique de S(&). Esto implica que {E, },cc es un conjunto de aristas de §(E€) con intersec-
cién dos a dos no vacia. Como §(€) es Helly, existe e tal que e € E,, para todo v € C. Por lo tanto, C' C e
y asi € resulta conforme. ¢

Definiciéon: Un hipergrafo € es un hiperdrbol si existe un arbol T con conjunto de vértices igual a V tal
que toda arista induce un subérbol de T. Es un hiperdrbol dual si existe un arbol T cuyos vértices vértices
son las aristas de € tal que para todo v € V el conjunto {e € £: v € e} induce un subarbol de T.

A continuacién, veremos que existe una descripcién simple de los hiperdrboles en términos de los con-
ceptos previos:

Teorema 1.4.4:
(a) £ es un hiperdrbol si y sélo si € es un hipergrafo Helly y su grafo de lineas es cordal.
(b) & es un hiperarbol dual si y sélo si € es conforme y S(E) es cordal.

Demostracién: (a) Si € es un hiperarbol podemos pensar directamente que esté definido como hiper-
grafo de subarboles de un arbol. Entonces sabemos que estos subdrboles satisfacen la propiedad Helly
(Teorema 1.2.4) y que L(E) coincide con el grafo de interseccién de ellos, por lo que es cordal (Teorema
1.2.5).

Reciprocamente, supongamos que £ es un hipergrafo Helly y que L(E) es cordal. Procedamos por in-
duccién sobre la suma de vértices y aristas de € (k). Si k = 2 o hay una sola arista, la propiedad es
trivial.

Como L(E) es cordal, tomemos a e simplicial en L(E). Asi, e y sus vecinos inducen un clique de L(E) vy,
como & es Helly, todos poseen un vértice v en comun. Consideremos dos posibilidades:
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En primer lugar, si e = {v}, removamos a e y, por hipétesis inductiva, E—e es un hiperarbol. Asi que
consideremos un arbol T tal que toda arista de £—e induce un subarbol. Obviamente, e también induce
un subérbol en T.

Si no, sea w otro elemento de e. Consideremos al hipergrafo £’ obtenido a partir de £ removiendo a w
de cada arista donde esté presente.

Veamos primero que L(E) ~ L(E’). Si eg —wNes —w # ), con mayor razén e; Ney # (). Reciprocamente,
si e; Neg # (0 y las dos aristas comparten un vértice distinto de w, automéaticamente e; — w N ey — w # (.
Y esto siempre ocurre porque, de hecho, si compartieran a w, entonces eNey # (), eNey # () y por lo tanto
v EerNes.

Con razonamientos similares se demuestra que £’ es Helly.

Por hipétesis inductiva, £’ es un hiperarbol, por lo que podemos considerar un arbol T tal que toda
arista de £’ induzca un subérbol. Agreguémosle a T el vértice w y hagdmoslo adyacente a v. Con este
nuevo arbol obtenemos una representacién de £ como hiperarbol.

(b) El hecho de que £ sea un hiperarbol dual implica que §(€) es un hiperarbol. Por el inciso anterior,
esto equivale a que 0(E) sea Helly y que L(6(£)) sea cordal. Esto a su vez equivale, combinando los Teo-
remas 1.4.2 y 1.4.3, a que £ sea conforme y S(£) sea cordal. ¢

Definicion: Sea £ un hipergrafo. Una sucesién C' : ejes...epexr1 = e de aristas es un hiperciclo si
e;Neir1 # 0, para 1 < i < k. La longitud de C es k. Una cuerda del hiperciclo C es una arista e tal que
e; Ne;y1 C e para al menos tres indices 7, 1 <17 < k.

Definicion: Un hipergrafo £ es a-aciclico si es conforme y no contiene ningin hiperciclo de longitud
mayor o igual que tres sin cuerdas.

Ahora nos propondremos hallar una caracterizacién gracias a lo que ya conocemos:

Teorema 1.4.5: Son equivalentes:

(1) € es a-aciclico.
(2) € es un hiperdrbol dual.

(3) Euxiste una sucesion de eliminaciones a partir de € que consiste en ir removiendo aristas que estén
contenidas en otras o vértices contenidos solamente en una arista hasta que no quede nada.

Demostracién:

(1) = (2): Mediante el Teorema 1.4.4 (parte (b)) se deduce que basta demostrar que S(£) es cordal,
pues ya sabemos que £ es conforme.

Sea v1v2...v,Uk+1 = v1 un ciclo de S(€). Para cada valor de i, 1 < i < k, podemos tomar una arista e;
de £ tal que v;,v;11 € e;. Tenemos dos posibilidades:

Si dos de esas aristas coinciden se podra obtener automaticamente una cuerda.

Sino, ej...exex+1 = e; es un hiperciclo de €. Por hipétesis, existe una arista e tal que e; Ne;+1 C e para
al menos tres indices i. Para esos indices, sabemos que v;+1 € €; N e;11, lo cual implica que v;41 € e. Al
haber al menos tres indices que cumplen con esta condicién, dos de ellos seran no consecutivos, los cuales
nos proporcionaran la cuerda buscada en S(E).

(2) = (3): Por lo dicho antes, la hip6tesis nos asegura que £ es conforme y S(€) es cordal. Supongamos

que v es un vértice simplicial de S(E). Entonces v y sus vecinos inducen un completo que, por ser €
conforme, esta contenido en una arista e de €. Tenemos dos posibilidades:
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Si e es la tinica arista que contiene a v, podriamos comenzar con el esquema removiendo a v y obteniendo
as{ un nuevo hipergrafo £’. No es dificil verificar que £’ es conforme y S(E’) es cordal.

Si existe otra arista € que contiene a v, resultard que ¢ C e, pues €' sélo puede contener vecinos de v
en S(€). En este caso podriamos comenzar el esquema removiendo la arista ¢/. Es inmediato que €—¢’ es
conforme y S(E—¢’') es cordal.

Continuando de esta manera se podra obtener el esquema deseado.

(3) = (1): Supongamos que &£ es a-aciclico.

Sea £’ un hipergrafo obtenido de € agregando un nuevo vértice v solamente en una arista e. Entonces £’
también es a-aciclico pues, en cualquier hiperciclo suyo, v no estd presente en la interseccién de ninguna
de las aristas.

Sea ahora £” otro hipergrafo obtenido de € agregando una arista e’ contenida en otra arista e de &£.
Nuevamente, resulta que £” es también a-aciclico. Para demostrarlo, tomemos un hiperciclo C de £€” y
consideremos las siguientes posibilidades:

En primer lugar, si ¢ ¢ C, C resulta ser un hiperciclo de €, por lo que serd posible encontrarle una
cuerda.

En segundo lugar, si e, ¢’ € C, resulta que e es una cuerda de C.

En tercer lugar, si ¢’ € C, e € C, es posible reemplazar a ¢’ por e para obtener un nuevo hiperciclo que
posee al menos una cuerda ya que € es a-aciclico. Es inmediato que asi obtenemos también una cuerda de
C.

Esto nos asegura que la actual implicacién puede ser demostrada de modo inductivo teniendo en cuenta
que un hipergrafo que posee solamente un vértice o solamente una arista es trivialmente a-aciclico. <

Observacién: Son muy numerosas las fuentes donde (3) es usado para definir el concepto de hipergrafo
a-aciclico.

Definiciones: Sea G un grafo y v € V(G). El disco centrado en v con radio k es el conjunto de todos
los vértices a distancia menor o igual que k de v. Lo simbolizaremos por N*[v].

Llamaremos C(G) al hipergrafo de cliques de G, N(G) = {N[v] : v € V} al hipergrafo de vecindades
cerradas y D(G) = {N*[v] : v €V, k entero positivo} al hipergrafo de discos de G.

Llamamos ciclo inducido maximal de G a un ciclo inducido de G con maximo nimero de aristas. De-
notemos por h(G) al numero de aristas de un ciclo inducido maximal de G.

Muchas veces serd ttil saber si los grafos de lineas de los hipergrafos anteriormente mencionados son
cordales. Para dilucidarlo tendremos a disposicién el siguiente resultado:

Teorema 1.4.6 [2]: Sea G un grafo arbitrario.
(1) A(L(D(G)) = h(L(N(G))). En particular, L(D(G)) es cordal si y sélo si L(N(G)) también lo es.
(ii) A(L(N(G)) < h(L(C(Q))). En particular, si L(C(QG)) es cordal, también lo es L(N(G)).
(iii) Si N(G) es conforme, también lo es 6(C(Q)).
Demostracién: (i) Entre todos los ciclos inducidos maximales del grafo L(D(G)) elijamos un ciclo
C = N"v1].... N"* [ug [N [v1]

con suma minima s = r 4+ ...+ 7k Veamos que rp =719 = ... =T = 1. Supongamos por lo contrario que
T1 Z 2.
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Elijamos dos vértices cualesquiera a € N [v1] N N"2[va] y b € N"#[v;] N N [v1]. Ahora consideremos dos
vecinos v} € I(a,v1) y v{ € I(b,v1) del vértice v1. Si N = ]| N N [vg,] = 0, N1 ~Ho!] N N"™2[vg] = 0), los
discos

N1t [V]]N"2[vg]...NT* [vk]N”*l [v]]

Forman un ciclo inducido con k + 1 aristas, contradiciendo la maximalidad de C.

Asf que supongamos, por ejemplo, que N ~1[v]] N N"[vy] # (). Entonces, al reemplazar el disco N [v1]
por N"1=1[¢/] en C obtenemos un ciclo inducido con k aristas y suma total s — 1, lo cual contradice la elec-
cién que hicimos de s. Asi, C consiste de discos unitarios, es decir, es un ciclo inducido del grafo L(N(G)).

(7i) Consideremos vértices vj...v; cuyas vecindades generan un ciclo inducido maximal C en el grafo
L(N(G)). Sea
By = N[’Ul] N N[’Ug] ... B = N[’L)k_l] N N[Uk], B; = N[’L)k] N N[Ul]

En cada conjunto B; elijamos un vértice b; tal que la suma s = d(by,be) + ... + d(bg_1, bx) + d(bx, b1) sea
minima. Definamos ahora un ciclo C’ de L(C(G)) a través de las siguientes reglas: si los vértices b;, b1 son
adyacentes entonces agreguemos un clique K; a C’ que contenga a v; y a ellos; en caso contrario, agreguemos
dos cliques K| y K" (en este orden) a C’ que contengan a las aristas v;b; y v;b; 41 respectivamente.

El ciclo C' tiene al menos k aristas. Supongamos que C’ no es inducido, es decir, dos cliques no consecu-
tivos K’ y K" de C' tienen interseccién no vacia. Por definicién de C’ cualquier clique suyo contiene el
centro de alguna vecindad de C. Como éste es un ciclo inducido los cliques K’ y K” contienen centros de
dos vecindades consecutivas de C. Supongamos que v; € K’ y vo € K”. Por simetria, basta considerar los
siguientes casos: K' = K1 y K" =K/ oK' =Ky K"=K,o K' =K|y K" = K/.

En cualquiera de estos casos vale la desigualdad d(by, b2) + d(b2,b3) > 3. Sea b5 € K' N K" C By. Como
d(by,b%) + d(b3,b3) = 2, esto contradice la eleccién de by...b. Entonces C” es un ciclo inducido de L(C(G))
y su longitud es al menos k = h(L(N(G))).

(7i1) Debido al Teorema 1.4.3, basta probar que C(G) es un hipergrafo Helly. Sea F' = {C4,...,C},} una
familia de cliques de G con interseccién dos a dos no vacia. Para cada vértice v € |J;~; C; consideremos la
vecindad cerrada N[v]. Evidentemente, dos vecindades cualesquiera de esas tienen interseccién no vacia.
Por lo tanto, los vértices de |J;~; C; inducen un clique en S(N(G)). Por la conformalidad de N(G) existe
un vértice w tal que N[w] contiene la unién (J;"; C;. Debido a la maximalidad de los cliques C1, ..., Cpy, w
pertenece a todos ellos. O
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2. Grafos dualmente cordales

Ya estamos en condiciones de empezar con la parte principal de nuestro estudio.

2.1. Introduccion

Un vértice u € N[v] es un mdzimo vecino de v si para todo w € N[v], N[w| C N|u], no excluyéndose la
posibilidad de que u = v. Esto equivale a que N2[v] = N[u]. Un orden lineal (v1, vz, ..., v,) de V es un orden
de vecindades maximas de G si, para todo i € {1, ...,n}, v; posee un maximo vecino en G; = G({vj, ..., vn }).

Ademas, para cada v € V(G;) se denotard por N;[v] al conjunto N[v] NV (G;). Las secuencias G; y N;[v]
son decrecientes. Mds precisamente, Gj41 es un subgrafo inducido de G; y Niy1[v] C N;[v].

Definicion: Se dice que un grafo G es dualmente cordal si admite un orden de vecindades maximas.

Figura 5: G es dualmente cordal, siendo (vv7vgv2v3v5v4) un orden de méximas vecindades. En cada paso
se han coloreado los vértices del disco de radio dos centrado en el vértice correspondiente del orden (en
celeste). En verde se indica un méximo vecino.

Ejemplo 2.1: Cualquier grafo G con un vértice universal v resultard ser dualmente cordal. De hecho,
cualquier ordenamiento de V(G) — v al cual se le agrega v al final es un orden de méximas vecindades,
resultando ser v siempre un maximo vecino.

Ejemplo 2.2: Los ciclos con longitud mayor o igual que cuatro constituyen un ejemplo de grafos que no
son dualmente cordales. De hecho, no es dificil verificar que ningin vértice posee un maximo vecino.

A partir de ahora, nuestro primer paso sera avanzar con algunas caracterizaciones de los grafos dualmente
cordales que constituiran nuestras herramientas bésicas a la hora de proceder.
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Teorema 2.1.1 [2]: Para un grafo G (conexo) las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) G posee un orden de vecindades mdzimas.
(ii) Ewiste un drbol generador T de G tal que todo clique de G induce un subdrbol de T.
(iii) FEziste un drbol generador T de G tal que cualquier disco de G induce un subdrbol en T.

(iv) N(G) es un hiperdrbol (dual).

Demostracién:

(i)==(ii): Lo haremos por induccién sobre el nimero de vértices del grafo G. Sea x el primer vértice en
un orden de vecindades maximas de G. Sea y un méximo vecino de z, es decir, N2[z] = Ny]. Si z = v,
de la igualdad anterior se deduce que x es adyacente a todos los otros vértices de G y entonces un arbol
con las caracteristicas de (i7) resulta ser la estrella con centro en x. Por lo tanto, supondremos a partir
de ahora que z # y. Como G — z posee un orden de vecindades maximas, por hipétesis inductiva existe
un arbol generador de G — z que satisface la condicién (i7). Entre todos los drboles posibles, tomemos un
arbol T en el cual y sea adyacente al mayor nimero posible de vértices de N(z). Veamos entonces que bajo
esas condiciones y es adyacente en T a todos los vértices de N(z) \ {y}.

Supongamos lo contrario y sea z un vértice de N(x) no adyacente a y en T. Consideremos el camino
y...vz que conecte a los vértices y y z. Llamemos T,, con v € T, y T,, con z € T,, a las componentes
conexas de T obtenidas al eliminar la arista vz. Agreguemos a estos subarboles la arista yz, obteniéndose
asi{ un nuevo drbol 7", que resulta ser generador de G — z. Veamos que 7" también satisface la condicién
(7i). Sea C un clique de G — z. Si z &€ C entonces C estd completamente contenido en T, o en T, que son
subarboles tanto de T como de 7", lo cual nos permite concluir que induce un subarbol en ambos al estar
seguros que esto ocurre para T. Supongamos ahora que z € C'. Entonces, al ser y maximo vecino tenemos
que C' C N[z] C N[y] = N?[z]. Es decir, y es adyacente a todos los vértices en C, por lo que necesariamente
y € C. Sean u1 y ug vértices cualesquiera de C. Si uq y uo estdn ambos en T, o en T, entonces sabemos
que estos vértices estdn conectados en T y T”, por lo que esta situacién no nos plantea ningiin problema.
Asi que supongamos a partir de ahora que u; € Ty, y ug € T,. Por lo anterior, u; e y estan conectados por
un camino en T, consistente en vértices de C, llamémoslo 1. De manera similar ug y z estan unidos en 7,
por un camino Iy C C'. De manera que al combinar los caminos /1 y l2 y la arista yz obtenemos un camino
que conecta a uy y a ug en T”. Consecuentemente, 7" también satisface la condicién (i7), lo cual entra en
contradiccién con la eleccién que habiamos hecho de T. Entonces podemos concluir que y es adyacente en
T a todos los vértices de N(z) \ {y}.

Consideremos ahora el arbol generador T* de G obtenido a partir de T agregando la arista zy. No es
dificil verificar que T™* satisface la propiedad (i7), por lo que es el arbol requerido.

(ii)==(iii): Sea T un &rbol generador de G tal que todo clique de G induce un subarbol de T. Veamos
que cualquier disco N"[z] también induce un subédrbol. Sea v = v1vg...04Vk+1 = z un camino de minima
longitud en G entre dos vértices z y v € N"[z]. Denotemos por C; a un clique que contenga a v;vj41,
i € {1,...,k}. Dada la eleccién que hicimos de C, deducimos que es posible conectar a v; y a v;11 en T a
través de un camino l; C C;. Asi, el conjunto de vértices L = Ule l; induce un subérbol T(L) en T. Por lo
tanto los vértices v y z estan conectados en T(L) por un camino [. Vale ademds que d(z,w) < d(z,v;) <r
para cada vértice w € Cj, pues si no se contradeciria nuestra eleccién de un camino de minima longitud.
Asi obtenemos que
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Es decir, cualquier vértice de N"[z] estd conectado a z a través de un camino tanto en T como en N”[z].
Esto resulta suficiente para la demostracion.

(iii)==(iv): Se verifica inmediatamente por definicién.

(iv)==(i): Supongamos que T es un arbol con los mismos vértices que G, tal que Ng[v] induce un
subarbol T, de T para todo vértice v de G. Consideremos a T como a un arbol enraizado en cierto vértice
r. Cada Ng[v] tiene un unico vértice v* tal que

dr(r,v*) < dr(r,u) para todos los vértices uw € Ng[v] \ {v*}

que puede ser considerado como la raiz del subarbol T;, de T. De hecho, no es dificil verificar que v* es el
vértice de T, més cercano a r en el camino de v a r en T.
Ordenemos ahora los vértices en una sucesién v1, va, ..., v, de manera que

dr(r,vy) > dr(r,vy) > ... > dr(r,v))

Veamos que de esta manera se obtiene un orden de vecindades méximas de G. Notemos que v} € N;[v;],
ya que obviamente dp(r,v}) > dr(r,v;*). Para cada v; € N;[v;] y vi € Nj[vj], v estd tanto en T, como en
Ty, Por lo tanto, v} como v} son ambos ancestros ° de vj. También dr(r,v}) < dr(r,v}), de lo contrario
vy apareceria antes en el ordenamiento. Asi v; estd en el camino en T desde v; a v} (para convencerse de
ello s6lo basta considerar el tinico camino en T de v; a r). Como v; y v}, pertenecen a Ng[vg], es decir,
pertenecen al subarbol T3, de T, el hecho de que este ultimo sea conexo implica que v; pertenece a Ty,
y por ende también esta en Ng|vg], lo cual es equivalente a decir que v, € N;[v}]. Esto es suficiente para
afirmar que v es un maximo vecino de v; para 1 < ¢ < n. Esto demuestra que v1, v, ..., v, constituye un
orden de vecindades maximas de G. O

Ejemplo 2.3: Volviendo al ejemplo 2.1, el Teorema 2.1.1 nos ofrece otras alternativas para demostrar
que un grafo G con vértice universal es dualmente cordal. De hecho, la estrella centrada en v es un arbol
en las condiciones de (ii) y (iii). A su vez, también podemos afirmar que C'(G) es un hiperarbol al ser Helly
(todos los cliques poseen a v) y al valer que L(C(G)) es cordal (es mas, se trata de un completo).

Con la ayuda de la demostracién del Teorema 2.1.1 podemos lograr probar el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2: Sea T un drbol generador de un grafo G. Entonces son equivalentes:

(a) Todo clique de G induce un subdrbol de T.
(b) Todo disco de G induce un subdrbol de T.

(c) Toda vecindad cerrada de G induce un subdrbol de T.

Demostracién: Dado lo que ya sabemos gracias al Teorema 2.1.1 s6lo basta demostrar que (¢) implica
(a). Supongamos entonces que toda vecindad cerrada de G induce un subdrbol. Sea C un clique de G,
v,w € Cy z € Tv,w]. Sir es otro vértice en C, vr y wr son elementos de E(G), es decir, v € N[r] y
w € N[r]. Como T es generador, z € T[v,r] 0 z € T[w,r] y, como N[r] induce un subarbol, en cualquiera
de los dos casos se puede concluir que z € N|[r]. Entonces z es adyacente a cada vértice de C, por lo que
z € C. De esta manera T'[v, w] es un camino en C y por ende éste induce un subgrafo conexo en T. ¢

5Un vértice u es ancestro de v si estd presente en el camino de v a la raiz del drbol. Reciprocamente v es descendiente de w.
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2.2. Mas caracterizaciones de grafos dualmente cordales

El Teorema 2.1.1 nos da muchas posibilidades para lograr més caracterizaciones de los grafos dualmente
cordales. A continuacién expondremos algunas de ellas. El lector podra encontrar mas detalles en [7].

Definicion: Sea G un grafo conexo y T un drbol generador de G. Diremos que T es compatible con G
sivw € E(GQ) y z € T[v,w] — {v,w} implica que vz € E(G) y 2w € E(G).

Usando otras palabras, un arbol es compatible cuando sus caminos entre vértices adyacentes inducen un
completo.

Teorema 2.2.1: G es un grafo dualmente cordal y conexo si y solo si existe un drbol T compatible con G.

Demostracién: Si G es dualmente cordal, existe un arbol generador T de G tal que cada clique de G
induce un subgrafo conexo de T. Sea vw € E(G) y z € T[v,w] — {v,w}. Existe un clique C de G que
contiene a v y a w y, como C induce un subgrafo conexo de T, z € C, de modo que vz, zw € E(G).

Reciprocamente, si T es un arbol compatible con G, sea C un clique de G, v,w € C'y z € T[v,w]. Si
r es otro vértice en C, vr y wr son elementos de E(G). Como T es generador, z € T[v,r] 0 z € Tw,r].
Sea cual sea el caso, zr € E(G). Entonces z es adyacente a cada vértice de C, por lo que z € C. De esta
manera T'[v, w] es un camino en C y por ende éste induce un subgrafo conexo en T. O

Definicién: Sea G un grafo conexo. Diremos que 6(C(G)) = (C(v))yev () es un drbol Helly si existe un
arbol generador T de G tal que para todo v,w € V(G) si z € T[v,w] entonces C(v) N C(w) C C(z).

Teorema 2.2.2: Un grafo conexo G es dualmente cordal si y sélo si 6(C(G)) es un drbol Helly.

Demostraciéon: Si G es dualmente cordal existe un arbol generador T tal que cada clique de G induce
un subarbol de T. Veamos que §(C(G)) es un arbol Helly y que T es un arbol adecuado.

Sean v,w € V(G). Si C € C(v) N C(w) entonces v,w € C. Como C induce un subdrbol de T, para cada
z € T'[v,w] tenemos que z € C, de modo que C € C(z).

Reciprocamente, supongamos que §(C(G)) es un arbol Helly y sea T un drbol acorde con la definicién.
Si C es un clique de G, v,w € C'y z € T[v, w] entonces C(v) N C(w) C C(z) por hipétesis. Asi C € C(z) y
z € C. Se puede concluir entonces que C induce un subgrafo conexo de T. O

Definicién: Una familia (F;);er (I finito y no vacio) es una familia drbol Helly si existe un arbol T con
V(T)=I que satisface:
(1) Sii,jel,ije BE(T)—> F,NEF; #0
(2) Para todo i,j € I si k es un vértice perteneciente al camino en T desde i a j, entonces F; N F; C Fy,

Teorema 2.2.3: G es un grafo dualmente cordal y conexo si y sdlo si es el grafo de interseccion de una
familia drbol Helly.

Demostracién: Si G es dualmente cordal y conexo, el resultado es inmediato porque G es el grafo de
lineas de §(C(G)).

Reciprocamente, sea (F,)ycy (@) una familia arbol Helly tal que G es su grafo de interseccién. No es
dificil ver que, por (1), T es un arbol generador de G, por lo que este tltimo es conexo. Si vw € E(G) y
z € Tw,w]—{v,w}, (2) implica que F,NF,, C F, y ademés, por (1), F, N Fy, # 0. Por lo tanto, F, N F, # ()

21



y F. N F, # (. Esto equivale a que vz € E(G) y zw € E(G), es decir, T es un arbol compatible con G. O

Lo que ya conocemos de grafos de intervalos propios nos permite descubrir un vinculo con los grafos
dualmente cordales:

Teorema 2.2.4: Un grafo conexo es dualmente cordal si y solo si existe un drbol generador T de G tal
que, para cada camino P en T, G(P) es un grafo de intervalos propios y la sucesion de vértices en P forma
un orden compatible.

Demostracién: Si G es dualmente cordal, sea = zgzi...xs = y un camino P en T arbol compatible
con G. Si z;, x; y xj son tres vértices en P tales que i < j < k y z;2, € E(G) también sucede que
zizj, zjr, € E(G), al ser T un arbol compatible. Esto demuestra que G(P) es compatible con un orden
total, por lo que es un grafo de intervalos propios.

Reciprocamente, sea T un arbol que cumple con la hipdtesis y C un clique de G. Sea T” el subdrbol
minimal de T que contiene a C. Si T(C) no es conexo entonces existe un vértice t € 7" que no pertenece
a C. Ademds vale también que el grado de ¢ en 7" no es menor que dos (si asf lo fuera, removiendo a ¢ se
obtiene un subarbol menor que 7" que contiene a C) y que, como ¢ ¢ C, existe un vértice € C' que no es
adyacente a t.

Debido a que T” es minimal, C interseca a cada una de las dos componentes de 7" — {t}. Gracias a esto
podemos encontrar un vértice y € C' tal que ¢ estd en Tz, y].

Como G(T[x,y]) es un grafo de intervalos propios, zy € E(G) y t estd entre x e y en un orden compatible,
obtenemos que zt € E(G), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto los vértices de T” coinciden con los
de C y asi éste induce un subarbol de T. O

2.2.1. Caracterizaciones métricas

Ya hemos visto varias caracterizaciones asociadas a arboles compatibles. Veamos que esta estrategia tiene
implicaciones métricas.

Teorema 2.2.1.1: Sea G dualmente cordal, T un drbol compatible con G y u,v € V(G). Entonces
de(Tfu) (U, v) = da(u,v).

Figura 6: Ejemplo de cémo puede implementarse el procedimiento sugerido en la demostracion del teorema
2.2.1.1.

Demostracién: Sea A = T[u,v] y u = wi...wx = v un uv-camino en G. Para cada w;, 1 < i < k, sea
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x; el vértice en A més cercano, respecto a la distancia en T, a w;, como se puede apreciar en la figura 6.
En particular w; = x; y wy = x. Consideremos a T'[w;, w;+1]. Si ese camino no interseca a A, entonces
T; = Tij+1. Si en cambio si interseca a A, obligatoriamente contendrd a z; y a x;4+1. Dado que T es com-
patible con G y que w;w;+1 € E(G) se concluye que z; es adyacente a z;41 0 que x; = x;41. Asi, a cada
uv-camino en G le podemos asociar un recorrido en A de u a v de longitud menor o igual que k. Esto es
suficiente para demostrar el teorema. ¢

Definicion: Dado un conjunto X, una funcién « cuyo dominio es X x X es llamada una disimilaridad
arborea o arba si existe un arbol T cuyos vértices son los elementos de X tal que, para todo x,y,z € X, si
y es un vértice en T'[x, z| entonces a(z,y) < a(z, 2).

Teorema 2.2.1.2 [9]: Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un grafo conezxo G.
(a) G es dualmente cordal.

(b) Eziste un drbol generador T de G tal que, sixz,y son vértices en un camino P de T entonces dg(z,y) =
dap)(z,y) y todo camino de minima longitud de v ay en G(P) es una sucesion creciente o decreciente
con respecto al orden de los vértices de P.

(c) Ewxiste un drbol generador T de G tal que, para cada par x,y de vértices de G, dg(z,y) es el minimo
nidmero de cliques de G que cubren las aristas de T'[z,y].

(d) La distancia en G es una disimilaridad arborea.

Demostracion:

(a) = (b): Sea T un arbol compatible con G. La primera afirmacién se desprende del teorema anterior.
Ademas, por Teorema 2.2.4, G(P) es un grafo de intervalos propios y la sucesién de vértices con el orden
de P forma un orden compatible. De esto se deduce la segunda afirmacion.

(b) = (c): Sea T un &arbol generador con las condiciones de (b) y P = T'[z,y]. Entonces, G(P) es un
grafo de intervalos propios y dg(py(z,y) es el minimo nimero m de cliques Ci, ..., Cy, de G(P) que cubren
las aristas de P.

Como cada C; estd contenido en un clique de G, el minimo nimero M de cliques de G que cubren a las
aristas de P es menor o igual que m.

Por otro lado, a partir de M cliques de G que cubren los vértices de P podemos construir un camino de
r a y de longitud no mayor que M, asi que M = m = dg(p)(7,y) = da(x,y)-

(¢) = (d): Sea T un arbol generador en las condiciones de (c¢). Si z,y, z son vértices de G tales que
y € Tz, z], entonces todo conjunto de cliques de G que cubre a las aristas de T'[x, z] cubrird a las aristas
de T[x,y]. Luego, por hipétesis, dg(x,y) < dg(z, z).

(d) = (a): Sea T un arbol generador de G tal que, para todo z,y,z en V(G), y € T'[z, 2] implica
dg<33', y) < dG(fE, Z)'

Sea P un camino en T y x,y, z tres vértices de P en el orden inducido por este camino. Si « y z son
adyacentes entonces dg(z, z) = 1 lo cual implica, debido a las desigualdades anteriores, que dg(z,y) =1y
da(y,z) =1, es decir, zy,yz € E(G). Por lo tanto, T es un arbol compatible y G es dualmente cordal. O

Las propiedades anteriores poseen un interesante ejemplo de aplicacién. Antes de enunciarlo, requerimos
el siguiente lema:
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Lema 2.2.1.3: Sea G un grafo conexo con vértice simplicial u. Entonces, dados dos vértices vi y v
distintos de u, vale que dg—_.(v1,v2) = dg(vy,v2).

Demostracién: Sea P un camino en G de v; a v2 de longitud minima. Afirmamos entonces que u ¢ P,
pues de lo contrario, al ser uw simplicial, el vértice que precede a u y el vértice que sucede a u en P serian
adyacentes, contradiciendo que P es de longitud minima. Luego, P también es un camino en G — u. %

Proposicién 2.2.1.4: Sea G un grafo conexo, cordal o dualmente cordal. Sea A = {v1, ..., v} un comple-
to de G y w un vértice tal que el valor de d(v;,w) es el mismo para cualquier i. Entonces existe v € V(Q)
tal que vv; € E(G) para todo 1 < i < k.

Demostracién: Si G es cordal, demostrémoslo por induccién sobre [V (G)|. Si |V(G)| =k + 1, sea v el
vértice restante. La tinica opcién posible es que d(v;,v) = 1 para todo 1 < i < k.

Supongamos ahora que la propiedad vale si |V(G)| =n > k + 1. Sea G cordal con |V(G)| =n + 1.

Si G es completo no hay nada mas que demostrar. Si G no es completo poseera dos vértices simpliciales
no adyacentes.

Supongamos que uno de ellos, llamémoslo u, es un elemento de A. Sea v un vértice en N[u] tal que
d(v,w) = d(u,w) — 1. Entonces, v ¢ A y v es adyacente a todos los vértices de A al ser u simplicial.

En caso contrario, los dos vértices simpliciales no estdn en A. Sea u cualquiera de los dos que sea dis-
tinto de w. El resultado se obtiene aplicando la hipdtesis inductiva a G — u ya que, al ser u simplicial,
dg—v(vi, w) = dg(vi, w) para cualquier valor de i.

Si G es dualmente cordal, descartemos el caso en que d(v;,w) = 1 para todo i por ser éste trivial.

Sea T un arbol compatible con G. Veamos a T como arbol enraizado en w. Supongamos que no existe
un vértice v con las caracteristicas mencionadas. Entonces A es un clique de G e induce un subérbol en T,
llamémoslo T”. Sea y el primer ancestro de T”, es decir, el vértice de 7" més cercano (respecto a la distancia
en T) a w y sea y el ancestro inmediato de y en T.

Si w = 9/ concluimos que A U {y'} induce un completo, lo cual contradice la maximalidad de A.

Sea v; € Ay z un vértice adyacente a v; en un camino de minima longitud entre v; y w. z no puede
ser descendiente de ningin elemento de 7" al ser d una disimilaridad arbérea. De esto se puede deducir
que y € T[z,v;] y, como T es compatible con G, v;y’ € E(G). Por lo tanto A U {y'} es un completo,
contradiciendo nuevamente la maximalidad de A.

Luego, necesariamente, todos los vértices de A son adyacentes a otro vértice. x

2.2.2. Los grafos dualmente cordales y el operador clique
El estudio del operador clique nos dard nuevas caracterizaciones de los grafos dualmente cordales y pon-
dra de manifiesto algunos hechos interesantes mas.

Teorema 2.2.2.1: G es dualmente cordal si y sélo si G es Helly y K(G) es cordal.

Demostracién: La afirmacién puede ser probada de modo bastante directo si aplicamos el Teorema
1.4.4 a C(G). Ofrecemos de todos modos una demostracién alternativa:

Podemos suponer que G es conexo pues, si no lo fuera, se puede trabajar de modo separado sobre cada
componente conexa.

Si G es dualmente cordal, sea T un arbol compatible. Sabemos que los cliques de G inducen subarboles
en T, es decir, K(G) puede ser expresado como el grafo de interseccién de subarboles de T, por lo que
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K(G) es cordal. A su vez, del Teorema 1.2.4 se deduce que G es Helly.

Reciprocamente, supongamos que G es Helly y que K(G) es cordal. Sea G’ como en el Teorema 1.3.1.
Entonces G’ también es Helly y satisface que K (G’) es cordal. Para probar esta tltima observacién podemos
tomar un ciclo C de longitud al menos cuatro en K(G’) y considerar dos posibilidades: si todos los vértices
de C son cliques de G, entonces podra encontrarse una cuerda al ser K(G) cordal; si algunos de los vértices
no son cliques de G tomemos uno con esa caracteristica y los dos vértices adyacentes a él en el ciclo induciran
una cuerda. Consideremos un arbol T tal que K(G’) pueda representarse como grafo de interseccién de
subarboles de T. Es mas, entre todos los posibles arboles que se podrian elegir, tomemos T de manera que
su nimero de vértices sea el minimo posible. Veamos entonces que existe una correspondencia entre V(T)
y los cliques de K(G").

Sea v € V(T') y consideremos a todos los subarboles de T en la representacién que tienen a v como
vértice. La interseccién de todos ellos da como resultado un subarbol T”. Si éste posee un vértice distinto
de v, podemos tomar uno en particular, llamémoslo w, que sea adyacente a v. Se puede ver que fusionando
a v con w en T se obtiene una nueva representacién de K(G’), lo cual contradice la condicién impuesta a
T. Por lo tanto, la interseccién de los conjuntos de vértices de los subdrboles considerados coincide con {v}
y asi, debido a la propiedad Helly, todos los subarboles que poseen a v como vértice representan un clique
de K(G"), lamémoslo K. Reciprocamente, dado C clique de K(G’), como los subérboles que representan
sus vértices satisfacen la propiedad Helly, la interseccién de ellos posee un vértice x € V(T'). O sea, C C K,
y por ende C = K.

A su vez, sabemos por el Teorema 1.3.1 que existe una correspondencia entre los cliques de K(G') y
los vértices de G. Por consiguiente, existe una correspondencia entre V(T) y V(G). Més concretamente, a
v € V(@) podemos hacerle corresponder w € V(T'), de manera que C, = {C € K(G') : v € C} = Ky,

Supongamos ahora que x e y son dos vértices adyacentes en T, con C, = K, y C, = K. Si G es conexo,
K(G") también lo serd y, dada la construccién, se puede inferir que debe existir un subdrbol de T en la
representacion de K (G’) que contenga entre sus vértices a z y a y. Esto es equivalente a que K, N K, # ()
0, lo que es lo mismo, C, N C, # 0. Asi, existe un clique de G que contiene a u y a v entre sus vértices, o
sea, u y v son adyacentes.

Gracias a esto, T induce un arbol generador en G, llamémoslo 7.

Supongamos que u,v € V(G) son adyacentes en G y sea w € T"[u,v]. Si C, = K, y C, = K, exis-
tird z € T[z,y] tal que Cy, = K. Por consiguiente, uv € E(G) implica que K, N K, # 0, lo cual nos
permite encontrar un subdrbol en la representacién de K(G’) que contiene a = y a y. Este dltimo también
deberd tener a z. Asi, K, NK, # 0, K,NK, # 0, desprendiéndose que uw,vw € E(G). T’ cumple entonces
con las condiciones para ser un arbol compatible con G y éste resulta asi dualmente cordal. <

Teorema 2.2.2.2: K(Cordales)= Dualmente cordales.

Demostracién: Sea G un grafo cordal. Veamos que K(G) es dualmente cordal. Para ello, elijamos una
representacién de G como grafo de interseccién de subarboles de un arbol T en la que éste tenga el minimo
nimero de vértices posible, de modo que cada vértice de T se correspondera con un clique de G. Entonces,
para mayor comodidad, supondremos que los vértices de K(G) son los de T y que estos son adyacentes si
existe un subdrbol de la representaciéon que contenga a ambos. Veamos que T es un arbol compatible con
K(G).

Sean z e y adyacentes en K(G) y z € T|x,y|. Entonces existe un subdrbol de la representaciéon que
contiene a x y a y, por lo que también contiene a z y asi este vértice resulta ser adyacente a x y a y.

Reciprocamente, sea G dualmente cordal y T un arbol compatible. Definamos la familia de subarboles
{Tu,v] : wv € E(G)}UV(G). Llamemos G’ al grafo de interseccién de esta familia. G’ resulta obviamente
cordal. Veamos que K(G') = G.

Se ve facilmente que los cliques de G’ se corresponden con los vértices de V(G) (son los subdrboles de
la representacién que poseen a un vértice determinado). Llamemos K, al conjunto de subérboles de la
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representacion que cuentan con v como vértice. Veamos que K, N K, # () <= uwv € E(G).

Si wv € E(Q), T(u,v] € K, N K,. Reciprocamente, sea T[w;,ws] € K, N K,. Como T es compatible los
vértices de T[wy, ws| inducen un completo en G. Como u,v € T[wy, ws], resulta que ambos son adyacentes.
Luego K(G') = G. ©

Observacion: Dada la construccién anterior, no sélo estamos demostrando que K(Cordales)= Dual-
mente cordales, sino que la misma identidad vale si los grafos cordales son reemplazados por una subclase
mas especifica. Volveremos a tratar esta cuestion luego.

r L(C(T)

Figura 7: Todo grafo que no sea dualmente cordal no es un grafo clique o es el grafo clique de un grafo no
cordal.

El anterior teorema sigue atin valiendo si reemplazamos a los grafos cordales por otra subclase de ellos:
Teorema 2.2.2.3 [7]: K(Helly N Cordales)= Dualmente cordales.

Demostracién: Es suficiente demostrar que todo grafo dualmente cordal es el grafo clique de algin
grafo H Helly cordal.

Definamos a H de manera que V(H) = C(G)UV(G). Si C, ¢’ € C(G), C # C’, entonces CC’ € E(H)
siysflosiCNC'"#0.YsiveV(G)y C e C(G) entonces vC € E(H) siy sélo siv e C.

Se verifica que C(H) = (C(v) U{v})yev (@) y H es un grafo Helly.

Veamos ahora que que H es cordal. Sea hihs...h, un ciclo de H con r > 4. Tenemos dos casos:

Caso 1: Cada h;, i = 1,...,r, es un clique de G. Como G es dualmente cordal, K(G) es cordal, por lo
que serd posible encontrar una cuerda.

Caso 2: Si algin h; es un vértice de G, supongamos que i > 1 (si esto no es asi simplemente cambiemos
el orden del ciclo). Debido a la construccién de H sabemos que h;—1 y hi;+1 resultan ser cliques de G y
h; € hi—1 N hi11. Entonces h;_1h;+1 es una cuerda. O

Podriamos quizas sospechar que vale la identidad K (Dualmente cordales) = Cordales. Sin embargo
esto no es asi. En su lugar tenemos:
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Teorema 2.2.2.4 [7]: K(Dualmente cordales) = Helly N Cordales.

Demostracién: Si G es dualmente cordal, entonces G es Helly, lo cual implica que K(G) es Helly, y
K(G) es cordal.

Reciprocamente, si G es Helly y cordal, existe un grafo Helly H tal que K(H)=G. Ademads, como K(H)
es cordal, concluimos que H es dualmente cordal. O

Vemos de todos modos que el operador clique alterna entre grafos cordales y dualmente cordales. Esto
puede ser tomado como el primer indicio de la dualidad existente entre ambos tipos de grafos.
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3. Los grafos dualmente cordales y sus relaciones con otras clases

3.1. Cordales versus dualmente cordales

En esta seccién veremos qué condicién necesita un grafo dualmente cordal para ser cordal. Sabemos que
los grafos cordales admiten una caracterizacion por grafos prohibidos, es decir, un grafo es cordal si y sdlo
si no posee ciclos de longitud mayor o igual que cuatro como subgrafos inducidos.

Como ya vimos, los ciclos de longitud mayor o igual que cuatro no son cordales. Pero veremos que son
subgrafos inducidos de ciertos grafos dualmente cordales que haran posible una caracterizacion por grafos
prohibidos de aquellos grafos dualmente cordales que son también cordales.

Sea R, un grafo que tiene un vértice central adyacente a cada vértice de un ciclo de longitud n. Por su
forma, especialmente si n es grande, recuerda a una rueda por lo que ése es el nombre que suele darsele.

Figura 8: Las primeras ruedas.

Teorema 3.1.1 [7]: Sea G un grafo. Si K(G) es cordal entonces G es cordal si y solo si ninguno de los
Ry, n >4, es un subgrafo inducido.

Demostracién: Como ninguno de los R,, n > 4, es un grafo cordal, la condicién es necesaria. Veamos
que también es suficiente.

Podemos suponer que G no es un grafo cordal, por lo que poseerd un ciclo sin cuerdas C, con al menos
cuatro vértices, como subgrafo inducido. Realicemos la demostracién por induccién sobre el nimero de
vértices de C.

Si|C| =4, sea C : x1x9232471. Como C no posee cuerdas, existen cuatro cliques distintos C1, Cay y Cs
tales que x;x;41 € Cy; y C4 tal que xq21 € CYy.

Como K(G) es cordal y {Cy,C2,C5,Cy} induce un ciclo en K(G), entonces C; N Cs # () o Co N Cy # 0.

Si ConCy # 0, Sea z € C3NCy. Como x9,x3 € Co, zx9, 223 € E(G). De modo andlogo se puede deducir
que zx1, zx4 € E(G). Asi, Ry resulta ser un subgrafo inducido de G.

Supongamos ahora que cada ciclo C de G con |C| < n posee una cuerda (hipétesis inductiva).

Si G tiene un ciclo sin cuerdas de n vértices, llamémoslo z1...xz,x1, sean C;, i = 1,...,n, cliques con
caracteristicas similares a las del caso |C| = 4. Como K(G) es cordal, existe z € C; N Cj, con C; y Cj no
consecutivos. Tenemos dos casos posibles:
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Caso 1: Si para cada k, k = 1,...,n, zxy € E(G) entonces R,, es un subgrafo inducido de G.

Caso 2: Si existe k, 1 < k < n, tal que zz; ¢ E(G) existen al menos cuatro vértices de C adyacentes
a z porque z € C; N Cj. Sean z; y xp, los mas cercanos a . Por lo tanto {z,z;, 141, ..., Tk, Tht1s -, T }
induce un ciclo sin cuerdas en G con un ntmero de vértices menor que n, lo cual contradice la hipdtesis
inductiva. Por lo tanto, R, es un subgrafo inducido de G. O

Corolario 3.1.2: Sea G un grafo dualmente cordal. Entonces G es cordal si y sdlo si ninguno de los Ry,
n >4, es un subgrafo inducido.

Demostracién: Al ser G dualmente cordal se deduce que K(G) es cordal, de modo que se puede aplicar
el Teorema 3.1.1. O

3.1.1. La dualidad entre los grafos cordales y dualmente cordales

Cuando definimos a los grafos dualmente cordales como aquellos que poseen un orden de méaximas vecin-
dades, esta idea parecia no corresponderse con el nombre. En esta seccién, nuestro objetivo sera lograr un
acercamiento entre ambos que no dé mas lugar a dudas. Antes de comenzar, necesitamos conocer lo que
sigue acerca de los grafos cordales:

Teorema 3.1.1.1: Un grafo G es cordal si y sdlo si C(G) es un hiperdrbol dual.

Demostracién: Supongamos que G es cordal. Representemos a G como grafo de interseccién de subarboles
de un arbol T, de manera que T tenga el minimo ntimero de vértices posible. Como ya es sabido, cada
vértice de T representa a un clique de G. De este modo, para cualquier v € V(G), C(v) coincide con el
subéarbol que representa a v en T. Concluimos entonces que C(G) es un hiperarbol dual.

Reciprocamente, si C'(G) es un hiperarbol dual, tomemos un drbol T con C'(G) como conjunto de vértices
tales que, para todo v € V(G), C(v) induce un subérbol de T. Como también vale que uv € E(G) si y
sélo si C(u) N C(v) # 0, la misma estructura que nos permite afirmar que C(G) es hiperarbol dual nos
permite representar a G como grafo de interseccién de subarboles de un arbol, por lo que resulta ser cordal. ¢

Usaremos los resultados anteriores para vislumbrar el significado de la dualidad existente entre grafos
cordales y dualmente cordales.

En primer lugar, un grafo es cordal si y sélo si su hipergrafo de cliques es un hiperarbol dual, mientras
que un grafo es dualmente cordal si y sélo si C(G) es un hiperdrbol. Esto nos da la primera senal clara de
dualidad entre ambos tipos de grafos via el operador clique. El siguiente resultado es aun mas esclarecedor:

Teorema 3.1.1.2: Sea G un grafo.

(1) G es cordal si y sdlo si es el grafo de lineas de algin hiperdrbol si y sélo si es la dos seccion de algin
hipergrafo a-aciclico.

(ii) G es dualmente cordal si y sdlo si es el grafo de lineas de algin hipergrafo a-aciclico si y sdlo si es la
dos seccion de algun hiperdrbol si y sélo si es la dos seccion de caminos de un drbol.

Demostracién:

(i) Combinando varios de los teoremas vistos en la seccién de hipergrafos, se deduce que un grafo es el
grafo de lineas de algin hiperédrbol si y sélo si es la dos seccién de algiin hipergrafo a-aciclico. Veamos que
cualquiera de estas dos condiciones es equivalente a que un grafo sea cordal.

Si G es cordal, es isomorfo al grafo de lineas de 6(C'(G)). Como este tltimo es un hiperarbol, esto completa
la demostracién en un sentido.
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Por otro lado, es sabido también que el grafo de lineas de un hiperarbol es cordal.

(ii) De modo similar a en (i), se puede deducir que el hecho de que G sea el grafo de lineas de algin
hipergrafo a-aciclico es equivalente a ser la dos seccion de algtin hiperarbol. Supongamos ahora que un
grafo es la dos seccién de subdarboles de un arbol T. Podemos reemplazar a cada subéarbol por todos los
caminos en él, manteniéndose la dos seccién igual. Por lo tanto, un grafo G es la dos secciéon de algin
hiperarbol si y sélo si es la dos seccién de caminos de un arbol.

Por lo tanto, resta ver que cualquiera de las tres condiciones mencionadas equivale a que G sea dualmente
cordal.

Si G es dualmente cordal, es isomorfo a la dos seccién de C(G), que es un hiperarbol.

Ahora supongamos que G es la dos seccion de algin hiperdarbol € con un arbol T que lo representa.
Consideremos una vecindad N[v] en G. Como Nv] es la unién de subarboles que contienen a v, N[v] es
un subédrbol de T, es decir, N(G) es un hiperarbol. Por lo tanto G es dualmente cordal. ¢

Para reforzar las ideas del teorema anterior, basta notar que las caracterizaciones de grafos cordales y
dualmente cordales son casi idénticas en ciertos pasajes, siendo la diferencia que en unas aparece un tipo
determinado de hipergrafo y en las otras aparece exactamente su versién dual.

3.2. Grafos fuertemente cordales

La clase de grafos dualmente cordales resulta ser no hereditaria. De hecho, cualquier grafo que no sea
dualmente cordal puede llegar a serlo agregando un nuevo vértice y haciendo a éste universal.

Estudiaremos ahora qué caracteristicas distinguen a los grafos dualmente cordales que sean hereditarios.

Para empezar, podremos decir que un grafo asi debera ser cordal ya que los ciclos de tamafio mayor o
igual que cuatro no son dualmente cordales.

Veremos que no s6lo son cordales en el sentido comun, sino en un sentido mas fuerte, lo cual hara aparecer
en esta discusion el concepto de grafos fuertemente cordales.

Sea E,, n > 3, un grafo con 2n vértices que pueden ser separados en dos conjuntos U = {uy, ug, ..., up }
y W =A{wi,ws,...,w,} tal que U induce un completo, W es un conjunto independiente y u; es adyacente
awjsiysélosii=joi=j+1(mddn).

Dada la forma en que estos grafos pueden ser graficados, suelen llamarse n-soles.

Veamos ahora el rol que estos desempenan:
Lema 3.2.1 [7]: Si G es cordal y E3 no es un subgrafo inducido entonces G es un grafo Helly.

Demostraciéon: Sea C1, (s, ..., C}, una familia de cliques de G tal que para todo par 7,7, 1 < 1,7 < n,
C; N Cj # 0. Usaremos induccién para verificar que (), C; # 0.

Si n = 2, no hay nada que demostrar. Supongamos ahora que la propiedad es vélida cuando se considera
un conjunto de n — 1 cliques (hipétesis inductiva).

Supongamos ahora, por el contrario, que ();_; C; = (. Por hipdtesis inductiva existen tres vértices
diferentes x1, x9, 3 tales que z1 € CoNC3N..NCy, 20 € C1NC3N...NCLyax3 € C1NCoNCLN...NCy
(si algunos de ellos coincidieran la interseccién de todos los Cj serfa no vacia).

Como x1,x9 € C3, x9,23 € C1 y 1,23 € Co se deduce que {1, z2, 23} es un completo de G. Ademads,
x; & Ci, i =1,2,3, por lo que existe z; € C; tal que z;z; € E(G).

Vale también que para i # j, 1 <1i,j < 3, z;z; € E(G), o de lo contrario {z;, zj, z;, z;} inducirfa un ciclo
sin cuerdas en G, contradiciendo el hecho de que G sea cordal.
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Figura 9: Es y Ejy.

Por consiguiente, el conjunto {z1, 22, 23, 1, T2, x3} induce a Es, lo cual es una contradiccién.
n
Por lo tanto (-, C; # 0. O

Lema 3.2.2 [7]: Si G es cordal y C y K son dos cliques diferentes de G, entonces existe un vértice z € C
tal que, para todo k € K — C, kz ¢ E(G).

Demostracién: Sea K — C' = {ky, ko, ..., k,, }. Procederemos por induccién sobre n.

El caso n = 1 es trivial, pues K ¢ C'y entonces existe z € C tal que zk; € E(G).

Supongamos ahora que la propiedad es verdadera para n — 1 vértices de K — C.

Asi, la hipétesis inductiva implica que existe z € C tal que zk; ¢ E(G) para todo ¢ entre 1 y n — 1.

Si zk, € E(G), como k, ¢ C, existe entonces 2z’ € C tal que 2'k,, € E(G). Si 2’ es adyacente a k;, i < n,
entonces {2/, z, ky, k;} induce un ciclo sin cuerdas en G, lo cual contradice el hecho de que G sea cordal.

Tenemos asi dos posibilidades: zk,, € E(G) y z es el elemento buscado o, para cada 1 < i < n, 2’'k; € E(G)
y 2’ es el elemento buscado. O

Lema 3.2.3 [7]: Si G es cordal y ninguno de los E,,, n > 3, es un subgrafo inducido de G entonces K(G)
es cordal.

Demostracién: Sea {Cy, Cy, ..., Cy, } un conjunto de cliques de G que induce un ciclo L en K(G). Entonces
existen vértices x1, s, ..., T, tales que z1 € C1 N Co, 0 € CoNCh,..., y x, € Cp, N CY.

Supongamos que L no tiene cuerdas. Por lo tanto x; estd solamente en C; y Ciy1, i =1,...,n— 1,y x,
esta solamente en los cliques C1 y C,,. Se puede deducir consecuentemente que los x; inducen un ciclo de G.
Como G es cordal, existird una cuerda y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ziz3 € E(G).
Sea C un clique tal que z1,x3 € C. Como supusimos que L no tiene cuerdas, C debe ser diferente de los
C;. Ademds, es adyacente a C1, Ca, C3 y Cy en K(G).

A partir de ahora procedamos de modo inductivo.

Si n = 4, el grafo cuyos vértices son Cq, Co, C5, Cy y C, induciendo los cuatro primeros un ciclo sin
cuerdas y siendo C universal es un subgrafo inducido de K(G). Sabemos por el Lema 3.2.1 que C(G)
posee la propiedad Helly, por lo que existen vértices hq,ho, hs, hy € V(G) tales que hy € C1 N Ce N C,
he € ConNCsnNC,hg € CsNCyNCyhy € CynNCyLNC. Al estar todos ellos en C, {hy, ho, hs, hsa} induce

un subgrafo completo.

31



Como L no tiene cuerdas, ho, hy € C' — (1, por lo que el lema anterior implica que existe z; € C tal
que z1hy € E(G) y z1hs ¢ E(G). Andlogamente, podemos encontrar vértices zo, z3 y 24 con similares
caracteristicas. Si z;z; € E(G) con 1 <14, <4 entonces {z;, z;, h;, h;} induce un ciclo sin cuerdas en G, lo
cual es absurdo. Por lo tanto, {hq, ha, hs, ha, 21, 22, 23, 24} induce a Ey, lo cual es una contradiccién. Luego
todo ciclo en K(G) con cuatro vértices posee una cuerda.

Supongamos ahora que todo ciclo en K(G) con menos de n vértices tiene una cuerda. Veamos ahora que
lo mismo se puede decir para ciclos con n vértices.

Como antes, si L es un ciclo sin cuerdas en K(G) existe un clique C de G adyacente a Cy, Cy, C3 y
Cy en K(G). Entonces {C,Cy,Cs,...,Cp_1,Cp,C1} induce un ciclo en K(G) con menos de n vértices y
por hipétesis inductiva posee una cuerda. Como supusimos que no hay ninguna cuerda en L, debe ocurrir
necesariamente que C N C; # 0, i = 1,...,n. Como C(G) tiene la propiedad Helly existen n vértices
hi, ho, ..., h, tales que, para todo i entre L yn—1, h; € C;NC;_1 N C y ademas h, € C; NC, NC.

Entonces {h1, ho, ..., hy, } estd contenido en C e induce un grafo completo.

Seal <i<n-—1 ComoC # Cjy{hj:j#1i,j#i—1} C C—Cj por el Lema 3.2.2 es posible
encontrar z; € C; tal que z:h; € E(G) para todo j # ¢y j # i — 1. Andlogamente podemos encontrar
zn, € C), satisfaciendo condiciones similares.

Como en el caso n = 4 es posible verificar que z;2; ¢ E(G) para todo i # j.

Por lo tanto {hy, ..., An, 21, ..., 2, } induce al subgrafo E,, en G, lo cual es absurdo. Concluimos asi que L
debe tener una cuerda y que K(G) es cordal. O

Corolario 3.2.4: Si un grafo G es cordal y sin soles como subgrafos inducidos entonces es dualmente
cordal.

Definicion: Un grafo G se dice fuertemente cordal si es cordal y, dado cualquier ciclo en G de tamano
mayor o igual que seis, existe una cuerda entre vértices a distancia impar en el ciclo.

Una cuerda como la mencionada en la definicién es llamada cuerda fuerte del ciclo.
A partir de todo lo visto, estamos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 3.2.5: Para un grafo G, son equivalentes:

(1) G es fuertemente cordal.
(2) G es cordal y libre de soles.

(3) G es un grafo dualmente cordal hereditario, es decir, cualquier subgrafo inducido de G es dualmente
cordal.

Demostracion:
(1) = (2): Es evidente.

(2) = (3): Sabemos que todo grafo cordal libre de soles es dualmente cordal. Como todo subgrafo
inducido serd también cordal y libre de soles, se concluye que G es dualmente cordal hereditario.

(3) = (1): Sea C un ciclo de longitud mayor o igual que 6. Entonces sus vértices inducen un grafo
dualmente cordal y podemos tomar un vértice v con maximo vecino w. Tenemos varias posibilidades:

x Siw =wv, w es adyacente en G a todos los vértices de C y, en particular, a uno a distancia tres.

% Si w es adyacente a v en C resultara adyacente en G a el vértice a distancia dos de v (con respecto al
ciclo) no adyacente a w en C.
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* Si w estd a distancia dos de v (en C) serd adyacente en G al vértice que es adyacente a v pero no a w
en C.

* Si la distancia es mayor o igual que tres e impar, vw es una cuerda con la caracteristica buscada.

x Si la distancia es mayor o igual que tres y par consideremos el camino vv;...w de minima longitud en el
ciclo y viw es la cuerda buscada.

En cualquiera de los casos pudimos obtener cuerdas entre vértices a distancia impar en el ciclo. ¢
Las caracterizaciones de grafos fuertemente cordales que hemos visto no son las tnicas.

Un vértice v de un grafo G es simple si el conjunto {N[u] : u € N[v]} estd totalmente ordenado por la
inclusién. Un orden lineal (v;...v,) de V es un orden de eliminacion simple si, para todo i € {1,...,n}, v;
es simple en G;.

Es posible demostrar que un grafo es fuertemente cordal si y sélo si admite un orden de eliminacién
simple [6, 11].

3.3. Potencias de grafos

Definicién: La k-ésima potencia G* (k > 1) de un grafo G tiene los mismos vértices que este tltimo,
siendo dos vértices adyacentes en G* cuando la distancia que los separa en G es a lo sumo k.

Observacién 1: Es muy importante notar que, para todo valor natural de k, G?* ~ L(N*(G)). De
hecho, si los discos de radio k centrados en dos vértices distintos se intersecan no es dificil deducir que
estos ultimos estdn a distancia menor o igual que 2k, valiendo también la reciproca.

Comenzaremos esta seccién con una propiedad simple acerca del cuadrado de un grafo:

Teorema 3.3.1: Sea T un drbol tal que n = |V (T)| > 3. Entonces T? tiene al menos 2n — 3 aristas.
Esta propiedad valdrd también para cualquier grafo conexo.

Demostracién: Realicemos la demostraciéon por induccion sobre n.

Es trivial si n = 3 pues en ese caso T? = K3, que tiene 2 -3 — 3 = 3 aristas.

Supongamos ahora que la propiedad vale para n = k y consideremos a T con k + 1 vértices.

Sea v una hoja de T. Entonces T' — v es un grafo conexo de k vértices y, por hipétesis inductiva, (T — v)?
posee al menos 2k — 3 aristas. Ahora, v estd a distancia menor o igual que dos en T de al menos dos vértices
por lo que

|E(T?)| >2k—-3+2=2(k+1)—3

Para cualquier otro grafo conexo bastara considerar un arbol generador. %

Observacion 2: El minimo de 2n — 3 aristas siempre es alcanzado y corresponde al cuadrado de un
camino de longitud n. De hecho, si n = 3, el cuadrado serd igual a K3. Si n = 4, al calcular el cuadrado
resultard que dos vértices tendran grado dos y dos vértices tendran grado tres. Por lo tanto, el nimero de
aristas es cinco.

Finalmente, si n > 5, habra dos vértices de grado dos, dos vértices de grado tres y n —4 vértices de grado
cuatro, arrojando el nimero de

2.242-3+4.(n—4)
2

=2+4+3+2(n—4)=2n-3
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aristas.

Observaciéon 3: Es corolario inmediato que, para n > 3, ningtin arbol es el cuadrado de un grafo. De
hecho 2n — 3 > n — 1 para todo n mayor o igual que 3.

También contamos con los siguientes resultados, estrechamente vinculados a los grafos cordales:
Lema 3.3.2: Si v es un vértice simplicial de un grafo G, entonces (G —v)? = G% — .

Demostracién: Es obvio que (G — v)? es un subgrafo de G? — v. Consideremos ahora dos vértices x
e y adyacentes en G2 — v. Entonces la distancia entre e y es a lo sumo dos en G. Si hay un camino de
longitud a lo sumo dos que una a x e y sin pasar por v se tendra automaticamente que x e y también son
adyacentes en (G — v)2. Y lo anterior siempre es posible, pues aun si zvy es un camino en el grafo, z e y
son adyacentes en G al ser v simplicial. De esto resulta la igualdad. ¢

Teorema 3.3.3: 5i G es el cuadrado de un grafo yv es un vértice simplicial de G entonces G —v también
es el cuadrado de un grafo.

Demostracién: Supongamos que G = H?. Consideremos al grafo H —v. Si (H —v)? = G — v, no hay
nada mas que demostrar.

Si no, observemos que las aristas de (H —v)? son aristas de G —v y modifiquemos a H —v agregandole toda
arista presente en G — v pero no en (H —v)?. Llamemos H’ al grafo asf obtenido. Veamos que H? = G —v.
Debido a los cambios que hemos hecho sabemos que E(G —v) C E(H"?).

Supongamos que la inclusién reciproca no se verifica y sea zy € E(H'?) — E(G —v). xy no puede ser una
arista de H', pues toda arista de H’' también lo es de G — v.

Asi, dyr(z,y) = 2 y sea zzy un camino de minima longitud que conecta a x y y en H'.

Si tanto xz como zy estuvieran en H — v, xy serfa un elemento de E((H — v)?) C E(G — v), lo cual es
una contradiccién. Se deduce asi que zz o zy es un elemento de E(H') — E(H — v).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que lo anterior vale para xz. Esto significa que xz es una arista
de G — v pero no de (H — v)2. Como sabemos que dy(,z) < 2, de lo anterior se deduce que la distancia
es precisamente dos y que un camino de minima longitud entre x y z en H es zvz.

Por un lado, si zy € E(H), como antes se puede concluir que zvy es un camino en H, de modo que zvy
es un camino en H, es decir, 2y € E(H? —v), o sea, zy € G — v, lo cual es absurdo.

Por otro lado, si zy € E(H), du(v,y) < 2. Pero también dy(v,z) < 2. Como v es vértice simplicial de
G = H?, vale que dy(z,y) < 2. Por lo tanto, nuevamente se obtiene que xy € E(G — v), otro absurdo.

En ambos casos, el absurdo provino de de suponer que zy € E(H?) — E(G — v), asi que vale que

ry € E(G —v) y por ende G —v = H"?. %

3.3.1. Grafos de potencias cordales

Definicién: Un grafo G es de potencias cordales 5 si, como lo indica el nombre, todas sus potencias son
cordales.

Antes de dar una caracterizacién de este tipo de grafos, veamos los siguientes lemas:

Lema 3.3.1.1 [2]: Para un grafo cordal G las siguientes condiciones son equivalentes:

5 En inglés se los llama power chordal.
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(1) G? es cordal.
(2) L(C(G)) es cordal.

Demostracién:
(2) = (1): Consecuencia del Teorema 1.4.6.

(1) = (2): Supongamos que existe un ciclo inducido L : C...C,C1, m > 4, del grafo L(C(G)). Sea
c=U~, C;. G?(C), como subgrafo inducido de G2, posee un vértice simplicial z. Supongamos que x € Cj.
Esto significa que Cy, C,,, € N2[z]. Debido al hecho de que z es simplicial en G2, para vértices arbitrarios
u € Cyyv € Cy, tenemos que d(u,v) < 2. Sea Cy = {z1,...,2s} y Cpy = {y1, ..., y¢}. Veamos que cualquier
vértice de C5 tiene en G un vecino en Cp, y viceversa. Supongamos, por el contrario, que esto no es cierto
para ;. Entonces

d(ml,yl) = d(xl,y2) = ...= d(xl,yt) =2

Como G es cordal existe un vecino comun de los vértices y1, ..., y; por la Proposicion 2.2.1.4. Sin embargo,
esto contradice el hecho de que C, sea un clique de G. Por lo tanto, la afirmacion previa es valida.

En el clique Cs elijamos un vértice x; que sea adyacente a un nimero maximo de vértices de Cp,.
Supongamos que z; es adyacente a yi, ..., y;—1. Notemos que I < ¢, de lo contrario se concluiria que x; € Cy,
pero Cy N Cyp, # 0, lo cual es una contradiccién. Por la afirmacién del parrafo anterior concluimos que y;
es adyacente a algin vértice 2; en Cy. La tnica cuerda posible del ciclo z;ypyizjzi, k € {1,...,1 — 1}, es
z;yk- Por lo tanto x; es adyacente a y1,...,y1—1, ¥, lo cual no concuerda con la descripcién de z;. De esta
manera la suposicién inicial de que L es un ciclo inducido de L(C(G)) conduce a una contradiccién. O

Ejemplo: Combinar los Lemas 3.2.3 y 3.3.1.1 nos sugiere a un k — sol, k > 4, como contraejemplo de que
si un grafo es cordal entonces su cuadrado también lo es. De hecho, no es dificil verificar que los vértices
de grado dos inducen un ciclo en el cuadrado.

Lema 3.3.1.2 [2]: Sea G un grafo no completo. Si tanto G como G? son cordales, entonces existen dos
vértices no adyacentes de G que son simpliciales en G y G2.

Demostracién: La afirmacién anterior es obviamente cierta cuando G? es completo, ya que cualquiera
de sus vértices es simplicial y s6lo basta encontrar dos vértices simpliciales no adyacentes de G. Por lo
tanto, supongamos que G2 es no completo y que la afirmacién resulta ser cierta para todos los grafos
menores que él. Como G? es cordal existen dos vértices simpliciales no adyacentes en G2. Si estos vértices
también son simpliciales en G ya no habria nada que probar. Para cubrir el caso negativo, supongamos
que el vértice x simplicial de G? tiene dos vecinos u y v no adyacentes en G. Consideremos un separador
minimal F de u y v en G. Como G es cordal, F induce un subgrafo completo. Evidentemente = es un
elemento de F (debido a la existencia del camino uzv). Sean G(A) y G(B) las componentes conexas de
G(V(G)\ F) que contienen a u y a v respectivamente.

Llamemos G a G(A U F). Entonces GG1 es cordal al ser subgrafo inducido de un cordal y, bajo las
condiciones actuales, se puede verificar que G2 = G%(A U F), por lo que podemos concluir por motivos
similares que G? es también cordal. Podemos entonces aplicar la hipétesis inductiva para afirmar que G es
completo o que si no contiene un par de vértices simpliciales en G y G% no adyacentes. En el ultimo caso
uno de los vértices debe estar en A (no pueden estar ambos en F, al inducir este conjunto un completo).
En el primer caso cualquier vértice de A es simplicial en G; = G3.

Concluimos asf que A contiene un vértice y que es simplicial en G y G. Dada la construccién, y también
es un vértice simplicial de G, ya que sélo puede ser adyacente a vértices de AU F. Veamos que y es también
simplicial en G2. Es suficiente considerar el caso en el cual y es adyacente en G con un vértice de F (si no
fuera asi, y s6lo puede estar a una distancia menor o igual que dos en G de elementos de A U F'). Para
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cualquier vértice w € AU F tenemos que d(w,x) < 2 si d(w,y) < 2, pues esto tltimo implica que w es
adyacente a un elemento de F y a su vez cualquier vértice de F es adyacente a . Ahora, siu € AUF y
d(u,y) < 2, como también d(x,y) < 2 e y es simplicial en G2, podemos concluir que d(u,z) < 2. Entonces,
si dos vértices u y v cualesquiera estan a distancia menor o igual que 2 de y, también ocurrird lo mismo
reemplazando a y por . Ademds, como z es simplicial en G2, esto implica que d(u,v) < 2, de manera que
y también es simplicial en G2.

De modo andlogo, podriamos obtener un vértice z € B simplicial en G y G2, el cual es légicamente no
adyacente a y. O

Lema 3.3.1.3: Si G es cordal, G? también es cordal.

Demostracién: Tomemos un arbol T tal que G pueda ser representado como grafo de interseccion de
una familia de subarboles de T. Sean u y v dos vértices de G, y sean T}, y T}, los subarboles que se obtienen
al unir todos los subdrboles correspondientes a los vértices de Ng[u] y Ng[v] respectivamente. No es dificil
verificar que u es adyacente a v en G* si y sélo si T, T, # 0. Por lo tanto, G® también puede ser expresado
como un grafo de interseccién de una familia de subarboles de T y es por ende cordal. ¢

Observacién: Usando las mismas técnicas que en el lema previo se puede demostrar que si G es cordal
también lo serd cualquier potencia impar suya.

Lema 3.3.1.4: Si G? es cordal, entonces todas las potencias pares de G también son cordales.

Demostracién: G? es isomorfo a L(N(G)), asf que este tltimo es cordal. Por ende, L(D(G)) es cordal
(Teorema 1.4.6) y también lo seréd cualquier subgrafo inducido suyo. En particular resultara cordal el sub-
grafo inducido por las vecindades de radio r fijo, con r > 1. Pero éste es isomorfo a G?" de modo que
podemos concluir que cualquier potencia par de un grafo con cuadrado cordal es cordal. ¢

Teorema 3.3.1.5 [2]: Para un grafo G las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) G es de potencias cordales.
(ii) G y G? son cordales.
(iii) Ewiste un orden de eliminacion perfecto comiin para G y G2.

Demostracion:

(1) (7i): Evidente por definicién.
(i) (7): Lemas 3.3.1.3 y 3.3.1.4.
(791) = (4i): Es evidente.

(#i) = (i41): Demostrémoslo por induccién sobre el niimero de vértices. Por Lema 3.3.1.2 sabemos que
existe un vértice v que es simplicial en G y G?. Como (G —v)? = G? —v, esta igualdad nos permite concluir
que tanto G —v como (G —v)? son cordales. Aplicando la hipétesis inductiva podremos completar un orden
de eliminacién perfecto comiin a G y G2. O

=
=

El hecho de que tanto G como G? sean cordales en principio nos permite encontrar un orden de elimi-
nacién perfecto por separado para cada uno de esos grafos. Lo interesante de este teorema es que se
puede obtener uno que sirva simultaneamente para ambos. También es notable que el hecho de que las dos
primeras potencias de un grafo sean cordales implique que también lo serdan las restantes.
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3.3.2. Potencias de grafos dualmente cordales

A continuacién se estudiaran propiedades de las potencias de grafos dualmente cordales.
Teorema 3.3.2.1: Cualquier potencia de un grafo dualmente cordal es dualmente cordal.

Demostracién: Sea G un grafo dualmente cordal, y sea G* alguna potencia suya. Tomemos un arbol
T generador de G tal que cualquier disco de G induzca un subarbol. Un disco unitario de G* con centro
en v coincide con el disco N¥[v] de G, el cual induce un subérbol en T. ¢

Teorema 3.3.2.2: Si G es dualmente cordal entonces G2 es cordal.

Demostracién: Sea (v1, va, ..., v,) un orden de méximas vecindades de G. Entonces, el hecho de que v;
tenga un méximo vecino en G implica que v; es simplicial en G2. Repitiendo estos pasos, se verifica que
(v1,v2,...,v,) es un orden de eliminacién perfecto de G2. ¢

Observacién: La propiedad anterior no implica que cualquier grafo cordal que es un cuadrado pueda
expresarse como cuadrado de un grafo dualmente cordal. Un ejemplo de ello es el grafo de la figura 10, que
se puede expresar de manera tnica como cuadrado de un grafo que no es dualmente cordal. Para verificarlo
es 1itil tener en cuenta, en un contexto general, que si J? = G, u,v,w € V(Q), uwv,vw € BE(G) y uw ¢ E(G)
entonces uwv & E(J) o vw & E(J).

Figura 10: Un grafo G cordal que es un cuadrado pero no de un grafo dualmente cordal. Para verificarlo,
supongamos que existe J tal que J? = G. Veremos qué aristas de G debemos remover (rojo) y cuéles
debemos dejar (verde) para poner a J de manifiesto. ef debe ser una arista de J. Pues si no df € E(J) y
esto implicaria que cd, bd, dg,dh ¢ E(J), eliminando todo camino entre d y g de longitud menor o igual
que dos (1). ec,eh ¢ E(J), de lo contrario cf, fh € E(G) (2). cd,de € E(J) para asegurar un camino
de longitud menor o igual que dos entre ¢ y e, que son adyacentes en G (3). ac,bd,df,dg & E(J), de lo
contrario ad, be,cf,eg € E(G) (4). ab € E(J), pues a no puede ser vértice aislado (5). bg € E(J), de lo
contrario ag € E(G) (6). bc € E(J) para asegurar un camino de longitud dos entre a y ¢ (7). cg € E(J)
para asegurar un camino de longitud dos entre b y g (8). ch & E(J), de lo contrario bh € E(G) (9).
gh € E(J) para asegurar un camino de longitud menor o igual que dos entre g y h (10). dh € E(J) para
asegurar un camino de longitud menor o igual que dos entre d y h (11).

Todo grafo dualmente cordal posee un orden de maximas vecindades. Esto dara lugar a una forma equiva-
lente de decir que un grafo es cuadrado de otro que es dualmente cordal:
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Teorema 3.3.2.3: Sea G un grafo conexo y cordal con mds de un vértice. Entonces G es el cuadrado
de un grafo dualmente cordal si y solo si existen dos vértices v y w satisfaciendo que v es simplicial de G,
G —v=G"?, con G’ dualmente cordal, y (G' +vw)? = G.

Demostracién: Supongamos que G' = H?, con H dualmente cordal. Sea (vy, ..., v,) un orden de méximas
vecindades de H. Sabemos que v; es simplicial en H? = G.

Sea v; el maximo vecino de v1. Si v; = v1, v1 es un vértice universal de H, por lo que G es completo. Asi,
G — v1 es también completo y G — v = (G — vl)z. Haciendo a v adyacente a cualquier vértice de G — vy
obtenemos un grafo cuyo cuadrado es G.

Si v1 # v;, H — v1 es dualmente cordal. Veamos que (H — v1)? = H? — v;.

Es evidente que E((H —v1)?) C E(H? — v1).

Sea uv € E(H? — v1). Consideremos un camino de distancia menor o igual que dos en H entre u y v.

Si v1 no aparece en ese camino, uv también es una arista de (H — v1)2. Y si el camino es uviv, tanto u
como v son adyacentes (o iguales) a v;, por lo que uv € E(H — v1)?.

A su vez, si a H — vy le agregamos el vértice v; y lo hacemos adyacente a v; obtenemos un grafo H’,
cuyo cuadrado no es dificil verificar que equivale a G.

Reciprocamente, si G’ es dualmente cordal, con orden de méximas vecindades (v1, ..., vy,), y le agregamos
un vértice v el cual hacemos adyacente a w € V(G’), resulta un grafo con orden de maximas vecindades
(vv1, ..., vp). Asi el grafo G’ + vw mencionado en la hip6tesis es dualmente cordal. %

Observacion: Aplicando este teorema de manera reiterada se concluye que G es el cuadrado de un grafo
dualmente cordal si y sélo si existe un orden de eliminacién perfecto de G (vy, ..., v,) tal que G; = HE, con
H; dualmente cordal, y existe un vértice vj, i < j < n tal que (H; + v,;,lvj)z =Gi_1,2<i<n.

Generalmente, si un grafo G puede ser expresado como un cuadrado, suele haber méas de una manera
de hacerlo. Por ejemplo, sea H dualmente cordal tal que G = H?. Podemos intentar obtener un grafo con
menor numero de aristas que las de H cuyo cuadrado siga siendo G de la siguiente manera:

Tomemos (v1, ..., v,) orden de maximas vecindades de H. Sea w; un maximo vecino de v;. Procedamos a
remover de H todas las aristas entre v; y cualquier otro vértice distinto de w;. Luego repetimos el mismo
procedimiento en Hs, pero haciendo la salvedad de que no se podran remover las aristas que incidan en
w1 .

Si seguimos asi, cada paso se harfa de la siguiente forma: Sea w; un méximo vecino de v;. Remover de H;
todas las aristas entre v; y cualquier otro vértice distinto de w; a excepcion de aquellas que incidan sobre
algin elemento de {w1, wa, ..., w;—1}.

Una vez terminado el proceso, se puede verificar que se obtiene un grafo dualmente cordal, siendo
(v1,...,v,) alin un orden de maximas vecindades.

3.4. Grafos doblemente cordales

En esta seccion intentaremos ver qué rasgos distinguen a un grafo que es tanto cordal como dualmente
cordal. Sabemos que en ese caso podremos encontrar un orden de eliminacién perfecto y un orden de maxi-
mas vecindades, no necesariamente coincidentes. Sin embargo, resulta interesante que siempre se puede
hallar la manera para que los 6rdenes mencionados resulten ser iguales. Demostrarlo sera uno de los obje-
tivos.
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Figura 11: Este esquema muestra las relaciones entre clases de grafos hasta ahora vistas.

Entre otras cosas, nos beneficiaremos de las relaciones entre cordalidad y potencias de grafos que ya nos
son conocidas.

Definiciones: Un vértice v de un grafo G es doblemente simplicial si v es simplicial y tiene un maximo
vecino. Un orden lineal (v;...v,) de los vértices de G es doblemente perfecto si, para todo ¢ € {1,...,n},
v; es doblemente simplicial en G;. Un grafo G es doblemente cordal si admite un orden doblemente perfecto.

Teorema 3.4.1 [2]: Para un grafo G las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) G es doblemente cordal.
(ii) G es cordal y dualmente cordal.
(iii) Tanto C(G) como 6(C(Q)) son hiperdrboles.

Demostracion:
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(i) = (4i): Evidente.

(i1) = (i): Como G y G? son cordales (Teorema 3.3.2.2), existe un vértice v simplicial en G y G2. Para
cualquier par de vértices 2,y € N2[v] vale la desigualdad d(x,y) < 2, al ser v simplicial en G2, de modo
que N[z] N N[y] # 0. Como N(G) es un hiperdrbol la familia de discos (con interseccién dos a dos no
vacfa) {N[z] : # € N’[v]} tiene interseccién no vacfa (Teorema 1.4.4). Sea w un vértice perteneciente a
esa interseccién. Entonces w es un maximo vecino de v, ya que se halla en la vecindad de todo vértice de
N2[v]. Como antes, (G —v)? = G? — v, de manera que, para continuar aplicando los argumentos anteriores,
debemos verificar que N (G — v) satisface la propiedad Helly. El problema podria ser ocasionado por las
vecindades de G que posefan al vértice v, pero notemos que eso no es obstaculo porque alli estd también
w.

(1) <= (1i1): G es cordal si y sélo si §(C(G)) es un hiperdrbol. G es dualmente cordal si y sélo si C(G)
es un hiperarbol. O

Observacién: En la demostracién anterior hemos realizado una mencién implicita del hecho de que los
grafos doblemente cordales son de potencias cordales.

Sabiendo desde ahora que, para todo grafo doblemente cordal, C'(G) es un hiperarbol (dual) y, utilizando
las técnicas del Teorema 3.1.1.2, podemos obtener también la siguiente caracterizacién:

Teorema 3.4.2: G es doblemente cordal si y solo si es el grafo de lineas de algun hiperdrbol a-aciclico
st y solo si es la dos seccion de algin hiperdrbol a-aciclico.

3.5. Grafos UV, DV, RDV

El hecho de que un grafo pueda representarse como grafo de interseccién de una familia de subarboles
de un arbol resulta ser algo muy deseable en muchas circunstancias. En esta seccién iremos mas lejos y
pediremos condiciones aun mas especificas, quedando asi determinadas nuevas clases de grafos. Y muy
interesante sera verificar, asi como es posible para grafos cordales, si se les puede asignar una clase dual.

Definicién: Un grafo G es UV (DV) si puede representarse como el grafo de intersecciéon de caminos
(dirigidos) de un &rbol (dirigido). Un grafo DV con un drbol enraizado en su representacién recibe el
nombre de grafo RDYV.

Seria conveniente disponer de otra caracterizacién para estos grafos. Asi como se demostré que un grafo
es cordal si y sélo si C(G) es un hiperarbol dual se puede arribar a las siguientes conclusiones.

Teorema 3.5.1 [10]:

(a) Un grafo G es UV siy solo si existe un drbol T con V(T') = C(QG) tal que, para cadav € V(G), T(C,)
es un camino en 1.

(b) Un grafo G es DV si y sdlo si existe un drbol dirigido T con V(T') = C(G) tal que, para cadav € V(G),
T(Cy) es un camino dirigido en T.

(c) Un grafo G es RDV si y sdlo si existe un drbol enraizado T con V(T) = C(G) tal que, para cada
v e V(Q), T(Cy) es un camino dirigido en T.

El Teorema 3.5.1 nos provee de una herramienta 1til para demostrar que no todo grafo cordal es UV'. De
hecho, tomemos una garra C con centro v y hojas vy, v, v3. Consideremos a los subarboles determinados

40



por las hojas, aquellos determinados por las aristas de T y a este mismo y utilicémoslos para representar
a un grafo G. G es obviamente cordal, pero veamos que no es UV

Figura 12: Grafo obtenido por el método arriba descrito.

En primer lugar, como es usual, los vértices de C representan cliques K, Ky, , Ky, , K, y estos son todos
los que hay. Entonces, al buscar un arbol con las caracteristicas del Teorema 3.5.1 sabemos que éste, si
existe, debe tener cuatro vértices. Consideremos, por ejemplo, a la arista vv; de C, que induce un subarbol
de la representacién. El conjunto de cliques de G que poseen a este subarbol consta solamente de K, y
K,,, por lo que debemos aspirar a que K, K, induzcan un camino en T, es decir, que ambos cliques sean
adyacentes. Procediendo de la misma manera para los casos restantes se llega a la conclusién de que C
debe ser isomorfo a T, pero el problema radica en que el conjunto de cliques que contiene al vértice de la
representacion determinado por T no induce entonces un camino.

Veamos ahora qué podemos decir al comparar los grafos UV con los DV y los RDV . Para esto, los soles
seran de gran ayuda.

Empecemos notando que cualquier sol es un grafo UV'. La representacion posible consiste de una estrella.
En la figura 13 se puede apreciar el caso particular de un 4-sol, pero la forma de verificar que cualquier
otro sol es UV es practicamente la misma. Sin embargo, al considerar las otras clases comienzan a surgir
las diferencias.

Se puede comprobar a mano que la representaciéon de los k-soles, con k par, sigue siendo 1util para de-
mostrar que estos grafos son DV. Pero esta estrategia comienza a fallar si k es impar:

Teorema 3.5.2: Ningun k-sol es DV para k impar.

Demostracion: Sea G un k-sol con vértices v, ..., v que inducen un completo y vértices ui, ..., ug de
manera tal que, para 1 <i <k, u; es adyacente a v; y a vj+1 (Vg1 = v1).

Supongamos que G es DV. Por lo tanto existe un drbol T cuyo conjunto de vértices es C(G) y tal que
para todo v € V(G), T(C,) es un camino dirigido en T. Llamemos C' = {v1,...,vx} ¥y C; = {w;, vi, viy1},
1 <4 < k. Veamos que C es adyacente en T a cualquier otro clique de G.

Supongamos, por el contrario, que C no es adyacente a un cierto C;. Sea entonces Cj, un clique en el
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Figura 13: E4 es UV.

camino en T entre C'y C;. Como C,; y Cy,,, inducen caminos en T, se concluye que vj,vj11 € Cp, lo
cual es absurdo al ser C; y C los tnicos cliques que cumplen con ese requisito.

Asi, resulta que T es una estrella centrada en C. Ya conocida la estructura de T, se puede verificar
directamente que no se pueden direccionar sus aristas para que 7'(C,) induzca un camino dirigido para
cualquier v. %

Corolario 3.5.3: 5i G es DV, entonces G es Helly.
Demostracién: G es cordal y sin 3-soles. %
Teorema 3.5.4: Si G es RDV, entonces G es dualmente cordal.

Demostracién: Como los grafos RDV constituyen una clase hereditaria, basta demostrar que G posee
un vértice con maximo vecino.

Sea T un arbol enraizado dirigido con minima cantidad de vértices tal que G es grafo de interseccién de
caminos de T. Sea v una hoja de T.

Como T posee raiz, todo camino de la representaciéon que posea a v entre sus vértices es un subcamino
de T'[u,v], siendo u la raiz de T. Entonces el menor de esos subcaminos corresponde a un vértice de G con
maximo vecino, estando asociado este ltimo al mas grande de los caminos considerados. *

Como RDV es una clase hereditaria, sus elementos son dualmente cordales y hereditarios, es decir, son
fuertemente cordales. Como tales, no poseen soles como grafos inducidos, y mucho menos estos serdn grafos
RDYV. Concluimos asi que UV, DV y RDV son todas clases distintas. De hecho, todos los soles son UV,
sélo los pares son DV y ninguno de ellos es RDV'.
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Figura 14: Imposibilidad de representar a E3 como grafo DV. Una vez asignada una orientacién para la
arista con extremos C y Cj (1), el hecho de que C,, debe inducir un camino determina la orientacién que
tiene que tener C'Cy (2). Pero luego, ninguna orientacién asignada a C'C hace posible que tanto C), como
Cy, induzcan caminos dirigidos.

3.5.1. Sus duales

Definicién: Un grafo G es dualmente DV (RDV) si admite un arbol dirigido (con raiz) T, que también
es generador, tal que para cada vw € FE(G) T contiene un camino dirigido de v a w o viceversa, cuyos
vértices inducen un completo en G. Un arbol dirigido con esas caracteristicas recibird el nombre de drbol
dirigido (con raiz) compatible con G o drbol candnico (con raiz) de G.

Para los grafos dualmente cordales habia mas de una manera para describir a los arboles compatibles.
Afortunadamente, ése sigue siendo el caso para los grafos dualmente DV.

Teorema 3.5.1.1: Son equivalentes:
(1) G es dualmente DV.

(2) Eziste un drbol dirigido T (generador de G) tal que todo clique de G induce un camino dirigido en T.

Demostracion:
(2) = (1): Obvio.
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(1) = (2): Consideremos un arbol T que satisfaga las condiciones descritas en (2). Supongamos que
existe un clique C de G que no induce un camino en T, sino simplemente un subarbol 7”. Tomemos una
garra de éste, siendo vy su vértice central y va, v3, v4 sus vértices periféricos.

Sabemos que {vy,va,v3}, {v1,v3,v4} v {v1,v2,v4} inducen caminos dirigidos en T. Sin embargo se puede
comprobar de manera directa que esto es imposible.

Por lo tanto, todo clique induce un camino dirigido. x

Como los grafos dualmente RDV son un caso particular de los grafos dualmente DV, no extrana el
siguiente teorema:

Teorema 3.5.1.2: Son equivalentes:
(1) G es dualmente RDV.

(2) Ewxiste un drbol dirigido enraizado T (generador de G) tal que todo clique de G induce un camino
dirigido en T.

Dado lo que conocemos sobre el operador clique en relacién con los grafos cordales y dualmente cordales,
es ineludible volver sobre esa cuestion. Resultard que las cosas no cambian mucho y que de hecho nos
aguardan algunas sorpresas. Con pasos muy similares a los del Teorema 2.2.2.2 se obtiene:

Teorema 3.5.1.3: K(DV)= Dualmente DV. También vale que K(RDV)= Dualmente RDV.

Ahora, reciprocamente, ya sabemos que K (Dualmente cordales) = Cordales N Helly. Si algo parecido
siguiera ocurriendo para las clases ahora consideradas y, teniendo en cuenta que los grafos DV y RDV son
Helly, serfa de esperar que K(Dualmente DV') = DV y que K(Dualmente RDV) = RDV. Y afirmativa-
mente esto es asi.

Lema 3.5.1.4: Si G es DV (RDV), entonces G' (definido como en el Teorema 1.3.1) es DV (RDV).

Demostracién: Si G es DV, consideremos una representacién de G como grafo de interseccion de
caminos dirigidos de un &rbol T. Para cada v € V(G), sea x un extremo del camino que representa a v en
T. Agreguemos un vértice 2’ a T y hagdmoslo adyacente a x. Extendamos el camino a x’ dandole a la arista
xx' la orientacién que corresponda. Ademas, agreguemos a G un nuevo vértice y hagdmosle corresponder
en la representacion el camino constituido solamente por el vértice z’.

Luego de este proceso, obtenemos una representacién de G’ como grafo DV

Si G es RDV, el procedimiento es el mismo, pero siempre se debe elegir el extremo mas lejano a la raiz
de T. %

Teorema 3.5.1.5: K(Dualmente DV)=DV. K(Dualmente RDV)=RDYV.

Demostracién: La demostracion de que la imagen por el operador clique de un grafo dualmente DV
(RDV) es un grafo DV (RDV') es muy similar a la de que la imagen por el operador clique de un grafo
dualmente cordal es cordal, asi que la omitimos.

Reciprocamente, si tomamos un grafo G que es DV (RDV'), sabemos que G es Helly. Con la ayuda del
Teorema 1.3.1 se puede concluir que K2(G’) = G. Ahora, G’ también es DV (RDV), asi que K(G') es
dualmente DV (RDV'), con lo cual obtenemos el resultado deseado. ©

Podria parecer extrano en un primer instante que en ningin momento hayamos mencionado a los grafos
dualmente UV'. Pero basta notar que si seguimos la definicién al principio de esta seccién, ser dualmente
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UV equivaldria a ser dualmente cordal. Y teniendo en cuenta la observacion que sigue a la demostracion
del Teorema 2.2.2.2, la igualdad K(UV') = Dualmente cordales refuerza lo anteriormente dicho.

Ya disponemos de suficiente informacién para obtener una caracterizacién de los grafos dualmente DV
(RDV). Ya sabemos que un grafo es dualmente cordal si y sélo si G es Helly y K(G) es cordal. Podriamos
aspirar a algo similar y, de hecho, necesitamos apenas una pequena modificacién para que esto siga valiendo
para grafos dualmente DV (RDV').

Teorema 3.5.1.6 [12]: G es dualmente DV si y sdlo si G es Helly y K(G') es un grafo DV.

Demostraciéon: Supongamos que G es dualmente DV. Como los grafos dualmente cordales son Helly,
G es Helly. Sea T un drbol candnico de G. Para cada v € V(T') se puede agregar a T un nuevo vértice v' y
una arista vv’ dirigida de modo arbitrario. El drbol dirigido resultante seré un arbol canénico de G'. Por
lo tanto G’ también es dualmente DV y asi K(G') es DV

Reciprocamente, supongamos que G es Helly y K(G’) es DV. Supongamos que G tiene al menos dos
vértices, de lo contrario el teorema es trivial.

Si G es Helly, también lo serd G’. Ademsés se verifica que K?(G') = G. Por lo tanto, G es el grafo clique
de un grafo DV, por lo que G es dualmente DV. O

Lema 3.5.1.7: Si G es dualmente RDV, entonces G es fuertemente cordal.

Demostracién: Veremos que cualquier subgrafo inducido de G es dualmente cordal. Para ello basta
demostrar que si a G le removemos un vértice v cualquier componente conexa de G — v es dualmente
RDV.

Sea T un arbol generador de G dirigido y con raiz w tal que todo clique de G induce un camino dirigido.
Consideremos las siguientes posibilidades:

Si v =w, T — w consiste de uno o mas subdrboles de T, correspondientes cada uno de ellos a una
componente conexa de G — w. Cada uno de esos arboles dirigidos es compatible con cada componente
conexa, al ser los cliques los mismos o conjuntos reducidos. Las raices serian los descendientes de w.

En cualquier otro caso, se puede obtener un nuevo drbol 7" a partir de T fusionando a v con su ante-
cesor inmediato. Se puede verificar que cada clique de G' — v induce un camino dirigido en 7" y que cada
componente conexa induce su propio drbol canénico (y enraizado) en T7. &

Teorema 3.5.1.8 [12]: Las siguientes condiciones son equivalentes para un grafo G:

(1) G es dualmente RDV.
(2) G es Helly y K(G') es RDV.
(8) G es fuertemente cordal y K(G') es RDV.

Demostracion:

(1) = (3): Ya sabemos que grafos dualmente RDV son fuertemente cordales. Para verificar la segunda
condicién, sea T un 4rbol candnico con raiz de G. De una manera similar a la del Teorema 3.5.1.6, sea T" el
arbol obtenido de T agregando, para cada v € V(T'), un nuevo vértice v’ y una arista vv’, en esta ocasién
dirigida desde v a v’. Asi T” resulta un drbol candénico con raiz de G’. Por consiguiente, G’ es dualmente
RDV y entonces K(G') es RDV.

(3) = (2): Es obvia.

(2) = (1): Nuevamente, como en el Teorema 3.5.1.6, G’ es Helly y K2(G’) = G. De la hipétesis se
deduce entonces que G es dualmente RDV. O
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En [10] se pueden encontrar descripciones detalladas de los grafos UV, DV y RDV', y asimismo se aborda
de modo satisfactorio el problema de verificar si un grafo pertenece a alguna de esas clases.

Esto y las caracterizaciones anteriores nos proveen de algoritmos eficientes para determinar si un grafo
es dualmente DV o dualmente RDV'. Basta testear que G sea Helly y que K(G') sea DV o RDV. Ahora,
para trabajar con K(G'), debemos notar que el problema de hallar los cliques de un grafo puede insumir
un tiempo exponencial para muchos grafos. La clave de la estrategia propuesta es que los grafos dualmente
DV (RDV) poseen un numero acotado de cliques.

Por ejemplo, para un grafo dualmente DV el ntimero de cliques nunca supera al de aristas. De hecho,
basta tomar un arbol canénico T. Cada clique es un camino de T y sus extremos inducen una arista, lo
cual nos da una correspondencia entre C(G) y un subconjunto de de E(G).

Y para los grafos dualmente RDV el niimero de cliques tampoco supera al de vértices. De hecho, todo
grafo dualmente RDV es cordal al ser la imagen por el operador clique de un grafo dualmente cordal y
el nimero de cliques de un grafo cordal nunca supera su nimero de vértices. Esto se puede demostrar
de modo inductivo recurriendo a un orden de eliminacién perfecto de G y teniendo en cuenta que si v es
simplicial el nimero de cliques de G — v, comparado con el de G, es el mismo o uno menos.

Finalmente también podremos a partir de ahora ver algunos ejemplos que confirmaran que los grafos
dualmente cordales, DV y RDV son todas clases distintas. Para ello recurriremos a las ruedas.

Ya sabemos que todas ellas son dualmente cordales al poseer un vértice universal. Notemos ahora que
K((R],)) posee un n-sol como grafo inducido. Esto demuestra que ninguna rueda es dualmente RDV, lo
cual no era dificil de anticipar porque los grafos dualmente RDV son cordales, y que, para n impar, ninguna
rueda es dualmente DV, aunque no es dificil ver que la respuesta cambia si n es par.

Consideraciones métricas sobre grafos dualmente RDV

Por lo visto, si G es un grafo dualmente RDV con arbol candénico T enraizado en w, para todo par
u y v de vértices adyacentes el camino que los conecta en T es dirigido, es decir, T[u,v] C T[u,w] o
T'u,v] C T[v,w]. Como d es una disimilaridad arbérea, se puede concluir que la funcién fy, : T'[u,v] — Ny
con fuy(z) = d(z,w) es monétona con respecto al orden natural T[u,v] para todo uv € E(G). Llamemos
a este hecho condicion de w-monotonia.

Serfa interesante determinar si la existencia un arbol T compatible con un grafo G (solamente en el
sentido de grafos dualmente cordales) con un vértice w tal que se satisfaga la condicién de w-monotonia
es suficiente para afirmar que el grafo es dualmente RDV'.

Anticipamos que la respuesta es negativa. De hecho, la rueda R4 con vértice universal z no es dualmente
RDV . Pero podemos tomar como arbol compatible con R4 a la estrella centrada en x y no es dificil verificar
que, para todo v € V(R4) — {z}, se satisface la condicién de v-monotonia.

De todos modos, veremos que la monotonia con respecto a un vértice equivale a una condicién més débil.

Dado un clique C de un grafo dualmente cordal (y conexo) G tal que d(C,w) = k, sabemos por la
Proposicion 2.2.1.4 que podemos particionar a los vértices de C en dos conjuntos no vacios Cy y Cp tales
que d(v,w) =k siysélosiv € Cyy d(v,w) =k+1siysélosiveCp.

Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5.1.9: Sea T un drbol compatible con G y w € V(G). Entonces T satisface la condicion de
w-monotonia si y sdlo si, para todo C' € C(G), Cyx y Cp inducen subdrboles en T.

Demostraciéon: Supongamos que T satisface la condiciéon de w-monotonia. Si u,v € Cy4, sabemos porque
T es compatible con G que T'[u,v] C C. Si existiera x € Cp tal que x € T[u,v] entonces x € T[w,u] o
x € Tw,v]. Se concluye asi, al ser d disimilaridad arbérea, que d(w,z) < d(w,u) o d(w,z) < d(w,v), lo
cual es absurdo. Asi T'[u,v] C C4 y se puede concluir que T'(Cy4) es un subdrbol.
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Siu,v € Cp, sea x € T[u,v]. Por condicién de w-monotonia, d(w,u) < d(w,z) < d(w,v) o d(w,u) >
d(w,z) > d(w,v). Como d(w,u) = d(w,v), en cualquiera de los dos casos se puede deducir que = € Cp.
Asi T'[u,v] € Cp y se puede concluir que T'(Cp) es un subérbol.

Reciprocamente, supongamos que para todo C € C(G) C4 y Cp inducen subarboles en T. Sean u y v dos
vértices adyacentes en G y tomemos un clique C que los contenga. Si u,v € Cy, por hipétesis T[u,v] C Cy
y por lo tanto f,, es constante. La misma conclusién se obtiene si u,v € Cg. Por otra parte, supongamos
ahora que u € C4 y v € Cp. De todos los vértices en T[u,v] N Cy, sea x el que esté a distancia minima
de v en T'[u,v]. Entonces, por hipétesis, T'[u,x] C C4 y T[u,v] — T[u,x] C Cp, por lo que fy, es creciente
con respecto al orden natural de T'[u,v]. Similarmente, si u € Cp y v € Cy, fuy es decreciente. Luego, T
cumple con la condiciéon de w-monotonia. *
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Conclusiones

Quedan aqui establecidas varias caracterizaciones posibles de los grafos dualmente cordales. Ademas
de lo que ya habiamos anticipado en la introduccién, se pudo ver que los grafos dualmente cordales se
corresponden con la imagen por el operador clique de los grafos cordales. Un mayor analisis del operador
clique nos permitié convencernos de que juega un rol importante en la comprensién de la dualidad estudiada.

También surgieron interesantes caracterizaciones métricas con la ayuda de los grafos de intervalos.

A través de los hipergrafos se pudo avanzar en un mayor entendimiento del vinculo entre grafos cordales
y dualmente cordales.

Las caracterizaciones de todas las clases que aparecieron resultaron ser bastante simples y también ttiles,
a tal punto que conducen a muchos algoritmos eficientes, no vistos aqui, que en su momento representaron
grandes avances.

Finalmente, todas las ideas desarrolladas pudieron ser usadas para establecer relaciones entre clases con

respecto a inclusiones confirmando que, como la intuiciéon parecia indicar, muchas de ellas eran estrictas,
como en el caso de grafos UV, DV, RDV y sus duales.
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