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Resumen

Estas notas se corresponden a un mini-curso dictado durante las VII Jornadas de Algebra.
En ellas se introducen las nociones bésicas de la teoria de grupos cuanticos que estan asociadas a
los grupos clasicos de matrices, a través del estudio de los grupos SL,(C) y GL,(C). Primero se
recuerdan algunos resultados preliminares de geometria algebraica, luego se introduce el determi-
nante cuéntico usando acciones del grupo cuantico de matrices My(n), y finalmente se estudia la
construcciéon FRT de grupos cudnticos asociados a la ecuacién cuantica de Yang-Baxter.
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Introduccion

Estas notas se corresponden a un mini-curso dictado durante las VII Jornadas de Algebra que se
desarrollaron del 30 de julio al 1 de agosto en Santa Maria, Rio Grande do Sul, Brasil. El curso
ha sido dictado en portunol. Lamentablemente, el conocimiento de portugués del autor no alcanza
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para escribir las notas en ese idioma. Nos apoyamos en la buena voluntad del lector para intentar
comprenderlas.

El objetivo del curso es presentar al lector las nociones béasicas de la teoria de grupos cuanticos que
estan asociadas a los grupos clasicos de matrices. Esto lo haremos a través del estudio de los grupos
SL,(C) y GL,(C) de tipo A,. En este sentido, avanzaremos sobre el curso focalizandonos sobre el
estudio algebraico de las estructuras. En particular, nos basaremos en algunos resultados de [PW],
[K], [Tk], [BG] y [M]]. Por tal motivo, no hablaremos acerca de los grupos cuanticos SU,(n) y SO4(n)
asociados a los grupos compactos de matrices SU,(R) y SO, (R). Los mismos se estudian usando
herramientas analiticas; una aproximacion se puede ver en [T] y referencias alli citadas.

Los grupos cuéanticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en su conferencia [D], forman cierta clase
particular de &lgebras de Hopf. Se pueden presentar a partir de deformaciones de élgebras univer-
sales de algebras de Lie o de algebras de funciones regulares de grupos algebraicos afines. Aparecen
naturalmente codificando la simetria de categorias trenzadas. Es de este modo que se los pueden en-
contrar en diversas areas relacionadas con la teoria conforme de campos; por ejemplo, en invariantes
de variedades topoldgicas de dimensién baja.

Los grupos clasicos de matrices son grupos algebraicos afines. Como tales, pueden ser estudiados a
través de las funciones algebraicas sobre ellos. Un resultado clésico muestra que el algebra de funciones
regulares de un grupo algebraico afin es un algebra de Hopf conmutativa. Asi, los grupos cuanticos de
matrices son estudiados a través de algebras de Hopf no conmutativas.

Comenzamos entonces introduciendo nociones bésicas de geometria algebraica que seran utilizadas a
lo largo de todo el curso; en particular trabajamos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Luego,
mostramos la relacién entre grupos algebraicos afines y dlgebras de Hopf conmutativas, ver Teorema
1.20. Para ello, recordamos las nociones de coalgebra, bidlgebra y é&lgebra de Hopf en la Subseccién
1.3

En la segunda seccion introducimos la bialgebra O4(M(n)) para ¢ € k* y damos algunas de sus
propiedades basicas. Mostramos que esta bidlgebra tiene un elemento central distinguido, el determi-
nante cudntico. Asi como la funcién determinante se puede obtener usando la coacciéon del &lgebra
de funciones sobre M, (k) sobre el algebra antisimétrica o de Grassman k[X7,..., X,], el determi-
nante cuantico se puede obtener usando la coaccién de O4(M(n)) sobre la g-dlgebra antisimétrica.
Usando el determinante cudntico, se definen los grupos cuanticos SLy(n) y GL4(n), y se dan algunas
propiedades. En particular, mostramos que si ¢ es una raiz de la unidad, entonces existen morfismos
sobreyectivos de grupos cuanticos SL,(n) — SL, (k) y GL,(n) — GL, (k) con nicleo finito — los
morfismos de Frobenius. Ambos niicleos resultan ser isomorfos a las algebras duales de los nicleos de
Frobenius-Lusztig.

En la dltima seccion se da la construccién FRT introducida por Fadeev, Reshetikhin y Takhtadzhyan.
La misma esté asociada a soluciones de la ecuacién cuantica de Yang-Baxter. Finalmente, mostramos
que los grupos cuanticos SL,(n) y GL,(n) se pueden obtener utilizando una solucién particular de la
ecuacion.

1. Grupos algebraicos afines

1.1. Nociones basicas de geometria algebraica

En esta seccion recordamos algunos hechos basicos y definiciones de geometria algebraica, como var-
iedades algebraicas, esquemas de grupos afines y funtores representables, asi como su relacién con el
algebra conmutativa. Para mas detalle, ver [Ha|, [AM] y [K].

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y n € N. Se define el espacio afin n-dimensional sobre k
como el conjunto de todas las n-uplas de elementos de k:

A" ={(a1,...,an) : a; € k para todo 1 <i < n}.

Un elemento p € A™ se dice punto, y si p = (a1,...,a,) con a; € k, entonces los a; se denominan las
coordenadas de p.

Sea k[z1,...,xy] el anillo de polinomios en n variables sobre k. Interpretamos a los elementos de este
anillo como funciones sobre el espacio afin A™ en el cuerpo k definiendo f(p) = f(a1,...,a,) para
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feklzy,...,z,) y p € A™. Asi, si f es un polinomio, el conjunto de ceros de f es Z(f) ={p € A" :
f(p) = 0}. Mas ain, si T es un subconjunto de k[z1,...,z,], se define el conjunto de ceros comunes
de T como

Z(T)={pe A" : f(p) =0paratodo f € T}.

Proposicién 1.1. Sea A un dlgebra conmutativa y f una funcion de un conjunto finito {x1,...,z,}
a A. Entonces eriste un tnico morfismo de dlgebras conmutativas f : k[z1,...,z,] — A tal que
f(x;) = f(z;) para todo 1 < i < n, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

{z1,...,xn}—K[z1,..., 2]
/
Y
Y
/

Demostracion. Ejercicio.
O

Observacidon 1.2. La proposicién anterior nos dice que dar un morfismo de &lgebras entre el dlgebra
de polinomios k[z1,...,2,] y un dlgebra conmutativa A es lo mismo que dar una n-upla (aq,...,a,)
con a; € A para todo 1 < i < n. Asi, tenemos una equivalencia entre los puntos de A™ y los morfismos
de k-algebras

Alg, (k[zq, ..., 2,], A) ~ A™.

En particular, si tomamos A =k, tenemos que Algy (k[z1,...,2,],k) =~ k™.

Esta equivalencia define un funtor contravariante entre las categorias de k-algebras conmutativas y la
categoria de conjuntos
Specy, : CAlg, — Sets

dado por Spec, (R) = Alg, (R, k) para toda k-algebra R, y si f : R — S es un morfismo de k-algebras,
entonces Spec, (f) = Alg, (S, k) — Alg, (R, k) es el morfismo dado por Specy(f)(a) = ao f para todo
a € Alg, (S,k).

El conjunto Spec, R se denomina el espectro de R. Asociado al espectro de R tenemos otro funtor
Specy R : CAlg, — Sets

dado por (Spec, R)(A) = Alg,(R, A) para toda k-algebra A, y si f : A — B es un morfismo de k-
algebras, entonces (Spec, R)(f) = Alg, (R, A) — Alg, (R, B) es el morfismo dado por (Specy R)(f)(a) =
f o« para todo a € Alg, (R, A). Cualquier funtor isomorfo a un Spec, R para algin R se denomina
un esquema afin.

Mas aun, se puede ver que si I es un ideal de k[z1,...,x,], entonces
Specy (Kl .. 2,]/1, k) ~ Z(1). 1)

Ejemplo 1.3. Sea A un algebra y n € N. Denotamos por M,,(A) el algebra de matrices de tamafio
nxn con coeficientes en A. Como conjunto, M,,(A) esta en biyeccion con A Asi, usando el resultado
anterior tenemos que

(Specy, M(n))(A) := Algy(O(M(n))x, A) ~ M, (A),

donde O(M(n)) es el anillo de polinomios sobre k en n? variables. En general escribimos simplemente
O(M(n)) si el cuerpo esta determinado por el contexto. Por ejemplo, todo morfismo f: O(M(2))x —

A se corresponde con la matriz
f(@11)  flz12)
(Fir) fom) € vt
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Definicién 1.4. Un subconjunto X de A™ es un conjunto algebraico si existe un subconjunto
T Ck[zy,...,x,] tal que X = Z(T).

Es claro que el conjunto vacio y A™ son conjuntos algebraicos. Mas aun, la unién de dos conjuntos
algebraicos y la interseccién de cualquier familia de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.
Usando este hecho, se define la topologia de Zariski sobre A™ como la topologia definida por los
conjuntos abiertos como el complemento de los conjuntos algebraicos.

Definicién 1.5. Una variedad algebraica afin es un subconjunto cerrado de A™. Un subconjunto
abierto de una variedad afin es una variedad cuasi-afin.

Ejemplos 1.6. (a) Consideremos A?" = M, (k). Entonces, el subconjunto de matrices de determi-
nante igual a uno es una variedad algebraica afin de M, (k):

SL, (k) == {A € M, (k) : detA =1},

pues la funcién det : M, (k) — k es la funcién polinémica dada por det = > g 8g(0)Zg(1) ** To(n),
donde S,, es el grupo simétrico en n letras.

(b) Similarmente, el subconjunto de matrices inversibles
GL, (k) :={A e M, (k) : det A # 0},

es un abierto afin de M, (k), pues es el complemento del subconjunto cerrado dado por {A € M,, (k) :
det A = 0}. Por lo tanto, GL,, (k) es una variedad cuasi-afin de M,, (k). Sin embargo, GL, (k) es una
variedad algebraica afin si se lo ve como un subconjunto cerrado de k™*" x k dado por

{(A,y) e k™" xk: ydet A=1}.

Antes de continuar con el estudio de algunas variedades afines y cuasi-afines, debemos introducir un
instrumento mas para entender la relacion entre subconjuntos de A™ e ideales de k[z1,...,x,]. Sea
X C A™ un subconjunto, se define el ideal I(X) de X en k[z1,...,z,] como

I(X):={f €klx1,...,z,] : f(p) =0 para todo p € X}.
Asi, tenemos dos funciones

X C A" <~ ideales I Cklzy,...,2,] .

X\ I(X)

Z(I) s

Teorema 1.7. (Hilbert’s Nulllstellensatz) Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, I un ideal de
k[z1,...,zn]) ¥ f € K[x1,...,2,] un polinomio tal que f(p) = 0 para todo p € Z(I). Entonces 7 € I
para algin entero positivo r.

Demostracion. Ver [AM, pag. 85].
UJ

Dado un ideal I de k[zy,...,z,], se define el radical de I como vT = {f € k[zy,...,z,] : f" €
I para algin r € N}. Decimos que un ideal es radical si I = v/I. Usando el Nullstellensatz se obtienen
las siguientes propiedades:

Proposicion 1.8. [Ha, Prop. 1.2]

(a) Si Ty C Ty son subconjuntos de k[x1,...,x,], entonces Z(T1) D Z(T).
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(b) Si X1 C X5 son subconjuntos de A", entonces 1(X1) D I(X2).

(¢) Para todo par de subconjuntos X1, X2 de A™ se tiene que I(X1 U X3) = I(X1) N I(X2).
(d) Para todo ideal I de K[z, ..., x,], I(Z(I)) = 1.

(e) Para todo subconjunto X C A", Z(I(X)) = X, la clausura de X.

Corolario 1.9. [Ha, Prop. 1.2] Existe una correspondencia biunivoca entre subconjuntos algebraicos
de A" e ideales radicales en K[z, ... ,x,] dada por X — I(X) y I — Z(I). Mds ain, un conjunto
algebraico es irreducible si y sdlo si su ideal es un ideal primo.

Definicién 1.10. Si X C A" es un conjunto algebraico afin, se define el anillo de coordenadas
afines O(X) de X como k[z1,...,z,]/I(X).

Dado un conjunto algebraico afin X C A™, notar que el anillo de coordenadas afines O(X) es una
k-algebra. Esto es,

() O(X) es un espacio vectorial sobre k,

(#9) O(X) tiene una multiplicacion asociativa m : O(X) x O(X) — O(X), dada por (fg)(p) =
f(p)g(p), para todo p € X'y (fg)h = f(gh) para todo f,g,h € O(X).

(iit) O(X) tiene una unidad v : k — O(X), A~ X-1p(x), donde 1p(x) = u(lk) es la unidad del
algebra y la imagen de u est4 contenida en el centro de O(X).

Observar que la ultima condicion del dltimo punto se satisface trivialmente ya que O(X) es conmu-
tativa, esto es, (fg)(p) = f(p)g(p) = 9(p)f(p) = (9)(p) para todo f,g € O(X),p € X.
Al ser la multiplicaciéon m una funcion bilineal, se la puede considerar como una funcién lineal

m:O0(X)®O0(X) = O0(X), f®g— fg, con (fg)(p) = f(p)g(p).
Asi, la propiedad de asociatividad se puede describir a través del siguiente diagrama conmutativo

mid

OX)®0(X)® 0(X) O(X)® 0(X)
id ®@m m
O(X)®0O(X) — O(X).
El diagrama correspondiente a la unidad es el siguiente
O(X)®0O(X)
k® O(X) m OX)®k
O(X)

Ejemplos 1.11. (a) El anillo de coordenadas afines correspondiente a la variedad algebraica SL,, (k)

estd dado por la k-algebra
O(SL(n))x := O(M(n))x/(det —1),

donde (det —1) denota el ideal (bilatero) generado por la funcién polinémica det —1. Por ejemplo,

O(SL(2))C = O(M(n))c/(det —1) = (C[LUH, $127$21,$22]/($11$22 — L1221 — 1)
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En general, cuando n = 2 escribimos z11 = a, £12 = b, 91 =cy 222 = d.

(b) El anillo de coordenadas de GL, (k) se define como un cociente de O(M(n))k[t] que se identifica
como el algebra de polinomios en 2n + 1 variables:

O(GL(n))k := O(M(n))k[t]/(t det —1).
De este modo, se puede ver que O(SL(n))x = O(GL(n))k/(t — 1).
Proposicién 1.12. Para toda k-dlgebra conmutativa R se tienen los siguientes isomorfismos de grupos

(Spec, GL(n))(R) := Alg, (O(GL(n))k, R) ~ GL,(R) y
(Specy SL(n))(R) := Alg, (O(SL(n))k, R) ~ SL,(R),

donde ambos isomorfismos estin dados por la aplicacién que manda todo morfismo de dlgebras f a la
matriz (f(zij))1<ij<n.

Demostracion. Ejercicio. Ver [K, Prop.1.5.1].

De aqui en adelante denotaremos O(X) = O(X)c.
Sean X, Y dos variedades afines. Una funcién ¢ : X — Y es un morfismo de variedades afines
si se puede definir por funciones polinomiales en sus coordenadas. En particular, los morfismos son
continuos con respecto a la topologia de Zariski. Un morfismo ¢ : X — Y induce un morfismo de
k-algebras ¢* : O(Y)x — O(X)x dado por ¢*(f) = f o ¢ para todo f € O(Y )x:

X >y

\ J/
AN
. f
CACOINN
k

1.2. Grupos algebraicos afines

Introducimos ahora los grupos algebraicos afines. Ejemplos paradigmaticos de grupos algebraicos son
los grupos clasicos de matrices.

Definicién 1.13. Un grupo algebraico lineal G es una variedad algebraica afin munida de una
estructura de grupo tal que las operaciones de grupo

n:GxG— G, 1:G— G,
(9,h) = gh, g g
son morfismos de variedades.
Ejemplos 1.14. (a) SL, (k) y GL, (k) son grupos algebraicos.
(b) Paran € N, sea K, = (O > y Jop = (_?{n KO”) . El grupo simpléctico en dimension 2n es

10
el subgrupo cerrado de GLy, (k) dado por

Sp2n(k) = {A S GLQn(k) : AtJQnA = Jgn}

(¢) Supongamos que cark # 2. El grupo ortogonal es el subgrupo cerrado de GLo, (k) dado por

O, (k) == {A e M,(k) : A'K,A=K,}.
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Sean G1 y G4 dos grupos algebraicos afines. Una funcién ¢ : G; — G5 es un morfismo de grupos
algebraicos lineales si es un morfismo de grupos y un morfismo de variedades, esto es, la aplicaciéon
inducida ¢* : O(G2)x — O(G1)k es un morfismo de k-algebras.

El siguiente teorema muestra que todo grupo algebraico afin es un subgrupo cerrado de matrices. Asi,
a través del estudio de grupos (algebraicos) de matrices se obtienen resultados estructurales de grupos
algebraicos mas generales.

Teorema 1.15. [Hu, Thm. 8.6] Sea G un grupo algebraico afin, entonces G es isomorfo a un subgrupo
cerrado de GL,, (k) para algin n € N.

1.3. Algebras de Hopf conmutativas
Sea G un grupo algebraico afin. Los morfismos de estructura de G
w:GxG— G, u: {1} = G, S:G— G,
(9,h) = gh, 1—e, g—=g 7,
definen morfismos de k-algebras

M* =A: O(G)]k — O(G X G)]k ~ O(G)]k ® O(G)k u=c: O(G)]k — k,
fe=A(f) fe=fQ)

=8 O(G)]k — O(G)]k
fe= S0,

donde A(f)(g ® h) := f(gh) y S(f)(g) = f(g~!) para todo f € O(G)x,g,h € G. En particular, A es
coasociativa pues como f((gh)k) = f(g(hk)) para todo f € O(G)x,g,h,k € G, tenemos que

(A®i)A(f)(gohek) = f((gh)k) = Flg(hk)) = (A BA)A(f)(g @ h & k),

lo cual implica que
(A ®@iId)A(f) = (Id®A)A(f) para todo f € O(G)k.

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.16. Una k-coalgebra es una terna (C, A, ¢), donde C es un k-espacio vectorial A :
C —C®Cye:C — kson funciones lineales que satisfacen los siguientes diagramas conmutativos

Coasociatividad: Counidad:
C = CwC N
° Aeid ke C A C ok
CRC——a>Co0RC k@@cﬁg

El morfismo A se denomina coproducto o comultiplicacion y el morfismo ¢ se denomina counidad. Para
denotar el coproducto de un elemento ¢ € C' usaremos la notacion de Sweedler, A(c) = ¢y ® ¢(2). En
particular, por el diagrama de la counidad se tiene que ¢ = £(c(1))c2) = c1)e(c(1)) para todo c € C.
Sea I un subespacio de C. Decimos que I es un coideal sie(I) =0y A([) CCI+1®C.

Como es usual, para comprender mejor la estructura de una coélgebra, necesitaremos analizar sus
corepresentaciones.
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Si C' es una codlgebra, un C-comédulo a izquierda es un par (M,d) donde M es un k-espacio
vectorial y 6 : M — C' ® M es una aplicacion lineal que satisface que los siguientes diagramas son
conmutativos

0

M CoM M—Co®M
\ e®id
id
5 A®id M

Usando la notacién de Sweedler, escribimos d(m) = m(_1) ® mg) para todo m € M, entendiendo
que los elementos con indice negativo son elementos de la coélgebra C. Asi, por el segundo diagrama
tenemos que m = e(m(_1))m o)y para todo m € M. Mas aiin, el primer diagrama establece la igualdad

m(-1)

Q M(—1) 5 & M(0) = M(~1) @ M(0)_,) @ M(0) >

(1) (-1)

que denotaremos simplemente por (A ® id)d(m) = m(_g) ® m(_1) ® m(y = (id®J)d(m). Si no hay
riesgo de confusion, diremos simplemente que C' coactiia en M a izquierda.

Un C-subcomoédulo N de M es un k-subespacio vectorial que es invariante por la coaccién, esto es,
J(N) C C® N. Asi, si N es un subcomédulo de un C-comodulo M, el cociente M /N también es un
C-comodulo con la coaccién dy/y : M/N — C ® M/N dada por el diagrama conmutativo

M CeoM
T id @m
M/N-- -2~ CcoM/N

Una bialgebra es un k-espacio vectorial B munido de una estructura de algebra (B,m,u) y una
estructura de codlgebra (B, A, ¢) tal que los morfismos A y € son morfismos de k-algebra. Decimos
que una bidlgebra B es un algebra de Hopf si existe una aplicacion lineal S : B — B (llamada la
antipoda) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

B
/ X
B®B B® B
id®S\L ue l8®id
B®B B® B

B

Decimos que un algebra de Hopf es conmutativa si es conmutativa como éalgebra. Asi, si G es un grupo
algebraico afin, su anillo de coordenadas afines O(G) es un algebra de Hopf conmutativa donde la
antipoda S esta dada por la transformaciéon traspuesta de tomar el inverso en G.

Esto define un funtor entre las categorias de grupos algebraicos afines sobre k y las algebra de Hopf
conmutativas finitamente generadas sobre k:

AffGry — CHopfy,
G — O(G)k.
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Ejemplo 1.17. Consideremos M,, (k) como el espacio de matrices n x n con coeficientes en k. La
multiplicacién de matrices define una estructura de monoide sobre M, (k), que no es una estructura
de grupo ya que no todos los elementos son inversibles. Sea O(M(n))x = k[X;;| 1 < 4,5 < n] su anillo
de coordenadas afines. Como &lgebra es simplemente el anillo de polinomios sobre k en n? variables.
Maés afin, los elementos X;; son las funciones definidas por los coeficientes matriciales

Xi;i(A) = ai; para todo A = (a;;)1<ij<n € My(k).

Si denotamos por E;; a la matriz con un 1 en la entrada (7, j) y cero en todas las demas, el conjunto
{Eij}i<i,j<n €s una base lineal de M,, (k) y el conjunto {X;;}1<i j<n es la base dual correspondiente
donde

Xij(Ert) = 0irdji.

Asi, O(M(n))k es una bialgebra con la estructura de coalgebra determinada por

n
A(X;)) = ZX““ ® Xkjs e(Xij) = 0 para todo 1 < i,7 < n. (2)
k=1

En efecto, como O(M(n))k esta generada como algebra libre conmutativa por los elementos {X;;| 1 <
1,7 < n}, los morfismos de algebra A y ¢ quedan univocamente determinados por los valores sobre
éstos. En particular, basta verificar los axiomas de coasociatividad y de counidad sobre los generadores.
Asi, para la coasociatividad tenemos
n n
=D AXp)®Xpj = Y Xa@Xp®Xe; ¥y

k=1 k=1

n

(A® id)A(Xij) = (A®id) <i Xik ® ij>
k=1

(id ®A)A(X,;) = (id @A) <Z Xy ® XZJ) =Y Xa@AXy;) =Y Xu® Xy ® Xy,
=1 =1 k=1

para todo 1 < i,j < n. Para la counidad tenemos

3

m(e ®id)A(X;;) = m(e ®id) <z”: Xik @ ij> =m ( e(Xix) ® ij)
k

k=1 =1

n
=m<26ik®ij> =m(l® X;;) = Xy y

k=1

m(id ®e)A(X;;) = m(id ®e) <i Xir ® ij> =m (i Xik ® E(ij)>

k=1 k=1
=m <Z Xir ® 5kj> =m(Xi; ©1) = Xy,
k=1
para todo 1 < i,5 <mn.

Ejemplo 1.18. Sea T, (k) el grupo algebraico afin dado por las matrices triangulares superiores de
GL, (k). Entonces

Ejemplo 1.19. Recordemos que O(SL(2))x es el algebra commutativa generada por los elementos
a, b, c,d que satisfacen la relacién ad — be = 1:

O(SL(2))x = k[a, b, ¢,d| ad — bc = 1] = Kk[a, b, ¢, d]/(ad — bc — 1).

La estructura de bidlgebra de O(SL(2)) coincide con la que hereda de O(M(2))k. La comultiplicacion
A y la counidad £ son morfismos bien definidos en el cociente, lo que implica que el ideal bilatero
I = O(M(2))x(ad — bc — 1) generado por ad — be — 1 es un bi-ideal, esto es

A CI®OME2)+O0ME)) @I, vy  el)=0.
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En particular, vale que e(ad — bc) = ¢(1) =1y A(ad — bc) = (ad — be) @ (ad — be) en O(M(2))x ya
que A(1) =1® 1. Esto implica que det = ad — bc es un elemento de tipo grupo.
Mas atn, O(SL(2))k es un dlgebra de Hopf algebra con la antipoda determinada por

S(a) =d, S(b) = —b, Se)=—¢, y 8 =a.
a b ® a b\ [(a®a+b®c a®@b+b®d _AfC b
c d c d] \c®a+d®c cb+dod) c d)’

(5 5)- (% )

Observar que la matriz antipoda esti dada por la matriz inversa puesto que el determinante es
igual a 1. Mas atn, en general O(M(n))k no es una algebra de Hopf con la estructura de bidlgebra
definida anteriormente ya que det es un elemento de tipo grupo que no es inversible. Agregando el
inverso det ™" a O(M(n))y alcanza para dotar de una estructura de algebra de Hopf a la localizacion
O(M(n))g[det™'] de O(M(n))x en det™'. Esta algebra de Hopf coincide con O(GL(n)).

En notacién matricial, la coasociatividad en los elementos generadores se traduce de la siguiente

mnera (0o (D)o D= (0 e (( e (e ).

y la counidad de la siguiente manera

a b (1 0\ (a by (1 0\[fa b

c d)\0 1) \c¢ d)  \0 1)\c d/’
La antipoda S sobre O(SL(2))x, es un morfismo de algebras S : O(SL(2))x — O(SL(2))," que esta
bien definido sobre los generadors puesto que S(1) = 1y S(ad — bc) = S(ad) — S(be) = S(d)S(a) —
S(e)S(b) = ad — (—¢)(—b) = ad — ¢b = ad — be.
Finalizamos esta seccién con un teorema de Cartier que nos dice que, bajo ciertas restricciones, toda
algebra de Hopf conmutativa es un anillo de coordenadas de un grupo algebraico afin.

Si escribimos

entonces

Teorema 1.20. [Cartier] Sea H un dlgebra de Hopf conmutativa finitamente generada y sin elementos
nilpotentes. Entonces H es isomorfa a un anillo de coordenadas afines O(G)x donde G = Spec, (H).

Demostracion. (Idea). El isomorfismo viene dado por la correspondencia descripta en los comentarios
anteriores al Nulllstellensatz.

Sea G un grupo algebraico afin de A™. Entonces, O(G)x es un élgebra de Hopf conmutativa finitamente
generada dada por O(G)x = Kk[z1,...,2,]/I(G). Como I(G) es un ideal radical, tenemos que si
f™ =0 en O(G), entonces f™ € I(G) y consecuentemente f € I(G). Asi, O(G)k no tiene elementos
nilpotentes.

Sea H un algebra de Hopf conmutativa finitamente generada y sin nilpotentes. Entonces el espectro
Spec,(H) = Alg, (H,k) dado por los morfismos de k-dlgebras de H en k es un grupo algebraico. En
efecto, si H ~ k[z1,...,x,]|/I para algiun ideal I, entonces por (1) tenemos que Specy(H) = Z(I).
Mas ain, Specy (H) resulta un grupo por las operaciones inducidas de la estructura de coélgebra de
H.

Ambas construcciones son reciprocas. Si G es un grupo algebraico afin y O(G)x = k[z1, ..., z,]/I(G)
es su algebra de coordenadas, entonces por (1) tenemos que

Alg, (O(G)s. k) = Z(I(G) = G = G.

Por otro lado, si H es un éalgebra de Hopf conmutativa finitamente generada y sin nilpotentes,
entonces H = Kk[z1,...,2,]/I para un cierto ideal radical I. Si G = Spec,(H) = Z(I), entonces
O(G) = K[z1,...,2,])/I(G), pero I(G) = I(Z(I)) = I por el Nullstellensatz. Entonces O(G) = H.

O

10
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Observacion 1.21. Sea R una k-algebra conmutativa. Hemos visto que el funtor Spec,, R : CAlg, —
Sets es un esquema afin. Si ademdas R es un algebra de Hopf conmutativa finitamente generada y sin
nilpotentes, por el teorema anterior se tiene un funtor

Specy, R : AffCHopf, — AffGry,

donde AffCHopf, es la categoria de algebras de Hopf conmutativas finitamente generadas (afines) y
sin elementos nilpotentes. Si un funtor es isomorfo a Spec,, H para un algebra de Hopf conmutativa,
decimos que el funtor es un esquema afin de grupos. Asi, se denotamos por AffGrSchy a la categoria
de funtores de grupos afines tenemos una (anti) equivalencia de categorias

AffGrSchy «~ AffCHopf,.

1.4. Ejercicios

1. Probar la Proposicion 1.1.

2. Probar la Proposiciéon 1.12.

3. Probar que SL, (k), GL,(k), O,(k) y Sp,,(k) son grupos algebraicos.
4. Probar que los siguientes son grupos algebraicos

(a) El conjunto T} (k) de matrices triangulares superiores de GLy, (k).
(b) El conjunto D, (k) de matrices diagonales de GL,, (k).

(¢) El conjunto U, (k) de matrices triangulares superiores de GL, (k) donde las entradas de la
diagonal son todas igual a 1.

5. Probar que O(SL(n))x = O(GL(n))x/(t — 1).
6. Sea G un grupo algebraico lineal. Probar que O(G)x es una k-algebra de Hopf conmutativa.

7. Probar que las morfismos de estructura de codlgebra sobre O(M(n))x definidos en (2) son los
morfismos transpuestos de la multiplicacion y la unidad del conjunto de matrices M, (k).

8. Sea T} (k) el grupo algebraico afin dado por las matrices triangulares superiores de GL,, (k).
Describir la estructura de coalgebra de O(T™ (n))x.

9. Describir las algebras de coordenadas de los grupos algebraicos Sp,,, (k) y O, (k).

2. Grupos cuanticos matriciales

En la seccién anterior hemos visto que todo grupo algebraico afin definido sobre k se corresponde a
una k-algebra de Hopf conmutativa finitamente generada y sin nilpotentes.

AffGr G~ O(G)g AffCHopf;,

Specy (A) <~ A,

Extendiendo la filosofia de Grothendieck, Drinfel’d propuso cuantizar anillos de coordenadas clasicos
O(G)k a través de la deformacion de la conmutatividad; es decir, transforméandolos en algebras de
Hopf no conmutativas. Asi, estas dlgebras de Hopf se corresponderian al anillo de coordenadas no
conmutativo sobre objetos que a priori no existen, los grupos cudnticos:

Gy

0,(G).

Por lo tanto, los grupos cudnticos no existen como objetos geométricos, sélo conocemos sus correspon-
dientes algebras de funciones no conmutativas. Usualmente, estas algebras de Hopf no conmutativas
reciben el nombre de grupos cuanticos.

11
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Hasta el dia de hoy, no existe una definicioén rigurosa y universalmente aceptada de grupo cuantico.
Sin embargo, se ha concordado en aceptar que el término grupo cuantico deberia incluir ciertas de-
formaciones de objetos clasicos asociados a grupos algebraicos o algebras de Lie semisimples. Asi, la
teoria se basa mas en el estudio de ejemplos concretos que en una estructura axiomatica.

Algunos autores definen grupos cuanticos como algebras de Hopf no conmutativas ni coconmutativas.
En estas notas seguiremos la convencion de Drinfel’d que establece que la categoria de grupos cudnticos
es la categoria opuesta de la categoria de dlgebras de Hopf. Luego, los grupos cuénticos son algebras
de Hopf como objetos, pero los morfismos son los opuestos. Esto se basa en lo siguiente: si I' es un
subgroupo de G, entonces existe un epimorfismo de algebras de Hopf O(G) — O(T") entre las algebras
de funciones

I'—G

O(G) - O(I),

Ly = Gg <m0y (G) — O ().

2.1. Definicién de M,(n)

Comenzaremos el estudio de grupos cuanticos matriciales estudiando una deformacién no conmutativa
del algebra de funciones sobre M, (k).

Definicién 2.1. Sean n € Ny ¢ € k*. Se define O,(M(n))x como el algebra asociativa sobre k
generada por n? elementos X;;, 1 <i,j < n que satisfacen las siguientes relaciones:

Xrinj = qujX'ri sii < J;
Xiszs = quins sii < J;
XM'XSJ' = XS]'XM' sir<syt>J;
Xriij - ijXTi = (q - q_1>Xsinj sir<s yi<j.

Denotaremos a esta algebra no conmutativa como Oq(M(n)) si es claro sobre que cuerpo se trabaja.
Su objeto geométrico cudntico asociado se denotara Mg (n).

Claramente, si ¢ = 1, entonces O1(M(n))x es conmutativa y vale que O1(M(n))x = O(M(n))k.
Proposicion 2.2. O,(M(n))x es una bidlgebra con la estructura de codlgebra dada por
A(Xij) = ZX““ ® Xgj, e(Xij) = 0i5 para todo 1 <i,5 < n.
k=1

En particular, Oq(M(n))x = O(M(n))x como codlgebras.

Demostracion. Ejercicio.
O

Al, igual que el anillo de coordenadas O(M(n))x sobre el espacio afin A?", esta dlgebra es un dominio
integro.

Teorema 2.3. [PW, Thm. 3.5.1] O,(M(n))k es un dominio integro con una base dada por
{Txty 165 e,
2]

donde el producto estd tomado con respecto a un orden fijo de los elementos X ;.

12
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Ejemplo 2.4. Veamos un ejemplo. Si n = 2, entonces O4(M(2)) es el algebra asociativa generada
por los elementos a, b, ¢, d que satisfacen las relaciones

ab = qgba, cd = qdc, ac = qca,
bd = qdb, be = cb, ad —da = (¢ — ¢~ 1)be,

donde escribimos X171 = a, X12 = b, Xo1 = cy X2z = d, como es usual.

Asf como el élgebra de matrices M(k) actta en el plano afin A2, el anillo de coordenadas O(M(2))
coacttia en A2. Si denotamos por e; y ey la base canénica de k? = A2 como k-espacio vectorial, la
coaccion 0 : A2 — O(M(2)) @ A?, esta definida por

dle1) =a®e; +b® eg; d(e2) =c®er +d® es.

(@)= a)e )
es c d es
En este caso, decimos que A? es un O(M(2))-comddulo a izquierda. Més atin, usando la definicién

sobre esta base, podemos definir una coaccion de O(M(2)) sobre el algebra tensorial T'(V) de V = A2,
estableciendo que J sea un morfismo de algebras, esto es, si v,w € V, entonces

En notaciéon matricial tenemos que

5(11111) = U(—1)W(-1) @ V(0)W(0); si 5(1}) = U(-1) ® V) ¥ 5(711) = W(-1) @ W()-

Si denotamos © = e; e y = ea, T(V) = k(x,y) es el algebra asociativa libre en dos variables. En ese
caso, tenemos por ejemplo

)

)
(5(xy):ac®x2+ad®my+bc®yac+bd®y2 y
(yx)

6(zy —yx) = (ad —be) ® (xy —yx) y
§(zy + yx) = 2ac @ 2° + (ad + be) @ (zy + yr) + 2bd @ y>.

Por lo tanto, la coaccion sobre T(V) induce una coaccién sobre el algebra simétrica y el algebra
antisimétrica o de Grassman

SV=TV)/(vedw—w&v), /\V:T(V)/(v®w+w®v),

ya que en cada caso, el ideal de relaciones I es un subcomodulo de T'(V), i.e. (1) C O(M(2)) ® I.

En este sentido, si identificamos SV = k[z, y], tenemos que O(M(2)) coacttia en el anillo de polinomios
en dos variables. Esta es la nocién dual que el algebra de matrices Ma(k) actie en el plano.

Por otro lado, como dim V' = 2, tenemos para su segunda potencia antisimética la igualdad /\2 V=
k{z A y}; en particular, dim /\2 V = 1. Por lo tanto,

/\V:lk@k{x,y}@k{x/\y}.
y usando la férmula anterior para el producto en T(V') tenemos

d(zAy)=ac@zxANz+adR@rxAy+bcRyAz+bdRy Ay
=(ad —bc) @z ANy = det @z A y.

Mas atn, usando el diagrama conmutativo anterior se tiene que

A(det) ® x Ay = det @ det @z Ay,

13
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lo que implica que A(det) = det ® det. Asi, el determinante es el elemento de tipo grupo que da la
coaccion de O(M(2)) sobre \* V.

Analogamente, O(M(n)) coactta sobre el k-espacio vectorial V' = A™ y la accién se extiende al algebra
tensorial T(V'), el anillo de polinomios en n variables (i.e. dlgebra simétrica) SV = k[z1,...,2,] v al
algebra exterior o dlgebra de Grassman /\ V. Como dimV = n, tenemos que A"V =k{zi A...Az,},
dim A"V =1y vale que

S Ao Axp) =det®@xy AL A Xy, donde det = Z (1) X1,01) - Xnom) € O(M(n)).

o€S,

2.2. Determinantes cuanticos
Consideremos ahora el plano cudntico dado por
kq[z,y] = k(z,y: zy = qyz).

Claramente, si ¢ = 1 tenemos que ky[z,y] = k[z,y] y si ¢ # 1, kq[x,y] es un algebra no conmutativa
que es noetheriana, integra y tiene una base de monomios dada por {z'y’}; ;j>¢, ver [K, Prop. IV.1.1].
Al igual que antes, M,(2) acttia en el plano cuantico. Esto es, se tiene una aplicacion lineal definida
por

§: kylz,y] = O,(M(2)) @ ky[z, y], dr)=a®zx+bRy; y) =cRzr+dRy.

La coaccién preserva la estructura de algebra de k,[x,y] pues

S(zy) = ac® 2 + ad @ xy + be @ yx + bd @ y?
=qca ® 2?4 ad @ zy + ¢ tbe ® xy + qdb @ 3>
= qca ® 2* + (ad + ¢ *be) @ 2y + qdb @ y?
= qca ® 2° + (da + gbc) @ zy + qdb @ y* = 6(qyz).
Esta accién, esta inducida por la accién sobre una potencia simétrica no conmutativa de un espacio

vectorial de dimensién dos; en este caso, V = k{z, y}.

Sea V un k-espacio vectorial con base {z1,...,2,}. Se define la ¢-dlgebra simétrica S,V como el
algebra asociativa generada por los elementos {x1,...,z,} que satisfacen la relaciéon x;x; = gz x;
para todo 7 < j, es decir,

SV =k(z1,...,xn 0 xixj = qrjzg, i < j}.

Analogamente, se define la g-dlgebra antisimétrica o la dlgebra cudntica de Grassman como
el algebra asociativa generada por los elementos {x1, ..., z,} que satisfacen la relacion z;z; = —qz;x;
para todo i < j y 27 = 0, es decir,

/\ V =k(z1,...,0, 1 2705 = —quzg, 0 < j, 27 =0,V i}.
q

En particular, si ¢ =1, S,V =V y A,V = AV. Ambas algebras son graduadas por el orden en los
monomios.

Se puede ver que M, (n) actua tanto en S,V como en /\q V por la misma féormula de antes, y la
coaccion es estable en cada componente homogénea. Ver [PW, Thm. 3.8.1].

Por ejemplo, si tomamos V' = k{z, y}, entonces O,(M(2)) coactiia en la segunda potencia g-antisimétrica
de V via

Sd(xAhy)=ac@zxANx+ad@rAy+bcRyAx+bd@yAy
=ad@x ANy —qbc@x Ay = (ad—qbc) @x Ay = (da — q 'bc) @z A y.
Asi, se define el determinante cudntico como

dety = ad — gbc = da — q tbe.

14
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Por la relaciéon de compatibilidad de la coacciéon con la estructura de dlgebra de AV se tiene que
det, es un elemento de tipo grupo. En efecto, como (A ® id)d(z A y) = (id ®0)d(x A y) tenemos que

A(dety) @ x Ay = dety ® dety @ A y.

Luego, A(det,) = det, ® det,. Mas atn, det, es un elemento central en O,(M(2)). Para probarlo,
basta ver que conmuta con todos los generadores:
det,a = (ad — gbc)a = ada — gbca = a(ad + (¢~ — q)bc) — qq ™~ abe
= a(ad — gbc) + ¢ tabe — ¢ tabe = adet,,
det,b = (ad — gbc)b = adb — gbchb = ¢~ *qbad — qbbc
= b(ad — gbc) = bdet,,
det,c = (ad — gbc)c = ade — gbcc = ¢~ *qcad — qcbe
= c(ad — gbc) = cdet,,
det,d = (da — ¢~ *bc)d = dad — ¢~ *bed = dad — ¢~ q*dbe =
= d(ad — gbc) = ddet,.

En general, como dim V' = n, tenemos que /\Z V=k{z1 A... Nz} Asi,
(1 N...ANTp) =D A NTp, (3)

donde D es un elemento de tipo grupo. Esto da a lugar a la siguiente definicion.

Definicién 2.5. Sea ¢ € k*. Se define el determinante cuantico det, como el elemento de tipo
grupo D de O,(M(n)) dado por la propiedad (3). De hecho, se puede ver que

detq = Z (_q)E(U)XU(l),l e Xa'(n),n = Z (—Q)Z(U)Xl,a(l) T Xn,d(n)7
o€Sy, o€Sy,
donde (o) denota la longitud de la permutacién o como producto de transposiciones.

Observaciéon 2.6. Notar que O,(M(n)) es una bidlgebra pero no un algebra de Hopf. En
efecto, en toda algebra de Hopf, los elementos de tipo grupo son inversibles, y en O,(M(n)) el deter-
minante cudntico det, no lo es.

2.2.1. Subdeterminantes cuanticos

En lo que sigue, probaremos que det, es un elemento central de Oy,(M(n)). Sea m < n un entero
positivo y supongamos que se tienen los subconjuntos de I, = {1,...n}

ZT=Ai1, - ,im} y J={Jj1, -, Jm} con i1 <<y, J1 < < Jm,

cada uno de cardinalidad m. Sea K[Z, J] la subalgebra de O4(M(n)) generada por los elementos X, ;,
con 1 < r < m. Claramente, los elementos de esta subéalgebra satisfacen las relaciones de la Definicién
2.1 y por lo tanto se puede definir un determinante cuéntico en ellas. Dicho determinante se llama
subdeterminante de det, y se denotard por D(Z,J). En particular, D(¢,j) := D({i},{j}) = X, ;
para todo 1 <4,j <ny D(I,,I,) = det,.

Si 7'y J' son los subconjuntos de Z,, que son complemento de Z y J respectivamente, denotaremos
DT, J)=AZ,J). SiZT={i1,...,im} es un subconjunto de I,,, denotamos |Z| = i1 + - -+ + iy,-

Teorema 2.7. [PW, Thm. 4.4.3] Sean Z y J dos subconjuntos de I, de cardinal m. Entonces

oz xdety =y (=)D, 7)AK, T) =Y (=) AZ, 7)D(K, T)

J J
= Z(—q)‘j‘_lK‘D(j,I)A(JJC) = Z(—q)lz‘_‘j‘A(J7I)D(J,’C),
J J

donde la suma es sobre todos los subconjuntos IKC de l,, de m elementos y 67,7 es la delta de Kronecker.
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En particular, si Z = {i} y K = {k}, obtenemos un desarrollo de det, por la fila i o por la columna i.

Corolario 2.8. Sean 1 <i<n y1l<k<n fijos. Entonces

n

Sidety = Y (=) FXi Ak, §) =Y (=) T Al ) X,

-

<
I
—

<

(=) X A(j, k) = Z(*Q)FjA(ja ) Xjke-

J=1

-

<
I
—

Finalizamos esta subsecién con el siguiente teorema, cuya demostracion se debe a M. Takeuchi.

Teorema 2.9. det, es un elemento central en Oy(M(n)).

Demostracion. Consideremos las matrices de elementos de Oy(M(n)) dadas por X = (X, j)1<ij<n ¥
S(X) = ((—¢)"7A(j,i))1<i,j<n- Entonces, por el corolario anterior se tiene que

XS(X) = S8(X)X = det, [

donde I es la matriz identidad. Por lo tanto, se sique que Xdet,I = XS(X)X = det,IX, lo que
implica que det, conmuta con los generadores X; ;, 1 <14,j < n.

O

2.3. SL,(n) y GL,(n)

En esta subseccion introducimos las nociones cuénticas del grupo general lineal y del grupo especial
lineal. Sea n € N y consideremos el dlgebra de polinomios en T con coeficientes en O,(M(n)) dada
por Oy (M(n))[T]. La misma se puede ver como agregarle a O,(M(n)) un elemento central T'.

Usando que det, es un elemento central en O,(M(n)) se define

0y(GL(n)) = Oy(M(n))[T]/(Tdety — 1),

O4(SL(n)) = Oy(M(n))/(det, — 1),

donde (T'det,—1) es el ideal bilatero de Oy (M(n))[T] generado por el elemento T'det, —1y (dety—1) es
el ideal bilatero de O4(M(n)) generado por det, —1. Asi, Oy (GL(n)) se puede ver como la localizacion
de Oy(M(n)) en detgl; es decir, la menor algebra que se obtiene al agregar el elemento inverso de
det,. Denotaremos por GL,(n) y SLy(n) a los objetos cudnticos geométricos asociados a O,(GL(n))
y O4(SL(n)), respectivamente.

La particularidad que tienen ambas algebras es que en ellas, det, es inversible; de hecho es igual a 1
en O,(SL(n)). Esto basta para poder dotar a Oy(GL(n)) y O4(SL(n)) de una estructura de algebra
de Hopf. En particular, GL,(n) y SLy(n) serian grupos cudnticos.

Lema 2.10. (a) La estructura de bidlgebra de Oy (M(n)) se extiende de manera unica a una es-
tructura de bidlgebra en Ou(GL(n)).

(b) Los ideales bilateros de O,(M(n)) y O,(GL(n)) generados por det, — 1 son también coideales.
Por lo tanto, O,(SL(n)) es una bidlgebra cociente de Oy(M(n)), que también puede ser vista
como una bidlgebra cociente de Oy(GL(n)).

Demostracion. (a) Si definimos A(T) =T®T y e(T) = 1 es claro que podemos extender los morfismos
de algebras

A O0y(M(n)) = Oy(M(n)) ® Oq(M(n)) y €:0,M(n)) =k
a morfismos de algebras

A O(M(n))[T] = Og(M(n))[T] © Og(M(n))[T] vy &:0g(M(n))[T] = k.
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Asi, O,(M(n))[T] tiene una estructura de bialgebra. Mas atin, usando que det, es un elemento de tipo
grupo tenemos que

A(Tdety — 1) = Tdet, ® Tdet, — 1 ® 1 = T'det, ® (T'dety — 1) + (T'det, — 1) @1 y
e(T'dety — 1) =0.
Por lo tanto, el ideal bilatero (T'dety, — 1) de Ou(M(n))[T] es también un coideal, i.e. es un bi-ideal,
y consecuentemente O,(GL(n)) hereda una estructura de bidlgebra de Oy (M(n))[T].

(b) Por el mismo céalculo anterior tenemos que A(det, —1) = det, ®(det, —1)+(det, —1)@1 y e(det, —
1) = 0. Asi, el ideal bilaterio generado por el elemento det,—1 es un coideal tanto en O,(M(n)) como en
04(GL(n)). Por lo tanto, O, (SL(n)) hereda una estructura de bialgebra de O,(M(n)) que coincide con
la estructura de bialgebra que hereda de O,(GL(n)).

Ejemplo 2.11. El dlgebra O,(SL(2)) se puede presentar como la k-algebra generada por los elementos
a, b, c,d que satisfacen las siguientes relaciones

ab = gba, bd=qdb, ac=qca, cd=qdc, bc=ch, ad—da=(q—q ‘)bc, ad— qbc=1.
Claramente, si ¢ = 1 tenemos que O1(SL(2)) = O(SL(2))k y si ¢ # 1, O4(SL(2)) es no conmutativa.

Denotaremos a los generadores de O,(GL(n)) y O4(SL(n)) también por X; ; con 1 <4,j < n.

Sea I el ideal bilatero de O,(GL(n)) generado por los elementos X; ; con ¢ > j. Por la formula del
coproducto en O,(GL(n)), tenemos que I es un coideal en O,(GL(n)) y por lo tanto, el cociente
0,(GL(n))/I define una bialgebra. Dicha bidlgebra recibe el nombre de subdlgebra cudntica positiva
de Borel y coincide con el analogo cuéntico de T} (k):

Oy(T (1)) = Oy(GL(n))/1.

Al objeto geométrico asociado lo denotamos T(‘;(n). Asi, la proyeccion canénica de algebras de Hopf
7+ = Oy(GL(n)) = O4(T*(n)) define un morfismo inyectivo de grupos cudnticos

T/ (n) — GLg(n).

Analogamente, se define subdlgebra cudntica negativa de Borel O, (T~ (n)) por el cociente de GL4(n)
por el bi-ideal generado por los elementos X;; con i < j. Nuevamente, la proyeccién canénicas
- = Og(GL(n)) = Oy(T~(n)) es un epimorfismo de algebras de Hopf.

Ejemplo 2.12. Analogamente, se puede definir el subgrupo positivo T;F(Q) de SL,(2). El mismo esté

dado por el cociente Oy (T+(2)) = O,(SL(2))/(c) y puede ser presentado por la k-algebra generada
por los elementos a, b, d que satisfacen las siguientes relaciones

ab=qba, bd=qdb, ad=da, ad=1.

El subgrupo de Borel negativo 'i‘q’(2) de SL,(2) esta dado por la k-algebra generada por los elementos
a, ¢,d que satisfacen las siguientes relaciones

ac = qca, cd=qde, ad=da, ad=1.

En este caso, el ideal de O4(SL(2)) que la define esta generado por el elemento b.
Notar que en O,(SL(2)) se tiene que

(my @m_)A(a) =mi(a) @m_(a) +11(D)@T_(c) =a®a+b@c € Oy(TT(n)) ® Oy(T™(n)),
(mp @7 )AD) =74 () @7_(b) + 7, (D) @7_(d) =b®d € 0, (TH(n)) ® Oy (T~ (n)),
(mr @7 )A(c) =7m4(c)@m_(a) + 14 (d) @7m_(c) =d® ¢ € 0,(TH(n)) ® O,(T~(n)),
(mr @7 )A(d) = 1y (c) @m_(b) + 4 (d) @ 7_(d) =d ® d € Oy(T*(n)) ® O4(T~ (n)).
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El siguiente teorema nos dice que los objetos geométricos GL4(n) y SLy(n) son grupos cuénticos.

Teorema 2.13. Eziste un anti-morfismo S de dlgebras en 0O4(M(n)) definido en los generadores por
S’(Xi,j) = (—q)" 7 A(j,i) para todo 1 < i,j < n. El mismo induce un anti-morfismo S de dlgebras en
04(GL(n)) dado por la formula

S(X;;) = det; 'S(Xi ) = (—q)" 7 A(j, i)det, .

Este define una antipoda en O,(GL(n)) y consequentemente, O,(GL(n)) es un dlgebra de Hopf. Mds
atn, el bi-ideal de O4(GL(n)) generado por det, — 1 es estable por S y por lo tanto, S induce una
antipoda en Oy(SL(n)). Asi, Oy(SL(n)) es un dlgebra de Hopf que es un cociente de Oz(GL(n)).

Demostracion. Ver [PW, 5.2.2, 5.3.2].
U

Para ver que S es una antipoda basta recordar la igualdad dada en la demostracion del Teorema 2.9
XS(X) = S8(X)X = det,I,

pues S(X) = det,S(X). En el caso de O,(SL(2)) tenemos que

£ 68 - D Y6963 )
G 6 D-wn (s WD )-8 )

Recordemos que un grupo algebraico afin G es conexo si y solo si su algebra de coordenadas O(G) es
un dominio integro. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.14. Diremos que un grupo cuantico G, es conexo si O,(G) es un dominio integro.

El siguiente hecho se sigue del Teorema 2.3, para otra prueba ver [Tk].

Proposicion 2.15. GL,(n) y SLy(n) son conezos.

Finalizamos esta subsecciéon con una propiedad de la antipoda.

Proposicion 2.16. [PW, Cor. 5.4.3] Sea G4 = GL4(n) o SLy(n). La antipoda de Oy(G) tiene orden
finito si y sélo si q es una raiz de la unidad. Si q es una raiz £-ésima de la unidad, entonces ord S = 2/
si £ es impar y ordS =/ si £ es par.

2.3.1. Descomposiciéon triangular

Consideremos los subgrupos T} (k) y T,, (k) de GL, (k) de matrices superiores e inferiores, respec-
tivamente. Claramente, se tiene que T; (k) N T, (k) = D,,(k), donde D, (k) es el grupo de matrices
diagonales. Més atin, se tiene que la multiplicacion en GL(n) define un epimorfismo

m: T (k) x T (k) — GLy (k).

Para grupos algebraicos afines mas generales, esta propiedad se denomina propiedad de la gran
celda. En ese caso, los subgrupos de matrices triangulares se reemplazan por subgrupos de Borel.

Usualmente, este morfismo se recuerda como el hecho que toda matriz inversible es el producto de
una matriz triangular superior por una matriz triangular inferior. En esta subsecciéon extenderemos
esta nocién al contexto cuantico. Para ello, debemos comprender dicho morfismo sobre las algebras
de funciones.

Si denotamos ¢ : T} (k) — GL, (k) e t_ : T,, (k) = GL, (k) las inclusiones, éstas inducen epimorfis-
mos de algebras

i =mp : O(GL(n)) - O(T*(n)), F=7m_: O(GL(n)) - O(T™ (n)).
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Si escribimos el morfismo de multiplicacion m(cy x ¢—) : T} (k) x T, (k) — GL, (k) al dualizarlo
tenemos un morfismo

(1 @ 7_)A : O(GL(n)) — O(T*(n)) ® O(T~(n)).

Esto se desprende inmediatamente de la definicién del coproducto en los generadores. En efecto,

n

(rr @7 )AXiy) =D mp(Xin) @7 (Xpj) = Y, Xig® X j.

k=1 i<k<j

Claramente, el grupo SL, (k) también posee la propiedad de la gran celda con respecto a los subgrupos

T3 (k) = T} (k) N SLy (k) y T}, (k) = T}, (k) N SLy (k).

Como la deformacion de O,(GL(n)) no altera la estructura de codlgebra, usando los epimorfismos
Ty = Og(GL(n)) = Oy(T*(n)) v 7 =0g(GL(n)) = Oy(T" (n)),

dados en la definicion de T (n) y T, (n) se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Sea m, el morfismo cudntico correspondiente a (14 @ m_)A. Entonces la aplicacion
mg : TF(n) ® T, (n) — GLy(n) es un morfismo inyectivo de grupos cudnticos.

Demostracion. Ver [Tk].

2.3.2. Morfismos de Frobenius

Comencemos primer recordando algunos hechos sobre polinomios de Gauss y g-ntimeros.

Sean q € k* y ky[z,y] = k(z,y; zy = qyz) el plano cudntico. Se pretende calcular potencias de x + y.
Como kg[z,y] es un algebra graduada que tiene una base lineal dada por {z™y" : m,n € N}, para

cada n € N se tiene que
n
n . .
l,_’_ n — ) :L,'L n—7,7
(+y)" =) [J y

i=0
donde [?] € k es un polinomio univocamente determinado. Asi, si m,n € N son tales que m < n, se
definen los polinomios de Gauss en g por [;ﬂ Si m > n, el polinomio se define como 0.

Veamos cémo se describen explicitamente usando ¢-nimeros. Para n € N se define el ¢g-nimero

n—lzqn_l

=1 i
(n)q tqg+-+gq -1

Es claro que si ¢ = 1 tenemos que (n), = n para todo n > 1. Siguiendo esta linea, se define el
g-factorial de n como (0),! =1sin=0y

("= D(¢" ' =1)(¢"*=1)---(¢* = 1)(qg—1)
(g—1)" ’

si n > 0. El nimero g-factorial es un polinomio en ¢ con coeficientes enteros y si ¢ = 1 se tiene que
(n)q! = nl. Los ¢g-coeficientes binomiales se definen para todo n > m > 0 como

(), = =i

Proposiciéon 2.18. Sean n,m € Ng con 0 > m > n.

(n)q! = (n)q(n - 1)q(n - 2)q T (Z)q(l)q =

(a) (:T‘L)q es un polinomio en q con coeficientes enteros y (:1)1 =M.
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—1 m(n—1y _ (n—1 n—m (n—1
(C) (T?L)q = (TYTLIfl)q—’—q (nm )q - (nm )q+q (Z,l)q'
Demostracion. (b) y (¢) se siguen de calculos simples, y (a) por induccién usando (c).

O

En lo que sigue, mostramos que los polinomios de Gauss estén dados por los g-coeficientes binomiales.
Proposicién 2.19. Sean x,y variables tales que xy = qyx. Entonces, para todo n > 0 se tiene
n _ i, n—i _ i, n—i
(@ +y)" = ; (l>qy 2"t = ; (i)qlx Yy

En particular, [::l] = (”)qfl.

Demostracion. Ejercicio. Ver [K, Prop. IV.2.2].
O

Para lo que resta del capitulo supondremos que ¢ es una raiz /-ésima primitiva de la unidad
con /> 1 impar. En particular, se tiene que

<€> =0 para todo 1 < m < /. (4)
m
q

Recordemos que si A es una k-algebra, su centro es Z(A) ={a € A: ba =ab,V bec A}.
Lema 2.20. El elemento X/ ; es central en Oy(M(n)) para todo 1 <i,j < n.

Demostracion. (Idea). Para ver que es central, basta ver que Xf:j conmuta con todos los generadores.
Es claro que si j <t o ¢ < s entonces

‘ ¢ ‘ ¢ ¢ ‘ ‘ ‘
XijXie = ¢ Xip Xy ; = Xip X y XijXsj =aq X Xi = X ;X5 5.
Miés atin, como X; ;X = XX, jsii <syj>t, tenemos que Xﬁj también conmuta con X ;. El
caso que merece mas atencién es cuando i < sy j <toi > sy j > t. Para ver la demostraciéon del
mismo referimos directamente a [PW, Lemma 7.2.1].

O

Notar que el lema anterior nos dice que la subalgebra generada por los elementos ij conl<i,j<n
es una subéalgebra central en O,(M(n)). El siguiente lema establece que la misma es una subcoalgebra
y consecuentemente una sub-bidlgebra.

Lema 2.21. [PW, Lemma 7.2.2] Vale que
A(Xf,j) = ZXz'l,k ® Xﬁ,p e(Xz'e,j) = ‘Si,j-
k=1

Demostracion. La segunda igualdad es trivial, pues € es un morfismo de élgebras. Para la primera,
recordemos que A es un morfismo de algebras, por lo tanto

n 4
A(XE) = AX ) = <Z Xip ® Xk,j> para todo 1 < i,j < n. (5)
k=1

Por otro lado, para todo ¢t > 1 tenemos que

<Z Xik ® X’“) (Xip @ Xpj) = ¢*(Xip ® Xy ) <Z Xig ® Xk,j) .

k<t k<t
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Usando la Proposicién 2.19 tenemos que

m

ZXi,k @Xk;| = Z <T:) (Xie ® Xy 5)° (Z Xk ® Xk,j) :
s=0 q?

k<t k<t

En particular, tomando m = ¢ y usando (4) tenemos que

¢

0 ¢
in,k®Xk,j = (ZXi,k(g)Xk,j) + (Xit @ Xy )" <ZXH€®XM> +Xet®Xf

k<t k<t k<t

Luego, el lema se sigue de aplicar esta ultima igualdad a la ecuacion (5).

O

Definiciéon 2.22. Consideremos el algebra de Hopf conmutativa O(M(n)) y denotemos por z; ; a sus
generadores. Se define el morfismo de Frobenius entre O(M(n)) y O,(M(n)) como el morfismo de
algebras dado por

F;: O(M(n)) — O4(M(n)), F(z; ;) = Xﬁj paratodo 1<i,j<mn.

Por el lema anterior se tiene que Fy es un morfismo de bialgebras que resulta injectivo. En particular,
la imagen de todo elemento de tipo grupo es un elemento de tipo grupo. El siguiente lema nos dice
que la imagen del determinante es el determinante cuéntico.

Lema 2.23. Fy(det) = detg.
Demostracion. Por el Teorema, 2.13 sabemos que S define un anti-morfismo de algebras en 0,(M(n))

y que S(X; ;) = det,S(X; ;) para todo 1 <4,j < n. Como &; ; = mo (id ®S)A(X; ;) en O (GL(n)),
por el lema anterior tenemos que

detg = m(ld ®S)A( )E — m(ld ®S Z Z(g i XZ Z j ZXZ -)Z.
Jj=1 j=1

Si n = 2, se obtiene la igualdad que se queria probar. Si n > 2, se sigue por induccién usando que
A(i,§)" es la imagen del subdeterminante en O(M(n)).

O

Usando el morfismo de Frobenius, podemos relacionar los grupos clasicos con los cuanticos.

Corolario 2.24. El morfismo de Frobenius induce los morfismos injectivos de dlgebras de Hopf
O(GL(n)) = O4(GL(n)) Y O(SL(n)) — O4(SL(n)).

Demostracion. Vamos primero el caso para O(GL(n)). Como O,(M(n)) C (’)q(M(n))[T]/(Tdet;1 -
1) = O4(GL(n)), tenemos que la imagen de Fy(det) es un elemento inversible en O,(GL(n)) con
inversa T*. Asi, por la propiedad universal del cociente, tenemos que existe un morfismo de algebras
de Hopf O(GL(n)) = O,(GL(n)) que hace el siguiente diagrama conmutativo

O(M(n)) ——— 0, (M(n)) > Oy (M(n))[T]

21



Grupos cudnticos matriciales VII Jornadas de Algebra

Anéalogamente, como det pertenece al nicleo de la composicién dada por el morfismos de Frobenius
F¢ y el cociente O(M(n)) = O(M(n))/(det —1) = O(SL(n)) tenemos por la propiedad universal del
cociente que existe un morfismo de algebras de Hopf O(SL(n)) — O4(SL(n)) que hace el siguiente
diagrama conmutativo

O(M(n)) ————= 0,(M(n))

Dejamos como ejercicio para el lector mostrar que los morfismos son injectivos.

O

Dicho de otra manera, los morfismos de Frobenius F; inducen los morfismos sobreyectivos de

grupos cudnticos
GL,(n) » GL, (k) y SL,(n) — SL, (k).

De hecho, ambos morfismos de grupos cuénticos tienen niicleo finito. Traducido al lenguaje de dlgebras
de funciones se lee

Teorema 2.25. Sea G = SL,, (k) 0 GL,, (k). Entonces O4(G) es un mddulo libre sobre O(G) de rango
(G Mas ain, como O(G) es central en Oy(G), el cociente O,(G)/O(G)T04(G) = O,(G) es un

dlgebra de Hopf de dimension (9™ C y se tiene la siguiente sucesion exacta

k = O(Q) = 04(G) = 04(G) — k.

Demostracion. Ver [Tk]|, [PW, 7.3.1].
U

Observaciones 2.26. (a) Se puede ver que las algebras O,(G) son isomorfas a las algebras de Hopf
duales a los niicleos de Frobenius-Lusztig u,(g), ver [G1].

(b) Si G4 denota un grupo cuantico, un subgrupo cuantico I'; de G, se corresponde a un cociente
de algebras de Hopf Oy(G) — O4(I"). El problema de determinar los subgrupos cuanticos de un
grupo cuéntico fijo fue considerado por primera vez por Podles |Po| para SU,(2) y SU,(3) donde
—1 < ¢ < 1. La caracterizacion de todos los subgrupos cuanticos finitos de SL,(n) fue dada por
Miiller [Mu], y mas tarde en [AG] se dio la clasificacion de todos los subgrupos cuénticos de G, donde
G es un grupo algebraico afin simple, simplemente conexo complejo. Este tipo de grupo cuantico esta
dado por la deformacién en un pardmetro del dlgebra de coordenadas de G. Luego se han estudiado los
subgrupos cuanticos del grupo cuantico GL4 g(n), es decir, de la deformacion en dos parametros del
algebra de coordenadas de GL,, (k), y se ha probado que, bajo ciertas restricciones en los paradmetros,
los subgrupos cuanticos se describen de forma similar a los correspondientes a deformaciones en un
parametro, ver [G2]. Por otro lado, los subgrupos cuanticos de SO _;(3) fueron clasificados por Banica
y Bichon [BB] y maés recientemente, Bichon y Yuncken [BY] han determinado los subgrupos cuanticos
de SU_4(3).

2.4. Ejercicios

1. Probar la Proposicién 2.2.

2. Probar que O(M(n)) coacttia sobre el k-espacio vectorial V' = A” y la accion se extiende al
algebra tensorial T(V'), el anillo de polinomios en n variables (i.e. algebra simétrica) SV =
k[z1,...,2z,] vy al dlgebra exterior o dlgebra de Grassman AV. Mostrar que 6(z1 A ... Axy,) =
det ®z1 A ... Axp.
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3. Probar que M,(n) actua tanto en S,V como en /\q V', y la coaccién es estable en cada compo-
nente homogénea.

4. Sea V un k-espacio vectorial con base {1 A... Az} y consideremos su g-algebra antisimétrica
A, V- Mostrar que la componente homogénea de grado n esta dada por Ay V = k{z1 A... Az, }
y que la coaccion estd dada por (z1 A ... Axzy,) =dety @ T1 A ATy

5. Probar que det, es un elemento central de tipo grupo en O,(M(n)).
6. Sean n > 2, T = {i1,i2} y {Jj1,Jj2} dos subconjuntos de I,,. Entonces

D(Iv j) = Xil,jl Xi%jz - qulvaXi%jl'

7. Sea I el ideal bilatero de O,(SL(n)) generado por los elementos X; ; con ¢ > j. Probar que I es
un coideal en O,(SL(n)).

8. Mostrar que O4(D(n)) = O(D(n)) =k[X11,...,Xnnl.
9. Probar la Proposicién 2.18.
10. Probar la Proposicién 2.19.

3. Construccion FRT

Las relaciones de conmutatividad que definen O,(M(n)) provienen de un caso particular de una
construccion més general de bidlgebras no-conmutativas (o casi-conmutativas) inducidas por soluciones
de la ecuacion cuantica de Yang-Baxter (QYBE); una tal solucion se denomina una R-matriz. Faddeev,
Reshetikhin y Takhtadzhyan dieron en [FRT] un método para construir bidlgebras casi-conmutativas
a partir de R-matrices. En esta seccion describiremos brevemente el método. Para mayor detalle ver
por ejemplo [FRT], [K, VIIL6E], [Mj, Ch. 4].

3.1. Construccién universal

Comenzaremos por la descripcion de la bidlgebra universal A(c) asociada a un cierto endomorfismo
¢ € End(V @ V), siendo V un espacio vectorial de dimensién finita. En particular, ¢ daré lugar a una
solucién de QYBE.

Sean n € Ny V un k-espacio vectorial de dimensién n con B = {v1,...,v,} una base de V. Para dar
la construccién de A(c), primero se construye como una algebra que es cociente del algebra libre en n?
generadores. Notar que si ¢ es un endomorfismo de V ® V| entonces ¢ queda derminado por su valor
en la base {v; ® v;}1<ij<n de V ®@ V. En particular, existen ¢}/ € k tales que

c(v; ®@v;) = Z cfka ® . (6)

1<k,i<n

Sea {T7 }i<i,j<n un conjunto de indeterminadas sobre k. El algebra asociativa unitaria libre generada
sobre estos elementos es el algebra tensorial F' = T'(W), donde W es el k-espacio vectorial generado
por {T }i<ij<n.

Definicién 3.1. El élgebra A(c) es el cociente del algebra libre F' generada por los elementos
{T? }1<i j<n por el ideal I(c) generado por los elementos C’fjl donde

o= ¥ amri- ¥ mTd g

1<r,s<n 1<r,s<n

Si denotamos T @ T a la matriz de n* coeficientes dada por

T .- 1T
T'T ... T°T
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y C a la matriz dada por

11 12 nl nn
‘i1 61 o 61 o O

: : )
Cll Cl2 . Cnl .. e

nn nn nn nn

las relaciones de A(c) en modo matricial se escriben como
C(TeT)=(TeT)C. (8)

El siguiente lema muestra como dotar a A(c) de una estructua de coalgebra. Mas aiin, esta estructura
es Unica.

Lema 3.2. Existe una tnica estructura de codlgebra en A(c) tal que
AT =) TreT) v  eT))=6; (9)
k=1

Demostracion. Claramente, las formulas en (9) definen morfismos de algebras
A:F—>FQF y e: F—=k

Para probar que resultan coasociativos y counitarios basta probarlo en los generadores y esta es la
misma demostracion que se us6 para O(M(n)). Para terminar la demostracion, hay que ver que I(c)
es un coideal, esto es

A(I(e)) CI(c) @ F+ F®I(c) y e(I(c)) =0,
que dejamos como ejercicio para el lector.
UJ
Observacion 3.3. Sea V un k-espacio vectorial de dimension n y sea B = {v1,...,v,} una base de

V. Con la estructura de bidlgebra de A(c) definida méas arriba, definimos sobre V' una estructura de
A(c)-comodulo a izquierda dy : V — A(c) ® V dada por

oy (v;) = ZTf ® v; para todo 1 < i < n.
j=1

Finalizamos esta subseccién con el enunciado del teorema que hemos probado en parte.

Teorema 3.4. [K, Thm. VIIL.6.1] Sea V un k-espacio vectorial de dimensidn finita y ¢ un endomor-
fismo de V@V. Entonces existe una bidlgebra A(c) junto con una aplicacion lineal 6y : V — A(c)@V
tal que

(1) V es un A(c)-comddulo a través de la aplicacion dy,
(i) ¢ es un morfismo de comddulos con respecto a la estructura dada por oy,

(133) Si A’ es otra bidlgebra que coactia en V a través de 01, y tal que se satisface la condicion (ii),
entonces existe un unico morfismo de bidlgebras [ : A(c) — A’ tal que el siguiente diagrama

conmuta
1% v, Alc)®@V
|
) | f@id
oy v
ARV.

En particular, la bidlgebra A(c) es udnica salvo isomorfismo.

Observacion 3.5. Supongamos que el endomorfismo ¢ € End(V ® V) es una solucién de QYBE, es
decir, se tiene que

(c®id)(id®c)(c®id) = (id ®c)(c ® id) (id ®c) en VeVeV.

La ecuacion anterior también es conocida como ecuacion de trenzas. Asi (V,c) es un espacio
vectorial trenzado. Mas ain, la bidlgebra A(c) es cotrenzada y por lo tanto la categoria de comodulos
sobre A(c) es una categoria trenzada, ver [K, Chap. VIII].
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3.2. Ejemplos: M,(n)

En esta seccién mostramos que la bidlgebra O,(M(n)) se puede obtener como una bidlgebra A(c) para
una trenza ¢ € End(V ® V') en un espacio vectorial de dimension n.

Sean V un k-espacio vectorial de dimension n y B = {vy,...,v,} una base de V. Sea ¢ € k* y
consideremos el endomorfismo lineal ¢c: V@ V — V ® V dado por

1

v c(v; ®v;) = ¢ tv; ® v; para todo 1 < i < n,

v @ v; sit < j,
v;@vi+ (T —@Qui®v;  sii> ]

v (v, Quj) = {

Por ejemplo, para n = 2 tenemos que la matriz de ¢ en la base {v; ® v1,v1 ® v2,v3 ® v1,v2 @ V2} €s

gt 0 0 0
0 0 1 0

C= 0 1 ¢gt—q 0 (10)
0 0 0 g !

Resulta que el endomorfismo ¢ definido més arriba es una solucién de la ecuacion de trenzas.

Teorema 3.6. La bidlgebra A(c) asociada a la R-matriz anterior es isomorfa a Oy(M(n)).

Demostracion. Basta probar que la bidlgebra dada por el método FRT coincide con la definicién
de O,(M(n)). Sean T! = X, ; para todo 1 < i,j < n y denotemos por X la matrix de elementos
(Xij)1<i j<n- Entonces, si escribimos X ® X como en (8), las relaciones de A(c) en modo matricial se
escriben como C(X ® X) = (X ® X)C. Por ejemplo, algunas de las n* relaciones de A(c) se leen

OF = ¢ ' X1 Xig — XiaXik sik>l1,
CFF = X1 X — ¢ " X p Xk sii < j.

j

Analizando las otras relaciones se puede ver que las mismas son equivalentes con las dadas en la
Definicion 2.1.

O

Ejemplo 3.7. Sin = 2, las relaciones de A(c) en modo matricial se leen de la siguiente manera:
X1 Xi2 X1 Xi2 X1 Xio X1 Xao
C ® = ® C
( Xo1 Xo ) ( Xo1 Xo ) ( Xo1 Xoo ) ( Xo1 Xoo )

En forma expandida esto es

q 0 0 0 X7 XX XpXn o X4
0 0 1 0 X1 Xo1 X1 Xoo Xi2Xo1 Xi2Xoo |
0 1 ¢g't—q 0 Xo1 X11 Xo1Xyo Xoo X1 Xo22Xpo
0 0 0 qfl X221 X21X22 X22X21 X222
X121 X11X12 X12X11 X122 q_l 0 0 0
X11Xor X11Xoo X12Xo1 Xi12Xoo 0 0 1 0
Xo1 X1 Xo1 X1 XooXi1 XooXio 0 1 (fl -q 0
X3 XoXoy XppXo1 X3 0 0 0 g !

3.3. Ejercicios
1. Probar que I(c) es un coideal de F, esto es

A(I(c)) CI(c)®@ F+F®I(c) y e(I(c)) =0.

2. Probar la afirmacién de la Observacion 3.3.
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3. Probar que el endomorfismo dado en (6) es un morfismo de comoédulos con la coaccion sobre
V ® V dada por

6V®V(Ui & ’Uj) = Z Tszjl X v Q.
1<k,i<n

4. Probar que el endomorfismo dado en (10) da una solucion de la ecaucion de trenzas.
5. Finalizar la demostracién del Teorema 3.6.

6. Considerar la matriz C' dada por

p 0 0 O
0 a b 0
0 ¢ d O
0 0 0 ¢

Mostrar que C' es solucién de la ecuacién de trenzas para un k-espacio vectorial de dimensién 2
si y s6lo si vale que

adb = adc = ad(a — d) =0,
p?a = pa® + abe, q*a = qa® + abc,
p2d = pd?® + dbe, q*d = qd® + dbe.
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