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grows, so does the shore of our ignorance.
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Resumen

La finalidad de esta tesis es contribuir al esfuerzo que han iniciado otros investigadores
con el objetivo de construir y reforzar el edificio cientifico del Paradigma de Wheeler. Este
paradigma tiene como proposito reescribir algunas areas de las ciencias desde el punto
de vista de la teorfa matemadtica de la informacion. Para cumplir este objetivo, trabajo
en un area interdisciplinaria entre teoria de la informacién, mecdnica estadistica, fisica
semi-clasica, sistemas no lineales, mecanica cudntica y astrofisica.

En particular, me enfoco en el estudio de la entropia de Tsallis aplicada a ecuaciones
no lineales cuanticas y algunos aspectos de gravitacién como fuerzas entrépicas y mecéanica
estadistica de sistemas autogravitantes. Respecto al primer tema, analizo exhaustivamente
un tratamiento perturbativo de primer orden (en ¢ ~ 1) de las ecuaciones diferenciales par-
ciales de g-Schrodinger y g-Klein-Gordon. Muestro que, para pequenos valores de ¢ — 1, la
aproximacion es bastante buena. Esto es de relevancia en fisica porque esos valores de ¢ son
los relevantes en el rango de energias de interés para fisica de altas e intermedias energias.
También exploro desarrollos de las ecuaciones de g-Schrédinger de variables separadas y
de la funciéon g-Gaussiana.

A su vez, desarrollo un conjunto de estados q-Gamow para los cuales la distribucion
de g-Breit-Wigner asociada podria ser encontrada facilmente a energias intermedias, para
las cuales existen aceleradores de particulas. En tales experimentos nunca se detecta una
Gaussiana pura, sino una g-Gaussiana.

Sobre el segundo tema, estudio la fenomenologia de curvas en el espacio de fases en
el marco de la teoria de Tsallis. Desarrollo una g-entropia de camino para la cual uno
puede calcular un mecanismo de fuerza entrépica capaz de imitar algunos aspectos de
cromodinamica cuantica en una manera clasica. Trabajo tanto con la fuerza entrdpica
unidimensional como con su generalizacién a n dimensiones. Esto une diferentes pero im-
portantes conceptos en fisica: fuerza entrépica, entropia a lo largo de una curva, estadistica
de Tsallis y gravedad emergente. Es interesante que, a pesar que la dimensionalidad es
muy importante en gravitacién, con lo que respecta a curvas en el espacio de fases, cua-
litativamente sus propiedades son intrinsecas a la curva, no importa en que espacio esta
sumergida.

Presento un tratamiento novedoso de las divergencias de la funcién de particién de la
gravedad Newtoniana via regularizaciéon dimensional en ambos escenarios: Tsallis (ya que
los sistemas autogravitantes son altamente no extensivos) y el usual de Boltzmann-Gibbs.
Muestro que existe una cota en la temperatura y que el calor especifico negativo emerge

naturalmente en ambos escenarios.
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XVIII Resumen

Para ilustrar el alcance de esta técnica desarrollo un modelo de una galaxia de disco
con un agujero negro supermasivo en el centro. Se obtienen resultados interesantes y
coherentes: i-una cota maxima para la temperatura, ii-el calor especifico es negativo, iii-el
limite del calor especifico cuando la masa del agujero negro tiende a cero es la de un gas
autogravitante ideal, iv-la tercera ley de la termodindmica es violada, y v-la catédstrofe
gravotérmica es evitada si el niimero de constituyentes del halo que rodea a la galaxia es
menor o igual que el nimero de estrellas en ésta.

Finalmente, propongo una nueva entropia de Tsallis libre de polos, obtenida a partir de
desarrollos alrededor de ¢ = 1. Ademads, muestro que nuestro tratamiento en compatible

con datos existentes de la capa de ozono.

Palabras clave: No extensividad, mecdnica estadistica, gravitacion, sistemas cudnticos,

teoria de la informacion, sistemas no lineales, sistemas complejos



Parte 1

Fundamentos Teoricos






Capitulo 1

Introduccion

“Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics, died in
1906, by his own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the work, died similarly in 1933.
Now it is our turn to study statistical mechanics.

Perhaps it will be wise to approach the subject cautiously.”

David L. Goodstein, States of Matter, 1975

Comienzo este capitulo poniendo al lector en contexto mediante una breve introduccién
histérica de la mecénica estadistica. Aprovecharé esto para definir algunos conceptos claves
de esta rama de la fisica. Luego, describo las motivaciones para estudiar la mecanica
estadistica no extensiva y sus consecuencias en diversos sistemas fisicos como ecuaciones

cuanticas no lineales y gravitacién. Finalmente, hablo sobre la estructura de esta tesis.

1.1. Poniendo en contexto: un poco de historia

Uno podria definir la mecénica estadistica como la ciencia de describir propiedades
macroscopicas de un sistema compuesto por muchos constituyentes estudiando el compor-
tamiento e interacciones entre ellos [8]. Esto significa que la mecénica estadistica es un
nexo entre los mundos microscépicos y macroscdpicos, entre mecanica cuantica y termo-
dindamica, por ejemplo. La conexién no solo es conceptual sino también temporal, ya que se
puede reconocer a la mecanica estadistica como la primer teoria que aceptd completamente
el hecho de que la materia estd compuesta por particulas microscépicas, permitiendo el
nacimiento de la mecdnica cudntica méas tarde. De hecho, se cree que una de las causas
del suicidio de Boltzmann es el bajo reconocimiento académico a sus ideas.

El antecedente histérico de la mecanica estadistica es, por supuesto, la termodinamica.
El trabajo de Carnot es usualmente citado como el comienzo de la termodindmica como
una ciencia formal. En él, se pueden encontrar algunas ideas relacionadas a lo que ahora
llamamos segunda ley de la termodindmica [9]. Una presentacién mas sistemadtica de la ter-

modindmica fue realizada por Clausius, quien presenta la segunda ley de la termodindmica
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4 Capitulo 1. Introduccién

en una manera completa y formal e introduce el concepto clave de la presente tesis: en-
tropia [10]. Pero la termodindmica no se preocupa por la estructura de los sistemas que
estudia y sus conceptos centrales, energia interna y entropia, quedan conceptualmente no

claros.

El esclarecimiento del significado de esos conceptos tuvieron que esperar hasta la apa-
ricién de la mecénica estadistica. A partir de hipétesis muy simples, Maxwell introduce la
idea de distribucién estadistica de velocidades y obtiene para ella una distribucién Gaus-
siana [11]. La idea que propiedades macroscépicas de un sistema pueden ser explicadas
por sus constituyentes microscépicos y las leyes dindmicas que los gobiernan era comple-
tamente hipotética en ese momento. Atraido por esas ideas, Boltzmann deduce la segunda

ley de la termodindmica desde el enfoque estadistico de Maxwell [12].

Desde entonces, Boltzmann profundiza en sus ideas estadisticas, intentando un enfoque
completamente probabilistico. Este nuevo enfoque consiste en definir, por un lado, un
microestado como cada posible forma de distribuir la energia total de un sistema entre
sus constituyentes, un microestado esta definido (clasicamente) especificando la posicién
¢; y momento p; de cada particula: {g;,p;,i = 1,...,3N} donde N es el numero de
particulas. O, més generalmente, describiendo cada grado de libertad de su constituyentes.

Los microestados son descritos por un gran nimero de variables.

Por otro lado, un macroestado es el estado termodindmico de un sistema, descrito por
su temperatura, presion, numero de particulas, etc., es decir, por un nimero relativamente
bajo de variables. Cada macroestado tiene varios microestados correspondientes, ya que
el sistema puede estar en diferentes configuraciones que conduzcan a la misma descripcién

macroscopica.

El espacio euclideo ¢; X . .. x p; es llamado espacio de fases, por lo que un microestado
estd representado por un punto en este espacio. El hamiltoniano H = H(q;, p;) describe

una hipersuperficie en el espacio de fases.

Estos esfuerzos conducen a Boltzmann a su famosa férmula S = kgInW, donde S
es la entropia, W el nimero de configuraciones posibles y kp la ahora llamada constante
de Boltzmann. A priori no sabemos en que microestado estéd el sistema asi que le aso-
ciamos una probabilidad a cada uno. La expresién de la entropia de Boltzmann surge de
la hipétesis que cada microestado es igualmente probable. Esta es una definicion comple-
tamente probabilistica de entropia y la segunda ley de la termodindmica es cierta en un
sentido estadistico: todo sistema evoluciona al estado de equilibrio porque es el estado més
probable, esto es, que méas microestados correspondientes tiene. Se puede ver ya en que
direccién esta ciencia evoluciona.

Un avance significativo en esta direccién fue hecho por Gibbs, quien enfatizé el uso de
colectivos “generalizados” y desarrollé esquemas que, en principio, nos permite calcular
un conjunto completo de cantidades termodinamicas de un dado sistema a partir pura-

mente de las propiedades de sus constituyentes microscépicos [13]. Consideremos que cada
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microestado tiene asociada una distribucién de probabilidad p(q, ..., p;,...). El enfoque
de colectivo de Gibbs nos permite definir una expresiéon més general de entropia, que en

un marco clésico es:

S:—kB/plnpdpi...dqi... (1.1)

Recientemente, la mecanica estadistica ha experimentado una gran expansién a otras
areas de la fisica y més alla: economia, biofisica, sistemas sociales, neurociencias, etc. De
hecho, las leyes de la mecanica estadistica y sus herramientas son a menudo independien-
tes de la naturaleza del sistema y sus constituyentes. Podemos considerar, por ejemplo,
un gas, liquido o sélido como un conjunto de moléculas cada uno con sus interacciones,
un laser como un conjunto de fotones, pero también una galaxia como un conjunto de
estrellas interactuando a través de gravitacién, una red neuronal como un conjunto de
neuronas intercambiando pulsos eléctricos, la economia como un conjunto de agentes que
intercambian dinero o el trafico como vehiculos con sus interacciones.

Pero no esta claro si la entropia de Gibbs (1.1) es la mejor medida para cuantificar estos
sistemas, generalmente llamados sistemas complejos, debido a que no cumplen todas
las hipétesis de la mecéanica estadistica tradicional. Por ello, diversas medidas entrépicas
(algunas vienen de la Teoria de la Informacién) han sido propuestas como mostraré en el

siguiente capitulo.

1.2. Motivaciones

Esta tesis estd enfocada en el objetivo de continuar con el esfuerzo que otros han
iniciado a fin de construir y reforzar el edificio cientifico del Paradigma de Wheeler. Es-
te paradigma tiene como propdsito reescribir algunas areas de la ciencia desde el punto
de vista de la Teoria de la Informacion. Para alcanzar ese objetivo, trabajo en un area
interdisciplinaria entre teoria de la informacién, mecéanica estadistica, fisica semicldsica,
sistemas no lineales, mecanica cudntica y astrofisica. ;Porqué tales temas? Por un lado
la fisica semicldsica es un drea de gran actividad porque es apropiada para estudiar sis-
temas mesoscépicos. Por otro lado, a pesar de que la mecanica cudntica es considerada
por gran parte de la comunidad cientifica como una teoria fundamental de la fisica, otra
parte afirma que deberfa existir una teoria mas fundamental. Esto podria ser posible si
encontramos algunos aspectos de la fisica semiclasica que no tienen un limite cuantico. El
estudio de medidas alternativas de informacién tiene aplicaciones tecnolégicas pero tam-
bién involucra aspectos basicos de la ciencia que exploro en esta tesis. La investigacién en
sistemas no lineales, que tiene aplicaciones en distintas ramas de las ciencias como fisica,
biologia, quimica, meteorologia, etc., estdn conectadas al estudio de medidas alternativas
de informacion. En particular, me enfoco en la entropia de Tsallis aplicada a ecuaciones
cuanticas no lineales y a gravitacién.

Luego de méas de 140 anos de impresionante éxito no hay duda que la entropia de
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Boltzmann-Gibbs (BG) es la apropiada para ser usada en una amplia e importante clase de
sistemas fisicos, basicamente aquellos que son ergédicos y estdn en equilibrio. Sin embargo,
existen muchos sistemas fisicos complejos que no cumplen esas hipétesis, tipicos ejemplos
son aquellos en los que la dindmica es cadtica, tienen sensibilidad a condiciones iniciales,
memoria o sus interacciones son de largo alcance.

A fin de describir tales sistemas, una forma de mecdnica estadistica generalizada ha
sido propuesta usando entropia no aditiva. En las dltimas décadas, el nuevo formalismo
ha tenido una amplia variedad de aplicaciones exitosas en fisica y otras ciencias. Haré
especial énfasis en la aplicacion de la entropia de Tsallis en ecuaciones cuanticas no lineales
y algunos aspectos de gravitacién como fuerzas entrépicas y la mecdnica estadistica de
sistemas autogravitantes. Estos tltimos sistemas tienen como principal caracteristica la
interaccién gravitatoria (de largo alcance) entre sus componentes. Esto lleva a interesantes
efectos todavia no entendidos completamente como calor especifico negativo y la catastrofe
gravotérmica.

Mencioné que hay sistemas que no cumplen las hipétesis de la mecanica estadistica o
termodinamica y, por lo tanto, sus métodos y conceptos tienen que ser modificados a fin de
ser utiles para explicar fenémenos complejos. El conocimiento de los limites de validez de
una teoria es muy importante. Algunos libros y autores, especialistas en el campo, hacen

mencién de esto. Por ejemplo, Brian Cowan dice en su libro ( Topics in Statistical Physics,

[8]):

“Como he argumentado, la termodindmica trata con el comportamiento de sistemas
“grandes” y generalmente, para ellos, los efectos de tamano finito no son de interés. Por
lo tanto, a menos que uno esté preocupado especificamente con fendmenos de superficie,
es sensato concentrarse en sistemas que son lo suficientemente grandes para que la con-
tribucion de la superficie a la energia sea despreciable comparada con la contribucion del
volumen. FEsto es posible porque la interaccion de los dtomos es suficientemente corta.
En general, se consideran propiedades en el limite N — oo, V. — oo mientras N/V es
constante. Este es el llamado limite termodindmico. Deberia ser manifiesto que la verda-
dera extensividad de una cantidad como energia surge sélo en el limite termodindmico.
[La gravedad es una fuerza de largo alcance. Es evidente que la energia gravitatoria no es
verdaderamente extensiva ... Esta no extensividad crea serias dificultades cuando se trata
la termodindamica estadistica de sistemas gravitatorios. Una generalizacion de la definicion

de entropia para acomodarse a sistemas no extensivos fue propuesta por Tsallis en 1989.]”

También algunos fisicos muy famosos han hablado sobre esto, como Enrico Fermi en
Thermodynamics, (1938) [14]

“La entropia de un sistema compuesto de varias partes es, a menudo, igual a la suma de

las entropias de las partes. Esto es cierto si la energia del sistema es la suma de las energias
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de todas las partes y si el trabajo hecho por el sistema durante una transformacion es igual a
la suma de las cantidades de trabajo hecha por todas las partes. Notar que esas condiciones
no son tan obvias y, en algunos casos, pueden no ser cumplidas. Entonces, por ejemplo,
en el caso de un sistema compuesto por dos sustancia homogéneas, serd posible expresar
la energia como la suma de las energias de dos sustancias solo si podemos despreciar la
energia de superficie de ambas sustancias donde estdn en contacto. La energia de superficie
puede generalmente ser despreciada si las sustancias no estdn finamente subdivididas; en

otro caso, pueden jugar un rol considerable.”
Y Gibbs en su Elementary Principles on “Statistical Mechanics” [13]:

“Al tratar la distribucion candnica, siempre supondremos que la integral mailtiple (la
funcidn de particion) tiene un valor finito... Excluyendo, por ejemplo, casos en los cuales
el sistema o partes de €l pueden ser distribuidos en espacio ilimitados... También excluye
muchos casos en los que la energia puede decrecer sin limites, como cuando el sistema

contiene materia que se alrae entre si inversamente al cuadrado de su distancia.”

Como podemos ver, una de las limitaciones de la mecaninca estadistica estdndar es
que no es capaz de tratar con sistemas gravitatorios, o en general, con interacciones de
largo alcance, porque el sistema, por definicién, es no extensivo. Luego, si uno quiere
estudiar agujeros negros, galaxias, estrellas, clusters, etc., la mecanica estadistica usual no
puede explicar sus propiedades. Otros sistemas son no ergédicos (recuerde que la hipdtesis
ergddica es una pieza fundamental de la mecénica estadistica) o estdn fuera del equilibrio.

Por esto, el objetivo de mi tesis es contribuir al entendimiento de la no extensividad
en mecanica estadistica, fisica cudntica, y su relaciéon con otras areas de las ciencias como

astrofisica y sistemas complejos.

1.3. Como esta organizada esta tesis

Organicé la presente tesis en tres partes. En la primera, compuesta por el presente
capitulo y el siguiente, presento los antecedentes del trabajo. Aqui defino los conceptos
que voy a utilizar en las otras partes. Primero hago un breve repaso de conceptos y
metodologias de mecédnica estadistica y teoria de la informacién, como maximizacién de
entropia bajo restricciones, colectivos, funcion de particién, espacio de fases, etc. Luego
hablo sobre los conceptos de fuerza entrépica y entropia de camino. Una parte importante
del capitulo 2 es sobre mecdanica estadistica no extensiva, sus conceptos y mecanismos.
Finalmente defino sistemas autogravitantes y explico porqué es interesante su estudio.

La segunda parte estd compuesta por mis contribuciones originales, que estan en los
capitulos 3 a 11. En el capitulo 3, presento un tratamiento perturbativo de ecuaciones
cuanticas no lineales, particularmente de las ecuaciones NRT de Schrédinger y Klein-

Gordon. También exploro desarrollos de la ecuacién de g-Schrodinger de variables separa-
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das y de la funcion g-gaussian. En el capitulo 4 desarrollo un conjunto de estados g-Gamow
que son solucién a esta ecuacion no lineal de Schrodinger y para la cual la distribucion de
g-Breit-Wigner asociada puede ser facilmente medida para energias intermedias en acelera-
dores de particulas disponibles actualmente. En los capitulos 5 y 6 estudio la fenomenologia
de curvas en el espacio de fases en el marco de la teoria de Tsallis. Desarrollo una entropia
de camino con la cual se puede calcular un mecanismo de fuerza entrépica capaz de imitar
algunos aspectos de cromodindmica cudntica de una manera clésica. El capitulo 5 trabaja
con la fuerza entropica unidimensional y su generalizacion al escenario n-dimensional es
el tema del capitulo 6. Presento un tratamiento novedoso de las divergencias de la funcién
de particién de la gravitacién newtoniana via regularizacién dimensional en los capitulos
7y 8. En el primero me concentro en el marco de la teoria de Tsallis, ya que los sistemas
autogravitantes son fuertemente no extensivos. En el capitulo 8 exploro la solucién para
la mecdnica estadistica usual y los comparo. A modo de ilustrar la utilidad de esta técnica
desarrollo un modelo simple de galaxia plana en el capitulo 9. En el capitulo 10, propongo
una nueva entropia de Tsallis libre de polos, obtenida a partir de una aproximacién de
primer orden para ¢ cercano a uno. Ademds muestro que este tratamiento es compatible
con datos existentes de la capa de ozono. Las conclusiones y perspectivas son presentadas
en el capitulo 11.

Finalmente, una serie de apéndices se presentan al final de esta tesis. Tienen algunos
desarrollos complementarios al texto principal de modo que no estorben a la lectura de
éste. Por ejemplo, en el apéndice A defino algunas funciones esenciales omnipresentes en
toda la tesis y sus propiedades. Los apéndices B y C tienen algunas expresiones explicitas
pero complicadas que aparecen en los capitulos 3 y 6, respectivamente. El apéndice D

muestra un ejemplo sencillo en detalle de un proceso de regularizacion dimensional.



Capitulo 2
Conceptos Basicos

“My greatest concern was what to call it. I thought of calling it information, but the word
was overly used, so I decided to call it uncertainty. When I discussed it with John von
Neumann, he had a better idea. Von Neumann told me, You should call it entropy, for

two reasons. In the first place your uncertainty function has been used in statistical
mechanics under that name, so it already has a name. In the second place, and more
important, nobody knows what entropy really is, so in a debate you will always have the

advantage”

Claude Elwood Shannon, 1961.

En este capitulo resumo los conceptos basicos que uso durante la tesis. Primero hago
un breve repaso de la Mecanica Estadistica tradicional, enfocindome en aquellos concep-
tos que usaré explicitamente durante la tesis. En la seccién 2.2, explico la entropia desde
el punto de vista de la Teoria de la Informacién y presento la idea de entropias diferentes
a la de Boltzmann-Gibbs. Luego presento los conceptos de fuerza entrépica y entropia de
camino y doy un ejemplo de aplicacién al oscilador armoénico. La mecanica estadistica no
extensiva es el tema de la seccién 2.4. Ahi presento la entropia de Tsallis, sus propiedades,
diferencias entre extensividad y aditividad, las funciones fundamentales de la teoria: g-
exponencial, g-logaritmo y g-gaussiana y el colectivo canénico no extensivo. Luego hablo
sobre sistemas no extensivos, sus divergencias en la teoria de Tsallis y como resolverlas a
través de la regularizaciéon dimensional. Con ese objetivo, en la seccién 2.5, describo bre-
vemente esta técnica. En la secciéon 2.6, presento los sistemas autogravitantes, sus curiosas
propiedades como calor especifico negativo y la catastrofe gravotérmica. Finalmente hablo
sobre no extensividad en ecuaciones cuanticas: las ecuaciones g-generalizadas no lineales

de Schrodinger y Klein-Gordon NRT y los estados g-Gamow relacionados a ellas.

9



10 Capitulo 2. Conceptos Baésicos

2.1. Mecanica Estadistica de Boltzmann-Gibbs

Comenzaré reviendo algunos conceptos de la mecanica estadistica tradicional y co-
mo funcionan. Durante todo el texto me refiero usualmente a la mecanica estadistica de
Boltzmann-Gibbs (de ahora en adelante BGStatMech) como “estandar”, “tradicional” o
“usual”.

En el capitulo anterior mencioné que a partir del funcional entrépico de Gibbs (1.1),
es posible deducir la entropia de Boltzmann. Sea p una funciéon densidad de probabilidad

(PDF), entonces debe cumplir con la normalizacién:

/p(p, q) dpdq=1 (2.1)

Donde dp y dq en realidad refieren a dpy ...dp; ...y dqy ...dg; ..., respectivamente. Uso
esta notacion durante todo el texto. Tomando en cuenta esta restriccién y considerando
el caso particular de que todos los microestados son equiprobables uno puede obtener de

manera directa:

S =kglnW (2.2)

O sea, recobramos la entropia de Boltzmann. Esta formulacién en la cual cada micro-
estado es igualmente probable es llamada colectivo microcanénico, y termodinamica-
mente representa un sistema aislado. Podemos considerar un sistema en contacto con un
reservorio térmico infinito o bano a temperatura 1, caso en el cual tenemos una restricciéon

extra:

/pE dp dq=<U > (2.3)

Este es el colectivo canénico y la maximizaciéon de S bajo estas dos restricciones

lleva al famoso factor de BG:
F="7

Donde 5 = 1/kpT es la temperatura inversa y Z es llamada funcién de particién:

(2.4)

Z = /eﬂH dp dq (2.5)

Reemplazando las ecuaciones (2.5), (2.3) y (2.4) en la ecuacién (1.1) se puede verificar
que

S=InZ+8<U> (2.6)

Por supuesto podemos también pensar en otros colectivos con sus respectivas restric-

ciones.
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Las ultimas expresiones son el corazon de la BGStatMech, y son amplia y exitosamente
utilizadas en fisica y otras ciencias. Desde su establecimiento son piezas fundamentales de
la fisica contemporanea pero deben tener un dominio de validez, fuera del cual necesitan
ser modificadas (generalizadas), en particular en la mayoria de los llamados sistemas
complejos.

A pesar que todos los colectivos son equivalentes en el limite termodindmico (i.e.
N — 00, V. — o0, con N/V — constante), presentan algunas diferencias, especialmente
cuando son usados en un marco microscopico. Esto es posible debido a que la base tedrica
de la BGStatMech puede ser reformulada en términos de teoria de la informacion,
donde no hay necesidad de banos térmicos o sistemas macroscopicos. Voy a hablar més
sobre esto en la seccion 2.2. Un ejemplo relevante de las diferencias entre los colectivos es la
capacidad calorifica en los colectivos microcandénico y canénico. Un resultado importante

de la formulacién candnica es que la capacidad calorifica puede ser expresada como:

1 1
- kpT? - kpT?

Esto es, la capacidad calorifica es la varianza de la energia media. A partir de esta

C < (AU)? > <(U-<U>)?> (2.7)

ecuacién parece ser claro que la capacidad calorifica es siempre positiva. En cambio, el
colectivo microcanénico no impone ninguna restriccién a su signo.

El teorema de equiparticion, primero formulado por Boltzmann en 1871, es uno de
los pilares de la fisica clasica. Establece que la energia es compartida equitativamente entre
todos los grados de libertad accesibles de un sistema. No es un resultado particularmente
sorprendente, puede ser pensado como otra forma de decir que el sistema trata de maxi-
mizar su entropia (i.e. que tan “dispersa”’ estd la energia en el sistema) distribuyendo la
energia en todos los modos de movimiento accesibles. Especificamente, el teorema muestra
que en equilibrio térmico cualquier grado de libertad (como una componente de la posi-
cién o velocidad de una particula) que aparece cuadriticamente en la energia contribuye

igualmente al promedio de la energia total. Si H = K +V,

<U>
<K >=<V >= 5 (2.8)
O, especificamente, si H = K +V = Ap? 4+ B¢?, donde A y B son constantes de
proporcionalidad:
<U>
A<p?>=B< ¢ >= 5 (2.9)

2.2. Teoria de la informacién

La Teoria de la Informacién (IT) estudia la cuantificacién, almacenamiento y comu-

nicacién de informacién. Fue propuesta originalmente por Claude Shannon en 1948 para
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encontrar limites fundamentales en el procesamiento de senales y operaciones de comuni-
cacién, como compresion de datos, en una publicaciéon titulada “Una teoria matemética de
la comunicacién”[15]. Una medida clave en IT es entropia. En este contexto, la entropia
cuantifica la cantidad de incertidumbre asociada al valor de una variable aleatoria o el
resultado de un proceso aleatorio.

La expresién que define la entropia en BGStatMech en un marco discreto es de la

forma:

S=-kgy pilnp (2.10)

Donde p; es la probabilida del microestado ¢ tomado de un colectivo de equilibrio. La

expresion que define a la entropia en IT establecida por Shannon en 1948 es:

o= Z pilogppi (2.11)
i

Donde b es la base del logaritmo usado. Valores comunes de b son 2, el niimero de Euler
e, y 10, y las unidades de la entropia son el bit para b = 2, nat para b = e, y hartley para
b = 10.

Matematicamente o puede también ser visto como una informacién promedio, tomada
sobre el espacio de eventos, porque cuando cierto evento ocurre con probabilidad p;, se
obtiene la cantidad de informacién —log(p;).

Se puede hacer una conexion directa entre estas dos cantidades. Si las probabilidades
en cuestién son las probabilidades termodindmicas, p;, la entropia adimensional de Gibbs,
s = S/kp, puede entonces ser vista simplemente como la cantidad de informacién de
Shannon necesaria para definir el estado microscépico del sistema, dada su descripcion
macroscopica. Para ser mas concreto, en el caso discreto usando el logaritmo de base dos,
la entropia adimensional de Gibbs es igual al niimero minimo de preguntas con respuestas
si-no necesarias para especificar completamente el microestado, dado el macroestado.

Atn mas, la descripcion para encontrar las distribuciones de equilibrio de la BGS-
tatMech, como la distribucién de Boltzmann, mediante la maximizacién de la entropia
de Gibbs sujeta a las restricciones apropiadas, puede ser considerada como algo que no
pertenece solo a la termoestadistica, sino que es un principio general de relevancia en in-
ferencia estadistica si se desea encontrar la distribucién de probabilidades, sujeta a ciertas
restricciones de los promedios: el principio de Maxima Entropia de Jaynes (MaxEnt) [16].

A pesar de lo anterior, existe una diferencia entre estas dos cantidades. La entropia de
la IT o puede ser calculada para cualquier distribucién de probabilidades (si el evento i
tiene probabilidad p; de ocurrencia), mientras que la entropia termodindmica S se refiere
a las probabilidades termodindmicas p; especificamente. La diferencia es mas tedrica que
real, sin embargo, porque cualquier distribucién de probabilidad puede ser aproximada de

forma arbitrariamente cercana por un sistema termodindmico.
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Estamos viviendo un tiempo donde un cambio de paradigma esta en proceso, los con-
ceptos de informacién y entropia estan ganando maés y mas atencién. Nos estamos dando
cuenta que la informacion es de naturaleza fisica y estamos expresando nuestras teorias en
términos de ella. Véase, por ejemplo, el rol protagénico que la informacion esta jugando en
la teoria de agujeros negros, cosmologia, computacion cudntica y otros. Reescribir algunas
areas de la fisica desde la teoria de la informacién es llamado el paradigma de Wheeler,
propuesto por John Archibald Wheeler en 1989, donde resume esta idea en el concepto
que él llamé “It from bit” [17].

2.2.1. Mas alla de la entropia de Boltzmann-Gibbs

El concepto de entropia emerge en un amplio dominio, ya que puede ser definida
para cualquier sistema, fisico o no, el cual admite un conjunto de probabilidades para sus
posibles configuraciones. En este sentido, luego de la entropia de Shannon, varias medidas
entrépicas fueron definidas en el contexto de la teoria de la informacion. En la tabla 2.1
resumo algunas de ellas como ejemplos. Sélo profundizaré en la de Tsallis en las siguientes

secciones porque es el tema de esta tesis.

Tabla 2.1: Algunas medidas entrépicas

Shannon — > pilnpdx
Rényi ﬁ In(}_; )
Tsallis 1%(1(2Z pl —1)

Unificada ﬁ (>ipi) =1

Kaniadakis 5 >, (p; " — p; )

2K i

El punto es que, en fisica, desde hace mas de un siglo, sélo un funcional entrépico es
considerado “fisico” en el sentido termodindmico, me refiero a la de BG. En otras areas,
como cibernética, teoria de control, sistemas dinamicos no lineales, teoria de la informacién,
muchos otros funcionales entrépicos han sido estudiados y usados de igual manera. En la
comunidad de fisicos, sélo la forma de BG es indudablemente admitida como la entropia
con significado fisico debido a sus profundas conexiones con termodinamica.

La entropia fisica, un concepto crucial, no debe ser pensada como un funcional uni-
versal dado para todo, mas bien como un concepto delicado y poderoso que debe ser

cuidadosamente construido para una clase de sistemas. En otras palabras, adopto el punto
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de vista de pensar que existen clases universales de sistemas. Estos sistemas comparten la
misma conexién funcional entre la entropia y el conjunto de probabilidades de sus estados

microscépicos.

2.3. Fuerza entrépica y entropia de camino

2.3.1. Fuerza entrdépica

La fuerza entrépica es un fenémeno emergente resultante de la tendencia de un sis-
tema termodindmico (con muchos grados de libertad) de maximizar su entropia, més que
de una fuerza microscépica subyacente particular. El sistema, o el conjunto de variables
macroscopicas que lo describen, tienden a evolucionar desde un estado a otro estadisti-
camente mas probable. La evolucién del sistema parece ser producida por una fuerza.
Un ejemplo es la contraccién de un polimero en un bano térmico. El movimiento de una
particula pequena (como el polen) producido por impulsos aleatorios de las moléculas que
la rodean es otro buen ejemplo de un proceso estocastico en el cual se espera que tales
fuerzas emerjan.

Por ejemplo, la energia interna de un gas ideal depende sélo de su temperatura, y no
del volumen de la caja que lo contiene, por lo que no es un efecto de la energia el que
tiende a incrementar el volumen de la caja como lo hace la presién del gas. Esto implica
que la presion de un gas ideal tiene un origen entrépico. ;Cual es el origen de la fuerza
entrépica? La respuesta mas general es que el efecto de las fluctuaciones térmicas tiende
a llevar al sistema termodinamico a un estado macroscopico que se corresponda con el
maximo numero de estados microscopicos que sean compatibles con este macroestado.

La ecuacién de la fuerza estd expresada en términos de diferencias de entropia, y es
independiente de los detalles de la dindmica microscépica. En el colectivo canénico, a una

temperatura fija T, la fuerza entrépica Fe asociada al macroestado estd dada por [18]

F(d) = TVS(@)lgo (2.12)

Donde ¢ es la posicién. En particular, no hay un campo fundamental asociado a la
fuerza entropica. Esta ocurre tipicamente en sistemas macroscopicos como coloides o en
biofisica. Grandes moléculas de coloides suspendidas en un ambiente térmico de pequenas
particulas, por ejemplo, experimentan fuerzas entropicas debido a efectos de exclusion de
volumen. Las fuerzas entropicas emergen en sistemas coloidales debido a la presién osméti-
ca que viene de la multitud de particulas. Osmosis, el proceso por el cual las moléculas
de un solvente tienden a pasar a través de una membrana semipermeable de una solu-
cién de menor a una de mayor concentracion, es otro fenémeno producido por una fuerza
entrépica.

La discusién sobre los ejemplos anteriores es para ilustrar que los cambios en la cantidad

de informacién, medidos por la entropia, pueden producir una fuerza. Esta es la idea
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central. El concepto de fuerza entrépica se ha hecho importante también en fisica de
la gravitacién y cosmologia. Recientemente Verlinde ha aplicado el concepto de fuerza
entropica para dar nuevas interpretaciones de la segunda ley de Newton y la gravedad
[19]. La aceleracién césmica observada parece estar cuantitativamente en acuerdo con
una fuerza entrépica ejercida por el horizonte del Universo. El horizonte es la distancia
maxima desde la cual las particulas pueden haber viajado hasta el observador en la edad
del Universo.

La universalidad de la gravedad sugiere que su emergencia deberia ser entendida a
partir de principios generales que sean independientes de los detalles especificos de una
teoria microscopica subyacente. Los cambios en la entropia cuando la materia es desplazada
conducen a una fuerza entrépica, que toma la forma de gravedad. Su origen radica, por
lo tanto, en la tendencia a maximizar la entropia. La suposicién mds importante es que
la informacién asociada con una parte del espacio obedece el principio hologréfico. La
evidencia més fuerte para el principio holografico viene de la fisica de agujeros negros y de
la correspondencia AdS/CFT. Esos desarrollos tedricos indican que al menos parte de los
grados de libertad microscépicos pueden ser representados holograficamente en el borde

del espacio tiempo o horizonte.

2.3.2. Entropia de camino

Recordemos que un microestado esta representado por un punto en el espacio de fa-
ses y, por lo tanto, cuando el sistema evoluciona en el tiempo, define un camino en él.
Entropias de camino (o sea, una curva sobre el espacio de fase) han sido discutidas
recientemente en las referencias [18, 20], por ejemplo. Aqui trataremos con una nocién
relacionada pero no idéntica. Trataremos con una particula moviéndose en el espacio de
fases, prestando atencién a su entropia evaluada cuando se mueve a lo largo de un camino,
I, que comienza en el origen y termina en algin punto arbitrario (po(qo), o). El camino
I' estd parametrizado por la variable q.

En concordancia, el propdsito de esta seccién es definir las variables termodindmicas de
la seccion 2.1 en esas curvas del espacio de fases I'. Veremos que esto es util. Remarquemos
que los célculos aqui presentados son de cardcter microscopico, ya que no involucramos
macroestados en ellos. Supongamos que el sistema estd en contacto con un reservorio a una
temperatura inversa fija 8. Entonces, generalizando los integrandos (que son diferenciales

exactos) (2.3) y (2.5) a curvas I', definimos:

<U>(BT) = Z(;F) /F H(p, g)e P9 dp dgq (2.13)

Z(B8,T) = /F e PHP9) qp dq (2.14)
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Usando la expresién (2.6) se puede definir la entropia de camino sobre I" via Z(3,T) y
<U > (p,T') como

S(3,T) =W Z(3,T)+ B <U > (B,T) (2.15)

2.3.3. Un ejemplo: fuerza entrdopica de un oscilador armoénico

Aqui voy a mostrar los principales resultados de la publicacién [21] para mostrar como
la fuerza entrdpica puede conducir a resultados interesantes, incluso para hamiltonianos
simples como el del oscilador arménico (HO). Advierto al lector que aqui presento algunas
ecuaciones corregidas de aquellas del trabajo original. Consideremos un hamiltoniano HO
tipico en contacto térmico con un bano térmico a la temperatura inversa 3, que permanece

constante:

H(p,q) =p° +¢* (2.16)
Donde p y ¢ tienen las mismas dimensiones (unidades naturales, las de H; ya que
deseamos evitar tratar con un tensor g;;). La funcién de particiéon correspondiente esté

dada por la ecuacién (2.5):

Z(/B)Z/ efﬁH(p,q)dpdq

_ [T v T
=T e dU = —
I ;

Donde empleamos el hecho de que la energia total microscopica es (no confundir con
<U>):

(2.17)

U=p*+¢° (2.18)
Y usamos el cambio de variables p = /U — ¢2. Evaluando la integral resultante,

primero en la variable ¢ y luego en U, tenemos para la energia media:

1 [ee]
<U> (@)= / H(p,q)e PP dp dg

Z
f ) > _ . (2.19)
=—— | UePVdU = =— =kgT
Z(p) /0 822(B) 8"
Y la entropia (via ecuacién (2.6)) es:
S(8) = In~ + 1 (2.20)
=in—+ — .
g B
Luego podemos definir para el camino I'
Z(3,T) :w/eﬁUdU (2.21)
r
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<U>(BT)=- (E S /F Ue PUdU (2.22)

Si consideramos ahora curvas parametrizadas en funcién de la variable independiente
q, pasando por el origen, para el cual p(0) =0y ¢ = 0 y, como consecuencia, U(0,0) = 0
para toda temperatura. Este puede ser siempre el caso luego de un adecuado cambio de
coordenadas. Mds atn, si tenemos en cuenta que (i) los integrandos en (2.23) y (2.24) son
diferenciales exactos y (ii) las integrales son independientes de la forma de la curva y sélo
dependen del punto final qg, entonces las funciones solo dependen del estado microscépico

y tenemos lo siguiente:

Z(8.q0) = / " et gy
0 (2.23)

— %[1 _ e*ﬁU(PO((IO):QO)]
T q0 _gU
<U>(,B,q0):m o Ue dU
T T
- U 7 e BUWo(a)a0) . ____— 11 _ o=BU(po(90).q0)
Z(B,q0) (Po(40) o) 52Z(ﬁ,CI0)[ ]

(2.24)

Notar que cuando gy — oo las ecuaciones (2.23) y (2.24) se reducen a (2.17) y (2.19),
respectivamente.

Puede ser probado que el teorema de equiparticién se cumple en esta formulacién [21],

esto es:
<U > (B,
<f>@%ﬁ<ﬁ>@m%zﬂ”® (2.25)
La fuerza entrépica es
_10s
‘B ag
oU ) e BU

U [p(a), 4] (2.26)

dqg  (1—eBU)2
e B +d?)
1= e B a2

=2¢8(p* + ¢*)

El comportamiento de la fuerza entrdpica es mostrado en la figura (2.1). Notar la
barrera (hard-core) y que la fuerza tiende a anularse en un entorno del origen. También,
hay una gran fuerza de repulsién en ¢ = 0.

Uno puede ver que, de hecho, la barrera repulsiva es infinita cerca de, pero no en,

el origen. En el entorno inmediato al origen sin embargo se anula, y también tiende a
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x 10 |

Figura 2.1: Fuerza entrépica para curvas arbitrarias en el espacio de fases versus ¢, p para

8=1.

cero para distancias grandes desde el hard core. La combinacién de estos comportamientos
llevan a efectos de confinamiento y de libertad asintdtica a través de un mecanismo césico
simple.

Por supuesto, la particula no solo siente la influencia de Fp, sino también la del gra-
diente negativo del potencial del HO. Por lo tanto, se ve afectada por una fuerza total

Fr = F. 4+ Fyo. La expresion correspondiente es

e BU

(L4380 — ) (2.27)

Pr=3
Donde

e_BU

q _

Se puede ver que sumar la fuerza debido al potencial del HO no cambia los resultados
cualitativos de F,.. Adicionalmente, presiones y calores especificos negativos pueden ser
obtenidos de este mecanismo. En una dimension, la presion se reduce, por supuesto, a una

fuerza lineal. Se obtiene para ella [21]:

e BP*+d%) (zpfl_lg + 2q)

1— e—B(p2+q2)

ﬂinear(ﬁ: F) = (229)

Ahora, las presiones negativas son una propiedad distintiva de la energia oscura,
una forma hipotética de energia que esta presente en todo el espacio y tiende a acelerar la

expansion del universo. De hecho, constituye la hipdtesis mas aceptada para explicar las
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observaciones obtenidas desde los 90 que indican que el universo se estd expandiendo a una
tasa acelerada. Entonces, la energia oscura puede ser descrita como un fluido con presién
negativa y se dice que ésta contrarresta la gravedad. Consideremos ahora, por ejemplo, una
estrella. La gravedad contrae la estella, pero la presién térmica (positiva) contrarresta el
colapso. Notar que, independientemente de su naturaleza real, la energia oscura necesitaria
tener una presién negativa muy fuerte (actuando repulsivamente) para poder explicar la
aceleracién observada en la expansion del universo. De acuerdo a la Relatividad General,
la presién en una sustancia contribuye a su atraccién gravitatoria hacia otras cosas tal
como lo hace la masa. Esto sucede porque la cantidad fisica que causa que la materia
tenga efectos gravitacionales es el tensor de energia-momento, el cual contiene ambas: la

densidad de energia (o materia) de una sustancia y su presion y viscosidad.

Finalmente, el calor especifico, que es la derivada de la energia media respecto a la

temperatura a volumen constante, es facilmente calculable y es:

B2(p* + g*)e P
[ — e B2

C=kp<l— (2.30)

Independientemente de la curva I'. En la figura (2.2) se muestra C'/kp versus U para
distintos valores de [ para apreciar mejor el cambio de signo mencionado. El hard core
genera una transicion de fase. El calor especifico cambia de signo y se vuelve negativo
cerca de él y cae rdpidamente cerca del origen. El calor especifico negativo es, quizas, la
caracteristica termodinamica més distintiva de los sistemas autogravitantes, como veremos

en la seccion 2.6.

C/ ks

0.0F

Figura 2.2: C'/kp versus U para 8 = 0,5,1,0 y 2,0. Notar el cambio de signo del calor

especifico.
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2.3.4. Generalizacién n-dimensional

En la seccién 2.3.3 introduje el andlisis de las propiedades térmicas de una entropia de
camino, esto es, estudiamos la mecédnica estadistica clasica de una curva en el espacio de
fases. Esto revela un mecanismo que, asociado a una fuerza entrdpica, nos provee con una
herramienta simple pero que tiene interesantes efectos como confinamiento, hard core, y
libertad asintética, andlogo a la gravitaciéon emergente de Verlinde.

Adicionalmente, obtuvimos calores especificos negativos, una caracteristica tipica de
sistemas autogravitantes, y presiones negativas, tipicas de energia oscura. Ahora, es bien
sabido que la gravedad es fuertemente dependiente de la dimensionalidad. Es muy distinta,
por ejemplo, en dos o tres dimensiones. Entonces, tiene sentido realizar el analisis previo
pero en n dimensiones, que es lo que presento aqui. Puede ser probado que las respectivas

generalizaciones a n dimensiones de las ecuaciones (2.17), (2.19), (2.23) y (2.24) son [22]

7 = <g>n (2.31)

<U>=2 (2.32)
g
7" g ys
Z(B.ai) = g5 =™ Z:O = (2.33)
0y " n " npelUs —BU
<U>(57ql)—w{ﬁ—§s!e } (2.34)
Donde ahora un punto en el espacio de fases esta determinado por (p1,...,Pn, @1, -+, qn),

pero el vector puede ser parametrizado, por ejemplo, por q;, y luego un punto arbitrario
puede ser expresado como (p1(q1), -, Pn(q1),q2(q1) - - ., gn(q1)). Y suponiendo una vez mas
que el camino I' comienza en el origen y termina en (p1(q?),...,pn(q?), ¢2(q?), ..., qn(d?)),

la generalizacién de la fuerza entrépica es:

1 dZ d<U>

e = —— 2.35
BZdq " dg (23)
Donde Z es la ecuacién (2.33), y % y d<dg> son:
dz o Uk o ykt
42 _ oxngeU B N 2.36
R DI S

d<U> <U>dZ 2qnn6_ﬁU[” nUF . U

N 2.37
dq 7 dq 7 e plprE (k;—1)!5n—k+1] (2.37)

En el escenario n-dimensional el comportamiento de hard-core de la fuerza entrépica

es preservada pero no en el origen. La libertad asintética y la presién negativa emergen en
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este tratamiento n-dimensional también. El calor especifico, en cambio, es positivo para

todo el espacio de fases [22], y es igual a:

n

<U>0Z k" |nn+1 nUstH! _ n(in—s+1)U®
¥_Z _eﬁUZ

C=——Z a7 | & sign—s1 Sig—s

(2.38)
s=0

2.4. Mecanica estadistica no extensiva

Durante el ultimo cuarto de siglo, un campo activo de la mecdnica estadistica estd
centrada alrededor del concepto de la, asi llamada, mecanica estadistica no extensiva
(de ahora en mas NEStatMech, Tsallis’ StatMech o qStatMech), que Tsallis introdujo en
[23], ¥ que parece dar mejores respuestas, en varios escenarios, que el funcional entrépico
tradicional de Boltzmann-Gibbs [24-29]. Ha sido usada en multiples aplicaciones en los
dltimos anos [30-40], siendo de gran relevancia para astrofisica, particularmente para sis-
temas autogravitantes [41-45]. Toda la teorfa estd basada en la entropfa de Tsallis, S,
la cual, para el indice ¢ igual a la unidad, reproduce la entropia estdndar. Otro ejemplo
es su aplicacién a la fisica de altas energias. En este caso, la qStatMech parece descri-
bir adecuadamente las distribuciones de momento transverso de diferentes hadrones [24,
46-48], donde el valor ¢ = 1,15 del pardmetro de extensividad ha adquirido una relevancia
particular.

Adicionalmente, ha sido de gran utilidad en una amplia gama de campos cientificos
y ha originado miles de publicaciones y muchos autores trabajan en ella. Estos campos
cientificos involucran una gran variedad de disciplinas, la investigacion de sus caracteristi-
cas estructurales es importante para la astronomia, fisica, neurologia, biologia, ciencias
econdmicas, ete, [49-62]. Su éxito reafirma la idea que una gran parte de la fisica se deriva
exclusivamente de consideraciones estadisticas, mas que de la mecénica.

La teoria es muy vasta, por lo que me concentraré en mostrar sélo el nicleo de su
estructura y los argumentos esenciales de los que voy a hacer uso en mi investigacion.
Para un desarrollo mas detallado de la misma, el lector puede referir, por ejemplo, al libro
de Tsallis [24] y por supuesto, todos los trabajos citados durante el texto.

La entropia de Tsallis S, esta definida como [23, 24]:

S, = qk_Blu _ / o(2)7da] (2.39)

Formas equivalentes son:
5= 24 [lote) = )i (2.40)
S0= 2 [ o)l = pta) o (2.41)
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Se puede verificar que cuando ¢ = 1 entonces S,—1 = Spg y, por lo tanto, la medida
entrépica de Tsallis generaliza a la de BG. ¢ € R es un parametro real llamado parametro
entrépico o parametro de extensividad y jugard un rol muy importante a través de

¢

toda la teoria. Por eso uno usualmente habla de “gq-mecénica estadistica” o “g-entropia”.

Vimos en la seccién 2.2 que un conjunto de entropias en el contexto de la teoria
de la informacién ha sido definido pero usualmente la de BG es la unica considerada
como “fisica”. Entonces, ;que podemos decir de S; en este sentido? Una variedad de
argumentos termodindmicos como extensividad, desigualdad de Clausius, primer principio
de la termodindmica, teorema de equiparticiéon y otros definitivamente senalan a S; como
una entropia fisica en un sentido bastante analogo al que Spg seguramente es.

La entropia de Tsallis cumple un conjunto de propiedades deseables que una entropia

deberia cumplir.
= Es no negativa.

» S, es concava si ¢ > 0y convexa si ¢ < 0. Vea, por ejemplo, la figura (2.3) para
el colectivo microcandnico. Por eso, hablaré de optimizacién de entropia, y no de

maximizacién como usualmente se habla en BGStatMech.

= Es extrema para iguales probabilidades. Debido al punto previo tendrd un méximo

si ¢ > 0y un minimo si ¢ < 0.
» S, es expansible Vg, i.e., Sy(p1,...,pw,0) = Sq(p1,..., pw)

s Es no aditiva. Expandiré esto en la seccién 2.4.1.

2.4.1. Extensividad versus aditividad

Primero quiero hacer una aclaracién importante: la entropia de Tsallis S; ES extensiva
pero no es aditiva. Aclaremos en que sentido.

La palabra no extensiva que refiere a la presente generalizacién de la BGStatMech
causa alguna confusion. Esta palabra debe ser asociada al hecho de que la energia total
de sistemas con interacciones de largo alcance es no extensiva., en contraste con el caso
de sistemas con interacciones de corto alcance, cuya energia es extensiva en el sentido
termodinamico.

Seria mas apropiado llamarla mecénica estadistica no aditiva. Sin embargo, existe, por
un lado, el hecho de que la expresiéon mecanica estadistica no extensiva es hoy en dia usada
en miles de trabajos. Existe, por el otro lado, el hecho de que sistemas importantes que
se espera se beneficien de esta teoria son sistemas con hamiltonianos de muchos cuerpos
con interacciones de largo alcance. Para tales sistemas, conocidos como sistemas no

extensivos, la energia total es bien conocida de ser no extensiva, a pesar de que la
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Figura 2.3: La entropia adimensional s, para el caso de iguales probabilidades como funcién

del niimero de estados W para distintos valores de gq.

extensividad de la entropia puede ser preservada al elegir convenientemente el valor del
indice q.

La definicién de aditividad puede ser tomada del libro clasico de Penrose [63], una
entropia S se dice aditiva si, para dos sistemas probabilisticamente independientes A y B,

A+B B

Le.,sip ;7 = pf‘pj ,V(i,7), entonces:

S(A+ B) = S(A) + S(B) (2.42)

El funcional entrépico tradicional de BG es aditivo. De hecho, para un sistema com-
puesto por dos subsistemas independientes, la entropia de BG de la suma coincide con la
suma de las entropias.

De la definicién de entropia de Tsallis (2.39) se puede probar que [24]

$q(A+ B) = 54(A) + 54(B) + (1 = ¢)s4(A)54(B) (2.43)

Donde s, = S;/kp es la entropia adimensional. Por lo tanto, la entropia de BG es
aditiva, mientras que S, es no aditiva.
Extensividad es un concepto mas sutil. La entropia S de un dado sistema constituido

por N elementos se dice extensiva si

0 < lim w < 00 (2.44)

N—oo

ie., S(N) x N cuando N — oo.
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Se puede ver, por lo tanto, que la aditividad sélo depende de la forma funcional es-
pecifica de la entropia en término de las probabilidades. Extensividad depende de ello pero
también del sistema especifico, méas precisamente, de la naturaleza de la correlacién de sus
elementos, y por lo tanto de sus configuraciones colectivas.

Como consecuencia, para un sistema cuyos elementos son independientes o estan débil-
mente correlacionados, la entropia aditiva de BG es extensiva, mientras que la entropia
no aditiva S; es no extensiva. En contraste, para un sistema cuyos elementos estan fuerte-
mente correlacionados, la entropia aditiva de BG puede ser no extensiva, mientras que la
entropia no aditiva S, puede ser extensiva para valores especiales de ¢g. Consistentemente,
el indice ¢ caracteriza clases universales de no-aditividad, en un concepto similar al usado

en la teoria de fendmenos criticos estandar.

2.4.2. Funciones g-logaritmo, g-exponencial y g-gaussiana

Existe una manera en la que se puede escribir S; (2.39) de una forma més concisa y
reconocible. Se define la funciéon g-logaritmo como:

=11

Ing(z) = —q x>0 (2.45)

Es fécil probar que Ing—1(z) = In(x). La funcién g-logaritmo satisface la siguiente
propiedad:
Ing(zazp) = Ing(xza) +Ing(xp) + (1 — @)lng(za)lng(zp) (2.46)

Esta funcién generaliza al logaritmo natural. De la ecuacién (2.41) es directo que se

puede expresar S; como:
Sq = —k:B/p Ina—q(p) dz (2.47)

Esta expresién nos recuerda a la entropia de BG definida en la manera en que Gibbs
lo hizo (ecuacién (1.1)).
Se define la funcién inversa de (2.45) como la funcién g-exponencial, que es igual a:

1

eq(z) =1+ (1 —q)z] (2.48)

Por supuesto, generaliza la exponencial usual: si ¢ = 1 entonces eg—1(z) = €* [24].
La notacién | | significa que la funcién estd definida de tal manera que se anula para
argumentos negativos del corchete, i.e., [x]+ = maz{x,0}. Esto es llamado el cut-off de
Tsallis. La figura (2.4) muestra la funcién g-exponencial para varios valores de q.

Otra funcién central para la BGStatMech que puede ser g-generalizada es la funcién
gaussiana. Esta es muy importante en BGStatMech porque es la solucion de la distribucion

de equilibrio en esta teoria, que en forma general podemos expresarla como:

g(:z:) x e—(a.:v2+b.ac+c) (249)
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4 .
R q=_1
q=0
g=1
3 — g=2
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1 _/
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Figura 2.4: La funcién g-exponencial e,(x) para varios valores de g.

De [64], podemos definir la funcién g-gaussiana como:

9(x) = eg(—(ax? +bx+¢)) =[1+ (¢ —1)(a.2® + b+ c)]l%q (2.50)

Esta funciéon es muy usada para ajustes de datos experimentales, debido al hecho de
que muchos sistemas fisicos parecen comportarse de una forma en la que la distribucién
de velocidades de es una g-gaussiana en vez de una gaussiana. El valor de ¢ en una
g-gaussiana es capaz de dar mas o menos peso a las colas o la cabeza de la PDF. En
la figura (2.5) se puede ver la funcién g-gaussiana para diferentes valores de ¢ con los
parametros a = 1,b = 0, ¢ = 0. Como se puede apreciar, cuando g > 1 la g-gaussiana tiene
colas pesadas. Esto significaria darle més peso o importancia a los eventos poco comunes.

Mientras que si ¢ < 1 las colas desaparecen y la cabeza de la distribucién gana maés peso.

2.4.3. Optimizacién de entropia

Al igual que en la StatMech usual, se puede construir un conjunto de herramientas
para estudiar diversos sistemas, apelando a la optimizaciéon de la entropia con algunas
restricciones apropiadas. Supongamos que dado un sistema fisico conocemos su energia

media:

<U>= / H(P,Q)p(H(P,Q)) dP dQ (2.51)

Donde ahora P y @ son el momento y coordenadas generalizadas respectivamente, ya

que reservo el simbolo ¢ para el pardmetro de extensividad. La ltima ecuacién, junto con
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Figura 2.5: La funcién g-gaussiana g,(x) para varios valores de ¢. Los parametros tomados
sona=1,b=0,c=0. ¢ <1 da mas peso a la cabeza de la distribucién mientras que

q > 1 da mas peso a las colas.

la normalizacién (2.1), lleva al colectivo candnico no extensivo. La optimizacién de

Sy con ambas restricciones lleva a la PDEF":

1-(q-DBHP.QITT e y(-BH(P.Q))
M= (¢-1)BHP,Q)7T dP dQ Je2-o(=BH(P,Q)) dP dQ

(2.52)

Donde 8 = 1/kpT es la temperatura inversa. La funcién de particién esta definida

como el factor de normalizacién, que es:

7= / es-o(~BH(P,Q)) dP dQ (2.53)

Notar que, si ¢ — 1, la funcién de particién se reduce a la usual, eso es, la funciéon de
particién de Boltzmann-Gibbs en la ecuacién (2.5). Reemplazando la ecuacién (2.52) en
la definicién de Sy (2.39) y teniendo en cuenta las definiciones (2.51) y (2.53) se obtiene

una expresién generalizada de la ecuacién (2.6) [65]:

Sy =InZ+ 7713 <U > (2.54)

Existe una forma alternativa en la que se puede redefinir el pardametro de extensividad

q que lleva a una dualidad aditiva. Si uno realiza la transformacion: ¢ — 2 — ¢ entonces la
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teoria entera queda igual, y las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas como:

Sy = S0y = [ pla)lL - pla)' s
——kn [ pla)ing(p) ds (2:55)

=lng o2+ 2913 <U >

|
Ing () = Ina—q(r) = = —~ (2.56)
e () = e2gfw) = [1+ (g = 1)a]T "’ (2.57)
p(P,Q) = eq(_ﬁg(P’ Q) (2.58)
Z = /eq(—BH(P, Q)) dP dQ (2.59)

Esto puede llevar a malentendidos debido al hecho de que algunas veces se usa una
q o la otra sin aclaraciéon y usando la misma notacién, pero es facil saber que ¢ se esta
usando simplemente prestando atencién a como estan definidas las omnipresentes funciones
generalizadas g-exponencial y g-logaritmo. Se pueden utilizar ambas ¢ y las propiedades
esenciales de la teoria, como el limite usual ¢ — 1, son preservados. Particularmente
durante esta tesis, uso el segundo conjunto de ecuaciones (2.55)-(2.59).

En la tabla (2.2) comparo algunas cantidades tipicas de la BGStatMech y la gStatMech.

2.4.4. El g-triplete

Consideremos la ecuacién

y=e™ (2.60)

Podemos pensarla de tres maneras fisicas diferentes, relacionadas respectivamente a
la sensibilidad a las condiciones iniciales, a la relajacién en el espacio de fases y, si el
sistema es hamiltoniano, a la distribucion de energias en equilibrio térmico. En la primera

interpretacion tenemos:

E=eM (2.61)

Donde A es el exponente de Lyapunov. En la segunda interpretacion, nos enfocamos

en la relajacién temporal de una cantidad relevante:

Q(t) = e /7 (2.62)
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Tabla 2.2: Comparacién de ecuaciones comunes de BGStatMech y gqStatMech

BGStatMech gStatMech
Entropia S =—kp [ plnpdz Sq = f—ﬁ} [ p@)[1 — p(z)~9)dx
Sq = —kp [ p(x)lng(p)dx
Entropia microcanénica S=kplhW Sq=kpln, W
1
q—1
PDF canénica p= # p= eq(—ZﬂH) _ [1+(q—1;5H]+
Funcién de particién canénica Z = | e PH dp dg Z = [eq(—BH(P,Q)) dP dQ
1
Z=[l+(1-qBHL"
Valor medio de X <X>=[Xp(X)dpdg <X >= [Xp(X)dpdqg
S(Z,<U>) S=lnZ+p8<U> Sy=lne_oZ + 2971 <U >

Donde 7 es el tiempo de relajaciéon. Finalmente en la tercera interpretacién, tenemos:

(2.63)
Generalizando estas maneras de pensar tenemos las siguientes expresiones, resumidas
en la tabla (2.3) [24]:

Tabla 2.3: Tres interpretaciones fisicas de la g-exponencial

BGStatMech gStatMech

Distribucién de estado estacionario  p=ePH/Z p= eq_fg [ Z g0t

Sensibilidad a las condiciones iniciales &(t) = et E(t) = et}\fjﬁzst
Relajacién de un observable Qt) = e /T Qt) = eq_ifw

El conjunto (gsens, Grels gstat) constituye lo que se llama el g-triplete (ocasionalmente
referido también como el g-tridngulo). En el caso particular de BG, recobramos gsens =
Qrel = Qstat = 1. La existencia de estas tres g-exponenciales caracterizadas por el g-triplete

fue predicha en [25] y confirmada en [66].
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Estos indices estan interrelacionados ya que los tres surgen de la exploracién dindmica

particular que el sistema hace de su espacio de fases:

Qrel + =2 (264)

Gsens
qstat + =2 (265)

Qrel

Y por lo tanto
11— qstat

1-— = — 2.66
Qsens 3_ 2q$tat ( )

Luego, s6lo uno de los tres es independiente. Existe también una conexién realmente

bella si definimos egeps = 1 — Qsenss €rel = 1 — Qrel Y Estat = 1 — Qstar:

- %mfw (2.67)

E€sens = \/Estatrel (268)

-1 -1
_ € +e
Ere% _ —sens 5 stat (269)
Esto es, estan conectados por las medias aritmética (2.67), geométrica (2.68) y arméni-

ca (2.69).

2.4.5. Sobre sistemas no extensivos

Supongamos un sistema de muchos cuerpos clasico con el siguiente hamiltoniano:

N 2
_ _ p y
H_K—i—V—Z%—i—ZV(rU) (2.70)
i i#]
Donde la energia potencial de dos cuerpos V (r) se comporta como:
A

V(r) ~ “a (A>0; a>0) (2.71)

Un ejemplo tipico podria ser el modelo de gas 3-dimensional de Lennard-Jones (d = 3),

para el cual @ = 6. Otro ejemplo es la gravitacién newtoniana d = 3, para la cual a = 1.

Analicemos la energia potencial promedio caracteristica por particula, Upy:

Upot (N a1
j4 t( ) x —A/ 7“d 17" e dr (2‘72)
N 1

Esta es la tipica energia que uno podria calcular en el enfoque de BG. Se ve inmediata-

mente que esta integral converge si a/d > 1 (condicién que define las interacciones de corto
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alcance para sistemas cldsicos) pero diverge si 0 < «/d < 1 (definicién de interacciones de
largo alcance). Esto ya indica que algo anémalo podria ocurrir.

De una forma ligeramente distinta al enfoque usual, en el que se exige que la integracién
sea hasta el infinito en la ecuacién (2.72), supongamos que el sistema de N particulas esta
homogéneamente distribuido dentro de una esfera limitada. Entonces la ecuacién (2.72)

debe ser reemplazada por la siguiente:

) N Nl/d A
Up]t\g ) x A/l R S fEN* (2.73)
Con
Nl-a/d _ 1

Nt =~ ] N 2.74
1—a/d Mo/d (274)

Si el sistema tiene interacciones de corto alcance entonces

1 Upot(N) A
d>1 Ing /gN ~ P — 2.

a/d>1=lIny, oz/d—1:> N X To 4 (2.75)

Por lo tanto, Uy crece linealmente cuando N — oo, i.e., la energia es extensiva.

Veamos que ocurre en el caso de interacciones de largo alcance. En el caso limite:

Upot(N) x _AlnN
N d

Entonces la energia por particula diverge logaritmicamente cuando N — oo. El dltimo

ajd=1= IngN = InN = (2.76)

caso de interacciones de largo alcance también diverge:

N0 Uy(N) AN/
1-a/d N X 1-a/d

0<a/d<l=lIngyN ~ (2.77)

Los, asf llamados, sistemas extensivos (interacciones de corto alcance) tipicamente invo-
lucran series absolutamente convergentes, mientras que los llamados sistemas no extensivos
(interacciones de largo alcance) involucran series divergentes.

La figura (2.6) muestra las regiones del plano (d, «). Los sistemas extensivos pueden
ser encontrados en la regién blanca, mientras que los no extensivos estan en la regién
azul. El punto rojo esta representando la gravitacién newtoniana. Los sistemas marginales
(a/d = 1) tipicamente involucran series condicionalmente convergentes, las que dependen
de las condiciones de contorno, i.e., tipicamente de la forma externa del sistema y estan

representados en la figura (2.6) por la linea azul.

2.4.6. Divergencias en la teoria de Tsallis

Fue encontrado en [65] que la teoria clasica de Tsallis exhibe polos en la funcién de
particién Z y la energia media < U >. Esto ocurre en un conjunto contable de la linea

“q”. Doy aqui, mediante un procedimiento simple, un reporte de ellos. Prestando atencién
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Extensive Systems

Nonextensive Systems

Figura 2.6: Representacién grafica de sistemas extensivos y no extensivos en el plano (d, «).
Como un ejemplo, la gravitacién 3-dimensional de Newton, un sistema no extensivo, es

representado por un punto rojo.

en la fisica escondida detras de los polos, se pueden encontrar interesantes efectos. En
particular, el calor especifico esconde efectos gravitacionales [67].

Las divergencias son un tema importante en la fisica teérica. De hecho, el estudio
y eliminacién de las divergencias de una teoria fisica es quizas uno de los aspectos més
importantes de la fisica tedrica. El tipico ejemplo es el intento actual por cuantificar el
campo gravitacional, lo cual atin no se ha logrado.

Tomemos, por ejemplo, un hamiltoniano del tipo oscilador arménico (HO) en v dimen-

siones. La funcién de particién puede ser escrita de la forma [65]:

v 00 Uu—l
Z = —dU 2.78
F<”>/o 1+ (g — DU o

Donde U es la energia del espacio de fases. El resultado de esa integral es:

7 = (2.79)

Bla— D 1L

Con la restriccién 1 < ¢ < 2, de acuerdo a la ecuacién (A.28). Las singularidades
(divergencias) de Z estan dadas por los polos de la funcién I" que aparece en el numerador,

esto es, para:

1
V=P forp=0,1,2,3,... (2.80)
q_
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O, equivalentemente, para:

3456 v v+1
222 - 2.81
1Ty ey iy v (281)
De una manera similar, tenemos para la energia media del HO
v [e.e] UV
<U>=— / _dU (2.82)
FWZ ) 1t (g - npule
El resultado es
vm? F(%l —v—1)
<U >= 1 2.83
Zla- DA T(L) (259
En este caso las singularidades estan dadas por:
1
71—V—1:—p forp=0,1,2,3,... (2.84)
q—
O
3456 v+1 v+2
= 2.
1Ty Ty vt (2:85)

Tomemos el caso unidimensional. En una dimensién Z es regular y < U > tiene una
singularidad en ¢ = 3/2. Para q # 3/2, Z y < U > pueden ser ficilmente evaluadas:
T

2= 350 (2.86)

1
<U>=—1— 2.87
B3 —2q) (257)
En ¢ = 3/2 tenemos un polo en el valor medio de la energia, el cual queremos investigar.
En cambio, para ¢ = 3/2 tenemos para Z:
27

Z= (2.88)

Es un valor regular. La regularizacién es necesaria entonces sélo para < U >. Explico

esta técnica en la siguiente seccién. Ahora es suficiente con saber que el resultado es:

<U>_—6P+1<?>] (2.89)

Debido a que la energia media debe ser positiva, de acuerdo a la ultima ecuacién, los
valores posibles de 8 estdn restringidos por § > 2mwe, o T < 1/2mwekp. Este es un limite
maximo para la temperatura fisica, la cual no puede ser infinita. Esto concuerda con las
consideraciones hechas en [68]: la qStatMech se refiere a sistemas en contacto térmico con

un bano finito.
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Demos una mirada a los calores especificos. Tendremos una expresion valida fuera de

los polos y otra dentro. Ellos son, respectivamente:

kp
= 2.
C 32 (2.90)
1
C=—-2kp(lnkpT +In27+2); kT < -— (2.91)

2me
La figura (2.7) muestra los calores especificos, (2.90) y (2.91), dentro de sus rangos

vélidos de temperatura, para una dimensién. Vemos que, en el caso ¢ = 3/2, emerge un
calor especifico negativo. Tal fenémeno ha sido asociado a sistemas autogravitacionales
[44, 69], como veremos mds detalladamente en préximas secciones. En cambio, Verlinde
ha asociado este tipo de sistemas con una fuerza entrépica, [19], como ya vimos. Es natural

entonces conjeturar que una fuerza como esa puede aparecer en los polos de energia.

— g=1
sl q
— q=4/3
q=3/2
6_
a4t
a
o
2_
0
-2 1
1
1 1 1 1 1 Il 1

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
kT

Figura 2.7: Representacion gréfica del calor especifico del HO en el polo (¢ = 3/2) y fuera
de él (¢ =1y q=4/3) versus T.

2.5. Regularizacion Dimensional

La Regularizaciéon Dimensional (DR) constituye uno de los avances tedricos més im-
portantes en fisica de la segunda mitad del siglo pasado. Es utilizada en varias disciplinas
[70-92]. La teoria cudntica de campos (Quantum Field Theory, QFT) tiene el problema de
definir el producto de dos distribuciones (un producto en un anillo sin divisores de cero),
un viejo interrogante del analisis funcional. Esto sucede porque en QFT el problema de
evaluar el producto de distribuciones con puntos singulares coincidentes esta intimamente

relacionado con el comportamiento asintdtico de integrales de curvas cerradas.
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Desde un punto de vista matematico, casi todas las definiciones de productos de dos
distribuciones llevan a limitaciones en el conjunto de distribuciones que pueden ser mul-
tiplicadas de modo que el resultado sea una distribucién del mismo tipo. De hecho, el
gran matematico Laurent Schwartz no fue capaz de definir un producto de distribuciones

considerada como un &lgebra, méas que como un anillo con divisores de cero.

Las referencias [93-96] muestran que es posible definir una convolucién general entre
las ultradistribuciones del matemédtico portugués J. Sebastiao e Silva (JSS) [97] (llama-
das ultrahiperfunciones). Tal convolucién produce otra ultrahiperfuncién. Por lo tanto,
nos enfrentamos al producto en un anillo con cero divisores. Este anillo es el espacio de
las distribuciones de tipo exponencial, o ultradistribuciones de tipo exponencial, obtenido
aplicando una antitransformada de Fourier al espacio de las ultradistribuciones tempe-
radas o ultradistribuciones de tipo exponencial. Remarco que las hiperultrafunciones son
la generalizacién al plano complejo de las distribuciones temperadas de Schwartz y las
distribuciones de tipo exponencial. Esto es, las distribuciones temperadas y las de tipo
exponencial son subconjuntos de las ultrahiperfunciones. El problema que uno enfrenta
entonces es el de formular la convolucién entre ultradistribuciones. Este es un problema
complicado, dificil de manejar. Afortunadamente, existe un método similar a aquel utili-
zado para definir la convolucion de ultradistribuciones que también puede ser usado para
definir la convoluciéon de distribuciones invariantes de Lorentz usando el enfoque de DR

en el espacio de momentos.

Como consecuencia, las ultradistribuciones no necesitan ser usadas en los calculos,
lo cual los simplifica considerablemente. Aprovechando el tratamiento de DR, se puede
también trabajar en el espacio de configuracién [98]. Técnicamente, la generalizacién de
DR es una convolucién de distribuciones en el espacio de momentos y un producto en un
anillo con divisores de cero en el espacio de configuraciones. En particular, garantiza que

el producto de distribuciones existe y es finito.

En DR uno bésicamente expande en un desarrollo de Laurent la cantidad a ser regu-
larizada en términos de la dimensién (tomada como si fuera un nimero real) y se queda
con el término del desarrollo que no depende de la dimensién. ;Cudl es la importancia de
usar sélo el término independiente de la dimensién? Que el resultado obtenido para con-
voluciones finitas coincide con ese término. Esto se traduce al espacio de configuracioens

como una operacién de producto en un anillo con divisores de cero.

2.5.1. La generalizacion de regularizacién dimensional del espacio de

configuraciones al espacio euclideo

Consideremos primero el caso del espacio v-dimensional Minkowskiano M,,. Sea S’ el

espacio de las distribuciones temperadas de Schwartz [99, 100]. Sea g € S’. Decimos que
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g € S} siy solo si

dl

= 2.92

9(p) i)l f(p) (2.92)

Donde la derivada debe ser considerada como la derivada en el sentido de las distribu-

ciones, [ es un niimero natural, p = k? =k — k? — k3 — ... — k?_,, y f satisface

= |f(p)

———=—dp < 0 2.93

/_ (L4 p?)" (2.93)

Siendo continua en M,,. El exponente n es un nimero natural. Decimos entonces que

f € Tir. En el caso del espacio Euclideo R,, sea g € S’. Decimos que g € S} si y solo si

dl
= — 2.94
Donde k? = k3 + k? + ...+ k2_;, con f(k) satisfaciendo
= ()]
———C—dk 2.
/0 A ek < o (2.95)

Y f(k) siendo continua en R,. Decimos entonces que f € Tig.
La expresién para la convolucién de dos funciones esféricamente simétricas h(k,v) =

(f % g)(k,v) fue deducida en la referencia [98]. Se tiene que:

241/7

h(k,v) =
r(ghk-?

v—3
// f(kr,v)g(ka,v)[4kTkS — (K* — ki —k3)%)2 kikodkidks (2.96)
Sin embargo, Bollini y Giambiagi no pudieron obtener un producto en un anillo con

divisores de cero. Esto es algo que Plastino y Rocca lograron en [101]. Supongamos que f

y g pertenecen a S%. Con el cambio de variables p = k2, p1 = ki, p = k3 tenemos:

v—

A—p
h(p,V)ZFQ(HM/ Flp1,v)g(p2, V) [4p102 = (p = p1 = p2)°]
T

v—3
dpidpz  (2.97)

Sea V una banda vertical en el plano complejo v—dimensional. La integral (2.97)
es una funcién analitica de v definida en el dominio V. Luego, de acuerdo al método
de referencia [93], h(p,v) puede ser analiticamente continuada a otras partes del plano
complejo v—dimensional. En particular, cerca de la dimensién vy tenemos el siguiente

desarrollo de Laurent

hov)= 3 h™(p)(w - vo)” (2.98)

Aqui, vy es la dimensién del espacio en el que estamos interesados. Ahora se define

la convolucion-producto como el término (v — vy)-independente del desarrollo de Laurent,
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debido a que los términos con m > 0 se anulan y el término con m = —1 exhibe un polo

en (2.98). Entonces, es natural definir:

Ty (p) = 10 (p) (2.99)

Insisto: si la convolucién es finita entonces el término h~!(p) es nulo. Por lo tanto,
en este caso, el valor de la serie en v = 1 es precisamente h,,(p) = h(®(p). Se define
entonces la convolucién-producto como el término independiente de (v — 1) del desarrollo
de Laurent pertinente para obtener un producto en un anillo con cero divisores. Muestro
un ejemplo de aplicacion de éste método en el apéndice D. Para una explicacién més
detallada y ejemplos, el lector puede consultar [21, 101-107].

La idea sera usar esta técnica con el objetivo de resolver las divergencias en algunas

medidas de la mecanica estadistica como en la funcidon de particién y la energia media.

2.6. Sistemas autogravitantes

La autogravitacién (self-gravitation, SG) es la fuerza gravitatoria ejercida sobre un
grupo de cuerpos por ellos mismos que les permite mantenerse juntos. Luego, definimos
un sistemas autogravitante como todo sistema que se mantiene unido por la propia
interaccién gravitatoria entre sus partes. Podemos pensar, por ejemplo, en estrellas, ga-
laxias, agujeros negros y clusters. La SG tiene importantes efectos en los campos de la
astronomia, fisica, sismologia y geologia. Trata con observaciones de larga escala en cam-
pos fuera de la astronomia también. A pesar de tipicamente no aparecer como un tema
central de la investigacién cientifica, su entendimiento y la capacidad de calcular sus efec-
tos matematicamente aumentan la precision de modelos y comprensiéon de sistemas de
larga escala.

En secciones previas he mencionado que la termodinamica de sistemas SG presenta
algunos aspectos de no equilibrio y caos, por ejemplo, el calor especifico negativo (recordar
que uno de los requisitos de equilibrio de la termodinamica es que el calor especifico debe
ser positivo). El calor especifico negativo sélo puede ocurrir en sistemas aislados o
casi aislados. Son imposibles en sistemas extensivos en colectivos candnicos o para la
materia en colectivo gran candnico. Sin embargo, lejos de ser un fenémeno extrano que
solo se encuentra en la termodindmica de agujeros negros, ocurre en una amplia variedad
de sistemas astrondémicos macroscépicos. Podemos entender el calor especifico negativo
intuitivamente considerando un sistema simple de dos cuerpos: agregar energia al sistema
causa que la Orbita se expanda, y cuerpos en érbita mas grandes se mueven a velocidades
menores de acuerdo a %va = GM%; entonces, incluso para érbitas muy excéntricas, la
velocidad promedio de los dos cuerpos disminuye cuando la energia aumenta, y esto puede
ser generalizado a sistemas de muchas particulas, donde la velocidad promedio determina

la temperatura del sistema.
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Los astrénomos saben que cuando una estrella o un cluster de estrellas pierde energia
su temperatura aumenta de acuerdo al teorema del virial, como Lynden-Bell mostré en
[44, 108], y que agregar energia a una estrella o cluster de estrellas hard que se expanda y
se enfrie [109]. Bekenstein [110] y Hawking [111, 112] mostraron que la termodindmica de
agujeros negros involucra calores especificos negativos. Vemos entonces que los sistemas
astronémicos exhiben calores especificos negativos. Sin embargo, existe en StatMech una
prueba simple de que el calor especifico es positivo como vimos en la seccién 2.1. Esta
paradoja, primero resuelta por Thirring [113], es solucionada con un modelo simple que
obedece el teorema del virial. El se dié cuenta que la dificultad es removida una vez que
una distincién clara es hecha entre los colectivos candnico y microcanénico. Propone un
modelo simple en el que el calor especifico es negativo para un dado rango de energias en
el colectivo microcanénico y por una transicién de fases en el candnico.

Un sistema autogravitante aislado como una estrella obedece el teorema del virial:

2<K>4n<V >=0 (2.100)

Donde < K > es la energia cinética promedio y < V > r~"™ la energia potencial
promedio. Para la gravedad n = 1 y para un gas ideal la energia cinética es proporcional
a la temperatura a través de la relacion < K >= %N kgT. Del teorema del virial podemos

entonces encontrar que

3
<lf>:—<l{>:—§Nhﬂ‘ (2.101)

Luego la capacidad calorifica es

d<U> 3

El argumento esta sobresimplificado debido a que las esferas isotérmicas no pueden ser
confinadas por su propia gravedad y por lo tanto una caja esférica es requerida. Cuando
esta caja es tenida en cuenta el teorema del virial es modificado por términos de superficie
y reescrito como 2 < T > +n < V >= 3pV donde p es la presién en la superficie y V
su volumen. Lynden-Bell mostré que esta modificacién no elimina la capacidad calorifica

negativa.

2.6.1. Catastrofe Gravotérmica

Primero haré una revisién de las consecuencias de sistemas con Cy negativos.

Consideremos primero un sistema extensivo uniforme y lo dividamos en dos partes
por una frontera por la que puede pasar el calor. Una pequena cantidad de calor d@
fluye a través de la frontera generando una diferencia de temperatura y por lo tanto un
flujo de calor de la parte més caliente a la mas fria. El calor especifico es el mismo para

cada parte e igual al del todo; si fuera negativo el flujo de calor aumenta la diferencia
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de temperaturas, incrementando el flujo de calor. Un sistema como el descrito no podria
llegar al equilibrio termodinamico. Por lo que dos sistemas con Cy negativo en contacto
térmico no tienen equilibrio térmico, ya que uno se calienta perdiendo energia y el otro se
enfria gandndola [108]. Entonces los sistemas con Cy negativo no pueden ser divididos en
dos partes independientes cada una con calor especifico negativo; ya que los sistemas con
Cy negativo no pueden ser considerados extensivos y por lo tanto la gStatMech sera la
adecuada para tratar tales sistemas.

Imaginemos un sistema con capacidad calorifica negativa C1 = —|C}| conectado a otro
de capacidad calorifica positiva C5. Si una cantidad de calor d@ es transferida del sistema
1 al 2, entonces el primero incrementara su temperatura de Ty a Ty +dQ/|C1| y el segundo
la incrementard a Ty + dQ/C5. Estas nuevas temperaturas causaran un flujo contrario de
calor si y solo si [C1|™' < Cy'. Entonces el sistema solo es estable si Cy < |C4]. Este
resultado demuestra que un sistema de capacidad calorifica negativa solo puede estar en
equilibrio con un sistema de capacidad calorifica positiva si la suma de ambos es negativa
[44].

Un sistema con Cy negativo no llega al equilibrio térmico con un reservorio. Cualquier
fluctuacién hace que la energia temporalmente se incremente y que la temperatura dismi-
nuya y el flujo de calor del reservorio sélo hard que el sistema aumente atin mas su energia

y que disminuya mds su temperatura [108].

Halo: Cv>0

Figura 2.8: Representacién de partes de una galaxia: un nicleo autogravitacinal de alta

densidad y un halo gaseoso de baja densidad.

Ahora estamos en posicion de explicar la Catastrofe Gravotérmica de Antanov
[114]. Imaginemos un gas isotérmico gravitante confinado en una esfera que se expande
adiabdticamente. Un trabajo es realizado por el gas sobre la esfera, entonces < U > se
vuelve mas negativo y el gas se contrae mientras el radio de la esfera aumenta. La parte
interna del gas es mucho mas densa y sostenida principalmente por su propia gravedad,

entonces la expansion es principalmente realizada por el gas menos denso en las partes
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exteriores. La caida adiabatica en la temperatura de las partes externas debido a la ex-
pansién serd inicialmente mayor que la caida de temperatura de la parte interna. Entonces
se producird un gradiente de temperatura entre las partes exteriores e interiores del gas.
Sin embargo, como vimos, las esferas isotérmicas autogravitantes tienen calor especifico
negativo. Como el flujo de calor disminuye el gradiente de temperatura la parte central
se contrae y calienta mientras que la parte exterior sostenida por la esfera se comporta
como un gas normal por lo que recibe el calor y se calienta también. Ahora tenemos una
competencia, ;la parte externa se calentard mas rapido al recibir calor que la parte inter-
na al perderlo? Claramente si la parte externa tiene un gran calor especifico positivo no
podré responder con la suficiente rapidez y la parte interna llegard a temperaturas ain
més altas perdiendo més y més energia. Esta es la catdstrofe gravotérmica de Antanov.
Tiende a ocurrir en antiguos clusters globulares donde el niicleo puede calentarse, comen-
zando una transferencia de energia cinética a partes externas, y colapsa. Lo mismo ocurre
en galaxias elipticas, donde podemos identificar una parte interna con alta densidad de
estrellas autogravitantes, y una parte externa, un halo de baja densidad que se comporta
como un gas ideal, como podemos ver en la figura (2.8). Luego, la parte interna tiene calor
especifico negativo mientras que el halo tiene calor especifico positivo. Una fluctuacién es
suficiente para conducir a la catastrofe gravotérmica en la cual ambas partes aumentan su

temperatura sin control.

2.7. Generalizacion no lineal de las ecuaciones de Schrodin-

ger y Klein-Gordon

Generalmente las ecuaciones lineales en fisica estan restringidas a sistemas idealizados,
siendo validas para medios caracterizados por condiciones especificas, como homogenei-
dad, isotropia e invariancia traslacional, con particulas interactuando a través de fuerzas
de corto alcance y con un comportamiento dinamico caracterizado por memoria de cor-
to plazo. Sin embargo, muchos sistemas reales, especialmente los sistemas complejos, no
cumplen esos requisitos, y usualmente exhiben comportamientos colectivos complicados
asociados a fendmenos no lineales. Por lo tanto, el estudio de ecuaciones no lineales ha
abierto una nueva area de la fisica, atrayendo mucho interés debido a la posibilidad de
describir muchas situaciones reales.

Bajo este contexto, varias ecuaciones no lineales de Schrodinger han sido propuestas
recientemente. Es una ecuacion de campo clasica cuyas principales aplicaciones son la
propagacion de luz en fibras épticas no lineales, y guias de ondas planas, condensados de
Bose-Einstein confinados en trampas “cigar-shaped” anisotrépicas. Ademas, este tipo de
ecuacién aparece en el estudio de ondas de Langmuir en plasmas calientes, propagacién
de ondas planas difractadas en regiones de la ionésfera y otros [115].

En [116] Nobre, Rego-Monteiro y Tsallis (NRT) introdujeron generalizaciones no linea-
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les de las tres ecuaciones principales de la fisica cudntica: las ecuaciones de Schrodinger,
Klein-Gordon y Dirac. Su propuesta consiste en extender los términos lineales en térmi-
nos no lineales, como se hace con la ecuaciéon no lineal de Fokker-Planck. Un aspecto
interesante acerca de estas generalizaciones es que pueden ser formuladas facilmente en
dimensiones arbitrarias, y cuyas soluciones son todas expresadas en términos de la funcién
g-exponencial que emerge naturalmente en NEStatMech. Muchas ecuaciones no lineales en
la literatura son formuladas en una dimensién y su extensién a n dimensiones no siempre
es una tarea sencilla.

Primero deberiamos definir la g-exponencial para un argumento complejo. Para un

nimero imaginario puro, iu, se define e4(iu) como el valor principal de

eqlin) = [1+ (1 — q)iu) ™3 (2.103)

Esta ecuacion satisface

eq(Fiu) = cosqg(u) £ i sing(u) (2.104)

Donde el g-coseno y el g-seno son:

cosq(u) = gq(u)cos{ i 1arctcm[(q — 1ul} (2.105)
sing(u) = gq(u)sin{ i 1arctcm[(q — 1)u]} (2.106)
Con g, una g-gaussiana:
9,(w) = [1+ (1 = |70 (2:107)
eq(iu).eq(—iu) = cosg(u) + ising(u) = gg(u) (2.108)

Notar que eg[i(u; + u2)] # eq(iur)eq(iug) para ¢ # 1. Como una consecuencia de las
ecuaciones (2.104-2.108), la g-exponencial de un imaginario puro presenta un comporta-
miento oscilatorio con una amplitud variable gq(u) que decrece (aumenta) para 1 < ¢ <3
(g < 1). Més precisamente, e,4(iu) es modulada por la g-gaussiana.

Consideremos una onda g-plana, esto es:

(Z, 1) = (0,0)eqi(kZ — wt)] (2.109)

La onda g-plana no puede ser descompuesta, para g # 1, en factores espacial y tempo-
ral, como sucede con muchas soluciones de ecuaciones no lineales. Mds aun, la amplitud
de la onda g-plana para 1 < ¢ < 3 decrece cuando su argumento aumenta. Debido a esta

propiedad, este nuevo tipo de solucién podria ser aplicable a varios fenémenos fisicos no
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lineales. Uno puede ver que la onda g-plana n-dimensional de la ecuacién (2.109) satisface

la ecuacion de onda lineal:

2 — . i82¢(f7t)
v w(%t) - 02 atQ

Equipado con w = ck. La onda g-plana se comporta como un solitén propagandose con

(2.110)

velocidad ¢ = w/k. Esto habilita el estudio de excitaciones no lineales que no se deforman
con el tiempo y serian relevantes, por ejemplo, en 6ptica no lineal y fisica de plasmas.
El procedimiento de NRT consiste en encontrar una ecuacién no lineal para la cual la

ecuacién (2.109) es una solucién [116]. Y tiene la forma:

ind V(f’ t)] L v? [w(f’t)r_q (2.111)

ot [9(0,0)] — 2—q2m " |4(0,0)

Consistentemente, los operadores energia y momento deben ser generalizados de la
forma E = ihD; y p = —ihD, respectivamente, donde D, f(u) = [f(u)]*~9df (u)/du. Estos
operadores, cuando actiian sobre la g-exponencial e, [z(Ef —wt)], dan la energia E = hw y
momento p = hi. Ahora, si se considera la solucién de la onda g-plana de (2.109) se puede
verificar que esta nueva forma es una solucién de la ecuacién anterior con E = p?/2m,
para todos los valores de q.

Un enfoque diferente es propuesto en [117] por Plastino y Rocca. Ellos notaron que la

onda g-plana es una funcién hipergeométrica (ver apéndice A), de la forma:
t 1 1 l
1+-0-q)(pz - Et)i=e =F o EMARE 7 (¢ = 1)(pz — Et) (2.112)
Como las funciones hipergeométricas obedecen la ecuacién diferencial (A.11) la onda

g-plana obedece:

inl [w(f’t)rJthA [‘Z’(f’t)} —0 (2.113)

0,

52 V(f’t)r:Ho [Ww] (2.114)

"ot [4(0,0) ¥(0,0)
La ecuacién presente es, para el caso de particula libre, equivalente a la ecuacion NRT
(2.111). La dltima ecuacién NRT modificada es facilmente generalizable. Entonces para

un hamiltoniano arbitrario H podemos escribir:

5o =" (6o

NRT también presentaron una g-generalizacion de la ecuacién de Klein-Gordon, que

(2.115)

es igual a [116]:

., 1 0%(Z,t m2c?
Vi) = 5o 4 g |

(2.116)
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Se puede verificar facilmente que la misma onda g-plana usada para la ecuacién de
g-Schrodinger es una solucién de la ecuacién (2.116), preservando para todos los valores
de ¢ la relacién de Einstein E? = p?c? +m?2¢*. Debo mencionar que el término no lineal en
la ecuacién (2.116) es nuevo y diferente de aquellos en previas formulaciones. En trabajos
previos de otros autores, el término no lineal es construido multiplicando la funcién de
onda por una potencia de su modulo, llevando a diferentes tipos de soluciones y diferentes
espectros de energia. Otro aspecto importante de la ecuacién (2.116) tiene que ver con su
invarianza de Lorentz: debido a que esta propiedad estd directamente relacionada con los
dos primeros términos, que no han sido cambiados, la ecuacién (2.116) permanece inva-
riante ante transformaciones de Lorentz. Algunas ecuaciones no lineales de Klein-Gordon
no son invariantes ante la transformacién de Lorentz usual y requieren una modificacién

de ésta.

2.7.1. Estados Gamow y g-Gamow

Esta seccién resume algunos resultados de [118]. Las resonancias son comunmente
encontradas en varios sistemas cuanticos, independientemente de sus constituyentes y del
régimen cinematico en que aparecen. Las resonancias son propiedades intrinsecas de los
sistemas cuanticos, asociadas con su frecuencia natural, y que describen decaimientos
preferenciales de estados no acotados. El efecto de las resonancias en estados de scattering
pueden ser considerados en los sistemas cudnticos abiertos como una extensién del modelo
de capas nuclear, el llamado modelo de capas nuclear continuo. Una realizacion particular
de este modelo es el modelo de capas nuclear continuo de energia compleja basada en el
colectivo de Berggren, el modelo de Gamow [119].

Nos enfocamos en los estados de decaimiento a grandes distancias del centro de dis-
persién y comprobamos que una representacién de Gamow es adecuada. El uso de ex-
ponenciales para representar una resonancia es una aproximaciéon valida sélo a grandes
distancias del centro de dispersién.

Un estado Gamow, a grandes distancias, tiene la forma

e >= / (HUIm@)[H(x) - H[-Tm@)H(~2)} ¢ Tz > de (2.117)

Donde H(x) es la funcién escalén de Heaviside. El cuadrado de la norma es

00 0
< Ygle >= /H[Im(p)]el(pff)m dx — / H[—Im(p)]ew dx (2.118)
0 —00

Estas integrales pueden ser facilmente evaluadas y se encuentra que

hoh
i(p*—p)  2[Im(p)|

<Yalpe >= {H[Im(p)] = H[-Im(p)]} (2.119)
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En consecuencia, el estado Gamow normalizado ¢¢ es [120]

[9¢ >= 2um( ) e > . (2.120)

Y 2
< ¢c|(H|pa >) = 2% (2.121)

*2
(< ¢clH)loe >= 5 (2.122)

La energia media es
2

< 1 >= L < del(Hlos >) + (< delDlge >) = 2 — Bel®) (2.123)

2 4dm 2m

Para obtener la distribucién de probabilidad asociada al estado Gamow miramos el

producto escalar entre este estado y uno libre

0
I [ 7
< ¢l >= \/| m(p /’H e T d x—/?—[ Im(p)eE S da b (2.124)
Luego,
[Im(p)|
=y T 2.125
< PG > " (2.125)
La distribucién de probabilidad es la de Breit-Wigner [120]
Im
| < oloe> I = Iyl (2.120)

m{[Re(p) — k]?> + Im(p)?}

Se ha mostrado que los estados Gamow pueden ser interpretados como Ultradistribu-
ciones de Sebastiao e Silva[121, 122].

Existe un gran nimero de experimentos de alta energia que pueden ser satisfactoria-
mente interpretados a través de la estadistica de Tsallis. En particular, esto sucede para
experimentos del LHC respecto a distribuciones de estados estacionarios. La g-estadistica
parece ser adecuada para describir las distribuciones de momento transverso de diferentes
hadrones. Los 4 experimentos del LHC llevaron a publicaciones que involucran distribu-
ciones que parecen ser ajustadas de forma apropiada por funciones g-exponenciales. Los
valores asociados de ¢ son del orden de 1,15, distintos del valor de Gibbs-Boltzmann ¢ = 1.
En consecuencia, los estados estacionarios antes de la hadronizacién no son los de equi-
librio térmico. Las mediciones de la distribucién de momentos transversos en una escala
logaritmica muestran que g = 1,15 ajusta los datos en un gran rango [46, 47].

Estas circunstancias motivan a investigar los estados de energia compleja relacionados
a las distribuciones g-exponenciales, esto es, los estados g-Gamow (o g-resonancias), y
establecer la relacién con los estados Gamow. Estos estados g-Gamow no son soluciones

de la ecuacion de Schrodinger sino de su g-generalizacién no lineal que vimos en la seccién
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anterior. Un primer andlisis es realizado en [118], reemplazando la exponencial por una

g-exponential, y llegando a los siguientes estados q-Gamow:

Yo () = {H[Im(p)IH(z) — H[-Im(p)|H(-z)} ®

2

i(1—q)pz |°
[1+h T (2.127)
Con norma:
b V20t D) 1 5-q 3+q [Re(@)]) _
<natino >= s PR o F (3 i gt S ) = e

(2.128)
Donde F(a, 3,7; z) es la funcién hipergeométrica. (Ver apéndice A para més informa-
cion).

La distribucion de g-Breit-Wigner correspondiente es:

2
h 2(g+1 =1 23—q) V2@+Dk(p+p®)
| < dloga > * = [( ity ]

2w A(q,p) [(1—q)?p|? ke e

. [3 —q V2(q+ Dk

1—q (1—q)p

} (2.129)

{F [3 —q V2(q+ Dk

1—q¢ (1-q)p
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Capitulo 3

Tratamiento perturbativo de las
ecuaciones no lineales de

Schrodinger y Klein-Gordon

“L’inspiration existe, mais il faut qu’elle nous trouve au travail”

Pablo Picasso.

En este capitulo realizo un andlisis detallado de las ecuaciones de Schrodinger y Klein-
Gordon NRT mediante un tratamiento perturbaitvo en ¢ ~ 1. Primero doy las motiva-
ciones de porqué es importante estudiar estas ecuaciones. Luego estudio el desarrollo de
la ecuacion de Schrédinger NRT, y también de un paquete de onda g-gaussiano. La ecua-
cién de Klein-Gordon NRT es el tema de la secciéon 3.4 y finalmente analizo mediante el
desarrollo perturbativo la ecuacién de g-Schrédinger de variables separadas y realizo unas

conclusiones finales.

3.1. Introduccion

Mencioné en la secciéon 2.7 que, recientemente, ecuaciones no lineales generalizadas
de Schrodinger y Klein-Gordon han sido propuestas por Nobre, Rego-Monteiro y Tsallis
(NRT) en [116] . Actualmente hay mucha actividad en ésta area. La no linealidad de estas
ecuaciones estd gobernada por el parametro real ¢q. Es un hecho que las consiguientes
ecuaciones no lineales, llamadas de g-Schrédinger y g-Klein-Gordon, son manifestaciones
naturales de fenémenos de muy alta energia, como fue verificado por experimentos en el
LHC. Esto sucede para valores de ¢ cercanos a la unidad [2, 118]. Es también bien sabido
que el comportamiento g-exponencial es encontrado en una gran variedad de arreglos.
Una explicacién para tal fenémeno fue dado en [123] haciendo referencia a escenarios
empiricos en los cuales los datos son obtenidos via arreglos que efectian una normalizacién

ademds de un pre-procesamiento de datos. Precisamente, se mostré que la salida de datos

47
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normalizada correspondiente estd g-exponencialmente distribuida si la entrada de datos
muestra simetria eliptica, generalizacién de la simetria esférica, lo cual constituye una
situacién frecuente. Esto hace dificil saber con certeza, para valores de ¢ cercanos a la
unidad, si estamos tratando con soluciones a la ecuacién ordinaria de Schrédinger (cuyas
soluciones de particulas libres son exponenciales y para el cual ¢ = 1) o con la ecuacién
no lineal de NRT, cuya solucién de particula libre son g-exponenciales.

Datos experimentales indican que el comportamiento tipo ley de potencia en las dis-
tribuciones de probabilidad observadas de magnitudes interesantes es muy comun en el
mundo natural [124]. En [123] se mostré que una razén para este fenémeno es la nor-
malizacién en el detector. En la mayoria de los dispositivos encontramos una etapa de
pre-procesamiento de datos que impide que el dispositivo de medicién sea sobrepasado
por datos de muy grande amplitud que puedan danar el hardware. Se apela, entonces,
a la normalizacién estadistica de los datos de entrada. Estos primero son centrados por
substraccién de su valor medio estimado y luego escalados con su desviacion estandar es-
timada. En [123] fue mostrado que los procedimientos asociados transforman la entrada
de datos gaussiana en una salida de tipo g-gaussiana. Recordemos que una g-exponencial
viene definida como:

eq(®) = [L+ (1 - q)z]77; (eqm(x) = expa) (3.1)

En vista de las consideraciones empiricas antes hechas, resulta claro que en el en-
torno de ¢ = 1 es muy dificil saber con certeza si uno estd tratando con exponenciales
o g-exponenciales. Las primeras corresponden a las soluciones para una particula libre
de la celebrada ecuacién de Schrodinger, mientras que las segundas corresponden a las
soluciones de particula libre de su generalizacién no lineal presentada en [116, 117] (ver
también[125-127]), la asi llamada ecuacién NRT. Si deseamos analizar un flujo de particu-
las, jcudl de las dos ecuaciones gobierna su comportamiento, la lineal o la no lineal?

Con el objetivo de ayudar a encontrar una respuesta adecuada a esta pregunta realizo

un estudio cuidadoso de las soluciones de la ecuacién NRT en el entorno de ¢ ~ 1.

3.1.1. Motivacion

La motivacién radica en el hecho de que tanto la ecuacién de g-Schrédinger como la de
g-Klein-Gordon son manifestaciones naturales de fenémenos de muy alta energia [2, 118],
como fue verificado por experimentos en el LHC [24], para los cuales ¢ es muy cercano
a la unidad. En tal caso, las dos ecuaciones mencionadas anteriormente se acercan a las
ecuaciones usuales de Schrodinger y Klein-Gordon, siendo idénticas en el limite ¢ — 1,
siendo entonces una generalizacién de estas. La ecuacién de g-Schrédinger de la que hablo
es la ecuacién (2.113). Recordemos que es:

ma{w@¢qq+hQA{waw}:0
ot | ¥(0,0) 2m

(3.2)
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Y para ¢ cercano a la unidad se puede escribir

(3.3)

[N _WED ()80, [6E]

$(0,0) $(0,0) $(0,0)  [(0,0)

El segundo término del lado derecho de (3.3) es despreciable por lo que se puede escribir

0 [v@ )], 1, [v(@1)
h— —A = 4
3 [F:0) * 3 o B4
O
i@ ) + 1o Ap(E ) = 0 (3.5)
ot ’ 2m e '
Que es la ecuacion de Schrodinger lineal convencional.
Una situacién analoga sucede con la ecuacién de g-Klein-Gordon. Se tiene que
o(# 1) qm*e [o(z, )]
O = .
ool lson) = 30
Para ¢ cercano a la unidad:
¢(, t)rq‘1 o(7,1) o(7,1) [qb(f, t)]
= +2(g—1 In 3.7
Lb(o, 0) 5(0.0) 7 V50,0 ™ [6(0,0) 37

Una vez mas, el segundo término es despreciable. Como consecuencia, se obtiene

o(Z,t)]  gm* [o(Z, )]
D[¢(o,0)]+ 2 [¢(0,0)]_0 (38)
O
m202
D¢(f,t)+qh2 o(Z,1) = 0 (3.9)

Luego, como ¢ es cercano a la unidad, se obtiene la ecuacién usual de Klein-Gordon:

m?c?

h?

Se ve que es muy importante obtener soluciones aproximadas para las ecuaciones de g-

O6(Z, 1) + (i, ) = 0 (3.10)

Schréodinger y g-Klein-Gordon, debido a que serian ecuaciones correspondientes a energias

intermedias [117] entre altas energias (régimen no lineal) y bajas energias (régimen lineal).

3.2. Expansién de primer orden de la funciéon g-exponencial

como una solucién a la ecuacion no lineal de g-Schrodin-
ger NRT

Primero demostraré que el desarrollo de Taylor de primer orden alrededor de ¢ = 1 de

la funcién g-exponencial e4, es una solucién a la ecuacién no lineal de g-Schrédinger,

"t [vow) = [565)] 610
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1(0,0) es una funcién de onda fija y:

Hy = o = %v (3.12)
En este caso: ¥ ¢4, definida como
e =1+ (1~ q)(pz — BN (3.13)
Llamando z = % (pz — Et) se obtiene
eq =L+ (1—q)z] ™ (3.14)

La funcién e, tiende a la exponencial usual cuando ¢ — 1
eq(2)g1 = & (3.15)

Se puede observar que 9(0,0) = 1. Luego, la ecuacién (3.11) se reduce a

TN

S = Hou(a, 1) (3.16)

3.2.1. Desarrollo de primer orden de ¢ = ¢,

Luego de un largo célculo (ver Apéndice B.1) se obtiene

2
wze“r(q—l)%ez

P~ et {1 +(q— 1)’222] (3.17)

Notar que la tdltima relacion difiere de una funcién exponencial, cuando ¢ es cercano a
la unidad, solo por el término (g — 1)z2/2.

Explicitamente se tiene que

R

(px—Et)Z] (3.18)

2h2

Necesitamos ahora la segunda derivada del desarrollo de e, con respecto a x. Esto
implica de nuevo un largo célculo (ver Apéndice B.2), luego del cual se encuentra que
0?1 B

2 ;
v _ _g L (px—Et) % o - . (q - 1) - 2
52 e [q + - (¢ —1)(pr — EY) 572 (px — Et) (3.19)

Obviamente, tambén necesitaremos el desarrollo de primer orden de 1%. Esta expansién

es en la variable q, alrededor de ¢ = 1. Se tiene que

Pl = edn
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Luego,

a9
Y Oq

oYt _ d(gny)

dq dq V= <lw i

) = I + qwq—lg‘g (3.20)

Para q=1 se obtiene

oLl 9y
S| = Yl )|y + o~
dq =1 q=1 q=1 dq =1
Sabiendo que
" 7/1’(;:1 =eé”
» (Iny)|my =2
Locd — 22,z
" dq g=1 =3¢
Luego,
oY 22
- = ze* + —¢° (3.21)
04 |4=1 2
oY i i (pr — Et)? & .
v — “(pr — Et)erpr—EBt) _ \" =0 4 (pr—Et) 929
30, = 7o B e (3:22)
El desarrollo de primer orden de 99 es, entonces,
oY
T~ o) 1) 2
w w |q:1 + (q ) aq q:1

Reemplazando aqui las ecuaciones (3.15) y (3.22) se obtiene

i ) i - Et 2 4
P~ enPT=ED 4 (g 1) [;(pw — Bt)enpr=Et) _ (px2h2)en(m’5t> (3.23)

Finalmente, necesitamos la derivada respecto al tiempo, que es

N —iE i —iE i py  2E L(pz—Et
T e () Teﬁ(p )+§(p$—Et)€h(p )

iE 21 (pz—FEt
+o5 (2 — Et) en(? )]
0)
a¢q o —iE 1(p:v—Et) QZ(q - 1) (q - 1) 2
el q+ — (px — Et) — 572 (pxr — Et) (3.24)

Ahora reemplazando las ecuaciones (3.19) y (3.24) en la ecuacién no-lineal de q-
Schrodinger (3.16), se puede comprobar que el desarrollo de Taylor de primer orden de la
funcién g-exponencial es, de hecho, una solucién a esta ecuacién con el eigenvalor usual co-
rrespondiente a una particula libre, E = p?/2m. Se obtiene por lo tanto autoconsistencia,

indicando que los cédlculos han sido correctamente realizados.
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3.2.2. Comparacion entre las soluciones exacta y aproximada

En esta seccién realizo comparaciones entre las soluciones aproximada y exacta de la
ecuacion de g-Schrodinger. Para este fin, primero evalio el médulo de la relacion, R, de
las funciones (3.18) y (3.13). Como un ejemplo, en las figuras (3.1) a (3.4), se muestra R
correspondiente a un electréon y un protén de 1 MeV de energia en t = 0 para dos valores de
q distintos. Notar que, para un rango de x considerable en términos de distancias atémicas
o nucleares, la relacién es esencialmente la unidad. Por lo tanto, la aproximacién puede

ser considerada muy buena en ese rango.

electron 1Mev

g-1=1x10°

x (m) %1078

Figura 3.1: Relacién R vs. x (en metros) para electrones de 1 MeV y ¢ — 1 = 1077,

1.2

0.8r electron 1Mev

0.6 g-1=1x10""2

0.4
02
O 1 1 1 1 1
-3 2 -1 0 1 2 3
x (m) %1077

Figura 3.2: Relacién R vs. x (en metros) para electrones de 1 MeV y ¢ — 1 = 10712,
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proton 1Mev

g-1=1x10°

2 -1 0 1 2
x (m) x 10710

Figura 3.3: Relacién R vs. x (en metros) para protones de 1 MeV y ¢ — 1 = 107°.

1.2

0.8 proton 1Mev
0.6 g-1=1x107"2
04r

0271

x (m) %107

Figura 3.4: Relacién R vs. x (en metros) para protones de 1 MeV y ¢ — 1 = 1072,

3.3. Desarrollo de primer orden de una funciéon g-Gaussiana

Paso ahora a discutir una solucién importante de la ecuacién (3.11): el paquete de

onda g-gaussiano. Siguiendo a [128], una solucién propuesta es:

1

Y, t) = {1+ (¢— 1) [a®)2z? + b(t)z + c(t)] } T2 (3.25)

Donde los pardmetros a(t), b(t), c¢(t) pueden ser encontrados reemplazando esta solucién
en la ecuacién diferencial (3.11), como en [128]. Aqui utilizo una expresién simplificada de

los pardmetros, seleccionando mqga = 1, con el objetivo de simplificar los calculos. Tengo
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entonces:

mq

a(t) = m (3.26)
b(t) = : (3.27)
B[+ k(g + 1)1 ‘
1 1 ) ol
c(t) = (q — - 4mq62> [1+ih(q+ 1)t]a+T +
! ! (3.28)
ImaB I +ing+ 0 T 1—g¢ '
Podemos aproximar los coeficientes a primer orden en la variable g:
a(t) = a1(t) + (g — Dax(t)
b(t) = bi(t) + (g — 1)ba(2)
c(t) = c1(t) + (¢ — Dea(?) (3.29)

Donde a1,b; y ¢; son los coeficientes valuados en ¢ = 1y as, bo y ¢o la primera derivada
de los coeficientes valuados en ¢ = 1. Obteniendo de (3.26), (3.27) y (3.28):

m

) =T oim (3.30)

as(t) = m (3.31)

bi(t) = M (3.32)

bo(t) = _5(14%1';175)2 (3.33)

er(t) = %m(l 200~ 5o (Zfi ) (3.34)
ea(t) = 4n1ﬁ2 o ih;z’ht) - 4mél2(+1 TZ?W

éan(l + 2iht) — w In(1 + 2iht) (3.35)

Por lo tanto la aproximacion de primer orden de la g-Gaussiana es:

Y(z,t) = {1 —(¢g—1) {ag(t)a:2 +bo(t)x + ca(t) — % la1(t)2® + by (t)z + cl(t)f}} ®
el a2 Hb e ] (3 36)
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Por construccién, ¢(x,t), como se presenta en la ecuacion (3.36), es una aproximacién
de primer orden de (3.25). Para tener una idea de la calidad de la aproximacién en la
figura (3.5) muestro la relacién entre (3.36) y (3.25) versus la distancia z (en unidades
absolutas) para ¢ — 1 = 1073, Notar que la relacién es esencialmente 1 para distancias
mucho mas grandes que las atémicas o nucleares, por lo que la aproximacién es muy buena

€n ese rango.

10°

—_
(]
(=]

21w

10+

first order

W

10—10

107"° ' ' ' ' '
15 10 5 0 5 10 15

Figura 3.5: Relacién entre las q-Gaussianas de las ecuaciones (3.36) y (3.25) vs. = (en

unidades absolutas) para ¢ — 1 = 1073.

3.4. Ecuacién no-lineal de g-Klein-Gordon

Ahora deseo verificar que el desarrollo de la funcién e, es una solucién de la siguiente

ecuacion:

1 62 82 2.2
180 P e 5.37)
2 ot Ox? h?

Esta ecuacién, llamada de g-Klein-Gordon o Klein-Gordon NRT, fue propuesta en
[116]. En nuestro caso ¢ = eq(ikz — iwt).

Por analogia a las ecuaciones (3.18) y (3.19) se sabe que los desarrollos de e, y sus

derivadas con respecto a x, respectivamente, son

(3.38)

b ~ gilko—wi) [1 (=) (kx — wt)Q]

2

a2¢ 2 i(kx—wt) ;
@:—ke q+2i(qg—1)(kx —wt) —

(g 5 Y (ke — wt)Q] (3.39)
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Ahora deberfamos calcular la segunda derivada con respecto a t y el desarrollo de
primer orden de q¢?¢~!. Esto estd desarrollado con detalle en los Apéndices B.3 y B.4, y

los resultados son:

g = et o s aitg - (ke — o) - O r —wtp] (30
g1 o ihr ) [q +2i(q — 1)(kz — wt) — (¢ - 1)(]%_2”)2} (3.41)

Reemplazando (3.41), (3.40) y (3.39) en (3.37) se puede verificar que el desarrollo de
Taylor de primer orden de la g-exponential es una solucion a la ecuacién de gKG. Una vez

mas, hemos obtenido autoconsistencia.

3.5. Separacion de variables

En [117] se ha demostrado que la ecuacién (3.11) es de variables separables cuando el
hamiltoniano es independiente del tiempo. De (3.11), la ecuacién no lineal de g-Schrédinger

de variables separadas [¢)(t,z) = f(t)g(x)] estdn dadas por

of
_h2 829 .

Aqui muestro que, para ¥(z,t) = f(t)g(x), las ecuaciones para, respectivamente, f
y g, mantienen la forma de la ecuacién no lineal para v (3.11). Ahora probaré que los

desarrollos de primer orden alrededor de ¢ = 1 de las funciones

f(t) = [1 + ;wEt] ! (3.44)

2

B i (1-q |7
g(x) = [1 + hi\/mp ] (3.45)

son soluciones a sus respectivas ecuaciones diferenciales. Los calculos detallados se
encuentran en el Apéndice B.

3.5.1. Soluciones de las ecuaciones diferenciales de f y ¢

1) Del Apéndice B se obtienen las relaciones

_— ; 242
ft) e n [1 +(q@-1) (lgt + E2ht2 )] (3.46)
Y
af1 1B —iBt 2¢2 1Bt
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Ahora, reemplazando las ecuaciones (3.46) y (3.47) en (3.42), se observa que el desa-
rrollo de Taylor de f es una solucién a la ecuacién (3.42), con autovalor A = E = p?/2m.
Nuevamente, hemos obtenido autoconsistencia.

2) Del Apéndice B se tiene que

ips 3(¢g—1)ipz (¢—1)p°z°
I |14 2T 2> 4
gl~en { +— " R (3.48)
y
g p* e 31 —q)ipr (1 —q)p°a?
Freiai i [1 Y R h?] (349)

Reemplazando las ecuaciones (3.48) y (3.49) en la ecuacién (3.43), se encuentra que el
desarrollo de Taylor de g es una solucién de su ecuacién diferencial con autovalor A = E =
p?/2m.

3.6. Conclusiones

En este capitulo he analizado exhaustivamente los tratamientos perturbativos de primer
orden (en ¢) de la ecuacién no lineal de g-Schrédinger y de g-Klein Gordon. He mostrado
que, para pequenos valores de g—1, la aproximacion es muy buena. Esto es de relevancia en
fisica porque, como se discutié anteriormente [2, 118], estos valores de q son los relevantes

en el rango de energias de interés para la fisica de intermedias y altas energias.






Capitulo 4

Estados q-Gamow para energias

intermedias

“Science is not a democracy. It is a dictatorship. It is evidence that does the dictating.”

John Reisman.

La evidencia experimental en aceleradores de particulas ha constatado la presencia
de distribuciones de la g-estadistica en experimentos de muy alta energia. Esto motiva a
preguntarse por un tipo de estado g-Gamow para el cual la distribucién de g-Breit-Wigner
(¢BW) asociada pueda ser facilmente encontrada a energias intermedias, para lo cual hay
muchos aceleradores disponibles. Ese es el objetivo que busco conseguir en este capitulo.
Baso las consideraciones en el hecho de que empiricamente, uno no detecta gaussianas
puras, sino més bien g-gaussianas con valores de ¢ cercanos a uno [123]. Esto sugiere
mirar estados q-Gamow especiales para el entorno de ¢ = 1.

Comienzo el capitulo definiendo un nuevo tipo de estado g-Gamow utilizando una
aproximacion de primer orden en q. Luego de normalizar, calculo la distribucién asociada
de g-Breit-Wigner, la cual puede ser medida experimentalmente. Y finalmente realizo unas

conclusiones.

4.1. Nuevos estados q-Gamow
Obtendremos un nuevo tipo de estados g-Gamow para g cercano a la unidad, utilizando

teorfa de perturbacién alrededor de dicho valor de ¢ de los estados estudiados en [118] y

presentados en el capitulo 2, quedandonos solo con el primer término. Por lo tanto,

2
T=a 1pT p2x2 ipx
~ |:1—(q—1) <4h+4h2):|€% (41)

99

[1+ i1~ g)pz
hy/2(q+1)
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Y los nuevos estados g-Gamow quedan

Iw¢;>=t/{Fﬂhnwﬂ?ﬂx)—?ﬂ—hn@HH(ﬂw}®

. 2,2 ,
[1 —(¢g—1) <thx + Z;)} et o> dr (4.2)

Donde H(z) es la funcién escalén de Heaviside. Luego,

Yo () = {H[Im(p)IH(z) — H[-Im(p)|H(-z)} ®

; 2,.2 .
ipr  prx ipz
[1 (g—=1) (4h 4h? >] e’ (4.3)

La norma del estado q-Gamow es ahora

< Yealtbee >=
T ipr  pla? ipz
/H[Im(p)] [1 —(g—1) (471 + W)} eh®
0

S *2 .2 in*
[1+(q—1) (pr—p ’ )}e_ph' dx

4h 4h2
; ipr  plx? ipz
+ / H[—Im(p)] [1— (¢g—1) <4h+4h2>] eh®
. 3 *2,.2 Lk
p T p-x _ipx
[14— (g—1) ( T T ﬂ e dx (4.4)
O, equivalentemente,
< quWqG >=
7Hu<n1—<—n b 2o
e 1 an T anz )€
0
. *2 .2 .
wp*x  p*x _ip*z
[1+(q—1)<4h— 2 ﬂe modx
+7’H[I (P)] [1+(¢g—1) vz _ pa” %
P 1 an 4wz )|
0
.k *2,.2 L x
iptx  p*x ip*a
[1 (q 1)( i + 12 ﬂe nodx (4.5)

Luego de un poco de élgebra, (4.5) se transforma en

< @ZJqGWqG >=
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n ok 2 k2,2 T
/H {1+(q—1) {Z(plmp)x—(p Z;; )x]}ﬁ 2 et
0

0/ - tm(] {1+ (- 1) [ " Z,ff)ﬂ b a o)

La integracién es directa:

h —1 Im(p)? — Re(p)*
<vualvne >= g {1+ [ TR )
Entonces, elevando al cuadrado la norma encontramos
h (¢—1) [ Im(p)® — Re(p)T }
A2 1 1 4.8
@9 =g {1 [ g s
Y luego se obtiene
_ h (¢—1) Im(p)* — Re(p)?
Alo.p) = \/ R ] (e e (49)
Notar que:
, B h
%l_ﬁq Alg,p) = 2/ Tm(p)| (4.10)

Vemos que las ecuaciones (4.10) y (2.119) coinciden. El estado q-Gamow normalizado

es ahora

[$qc >= (4.11)

Que puede ser escrito en la forma

i >= [ (HIIm)H(a) ~ H- ()] H(-2) Amipllg
m(p)2 — Re(p)? DT x ipx
[1—(61—1) <é+l (?Im(p};(p) + +ih2 )] ¥ |dw > (4.12)
Y entonces
ba6(x) = (HUIm(p)H () ~ H-S@)H ()} 2P

1 Im(p)® — Re(p)® ipx x ipz
[1—(q—1)<8+ (?Im(p)Q(p) +fh+ih2>]en (4.13)

Vemos ahora que los nuevos estados q-Gamow satisfacen la ecuacion no lineal de g-

Schrodinger NRT. Consideremos la funcién f(z) definida por

2|Im 1 Im(p)® = Re(p)? ipx x ipx
f(z) = 1/ A2 h(p” [1—(q—1)<8+ (?Im(p)2(p) +fh+€m2)]“ (4.14)
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Queremos mostrar que f(z) satisface

f@)] _ p [f@)]
7|56 = 3 7o) 9
O
2
Hf(2) = 2= [fO)[f ()" (4.16)

Teniendo en cuenta que

FOIT =1 (g~ Dln [\/2‘*’”;@”] (1.17)
o [
[f(x)] - TG &

m m(p)? — Re(p)? ipx 222
{1+(q—1) [m( 2|Ih(p)‘>—;—j (Z)Im(p};(p) +341;1 _ih?]} (4.18)

En consecuencia, se encuentra que

FOP- i@l = 2w

{1 ) {1 N Im(p)* — Re(p)*  3ipx N p2x2} } _

8 8Im(p)? 4h 4h?
1 d*f 2
- d:c(f) - pL;LHf(;U) (4.19)

Viendo la ultima ecuacién (4.19) vemos que f(z) satisface (4.15) y, entonces, el estado
g-Gamow también lo verifica.

Pasamos ahora a calcular el valor medio de la energia correspondiente al estado q-

2
_p [2lIm(p)|
Hldoe >= 2m h @

/ (HUIm(p)[H(x) — H[-Im(p)|H(-2)} ©

Gamow. Comenzamos con

1 Im(p)® — Re(p)® _ 3ipz  p*a®]| e
~la=Ulg - , 4.2
{1 (4 )[8+ 8Im(p)? oot e (4.20)
Luego
2
p~ 2[Im(p)|
< ¢qG(H|¢qG >) = %T@)
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[ HUIm ) @) — M- Im)H(-o) o
1 Im(p)* — Re(p)® ip*z  p**a?
1—(g—1)|=> -
{ (4=1) [8 T R Im(p)? ez |
1 Im(p)? — Re(p)®> 3ipx p’x? i(p—p*)z
1-(¢g—-1) |= — d 4.21
{ (g )[8+ 8Im(p)? = § C )
La ecuaciéon anterior puede ser escrita como
2
_p” 2[Im(p)|
< dqa(Hlbge >) = 5~ ———
[ 1, Im(p)* — Re(p)®
1—(¢g—1
{/H { & )[4+ 4I'm(p)?
0
iBp+p)r (P +p?)2?]) e
i e
i L, Im(p)? — Re(p)®
1—(¢g—1
[rmi{- - [+ R
0
iBp+p )z (p?+p?)2?] | w-pe
+ i + 12 e dx (4.22)
Evaluando las integrales en la ecuacién (4.22) se encuentra
2 - *
p 1 i(B3p+p7)
H =—4<q1—(¢g—1) |- — —=———-Sgn|l 4.23
< tncl(Hlone ) = 2 {1~ (g =) [ = DL squirin(p) (4.23)
Anélogamente, llegamos a
*2 . *
p 1 i(3p" +p)
H =—<1—(¢q—1) |- — ——=Sgn[I 4.24
(< dncllon >= b {1~ (@ =1 § = 00 P sguitmp) (4.21)
Luego, de acuerdo a [118], obtenemos para el valor medio de la energia
1
<H >4= 3 [< ¢qcl(H|dga >) + (< dgc|H)|dgc >] (4.25)
Y Re(y?
i < H >,— 2P o (4.26)
q—1 2m

4.2. Predicciéon: distribucion g-Breit-Wigner

Calculamos ahora la nueva distribucion de qBW pertinente, empezando con

< dlécy >= 1/ TN {/k% (2) — H[—Im(p)|H(—z))
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1 Im(p)? — Re(p)? ipx p3x? i(p—k)e
1-(g-11l3 )| d 4.2
[ (q )(8 st T an T )]t " ® (4.27)

Luego de evaluar las integrales en la ecuacién (4.27) se tiene

_ 1 [Im(p)|
1 Im(p)* — Re(p)® p P
1—(g=1)[ = — 4.28
- (s TR e (429
Entonces, la relacién para la distribucién de g-Breit-Wigner es
[Im(p)|

2 _
| <9loce > 1" = ey TR T

O e e € Y (=
Bl factor X

Koo [t e () e ()| o

constituye la firma de las nuevas resonancias q-Gamow y es, en principio, sensible a

verificaciéon empirica.
Notar que para ¢ — 1 se cumple

[Im(p)]
m{[Re(p) — kI* + Im(p)*}

lim | < ¢logy > |* = (4.31)
qg—1

En acuerdo con la ecuacién (2.126).

Haremos ahora lo que creo es una conjetura razonable que relaciona los valores de ¢
con el rango de energia. Las g-resonancias tienen lugar a energias de la escala de TeV
para ¢ = 1,1 [118]. Por otro lado, las resonancias ordinarias aparecen en el orden de los
MeV en las descripciones de Breit-Wigner (BW) (¢ = 1). A esa escala también podemos
encontrar las resonancias de la teoria cuantica de campos. Por interpolacién lineal entre
esos dos casos podemos suponer que g = 1 4+ 1073 deberia estar asociada a energfas de 1
GeV,g=1+10"*a 0.1 GeV, etc.

Cuatro casos de la amplitud de la distribucién qBW son mostrados en las figuras
(4.1)-(4.4), para cuatro valores de ¢ iguales a, respectivamente, 1 + 1073 — 1 + 1076, en
pasos de 10! sumados a la unidad. Esos valores de g corresponden, respectivamente, a
energias entre GeV (asociada a ¢ = 1+ 1073) y MeV (asociada a q = 1). El eje horizontal
representa la parte real del momento p, aqui llamado x. Las curvas gruesas corresponden
a g = 1y las delgadas a ¢ > 1. Curvas para tres valores de y = I'm(p) son dibujadas en
cada figura. Rojo para y = 0,25, verde para y = 5, y azul para y = 10. Se aprecia el hecho
que a) para valores pequenios de y la qBW difiere de una manera més significativa de la

BW tradicional y b) esas diferencias crecen cuando la energia aumenta.
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Figura 4.1: ¢qBW y BW tradicional vs. x, la parte real del momento p, para ¢ = 1+ 1073.
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Figura 4.2: ¢qBW y BW tradicional vs. z, la parte real del momento p, para ¢ = 1+ 1074

4.3. Conclusiones

Es esencial senalar que, como se discute en [123], empiricamente a menudo se obtienen
q-Gaussianas en vez de Gaussianas puras, con ¢ muy cercano a la unidad, en experimentos
de altas energias. En consecuencia, he estudiado en este capitulo, en el entorno de g = 1,
las propiedades principales de los estados q-Gamow asociados, que son solucién a la g-
generalizacién no lineal de la ecuacién de Schrodinger [116]. Calculé su norma, el valor
medio de energia y las distribuciones de g-Breit-Wigner correspondientes. En todos los
casos, los resultados tienden a los usuales cuando el pardmetro entrépico obedece g — 1.

Nuestro resultado principal es que la distribucién de probabilidad g-Breit-Wigner difie-
re de la usual de acuerdo al factor dado por la ecuacién (4.30), el cual puede ser comproba-

do, luego de un anélisis de errores, por datos experimentales en aceleradores de particulas,



66 Capitulo 4. Estados g-Gamow para energias intermedias

0.7

05| G=1.00001

0.2

0.1r

0 e s ——

90 95 100 105 110
X
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Figura 4.4: qBW y BW tradicional vs. x, la parte real del momento p, para ¢ = 14 1076,

y por lo tanto probando la existencia de los nuevos estados g-Gamow que estamos propo-

niendo aqui.



Capitulo 5

Fenomenologia de la Entropia de
Tsallis sobre un camino para

curvas en el espacio de fase

“I dont feel frightened by not knowing things, by being lost in the mysterious universe
without having any purpose, which is the way it really is, as far as I can tell, possibly. It
doesn’t frighten me.”

Richard Feynman.

En este capitulo describo la fenomenologia de la entropia cldsica de Tsallis calculada
sobre un camino en el espacio de fases. Esto permite derivar un mecanismo de fuerza
entropica que es capaz de imitar algunos aspectos fenomenolégicos de la fuerza fuerte,
como confinamiento, hard-core y libertad asintética.

El capitulo estd organizado como sigue: en la seccién 1 introduzco algunas ideas previas
y en la seccién 2 realizo un repaso de nociones béasicas. En la seccion 3 calculo la entropia
de camino de Tsallis y la energia media asociada para un oscilador arménico. En la seccién
4 trabajo con el principio de equiparticién. Las fuerzas entrépicas asociadas a las entropias
de camino son el tema de la secciéon 5. Analizo esta fuerza en la seccién 6 y, finalmente,

realizo unas conclusiones en la seccién 7.

5.1. Introduccion

Por confinamiento se entiende el fenémeno que impide aislar particulas con carga de
color (los quarks no pueden ser aislados individualmente) y por lo tanto no pueden ser
detectados directamente, mientras que por libertad asintotica nos referimos a la propie-
dad de algunas teorias de gauge que generan ligaduras entre particulas que se debilitan
asintéticamente cuando la distancia disminuye. Deseo enfatizar que los efectos de la fuerza

entropica que describo aqui no son el confinamiento y la libertad asintética conocidas de

67
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la fisica de altas energias, sino que son efectos nombrados asi por analogia. El cédlculo
de entropias sobre curvas en el espacio de fases lleva, sorpresivamente, a un mecanismo
entrépico clésico (en el sentido de “no-cudntico”) y simple que es capaz de imitar algunos
de los fenémenos citados anteriormente.

Recordemos que la fuerza entrépica (ver seccién 2.3.1) es una fuerza fenomenolégica
que deriva de la tendencia estadistica a aumentar la entropia [18, 19, 21, 129-134], sin
apelar a ninguna interaccién microscopica especifica subyaciente. El ejemplo tipico es la
elasticidad de moléculas polimeras libremente conectadas [129, 130]. Es remarcable que
Verlinde ha argumentado que la gravedad también puede ser entendida en términos de
una fuerza entrépica [19].

Aqui usaré la entropia de Tsallis, calculada sobre una curva, para demostrar que el
fenémeno de confinamiento puede emerger clasicamente de fuerzas entrépicas, apelando a
hamiltonianos cuadraticos en el espacio de fases. Estos hamiltonianos son bien conocidos,
cldsica y cuanticamente. Para ellos, la correspondencia entre mecanica cldsica y cuantica
es la mas simple. Desafortunadamente, las férmulas explicitas que desarrollaré aqui no son
triviales.

El conocimiento de hamiltonianos cuadraticos es de gran utilidad para investigar ha-
miltonianos mds generales (y sus ecuaciones de Schrodinger asociadas) en un escenario
semiclasico. Los hamiltonianos cuadraticos son relevantes en ecuaciones diferenciales par-
ciales: de ellos se derivan fendmenos de propagacion de ondas no triviales. También ayudan
a esclarecer las propiedades de hamiltonianos mas complicados utilizados en cuantica.

En consecuencia utilizaré hamiltonianos cuadraticos en un contexto clasico para apren-
der algunas de las interesantes propiedades emergentes concernientes a la fuerza entrépica
a lo largo de curvas en el espacio de fases. Un andlisis previo similar utilizando la entropia
de Gibbs (equivalente a tomar el limite ¢ = 1) ha sido realizado en [21] y resumido en la

seccion 2.3.3. Tomar q # 1 agregara algunos detalles interesantes.

5.2. Calculos preliminares

Consideremos una particula moviéndose en el espacio de fases bajo la influencia de un
oscilador arménico, pensemos por ejemplo en un resorte conectado al origen (el centro de

la atraccién oscilatoria). Escribimos el hamiltoniano en la forma:

H(P,Q) = P*+@Q? (5.1)

Donde P y @ son el momento y la coordenada, respectivamente, y ambos, P? y Q?,
tienen dimensiones de H. Trabajaré en el marco teérico de Tsallis, en el cual las distribu-

ciones de probabilidad son g-exponenciales.
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La funcién de particién de Tsallis estd definida como (ec. 2.59):

/ / [~ BH(P,Q)|dPdQ (5.2)

-/ h / Tt (g V)H(P.Q)dPdQ (5.3)

Por supuesto, S es la temperatura inversa. En el contexto de la teoria de informacién,
cuando se utiliza el principio de MaxEnt de Jaynes [16, 135, 136], 8 es un multiplicador de
Lagrange que garantiza la conservacion de la energia media. Es considerado como un dato
previo cuando uno maximiza la entropia a fin de obtener la distribucién de probabilidad
apropiada. La teoria de Jaynes no necesita de colectivos (ensambles) ni banos térmicos.

Apelando al cambio de variables
U=P>+Q* Q =VU-P? (5.4)
Y resolviendo la integral en @, se obtiene
20) = [+ (@ - npUaw (5.5)

Evaluando ahora (5.5) tenemos, ver ecuacién (A.28),

_ T 2—q
Z6) = Blg— 1)B [1’ q - 1] (56)

Donde Bla, b] es la funcién beta. Notar que las condiciones para las cuales la ecuacién

or(e

(A.28) tiene solucién impone que 1 < ¢ < 2. Luego,

Z(B) =

6(q— 1)

O equivalentemente,
T

B(2—q)

Notar que el hecho que el pardmetro de extensividad obedece 1 < q < 2 garantiza que

Z(p) = (5:8)

Z >0.8iqg— 1, entonces

Z - % (5.9)

La ecuacién (5.8) se reduce a la expresién obtenida en la ec. (2.17) para la BGStatMech.

Similarmente, para el valor medio de la energia se tiene que

<U>(f) = ;/_Oo /_OO HP.Q)M + (q— VBH(P,Q)|T5dPdQ  (5.10)

<U>(B) :;/OOOU[1+(q—1)BU]11qu (5.11)
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El resultado de (5.11) es, nuevamente utilizando la ecuacién (A.28),

<U>(B) = WB [2, 3q__21q] (5.12)

Que puede ser reescrito como

T 1
<U>(p)= 5.13
W =pze—g6-2 19
Reemplazando arriba el valor de Z, se obtiene
<U>(B) = (5.14)
B(3 —2q) '

Con la restriccion 1 < ¢ < 1,5 para garantizar que < U > sea positiva y finita. Cuando

g — 1, se obtiene la ecuacién (2.19):

1
U>— = .
<U>=3 (5.15)

De la ecuacién (2.55), tenemos para la entropia
S(B) =lng_yZ+ 278 < U > (5.16)

Donde In4(z) es la funcién g-logaritmo.

Un reemplazo apropiado en la ecuacién (5.16) lleva a

S(ﬁ):Zq‘1(6<U>+qi1>—qi1 (5.17)
Y
[ )t 2-9 1
Sw)_[m2—w} G-2)-1 q-1 (5.18)

Este resultado para S es valido para el intervalo 1 < g < 1,5 y, por supuesto, fuera de

los polos, de acuerdo a la referencia [137].

5.3. Entropia de camino

Nos concentraremos ahora en el concepto de entropia de camino. El camino es una curva
en el espacio de fases I' parametrizada por la variable Q). Siguiendo el mismo procedimiento

que en [21], redefiniremos las ecuaciones (5.5) y (5.11) sobre la curva I'. Primero defino

Z(8.T) =n /F 1+ (¢ — 1)BU(P,Q)| ™2 dU(P,Q) (5.19)

Si consideramos curvas (parametrizadas por la variable independiente )) que pasan

por el origen, tenemos P(0) =0y @ = 0, y consecuentemente U(0,0) = 0. Debido a que el
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integrando en la ecuacién (5.19) es un diferencial exacto y luego la integral solo depende

del punto final Q)¢ tenemos

U(Qo,P(Qo)) 1
2(8,Q0) = = /0 1+ (¢ — 1)AU(P,Q)|™7dU(P,Q) (5.20)
O
Z(8,Qo) = ﬁ{l — 1+ (g — DAU(P(Qo), Qo)) T4} (5.21)

Si Qo — oo entonces Z(3, Qo) reduce a la expresién (5.8). Mas ain, si ¢ — 1, entonces

la expresién tiende a la ecuacién (2.23) calculada para la BGStatMech

2(8,Qo) = 5(1 — e 20 (5.22)

De la misma forma, tenemos para el valor medio de la energia

<U>(B,T) = /FU(P, Q)1+ (¢~ DBU(P,Q)|"7dU(P,Q) (5.23)

Z(B3,T)

O equivalentemente,

U(P,Q)[1+ (¢ — 1)BU(P,Q)]7+dU(P,Q)
(5.24)

<U>(8,Q) =77~

T /U(QOP(QO))
Z(/Ba QO) 0

Si evaluamos la ecuacién (5.24) obtenemos

3—2q
1—gq

<U> (5,00 = 5 {1 — [1+ (g~ 1)BU(P(Qo). Qu)]

(8,Q0)p? B—-2¢)(¢—1)

1= [1+ (q = DBU(P(Qo), Qo)] =%
C-ol-q) } (52)

Y, simplificando la dltima expresién,

w

<U > (8,Qo) =

S Q

1
Blg—1) (3=20) (1~ [14 (¢ - 1)BU(P(Qo). Qo)] =+

Q

{—1+ (2—q) {1-[1+ (¢—1)BU(P(Qo), Q)] 12q}}
}

(5.26)
Si Qo — o0, entonces < U > (3, Qo) reduce a la expresién (5.14). Si g — 1, entonces

1—(1+BU)e PV

<U>(57Q0)_> (1_e,ﬁU)B

(5.27)

Lo cual es consistente con los resultados obtenidos en la seccién 2.3.3. Nuevamente,

podemos expresar la entropia mediante la funcién de particién y la energia media, como

S(B. Qo) = In2—qZ (B, Qo) + Z(8,Q0)"'8 < U > (8,Qo) (5.28)
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O equivalentemente,

1 (2—9q) ™ (a=1) 224 (g
s<5,czo>—q_1{(3_2q) o] 0 - DaUP@o) e

{1= [+ (g = DBU(P(Q0), Qo) 7} — 1} (5.29)

Notar que, para esta expresiéon de S las mismas consideraciones realizadas antes para
la ecuacién (5.18) deben hacerse. Esto es, el resultado de S es vélido para el intervalo

1 < g < 1,5y, por supuesto, fuera de los polos, de acuerdo a la referencia [137].

5.4. Teorema de equiparticién

Muestro en esta seccién que el teorema de equiparticion también se cumple en esta

formulacién. A partir de la definicién de valor medio tenemos que

< Q% >= ;/_oo /_OO Q*[1+ (¢ —1)B(P*+ Q%]ﬁdpdcg (5.30)
O o0
<Q?>= % Ul + (¢ — 1)U =dU (5.31)
0

Mientras que a lo largo de una curva I,

<@2> (BT = % /F UL+ (q — 1)8U]™edU (5.32)
Entonces,
9 T U(Qo,P(Qo)) e
<Q" > (B,Qo) = 2Z(ﬁQo)/o Ul + (¢ — 1)BU]7adU (5.33)

Esta integral lleva a

<Q*>(8,Qo) =5 T {1— [1+ (¢ = DBU(P(Qo), Qo)) 0

(B, Qo) (3—2)(g—1)
1— 14 (g — DAU(P(Qo), Qo)) T4
PRIy } (534
Y luego
_<U> (8, Qo)

< Q> (B,Qu) (5.35)

2
El resultado < P? > (8,Q0) =< Q? > (B,Qo) es inmediato, ya que Q y P aparecen

totalmente simétricos en el hamiltoniano. Finalmente, eso significa que

— <U> (B?QO)

5 (5.36)

< Q*> (B,Qo) =< P* > (B,Q0)
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Lo cual, para Q9 — oo da

<U> 1

2 2
= P = =
< QT >=< P* > 5 303 = 20)8

(5.37)

Hemos llegado al teorema de equiparticién [138]. En este contexto fenomenolégico,
obviamente impone un limite superior para ¢, que es ¢ < 3/2, y que aplica sélo a la
g-entropia de camino y no a todo el mundo de la g-no aditividad.

Concluyo esta seccién diciendo que la presente metodologia permite una aplicacién
directa de técnicas de mecanica estadistica a sistemas clésicos dentro de un escenario ge-
neralizado como el que esta bajo consideracién. También deseo mencionar que la existencia
de un teorema de equiparticién generalizado es otra manifestacién de la coherencia de los

calculos realizados.

5.5. Fuerza entrdépica

De acuerdo a la ecuacién (2.12), [18, 19], la fuerza entrépica F, para una dimensién

estd dada por

1o
° BOQo

Como el punto final de la curva @y es arbitrario, simplemente lo llamaré (). En este

(5.38)

caso usando la ecuacion (5.28):

79297 o0z o< U >
L = (-2 < US> 2T T
7 a0 TV 5 50

(5.39)

Notar que Z y < U > ya fueron determinados en las ecuaciones (5.21) y (5.26),
respectivamente. Notar también que esas cantidades son funciones de 5 y ). Vale aclarar
que cuando escribo U, es una forma concisa de referirme a U(P(Q), @), a fin de no ensuciar

la notacion. De acuerdo a lo dicho anteriormente, tengo que

gCZQ :ng [+ (g = DBUITT = 27Q 1+ (¢~ 1)BU) ™ (5.40)
Y
<U> _ (2—9q) 20 .

o T Fere =1 L L

—@-q 1+ (g-1pujra U -
(1-[1+ (¢ 1)AUIE

Reordenando términos y sumando y restando los términos apropiados uno puede en-

contrar que
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0<U> _2Q(2-q) [+ (¢—1)8U]T3
0 =Y it (g-npup}

(2-q) {1-[1+(g-1)BU) T} } (5.2
(3720 {1 - 14 (¢ - V)=

{[1 +(¢—1)pU] -
Mientras que la ecuacién (5.42) puede ser escrita como

< U > [+ (q— 1)AU]
T Q-
o ( q){l—[1+(q—1)ﬁU]lq}

Luego, tenemos para la expresion de F:

{BU =< U >} (5.43)

1

™\ L, [D+(@-1pUjTa 1
F, = (5) 2Q(2 — ¢)? (1 Ciq ZJ - 1)6U]§%Z>2_q {ﬁU +

Esto es de la forma

Fe = K(quvU[va]) X Qa (545)

Y puede ser tanto atractiva como repulsiva. La fuerza entrépica es del tipo “armoénica”
también. Pero es no conservativa porque depende de P y no solo de la posicién. En los
ejemplos que considero aqui, tomo K positiva. ;De donde viene esta fuerza? Podriamos
argumentar lo siguiente: deseamos que la particula recorra un dado camino en el espacio de
fases. Este camino puede conectar diferentes puntos que corresponden a diferentes energias
del oscilador arménico. Como una respuesta al movimiento de la particula, una fuerza no

conservativa emerge y se opone a este movimiento, como en un argumento a la Chatelier.

Sig—1,
O ame (5.46)
I<U>  2Qe PV BU
50 > T [16/”—1} (5.47)
Y
e BU

Vemos que coincide con la ecuacion (2.26). Claramente, en BGStatMech, K (5, U[Q, P))
es positiva y la fuerza repulsiva. Esta es la primera diferencia que encontramos entre la

formulacion de BG de la seccién 2.3.3 y el presente trabajo. Exploremos ahora como se
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comporta la fuerza entrépica cerca del origen. Para U << 1, una aproximacion de primer

orden lleva a

7 ~ U (5.49)
gg ~ 27 Q(1 — BU) ~ 270 (5.50)
<U>=0 (5.51)
o< U >
—— ~20Q(1 — ~ 2 .52
S~ 2001 - BU) ~ 20 (552
¥ 1
F, ~ %(WU)HQQ + (nU)T12Q ~ (FU)HzQ(FU +1) (5.53)
Finalmente, la fuerza entrépica se simplifica como
12Q
F,~ =17 54
(U S (5.54)
Con K positiva y, para ¢ — 1,
2Q
F,~ — .
U (5.55)

En acuerdo con [21]. Esto significa que la fuerza entrépica diverge cerca del origen,
conduciendo a un comportamiento tipo hard-core. He explorado cuidadosamente el plano
(Q, P) completo y descubierto que los efectos de F, son apreciables solo en una pequena
region de él.

Puedo atin reemplazar U en las ecuaciones de arriba usando el cambio de variables
U = P? 4+ Q2. Se tiene que

q—1 _ 2 e NE=
F, = (g) 2Q(2 — )74 L+ (g = DA+ ) —
(1= 1+ (- DBP2+ Q)
{o+an+ 2
BT L L VR VL Ul R ) i | G
(=16 =20) 1- 1+ (q-DBP* + Q)

Entendemos por confinamiento al hecho de que la fuerza es significativa solo en una
regién. Se ve que en este sentido la fuerza entrépica esta confinada a sélo una pequena
regién del espacio de fases. Este efecto de confinamiento i) crece con ¢ y ii) lleva a una
libertad asintética (fuerza cero) fuera de esa regién. Notar también que si la particula esta
dentro de la barrera de potencial, serd dificil para ella escapar (recordar que no tenemos

efecto tunel en fisica cldsica). El pico de la fuerza entrépica se hace mas pronunciada
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100

B=0.2 q=1.15

Figura 5.1: Comportamiento de la fuerza entrépica con T. Notar que la fuerza entrépica

crece con la temperatura, como uno esperaria.

100 -
g=1.0 B=0.5

Figura 5.2: Comportamiento de la fuerza entrépica con g. Notar que la fuerza entrdpica

disminuye cuando ¢ crece, lo cual constituye un nuevo resultado.

cuando g aumenta. Senalemos que, cuando la energia cinética, asociada al momento, crece,
también lo hace el confinamiento. Estas observaciones son ilustradas en las figuras (5.1) y
(5.2).



5.6. Los efectos del pozo de potencial arménico 77

5.6. Los efectos del pozo de potencial arménico
Obviamente, nuestra particula también siente la fuerza arménica. Sumemos su efecto
al de F,. Tenemos que

_lo< Q? > 19<U >

Fro = 500 1 0Q (5.57)
En nuestro caso esto es
Fio= -2 - WU gy seusy )
{1-[1+(g-npU)=}
Notar que cuando g — 1,
Q e pU
FH0-+<-2(1__6_BU><1__€_ﬂU-—1) (5.59)
O Q e v

En acuerdo con la expresion calculada en la seccién 2.3.3. La fuerza total que siente la

particula es

oz (1 o< U > 1
Fr=F +Fygo=272"2 (= -1 A 61
T + Fro 8@(6+(q )<U>>+ 20 ( 4> (5.61)

Y luego:

[14 (g~ VB2 + Q)] T
(1= [+ (- 8P+ Qo))

1
2 2
{ﬁ(P +Q )+q—71

1 (@—qP {1 [14 (- DAP? + QY] T
(=1 B=20) (111 (g 1)BP2+Q2)]1)

[1+ (q— AP + Q)] ™

)4t
F%=<ﬁ> 20(2 - )1

2—q

2-q) 2
e T
. 1 [, -qf{1- [H(QDB(PQ*QQ)]?} 5.62
B+ Q%)+ 1y B=20 (1— [+ (g—)BP2+ Q)1 o

Para poder apreciar el significado de la ecuacién anterior, consideremos su limite cuan-

do ¢ — 1, nuevamente consistente con la ecuacién (2.27),

Q ~(1438U —e?Y) (5.63)

Fr— 4 —
T2 (1 —e V)
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Figura 5.3: Fuerza total asociada a la entropia de camino como una funcién de T'. Crece

cuando la temperatura aumenta, como uno esperaria.

100 -

Figura 5.4: Fuerza total asociada a la entropia de camino como una funcién de ¢. Disminuye

cuando ¢ crece.

El valor absoluto de la fuerza crece linealmente con la distancia (. También crece con
T.

Notar que, como antes, la fuerza total estd confinada (es diferente de cero) a sélo una
pequena regién del espacio de fases. Tal efecto de confinamiento i) crece con ¢ y ii) lleva a

una libertad asintética (fuerza total cero) fuera de dicha regién. Una vez més, el pico de la
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fuerza entrépica se hace mas pronunciado cuando g aumenta. También, cuando Fj,,; crece,
lo hace el confinamiento. Vemos que, aqui, la fuerza entrépica es una manifestacion del
cambio de entropia a lo largo de una curva en el espacio de fases. Cuando una particula
recorre ese camino, siente la acciéon de F,. Estas consideraciones son ilustradas en las
figuras (5.3) y (5.4).

5.7. Conclusiones

En este capitulo introduje la nocién de entropia de camino clasica y describi su com-
portamiento para un oscilador armoénico. En otras palabras, describi la fenomenologia de
la entropia de camino de Tsallis para el oscilador armoénico. Una faceta principal de esta
fenomenologia es la existencia de una fuerza entrépica generalizada. Mostré que uno pue-
de imitar clasicamente, con la fuerza entrépica, aspectos de otras fuerzas, como la fuerza

fuerte.

= Si bien el calculo de la entropia se realiza sobre una curva arbitraria I', en general, los
efectos mencionados no dependen de la I' especifica seleccionada. La g-fenomenologia

parece razonable debido a que el principio de equiparticién se cumple.

= Descubri que la fuerza entrépica diverge para pequenas regiones del espacio de fases
(hard-core effect) anuldndose fuera de ellas (confinamiento mas libertad asintética).
El tamano de esa area es dependiente de ¢. La altura de la barrera del hard-core

también depende de g. Sumar el potencial arménico no modifica estos efectos.

= Mientras que la fuerza entrépica para el HO en la BGStatMech es siempre repulsiva,

en la Tsallis’ StatMech puede ser tanto repulsiva como atractiva.

= Ademads, la fuerza entrépica disminuye con ¢, un resultado interesante. Es decir, que
cuanto mas “no aditivo” se vuelve el sistema mas débil es la fuerza entrépica. Esta

fuerza también depende de la temperatura, lo cual es un resultado razonable.



80

Capitulo 5. Fenomenologia de la Entropia de Tsallis sobre un camino




Capitulo 6

Fuerza entrépica n—dimensional

en la teoria de Tsallis

“Beauty is the first test:
there is no permanent place in the world for ugly mathematics.”

G.H. Hardy, 1941.

Este capitulo retine cuatro nociones fisicas distintas pero importantes, que ya intro-
dujimos anteriormente en otros capitulos: 1) fuerza entrépica, 2) entropia de camino, 3)
estadistica de Tsallis, y 4) gravedad emergente. Al igual que en el capitulo anterior in-
vestigo la g-mecédnica estadistica clasica de una curva en el espacio de fases pero en n
dimensiones (y, en particular, en 3 dimensiones). Enfoco la atencién nuevamente en el
mecanismo de fuerza entrépica que lleva a un mecanismo simple pero capaz de reproducir
algunos efectos interesantes como confinamiento, hard core, y libertad asintética, tipicas
de la fisica de altas energias.

El capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 1, realizo una introduccion y
presento las motivaciones para extender esta formulacion a n dimensiones. Introduzco el
formalismo y la notacién en la seccién 2. En la seccién 3, calculo la entropia de camino y
la energia media asociada al oscilador arménico. La seccién 4 trata de la fuerza entrépica

y el tema de la seccion 5 es el calor especifico. Las conclusiones son hechas en la seccion 6.

6.1. Introduccion

La gravedad emergente (también llamada gravedad entrépica) es la nocién que des-
cribe la gravedad como una fuerza entrépica con una homogeneidad en grandes escalas,
pero sujeta a desorden de orden cuantico. Afirma que la gravedad no es una fuerza funda-
mental. La teoria, propuesta por Verlinde [19] estd basada en teoria de cuerdas, fisica de
agujeros negros, y teoria de la informacién cudntica. Aqui en cambio considero otra fuerza

entrépica (la del oscilador arménico) en un contexto estadistico cldsico pero motivados

81



82 Capitulo 6. Fuerza entrépica n—dimensional en la teoria de Tsallis

por la gravedad emergente.

En las secciones 2.3.3 y 2.3.4, introduje el andlisis de las propiedades térmicas de una
entropia a lo largo de una curva, esto es, estudié la mecanica estadistica clasica de una
curva en el espacio de fases. Como vimos esto desvela un mecanismo asociado a una fuerza
entropica, que provee una herramienta simple con efectos interesantes como confinamiento,
hard-core y liberatad asintética, caracteristicas de la fuerza fuerte, y obtenidas de una
manera andloga a la gravedad emergente de Verlinde.

El descubrimiento principal de Tsallis fue mostrar que distintas estadisticas a menudo
cubren nueva fisica, y miles de autores siguieron este camino. En este contexto vimos
la gStatMech de curvas del espacio de fases en una dimensién [3] asociada al oscilador
armoénico, lo cual estd reflejado en el capitulo anterior. Calculando la fuerza entrdpica
encontramos efectos andlogos a confinamiento, hard core y libertad asintética, al igual que
en el contexto de la estadistica usual [21].

Tal esfuerzo es extendido aqui a curvas n dimensionales, dada la relevancia de la di-
mensionalidad en gravitacion. ; Como afecta la dimensionalidad a nuestra fuerza entropica?
LEl escenario g-estadistico afecta a las propiedades de las fuerzas emergentes?; En que for-
ma?;Cémo interactian n y ¢q7 Estas son las preguntas que deseo contestar en el presente

trabajo.

6.2. Calculos preliminares

Existe una conexién entre el HO y gravitacién, por ejemplo el problema de Kepler
[139]. Fung elabor6 la correspondencia entre el problema de Kepler y el oscilador arméni-
co isotrépico en la mecdnica newtoniana a través de una transformacién especial. A partir
de esto pudo obtener todos los detalles del problema de Kepler desde una solucién sim-
ple del HO isotrépico. Entonces, es apropiado introducir el HO en el presente trabajo.
Considero una particula agarrada a un resorte conectado al origen, en contacto térmi-
co con un reservorio a la temperatura inversa 8. Consideremos el hamiltoniano tipo HO
n-dimensional

H(P,Q)=P*+Q? (6.1)

PP=P}+P}+..+P} Q*=Q7+Q3+..+Q2 (6.2)

Donde P? y Q? tienen las dimensiones de H. La funcién de particién n-dimensional

en la estadistica de Tsallis estd definida como [25]

20) = [+ a- 0sHEP.QIT I P (6.3)

— o
Recordemos que, si ¢ — 1, la funcién de particién se reduce a la usual, es decir, la

funcién de particién canodnica de Gibbs-Boltzmann. Siguiendo el procedimiento de [22]
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llegamos a

ﬂ.n

I(n)

Donde utilicé el cambio de variables

Z(B) =

/OO U1+ (q — 1)BU)TadU (6.4)
0

U= P?+@Q* (6.5)

Como en el capitulo anterior, evaluando (6.4) a través de la ecuacién (A.28), con la

restriccién 1 < g < 2 obtengo:

Donde Bla,b] es la funcién beta. Luego:

1

Z(8) = |—— ]n L <‘1j ~ n> 6.7

3= |50 T (6.7

Donde usé la propiedad de recurrencia de la funcion Gamma (ver apéndice A, ecuacion
A.2):

I'(n+1) =nl(n) (6.8)

Usando (6.8) n veces, se obtiene

20 =[5 (=) (52 . (22m)

Y, finalmente:

Z(B) = <W>n B ! (6.10)

Si g — 1, entonces

7 <7T>n (6.11)

La ecuacién (6.10) tiende a la expresién obtenida en la seccién 2.3.4 para la estadistica

tradicional. Notemos también que si n = 1, entonces

Z(B) = %(2 i m (6.12)

Es decir, la ecuacién (6.10) se reduce a la expresién unidimensional obtenida en el

capitulo 5. De manera similar, el valor medio de la energia en n dimensiones esta definida

en la qStatMech como:

<U>B) = [ HEQU+ - VSHPQITPIQ (013
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Que lleva a
<U>(8) = 1‘(717)2(5) /OOO U1+ (q — 1AV TadU (6.14)

La ecuacion (6.14) tiene como solucién

" 1 1
U= oz asn) Bl 6
Que es igual a
<U> ()= n’ P —n-b (6.16)
ZB)Bg -]t (ﬁ) '

Usando la ecuacion (6.7) obtenemos

F(—l —n—1)
n —1
<U>(B)= 1 (6.17)
-1
Blg—1) p (q_% _n)
Y empleando (6.8), la ecuacién (6.17) puede ser escrita como
n
<U>(p) = (6.18)

Bln+2) = (n+1)q|

Con la restriccion 1 < g < Z—ﬁ para garantizar la convergencia de < U >. Cuando
q — 1 obtenemos

n
<U>— — (6.19)

B

Y cuando n =1,
<U>= ! (6.20)
B(3 —2q) '

La restriccion en g ahora es ¢ < 3/2. Las ecuaciones (6.19) y (6.20) son las expresiones
de < U > obtenidas en la seccién 2.3.4 y el capitulo 5, respectivamente.

Como la entropia S es (2.55)

S(B) =lng_yZ+ 27 '3 < U > (6.21)

Se obtiene
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6.3. Entropia en la curva I'

Retomando las ideas principales del 1iltimo capitulo, asumo que el sistema estd en
contacto con un reservorio con temperatura inversa . Llamo I' a un camino en el espacio
de fases parametrizado por (J1 que comienza en el origen y termina en un punto arbitrario
(PL(QY), ..., Pu(Q9), Q1(QY), ..., Qn(QY)). Todos los calculos son de cardcter microscépico.

Generalizando los integrandos de las ecuaciones (6.4) y (6.14), introduzco

Z(B,T) = FT:L) /FU"—lu + (g — 1)BU|TadU (6.23)
<U> (B,T) = 1“(117;;(@ /F UL+ (g — 1)8U] T dU (6.24)

Como P;(0) = 0y Q;(0) = 0 entonces U(0,0) = 0. Los integrandos son diferenciales
exactos y por lo tanto las funciones definidas dependen tinicamente del punto final QY. De

acuerdo a esto podemos escribir,

" Q1 1
26.00 = o [ U+ (0= DpUTHaw (6.25)
0 " Q(l) n %
<U> (B,Q7) = F(n)Z(B,Q?)/O U1+ (¢ —1)pU]=adU. (6.26)

Integrando por partes n veces la primera se encuentra que

n Jq

s Z ﬂU"J 1+(q—1)5U]
s ) TTe 1(z—I—l—zq (n—j)! kzl(k:+1—k:q)

Z(8,Q%) = (6.27)

Jj=1

Donde escribo U en vez de U(P(QY),Q(QY)) para simplificar la notacién. Notar que

cuando QY — co recuperamos la relacién (6.10). Sin =1,

B2 —q)

Y llegamos a la expresiéon encontrada en el capitulo 5. El otro limite interesante es

2(8,Q0) = {1-[1+(g—1)8U] 74} (6.28)

q — 1. En ese caso obtenemos

ik o U
Z(8,QY) = e sU ;) = (6.29)

Donde llamamos s = n — j y llegamos a la ecuacién obtenida en la seccién 2.3.4. De
la misma manera, integrando por partes n + 1 veces la ecuacién (6.26), tenemos para la

energia media
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- 0y _ nm" 1
<U>(B,Q)) 3 Z(8,QY) {H?:ll(wrl—iq)ﬂ

n+1 . .
BrIUMT I L+ (g —1)BU] T

_ : 6.30

;(er—j)! 11 (k+1—kq) (6.30)

Nuevamente, recupero la ecuacién (6.18) cuando QY — oo. Apelando ahora a la ecua-
ci6én (6.27) obtengo

-1

n . J+1l-jq
1 (BU)" 7 [1+ (¢ —1)BU] -3
<U>(B,QN) =n — — — . . X
@) [[i=i (i + 1 —ig) ; (n—)! 11k +1—kq)
: - ni BrIUnH1I=i [1 4+ (g — 1)BU] T (6.31)
[5G+ 1—-ig)s = (n+1=5)" [T (k+1— kq) ‘
Si ¢ — 1, recupero el resultado de la seccién 2.3.4
0 " n = nBU* _8U
_ =z 0z .32
<U>(8,Q1) B”Z(B,Q?){ﬂ SE% T (6.32)

Donde esta vez llamé s =n + 1 — j. Y para n = 1, encuentro que

<U>(5.Q) = e {r it -y
81— [+ (¢ - 1)BUI)

+

[+ (g —1)8U] T
- } (6.33)

Esta es la solucién obtenida en el capitulo 5, luego de integrar por partes. Finalmente,
la entropia puede ser expresada por la ecuacién (6.21), donde se puede reemplazar Z y
< U > desde las ecuaciones (6.27) y (6.30), respectivamente. Debido a la complejidad de
esta ecuacién, muestro la forma explicita en el Apéndice C con el fin de no estorbar la

lectura del texto.

6.4. Fuerza entrépica y fuerza total

Como vimos previamente, la fuerza entrépica esta dada por

108
F, = 390 (6.34)
En nuestro caso eso es
797297 o< U >
— _ g—-1Z>~" -
L 5 aQ[H(q NB<U>+2 20 (6.35)



6.4. Fuerza entrépica y fuerza total 87

Donde
YA " gn—i ‘ . »
— = —20); - 1— un—J
0q ~ ¢ ; (n— T, (k+ 1 — kq) {G+1=9su
1+ (g = DAUP S — (n— HUI L1+ (g - DAV} (636)
Y
0<U>  <U>0Z na"_ g
0~ 7 " ZB”QQZ;1 (n+ 1= ) Ty (b 1— kq)
{G+1-j@BUm'= 1+ (¢ - DBUY* T
1= HUTI L+ (g — 1)5(]]”12”} (6.37)

Usando (6.36), (6.37) y (6.35) obtengo la expresién final de la fuerza entrépica que
estd dada por (C.2) en el apéndice por su complejidad. La figura (6.1) muestra el compor-
tamiento de la fuerza entrépica para varios valores de n.

Si n =1 las ecuaciones (6.36) y (6.37) tienden, respectivamente, a

07 1
g0 = QL+ (g - DBUIT (6.38)

8<U>__<U>8£+2QUW
Q Z 0Q Z

Esto es, se reducen a las expresiones obtenidas en el capitulo 5. También concuerdan

1+ (q—1)pU) ™= (6.39)

con las ecuaciones obtenidas en la seccién 2.3.4 [22] cuando ¢ — 1

YA Wy =yt
22— 9xnQeBU . .z
a0 " Qe {kzzo | gn—h—1 > (k— 1)!5n—k}

k=0

(6.40)

Donde llamé k =n — j.

0<U>  <U>0Z 2aneﬁU[” nUF O aUR!

aQ Z Q7 2 JpE T 2 (- 1)!5n—k+1] (6.41)

En la dltima ecuacién llamé k = n+1—j. Como las ecuaciones (6.36) y (6.37) tienden
a (6.40) y (6.41) cuando ¢ — 1 y la ecuacién (6.35) tiende a

b 102 0<U>
°TB8ZaQ " aQ

Entonces el limite de F, concuerda con la fuerza entrépica de 2.3.4. La forma completa

(6.42)

de F. puede ser encontrada en el Apéndice C, ecuacién (C.2).
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Figura 6.1: Comportamiento de la fuerza entrdpica con n. Notar que la fuerza entrépica

crece con la dimensionalidad.

Por supuesto la particula también siente la influencia del gradiente negativo del po-
tencial del HO:

18<U>
2 0Q

Cuya expresién explicita estd dada por la ecuacién (C.3) del apéndice. Notar que la

Fro = — (6.43)

fuerza se anula en el origen, como se indica en la figura (6.2). La fuerza del oscilador
armoénico (i) cambia de signo cuando se pasa de un lado del origen al otro (ii) depende de
si uno estd comprimiendo o elongando el resorte. Recordar también que estamos tratando
con los promedios estadisticos de las fuerzas.

Ahora, estamos en presencia de una fuerza total:

Fr=F.+ Fgo (6.44)

Uno tiene

Fr = %Z‘J—Qg—g[l +@-1)B<U>]+ % (Z"‘1 - %) (6.45)

Y a partir de esta ecuacién podemos obtener la forma explicita de Fpr que se presenta

en la ecuacién (C.4) en el Apéndice C.

6.5. Calor especifico

El calor especifico puede ser calculado como
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g=1.05
60 ($=0.5

Figura 6.2: Comportamiento de la fuerza total con n. Notar que la fuerza total crece con

la dimensionalidad.

C_8<U>__<U>8_Z+k3n7r” n+1
- or Z T Z BT, (i +1—iq)
n+1 i .
Un+1 i i+1—jq
- U L+ -1
o1 =) o (k+ 1 —kq) p
i+1—jq)U e
A - syt | | o)
Donde
0z nkpm” - un—i
— = T — — kpT" ‘ X
or  pr L (i+1—iq) b Jz:; (n— N 1l—1(k+1—kq)

{% L+ (q- 1)U T3 + (‘”;—;‘”)U 1+ (g~ 1)/3U1j+1qq} (6.47)

Luego se obtiene para el calor especifico la ecuacién (C.5) del Apéndice C. Cuando

qg—1
0Z n n— - = US+1 n—s—
o7 = k" | n(kT) e Uy T (kT) 2
s=0 ’

n—1 s
> %(w)n—s*] (6.48)
s=0 ’
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Lo cual concuerda con el resultado dado en [22]. En la expresién anterior llamamos

s=mn—j. Cuandon =1, g% toma la forma

oz km

o7 =@ gL = VAU + @SV L+ (e - DFUIT) (6.49)

Como en el capitulo anterior. El limite de C' cuando ¢ — 1 también coincide con aquel

calculado en la seccion 2.3.4:

C:

<U>0Z kn"|nn+1) K nUH! —BU — s+ 1)U*®
- A 8T+ VA Bn _Zslﬁn s—1 Z 8'5" S (650)

6.6. Conclusiones

Hemos reunido cuatro conceptos fisicos importantes como fuerza entrépica, entropia de
camino, mecanica estadistica no extensiva y gravedad emergente discutiendo la gStatMech
de curvas del espacio de fases.

Las expresiones para las cantidades aqui tratadas son generalizaciones de aquellas
encontradas en [22] y [3] para los limites ¢ — 1 y n = 1, respectivamente. Esto reconfirma
que estan correctamente calculadas. El comportamiento es el mismo en todas dimensiones,
el cual incluye fenémenos similares a hard-core, confinamiento y libertad asintética. Esto
deberia motivar esfuerzos dirigidos a encontrar estas propiedades en el laboratorio, en
arreglos experimentales més generales de aquellos de la fisica de altas energias.

Es interesante notar que, a pesar que la dimensionalidad es muy importante en gra-
vitacion, en lo que respecta a la fuerza entrépica aqui calculada hemos probado que cua-
litativamente las propiedades estadisticas son intrinsecas a la curva, no importa en que
espacio estda embebida. Cuantitativamente los graficos muestran que la fuerza entrépica
crece con la dimensién n. Esto puede ser entendido si aceptamos que el desorden aumenta
con n, ya que el nimero de configuraciones espaciales de cualquier argumento aumenta

con n, y por lo tanto las variaciones de entropia a lo largo de la curva también.



Capitulo 7

Mecanica Estadistica de Tsallis y
Gravitacion Newtoniana de dos
cuerpos Regularizada

Dimensionalmente

“[...] This means that the total energy of any finite collection of self-gravitating mass
points does not have a finite, extensive (e.g., proportional to the number of particles)
lower bound. Without such a property there can be no rigorous basis for the statistical

mechanics of such a system. Basically it is that simple. One can ignore the fact that one
knows that there is mo rigorous basis for one’s computer manipulations; one can try to
improve the situation, or one can look for another job.”

L.G. Taff, 1985, [140].

Los cuantificadores tipicos de la mecédnica estadistica de Tsallis exhiben polos. Estamos
hablando de la funcién de particién Z y la energia media < U >. Los polos aparecen para
valores distintivos del pardmetro real ¢, en un conjunto numerable de niimeros racionales
de la linea g. Estos polos son tratados con regularizacién dimensional. En este capitulo los
efectos fisicos de los polos en el calor especifico son estudiados para el potencial clasico
gravitatorio de dos cuerpos.

El capitulo se encuentra organizado de la siguiente manera. Primero realizo una in-
troduccién al tema. En las secciones 2 y 3 calculo la funcién de particién y la energia
media para los regimenes ¢ > 1y ¢ < 1, respectivamente. Las divergencias de la teoria son
expuestas en la seccién 4 y la regularizacion dimensional en 3 dimensiones para los valores
q=3/2y q=1/3 para los regimenes ¢ > 1 y ¢ < 1, respectivamente, son el tema tratado
en las secciones 5 y 6. Los calores especificos son calculados en la secciéon 7 y finalmente

la discusién de resultados es realizada en la ultima seccidén.

91
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7.1. Introduccion

La necesidad de la regularizacién dimensional de algunas medidas de la NEStatMech
fue discutida en la seccién 2.4.6 mediante la investigacion de los polos que emergen al
computar la funcién de particién y la energia media (Z y < U >, respectivamente),
comprobando el significado fisico de esos polos para el oscilador arménico (HO). En este
capitulo hago un trabajo similar para el potencial cldsico gravitatorio. Para ello, apelo
al enfoque de regularizacién dimensional de Bollini y Giambiagi [93-96, 98, 141, 142],
generalizado como se explica en [101]. En particular, me apoyo en el articulo [65], un
prerequisito muy util. Mas detalles de este tema son expuestos en el Apéndice D y la
seccién 2.5.

La mecénica estadistica de sistemas gobernados por la gravedad estd conectada a
aspectos de fisica de materia condensada, mecanica de fluidos, grupo de renormalizacién
y otros. Constituye un desafio con conexiones en fundamentos bésicos como vimos en la
seccion 2.6, alli describo las propiedades tnicas de tales sistemas y porqué es importante
su estudio. Nociones asociadas y aplicaciones pueden ser encontradas en astrofisica y

cosmologia. Entre varios trabajos de este tipo recomiendo, por ejemplo, [69, 143-146].

7.2. La teoria para ¢ > 1

Consideremos dos particulas de masas m y M, con M >> m, interactuando mediante
una fuerza de gravitacién newtoniana y en un marco de estadistica de Tsallis. El hamil-

toniano del sistema es

P> GmM
T 2m T

(7.1)

Donde G es la constante de gravitacion universal. Para la funcién de particién en v

dimensiones, 7, se tiene que

7, = / [1 +(1-q)B (pz — GmM)L 4’ zd”p (7.2)

2m r

Donde, recordemos, el cutt-off de Tsallis, [ ], significa que se debe considerar solo
aquella region del espacio de fases donde el corchete es positivo. Para efectuar el proceso de
integracién usamos coordenadas hiperesféricas y dos integrales, cada una en v dimensiones.
Luego, nos quedan dos coordenadas radiales (una en el espacio r y otra en el p) y 2(v — 1)
angulos. Como el integrando no depende de los éngulos de integracion el resultado de

7'('

las integrales angulares es el volumen de una v-bola, () para cada integral. Y como el

argumento dentro de los corchetes debe ser positivo por el cutt-off de Tsallis, la integracion

en pvadeOa \/Zm (B(q o+ GmM) y por lo tanto obtenemos:
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v 72 0
22 1 v
Zv =\ =7y ] [6(g — V)]s /T Ldre
NG /
2m q17 +G7:]VI
\/ (a</1> ) L[ 1, G g q%d 3
J p Blg—1) r 2m P '

Las dos integrales anteriores pueden ser evaluadas utilizando la funcién beta de Euler
B. La funcién beta aparece en casi todos los campos de la fisica, para mas detalles y
su forma explicita ver el Apéndice A. Doy el resultado de la primera integral usando la

ecuacién (A.29), la llamo I;.

2 ()

1
-~ 1 GmM  p? ot
I _ v—1 _ —
! / P {5@—1) T Qm] v
0
L omE v L (7.4)
Blg—1) r 2 q—1 '

En consecuencia,

_ 2n"(2m)3
()

De la ecuacién (7.5) uno puede apreciar que los polos aparecen para toda dimension,

Z, [8(q — 1)]3 (GmM)*B (’; qil + 1) B (g + 1iq —u) (7.5)

v = 3 incluido. Entonces, apelar a la regularizacién dimensional (DR) serd obligatorio.
Con este fin, utilizaré la DR generalizada de la técnica original de Bollini y Giambiagi
dada en [101].

Siguiendo con los calculos nos enfrentamos ahora a

1

Z, < U >,= / [1 +(1-q)pB <p2 - GmMﬂ " <p2 - GmM) &zd’p  (7.6)

2m r 2m r
U +
Y
ot ]° T
2 1
ZV <U >p= [ 7TV ] [/B(q - 1)]qj /Tyl dr®
(%) )
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2 (s + 920

o 1
_ _ 1 GmM  p? et
M v—2 v—1 oy )
Gm /r dr / p [ﬁ(q ) + . 2m] dp (7.7)
0

Usando las ecuaciones (A.26-A.29) se encuentra que

<U>,= M[ﬁ(q — )]z Y(GmM)” [B (; +1, qil + 1) ®

Z, [T (3)]
B(;+11(1—1,1—V>—B(Z,qll+1>3<;+11q—l,l—uﬂ (7.8)

7.3. La teoria para q < 1

El tratamiento en el régimen ¢ < 1 se vuelve mas complicado. Para la ecuacién (7.2)

encontramos ahora que debido al cutt-off de Tsallis:

L 72 GmMB(1—q)
2z L v—1
Z, = - ] B(1 — q)]a-1 / ' dr ®
r'(5) )
o0 1
2 =1
1P GmM 1 ]q I
p — = + dp+
/ |:2m r B(l—q) +
\/2 ( TM Blg— 1))
o * 2 GmM 1 %
v—1 v—1| P m -
r dr/p [ - + } d 7.9
/ om~ r T BO-a), ¥ (79)
GmMpB(1—q) 0

Tratamos con cuatro integrales que pueden ser evaluadas usando la funcién beta.

1 1
B<”++1 ”+>} (7.10)
q q
Mirando ahora a la energia media, a partir de la ecuacién (7.6), encontramos que:

GmMpB(1—q)

v 72
— | _ )T '~ tdr
Zy <U >,= [ (;)] B(1—q)] / dr @

0
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o) 1
v+1 2 GmM 1 1
[ om,
2m | 2m r B(l—q)],
\/Qm(GT:M_ml—l))
o0 o0 1
ik _ GmM 1 e
o [ S
2m T B(1—q) +
GmMB(1—q) 0
GmMpB(1—q) 00 9 GmM 1 Ll
=
GmM / ' 2dr / prt P _ dp—
) 2m r B(l—q)],
\/2m<GTM =)
o0 oo 1
2 GmM 1 a1
M v lae [ prt | 2 11
Gm / " dr/p [2m r +ﬁ(1—q)L o (7.1
GmMB(1—q) 0

Expresién que involucra ocho integrales. Las funciones beta son necesarias una vez

més, y la solucién es:

om”(2m)2 vy [ ( 1 v 1 )
<U>=——"51-q¢lz2 (GmM) | B| — —=—-1,—— +1|®
1 1 v 1 v
B gl 2 ) eB(Yy,— T
( + _1+ +1_ >+ <2+ 1-q 2 >®

1 1 1
B(-v,2- = 42)-B . +1)®
2 1—gq 1—q 2'¢g-—1

1 1 v 1 v
B — 41, — 1 Bl-,—— =
<2+ —1+ 2+1— > <2’1—q 2>®

3(1—u,”—1+1)} (7.12)

2 1—gq
Evidentemente la regularizacién dimensional es necesaria para resolver las divergencias.

7.4. Las divergencias de la teoria

Deseo hacer un breve resumen de las divergencias de la teoria, veamos como ejemplo
el caso ¢ < 1. A partir de la ecuacién (7.12) podemos apreciar que la energia media no

puede ser regularizada para algunos valores de ¢, aquellos que cumplen
1

1+71 —n for n=0,1,2,3,. (7.13)
q_
La DR puede ser aplicada para todo ¢ que cumple
1
1+ 7& —n for n=0,1,2,3,.. (7.14)
O, equivalentemente,
1234 v—2v—1 v
— = = =y 1
173351 v T (7.15)
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7.5. El escenario tridimensional para ¢ > 1

Volvamos al régimen ¢ > 1. En particular tratemos con el caso en que g = % Vuelvo a
la ecuacidn (7.5). La idea es resolver la regularizacién dimensional de esta ecuacién usando

su correspondiente desarrollo de Laurent, que es:

3
2

8T (BGPmAM?):  Ar?

y—
v 3(v —3) T3

(BGPm3M?)} [233 — In (167%8G2m* M?) | +

> ag(v—3)° (7.16)
s=1

Donde utilicé varias ecuaciones de la seccién A.1. En el caso que presento aqui, el
término v — 3 independente en el desarrollo de Laurent de Z lleva al valor fisico de la serie,

como explico anteriormente en la secciéon 2.5. Luego,

42 23
7 = %(ﬁGQm:‘MQ)% 5 —In (167°8G°m* M?) (7.17)
Como Z debe ser positivo, uno se enfrenta a la existencia de una cota minima de la
temperatura.
_28
3
T> 6716W2G2m3M2 (7.18)
B

De manera similar, partiendo de la ecuacién (7.8), tenemos para < U >

2 2,373 r2\2 2
Z<U>,=T (f(ffgjw ) 323” (BG2mAM?)3 [3 — In (r28G2mP M?)] +

> ag(v—3)° (7.19)
s=1

Y en consecuencia,

2
Z <U>= 32;(5(;%3]\42)3 [In (7*BG*m*M?) — 3 — 2C] (7.20)
o)
—8[3 + 2C — In (72BG?*m3 M?
U OB  (m*HGEm* M) (7.21)

B[22 — In (1672BG2m3 M?)]

Donde C es la constante de Euler o también llamada constante de Euler-Mascheroni
[137].
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7.6. El escenario tridimensional para ¢ < 1

Consideremos ahora el caso ¢ = % El desarrollo de Laurent correspondiente que se

obtiene de la ecuacién (7.10) es

4 10 <4ﬁ2ﬂG2m3M2>] (7.22)

Z:9—W(47r25G2m3M2)% C—|—8ln2—|—§—ln 3

La positividad de Z conduce nuevamente a una cota minima de la temperatura 7'
o~ (C+8In2+%0)
T>———ATG*m3 M? (7.23)
3kp

Para < U > se deduce de ec. (7.12) que,

Z<U>= %(ZMQBGQm?’MZ)% [8+3In3 —3In (7°BG*m*M?) —In16 — 5C] (7.24)
Y
22072,,3 12
=
7.7. Calores especificos
Ahora nos enfrentamos al calor especifico, que puede ser calculado como C' = 8§¥>.

Recordemos que consideramos aqui un sistema de una particula de masa m en un campo
gravitatorio newtoniano producido por una masa M. Luego, la capacidad calérica de una
particula es también el calor especifico.

Para el régimen q = % obtenemos

_ 8kp[n(7*G*m*M?) — 4 —In(kpT) — 2C]

C
Z 4 In(kpT) — In(1672G2m3M?)

8kp[3In(m2G*m3M?) — 3 — In(kgT) — 2C]
(2 + In(kpT) — 111(1671'2GQm3M2)]2

(7.26)

Para ¢ = % en cambio

_ 9kp[11+3In3 —In16 + 3In(kpT) — 3In(4r*G*m*M?) — 5C]
8 [C+8In2+3In3+ L +In(kgT) — In(72G?m3M?)]

C

9kp[8 +3In3 —In16 + 3In(kpT) — 3In(4x2G*m3 M?) — 5C)|
8[C +8In2+ 33+ 0 4 In(kgT) — In(x2G2m3 M?2)]?

(7.27)

Las figuras (7.1) y (7.2) muestran los calores especificos correspondientes a las ecuacio-
nes (7.26) y (7.27), respectivamente. Llamo E = G?m3M?, con m <<< M. Expreso las
cantidades en unidades de kgT'/E. Ambos calores especificos son negativos para toda tem-

peratura, como es de esperar para la gravitacion. De hecho, recordemos que tal fenémeno
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estd intimamente asociado a los sistemas autogravitantes [44]. Y que, en cambio, Verlinde
ha asociado este tipo de sistemas a una fuerza entrépica [19]. Es natural conjeturar que
este tipo de fuerzas podria aparecer en los polos asociados a la energia. Notar también que
el rango de temperaturas estd restringido, existe una cota minima de 7T'. ; Por qué una cota
minima y no una maxima como obtuvimos en en caso del HO? Bueno, podemos pensar
que en el caso del HO, una cota maxima en la temperatura implica una cota maxima en
la energia. Mientras que en un sistemas gravitacional, donde el calor especifico es negati-
vo, una cota maxima en la energia se obtiene con una cota minima de temperatura. En

siguientes capitulos plantearé otro punto de vista a este debate.

F€— kgT/E=1672e223

Clky

0 1 2 3 4 5
kg T/E
Figura 7.1: Calor especifico versus kgT'/E para ¢ = 3/2. Es bien sabido que los efectos

gravitacionales hacen que el calor especifico sea negativo. Esto se aprecia claramente en

este grafico y el siguiente.

7.8. Discusion

En este capitulo recurri al procedimiento de regularizaciéon dimensional para estudiar
los polos en la funcion de particién y energia media que aparecen para valores discretos y
especificos de ¢, en la estadistica de Tsallis de un problema de dos cuerpos en gravedad
newtoniana. Estudié el comportamiento termodinamico de estos polos y encontramos in-
teresantes peculiaridades. El anélisis se realiz6 en particular en 3 dimensiones. Del anélisis

en los polos deseo recalcar:

= Los polos aparecen, tanto en la funcién de particion como en la energia media, para

q#1

» Esos polos son una consecuencia de tener g # 1.
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0 p€— (gT/E) ;,=0.00102 i

-5 s s s s
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

kg T/E

Figura 7.2: Calor especifico versus kgT/FE para ¢ = 1/3. Al igual que en el grafico anterior
se aprecia claramente que el calor especifico es negativo, como es bien sabido para sistemas

gravitacionales.

= Probamos que existe una cota minima a la temperatura en los polos.

= Se encuentran calores especificos negativos, caracteristicos de sistemas autogravitan-

tes.

Los polos son una propiedad de los cuantificadores entropicos, no del hamiltoniano. De
hecho, sélo para ¢ # 1 aparece una funcién Gamma en la funcién de particiéon. Y es esta
funcién Gamma la que contiene los polos.

Futuras investigaciones deberian concentrarse en casos en los que se sabe de antemano
que g # 1. Para esos casos, los rasgos aqui descubiertos pueden adquirir algin grado de
“realidad”.

En este esfuerzo me limité al problema de dos cuerpos, ya que las divergencias emergen
ya en ese caso. Recordemos ademés que la gravitacion de N cuerpos es un tema en la
frontera de la investigacion de la mecanica celeste. El caso ¢ = 1 no puede ser analizado
con la presente formulacién, ya que no es valido para ella. Por eso, el escenario ¢ = 1 es
discutido en el proximo capitulo. La importancia de este trabajo reside en el hecho de
que hemos mostrado algunos rasgos de la entropia de Tsallis que no se sospechaban con
anterioridad y propuesto por primera vez una resolucién para la funcién de particion para

la gravitacion newtoniana.
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Capitulo 8

Mecanica Estadistica de
Boltzmann-Gibbs regularizada
dimensionalmente y gravitacion

newtoniana de dos cuerpos

“I cannot conceal the fact here that in the specific application of these rules, I foresee
many things happening which can cause one to be badly mistaken if he does not proceed
cautiously.”

James Bernoulli, 1713

En este capitulo muestro que, haciendo uso de 1) la extensién analitica obtenida por
Gradshteyn y Rizhik, y 2) el enfoque de regularizacién dimensional de Bollini y Giambiagi
(DR), que uno puede obtener resultados gravitacionales finitos empleando la estadistica
de BG. El tratamiento para la BGStatMech es considerablemente mas complicado que su
equivalente en la StatMech de Tsallis. Este ltimo necesita solamente de regularizacién
dimensional, mientras que el primero requiere, ademas, extensién analitica. Por eso, luego
de una introduccién, hago referencia a la extension analitica en la seccién 2 de este capitulo.
La funcién de particién y energia media de la gravitacién newtoniana en el contexto de
BG son calculadas por primera vez en las secciones 3 y 4, donde también la regularizaciéon
dimensional es realizada. El calor especifico es el tema de la seccion 5 y finalmente discuto

los resultados en la seccion 6.

8.1. Introduccion

Comunmente se cree que la distribucién de probabilidad clasica de Boltzmann-Gibbs
(BG) no puede llevar a resultados finitos para el caso del hamiltoniano de la gravedad

newtoniana porque la funcién de particién asociada Z en v dimensiones diverge[44, 69,

101



102 Capitulo 8. BGStatMech DR y gravitacién newtoniana de dos cuerpos

143-147]. Como se tiene que (m y M son las masas involucradas, G la constante de gravi-

tacién universal, 8 la temperatura inversa, y x-p las coordenadas del espacio de fases)

Z, = /eﬁ(;iGTM)d”xd”p (8.1)

Donde hay una exponencial positiva. Sin embargo, tal creencia no tiene en cuenta la

posibilidad de extensiones analiticas, que se haran cargo, junto a la regularizacién dimen-
sional, de las divergencias en el origen.

Mostré en el capitulo anterior que, por primera vez, Z puede ser calculado para la
entropia de Tsallis usando la técnica de DR.

i Por qué insisto en este problema si ya ha sido resuelto? Este problema necesita ser
revisado por aparte para el caso ¢ = 1 porque el andlisis anterior no es valido para tal
caso, debido a que aqui nos enfrentamos a una divergencia exponencial. En este capitulo,
muestro como solucionar este problema con una combinacién apropiada de DR y extensién
analitica. Esto produce una funcién de particiéon de BG por primera vez para el problema
de dos cuerpos interactuando por gravitacion. Recordar que el problema gravitacional de
N cuerpos no ha sido aun resuelto y constituye un problema de frontera en la investigacién
de la mecéanica celeste.

Es bien sabido que, en teoria cudntica de campos, la DR no puede regularizar el campo
gravitatorio, ya que es no renormalizable. Pero el presente problema es muy diferente,
porque estamos tratando la estadistica de un sistema interactuando por gravedad clasica

newtoniana.

8.2. Extension analitica

En esta seccién retino un conjunto de resultados matematicos que seran necesarios mas
adelante. Debemos tener en mente que estamos tratando con la integral de una funcién
que crece exponencialmente dada por la ecuacién (8.1). Apoydndome en la referencia
[137], considero la integral (A.30), que serd de gran utilidad en nuestro problema, luego

de algunas particularizaciones. La integral en cuestién es:

v— _ _B8 v—1 v—1 B /8
/az Yoeryp)rtesde =52 v 2 ™1 —p— V)€27WUT—1+#’_% <7> (8.2)
0

Con |arg(y)| < 7, Re(1 —p —v) > 0y Wy ,(2) una de las funciones de Whittaker.

Para mas detalles ver el Apéndice A. Eligiendo ¢ = 1 encontramos

vV— v 6
/x”_le_ﬁda: = 571771F(—1/)65WV+1 _ (6) (8.3)
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Valido para v #0,—1, -2, -3, ..... Adicionalmente, utilizando la propiedad (A.22) y la

funcién hipergeométrica confluente obtenemos

v+1
LL v+l v <B> == Mu+1
’2

s (s (D-Q)7 e

2
Donde M) ,(z) es la otra funciéon de Whittaker. Luego,

e}

/m”_le_gdm = p'T'(—v) (8.5)
0
Una integral que puede ser evaluada para todo v = 1,2, 3, .... utilizando la técnica de

regularizacién dimensional [98, 101, 141, 142]. Cambiando ahora 8 por —f en la ecuacién

(8.2) tenemos

v— _ B v—1 v—1 _ B /8
/33 Yo+ tesde = (=B) 2 v 2 M (1 —p—ve QVWVT_H_H’_% (—7> (8.6)
0
Una vez mas elegimos @ = 1 y obtenemos
v— |14 B
/m”_leidaz = (—p) 217 ;IF(—V)e_WWLl v (—6) (8.7)
2 0 2 ’7
0

Vilido para v # 0,—1,—2,—3, ... Nos enfrentamos ahora a

(B¢ e

M

Wu+1 _v <—6> — Mu+1
2 0 2 "}/ 2

/x”_lefdx = (-B)'T'(-v) (8.9)

0
Equivalente a cambiar 3 por —f en la ecuacién (8.5). Hemos mostrado, entonces, un
hecho interesante. La restriccién de la extensién analitica (AE) de (8.2) es igual a la AE
de la restriccién de esa misma relacion. Esto reconfirma que la AE de Gradshteyn y Rizhik
es correcta. La ecuacién (8.9) muestra un corte en Re() > 0. Uno puede entonces elegir
(=B = e™pv, (=B) = e ™3 o (—B)Y = cos(mv)BY. Selecciono la tltima opcién y

obtengo

o0

/:Jc"_leidx = cos(mv) " T(—v) (8.10)
0

Un resultado importante que usaré en la seccién 3.
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Por otro lado, del Apéndice A, uso la integral (A.31)

s 2
v—1_—Bx?—~x _ -z = Y
" e dx = (28)" 2I'(v)e®* D_, < (8.11)
V28
Donde D es la funcién cilindro parabdlico. Seleccionando v = 0 se encuentra
/ 2’ e P dy = (28) " 5T(v) D, (0) (8.12)
0

Debido a que, ver ecuacién (A.25),

275 /7
D_,(0)= T V\( (8.13)
(%)
Encontramos
7 9-v8% /7 T
/:U”_le_ﬂx2da:: p 2;{? ) (8.14)
) I(%5)

Otro resultado importante que usaré en la préxima seccién.

8.3. La distribuciéon de BG r-dimensional
La funcién de particion de BG en v dimensiones, Z,,, es

2
75 s GmM
Zl,:/e (2m " )d”xd”p (8.15)

M
Para efectuar el proceso de integracién uso coordenadas hiperesféricas y dos integrales,

cada una en v dimensiones. El cambio correspondiente de variables estd definido como
T1 = rcos bt

To = rsin fq cos Oy

T3 = rsin 07 sin 05 cos 03

Ty,_1 =rsinb...... sin6,_9cos@,_1

T, =sinf...... sinf,_1sin6,_q, (8.16)

Donde 0 < 0; <7, 1 <j<v-2y0<0, 1 <27 La integracién en las variables

angulares (9, = (01,602, ...,6,_1)) lleva como resultado al hipervolumen de una v-bola:

/dQ,,:

Q2

27
F()] (8.17)

SRS

[\



8.4. La distribucién de BG regularizada en tres dimensiones 105

Nos queda luego sélo dos coordenadas radiales (una en el espacio r y la otra en el p)
y 2(v — 1) dngulos. En consecuencia,

2

% ;D GmM)
V // rp)’ e \T" " Jdrdp (8.18)
f

2
Ahora, usando la ecuacién (8.10) para fr” LB gy y (8.14) para fp” Le=0%m dp

Z,

0
se obtiene
A coslny m2BG2mAM2\ 2 T(w)I(-v)
2= aFeosten) (55 ) T (5T (=) 10

De la ecuacién (8.19) es claro que los polos aparecen para toda dimensién, v = 3
incluido. Luego, deberemos utilizar la técnica de DR de Bollini y Giambiagi generalizada
como hicimos en el capitulo anterior [101].

Antes, aun necesitamos la expresién de la energia media en v dimensiones

2

—ﬁ —GmM 2 GmM

<U>,= / B ) <p - m) &’ zd”p (8.20)
2m r

Usando las coordenadas hiperesféricas obtenemos

4 p? —GmM 2

- M
VQ ] // B ) <p - Gm) P’ ldp dr (8.21)
5 2m T

Ahora utilizo nuevamente las ecuaciones (8.10) y (8.14), lo que da como resultado para

1 232m3 M2\ 2
<U>,= Zﬁcos(mj) <7r5m) ®

<U>,=

la energia media

P +20(=v)  , T -v) ] (8.22)
)

8.4. La distribuciéon de BG regularizada en tres dimensiones

Volvamos a la ecuacién (8.19). La idea es resolver una vez més el proceso de DR.
Recordar que si, por ejemplo, tenemos una expresion F(v) que diverge, digamos, para
v = 3, el enfoque generalizado de la DR de Bollini-Giambiagi consiste en desarrollar F'(v)
en serie de Laurent alrededor de v = 3 y seleccionar, como el resultado fisico para F,
el término v — 3-independiente del desarrollo. Para mas informacién ver el capitulo 2,
el Apéndice D, o la referencia [101]. Algunas correcciones son hechas aqui respecto a la
publicacién original [6] donde aparececn algunos errores de tipeo.

En nuestro caso, el desarrollo de Laurent correspondiente en la variable v alrededor de

v=23es
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3
2

2 (2r?BG*m3M?) 1

_ - 202, 37 r2\3
Z, = e 30 =3 3ﬁ(2w BGPmEM?)2®
202,37 72 17 - s
In (272 8G*m° M )—1—30—? —|—Za3(u—3) (8.23)
s=1

Donde C' es la constante de Euler. Claramente vemos que Z,, diverge en v = 3. Por
definicidn (y esta es la esencia de la DR), el término (v — 3)-independiente en el desarrollo
de Laurent de Z, nos lleva al valor fisico de Z. Que es,

1 s [17
Z=—=(2n%BG*m3M?)2 | —
g7 2 AGETmEME) |

Como Z debe ser positivo, uno encuentra que la temperatura debe cumplir

—3C-In (8772,8G2m3M2)] (8.24)

o5 +3C
T > T87r2G2m3M2 (8.25)
B

Similarmente, de la ecuacién (8.22), tenemos para < U > el desarrollo

3 3
222,23 172\ 2 202,23 172\ 2
Z<U>,— 8 <7rﬂGmM> 8 <7rﬂGmM>

VrB(v—3) 2 * B >

1 2,42 312y, 3C 5 G Y
[21n(87r BGPmPM?) + = = +Szlas(u 3) (8.26)

Donde Z es el dado en la ecuacién (8.24). En consecuencia, el término (v — 3)-

independente es el valor fisico de < U >

<U>:E\/%,B >

Reemplazando aqui el valor de Z dado por (8.24) se obtiene

3
2 2003012\ 2 B
v (W ﬁGmM) In(87°AG>m* M?) +3C —5]  (8.27)

3 I (87°BG*mPM?) +3C -5

23 1In (8728G2m3M2) +3C — 1T

<U >=

(8.28)

8.5. Calor especifico

Ahora estamos en posesion, por primera vez, de una energia media candnica gravita-

cional. Luego, podemos usarla para evaluar el calor especifico C = 833?. Entonces, se

obtiene

_ 3kp In(872BG?m3M?) — 6 + 3C

C = -
2 In(872BG?m3M?) +3C — 4

3k In(87%BG%*m3M?) — 5+ 3C
2 [In(872BG2m3M?2) + 3C — %]2

(8.29)
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El cual puede ser expresado como

1
[In (8728G2m3 M?2) + 3C — 172

C
—=08<U>~-

- (8.30)

La figura (8.1) muestra el calor especifico correspondiente a la ecuacién (8.29). Llamo
E = G?m?>M? con m <<< M.Y expreso las cantidades en unidades de kgT/E. El calor
especifico es negativo para todo rango de temperaturas, como se espera para la gravitacion
(ver seccién 2.6), ya que es asociado a sistemas autogravitatorios [44]. Thirring ha mostrado
las consecuencias de los sistemas con calor especifico negativo en astrofisica [113], y en
cambio, Verlinde ha asociado estos sistemas a fuerzas entrdpicas [19]. Uno puede notar
que, como se mostré en el capitulo 2, el calor especifico del colectivo candénico de BG debe
ser positivo. Entonces, ; Co6mo obtuvimos un resultado negativo? Esto ocurre debido a la
técnica de DR, en la cual, un término infinito y positivo no es tenido en cuenta.

Notar también que el rango de temperatura esta restringido ya que existe una cota
minima, al igual que en la estadistica de Tsallis en el capitulo anterior. Un resultado muy
importante que debo destacar es el hecho de que el limite de altas temperaturas de nuestro

calor especifico es el calor especifico de Lynden-Bell (2.102), esto es, C' — —%k‘B cuando

T — o0
of i
I | (KBT/E)min=1.54324
+ 1
-1F i
L 1
L 1
L 1
-2r i
[ 1
| 1
| 1
= -3f i
= i
o i
I 1
—4f !
L 1
L 1
L 1
-5F i
L 1
i 1
[ 1
-6f i
| 1
i 1
1
1 ! 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

ks T/E

Figura 8.1: Calor especifico en funcién de kgT'/E para el colectivo canénico de BG

8.6. Discusion

A pesar de que se cree comunmente que la funcién de particién Z asociada a la distri-
bucién de probabilidad de Boltzmann-Gibbs diverge [44, 69, 143-146], pudimos obtener un
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resultado finito para ella. Esto es asi porque tal creencia no tiene en cuenta la posibilidad
de usar extensién analitica y regularizacién dimensional. He mostrado en este capitulo que
esta combinacion de técnicas nos permite obtener una funcién de particién de BG finita
por primera vez.

El problema clasico de gravitacién tiene horizontes atin més grandes, que no he tocado
aqui. Mi contribucién fue la de proveer una expresion para la funcién de particion del
problema de dos cuerpos con la cual se puede estudiar el comportamiento termodindmico
de esta, como veremos en el siguiente capitulo.

Un punto especial ha ser remarcado es el siguiente. El problema estadistico de la
gravitacion requiere muchas mas consideraciones a tener en cuenta que su contraparte en
la estadistica no extensiva. La ultima sélo necesita regularizaciéon dimensional, mientras
que la primera, ademas, necesita extensién analitica.

Uno podria preguntarse que papel juega aqui la estadistica de Tsallis, ya que un sistema
autogravitante es no extensivo. Se ha mostrado en las referencias [2, 118, 148, 149] que ¢
es un indicador de la cantidad de energia involucrada en los procesos fisicos relacionados
a resonancias en teorfa cuantica de campos (QFT). Cuanto més grande es el valor de g,
més grande es el valor de energia. De acuerdo a resultados del experimento Alice en el
LHC, se encuentra que un campo cudntico no lineal se deberia manifestar por si mismo
en energias de alrededor de 15 TeV y que esos campos se corresponderian con un valor
aproximado de ¢ = 1,5. El valor ¢ = 1 se corresponde con la QFT usual lineal.

Uno podria conjeturar quizéds que con la gravedad de Newton algo similar ocurre. Para
energias usuales, el tratamiento estadistico de la gravedad newtoniana seria el de BG. A
mayores energias, uno deberia tratarlo con estadistica de Tsallis. Un ejemplo relevante de

ésto es dado en la referencia [41].



Capitulo 9

Mecanica Estadistica de sistemas

estelares planos

“I protest against the use of infinite magnitude as something accomplished, which is
never permissible in mathematics. Infinity is merely a figure of speech, the true meaning
being a limit.”

C. F. Gauss.

En este capitulo utilizo el procedimiento desarrollado en los capitulos anteriores para
ilustrar el alcance de sus aplicaciones. Esta vez trato con un sistema 2D, una galaxia plana,
y muestro que resultados interesantes y coherentes pueden ser obtenidos. Luego de una
introduccion, detallo el modelo. En la seccién 3, regularizo la funcién de particion y la
energia media y en las siguientes calculo el calor especifico y la entropia. Las consecuen-
cias en la catastrofe gravotérmica son el tema de la secciéon 6 y finalmente esbozo unas

conclusiones en la ultima seccion.

9.1. Introduccion

Apelo aqui al procedimiento matematico que fue explicado previamente. Vimos que la
funcién de particion de la gravitacién newtoniana diverge trabajando en ambas teorias, la
de Tsallis y la de BG. Si m y M son las masas involucradas, G la constante de gravitacién
universal, 8 la temperatura inversa, y x-p las coordenadas del espacio de fase, la funcién

de particién de BG es,

Zy, = — /eﬁ(ﬁanNI)d”xd”p (9.1)

Esta vez elijo una estrategia distinta a la anterior, defino la funcién de particiéon con

un signo menos debido a que el procedimiento de DR puede cambiar el signo. Entonces, la
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distribucion de probabilidad esta definida positiva en otro dominio, que es el que elegimos

explorar ahora. La funcién de particién de Tsallis es:

Z, = —/ [1 +(1-q)pB <p2 - GmM)] o &’ zd”p (9.2)

2m r n

En el capitulo 7 mostré que Z puede ser calculado en el marco de qStatMech usando la
técnica de DR para un escenario tridimensional. EI mismo sistema fue resuelto luego para
la BGStatMech en el capitulo 8. Los sistemas autogravitantes poseen las caracteristicas
tipicas de sistemas no extensivos por lo que la qStatMech seria mds apropiada [24]. Pero
luego nos encontrariamos con un serio problema: la funcién de particion de un conjunto
de N particulas no es trivial en esa teoria debido a la no-aditividad. Como consecuencia,
uso aqui la teoria de BG, teniendo en cuenta que es un caso limite de la teoria de Tsallis
en la que el parametro g es la unidad.

En este capitulo, propongo un modelo simple para galaxias usando la reduccién di-
mensional a dos dimensiones de la funcién de particién calculada previamente (8.19). Este
enfoque nos permite evitar suponer que el sistema esta contenido en una “caja”, como se
suele usar en los modelos existentes [44, 69, 143, 145, 147]. En cambio, la DR se haré cargo
de las divergencias. Quiero aclarar que estamos tratando con un sistema 2D (una galaxia
plana), pero embebida en un espacio tridimensional, por lo que el potencial gravitatorio

correspondiente varfa con 7~ 1.

9.2. Un modelo galactico simple

Consideremos un disco de NN estrellas de la misma masa m no interactuantes entre si
y orbitando un agujero negro supermasivo (BH) de masa M, M >> m. Esta hipdtesis es
razonable ya que los BH en los centros galdcticos tienen al menos 10% masas solares (M)
mientras que las estrellas poseen entre 0,5 y 20 Mg, [150].

Con estas suposiciones podemos usar el Hamiltoniano mas simple:

B p>  GMm
- 2m T

(9.3)

Donde podemos usar la energia cinética clasica en vez de la relativista porque las
velocidades de las estrellas alrededor del BH son del orden de 200 — 250km/s ~ 10 3¢,
con c¢ la velocidad de la luz. La hipdtesis que las estrellas no interactian entre si no se
mantiene si uno desea estudiar los detalles de la dindmica de una galaxia. Pero es 1til
como una primera aproximacién en nuestra tarea. Recordemos que la interaccién de N-
cuerpos es ain un problema abierto de la dindmica celeste. De hecho, la interaccién entre
las estrellas es mas débil que la interaccién con el BH pero no despreciable. De todas
formas, la interaccion BH-estrella es predominante en la dindmica. Consideremos la Via

Léctea como un ejemplo. Nuestra galaxia tiene 50,000LY de radio. Si consideramos una
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estrella de la masa del sol en el borde de la Via Lactea, la energia potencial gravitatoria

correspondiente es (LY represente anos luz, light-year)

Vestretia—pr = GMm/r = G x 106Mg, x 1My /5 x 104LY (9.4)

La distancia entre el sol y su vecina mds cercana, Proxima Centauri, es de 4,37LY.
Si tomamos 5LY como la distancia entre nuestra estrella hipotética en el borde de la Via

Léctea y su vecina maés cercana, la cual suponemos de la misma masa, obtenemos:

Vvestrella—estrella = GMm/’I" =G X 1M® X 1M®/5LY (95)
con Mg la masa solar. Luego,

‘/;st—est _ 10_2 (96)
Vest—BH

Como vemos, podemos despreciar la interaccién entre estrellas en una primera aproxi-
macién. Para cualquier estrella més cercana al BH la relacién anterior es incluso menor.
Con estas hipétesis utilizamos el hamiltoniano (9.3), y la funcién de particién ya fue cal-

culada en el capitulo anterior via DR y AE. En v dimensiones Z es:

B m2BG2M2*m3\ " T()I(-v)
7 = —4\/Tcos(mv) ( 5 ) 200 /2T (v 1 1/2) (9.7)
Y la energia media
IRV m2BG2M2m3\"* [ T(v +2)I(~v)
<U o= =g et () [r2<v/2>r<v +3/2)
AN (v)I(1 —v) (9.8)

T2(u/2)0(v + 1/2)
9.3. La distribucion de BG regularizada en dos dimensiones

Volvemos a la ecuacién (9.7). Esta expresion tiene un polo en todas las dimensiones v
debido a la funcién Gamma en el numerador. La idea es, entonces, realizar el proceso de
DR en dos dimensiones.

En ese caso, la Z regularizada correspondiente es:

Z = —m*BG*M*m?® [3 — 3C — In (21 BG*m* M?)] (9.9)

Donde C = 0,5777 - - - es la constante de Euler.

Notar que, como Z debe ser positiva, encontramos una cota maxima de la temperatura.

e—3+3C

T
<kB

212G m3 M? (9.10)
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Esta temperatura, para nuestro ejemplo, es del orden de 107K
Andlogamente, de la ecuacién (9.8), tenemos la regularizacién de < U >
Z <U >=m’G*M*m® 2 — 2C — In(2r*BG*m* M?)] (9.11)

Donde Z esta dada por la ec. (9.9). Reemplazando el valor de Z obtenemos

12— 2C — In (2023G?mA M?)
B 3—3C —In(272BG?*m3M?)

<U>= (9.12)

T

0.5

0.4

T

T

0.3

[8a) With Black-Hole
Q.
0.2F
BE>0.1801...
01T Without Black-Hole i
0.0F .
5 10 15 20
—<U>/E

Figura 9.1: Curvas caléricas. Temperatura inversa adimensional SFE versus energia adi-
mensional — < U > /E, con E = G2M?m3. La curva naranja es nuestro modelo con un
agujero negro central. En azul, un modelo de tipo Lynden-Bell bidimensional, i.e., un gas

ideal autogravitante.

Las ecuaciones (9.9) y (9.12) son, respectivamente, la funcién de particién y la energia
media para un sistema de una estrella y el BH. La fig. (9.1) muestra la curva calérica del
sistema. Llamo E = G?M?m? y grafico la temperatura inversa adimensional BE versus la
energia adimensional — < U > /E.

Notar que si tomamos el limite M — 0 (sin BH), la energia se comporta como < U >=
—1/p = —kpgT, i.e, como un gas ideal 2D autogravitante, que se muestra en azul en la
fig. (9.1). Este caso particular es discutido por Lynden-Bell y mencionado por Chavanis
y muchos otros para el caso tridimensional. Comparar, por ejemplo, las curvas caldricas
de nuestro modelo con las curvas en la regién de calor especifico negativo en [108, 151] y
[152].
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Como en este modelo las estrellas no interactian entre si y la entropia es aditiva,
la funcién de particiéon y la energia media total del sistema de N estrellas pueden ser

obtenidas, respectivamente, como

Zy =27V (9.13)

<U>y=N<U> (9.14)

9.4. Calor especifico

Estamos en posesiéon ahora de la funcién energia media canodnica gravitacional, que

podemos usar para calcular el calor especifico C' = 8f9¥>.
Obtenemos
C C -1
— = U 9.15
iy P U T R T 3e e 2 (9.15)

La fig. (9.2) muestra el calor especifico correspondiente a la ecuacién (9.15). El calor
especifico es negativo, como se espera para sistemas autogravitantes [44, 108, 147]. Notar
también que las temperaturas estdn restringidas, existe una cota maxima. Si M — 0
entonces C' — —kp, esto es, el calor especifico de un gas ideal autogravitante bidimensional

[108, 151, 152].

kgT/E<5.55...

0 1 2 3 - 5 6
/\'BT/E

Figura 9.2: Calor especifico C/kp versus kpT/E.

Por supuesto, la capacidad calorifica de la galaxia de IV estrellas es Cy = NC.
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9.5. Entropia
Podemos calcular la entropia via la ecuacién
S=kp(InZy+8<U >n) (9.16)

En nuestro caso esto lleva a

% = In(7m?BG*M?*m?) + In[In(27*BG* M*m?) + 3C — 3]
B
2—-2C —In (2#25G2m3M2)

~ 3-3C —In(272BG2m3M?) (9:17)
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Figura 9.3: S/kpN versus kT /E

Esto viola la tercera ley de la termodinamica, de origen cuantico, debido a que la
obtuvimos a través de un tratamiento cldsico. De hecho, cuando T" — 0, S — oo, como
podemos ver en la figura (9.3). No considerar esta restriccién como fundamental, como
ilustra Miller [153]. En particular, la tercera ley no aplica a otros sistemas autogravitantes,

como agujeros negros, donde existen versiones alternativas [154].

9.6. Catastrofe Gravotérmica

Vimos que un sistema con calor especifico negativo en contacto con un reservorio térmi-
co tendra fluctuaciones que agregan energia y producen que la temperatura baje transito-
riamente, causando un flujo de calor que lo conducira a temperaturas ain menores. Por lo
que sistemas con calor especifico negativo no pueden llegar al equilibrio térmico. Este es la
llamada “catéstrofe gravotérmica”. Este escenario no parece ocurrir en nuestro modelo si

imaginamos una galaxia de capacidad calorifica N,C,, donde Cy estd dado por la ecuacién
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(9.15). Un halo compuesto por un gas ideal 2D, con capacidad calorifica N,C}, = Npkp, se
encuentra rodeandolo. Supongamos que ambos sistemas estan en equilibrio a temperatura
Th. Si una cantidad de calor d@) debido a las fluctuaciones es transferida desde la galaxia
al halo, entonces el primer sistema aumentara su temperatura de Ty a Tp + dQ/|NyCy|
mientras que el segundo aumentard a Ty + dQ/N,C},. Estas nuevas temperaturas cau-
saran un flujo inverso si y solo si [N;Cy|™t < (N,Cp)~!. Entonces, el sistema es estable si
NuCh, < Ny|Cy| [44]. Cuando Ny = Ny, el sistema es siempre estable, como podemos ver

en la fig. (9.4), para todos los valores de temperaturas y masas involucradas.

10

C/ l([;

/\’BT/E

Figura 9.4: Calor especifico de una galaxia y de un halo versus kg7 /E. Como se puede

ver, el sistema es siempre estable, evitando la catdstrofe gravotérmica.

La catastrofe gravotérmica es resuelta siempre que la galaxia tenga mas constituyentes

que el halo (N}, < Ny), ya que la condicién de estabilidad es

Nykp(C —1)
Npkp < —NgkpB < U > “B-3C — m(272BC2mB 2 (9.18)
2 —2C —In (272BG*m> M? —
& n( m*BG*m ) C -1 (9.19)

N, = 3-3C —In (2n2B6G2Zm3M?)  [3 - 3C — n(2n2BCPm3 M) 2

La expresién de la derecha es siempre menor que 1, por lo que si Np/N, < 1 la
catastrofe garvotérmica es evitada para toda temperatura y masas.
Cuando Nj, > N, la catédstrofe gravotérmica es evitada dependiendo de la relacién

(9.19) entre temperatura, masa del BH y masa de las estrellas.

9.7. Conclusiones

En este capitulo utilicé el proceso de DR para estudiar los polos en la funcién de

particién y la energia media que aparecen en la estadistica del problema de dos cuerpos
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newtonianos. El andlisis fue realizado en dos dimensiones. Como los capitulos previos
mostraron, emerge una cota a la temperatura y calor especifico negativo, caracteristicos
de sistemas autogravitantes. En este esfuerzo nos limitamos al problema de dos cuerpos,
debido a que las divergencias ya emergen a ese nivel. Recordemos que la gravitaciéon N
cuerpos es una frontera en la investigacién de la mecanica celeste. Nuestro procedimiento
utiliza extensiones analiticas y regularizacién dimensional.

La contribucién de este trabajo es proveer de una funcién de particion finita para el
problema de dos cuerpos interactuando mediante gravitacion en dos dimensiones. Esta
puede ser aplicada directamente en un modelo simple de galaxia de disco con un agujero

negro supermasivo en el centro. Resultados interesantes y coherentes son obtenidos:
= se encuentra una cota superior a la temperatura,
= el calor especifico correspondiente es negativo,

s el limite del calor especifico cuando la masa del agujero negro tiende a cero es —kp,

i.e., el calor especifico de un gas ideal 2D autogravitatorio,
= la tercera ley de la termodindmica no se cumple, debido al tratamiento clasico, y

= la catdstrofe gravotérmica puede ser evitada si se agrega un halo alrededor de la
galaxia, cuyo numero de constituyentes es menor o igual que el namero de estrellas

en la galaxia.



Capitulo 10

Una aproximacion de primer

orden a la teoria de Tsallis

“I conceive the mind as a moving thing, and arguments as the motive forces driving it in
one direction or the other.”
John Craig, 1699

En este capitulo reveo la teoria de Tsallis apelando a una aproximacién alrededor de
q = 1. Investigo las aproximaciones de primer y segundo orden de A) la entropia de Tsallis
Sq vy B) las solucién del proceso de MaxEnt de Sy, la funcién g-exponencial.

Este capitulo estd organizado como sigue: luego de una introduccién construyo una
nueva entropia y la comparo con la de Tsallis. En la seccién 3, muestro que la nueva
entropia estd libre de polos para un hamiltoniano cuadratico. En la seccién 4, muestro que
los datos medidos del g—triplete en la capa de ozono se ajustan a la nueva formulacion.
Menciono la aproximacién de segundo orden en la seccién 5 y, finalmente, hago unas

conclusiones.

10.1. Introduccion

Mostraré aqui que las funciones obtenidas a partir de una aproximaciéon de primer
orden de la g-exponencial son soluciones al proceso de MaxEnt de una nueva entropia que
proviene de una aproximacién de primer orden de la entropia de Tsallis. Esta formulacién
estd libre de los polos que, para un hamiltoniano clasico cuadrético, plagan la teoria
de Tsallis, como vimos anteriormente. Un andlisis relacionado ha sido realizado en el
contexto de procesos estocdsticos, obteniendo ruidos de Ornstein-Uhlenbeck efectivos al
menor orden [155-162]. Ademds mostraré que nuestro tratamiento es compatible con los
datos existentes de la capa de ozono [163-165].

En [123] fue demostrado que el paso de normalizacién que sigue a la deteccién de datos

no permite una inferencia directa de la distribucién de datos en exponenciales o gaussianas
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por una transformacion sistematica en g-exponenciales y g-gaussianas. El origen de que
uno se encuentre tan seguido con g-exponenciales y g-gaussianas necesita de un analisis
cuidadoso. Para un conjunto muy grande de datos recolectados, esta ocurrencia es una
simple consecuencia de una etapa de normalizacién de los datos. Esto implica que el
entorno de ¢ = 1 es extremadamente importante para la g-estadistica, mereciendo especial
atencion.

Debemos mencionar también que en el enfoque de superestadistica de Beck y Cohen
[166], el pardmetro ¢ — 1 es una medida de las fluctuaciones de temperatura en un sistema
fuera del equilibrio pero en estado estacionario, por lo que pequenos valores de ¢ — 1
corresponden a distribuciones de temperatura con un ancho pequeno alrededor del valor

medio.

10.2. Otra entropia

Luego del trabajo pionero de Tsallis [23], muchas nuevas entropias han sido propuestas
en la literatura [167]. En este hilo, comenzamos nuestras consideraciones con referencia a
una nueva entropia, que tiene algunas importantes ventajas frente a la de Tsallis que dis-
cutiremos luego. La nueva entropia emerge como resultado de una aproximacién de primer
orden (alrededor de ¢ = 1) de la funcién g-exponencial. Ya obtuvimos dicha aproximacién

en el capitulo 3, y es:

[+ (1 q)pU]iT = [1 + (1;q)B2U2} e PV (10.1)

La distribucién de probabilidad correspondiente es ahora, en vez de una g-exponencial,

la siguiente:

[1 + @52U2] e BU
A

p= (10.2)

7 = / [1 + (1;(1)5%1 e PUqU (10.3)

Construimos ahora la aproximacién de primer orden a la entropia de Tsallis:

S, = — (1—/,>qu) ~ —/plnp {1+ ((-’21) lnp} U (10.4)

1—g¢q

Mostraré en lo que sigue que la ecuacién (10.2) surge de optimizar (10.4). El problema

variacional involucra los multiplicadores de Lagrange:

Ls,(p) = —/plnp {1+((]21)1np} AU + A (/pUdU— < U>) +

A2 (/ pdU — 1) (10.5)
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Cuyo incremento es

Ls,(p+h) = —/(p+h)ln(p+h) [1 L ; D ln(p—i-h)} dU+
A (/(p—i—h)UdU— <U >> + A (/(p—l—h)dU— 1> (10.6)
Luego
Ls,(p+h) = Ls,(p) = — /(p + h)In(p + h) [1 C ; D In(p + h)} dU+
/plnp [1 Ll 3 D lnp] U + Al/UhdU+ )\g/hdU (10.7)

O

-1
Ls,(p+h)—Ls,(p) = —/ [1+lnp+ (q2> (21np+ln2p) -1 —)\2] hdU

S ()

La tdltima relacién lleva a la distribucién p

—1
1+lnp+<q2> (21n,0—|—1n2p)—)\1—)\2:0 (10.9)

_/ E Fg=1) <1+p1“'”>} W2dU < C||h|? (10.10)

Con C < 0 una constante. Para més detalles ver [168, 169]. Reemplazando la ecuacién

(10.2) en (10.9) se verifica que p es una solucién a (10.9), con A\; y A2 dados por

M =-Blg—(¢g—1)InZ] (10.11)

-1
A=1—qlnZ+ <q2> In? Z (10.12)

Por supuesto, la ecuacién (10.10) deberfa ser verificada por un méximo.
Esto podria sugerir que la entropfa (10.4) no es s6lo una aproximacién sino una nueva

entropia termodinamica legitima, ya que cumple que con la estructura de MaxEnt.

10.2.1. Comparacion entre las soluciones exactas y aproximadas

Las figuras (10.1), (10.2), (10.3) y (10.4) corresponden a los médulos de las relaciones,
R, entre las soluciones aproximadas y exactas al proceso de MaxEnt, miembros derecho
e izquierdo de la ecuacién (10.1), respectivamente. El eje horizontal estd en metros. Por
simplicidad tomamos U = z? y 8 = 1. El acuerdo es excelente. De hecho, es excelente para

distancias extremadamente grandes, comparado con fenémenos atémicos, por ejemplo.
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Figura 10.1: Relacién entre las soluciones aproximadas y exactas al proceso de MaxEnt

paral—qg=20,5
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Figura 10.2: Relacién entre las soluciones aproximadas y exactas al proceso de MaxEnt

paral—q=0,1

10.3. Hamiltonianos cuadraticos

En la referencia [65] se encuentra la funcién de particién y la energia media asociadas
a la entropia de Tsallis, cuyos resultados se muestran en la seccién 2.4.6. Vimos que estas
expresiones presentan polos en ciertos valores del eje q. En contraposicion, mostraré aqui
que la alternativa de la nueva entropia estd libre de polos.

La nueva funcién de particiéon para el hamiltoniano cuadratico es

2= | v e ea o
0

Y, evaluando la integral,

(q—l)u(u—l—l)] (10.14)
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Figura 10.3: Relacién entre las soluciones aproximadas y exactas al proceso de MaxEnt

para 1l —q=0,01
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Figura 10.4: Relacién entre las soluciones aproximadas y exactas al proceso de MaxEnt

para 1 — g = 0,001

No se detectan polos! Para ¢ = 1 se reobtiene la funciéon de particién de Boltzmann-

Gibbs (BG). Para la energia media tenemos

T ji v (@=1) 9.9 —BU
= 14 2=/
<U> F(u)Z/U[+ 5 BU~| e "7 dU
0
Luego de integrar
_vr” (¢—1)
<U>_ﬂl’+1Z [14— 5 (1/+1)(V+2)]

Nuevamente, sin polos. Usando ahora la ecuacién (10.14) obtengo

v

<U>=
B

[1+(g—1D(r+1)]

(10.15)

(10.16)

(10.17)



122 Capitulo 10. Una aproximacion de primer orden a la teoria de Tsallis

Coincide con el resultado de BG si ¢ = 1. Para calcular la entropia debemos desarrollar

en primer orden Z'~9 y tenemos

Z1 =14 (¢—1)vin <B> + (q21)2 [u2 In? (i) —v(v+ 1)} (10.18)

s

Que junto con la ecuacién (2.55) lleva a

S,=v [1+ln (i)} +(g—1) [1/4—1 - V('/;l) +vin (f) — ”221112 <i)] (10.19)

Que para g = 1 es el resultado de BG.
Podemos calcular el calor especifico, por ejemplo, para lo cual necesitamos la derivada

de la ec. (10.17) con respecto a la temperatura T', que da
C=vkp[l+(¢—1)(r+1)] (10.20)

Con kp la constante de Boltzmann. Para ¢ = 1 reobtenemos el resultado de BG. Las

correcciones en la ecuacién (10.20) pueden ser facilmente chequeadas empiricamente.

10.4. La capa de ozono

El g-triplete de Tsallis [164] es posiblemente uno de los cuantificadores empiricos mas
espectaculares de la no extensividad. Los cuantificadores fueron estudiados en [165] con
referencia a series de tiempo experimentales relacionadas con los valores de espesor diarios
de la capa de ozono. Los datos pertinentes son expresados en unidades de Dobson y se ex-
tienden entre 1978 y 2005. Luego de evaluar los tres g-indices asociados, la no extensividad
es claramente una caracteristica de la capa de ozono.

El ozono estratosférico es encontrado principalmente dentro de una capa de ~ 15km
a una altura de 15km. Hay una baja densidad de unas pocas moléculas de O3 por cada
millén de moléculas de aire. El mecanismo asociado de las interacciones responsables de la
deflexién de la radiacién estd dada en [163]. Un régimen estacionario prevalece, modulado
por varios tipos de oscilaciones, que son 1) una oscilacién anual debido a la orientacién de
la radiacién entrante, 2) otra oscilacién de un periodo de alrededor de 2 anos originada
en las corrientes de aire en la estrastéfera, y 3) una variacién secular. En [165] los autores
concentran esfuerzos en dos series temporales: A) {Z,,} valores de espesor de la capa de
ozono y B) su variabilidad diaria {AZ,,}.

La teorfa de Tsallis predice tres valores importantes y diferentes de ¢ [164]:

» i) Un valor relacionado a estados meta-estables, que llamamos ¢ = gszqt-

» ii) Los estados mencionados que muestran sensibilidad a las condiciones iniciales (el

asi llamado caos débil). Estamos hablando de gseps-
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» iii) Cantidades macroscépicas meta-estables que tienen una relajacién g-exponencial

COIl G = (rel-

Entonces, un estado meta-estable estd caracterizado por un triplete de valores de g:
(gstats Gsens: @ret) 7 (1,1,1), donde Gstar > 1, gsen < 1,y @reg > 1 [164].

Como en el caso de la BGStatMech los tres valores de ¢ convergen a ¢ = 1, con el
presente tratamiento esperariamos una convergencia de los tres valores del g-triplete a un
valor cercano a uno. Los resultados numéricos, que siguen la metodologia de célculo de
[165], no falsean esa convergencia. Aqui evaluamos ¢siat ¥ Grei (gsen implica un calculo
mucho mds complicado). Los datos usados corresponden a datos satelitales de la ciudad
de Buenos Aires. Estos son valores diarios de Z,, obtenidos desde noviembre del '78 hasta

mayo '93 y de julio 96 hasta diciembre ’05.

10
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Figura 10.5: Ajuste de datos de la capa de ozono con una g-gaussiana y con la nueva PDF.
Los circulos rojos corresponden a los datos del histograma p(Z) vs. Z; la linea negra,
el ajuste con una g-gaussiana; curva azul: mejor ajuste con una aproximacién de primer

orden de la g-gaussiana.

Para calcular gsiq¢ ajustamos el histograma (10.5) con una g-gaussiana. El valor de ¢
para el mejor ajuste es de gsiqr = 1,32. En el caso de nuestro tratamiento de primer orden,
debemos usar una “g-gaussiana de primer orden” apropiadamente normalizada

(1-9q)

p(Z) =1+ T&Z‘*]e—az2 (10.21)

El valor gstq+ €s obtenido del histograma (q-gaussiana o la PDF (10.2)), asociado a las
variaciones diarias del espesor de la capa de ozono AZ,, = Z, 1 — Z,. Este rango de AZ
es subdividido en clases de ancho 0z (en unidades de Dobson (UD)), centradas en z;, por
lo que podemos evaluar con que frecuencia los valores de AZ caen en cada clase. Elegimos

como ancho de clase z = 5U D. El histograma resultante, apropiadamente normalizado,
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da la PDF estacionaria {p(z;)},. Por suspuesto, p; es la probabilidad de que el valor
AZ caigan en la clase i-ésima, centrada en z;, con N el nimero de clases [165].

La figura (10.5) ilustra la situacién de gsiq¢. Los circulos rojos son los datos del his-
tograma. La curva negra muestra el mejor ajuste para una g-gaussiana y la azul para la

PDF (10.2).

El valor de g,.¢; es determinado por el coeficiente de autocorrelacién temporal

S ZnirZn
20 23

La curva de correlacién en la figura (10.6) para calcular ¢,.; ajusta con ¢,..; = 1,888 en

C(r) (10.22)

el caso de la g-exponencial. En la aproximacion de primer orden usamos:

p(Z) =11+ (1;‘%222]@—52 (10.23)

De nuevo, normalizada adecuadamente.

Para un proceso de BG usual esta correlacién deberia caer exponencialmente, que no
es el caso de los datos. En la figura (10.6) los circulos negros corresponden a la correlacién
para distintos 7. La curva negra es el mejor ajuste para una g-exponencial y la curva roja

lo mismo para el caso de la aproximacién.

0.6¢ 1

04r 1

0.2r1 1

Figura 10.6: In, del coeficiente de autocorrelaciéon C(7) vs. tiempo 7 (en dias). La curva

negra es el ajuste para una g-exponencial y la roja la aproximacién.
Se obtiene que

1. La diferencia para la teorfa de Tsallis: |gre; — gstat| = 0,57

2. Para la aproximacion: |gre; — gstat| = 0,08, mucho menor que la anterior.
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10.5. La aproximacion de segundo orden

Podemos, por supuesto, pensar en la aproximaciéon de segundo orden en g. Para la

g-exponencial se tiene

1 —_ 377° 4774
[1+ (1 —q)BUJaT ~ [1+(12q)52U2(1q)2 <ﬁ3§]$ — ﬁf )] e U (10.24)

Mientras que la distribucién de probabilidad es

[1 4 @52(]2 —(1—q)? (% _ ,344U4>} o—BU

p= 7 (10.25)
Con
1— 3773 4774
Z :/ [1 + ( 5 Q)BQUQ —(1—q)? <ﬁ£ - ﬁf)] e PUdU (10.26)
Finalmente, la entropia es
Sy = L 1 / 1dU | ~
1714 P =
-1 —1)2
—/plnp [1 + (4 5 )lnp—i— (g 5 ) 1n2(p)] au (10.27)

Apelando a MaxEnt para (10.27) fécilmente se puede comprobar que esta expresién
de entropia también funciona. Por supuesto, los calculos correspondientes seran més com-

plicados.

10.5.1. Comparacion con las soluciones exactas

Las figuras (10.7), (10.8), (10.9) y (10.10) corresponden a los médulos de las relaciones
entre la aproximacién de segundo orden y las soluciones exactas. El eje horizontal esta en
metros. Por simplicidad tomamos U = z? y 3 = 1. El acuerdo es excelente para 1—¢ < 0,1.

De nuevo, es excelente para distancias grandes comparadas con los fenémenos atomicos.

10.6. Conclusiones

En este capitulo investigué las aproximaciones de primer orden de 1) la entropia de
Tsallis S, y 2) las soluciones al MaxEnt de ;. Mostré que las funciones que emergen de la
aproximacion de la g-exponencial son justamente las soluciones al tratamiento de MaxEnt
de la entropia aproximada. Esto sugiere que la nueva entropia es un funcional entrépico
legitimo. Lo mismo sucede con la aproximacién de segundo orden.

El tratamiento presentado esté libre de los polos que, para hamiltonianos cuadraticos,

emergen en la teoria de Tsallis. Esto fue demostrado en [65], para ambos: la funcién de
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Figura 10.7: Relacién entre la aproximacion de segundo orden y las soluciones exactas del

proceso de MaxEnt para 1 —qg = 0,5
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Figura 10.8: Relacién entre la aproximacion de segundo orden y las soluciones exactas del

proceso de MaxEnt para 1 — g = 0,1

particién y la energia media. Los polos desaparecen para cualquier orden perturbativo, un
resultado sorprendente.

También mostré que nuestro tratamiento es compatible con los datos existentes de la
capa de ozono. El g-triplete asociado es quizas el cuantificador méas espectacular de la no
extensividad. Estos fueron estudiados en [165] para la entropia de Tsallis, y aqui presenté
el mismo analisis para la nueva entropia.

Finalmente, enfatizo que la idea principal del presente capitulo radica en la aproxi-
macién de la ecuacién (10.1). Esto conduce a una correccién cuadrética en la variable U.
La correccién cuadratica ha sido discutida también en [166], donde se encuentra que los
resultados para ¢ — 1 pequenos son universales, estos es, aplicables a muchas situaciones
fisicas. Lo realmente nuevo aqui es la propuesta de que esos valores chicos de ¢ — 1 pue-

den conducir a un nuevo formalismo. La aproximacién de la ecuacién (10.1) puede ser
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Figura 10.9: Relacién entre la aproximacion de segundo orden y las soluciones exactas del

proceso de MaxkEnt para 1 — ¢ = 0,01
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Figura 10.10: Relacion entre la aproximaciéon de segundo orden y las soluciones exactas

del proceso de MaxEnt para 1 — ¢ = 0,001

mejorada a ordenes perturbativos mayores sin afectar las tltimas conclusiones.
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Capitulo 11

Conclusiones

Durante esta tesis analicé diferentes aspectos de la entropia no aditiva S, aplicada
a ecuaciones cuanticas no lineales, mecanica estadistica de sistemas no extensivos, como
los autogravitantes, y fuerzas entropicas. Estudié también los polos de la teoria y propu-
se distintas soluciones. Mostré que usando esta teoria algunos fenémenos y propiedades
novedosas pueden ser derivados. Propuse diversos enfoques para resolver las divergencias
y polos de la teoria, que podemos resumir en: regularizaciéon dimensional y tratamientos
perturbativos. Resumamos algunas de las principales conclusiones.

Las ecuaciones no lineales de g-Schrodinger y g-Klein-Gordon son manifestaciones de
fenémenos de muy alta energia, como se verifica en experimentos del LHC. Esto sucede
para valores de g cercanos a la unidad. Esto hace dificil discernir si uno esta tratando con
las soluciones a la ecuacién ordinaria de Schrodinger (para la que las soluciones de particu-
la libre son exponenciales y ¢ = 1) o con las soluciones de su generalizacién no lineal NRT,
para la que las soluciones son g-exponenciales. Por eso desarrollé un tratamiento pertur-
bativo de primer orden de las ecuaciones de Schrodinger y Klein-Gordon NRT alrededor
de ¢ ~ 1. He mostrado que, para valores pequenos de ¢ — 1, la aproximacién es bastan-
te buena. También desarrollé el andlisis perturbativo de la ecuaciéon de g-Schrodinger de
variables separadas y de un paquete de onda g-Gaussiano.

Los datos empiricos indican que un comportamiento de ley de potencia en las distribu-
ciones de probabilidad de magnitudes observadas es bastante frecuente en la naturaleza.
Una. de las razones para éste fendmeno es la normalizacién de la medida en el detector. Los
procedimientos que se realizan transforman la entrada gaussiana en una g-gaussiana. En-
tonces, es interesante desarrollar la funcién g-gaussiana en primer orden alrededor de ¢ ~ 1
también. Mostré que esa aproximacién es muy buena para un dado rango de distancias.

Conectado a las conclusiones previas, la evidencia experimental en aceleradores de
particulas sefiala que a altas energias las distribuciones de los momentos transversos son
de tipo Tsallis. Esto motiva a preguntarse por una generalizacion de estados Gamow, los
estados gq-Gamow, para los que la distribucién asociada podria ser facilmente verificada

en energias intermedias, para las cuales hay actualmente aceleradores. Tal objetivo es

129
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alcanzado en el capitulo 4. Las consideraciones realizadas se basan en el hecho de que,
empiricamente, uno no detecta gaussianas puras, sino g-gaussianas, con ¢ muy cercano a

uno. Esto sugiere mirar especialmente estados q-Gamow en el entorno de ¢ = 1.

En consecuencia, he estudiado en esta tesis, para una region en el entorno de g = 1, las
propiedades principales de los estados g-Gamow, que son solucién a la ecuacién no lineal
de Schrodinger NRT. Calculé su norma, el valor medio de energia y las distribuciones
g-Breit-Wigner asociadas. En todos los casos, los resultados tienden a los usuales cuando
el parametro entropico obedece ¢ — 1. El resultado principal es que la distribucién de
probabilidad de g-Breit-Wigner difiere de la usual de acuerdo a un factor que puede ser

verificado, luego de un andlisis de errores, a partir de datos de un acelerador.

En el capitulo 5, describi la fenomenologia clasica de la g-entropia calculada sobre
curvas en el espacio de fases, I', de la que se desprenden interesantes propiedades, similares
a confinamiento y hard-cores. Deseo enfatizar que los efectos de la fuerza entrépica que
describo en ese capitulo no son el confinamiento y la libertad asintética que se conocen
en fisica de altas energias. Las curvas en el espacio de fases llevan, sorpresivamente, a un
mecanismo clédsico simple que es capaz de imitar algunos de los fenémenos nombrados.
El interés en las fuerzas entrdpicas se estd incrementando debido al trabajo de Verlinde
en el que argumenta que la gravedad también puede ser entendida en término de fuerzas
entropicas. Utilicé la entropia de Tsallis de camino para demostrar que el confinamiento
también puede emerger clasicamente de fuerzas entrépicas, apelando a un hamiltoniano
cuadratico simple. Muestro entonces que algunos aspectos de otras fuerzas fundamentales

podrian ser imitados con fuerzas entrépicas.

Una faceta principal de esta fenomenologia es la existencia de efectos no extensivos.
A pesar de que los cédlculos son discutidos en una curva dada I', en general los efectos no
dependen de la curva especifica elegida. La g-fenomenologia parece ser razonable porque el
teorema de equiparticién se cumple. Mostré que la fuerza g-entrépica diverge en pequenas
areas especificas del espacio de fases (efecto de hard-core), anuldndose fuera de esas areas
(confinamiento més libertad asintética). La magnitud de esas dreas es dependiente de gq.
La “dureza” del hard-core también depende de g. Sumar la fuerza del pozo armdnico no
modifica esta fenomenologia. Mientras que la fuerza entrépica para el HO en la BGS-
tatMech es siempre repulsiva, en la StatMech de Tsallis puede ser tanto repulsiva como
atractiva. Ademas, la fuerza entrépica crece con ¢, un resultado interesante. Cuanto més
no aditivo sea el contexto, més fuerte es la fuerza entrépica. Esta fuerza aumenta con la

temperatura, lo cual constituye un resultado razonable.

Tal esfuerzo es extendido en el capitulo 6 a curvas n dimensional, dada la relevancia de
la dimensionalidad en gravitacion. Las expresiones para todas las cantidades ahi discutidas
son generalizaciones de aquellas encontradas en [22] y [3] para los limites ¢ —» 1y n =1,
respectivamente. Esto reconfirma que son correctas. El comportamiento es el mismo en

todas las dimensiones, que incluye hard-core, confinamiento y libertad asintética. Esto
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deberia motivar esfuerzos dirigidos en encontrar estas propiedades en el laboratorio, en
arreglos mas generales que los de la fisica de altas energias. Es interesante que a pesar
de que la dimensionalidad es importante para la gravedad, en lo que respecta a esta
fuerza entrépica, cualitativamente las propiedades estadisticas son intrinsecas a la curva,
sin importar en que espacio esta embebida. Esto se puede entender si consideramos que
el desorden crece con n, al igual que el nimero de configuraciones espaciales de cualquier

tipo y por lo tanto la variacion de entropia sobre una curva también.

En el capitulo 7, utilizando un procedimiento elemental de regularizacién dimensional,
estudié los polos en la funcién de particiéon y la energia media que aparecen para valores
discretos y especificos en la estadistica de Tsallis del problema de dos cuerpos en gravedad
newtoniana. Estudié el comportamiento termodinamico en los polos y encontré resultados
interesantes. El andlisis fue hecho en particular en 3 dimensiones. Entre las caracteristicas
de los polos, enfatizo que aparecen tanto en la funcién de particion como en la energia
media, para g # 1. Mostré que hay una cota minima para la temperatura en los polos y
que el calor especifico es negativo, algo tipico de los sistemas autogravitantes. Los polos

son una propiedad del cuantificador entrépico, y del hamiltoniano.

El caso ¢ = 1 no puede ser analizado con esa formulacion, es decir, no es valida para
él. Por eso el caso ¢ = 1 fue discutido independientemente en el capitulo 8. Se suele
creer que la distribucién de probabilidad cldsica de BG para el problema de dos cuerpos
gravitatorios no puede llevar a resultados finitos porque la funcién de particiéon diverge.
Sin embargo, mostré que teniendo en cuenta la posibilidad de usar una extensién analitica
y regularizacién dimensional se puede tratar las divergencias y obtener resultados finitos.
Este procedimiento me llevé a conseguir la primera expresion para la funciéon de particiéon
de un sistema de dos cuerpos autogravitacionales. Estos sistemas tienen muchos otros
aspectos, que no he discutido aqui, pero creo que mi contribucion es significativa en este

contexto.

Un punto especial a ser remarcado es el siguiente. El problema de dos cuerpos gravi-
tacionales en el tratamiento de BG es mas complicado que su contraparte en la teoria no
extensiva de Tsallis, ya que mientras el tltimo sélo requiere regularizacién dimensional,
el primero ademés necesita una extensién analitica. Se puede conjeturar que el rol del
pardmetro de extensividad ¢ es indicar la cantidad de energia involucrada en el proceso,
como lo hace en QFT. Cuanto mas grande es el valor de ¢, mas grande seria la energia del
sistema. Es decir que para las energias usuales la estadistica de BG seria suficiente para

tratar el sistema, pero a energias mayores uno deberia utilizar la estadistica de Tsallis.

En el capitulo 9 utilicé el proceso de DR para estudiar los polos en la funciéon de par-
ticién y la energia media que en dos dimensiones. Al igual que en los capitulos previos,
emerge una cota a la temperatura y calor especifico negativo, caracteristicos de sistemas
autogravitantes. La contribucién de ese capitulo es proveer de una funcién de particién

finita para el problema de dos cuerpos interactuando mediante gravitacién en dos dimen-
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siones, la cual puede ser aplicada directamente en un modelo simple de galaxia de disco
con un agujero negro supermasivo en el centro. Se obtienen los siguientes resultados: i-
se encuentra una cota superior a la temperatura, ii- el calor especifico correspondiente
es negativo, iii- el limite del calor especifico cuando la masa del agujero negro tiende a
cero es —kp, i.e., el calor especifico de un gas ideal 2D autogravitatorio, iv- la tercera
ley de la termodinamica no se cumple, debido al tratamiento clasico, v- y la catastrofe
gravotérmica puede ser evitada si se agrega un halo alrededor de la galaxia, cuyo niimero
de constituyentes es menor o igual que el nimero de estrellas en la galaxia.

En el capitulo 10 investigué aproximaciones de primer y segundo orden a 1) la entropia
de Tsallis Sy y 2) la solucién al proceso de MaxEnt de S;. Mostré que las funciones que
surgen del tratamiento de MaxEnt son precisamente las soluciones del MaxEnt de la
entropia aproximada. Esto sefiala a la entropia aproximada como un funcional entrépico
legitimo. Lo mismo sucede si uno realiza la aproximacion de segundo orden. El presente
tratamiento con la nueva entropia es libre de los polos que, para el hamiltoniano cuadratico,
emergen en la NEStatMech. Los polos desaparecen a cualquier orden de perturbacién, lo
cual es un resultado sorprendente. Vimos también que nuestro tratamiento es compatible
con datos existentes de la capa de ozono. El g—triplete asociado de Tsallis es quizas uno
de los cuantificadores més espectaculares de la no extensividad y mostramos que la nueva

g-entropia puede acomodar el fenémeno del g-triplete de manera bastante satisfactoria.
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Apéndice A

Funciones importantes e integrales

utiles

A.1. Funciones Gamma y Beta

La funcién Gamma aparece a lo largo de toda esta tesis y es esencial para ella. Esta

definida como la solucién a la integral de Euler de segunda especie:

I'(z) = /000 e 't*7ldt  Re(z) >0 (A.1)

Es una funcién analitica con polos simples en los puntos z = —n, n € N. Extiende
el concepto de factorial a nimeros reales y complejos y aparece en varias PDF, debido
a esto es muy usada en probabilidad, estadistica y combinatoria. En las figuras (A.1) y
(A.2) se puede ver la funcién Gamma representada en la linea real y el plano complejo,
respectivamente.

Algunas propiedades importantes son: la formula de recurrencia,

[(z+1) =2I(2) (A.2)
la formula de reflexion de Euler

s

I(1-2)I(z) = sin(r?) (A.3)
y la férmula de duplicacion
I'(z)T <z - ;) = 21727 /7T(22) (A.4)
Paran e N:
I'(n)=(n—-1)! (A.5)
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Gamma function

&

T M ————
Fa
I

~ T

-.-.-.--.-.-.-.-.-.---#.—.-..—..-.--.---.-.-.----.-

Figura A.1: Funcion Gamma en la linea real.

IT(2)|

Figura A.2: Valor absoluto de la funcién Gamma en el plano complejo.

Su desarrollo en series de Laurent es fundamental cuando realizamos una regularizacién

dimensional, y es:

2
F(z):%—0+[%+%]z+-“ (A.6)

Donde ¢ es la funcién zeta de Riemman y C' = 0,577... es la constante de Euler-

Mascheroni.
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La derivada de la funcion Gamma define la funcién Digamma:

I'(2) = T(2)o(2) (A7)

Que tiene la 1til propiedad para nimeros semi enteros [170]:

n—1
1 1
- — —C -921 E A.
¢0(2in> C—-2In2+ . %+ 1 (A.8)

La funciéon Beta estd estrechamente relacionada a la funcién Gamma y esta definida

como la solucién a la integral de Euler de primera especie:

B(z,y) = /01 t"7 11 —t)¥"'dt  Re(z) >0, Re(y) >0 (A.9)

Y puede ser expresada como:

B(z,y) = -+ =By, ) (A.10)

A.2. Funciones Hipergeométricas

Una funcién hipergeométrica es solucién a la siguiente ecuacién diferencial (las

primas denotan derivada respecto a z) [137]:

2(1=2)F"(a, Byy:2) + [y — (@ + B+ 1)2]F' (e, B; 75 2) — aBF(a, Bi7;2) =0 (A1)
Puede ser representada por una serie de la forma

af  ala+DBB+Y » (A.12)

7,1 y(y+1),1,2

Esta serie termina si « o 8 es igual a un entero negativo o cero.

F(a,B;7;2) =1+

Para v = —n, n € N, la funcién hipergeométrica esta indeterminada si o ni § son iguales
a —m (donde m < n es un numero natural). Si excluimos estos valores de los parametros
a, B, una funcién hipergeométrica converge en el circulo unidad |z| < 1.

La funcién hipergeométrica puede ser representada por la integral

1
F(a,ﬁ;%Z):B

1
M/ 711 — )P — t2) Tt (A.13)
s LT 0

Con Re(y) > Re(B) > 0.

Una de sus propiedades, usada en la tesis, es:

F(—a,v;7;—2) = (1+2)" (A.14)
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A.3. Funciones Hipergeométrica Confluente, de Whittaker
y Cilindro Parabdlico

Consideremos la ecuacién diferencial
d*u du A 1/4— P
haded Z S =0 A.15
d22++dz+<z+ 22 Y ( )

Esta ecuacion tiene las siguientes soluciones linealmente independientes para
w# £1/2,£2/2,£3/2,... [137]:

22D (= N +1/2,20 + 1;2) (A.16)

2D (g — A 4 1/2, 2+ 15 2) (A17)

Donde ®(«,v; 2) es la, asi llamada, funcién Hipergepmétrica Confluente, y puede

ser representada por la serie:

« ala+1)

z z
71 y(y +1),2!
Notar que ®(0,v;z) = ®(a,y;0) = 1.

Si ahora hacemos el cambio de variables u = e~*/2 en la ecuacién (A.15), obtenemos:
W (LA Ay (A.19)
dz? 4 2z 22 N '

Esta ecuacion tiene las siguientes soluciones linealmente independientes:

D, v;2) =1+ ... (A.18)

My (z) = 2267220 (= X +1/2,2u + 15 2) (A.20)

)

My p(z) = 2727220 (—pp — A+ 1/2, =2u + 15 2) (A.21)

Para obtener soluciones que sean adecuadas también para p # +1/2,42/2,+3/2, ..,

introducimos la funciéon de Whittaker

Wane) = iy e PO ) (a2

TR YR G A VO RS
La cual, para 2/ entero, es solucién a la ecuacién (A.19). Para las funciones M) ,,(2)
y Wxu(2), 2 =0 es una un punto de ramificacién y z = oo es un punto esencial singular.
Por lo tanto, deberiamos examinar estas funciones sélo para |arg(z)| < m. Las funciones
Wi u(2) y W_y u,(—2) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién (A.19).

La funcién Cilindro Parabélico D,(z) estd definida como:

, 2
Dy(z) = 2i+§Wi+%ﬁi <Z2> 212 (A.23)
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Una forma equivalente es

2 2
Cop2 ) VT o (mp 12\ V2w (1-p 3 2P
Dy(z) = 2P/%e { <I>( 5o 2) F(%p)(p 5 55 (A.24)

Notar que

D, (0) = Q%L(I)(—p/Q,l/Q;O) g5 VT (A.25)

(%) (%)
A.4. Integrales ttiles

Durante todo el texto deben ser resueltas muchas integrales. En esta seccién presento
las soluciones a las integrales que aparecen en la tesis y las referencias de las que fueron
tomadas. Como la funcién g-exponencial es la potencia de un binomio, las siguientes

ecuaciones son muy usadas en gStatMech, fueron tomadas de [137] y [170]:

/u 2" u — ) tde = w1 B(u,v), Re(p) > 0,Re(v) >0 (A.26)
0
/oo(ac +B) Y (x —u)l e = (u+ B)* VB(v — p,pu), Re(v) > Re(u) >0  (A.27)

00 -1
/0 (lzfﬁfc)”dx = HB(u,v—p), Re(v)> Re(u) > 0and|Arg(f)] <m  (A.28)

/b(x —a)* b —2) e = (b— a)*PB(a,8) @,8>0 (A.29)

Para la estadistica de Boltzmann-Gibbs son ttiles:

v—1

v -1 -8 vo1 L B
/az Yoty tesde =52 v 2 ™1 —p— V)627Wu51+'u‘,_% <7> (A.30)
0

Con |arg(y)| < m, Re(1—pu—v) > 0,y donde W es una de las funciones de Whittaker.
No se requiere que Re(3) > 0, como enfatizan Gradshteyn y Rizhik [137] (ver pagina 368,
ec. (7), lamada ET II 234(13)a, donde se hace referencia a su vez al Proyecto Bateman de
Caltech[171]). La ultima letra “a” indica que se ha llevado a cabo una extensién analitica

con el fin de resolver la integral.

Y,
0/$u—1e—5$2_wd$ _ (2@—;“,,)6%1)7” (\/%) (A.31)

Donde D es la funcién cilindro parabdlico.
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Apéndice B

Desarrollos de Taylor y derivadas
de la funcion g-exponencial y

funciones relacionadas

En este apéndice muestro calculos correspondientes al capitulo 3, pero estdn presenta-
dos aqui para no complicar la lectura del mismo, ya que no agregan demasiados detalles

significativos a la discusién de los resultados de éste.

B.1. Desarrollo de primer orden de ¢ = ¢,[i/h(pr — Et)]
Como la funcién g-exponencial e, estd definida como
1
eg =[1+ (1 —q)z]Te

Podemos escribir
W= eth In[14(1—q)z]

Luego
oy i+ -q:)
i 2 0 (B.1)
oY 1 N o z
=\l 02— e
Comoln(1+x):x—x;—i—---,seobtiene
o 1 B Z_(l—q)222 B z
i (e (O e e e
° oy z z _Zj
ARl R e A 2

141
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Evaluemos 2—15 en q=1:

%:{Z{uiq)‘<1—q>[1i<1—q>zl}_z22}w

o B 14+ (1-q)z] -1 _zj
5q_{(1—Q)[1+(1—Q)Z] 2}1/}

Cuando ¢ — 1
1+ (1—q)2]-1
(1-g)[1+(1-q)
Usando ahora la regla de L’Hopital

0
0

3@0 < 2 22> z

— =|2z"——= e

0q | =1 2
oY 22
_— = —ez B3
%l "2 (B.3)

Luego, el desarrollo de Taylor de primer orden de ¢ = ¢4 es

0
w:wq:ﬁ(q—m;g

q=1

52
v ~e*+ (¢ — I)Eez (B.4)

B.2. Segunda derivada con respecto a x

La primer derivada respecto a = del desarrollo de e, ec. (B.4) es

O i igepy  (g—1) i (po—Et)
% h e 572 [Qp(px Et)en

h

Para la segunda derivada tenemos

+@(px - Et)Qe%(m_Et)} (B.5)

0% P i x—FEt (¢—1) 2 i(pz—FEt 4ip® L (pz—Ft
w:—ﬁeh(p ) _ 2p en (P )—|— 5 (p:z:—Et)eﬁ(p )

%(px - Et)2e;(pm_Et)}
0 2 2 2
g;g _ _%e%@x—m) (g 1)%6%@%@)_
2ip? i (pr—Ft) p? 2_i(pz—Ft)
q—1)——(pz — Et)er'P + (¢ —1)=—(px — Et)“er'P
h3 2ht
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B.3. Segunda derivada de ¢ = ¢,(ikz — iwt) con respecto a t

La derivada de primer orden de ¢ = e,(ikx — iwt) es

g‘f = —jweke—wt) [1 + (a ; 9) (kx — wt)?| — weF=9 (1 — ) (kx — wt)
% = _jwetlkz—wt) [1 — (1 = q)i(kz — wt) + (1 ; %) (kx — wt)ﬂ (B.6)
La segunda derivada es entonces
82¢ 2 _i(kz—wt) ; (1 — Q) 2
G2 = W [1—(1—q)2(kx—wt)+ 5 (kx — wt) }

—iwe' T [iw(1 — q) — w(1 — q)(kz — wt)]

o
2
% _ 7w26i(km—wt) [1 . (1 o q)l(kI‘ _ wt)+
(1 ; q) (kx —wt)? — (1 —q) — (1 — q)i(kx — wt)}
Y finalmente,
2 . —
% = —w2el(lm_wt) q—+ Qi(q — 1)(kl’ — wt) — (q 9 1) (k'l‘ - Wt)2:| (B7)

B.4. Desarrollo de primer oden de ¢¢?? !

La derivada de ¢¢?9~! con respecto a q es

d(qp*1) 2g—1 9?1
_ _ B.
9 M +q 94 (B.8)
Podemos escribir entonces
¢2q—1 _ 6(2q—1)ln¢>
’ dg*a! ( ) 0¢
- 2q -1 21
= |2in¢ + — | 9™
dq ¢ ¢ Oq ¢
8¢2q—1 _ 2¢2q—1ln¢> +(2q — 1)¢2q—2% (B.9)
dq dq
Para la derivada de g¢?4~! tenemos
2q—1
K0T _ g1 4 2qg2Ming + g(2q — 1) 222 (B.10)
9q dq
En ¢ = 1 obtenemos
(™) 0¢
—_ =¢| _+2¢| _,Ing| _, + —
8(] q:1 ¢)|q_1 ¢’q_1 ¢|q_1 aq q:1

Como sabemos que
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- gb‘q:l — ei(ka:—wt)

. (lngf))]q:l =i(kx — wt)

99 _ _ (kz—wt)? et(kr—wt)
2

dq g=1

Entonces

d(qp*1)

2
5 _ ei(kx—wt) + QZ(k‘l‘ o wt)ei(ka:—wt) o (kx — Wt) ei(k::c—wt)

2

q=1

d(qp*1)

dq

2
= ¢ilkz—wt) [1 + 2i(kx — wt) — M}

5 (B.11)

q=1

El desarrollo de primer orden de q¢??~! es

d(qp*1)

g* "t = (q9*")| _ + (@ - 1) (B.12)

g=1

Reemplazando la ecuacién (B.11) en este desarrollo obtenemos

_ 2
q¢?1! o elhrme) 4 (g — 1)ellhemet) {1 + 2i(kz — wt) — W}

q¢2q_1 ~ gilkz—wt) [q +2i(q — 1)(kx —wt) — (¢ — I)W}

5 (B.13)

B.5. Desarrollo de primer orden de f(t)

Como f es

—1 1 i (1—q)
Et}q :eqql”[”n - Et]

podemos escribir
oy _ Olgin [1+3450F1])
dq dq

e

1 —iEt (1-q)iEt
(a=1) [1+ 172 5t) [ o }}f

f

Y como In(1 +2) =z — % +---, tenemos

of [ 1 TJi(l—gq) (1-g)2i
6’9(1_{ (¢ —1)2 [ﬁ ¢ T hEt]
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1 Bt (1—q)iEt
- = [lh + (QQ)Z}J f (B.14)
(g—1) 1+%Tth} q q

Para evaluar f en ¢ = 1 reordeno términos en (B.14) y obtengo

of _fiee| 1 1 .
O L O e
1 E*? 1 ;
i (1=q) R 242
q [1 + 4l Et] q
En consecuencia,
i (1—q)
of | imt 1= 14+ 4050 ) . 1 2 U W
dq ) qh i (1— i (1— R 22 ’
q ah | (1-q) [1+ﬁ qq)Et} q[1+ﬁ qq)Et} q
Cuando ¢ — 1
1—
1- 1+ :%2m]
0] 0
(1 — q) {1 + ﬁTEt}
Usando nuevamente la regla de L’Hopital
1= [14+ 520y
lim =
qg—1 (1 )[1+h( 7 )Etj|
iBt | iEt(1—q) .
lim o _ Bt
7 B —
‘Hl—[1+ﬁ( )Et} (1— gt 4+ ) h
Luego,
of| - _ {ZE [1_1Et] _ Eztz}egﬂ
0q | 4= h h 2h?
o
Of|  _ (it B B\ —m
0q |4 U h h? 2h?
En consecuencia,
af <iEt E2t2) —iBt
ol h 2h?2 ( )
El desarrollo de Taylor de primer orden de f(t) es

0
FO = Floo +la=1) 5

q=1

Reemplazando aqui (B.16) tenemos

—i Bt E*?\ -
= e - (T g )

R o
) 242
F(t) ~ e [1 +(g—-1) (lf_jt + E;hé )] (B.17)
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B.6. Desarrollo de primer orden de f?

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para obtener (3.22) tenemos

af1 of
- = flaInfly + 5> (B.18)
dq =1 q=1 =17 9q =1
Sabemos que
—iBt
| | f’q:lze h
_ _iBEt
v (Inf)lmy = =57
af _ (iBt |, E%2) =Bt
" 9 ,1_(17+ 2h2>€ "
q_
Entonces,
of1 1Bt %_’_ —iBt iEt+E2t2
q |,y h h o 2h2
0
of1 iEt —iee Bt —im  E%t? _im
—_— = ——€ —e B 4+ e h
0q =1 h h 2h2
Luego,
af1 E?? _im
- = A B.19
0q |,= 207 c ( )

El desarrollo de primer orden de f? es

of1
o flgm (@ —1) ——
q=1 dq =1
Reemplazando aqui la ecuacién (B.19)
—i E%?
fqze%—i—(q—l) 572 eh
o, finalmente,
—iEt E?t?
I~e 7 |1 — 1= B.20
Pt L - 0 (B.20)

B.7. Derivada de f? con respecto a ¢

La derivada de primer orden de f? con respecto a t es

oft  iE -imt EQtT =it (q—1)E*

otk 2h2 h2
© 242
ft B i ¢ iEt
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B.8. Desarrollo de g(x)

Podemos escribir

i_(1—q)

g(z) = [1+'( %) ]13(12621“{“\/2«?”}

y por lo tanto:
L 44 (1-q)
1- ﬁm
aq Jdq g
In
{(1—61 \/ q+1 ]

—ipT
<1q>[1+i¢%p}[ "V ‘-'“

ipr  (1—q)
Th (g + 1)13/2} }g'

Como In(1 +z) =z — %2 + -+, tenemos

dg _ 2 |ipr (1-gq) (1 q)* p*a*
og | (1—=¢2| h 2 q+1 2(q+1) 2R2

2 [ 1pT 1 (1—¢q) ipx
+ - - — 1 ¢9 (B.22)
(1—q) [1+h P ilp] hoV20+1)  Rle+DPE R

Para evaluar g en ¢ = 1 reordeno términos y obtengo

99 _ Jipe 2 Y S
9q h2(q+1)1-q) P 2(q+1)
1pT 2

2(¢+1)(1—q) [1 + 2\}%1}@’]

1pT 2
h (1-q) g
3/2 i_(1—q
2+ 12 |1+ fi=tpe
Luego,
1+4 (1=q) pr| —1
dg 2ipx h\/2(g+1)
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1 p?a? 1
g
o 2 2(¢g+1)
3/2 i_(1-q) h q
a4 0] 14+t
Cuando ¢ — 1,
{1 +1 (1=q) pm} -1
V2(q+1
() - % (B.23)
_ i_(1=9)
Apelando una vez mas a la regla de L.’Hopital
i_(1-q) _
, [14— hmpx] 1
hn% =
a— _ i_(1-q)
(1-9)yv2(g+1) [1 +7 \/mpx}
—ipz 1 _ipz (1—q)
) o f(grr) P R+
hn%
=L i_(1-q) _
V2(q+1) {1 + hmpl‘] +(1—-q)X
_ i
~ 4h
Donde
i_(1—q)
V2(g+1 — 1
¥ — (g+1) n \/m ipx B ( q)zp:;:/2
V2(qg+1) hy/2(g+1)  A2(g+1)]
Luego,
g {Qipm [ipx 1} p2x2} ipz
- — —_— — = |+ ——= e h
0q | =1 h |4h 8 4h?
0
0|,y 4h 2R 4AR2 ’
Y, finalmente,
dg 1 (ipx  p*x®\ i
) — (=L r , B.24
94|, 4<h+h2 ¢’ (B.24)

El desarrollo de primer orden de g(z) es

dg
x) ~ 1+ (g—1) =
g( ) g’qfl (q )aq =1

Reemplazando la ecuacién (B.24) llegamos a

g(z) ~ e {1 + <”';f + p;f)] (B.25)
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B.9. Segunda derivada de g con respecto a x

La primer derivada de g es

dg _ip s (1—q) (ipx  p°a? we (L—q) (ip | 2xp®
- = = 3 1 - - 3 —_ B.2
o h€f|:+ . e | R + (B.26)

Para la segunda derivada obtenemos

g  —p* (1—q) (ipz | p*a® ip we (1—q) (ip  2xp?
il A e b T i e £z
7 R e L T )| TR T R
ip we(1—gq) (ip  2xp’ we (1 —q) 2p*
TR T <h+ )t T
© 82 2 (1 ) (1 ) 2,.2 .
g P’ e — q) ipz —q) p*x ipx
ZJ__F 5 el 2 (1—g) 2
o2 = 2t [ T o -9 h}

Entonces finalmente,

Pg _ P’ e 3(1—q)ipz | (1—q)pa?
922 = ¢’ [1_4h+ e (B-27)
B.10. Desarrollo de primer orden de g7
Siguiendo un procedimiento similar tenemos ahora
g1 dg
. :g‘ =1 lng‘ :1—’_7 (B28)
0q |,y q q 0q |,
Sabiendo que
ipz
. g’q:l en
= (Ing)lg—y = %
B) 1 2,.2 ipx
) 873(1:1__1<%+p7§ )e "
Entonces,
091 ipx ipz 1 ipz <z’px p2x2>
_— = —e h — —e h _— T
0q |,—y h h h
O’
q . B .
ogt|  _ ipw = (1_1+sz>
dq =1 h 4 4k
Luego:
g ipr ipz <3 ipac)
dq =1 h 4 4h
El desarrollo de primer orden de g9 es
dg?
9"~ g%— + (@ —1) 0 (B.30)
q 14=1
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Reemplazando la ecuacién (B.29) en este desarrollo obtenemos

G (g )BT (B i
gt~er +(q )hef IR

¢l~en |14+ ——>~——

1 5 1 = (B.31)

ips 3(q—1)ipz  (¢—1) prT



Apéndice C

Formas explicitas de ecuaciones

complicadas

Doy en este apéndice la forma explicita de algunas ecuaciones complicadas con las que

trato en el capitulo 6. La g-entropia de camino n dimensional es:

i+1—1iq)

1
I, (i41—i

it1—ja ~1
=1 (=)' [T._,(k+1—kq)

q—1 *

q—1
" (BU)" [1+ (g~ 1)BU) T y
< (n =)' [T (k+1- k:q)

<.
I

1
" (BUYI [+ (g U]
Z(n—J) 7 (k+1— kq) } 8

£ gyt [1+ (q—1)pU] "
(n+1=7! TH_,(k+1—kq)

(C.1)
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A partir de esta entropia de camino, la correspondiente fuerza entrépica es:

t1-4q ) 972
_ 20t ULl EXTE DU
Fe = 8 ﬂn(l){l‘[l i+ 1 —iq) Z j

j:l 11 (k+1—kq)
2”: Bni] {(j +1—jg)BU" [1+ (¢ — 1)BUP e
o (=) i (B +1 - kq)
Nrrn—j—1 ]+7‘1 1
~(n = U 1+ g - )50 }[ - q—lmn{nz L
- BU” J 1+ q—15U
B /Bn Jygn+i-j [1+( n(q 1) 1
— (n+1—)! illﬁ—l—kq "+ 1—iq)
J+ Jq g-1
(BU™ T [14 (q—1)BU] T {_ { 1
;1 (n=3)! i1<k+1—kq) } PO G+ 1)
. -1
Zn:ﬂU"jH(q—l)ﬂU] i 1
= =D [T (k1= kg) 14 (i +1—iq)B
Z:lﬂn jpn+1— J[1+(q_1)l3U]J+ 1 { 1
= (n+1-5) TH_ (k+1—kq) [T, +1—iq)
. -1
(Ui L+ (g - 1pu] T | g
; (n =D Thioi(k+1 - kg) } ;(nj)!l_[i:l(kﬂrlkq)

{G+1-j@BU" L+ (¢~ DBUPT T — (= U7 1+ (g - 1)BU] T
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Para la fuerza del oscilador armonico se tiene

+1—jg —2
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La fuerza total es
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Finalmente, el calor especifico es
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Apéndice D

Un ejemplo simple de

Regularizacion Dimensional

Este apéndice ilustra la regularizacién dimensional (DR) con un ejemplo simple. La
justificacién del procedimiento de DR estd dado en la seccién 2.5, basado en [101], siendo
esta una generalizacién del tratamiento presentado en [141, 142].

Aqui discuto la funcién de particién Z del oscilador arménico 3D (HO) para g = % Si

primero consideramos Z en v dimensiones
Z- / 1+ (1— )B(P? + Q)71 d" PdQ (D.1)

Donde P2 =P} + P+ -+ P2y Q* = Q1+ Q3+ -+ + Q2. Para resolver la integral

usamos coordenadas hiperesféricas y encontramos que

_ 2 Ji 2v—1 _ 2157
Z = ) O/S 1+ (1—q)BS*]a-1dS (D.2)

Con S? = P? + Q2. Efectuando el cambio de variables S? = x obtenemos

/x 1+ 1—q)/6’a:]q Ldx (D.3)
0

/ A (D.4)
J 1+ (1 q)pa]

Para evaluar esta integral miramos a la ecuacién (A.28):

de =~""B — D.
/ Tz =7 (p,v — ) (D.5)
0
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Donde B(u,v — p) es la funcién Beta de Euler. Comparando (D.4) con (D.5) nos
encontramos que p = v, v = 1—£q, v=(1-gq)B, y entonces
Z =" (80— q) B (v — (D.6)
=— — v —v .
I'(v) e "1—¢q

Vemos que cuando g = % y v =3, la ecuacién (D.6) diverge ya que

INE2)8 (1%(1 - 1/)

Con I'(z) siendo al funcién Gamma de Euler, que exhibe polosen z = 0, -1, -2, -3, .....

A partir de la ecuacién (D.7) se sigue que

7= A ((> d D8
1—q
0)
. v (%q — 1/)
7= [,6’(1 - q)] r1<11q) (D9)
Eligiendo ¢ =  en la ecuacién (D.9) se encuentra
7= (?) - (1?@)”) (D-10)

Como I'(3) = 2, lleva a

Z:;@f)”p(g_,,) (D.11)

Notar que para v = 3, Z diverge. El enfoque de DR de Bollini y Giambiagi consiste
en realizar el desarrollo de Laurent de Z alrededor de v = 3 y seleccionar, como el re-
sultado fisico de Z, el término v — 3-independente de la serie. La justificacién para este

procedimiento es claramente explicado en [101]. Para proseguir definimos

fv) = (8:;)” (D.12)

Cuyo desarrollo de Taylor es

o= (5) Sowe (35) 52 o3

El desarrollo de la funcién Gamma es

r(3—v) = 3_%-(% icm(?)—l/)m (D.14)
m=1
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Donde C es la constante de Euler. Multiplicando las dos series obtenemos

oms-a= (3 o () e (5) () S

Y en consecuencia Z es

Z = = (3nkpT)* [C — In (3nkpT))

1
2
Como uno exige que Z > 0, T" debe cumplir

o

T
0<T< Sk

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

Implicando que existe una cota méxima para T, tipico del formalismo de Tsallis (ver

[138)).
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