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Resumen

La extension del concepto de entrelazamiento a sistemas de componentes indis-
tinguibles, y en particular a sistemas fermiénicos es un problema fundamental que
ha recientemente suscitado gran interés. En este trabajo se desarrolla y examina en
profundidad esta extension, considerando ademés su rol en informacién cuéantica y
en la caracterizacion de correlaciones en sistemas fuertemente interactuantes.

En primer lugar se considera el denominado entrelazamiento de un cuerpo, que es
una medida de correlaciones fermionicas basada en la matriz densidad de un cuerpo
(SPDM) y que cuantifica la desviacion de un estado puro fermionico de un deter-
minante de Slater. Se analiza su comportamiento en el estado fundamental de un
sistema superconductor y de otros sistemas fuertemente interactuantes, mostrandose
su correlacion con el parametro de orden correspondiente y saturacion en el régimen
de acoplamiento fuerte. Se examina también el entrelazamiento de estados reducidos
del sistema por medio de la concurrencia fermiénica, mostrando que caracteriza la
transicion de fase.

En segundo lugar se analizan aspectos formales del entrelazamiento de un cuerpo.
Se demuestra que el mismo puede ser considerado formalmente como un recurso
cuantico. La teorfa de recursos asociada tiene al conjunto de determinantes de Slater
como estados libres, y un conjunto de operaciones, que incluyen transformaciones
unitarias de un cuerpo y medidas de ocupacién de un modo, como operaciones libres.
Se introduce también una formulaciéon general bipartita del entrelazamiento de un
cuerpo, basada en una descomposicion tipo Schmidt 1 — (N — 1) de un estado puro
de N fermiones, en la que la SPDM emerge naturalmente.

Finalmente se generaliza esta formulacion bipartita, separando los estados de
M < Ny (N — M) fermiones. Esta descomposicién se encuentra directamente
vinculada con las matrices densidad de M y (N — M) cuerpos, que son isoespectrales.
De aqui emerge naturalmente el concepto de entrelazamiento de M cuerpos, que
generaliza el entrelazamiento de un cuerpo y provee una caracterizacion general de
las correlaciones. Se demuestran también propiedades operacionales del mismo. Se
presentan asimismo evaluaciones analiticas de los espectros de las matrices de M
cuerpos en sistemas fuertemente correlacionados.

Los resultados obtenidos en la presente Tesis dieron origen a los trabajos [1-4]
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Introducciéon

El entrelazamiento cuantico es una de las caracteristicas fundamentales de la me-
cénica cuantica [5]. Esto se debe, por un lado, a que refiere a un tipo de correlaciones
entre observables que no poseen un analogo clasico, y que superan cotas satisfechas
por todo sistema clasico. Por otro lado, se trata de una cantidad esencial en el area
de la informacién cuéntica [6-8], donde constituye un recurso en la implementacion
de protocolos cuénticos como teleportacion [9] y algoritmos basados en estados puros
que no pueden ser eficientemente simulados clasicamente [10]. El concepto de entre-
lazamiento ha proporcionado asimismo una nueva perspectiva para el analisis de
correlaciones y transiciones de fase en sistemas de muchos cuerpos [11-14], asi como
para la propia fundamentacion de la mecénica estadistica [15], aportando también
enfoques originales en otros problemas tales como la entropia de agujeros negros

[16], la emergencia del tiempo [17], etc.

No obstante, el concepto estandar de entrelazamiento esta definido para siste-
mas de componentes distinguibles, en los cuales el espacio de Hilbert del sistema
completo tiene una estructura del tipo producto tensorial entre los espacios de los
subsistemas. En el caso de sistemas de componentes indistinguibles, y en particular
en sistemas fermioénicos, la nocién de entrelazamiento es menos clara, dado el ca-
racter necesariamente simétrico (bosones) o antisimétrico (fermiones) del estado y
la consiguiente dificultad para distinguir subsistemas. La extension del concepto de
entrelazamiento a sistemas de componentes indistinguibles y en particular a siste-
mas fermioénicos es pues un problema fundamental, que ha seguido en los tltimos dos
lineas principales: Entrelazamiento de modos [18-21] y entrelazamiento de particulas
(6 més alla de la simetrizacion) [22-33]. En el primer caso, las partes tienen acceso
a distintos modos de una dada base del espacio de estados de una particula, y el
consiguiente entrelazamiento depende de la base elegida. En el segundo, por otro

lado, se analizan las correlaciones entre las particulas mas alla de la antisimetriza-
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cion, siendo el entrelazamiento independiente de la base y no nulo solo en estados
que no son determinantes de Slater (DS), es decir, que no son estados de particula
independiente. Existen también enfoques adicionales, principalmente concentrados
en posibles extensiones basadas en correlaciones entre observables [21, 34-37].

Recientemente se ha desarrollado un formalismo para el tratamiento del entrela-
zamiento en sistemas fermionicos, basado en la matriz densidad de un cuerpo, que
unifica ambas lineas al vincular el entrelazamiento de particulas con el minimo en-
trelazamiento de modos [31, 38]. Asimismo, se ha generalizado el concepto a estados
donde el numero de fermiones no es necesariamente fijo (aunque si es fija la pari-
dad del namero de fermiones), tal como ocurre cuando se consideran excitaciones
particula-agujero sobre un mar de Fermi o en general estados y vacios de cuasiparti-
culas definidos mediante una transformacion de Bogoliubov [31]. De esta forma se ha
logrado extender el concepto de concurrencia fermioénica, originalmente introducido
para sistemas de dos fermiones [22, 23, 25] a estados puros més generales, e incluso
obtener una expresiéon analitica exacta para estados mezcla generales en espacios
reducidos [31].

Por otro lado, en los tultimos tiempos han ganado notoriedad las teorias cuanticas
de recursos (QRT) [39, 40]. Estas describen procesos de informacion cuantica bajo
un conjunto restringido de operaciones. La teoria estandar de entrelazamiento entre
componentes distinguibles es, de hecho, una de estas teorfas, de la misma forma que
sistemas de referencia cuanticos y asimetrias [41], termodindmica cuantica [42, 43|,
coherencia [44, 45], no-localidad [46] y no-Gaussianidad [47]. Siguiendo entonces los
pasos de la teoria para componentes distinguibles, resulta interesante pensar una
formalizacion del entrelazamiento fermiénico en el marco de una teoria de recursos
acorde.

En esta Tesis, tras una revision de los conceptos fundamentales en los capitulos
2,3,4, se abordarédn tres problemas vinculados al estudio de las correlaciones en

sistemas fermioénicos.

1. En primer lugar, se estudiara el comportamiento de las correlaciones cuénticas
en los estados fundamentales de sistemas fermiénicos fuertemente interactuan-
tes, tales como superconductores finitos [48-51] (Cap. 5) y sistemas multiple-
mente conectados, como modelos de Lipkin [52-54] (Cap. 6), mediante distintas
medidas de entrelazamiento fermiénico. En ambos casos se observa una correla-
cion clara entre entropias bipartitas de modos y el denominado entrelazamiento

de un cuerpo, que satura en el limite de apareamiento fuerte y es pequeno en
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la fase normal. Dicha correlaciéon relaciona un recurso cuéntico distinguible,
que suele ser dificil de medir, con una cantidad puramente fermiénica que es
en principio sencilla de obtener. Se ve ademés que el entrelazamiento de un
cuerpo se correlaciona fuertemente con el pardmetro de orden relevante (o de
ruptura de simetria en aproximaciones de campo medio) tales como el gap en
sistemas superconductores. Se observa también que el entrelazamiento de sub-
sistemas localizados en torno a la superficie de Fermi, cuantificado mediante
la concurrencia fermioénica, exhibe un comportamiento distinto, mostrando un

pico prominente en la transicion de fase correspondiente.

2. En segundo lugar, en el Cap. 7, se mostraré que el entrelazamiento de un cuerpo
puede ser considerado un recurso cuéntico. Para ello se define una teoria de
recursos en la cual se toman como estados libres los DS y sus combinaciones
convexas y se busca hallar el conjunto de operaciones libres consistentes. Estas
operaciones se definen como aquellas que disminuyen el grado de mezcla, en el
sentido riguroso de mayorizacion, de la matriz densidad de un cuerpo asociada
a estados puros, y que implican una disminuciéon de la correspondiente entropia.
Se demuestra en forma rigurosa que dentro de estas operaciones libres es posible
incluir las operaciones caracteristicas de “Fermionic linear optics” [55-57], es
decir transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de ocupacion de un
nivel o modo, lo que constituye uno de los resultados centrales de esta tesis. Se
propone luego agregar operaciones no libres, como operadores de carga, para

obtener asi computacion fermionica universal.

3. Por ultimo, en el Cap. 8, se extiende el formalismo anterior, basado en la
densidad de un cuerpo, a matrices densidad generales de M cuerpos. Se intro-
duce una representacion general bipartita y una descomposicion de Schmidt
correspondiente para un estado puro arbitrario de N fermiones indistingui-
bles, basada en estados de M < N y (N-M) fermiones. Esta representacion
se conecta con las matrices densidad reducidas de M-y (N-M) cuerpos, que
tienen el mismo espectro. De aqui emerge el concepto de entrelazamiento de
M cuerpos, que generaliza el concepto de entrelazamiento de un cuerpo. Esto
constituye otro resultado fundamental de esta tesis. Ademas, se demuestran
relaciones de mayorizacion rigurosas que son satisfechas por las matrices den-
sidad de M-cuerpos normalizadas, implicando la existencia de una clase de
operaciones que no aumentan en promedio el entrelazamiento de M cuerpos

y que tienen estas matrices densidad como estados post-medida. Finalmente
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se llevaran a cabo analisis detallados de los espectros de las matrices de M-
cuerpos en sistemas fermionicos fuertemente correlacionados. Es posible ver
que dichos espectros indican la presencia de comportamientos tipo bosénicos y
permiten en ciertos casos realizar aproximaciones fieles de los estados mediante

el uso de unos pocos operadores.

Adicionalmente, en el capitulo 9, se presentar el funcionamiento de la libreria de
codigo abierto Fermionic.jl desarrollada en el contexto de la presente tesis doctoral,
en el lenguaje Julia. También se comenta brevemente sobre la libreria Bosonic.jl,
que se encuentra en desarrollo.

Finalmente, en el Cap. 10, se resumen los resultados principales de la presente

Tesis, junto con posibles perspectivas de trabajos futuros.
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Conceptos basicos

2.1. Sistemas compuestos distinguibles y entrelaza-

miento

Un sistema compuesto consiste, en el marco de la teoria cuantica, de una colec-
cioén de objetos cudnticos. Se busca generalmente una descripcion de los estados de
estos sistemas en términos de aquellos que describen sus componentes. Para ello se
considera en primer lugar un sistema formado por dos partes A y B, cuyos estados
pertenecen a respectivos espacios de Hilbert H4 y Hp, con dimensiones Dy y Dpg.
Resulta de interés estudiar primero el caso en el cual las partes fueron preparadas
de manera independiente, y en el que se pueden realizar observaciones por separado.
Como el numero maximo de resultados distintos que es posible obtener al medir
cada parte (con una medida proyectiva) equivale a la dimension de su espacio de
Hilbert, el espacio del conjunto debe tener dimension D4 x Dpg. En cada subsis-
tema se tiene una base asociada a su respectivo conjunto completo de operadores
que conmutan (CCOC), Ba = {|¢;),j = 1,..,Da} v Bg = {|xx),k = 1,..,Dp}.
Cada vector corresponde a un estado puro, es decir un estado de maxima informa-
cion (existe un experimento que lo predice con certeza). Por cada par de vectores
{l1#5) 4+ Ixx) g} debe existir un vector en una base ortogonal y completa del espacio
conjunto. Estos vectores son de la forma |¢;) , ®|xx) 5 = |¢;jxx) y conforman una ba-
se ortonormal para el espacio producto tensorial H 4 ® Hp. Luego, dadas bases B4 y
Bp de cada subsistema, es posible construir una base producto del sistema completo

Ba®Bg = {|¢;) 4 ®|Xk) g} Esto muestra nuevamente que dim(Ha @ Hp) = DaDp.

El estado conjunto mas general sera una combinacion lineal de los vectores de
esta base. Estos estados no son necesariamente producto. Aquellos estados que no

lo son se denominan estados entrelazados [5].

5
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Si se toma, por ejemplo, un sistema de dos particulas, cada una con dos estados
accesibles |0) y [1), el estado |1)) = \/Li(|00>—|—|11>) es un vector en el espacio producto.
Puede verse que este estado no es un estado producto. Para mostrar esto, se considera

un estado producto general, que toma la siguiente forma

V) proa = (a1 |0) + F1|1)) ® (a2 |0) + 52 |1))
= (109 |OO> + Oélﬁg ‘01> + BlOéQ ’10) -+ ﬁlﬂ? ’11>

No hay eleccion posible de los parametros a y 5 que haga que este estado sea igual
al buscado. Luego no es posible escribir |¢)) como un estado producto. Esto significa
que no hay experimento sobre las partes con resultado predecible con certeza, pero
si lo hay sobre el par. En este caso se dice que las particulas estan entrelazadas.

Este argumento puede generalizarse en forma inmediata: Un estado puro general
en Hap puede expandirse en una base producto como [¢) = 3= Cji |¢5) @ |xx). El
caso de un estado producto corresponde a Cj;, = C’f‘C’E VY j, k, es decir C = C4(CB)T,
de forma, que [10) = [124) ® [t5), com [10a) = 3, C4165), ) = S CF ).

Del parrafo anterior puede verse que, mientras un estado puro general normali-
zado queda determinado por DyDp — 1 parametros complejos (descartando la fase
global), un estado producto general queda determinado por D4+ Dp — 2 parametros
complejos. Los estados producto forman pues un subconjunto (que no es subespacio)
de Ha ® Hp. Pensandolo en términos de observables, para un sistema con espacio
de Hilbert de dimensiéon N se tienen N? — 1 observables linealmente independientes
(mas el observable trivial identidad) porque una matriz hermitica de N x N tiene
N? pardmetros reales. Cualquier otro observable es combinacion lineal de los ante-
riores. Si se combinan sistemas con dimensiones M y N respectivamente, se tienen
M?N? — 1 observables no triviales linealmente independientes. Esto es mucho mas
numeroso que la suma de los observables de cada sistema por separado, M?+ N? —2.
Luego un sistema compuesto tiene méas informaciéon que la suma de sus partes. Esta
informacion adicional reside en las correlaciones cuanticas y no tiene un analogo

clasico [58].

2.1.1. Descomposicion de Schmidt

Como se ha mencionado, combinando linealmente los elementos de la base pro-
ducto es posible escribir cualquier estado como

Dy Dp

W) =33 Calds) b
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Esta descomposicion tiene en principio Dy X Dpg términos. La descomposicion de
Schimdt consiste en elegir las bases de cada subespacio de forma tal que [¢) se

escriba como la suma de a lo sumo min(D 4, Dg) elementos.

Teorema 2.1.1. (Descomposicion de Schmidt) Dado |1) estado puro del siste-

ma compuesto AB, luego existen estados ortonormales |(;m> para A y |Xm) para B

tales que
ns .
=5 A [B) [ (2.1)
m=1
con A, nudmeros reales positivos que satisfacen Y. A2, = 1 y son denominados

coeficientes de Schmidt

Demostracion. La descomposicion en valores singulares (SVD) de la matriz que con-
tiene los coeficiente Cj;, es: C' = UAV, con U y V matrices unitarias con dimensién
Dy x Dy y Dp X Dp respectivamente y A de dimension D4 x Dy con un bloque
diagonal con min(D4, Dp) elementos A reales y mayores o iguales a cero (todos sus

otros elementos son nulos). Luego se puede escribir Cjy = > UjmAm Vi v entonces
= Z )‘m(z Ujm ‘¢J>>(Z Vink [xx)) = Z A | Pm) [Xom)
m i k m

Se puede ver facilmente que los vectores |¢,,) son ortonormales, ya que son combi-
naciones unitarias de elementos de una base ortonormal. Lo mismo aplica para |Xy,)-

Por la condiciéon de normalizacion de |¢) se tiene que Y A2 = 1. O

El ntiimero de términos ng es llamado numero de Schmidt, y es el rango de la
matriz C. Se tiene 1 < ng < min(Dy, D), con ng = 1 solo en caso de tener un
estado producto. Los estados reducidos de A y B pueden describirse mediante las

matrices densidad reducidas
pa = Trp(|¢)(¥]) = ZA 6 (Dl p5 = Tra(|)(¥]) = ZAmm (Xml (2:2)

las cuales tienen claramente los mismos autovalores no nulos, que son los cuadrados
de los valores singulares \,,. Sus autovectores son los estados locales de la descom-

posiciéon de Schmidt. De esta forma, si O4 y Op son observables locales,

(V|04 @ 1p|Y) =TrpaOa, (Y|1a® OplY) =TrppOp
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2.1.2. Entrelazamiento en estados mixtos

Se dice que un estado mixto pap es separable si existen p, > 0y p% v p% estados

mixtos de los subsistemas tales que

pas =Y peply ® ol (2.3)
P

con Y, pr = 1. En cualquier otro caso se dice que psp es un estado entrelazado.
Esto es asi porque un estado del tipo (2.3) puede ser preparado con operaciones
locales y comunicacion clasica (LOCC, ver seccion 2.3.2). Méas adelante se vera que

esta es de hecho la definicién formal del entrelazamiento.

2.2. Entropia en teoria de la informacién cuantica

2.2.1. Entropia de Von Neumann

Cualquier distribucion de probabilidades trae asociada un grado de incertidum-
bre. Al realizaron una medicién, uno solo de los posibles resultados emerge como el
final y se pasa a tener certeza. Puede hacerse una medida cuantitativa de cuanta
informacion, en promedio, se obtiene al medir. Dadas p1, ps, ..., p,, las probabilidades
de los posibles resultados antes de medir, si se aplica la misma mediciéon a N siste-
mas idénticamente preparados, con N suficientemente grande, se espera N; = Np;

veces el resultado j. La cantidad de formas distintas de ordenar los N resultados es

#"Nn' Cuando N — oo se puede usar Stirling, resultando
N!
j j

Se define asi la entropia de Shannon:

H(py,p2,oospn) = — Y prIn(pr) (2.4)
k=1

con pgIn(pg) = 0 si prp, = 0 (lim, oz Inz = 0).

La entropia de Shannon describe la falta de informaciéon asociada con una dis-
tribucion de probabilidad clésica. Los estados cuénticos en cambio se representan
mediante matrices densidad. Para poder usar esta descripcion, se generaliza la en-
tropia mediante la entropia de Von Neumann. Dado un sistema con matriz densidad

p se la define como
S(p) = —Tr(plogp) (2.5)



Capitulo 2. Conceptos basicos

La traza no depende de la base en que se represente p. Para calcular S(p) conviene

diagonalizar la matriz, es decir escribirla en la base de autovectores,
p=> Aelk) (k]
k
La entropia de Von Neumann queda simplemente expresada como

S(p) == Alog A (2.6)

Se toma 0log 0 = lim,_,¢+xlogz = 0.

Algunas propiedades de la entropia de Von Neumann son:

S(p) es invariante frente a transformaciones unitarias de p, es decir S(p) =
S(UpU') con U transformacion unitarial (UTU = 1).

= S(p) = 0sii el estado es puro, ya que en este caso p posee un autovalor igual a
1 y el resto iguales a cero. Luego la entropia de Von Neumann resulta ser una

forma eficiente de medir el apartamiento respecto de un estado puro.

= S(p) es maxima e igual a log N para estados maximamente mixtos (p = 1/N),

con N la dimension del espacio de Hilbert.

= S(p) es concava: dada una coleccion de niimeros positivos p; tales que >, p; =1

se tiene
k

S(mei) > piS(p:)

=1

La entropia es una medida del grado de incertidumbre que se tiene sobre el
sistema. En mecanica estadistica clésica, este grado de desconocimiento esta asociado
a la cantidad de microestados compatibles con un valor dado de un conjunto de
magnitudes macroscopicas. En mecanica cuantica, el nimero de microestados puede
interpretarse como el ntumero de estados puros ortogonales en los que se puede

encontrar al sistema.

1Esto incluye al operador evolucién temporal e~ “#*/" Ta entropia de Von Neumann de un

sistema aislado se preserva en el tiempo.
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2.2.2. Entropia conjunta, condicional, relativa e informacion

mutua en mecanica cuantica

Caso clasico

Recordemos primero la definicion de estas cantidades para el caso clasico. Dadas
dos variables aleatorias X e Y la probabilidad conjunta es p(z,y) = p(X = z,Y = y),
es decir, es la probabilidad de que X tome el valor x y simultdneamente, Y el valor
y. La entropfa conjunta de X e Y se define entonces como

H(X,Y)= =) plz,y)logp(z,y) (2.7)
Y
Esta cantidad mide el grado de incertidumbre sobre el par de variables (X,Y).

Si se conoce el valor de Y, se adquieren H(Y") bits de informacion sobre el siste-
ma, donde H(Y) = —3_ py(y)logpy(y) es la entropia de la distribucién marginal
py(y) =Y, p(z,y). El grado de incertidumbre remanente sobre el par (X,Y), es la

entropia condicional de X dado Y, que se define como

HXY) = Zpy HXY =y) = H(X,Y) - H(Y) (2.8)

donde H(X|Y = y) = —pr(-%’/y) log p(x/y), con p(z/y) = p(x,y)/py(y) la pro-
babilidad condicional de que X tome el valor x dado que Y tomo el valor y. La
entropia condicional mide el nivel de incertidumbre promedio sobre el valor de X
dado que se conoce el valor de Y. Se tiene que H(X|Y) > 0, con H(X|Y) =0 si el
valor de Y determina completamente el valor de X,y H(X|Y)=H(Y)sii X e Y

son variables aleatorias independientes.

Por otro lado, la informacion mutua de X e Y mide que tanta informacion X e
Y tienen en comun. Si se suma H(X) a H(Y), la informacién que tienen en comun
queda contada dos veces, mientras que la informacién que no es compartida queda

contada una tnica vez. Se define entonces la informacion mutua de X e Y como
HX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y) (2.9)
O alternativamente
HX:Y)=H(X)-HX|Y)=HY)-HY|X) (2.10)

Esta cantidad cuantifica entonces la informacion que puede obtenerse sobre una va-

riable viendo la otra. Se tiene H(X :Y) = 0 siiX e Y son variables independientes.

10
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Por dltimo, la entropia relativa es una medida de distancia entre distribuciones

de probabilidad p(x) y ¢(z) sobre el mismo indice z. Se define como
H(pllq) = Zp log = - Zp )log g(x (2.11)

con —0log0 = 0y —p(z)log0 = 400 si p(z) > 0. Esta cantidad se anula solo si
p(z) = q(z) para todo x.

Caso Cuantico

Dado un sistema cuantico bipartito A, B, en un estado descripto por un operador

densidad p4p, la entropia conjunta es la entropia de Von Neumann asociada a p4p:

S(A,B) = —Tr(paplog pap) (2.12)

Esta entropia se anula sii pap es un estado puro. Las entropias marginales son
S(A) = —Trpalogpa, S(B) = —Trpplog ps.

La entropia condicional S(A|B) se define en principio como [59]
S(AIB) = S(4, B) — S(B) = S(pan) — S(ps) (2.13)

No obstante, una diferencia sustancial con el caso clasico es que en mecanica cuan-
tica, esta S(A|B) puede ser negativa®. El ejemplo tipico es del un estado puro en-
trelazado, ya que en estos S(A, B) = 0, por ser psap puro, pero S(A) = S(B) > 0,
por ser ps v pp estados mixtos con autovalores no nulos idénticos (Ec. (2.2)). Por
lo tanto, se tiene en este caso S(A|B) = S(BJ|A) = —-S(A) =—-S(B) <0

Puede demostrarse que S(A|B) > 0 en todo estado mixto separable [60, 61],
por lo que S(A|B) < 0 implica que psp es entrelazado No obstante, existen estados
mixtos entrelazados para los que S(A|B) > 0. Una definicion alternativa para la
entropia condicional, que resulta no negativa, se introdujo en relaciéon con la discordia
cuantica, que sera discutida en 2.3.6.

La informacién mutua cuéntica se define como

I(A: B) = S(pa) + S(ps) — S(pan) (2.14)

A diferencia de la entropia condicional, esta cantidad sigue siendo no negativa en

mecanica cuantica, anuldndose sii pap = pa ® pp.

2En este caso, la entropia condicional se conoce como informacion coherente y tiene aplicaciones

importantes en teoria de la informaciéon cuéntica

11
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La demostracion puede basarse también en la positividad de la entropia relativa

cuantica, definida como [59, 62]
S(p|lo) =Trplogp — Trplogo (2.15)

Puede demostrarse, al igual que en el caso clésico, que esta cantidad cumple S(p||o) >
0, con S(p|lo) = 0 sii p = 0. La demostracion es similar a la del caso clésico, uti-
lizdndose ademas la concavidad del logaritmo en la evaluaciéon del segundo término
en (2.15) [6].

Como en el caso clésico, la informacion mutua cuantica (2.14) puede escribirse

también como
I(A: B) = S(pasllpa ® ps) (2.16)

y por ende es siempre no negativa, anulandose sii pap = pa @ pp. I(A : B) es pues
una medida de la correlacion total entre A y B.

Quedan asi generalizadas estas cantidades clasicas para sistemas cuanticos:

Clasico Cuéantico

H(A) S(pa)

H(B) S(ps)

H(A, B) S(pan)

H(A|B) = H(A,B) - H(B) S(A|B) = S(pas) — S(pp)
H(A||B) S(A[|B)

I(A:B)=H(A)+ H(B) — H(AB) | I(A: B) = 5(pa) + S(ps) — S(pas)

2.3. Medidas de correlaciones cuanticas

2.3.1. Entrelazamiento de estados puros

El entrelazamiento entre dos partes A y B, o entrelazamiento bipartito, se define
para un estado |Yap) € Hap = Ha ® Hp. Si bien S(pap) = 0 por ser pap =
|Wag) (Wap| un estado puro, los estados reducidos pa = Trgpap y pp = Trapas
son en general mixtos y con idénticos autovalores. La entropia de entrelazamiento
del estado se define como la entropia de Von Neumann (2.5) de cualquiera de los

subsistemas [63]:
ng
E(A, B) = S(pa) = S(pp) = = Y _ A2 log A7, (2.17)
m=1

12
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Por lo tanto, E(A, B) > 0, con E(A, B) = 0 sii ng = 1, es decir, sii el estado es
separable. No importa cuél de las dos subsistemas se elija, ya que las dos entropias
son siempre idénticas en un estado puro. Esta definicion se basa en la estructura de
producto tensorial del espacio de Hilbert.

Para un estado puro se tiene ademas S(A|B) = S(B|A) = —S(pa) = —E(A, B)
(va que S(pap) = 0), es decir la entropia condicional es negativa e igual a menos la
entropia de entrelazamiento, mientras que [(A : B) = S(pa) + S(ps) = 2E(A, B),
es decir, la informacién mutua es el doble de dicha entropia. Por otro lado, en
todo sistema clasico, I(A : B) = S(A) — S(A|B) < S(A) y I(A : B) < S(B),
alcanzando dichos limites cuando el sistema es (clasicamente) maximamente corre-
lacionado, es decir, cuando B queda fijo conociendo el valor de A y viceversa, tal
que S(A|B) = S(B|A) =0y S(A) = S(B) = S(A, B). Esto implica que un estado
cuantico entrelazado viola estas desigualdades clasicas, dando como resultado una
informaciéon mutua mayor que aquella posible en cualquier sistema cléasico (de la

misma dimension).

2.3.2. LOCC

La teoria de recursos de operaciones locales y comunicacion clasica (LOCC) se
basa en un conjunto de operaciones que se aplican sobre estados bipartitos asociados
a sistemas espacialmente separados. Se considerara un sistema bipartito A (Alice),
B (Bob). Si un cierto estado puede transformarse en otro usando LOCC, entonces la
transformacion puede hacerse mediante un protocolo que involucra solo los siguientes

pasos [6]:

1. Alice realiza una medicion caracterizada por operadores M,, y una operacion

unitaria U;.
2. Alice envia el resultado m a Bob.

3. Bob realiza una operacion unitaria U; sobre su sistema.

En general, se define como estado entrelazado a todos aquellos que
no pueden generarse mediante LOCC, partiendo de un estado producto.

Al complemento de estos estados se los llama separables.

Al aplicar una LOCC sobre un estado inicial separable, se llega siempre a otro

estado separable, de la forma pap =), pkpfz ® p’fg, con prp >0V k.

13
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En general, puede demostrarse que un estado puro bipartito [¢) puede trans-
formarse en otro estado puro |¢) usando LOCC sii /\12/, < A2, con A el conjunto de
coeficientes de Schmidt?® [6]. Luego basta comparar los coeficientes de Schmidt de
ambos estados para saber si es posible pasar de uno a otro mediante LOCC. En
particular, esta condicion implica Ey (A, B) > E4(A, B), de forma que el entrelaza-
miento final no puede superar al inicial. Las operaciones LOCC no pueden generar

entrelazamiento.

Ejemplo 2.3.1. FEl siguiente ejemplo ilustra la aplicacion un protocolo basado en
operaciones locales y comunicacion cldsica. Se tienen dos observadores, Alice y Bob,
que tienen un canal de comunicacion cldsica (un teléfono 6 internet por ejemplo). Se
les da a Alice y Bob un par de qubits en el estado mdzximamente entrelazado (]00) +
111))/v/2. Alice realiza una medida (ver Seccion 2.8.3) basada en los operadores

(escritos en la base estindar)

cosf 0 sinf 0
M, = ; M, =
0 sinf 0 cosf

Los dos posibles estados resultantes son cos 0 [00)+sin 6 [11) (1) ¢ sin 6 [00)+cos 6 |11)
(2). Si obtiene el sequndo caso, Alice aplica una compuerta NOT (operacion unitaria
que cambia 0 por 1 y viceversa), pasando asi a sin@ |10) + cosf|01). Luego envia
el resultado de la medida a Bob. Si le llega el resultado 1 no hace nada, pero si en
cambio le llega el 2 aplica otro NOT sobre su qubit. Luego el estado final es siempre
cos 0]00) + sin @ [11). Se pasé del estado (|00) 4 [11))/+/2 al cos@|00) +sin @ |11),
usando operaciones locales y comunicacion cldasica. Un estado mdrimamente entre-

lazado se lleva de esta forma a un estado con menor entrelazamiento.

Las LOCC toman importancia también a la hora de destilar o diluir entrelaza-
miento a partir de una cantidad considerable de copias de un estado [¢). Destilar
consiste en obtener tantos estados de Bell (|00) + |11))/4/2, como sea posible, par-
tiendo de los estados [¢). Diluir es el proceso inverso, es decir convertir copias del
estado de Bell* (]00) + |11))/+/2 en tantas copias de |¢) como sea posible. Ambos

mecanismos se llevan a cabo mediante operaciones LOCC.

3Esta relacién se conoce como mayorizacion [64]. Equivale a pedir que las sumas parciales
satisfagan 22‘:1 A% < Z;Zl AZ.; Vi, donde los autovalores A7 estan escritos en orden descendente.

4Los estados de Bell constituyen una base de estados méaximamente entrelazados de dos qubits.
Estos son {|®%) (100) £ [11)), |¥*) = 2-(J01) £ |10))} .

=_1 1
V2 V2

14
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2.3.3. Caracteristicas generales de una medida de entrelaza-

miento

Formalmente, una medida de entrelazamiento para sistemas distinguibles debe
ser una funciéon real del estado que no puede aumentar bajo LOCC y que se anule
para el caso de estados separables. Las propiedades que uno espera tener para una
medida natural de entrelazamiento F en el caso de estados puros son las siguientes:

|65]
= Debe ser aditiva para sistemas independientes.
= Debe ser conservada bajo operaciones locales unitarias U = Uy ® Up.
= No puede aumentar bajo operaciones locales no unitarias.

= Puede concentrarse o diluirse mediante LOCC con eficiencia asintotica. Dados
n sistemas idénticos, puede hacerse con probabilidad que tiende a 1 cuando n

tiende a infinito.

La entropia de entrelazamiento definida en (2.17) cumple con estos requisitos.

Para estados no puros, el problema de determinar una medida de entrelazamiento
consistente es més complejo. Es importante remarcar la diferencia entre entrelaza-
miento y correlaciones para estados mixtos. Un estado mixto separable, es decir de la
forma (2.3), no es necesariamente un estado producto, por lo puede contener corre-
laciones. No obstante, las mismas pueden ser generadas por LOCC. Como ejemplo,

el estado

pr = 5(100) (00] +[1) (1]

no esta entrelazado de acuerdo a la definicion (2.3), pero exhibe correlacion cldsica
maxima, ya que una medicion en la base {|0),|1)} sobre la primer particula deter-
mina el resultado de la segunda. Es posible generar p; de forma clasica siguiendo un
simple protocolo: Charlie toma un bit 0 6 1 de forma aleatoria de una distribucion
uniforme, lo duplica y le da un bit a Alice y otro a Bob. El estado resultante es py,
y es pues un estado clasicamente correlacionado, diagonal en una base producto.

Por otro lado puede considerarse el estado puro
1
p2 = 5(100) +[11))({00] + (11])

15
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De la misma forma que con p;, medir sobre una parte en la base {|0) ,|1)} determina
completamente la otra. Sin embargo, al medir en la base {|+) = \/Li(|0> +11)),]-) =
\%(|O) — |1))} en uno de los lados (por ejemplo, Bob), se observan diferencias.
Si se realiza la medicion en el estado p;, el estado reducido de Alice es ahora
pia = 3(]0) (0] + 1) (1]) para ambos resultados, que es maximamente mezclado.
Pero si se realiza en el estado pg, se obtiene pys = |+) (£|, por lo que Alice obtiene
siempre el mismo estado que Bob. El estado entrelazado tiene correlaciones perfec-
tas al ser medido en bases diferentes. Esto no es posible en estados clasicamente

correlacionados, diagonales en una base producto.

2.3.4. Entrelazamiento de formacion

Se define el entrelazamiento de formacion E;(A, B) de un estado mixto pap
como el minimo entrelazamiento promedio de cualquier ensamble de estados puros
que compongan pap |66]. Dada una matriz densidad pap, se consideran todas las
posibles descomposiciones de p4p como combinacion convexa de estados puros (no

necesariamente ortogonales):
PAB = Zpi |1i) (il

donde p; > 0, Y. p; = 1. Luego se determina el minimo entrelazamiento promedio

entre todas las descomposiciones anteriores:

Ef(A, B) min > pE(i) (2.18)

B > pili) (Yil=panB

i

Puede probarse [66] que esta definicion es efectivamente no-creciente bajo LOCC.
Cuantifica ademaés el minimo recurso cuantico necesario para formar un estado entre-
lazado. Puede pensarse como la cantidad de estados de Bell necesarios para formar
copias de ps4p mediante una secuencia de LOCC. El entrelazamiento de formacion
es no aditivo.

Este tipo de extensiones de cantidades definidas para estados puros a estados
mixtos se conoce como extension de techo convexo (convez roof extension). En par-
ticular, (2.18) resulta, en general, dificil de calcular analiticamente, salvo en casos
especiales o en sistemas de dos qubits (ver seccion 2.3.5). Es por eso que se desa-
rrollaron también otras medidas y criterios de entrelazamiento para estados mixtos,

menos rigurosos pero mas sencillos de calcular, como el criterio PPT (positive partial
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transpose)® |67] y la negatividad® [68, 69].

2.3.5. Concurrencia

Si bien es dificil en general calcular analiticamente el entrelazamiento de forma-
cion, existen casos donde si es posible. Por ejemplo, el caso de un estado arbitrario
de dos qubits |70]: Para estados puros [¢) de tal sistema se define en primer lugar

la concurrencia como

Cll)) =1 (®ld) |, 1) =0, @0y [v), o—y—(? _OZ>

con [¢*) el estado complejo conjugado expandido en la base estandar {|00), |01), |10),
111)} v o, la matriz de Pauli. |¢)) corresponde a aplicar un spin flip sobre [¢). Por
ejemplo, al estado singlete |¢) = \%(!01) —|10)) la operacion anterior lo deja idéntico
(a menos de una fase), con lo cual | (¥|¢) | = 1, es decir, C' = 1. Por otra parte, el
estado no entrelazado [1)) = |01) se flipea a su estado ortogonal [¢) = |10), con lo
cual la concurrencia se anula.

Para estados puros C resulta ser igual a \/m , es decir, a la raiz de una
entropia cuadratica del estado reducido p4 = Trp [1) (¢, tomando valores entre 0 y
1. Es pues una medida de entrelazamiento. La entropia de entrelazamiento de von
Neumann (2.17) para un estado puro de dos qubits puede asi expresarse en términos
de C' como [70]

1+£vV1-C?

E(A,B) ==Y p,logp,, ps= 5

v==+

(2.19)

siendo una funcién monoétona creciente y convexa de C'. Ambas cantidades toman

valores entre 0 y 1.

Para un estado mixto general p de dos qubits, se tiene, en la base estandar,

p=(oy@0y)p*(oy @ 0y) (2.20)

Es una condicién necesaria (pero no suficiente) de separabilidad de un estado psp. Dado un
estado p =3, .1, pi i) (j] @ |k) (1], este indicador se basa en la presencia de al menos un autovalor
negativo en la matriz transpuesta parcial p'% = (I ® T)(pap) = > iir P 1) (G @ (1) (|

6La negatividad se define como menos la suma de los autovalores negativos de la traspuesta
parcial y es un indicador de entrelazamiento de estados mixtos, computable en estados y sistemas

generales.
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y la concurrencia (definida via convex roof extension de la expresion para estados

puros), puede obtenerse analiticamente como [71]

C(p) == méx{(), )\1 — )\2 — >\3 — >\4} (221)

donde \; son los autovalores en orden decreciente de la matriz hermitica R =
\/W. Esto es analogo a tomar la raiz cuadrada de los autovalores de la matriz
no hermitica pp. Puede verse que para estados puros |¢), el tnico autovalor no nulo
de R coincide con C(|v)). El entrelazamiento de formacion (2.18) se obtiene luego

a partir de (2.21) por medio de la misma férmula (2.19).

2.3.6. Discordia

Al querer generalizar la entropia condicional al caso cuéntico surge una ambi-
giiedad. En el caso clasico las dos expresiones de (2.8) son idénticas pero esto no
sucede en el caso cuantico. Mas aun, la primera no esta univocamente definida en el
caso cuantico, ya que depende de la medida local elegida. Esta entropia condicional
cuantica dependiente de la medida (en A) fue introducida en [72]| y puede definirse

como

S(B{P}'}) = ij (0B/5) (2.22)

donde p; = Trpy BP]-A es la probabilidad de obtener el resultado j en A, PjA =
P; ® Ip denota los proyectores (o en general operadores M JA Y JA) que determinan
la medida local en A y pp/; = p;1 Try pABPJf4 el estado reducido de B luego del
resultado 7 en A.

De esta forma, ademéas de la informacion mutua (2.14), es decir

I(pag) = S(pa) + S(pp) — S(pas) (2.23)

puede definirse una informacién mutua dependiente de la medida local utilizando

(2.22) en la expresion (2.10), es decir,

J(pasl{P;'}) = S(ps) — S(B{F}'}) (2.24)

Estas dos expresiones no son equivalentes en el caso cuéntico, ya que J involucra
ahora una medicién que cambia el estado final del sistema. Al realizar una medida
proyectiva sobre uno de los subsistemas se pasa a tener un estado “clasico”. Para ex-

traer toda correlacion del tipo “clasica” se minimiza entonces la entropia condicional
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sobre todas las posibles medidas locales, lo que equivale a maximizar .J sobre dichas
medidas.

Se define entonces la discordia Da(pap) como la diferencia entre las cantidades
(2.23) y (2.24) maximizada [72]:

Da(pap) = I(paB) — ?}135; J(PAB’{PJA}) = g}% S(BHP]'A}) — [S(paB) — S(pa)]
J J (2.25)
Se tiene que D4 y Dp pueden en general ser diferentes (no es simétrica). Se cumple
que Dy > 0, con Dy = 0 sii pap es un estado clasicamente correlacionado desde
A, es decir de la forma psp = Zj p;l){jla ® ppyj, tal que permanece invariante
ante una medida local en A en la base {|j)(j|a}. Para estados puros se reduce a la
entropia de entrelazamiento (2.17).

Por lo tanto, D4 y Dp se anulan en estados productos ps ® pp y también en todo
estado diagonal en una base producto, pero no se anulan en la mayoria de estados
separables. Esto implica que la separabilidad no implica ausencia de correlaciones
de tipo “cuantico”, en el sentido que conducen a una diferencia no nula entre las
dos extensiones cuénticas de la entropia condicional, y que implican que el estado
no permanece invariante frente a ninguna medida local. Estados con discordia no
nula son mas resistentes a ambientes disipativos, con lo cual resultan en principio
de interés para ciertas aplicaciones [73]. Es en general muy dificil calcular en forma
analitica la discordia a causa de la minimizaciéon involucrada. Solo en ciertos casos

simples o en ciertos limites |74] se logra obtener expresiones cerradas.

19



Capitulo 2. Conceptos basicos

20



Formalismo Fermio6nico

El concepto de entrelazamiento esté claramente definido para sistemas de com-
ponentes distinguibles, en los cuales el espacio de Hilbert del sistema completo es el
producto tensorial de los espacios de los subsistemas. Para sistemas de componen-
te indistinguibles, la nociéon de entrelazamiento es menos clara, dada la dificultad
inherente para distinguir subsistemas. Vale aclarar que no existen las particulas dis-
tinguibles como tales. Lo que realmente es distinguible son los posibles modos de
un sistema. Las particulas son una ocupacion igual a 1 que se distribuye entre estos
posibles modos. Es correcto tratar las particulas como sistemas completamente dis-
tinguibles cuando se encuentran acotadas a subconjuntos de modos ortogonales. Por
ejemplo, si se tiene una particula acotada a un conjunto de modos S y otra acotada
a un conjunto S ortogonal a S, entonces es correcto tratar a los fermiones como
sistemas distinguibles, ya que la restriccion en las ocupaciones hace que la distingui-
bilidad de los modos sea heredada por las particulas. Esto es lo que ocurre cuando
las particulas se encuentran en estados con ntumeros cuanticos que las diferencian, 6
existen barreras de potencial considerables entre las particulas.

En este trabajo, el foco va a estar sobre los sistemas fermionicos. En primer lugar

se va a repasar el formalismo usual para describir estos sistemas.

3.1. Operadores de creacién y aniquilacién para fer-

miones

Los operadores de creaciéon y aniquilacion fermionicos se denotaréan en general
como ¢}, y ¢,, conv =1,...,dy d la dimensién del espacio de Hilbert H de estados

de un fermioén. Los operadores cumplen las reglas de anticonmutacion:

{CzTncL} = {CV7C,LL}:O (31)
{CWCL} - 5Vu (32)

21



Capitulo 3. Formalismo Fermionico

Esto define un algebra que refleja antisimetrizacion ante el intercambio de parti-
culas (ver Apéndice A). Definiendo el vacio |0) de los operadores ¢,, tal que ¢,|0) =0
V v, los estados de un fermion cf|0) creados por los operadores ¢l son por (3.2) ob-
viamente ortogonales: (0] ¢,cf,|0) = d,,. El estado |¢) = ¢l el |0) representa un
determinante de Slater (DS) de N fermiones, es decir un estado de particula inde-

pendiente. Todo estado [¢)) de N fermiones puede escribirse como combinacién lineal
de DS de N fermiones:

Y CopnaleD)™(ch)™ 10) (3-3)

ni,...,Nq
donde n; = 0,1, con ) .n; = N, denota la ocupacion del estado de un fermion 1.
La condicion (i|¢) = 1implica 3>~ |Cp, pn,|* = 1. Tal combinacion lineal no es

necesariamente un DS.

3.2. Representacion de operadores

Ya se mostré como expresar cualquier estado de muchas particulas partiendo del
vacio en funcién de los operadores de creacion y destruccion. Para operadores puede
hacerse algo similar.

Los operadores de un cuerpo son de la forma |75

F = Z f,/V/CiCV/ (34)

cumpliéndose que (v|F|v") = (0lc, EFc!, |0) = f,,,. Por ejemplo, el operador nimero
de fermiones, N = >, clc,, es un operador de un cuerpo. Si F es hermitico, Ft=F
entonces la matriz F' de elementos f,,, es hermitica: f,,, = f .

Los operadores de dos cuerpos representan una interaccion de dos particulas y

pueden escribirse en la forma

»-lkl>—‘

E MVN ,,/C C evien
v,u

donde T es el elemento de matriz antisimetrizado, tal que Uy = —Tyupy =

—Tp. Se cumple asi que (uv| V) = (0] CVCMVCL,CI,|0> = V-

Los operadores anteriores conservan el niimero de fermiones, es decir, satisfacen

[F',N] =0, [V, N] = 0. Se pueden considerar también operadores que no conservan
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el namero de fermiones, tal como el operador

R 1
0= 3" fucies + 5(gurclel, + husercy) (3.5)

que es la forma bilineal mas general en los operadores c,c, con ¢ y h matrices
antisimétricas. Se cumple (v2/|0]0) = g,./, (0|O|V/v) = hy,. Estos operadores se
conocen también como operadores de un cuerpo generalizados. Si O es hermitico,
fw/ - f;’y y huy’ = _g:y"

Resulta conveniente escribir el operador F' en su forma matricial
F=cFe (3.6)

donde ¢l = (cl, ..., ) (vector fila) y ¢ = (ci, ..., ¢cq)T (vector columna).

De forma similar, puede escribirse el operador (3.5) en la forma matricial exten-
dida

A 1 c 1
P Z
0= (¢t c)o <0T> + 5T F (3.7)

F G
0= (H _FT> (3-8)

Asi, O resulta hermitico sii la matriz extendida O es hermitica, es decir, FT = F y
H =G = -G~

3.3. Transformaciones unitarias y de Bogoliubov pa-

ra Fermiones

Son transformaciones lineales de los operadores de creaciéon y aniquilacion, que
preservan las relaciones de anticonmutacion. Suelen usarse para diagonalizar Ha-
miltonianos de un cuerpo (3.4) o de un cuerpo generalizados (3.5), y sirven para
entender fenémenos fisicos muy diversos, desde pairing hasta radiacion de Hawking

[76]. Estas transformaciones se denominan también canénicas.

Transformaciones unitarias

Se va considerar primero el caso de transformaciones unitarias a, = > U,.c,,

es decir,

a=Uc (3.9)

23



Capitulo 3. Formalismo Fermionico

donde U es una matriz unitaria de d x d. De esta forma, se verifican las relaciones

de anticonmutacién para los operadores a,, aj:
{a,al} = U U {ew .} = (UU) 0 = 0,
W

La transformacion (3.9) puede escribirse también como
a=cKcek (3.10)

donde K = c¢'Kec es un operador hermitico de un cuerpo de la forma (3.4) tal que

exp[iK] = U. Aqui se usa la conocida propiedad

©Ae O = A+[0 Al + [0.[0.4] + %[O, 0,10, AT + ... (3.11)

Mediante una transformacion de este tipo, se puede diagonalizar (3.4) para F
hermitico: basta elegir UT como la matriz que diagonaliza F, es decir UFU' = D,

con D diagonal, D,,, = \,0,,, tal que

F=alUFU'a = a'Da = Z )\MaLaM

I

Notese que el vacio de los operadores a es el mismo que el de los c.
A esta subclase de transformaciones canénicas fermiénicas que conmutan con
el operador numero de particulas N se las denota también como transformaciones

pasivas [27].

Transformaciones de Bogoliubov

Las transformaciones unitarias anteriores pueden generalizarse considerando una

transformacion lineal que mezcle los operadores ¢ y ¢':
a, = Z Uwcy + V,“,ci , aL = Z U:ch, + Vi (3.12)
Puede pensarse a modo de ejemplo en la transformacion particula-hueco:
o, —c, o —=e,

Esta transformacion deja invariantes las relaciones de anticonmutacion y luego es

equivalente hablar en términos de particulas o de huecos como verdaderos fermiones.

Se puede reescribir (3.12) de forma matricial como
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B0 ew

(> o)
W = (3.14)
Ve U

Para que los nuevos operadores a,,, aL cumplan las relaciones de anticonmutacion,

con W la matriz

{au,ai} =0, {au,a,} = {aL,a,Tj} =0

la matriz WV tiene que ser unitaria:

Ww = wwt =1

Esto implica

vtv+vTive=1, vut+vvt=1,
(3.15)
UV +viu =0, Uvi+vuT =0

Lo que permite invertir la relacion (3.12) para obtener

c, = Z Usau+ Vial,, = Z Uwal, + Vi,
I 1

Mediante esta transformacion, es siempre posible diagonalizar un operador de un
cuerpo generalizado (3.5) hermitico: basta con elegir W' como la matriz unitaria que
0
-D

elementos diagonales \,. De esta forma, puede escribirse O como

D
diagonaliza O, o sea WOW' =D, con D = <O ) y D una matriz diagonal de

.1 a 1 1
0= (aT a,) D ((ﬂ) +5 T F =) Nala,+ 53 (Fy—X)  (316)
1% H

Los nuevos operadores a,a! se denominan operadores de destruccién y aniqui-
lacion de cuasiparticulas, y si O representa un Hamiltoniano los Ay son las energias
de cuasiparticula.

Las matrices O de la forma (3.8) hermiticas (H = —G*, F = FT) pueden ser
siempre diagonalizadas por una matriz unitaria de la forma (3.14), teniendo siem-

pre autovalores que aparecen en pares de signos opuestos, tal que un operador (3.5)
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hermitico puede ser siempre llevado a la forma diagonal (3.16) mediante una trans-
formacion de Bogoliubov.

La transformacion (3.12) puede escribirse también en la forma (3.10)

(ZT> =0 (;) e'0 (3.17)

donde ahora O es un operador hermitico cuadratico de la forma (3.5).

Se muestra en el Apéndice A.3 que toda transformacion de Bogoliubov puede
descomponerse en una transformacion unitaria, una de BCS, que es una transforma-
cion de Bogoliubov que involucra solamente bloques (3.14) de 2 x 2, y finalmente otra
unitaria. Esto muestra que el uso de este tipo de transformaciones esta usualmente
vinculado al tratamiento de interacciones de apareamiento (ver 3.7).

A esta subclase de transformaciones candnicas que no conmutan con el operador

namero de particulas se las conoce también como activas [27].

3.4. Vacios de Bogoliubov

A diferencia de las transformaciones unitarias, las transformaciones de Bogoliu-
bov si modifican el vacio: el de los operadores de cuasiparticula a es distinto al de

los ¢. Si no es ortogonal a |0), el nuevo vacio puede escribirse como
|0") = Nexp [—OA} 0)

Para ser un vacio debe cumplir que a,, |0") =0 = e0e0 a, ¢=90) Vp. Usando (3.11)

y tomando el operador O de la siguiente forma [77]
51 o
0= ) Z Tijcic

4,3

con T una matriz antisimétrica, sobrevive solo el primer conmutador en (3.11). Al

pedirle que sea cero, si det U # 0, se llega a
T=U"'V

El nuevo vacio queda escrito entonces como |75]

1
|0") = Nexp [—5 ZTZ«]-CI-C; |0) (3.18)
4,J
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con |N| = [(0|0') | = |det U|'/? la normalizacién. Puede verificarse, aplicando a, a
este estado, que a,|0") = 0. Vacios |0') ortogonales a |0) se obtienen aplicando uno
0 més operadores de creacion ¢! al vacio anterior [75].

El nuevo vacio puede también obtenerse por medio de una transformaciéon uni-
taria

10) = exp [—ZO] 10) (3.19)

donde O es un operador hermitico de la forma (3.5)-(3.7). Puede elegirse ademés
F =0en (3.8) |75].

3.5. Transformaciones unitarias de un cuerpo
Una operador unitario de un cuerpo es un operador unitario de la forma
U = exp [—zf(} ., K =c'Ke, (3.20)

con K un operador de un cuerpo hermitico (KT = K). Se ha visto ya en (3.10) que
estos operadores unitarios transforman operadores fermionicos ¢ en otros operadores
fermionicos a preservando las relaciones de anticonmutacion.

Una propiedad importante de estos operadores es que si [¢)) es un DS, entonces

[¢) = Ul)

es también un DS. Esto es consecuencia de (3.10). Aplicar U a [¢) = ¢l ... ¢l |0),
transformara los operadores fermionicos ¢! en nuevos operadores fermiénicos al,
obteniéndose entonces el DS al ... al |0). El vacio no cambia, ya que U[0) = |0).

El producto de operadores unitarios de un cuerpo es otro operador unitario de un
cuerpo: e~iKie=iK2 — iK1z con K1, = el Kjpe un operador de un cuerpo definido
por e~ iK1z — iK1 =il

De la misma forma, puede probarse de (3.17) que un operador unitario de un
cuerpo generalizado

U= exp[—ié} (3.21)

con O un operador hermitico de la forma (3.5) o (3.7), transformara vacios de cua-
siparticulas en vacios de cuasiparticulas (y lo mismo con DS de cuasiparticulas).
El producto de estos operadores unitarios es otro operador unitario generalizado de

un cuerpo: e 917102 = 71012 con Oy, determinado por la matriz extendida O
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definida por e7"012 = 71017102,

A los DS o vacios de cuasiparticula se los denomina estados fermionicos gaussia-

nos (puros). Los estados fermionicos gaussianos mixtos son de la forma
p=7Ztexp [—Blﬂ (3.22)

con > 0, Z la funciéon de particion asociada (tal que Trp = 1) y H un operador
hermitico de un cuerpo, ya sea de la forma (3.4) o en general (3.5). Corresponden
a estados térmicos de sistemas descriptos por Hamiltonianos de un cuerpo o de un
cuerpo generalizados, que son diagonales en una base ortogonal de DS s (estandar o
de cuasiparticula). Debido a (3.10) y (3.17), estos operadores permanecen también
gaussianos ante transformaciones unitarias de un cuerpo generales. Para f — oo

tienden a un estado gaussiano puro (el estado fundamental de H ).

3.6. Matrices densidad de un cuerpo

Dado un estado fermionico arbitrario |¢)) (o en general un estado fermiénico
mixto p) y un conjunto de operadores fermionicos ¢, se define la matriz densidad de

un cuerpo p* (SPDM: single particle density matrix) [75], de elementos
pff? = (c;r-ci> (3.23)

donde el valor medio es tomado respecto de |¢)) (o en general p). Puede escribirse

como
pP =1 — (cc') (3.24)

Esta matriz es hermitica y puede diagonalizarse por medio de una transformacion

unitaria (3.9), tal que si a = Uc y Up®UT es diagonal, se tiene
(afa;) = Up™UY); = f:0

con f; = (ala;) € [0,1] los autovalores de p*®. Notese que si N = . cle; es el

operador nimero, se tiene (N) = Tr p*® = o fi

Si los valores medios se toman respecto de un estado [¢) que es un DS, por
ejemplo |¢) = (T, (a))™)]0), con n; = 0,1y 32, n; = N (el namero de fermiones)
los operadores a; diagonalizan p°P, con f; = n;, es decir, 0 o 1. Por lo tanto en este
caso (p*P)? = p*P. La inversa es también obviamente vélida: si (p?)? = p*P, sus au-

tovalores deben ser 1 o 0, y por lo tanto p debe ser un estado puro [1) (1], con |¢)
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un DS construido con operadores a; que diagonalizan p°P.

Si |¢) no tiene un ndimero fijo de fermiones, (pero si una paridad de nimero
definida P = ™ = £1, tal como en el caso de un vacio de cuasiparticulas), se

puede definir la matriz densidad de un cuerpo extendida

PP =1 — <(CCT) (cT c>> _ (is,i ; _’fpsp*> (3.25)

donde ki = (cjci), —kj; = <cjcj) y 1 —p" = (¢;c]). La matriz & (de d x d) es
antisimétrica y se anula para todo estado [¢)) con un nimero fijo de fermiones. Esta
matriz extendida se puede definir también para estados mixtos p que conmutan con

la paridad ]5, tal que sus autoestados tienen todos paridad de nimero definida.

La matriz densidad (3.25) puede diagonalizarse mediante una transformacion de
Bogoliubov (3.13), tal que

1— <<;> (aT a>> = WPt = (g ' E f) (3.26)

con f; € [0,1], 1 — f;, los autovalores de p®P, lo que implica

(a;raj) = 0i; fi, <aiaj> =0

Los autovalores de (3.25) aparecen siempre en d pares (f;, 1 — f;).

Al igual que en el caso anterior, puede verse que si [1) es un vacio de Bogoliubov,
fi = 0V iy entonces (p®P)? = p%¥P. Lo mismo ocurre si |1)) es un DS de cuasipar-
ticulas (no obstante, todo DS, estandar o de cuasiparticulas, puede escribirse como
un vacio de cuasiparticulas mediante una transformacion particula-hueco, por lo que
este caso esta ya incluido en el anterior). Y si una matriz de la forma (3.25) cumple
que (p®P)? = p%P entonces sus autovalores f;, 1 — f; son 1 o 0, lo que implica (eli-
giendo f; = 0V i) que el estado |¢) es un vacio de los operadores de cuasiparticula
a; que diagonalizan p®P (si (ala;) = 1, entonces (a/lal) = 0 para a} = al, por lo que

en este caso siempre puede elegirse f; = 0V 7).

Por lo tanto, un estado fermionico es un vacio de cuasiparticulas sii (p®P)? = p%P,

y es directamente un DS sii (p®?)? = p*P.
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3.7. Aproximaciéon BCS

La aproximaciéon de BCS constituye el primer modelo microscopico de super-
conductividad. A temperaturas suficientemente bajas, los electrones cercanos a la
superficie de Fermi se vuelven inestables ante la formacion de ligaduras con otros
electrones, que se hace efectiva ante la presencia de un potencial atractivo y se
conocen como pares de Cooper. En superconductores esta atraccion se debe a la

interaccion entre los electrones y la red.

La aproximacion BCS es capaz de dar una buena descripcion del estado cuéntico
de muchos cuerpos del sistema de electrones dentro del metal. En este estado los
electrones no se mueven libremente, sino que estan ligados en pares de Cooper. La
idea de BCS es proponer un ansatz para el estado fundamental, con parametros
determinados variacionalmente. Para estados de paridad de ntumero par se tiene |75,
78]

IBCS) = [ J(ur + veciel) 0) (3.27)

k>0
donde wuy y vy son pardametros variacionales y |0) es el vacio de los operadores ¢y,
ci. Por cada estado k > 0 existe un conjugado k < 0. Luego |vi|? v |ux|? son las

probabilidades de que un par (k, k) esté o no ocupado. Se tiene
Jug|* + Jve* = 1 (3.28)

Como la funcién de onda de BCS tiene libertad en la eleccion de la fase global, siem-
pre es posible elegir coeficientes wuy reales y positivos. La fase de v, se determina en
principio minimizando el valor de expectacion de la energia, pero se puede mostrar
con algunas asunciones razonables para las interacciones, que los valores 6ptimos de

v son también reales y positivos.

El estado propuesto no conserva el nimero de particulas pero si la paridad de

ntimero P = ¢™V. Puede reescribirse (3.27) de manera mas explicita como

IBCS) o [0) + Z —ck 110y + = Z kW ckc et 10y + (3.29)
k>0 k oY
Comparando con (3.18), se ve que (3.29) es un vacio de cuasiparticulas, es decir,

BCS) = ([T ) exp [Z Z—’;c;cg] 10) (3.30)

k k>0
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siendo los operadores de cuasiparticulas definidos por
Q) = UpClL — vkc£ . Qf = URCip + vkcz (3.31)

Es facil verificar que a|BCS) = a;|BCS) =0V k.
El estado (3.27) no es autoestado del operador nimero N = >k cley. El valor
medio es
(BCS|N|BCS) =2 vy (3.32)
k>0

En la aproximacion de BCS este valor medio debera coincidir con el ntimero real de

fermiones N.

Dado un Hamiltoniano de muchos cuerpos del tipo

1 _
H = ngc};ck -+ Z Z Uk1k2k3k40;2,1022ck40k3 (333)
ks0 k1kokskssO
su valor medio en el estado de BCS es, utilizando el teorema de Wick (ver Apéndice

A.4), valido para DS o en general vacios de cuasiparticula o estados gaussianos,

1
(BCS|H|BCS) = Y (ex(cher)+ 5 > Twww (chen)(cher)+ Y T (chel) (cpew)

k<0 k'<0 k,k'>0

donde (cley) = |vg|?, (crer) = (chel)* = wyvy..
Los parametros estan restringidos por la condiciéon de que el valor medio de
particulas sea N. Para conseguir esto se agrega un multiplicador de Lagrange A al

Hamiltoniano, tal que se minimiza el valor medio del operador
H' =H— AN

Este multiplicador resulta ser el potencial quimico, 6 energia de Fermi, ya que re-
presenta el cambio de la energia £ = (BCS|H|BCS) ante el cambio de ntmero de

particulas!

dE
- dN
De la variacion 6 (BCS|H’|BCS) = 0, pueden obtenerse los parametros uy, vy. Se

A

obtiene asi la ecuacion

0 Ouy, O
— + ——)(BCS|H'|B =
<8Uk + 8vk 8uk) < CS| ’ CS> 0

'El potencial quimico se define como p = g—ﬁ
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que conduce, asumiendo v, real, a
26 upvy + Ap(v; —ui) =0, k>0 (3.34)

donde

_ 1 _ _
€k = 5(5k + &g+ Z(Ukk’kk/ + T ) V) — A
k'<0

y el gap Ay es

Ak,’ = — Z @k,;k/,;/uk/vk/ (335)

k'>0

Fijando €, y Ag, v usando (3.28) y (3.34), se despejan los coeficientes

20 JE+ A

1 €

2 k
up = = (1 + ——
- =3 gg+ag)

Reemplazando esto en el gap, se obtiene la ecuacion del gap

1 B JANY
Ak = —5 Z /Uk];k./]:;/—k (336)

=2 2
=0 V& + A
que es una ecuacion de autorecurrencia. Tiene una solucién trivial nula y en general

otra no trivial que puede obtenerse de forma numeérica o recursiva. En cierto limites

puede resolverse de forma analitica.

El estado de BCS resulta asi el estado fundamental exacto del Hamiltoniano de

un cuerpo generalizado autoconsistente

O(H' o(H' O(H'
hpcs = kzgo a<<c};ck>> cher + ;0 (3<<CT]€C£>CLC;£ + a<<Cka>> CkCk (3.37)
Esta aproximacion resulta muy adecuada para interacciones de apareamiento, en
las que los términos v,z de la interaccion son los més importantes. En el caso
general, puede utilizarse la aproximacion de Hartree-Fock-Bogoliubov [75], en la que
IBCS) se reemplaza por un vacio general de cuasiparticulas, que es determinado
variacionalmente y que es el estado fundamental de un Hamiltoniano generalizado

: /
de un cuerpo autoconsistente hypp.
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Si bien el entrelazamiento ha sido extensamente estudiado para sistemas de com-
ponentes distinguibles, el estudio riguroso de las correlaciones entre fermiones ha
tomado importancia solo en los tltimos anos y es un tema activo, que ha generado
cierto debate.

La diferencia fundamental reside en que los sistemas de particulas indistingui-
bles podrian tener en principio correlaciones por el solo hecho de tener simetrizada
(o antisimetrizada en el caso fermionico) la funciéon de onda. Sin embargo, y si bien
existen controversias, estas correlaciones por si solas no serfan en principio accesibles
como recurso. El desafio consiste entonces en diferenciar y cuantificar las correlacio-
nes mas alla de la simetrizacion o antisimetrizacion basica y sus consecuencias. Se
describen a continuacion los dos abordajes principales al entrelazamiento fermidnico,

que, como se verd posteriormente, estan relacionados.

4.1. Entrelazamiento de modos y particulas

En el estudio del entrelazamiento para sistemas de particulas indistinguibles se
han considerado dos enfoques cualitativamente distintos: Entrelazamiento de Modos

y Entrelazamiento de Particulas.

4.1.1. Entrelazamiento de modos

Este tipo de entrelazamiento se conoce como entrelazamiento de modos [18-21],
ya que lo que se entrelaza no son particulas sino la ocupacién de ciertos estados.
Depende de la base y no es invariante respecto a transformaciones unitarias generales
en el espacio de una particula (SP: single particle), sino solo frente a transformaciones
que involucran unicamente a los modos accesibles a una de las partes. A nivel formal,

es similar al caso distinguible. A modo de ejemplo elemental, se puede pensar en el
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estado de un solo fermion, con dos modos (estados de SP) accesibles,

) = (el + )10 = Lo
donde CI, i = 1,2, crean fermiones en los estados (ortogonales) de una particula, y
ch = \%(CI + ¢}) crean fermiones en los estados (ortogonales) |+) = (|1) & [2))/v/2.
Ambos conjuntos de operadores satisfacen las relaciones de anticonmutacién fer-
miodnicas, estando vinculados por una transformaciéon unitaria. Este estado, que es
obviamente un DS elemental de SP, puede ser considerado entrelazado en una con-
figuracion donde Alice tiene acceso solo a la ocupacion del estado |0) y Bob a la
del estado [1). Por otro lado, es obviamente no entrelazado si A solo puede medir la
ocupacion del estado |+) y B la del estado |—). Se ha examinado recientemente la

posibilidad de detectar violaciones a las desigualdades de Bell basadas en este tipo

de entrelazamiento (véase por e€j. [79]).

4.1.2. Entrelazamiento de particulas

En el entrelazamiento de particulas [22-31], se consideran entrelazados los estados
que tienen correlaciones més alla de la antisimetria del espacio, es decir que no
son determinantes de Slater (DS). De esta forma, operaciones unitarias basadas en
operadores de un cuerpo (Sec. 3.5) no pueden generar entrelazamiento. Se define el
rango de Slater de un estado fermiénico como la cantidad minima de determinantes
de Slater necesarios para describirlo como combinacion lineal (véase (3.3)). Cualquier
sistema con rango de Slater mayor a 1 esta entrelazado de acuerdo a esta definicion.

Si se considera, por ejemplo, un estado de dos particulas de la forma

[4) = (acle] + Belel) [0) (4.1)

puede mostrarse (ver Sec. 4.4) que para a8 # 0 no existe ninguna transformacion
unitaria de los operadores ¢ tal que este estado pueda escribirse como un DS. Es
importante, para calcular sin ambigiiedades el rango de Slater, hacer una minimi-
zacion de esta cantidad sobre todas las bases del espacio de una particula. Para
sistemas mixtos, se muestra que un estado no esta entrelazado si puede ser escrito

como combinacién convexa de determinantes de Slater.

Se describira a continuacion el formalismo utilizado en este trabajo [31], que

relaciona el enfoque de modos con el de particulas.
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4.2. Formalismo

Se van a considerar primero estados puros generales [1)) de sistemas fermionicos.
Se incluyen estados que no tienen necesariamente un niimero fijo de fermiones, aun-
que si una paridad de numero definida (de acuerdo a la regla de superseleccion de

paridad [20]), tal que
Py =+[), P=exp(inN)

con N =3, c;r-cj el operador niimero (esto implica que (O) = 0 para cualquier ope-
rador O que sea producto de un cantidad impar de operadores fermiénicos c;, c;) De
esta forma, se pueden tratar estados tipicos de sistemas fermionicos interactuantes,
tales como vacios de cuasiparticulas y combinaciones lineales de un vacio efectivo
con excitaciones de pares particula-hueco, dos particulas-dos huecos, etc., que po-
seen paridad de nimero fija, independientemente de la representacién del estado.
Se desea entonces tener medidas de correlaciones que sean invariantes frente a la

transformacion elemental de Bogoliubov particula-hueco,

T

.i.

ya que las relaciones de conmutacion quedan iguales. Esto implica una arbitrariedad
en considerar las particulas como fermiones o como huecos. Cualquier medida de

correlacion propuesta debe conservar esta simetria.

4.2.1. Entropia de entrelazamiento de un nivel

Se considerara aqui un espacio de Hilbert de una particula Hsp de dimension n,
y una base de estados de SP definidos por operadores fermionicos ¢ = (cy, ..., ¢,).
El espacio ‘H puede dividirse en dos regiones: La region A para el modo tnico (o
“nivel”) j, y B para el espacio ortogonal remanente. Se define un conjunto ortogonal
de proyectores P; = c;cj, P; = cjc;, J = 1,...,n, que satisfacen P;P; = 0y
P;j+P; = 1, de acuerdo a las relaciones de anticonmutacion. Por lo tanto, definen una
medida proyectiva estandar sobre el nivel j. Luego se puede descomponer cualquier

estado |1) usando estos operadores de la siguiente forma [31]:

) = clej |v) + cjel [v)

El primer término selecciona la componente de |1)) con el estado j ocupado y el

segundo la componente con j desocupado. Si p; (p;) es la probabilidad de hallar el
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nivel j ocupado (vacio) en el estado |},

pi = (lcle [y, pi= Wl ) =1—p;

se puede reescribir el estado [¢) como

V) = v/pj 1¥3) + /b5 [¥3)

donde [1;) = ~LPylu), 1v5) = =P o).

Si 04 es un operador que depende solo de ¢; y c}, y Op uno que depende solo

de operadores fermionicos de los niveles k # j, entonces
(W] Oaesy [¥) = pj (5] Oamy 1¥5) + p5 (5] Oasy [¥05) = Tras) pas)Oas)

con pa = pict|0) (0l¢j + p;10) (O] ¥ ps = pies |v) (5] b + pj |v5) (¥5]. Luego el
entrelazamiento (de modo) bipartito entre A y B puede calcularse con las definiciones

usuales
S(pa) = S(pp) = —pjlogy p; — (1 — p;) logy(1 — p;) = h(p) (4.2)

con h(p) = —plogyp — (1 — p)logy(1 — p) v S(p) = —Trplog, p la entropia de
Von Neumann. Esta entropia es invariante ante transformaciones particula-hueco.

Se anula sii |¢)) es separable respecto al nivel j, es decir sii el nivel j estd ocupado

1

(pj = 1) o vacio (p; = 0). Y es maxima y vale 1 cuando p; = 5.

4.2.2. Entrelazamiento de un cuerpo

Para considerar todos los niveles, se define la suma
Sc = Z h’(p])
J

Esta cantidad se anula sii cada nivel j de la base esta ocupado o vacio en [¢), de

forma tal que [¢)) es un DS en esta base: [¢)) = c}l..

.c}m |0) para alguna eleccion
de estados {j1, ..., jm}. Elegir la base es anélogo a elegir los operadores de creacion
c = (cy, ..., ¢c,). Esta entropia depende pues de la base (es entrelazamiento de modos).
Para quitar esta dependencia, y con el objetivo de obtener un resultado valido como

entrelazamiento entre particulas, se procede a minimizar sobre todas las posibles
bases de SP del espacio de Hilbert:

S* = min Ser (4.3)
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con Se = Y h(p)), p; = (Mc}Tc; V), ¢ = (d,...c)t = Uey U una matriz

e n

unitaria de n x n. Esta entropia se anula sii el estado es un DS en alguna base de

He |0) = . [0).

Se puede mostrar que el minimo (4.3) se obtiene para aquellos operadores ¢’
que diagonalizan la SPDM p** = 1 — (| ce' |¢) definida en (3.24), es decir, para

operadores ¢’ tales que <cch;> (Up*U" )y, = pl.O, con pj, los autovalores de p*P

Demostracion. Se tiene p; = pif = 37, |UZ |pj,. Como la funcion h(p) es concava y

thj >Z|Ujk|hpk Zh

La igualdad se cumple sii los p; ya son los autovalores pj de p*P. O

U unitaria,

Luego el valor minimo de (4.3) puede expresarse como

S ([¥)) thk (R(p)) (4.4)

De nuevo, se anula sii los autovalores son 0 6 1, es decir sii (p*?)* = p*F, o sea, sii
|¢)) es un DS.

Esta definiciéon de entropia es invariante frente a cualquier transformacion unita-
ria de un cuerpo |[¢) — exp(—iF') [1), con F operador hermitico de un cuerpo de la
forma (3.4), F' =3, ; fijczcj, ya que conduce a una transformacion unitaria de p*?
que no cambia los autovalores. En particular si [¢) es un DS, exp(—iF') [¢) es otro
DS (Sec. 3.5).

4.2.3. Generalizaciéon a cuasiparticulas

Si el estado |¢) no posee un numero fijo de fermiones, es posible extender la

minimizacion a todas las bases de cuasiparticulas.

S ([v)) = min S, (45)

con S, = Y. h({ala,)) vy a el conjunto de operadores fermionicos a, relaciona-
dos linealmente con los operadores originales ¢ y ¢/ mediante transformaciones de
Bogoliubov (3.13).

En este caso el minimo (4.5) se obtiene para aquellos operadores a que diagona-

lizan la matriz densidad de un cuerpo extendida de 2n x 2n (3.25), es decir,
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sp K
P (4.6)

con k;; = (cjc;). Para estos operadores, se tiene

(G;taﬂ =O0ufr, (ara) =0

con fr, 1 — fr los autovalores de p®P. Luego el minimo (4.5) puede escribirse como
SR ([¢)) Z frlogy fi + (1= fi)logy(1 — fi) = = Tr p™log, p™  (4.7)

donde Tr denota aqui la traza en el espacio extendido.

Demostracion. Si {q;} v {\x} denotan, respectivamente, el conjunto de elementos

diagonales y autovalores de p®P, se tiene g; = . [W3]| . Por concavidad de la en-
tropia de Von Neumann, se tiene Se = > f(q;) > >0, [Wirl> f() = 2o f(Ne) =
S®P donde f(z) = —zlog,x. O

La entropia (4.7) se anula sii |1) es un DS de particulas o también cuasiparticulas,
es decir, sii es un vacio de cuasiparticulas (ver Sec. 4.4). Si [¢)) posee un ntimero fijo de
fermiones (N 1) = N |1b)) entonces coincide con (4.4). Ademés, la misma permanece
invariante frente a transformaciones generalizadas de un cuerpo |¢)) — exp(—iO) |¢),
con O un operador hermitico de la (3.5), O =, ; fijc;rcj (gwclc +hijcic;), ya que
esto conduce a una transformacién unitaria de p®P que no cambia los autovalores.

En particular si [¢)) es un vacio de quasiparticulas, exp(—iO) |¢) es otro vacio.

Se cumplen las siguientes desigualdades

S. > S > gup (4.8)

Laigualdad en la ultima relacion vale sii kK = 0, y en la primera sii los operadores ¢
diagonalizan p®. Estas desigualdades son en realidad también validas para entropias

mas generales, como por ejemplo la entropia cuadratica Ss, que se define como

Sa(|¢)) = 2 Tr[p®(1 = p*P)] = 4 Tr[p? (1 — p) — KTk —4ka1—fk (4.9)

El factor 2 se toma para que el valor maximo para un mvel sea 1. La cantidad
Sy (p®P) puede evaluarse tomando solo la traza, sin necesidad de conocer los auto-
valores. Al igual que S¥P, es no negativa y se anula sii |¢)) es un DS o vacio de

cuasiparticulas.
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4.2.4. Minima entropia relativa

La entropia (4.4) tiene una interpretacion adicional como se mostro6 en [1]. Esta

puede verse como la entropia, en el ensamble gran canénico, del operador densidad

p=exp[—Xo — CTAC} = exp

con e = Tr[exp[—cfAc]] = [[;,(1+e™), cfAc =3, Aijcle; y A los autovalores

1

de A. Este operador reproduce toda la matriz densidad de un cuerpo completa

determinada por |1)), esto es
Tr[p/(1 — ec')] = p*

tal que Tr [p’c}cz} = (¢|c§ci|¢> y luego Tr [p’a}ai = f;0;;. Esta condiciéon implica
fi = [1+ e es decir
p? = [1+exp(A)]

por lo que A = log[(p*?)~! — 1]. Luego (4.4) es la entropia de von Neumann de p':
S(p') = —Trp'logy p' = Tr h(p™)

A su vez, esta cantidad es también la entropia relativa entre el estado puro
p=1¢) ¥l o, yaque S(p) = 0:

S(pllp) = —Trp(log, p’ —log, p)
= —Trp'(log, p') = Tr h(p™) (4.11)

Se puede también demostrar 1], que es también la minima entropia relativa en

el ensamble GC entre p y cualquier operador exponente de operadores de un cuerpo:

min - S(pllp’) = Trh(p™) (4.12)
p’:exp[f/\ochAc]

y entonces (4.4) es también una medida de la distancia minima entre p y cualquier

operador de la forma (4.10).

Demostracion. Para mostrar esto, se recuerda primero que dados dos operadores

densidad p, p/, la entropia relativa se escribe como [59, 80|

S(pllp') = —Tr[plogyp’] — S(p) (4.13)
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donde S(p) = —Tr [plog,p] es la entropia de von Neumann. Satisface S(p||p’) > 0,
con S(p||lp') = 0sii p = p' [59], como se vio en (2.15). Se considera ahora p' de la
forma .
p = Z texp|— Z A0, (4.14)
v=1
donde Z = Tr exp[— > AO,]] vy {Ov,v = 1,...,m} es un conjunto arbitrario de
m operadores lineales independientes (hermiticos o que contienen simultaneamente
a 0,y O). Este tipo de p’ maximiza la entropia S(p’) sujeta al constraint de valores

de expectacion fijos (O,),v = 1,...,m. Es facil mostrar [1] qué, para p fijo,
Min S(plle') = S(p') — S(p) (4.15)
con el minimo alcanzado para aquellos A, que satisfacen
Tr[p'O,] = Tr[pO,], v=1,...,m (4.16)

i.e., para aquel p' que reproduce los valores de expectacion determinados por p de
todos los operadores O, del conjunto elegido*.

Luego sigue que S(p') > S(p), con S(p’) = S(p) sii p/ = p. La entropia relativa
minima es entonces una medida de la informaciéon contenida en p que no puede
contenerse en ningtin operador de la forma (4.14). Si p es puro y los operadores O,
comprenden el conjunto entero de operadores de un cuerpo czcj, (4.15) lleva a (4.12)

si las trazas se toman en el ensamble Grand Canédnico. ]

* Tomando (O,), = Tr[pO,], se obtiene, de Ecs. (4.13)-(4.14),

Solle) = o ZA ,+12) - 5(p) (.17)
Como %TVZ = —(0,)y, las ecuaciones 5-S(p|[p) = 0 llevan a
(O0,)y =(0y)p, v=1,..m (4.18)

en cuyo caso la Ec. (4.17) se reduce a (4.15).

Extensién a cuasiparticulas

Por otro lado, la entropia (4.7) es también la minima entropia relativa entre p =
|1) (| y cualquier operador que es resulta de exponenciar un operador generalizado

de un cuerpo, es decir,
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min S(p|p') = — Tr o™ log, ™, (4.19)
o
con
P = exp [—)\0 - (cT c) L (c)]
el
1
= exp [—)\0 —c'Ac — E(CTFCTT + CTF*C)] (4.20)

El minimo se alcanza para el operador p' que reproduce la matriz completa p®P, es
decir £ = log[(p®P)~! — 1] tal que

AT
@0 — [1 +exp(L)]”!, L=
p*P = [1 + exp(L)] (_F* ]1—A*>

El minimo es justamente la entropia S(p’) del p’ minimizante.

Demostracion. La demostracion es analoga a la que se tenfa para sistemas con nu-
mero de particulas fijo, incluyendo ahora entre los O, también a los operadores c;c;
.I.

y e

iCjy (4.15). Esto lleva a demostrar la Ec. (4.19) (nuevamente en el ensamble gran

canonico).

]

4.2.5. Estados mixtos

Se consideraran ahora estados mixtos de fermiones que conmutan con la paridad

de ntmero, es decir,

p=D ) (i (4:21)

cong >0,) .q =1y Pl;) == y), tal que [p, P] = 0. Se define entrelazamiento
nulo si el estado puede escribirse como combinacion convexa de vacios (o DS) de cua-
siparticulas. Se tiene una medida similar al entrelazamiento de formacion, mediante

una extension de la cantidad S%P,
(°) {3 a9 l=p} Z ST ([¥5)) (4.22)

donde la minimizacién es sobre todas las descomposiciones de p como combinacién
convexa de estados puros de paridad definida. Se anula sii p es una combinacion
convexa de DS (de particulas o cuasiparticulas). Si [p, N| = 0, E%®P(p) = E*P(p),

donde la ultima cantidad se define en forma analoga, minimizando sobre todas las
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descomposiciones de p como combinacion convexa de estados puros con un nimero
fijo de particulas. Esta cantidad se anulard sii p es una combinacién convexa de DS

estandar.

La cantidad (4.22) puede usarse, por ejemplo, para examinar sistemas interac-
tuantes de fermiones a temperatura finita. A altas temperaturas los estados térmicos
son esencialmente combinaciones convexas de estados gaussianos, es decir combina-
ciones convexas de operadores densidad diagonalizables cada uno en en bases de
DS [81, 82|, y por lo tanto son separables. Existe pues una temperatura limite por

encima de la cual E%P(p) se anula.

El entrelazamiento de formacion puede también utilizarse para examinar el en-
trelazamiento asociado a subespacios del espacio de SP, que quedaran descriptos en

general por estados mixtos, tal como se discute en (4.3).

Es posible derivar una expresion analitica de (4.22) para el caso particular de
estados de dos fermiones en 4 niveles [22], que fue extendida en [31] a estados ge-
nerales en 4 niveles (es decir, en un espacio Hgp de dimension 4), con namero de
fermiones no necesariamente fijo. Esto se consigue de forma analoga al caso de 2

espines distinguibles por medio de la concurrencia (ver Sec. 2.3.5):

1+ VIi—C?

E¥P(p) = 4h( 5 ) (4.23)
donde C se obtiene como
C(p) = méx[dy — > dy, 0] (4.24)
k=2

con dy, los autovalores de la matriz

R =/ pY2T p*T p'/? (4.25)

Aqui p* es la conjugada de p en la base asociada al operador de dualizacion T [31]

tal que C(|¥)(¥]) = |(1/~1]¢>\, con |1/~J) = T|¢)*. Este puede representarse en dicha

base en la forma real
0 1
T = ! (4.26)
1, 0
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4.3. Entrelazamiento bipartito

4.3.1. Estados puros

Se examinaréd aqui el entrelazamiento bipartito de modos asociado a una parti-
cion del espacio de SP y su relacion con el entrelazamiento de un cuerpo. Se puede
descomponer el espacio de Hilbert H de SP en dos partes, tal que H = Ha & Hp,
con dimensiones dy y dp. Este seré desde luego un entrelazamiento de modos y por
ende distinguible ya que corresponde a una biparticion entre grupos de modos, que
son naturalmente distinguibles. Luego un estado general [¢)) puede expandirse en
DS de cada parte, [¢5) = 3, Cpu [, con ) = (TTiealeh)™ WL ep(c)™) [0) ¥
nY = 0,1 la ocupacion del estado i en el DS v. La suma esta por su puesto restringida
a estados |ur) con la misma paridad de ntmero P que |¢). Se pueden definir las ma-
trices densidad reducidas pa = Y-, (CCT) (1) (| y p5 =32, (CTC*)pur [v) (V'],
las cuales determinan los valores medios de cualquier operador O4py construi-
do con operadores ci,qT € Ha). La correspondiente entropia de Von Neumann
S(pa) = —Trpalogpa = S(pp) caracteriza el entrelazamiento bipartito asociado a

esta particion.

Por ejemplo, si la particion H 4 involucra un solo estado de SP i, se tiene que

pa = p; queda determinada por la ocupacion del estado. En la base {c! [0),]0)} se

B (cley 0
Pi-( 0 <cicT>) (4.27)

7

tiene

con (¢;cl) = 1—(cl¢;). Por la conservacion de paridad, (¢;) = 0. La entropia S(p;) =
h({clc;)) representa la entropia de entrelazamiento de ese modo con los restantes
definida en (4.2). Si S*P(|¢)) = 0 existe una eleccion de operadores fermionicos ¢ tal
que S(p;) =0V iy viceversa. La extension a cuasiparticulas es directa.

Si en cambio H 4 involucra dos estados o “niveles” i # j, entonces
b

<c;rcic;~cj> 0 0 (ccq)
T T T
s 0 (cicicicy)  (cjei) 0 (4.28)
0 <cj»cj> (ciczc}c]) 0
<c;-rc}> 0 0 <cicj-cjc;>

en la base {c;rc} 0Y, ¢l [0) ,c;r- 10),0)}, que cumple Tr p; = 1. De nuevo, la entropia
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S(pij) es la entropia de entrelazamiento del par de modos con todos los restantes.
En la base de operadores que diagonalizan p%P, se diagonaliza también p;;. Luego

S¥P(|p)) = 0 implica que existe una eleccién de operadores ¢ tal que S(p;;) =0V

i # 5.

En un sistema de 4 niveles, puede mostrarse [83] que si S®P(]1))) > 0, entonces
existe entrelazamiento bipartito de modos en cualquier particiéon de H, ya sea 1 —
3 (un nivel con resto) o 2 — 2 (dos niveles con el resto). Mas aun, se cumple la
desigualdad

S(pa) = S(pm) > 7S(5°) (4.29)
de modo que la entropia de entrelazamiento fermiénico definida provee una cota

inferior al entrelazamiento bipartito asociado a cualquier particion de Hgp.

4.3.2. Entrelazamiento de subespacios

Dado el estado reducido p4, generalmente mixto, asociado al subespacio H4 C
‘H, si conmuta con el operador nimero de fermiones N4, se define la entropia de
formacion de un cuerpo como en 4.2.5,

E(pa) = min 6aS(|V3))
P @l VAN (T =pa
donde se minimiza sobre todas las representaciones de p4 como combinaciéon convexa
de estados puros con ntimero de fermiones fijo.

De forma anéloga, si |¢)) posee paridad de nimero definida se define el entrela-

zamiento generalizado de formacién de un cuerpo como
E®P(pa) = min GaSTP(V7))
30 2a|YE) (T |=pa
con la minimizacién hecha ahora sobre todas las representaciones de p4 como com-

binacién convexa de estados puros con paridad definida.

Para un nivel inico 7 se tiene obviamente que E(p;) = E%P(p;) = 0 para cualquier
|¢). De forma analoga para dos niveles, E¥P(p;;) = 0, ya que cualquier estado
con paridad definida en un espacio de dos niveles puede verse como un vacio de
Bogoliubov, tal como se muestra en la Sec. 4.4. Lo mismo sucede para el sistema de
tres niveles. El primer caso no trivial es el de cuatro niveles. Se tiene, usando (4.23)
_ 1E V1= Cpim)

2

Eqsp(pijkl) = _42 fu lOg fzu fi
v==+
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Capitulo 4. Entrelazamiento Fermionico

con C(p) la concurrencia ya definida en (4.24) y p;j La matriz reducida de cuatro
niveles de 16 x 16.

A partir de estas definiciones, se puede demostrar el siguiente lema.

Lemma 4.3.1. Dado un estado general fermionico de cuatro niveles p;ji; con paridad
de nimero definida y tal que C(pijrr) > 0, cualquier biparticion de Hiji (como podria

ser (ij — kl) o (i — jkl)) estd entrelazada.

Demostracion. Sipara una biparticion A, B el estado p;ji; fuese separable, podria es-
cribirse como combinacion convexa de estados puros productos |pa) (pa| @ |vg) (vg|
con |pa),|vg) de paridad (de ntmero) definida. Pero como son estados puros con
paridad definida en dim < 3, necesariamente son vacios de cuasiparticulas o de-
terminantes de Slater (ver 4.4) y luego C(pijm) = 0. Si se tiene C(pii) > 0, la
biparticiéon debe estar entonces entrelazada para cualquier eleccion de particulas o

cuasiparticulas. O

4.4. Sistemas de dimensiéon d < 3

No todos los sistemas fermiénicos pueden exhibir entrelazamiento de particula.
Se va a probar que el sistema méas pequeno en el cual es posible tener estados puros
de paridad de nimero definida que no sean DS o vacios de cuasiparticulas es el que
tiene un espacio Hgsp de dimensiéon 4. Es decir, el estado debe vivir en un espacio
con al menos 4 estados de SP ortogonales. Para dimensiones menores, todo estado
puede escribirse como un DS o vacio. Luego el sistema de cuatro niveles es el mas
bésico para estudiar entrelazamiento fermionico, de la misma forma que el sistema

de dos qubits lo es para el entrelazamiento de particulas distinguibles.

Sistema de 1 Nivel

Un sistema de un solo nivel tiene dos estados posibles: vacio O u ocupado @.
Si se conserva paridad de niimero, se tiene necesariamente un nimero de particulas
fijo. Luego se tiene un estado u otro de forma excluyente, y se verifica trivialmente

que es un vacio o DS.

Sistema de 2 Niveles

Dados dos niveles con paridad definida, se tienen los siguientes casos.
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Capitulo 4. Entrelazamiento Fermionico

= Para el caso impar se tienen los estados

[1) = cf[0), @O
[2) = c}[0), O®

El estado impar mas general se escribe como [¢)) = (ac! + Bcl) [0) = o @O +
£ O@. Mediante una transformacion unitaria se puede elegir aJ{ = och{ + /Bc;

Luego [¢)) = ai |0), que es un DS elemental.

El caso par tiene también dos estados

|¢1> = |0>7 O
|w2> - CICE |0> ) o0

El estado mas general es de nuevo una combinacion: 1) = (o 4 Belel) |0) =

a OO + [ @@. Se puede hacer en primer lugar una transformaciéon particula-
hueco en el modo 2: Se pasa a tener |1)) = (a0202+ﬁ6102) 10) = (acy+Bc)) |07) =
(ach + 501) 0) =a O®+ [ @0 con |0) = 62 0) y ¢} = ¢,. Luego se toma
al = adl + Bel y se llega al estado [¢) = al [0) que corresponde a un DS
en esta nueva base y a un vacio de cuasiparticula respecto de los operadores

originales.

Sistema de 3 Niveles

46

Nuevamente se van a estudiar por separado las paridades:

» Los estados impares son cuatro:

) =c[[0), @O
) = cb[0),  C@O
) = c}|0), OC®
[4) =l 0), oo®

El estado més general es |1)) = (o ¢l 4+ aqch +asel+ Belelel) 0). Se diagonaliza
primero el sector de SP hasta tener el estado |¢) = (o, + Bc/T5)|0), con
0’10’20’3 |0) = eiijlinQIjUgfkcJ{cgcg |0). Las transformaciones U solo agregan
fases relativas. A continuaciéon se hace una transformacion particula-hueco en
el segundo nivel: ¢, — /5, 1 — /5 y luego [¢) = (o Tl + ﬁ’ b)) =
o/, @®0 + ' ®@O®. Ahora resta diagonalizar los niveles 2 y 3: a} = (a/a’} +
BcY). Se llega entonces al estado final [¢) = ¢Tal |0') que es un DS.
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= Se tienen también 4 estados de paridad par

[%0) = 10), OO
[1) =i} [0), @GO
[2) = cich0), @O®
[43) = che}[0), CO®

El estado mas general es una combinacion lineal de estos: [¢0) = (ap+aycich+
agcJ{ c§+agc;c§) |0). Haciendo una transformacion particula hueco en cualquiera
de los modos, se recupera el sistema impar anterior. Luego se transforma hasta
llegar al DS.

Sistema de 4 Niveles

Para 4 niveles se tiene que no es siempre posible hacer transformaciones de
Bogoliubov para reescribir el estado como un DS. El caso més claro es el del estado

con cantidad par de particulas

1) = (aclel + Belel) [0) = o @00 + 5 COO®

No es posible escribir este estado como DS o vacio de Bogoliubov con af # 0.
Esto puede verse pensando en la matriz densidad de un cuerpo asociada, que tendra
autovalores |a|? y |B|* doblemente degenerados, y por lo tanto p?> # p. Luego el
sistema més basico donde aparece entrelazamiento fermionico es el de 4 niveles, que

ya fue discutido en la Sec. 4.2.5.
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Sistema superconductor

Como primera aplicacion de las medidas vistas en el capitulo anterior, se ana-
liza en este capitulo el entrelazamiento fermiénico en el estado fundamental exacto
de un sistema superconductor. Estudios previos del entrelazamiento en tales siste-
mas se han enfocan principalmente en las propiedades formales de las correlaciones
apareamiento (6 pairing) [27] o en el estado especifico de Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS) [84-87]. Se muestra aqui que la entropia de entrelazamiento de un cuerpo es
un indicador directo de correlaciones de apareamiento, reflejando esencialmente el
comportamiento del gap de BCS y saturando en el régimen de acoplamiento fuerte.
La misma se correlaciona fuertemente con el entrelazamiento bipartito entre los €2
estados k y sus pares invertidos temporalmente &, llegando a ser directamente pro-
porcional a nivel de BCS. Por otro lado, el entrelazamiento fermiénico asociado a
cuatro modos kkk'k’, exhibe un comportamiento distinto y llamativo. Esta cantidad
se estudia mediante la concurrencia del estado mixto reducido [31] sin namero de
particulas fijo (pero paridad definida), presenta un pico en los acoplamientos cerca-
nos a la transicion de fase superconductora para los niveles k, k' cerca del nivel de
Fermi y se hace pequena (pero no nula) en la region de acoplamiento fuerte. En esta
tltima zona, el estado reducido presenta correlaciones clasicas del tipo discord |72,
73, 88|, con informacion mutua y discord cuantico finito. Se discuten también estas
cantidades en la aproximacion de BCS, que provee una correcta estimacion de las
primeras medidas en la fase superconductora, pero no logra capturar la correlacion
fermionica de cuatro modos (trivialmente cero). Para recuperar esto tltimo, es ne-
cesario considerar al menos un tratamiento de BCS proyectado. Los resultados de

este capitulo dieron lugar al trabajo [1].
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m
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m

Figura 5.1: Esquema del sistema superconductor estudiado en el presente capitulo.
) niveles de energia doblemente degenerados k v k con energfa ;. Se toma el caso

semilleno N = .

5.1. Descripcion del sistema

Se van a considerar sistemas fermiénicos en un espacio de un particula de di-
mension 22, que comprenden (2 estados k y 2 estados k (estados de momento con

inversion temporal). El Hamiltoniano de apareamiento es de la forma

H = Z gk(c,t:ck + c%c,;) — Z Gkk/cl,c]%,c,;ck (5.1)
k kK’

donde ¢ son las energias de una particula, y son las mismas para los estados k y
k. La interaccion mueve pares de fermiones de k,k a k', k’. Se considerara por sim-
plicidad un espectro equiespaciado, es decir €x11 — e = ¢ Vk, y un acoplamiento
constante G = G > 0 VEk, k. El nimero de fermiones va a ser N = €2, con € par.
Un esquema puede verse en la Fig. 5.1. Modelos de este tipo han sido considerados,

por ejemplo, en la descripciéon de sistemas superconductores de escala nanométrica

[48-51].

Debido a la forma de este acoplamiento, el estado fundamental (GS: ground
state) exacto de (5.1) es una combinacién lineal de DS con pares (k, k) totalmente

ocupados o totalmente vacios, ya que tanto k como k tienen la misma energia. Puede,
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Figura 5.2: Entropia de un cuerpo S del GS exacto del Hamiltoniano (5.1) como

funcion de la constante de acoplamiento G//e, para 2€2 = 32 niveles y N = 2. Tiende

a 1 cuando G/e — cc.

por tanto, escribirse en la forma

[0) =Y al] J(che))™110) (5.2)

v k
con > |a,[* =1, n{ =0,1y tal que >, n¥ = N/2. La cantidad de términos es la

cantidad de formas de colocar los N/2 pares en 2 estados, es decir v =1, ..., ( N%).

5.2. Resultados exactos

5.2.1. Entropia de un cuerpo

Se comienza evaluando la entropia de entrelazamiento de un cuerpo (4.4). To-
mando valores medios a partir del estado (5.2), es facil mostrar que la matriz x = 0

y la matriz densidad de un cuerpo es diagonal en la base no perturbada,

(clep)) = (c%ck/) =0 Vk,FK

<CLCI<:’> = ( %CW = Okr fr

donde fi, =Y |aw|*ny y 2>, fx = N. La entropia de un cuerpo (4.4) es entonces

57 =23 h(fe) (5.3)
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con h(fx) = —frlogy fr — (1 — fx)logy(1 — fi) la entropia de la matriz de un nivel
Pk

e 0
pk—pk—lo l—f;j (5.4)

Como el GS exacto |¢) tiene N fijo, S*(|1))) = S?P(|1))). Se tiene también que h( fx)

es funcién creciente con la fluctuacion de niimero de ocupacion

(1) = ()2 = (1= fi) = 15:(0) 65

donde Sy(p) = 2Tr[p(Z — p)] es la entropia cuadratica (también llamada lineal). La
Ec. (5.5) es también una medida de entrelazamiento de un modo. Esta relacion entre
entrelazamiento y fluctuaciones fue discutida en méas detalle en [89] .

Puede graficarse la entropia (5.3) en funciéon de la constante de acoplamiento.
En la Fig. 5.2 se grafica el resultado para 22 = 32 niveles, obtenido a partir del
estado GS exacto, derivado de la diagonalizacion exacta de H. Esta entropia, que
mide la desviacion del GS exacto respecto de un DS, es en este caso un indicador de
las correlaciones de apareamiento, siendo no nula y monétonamente creciente para
todo G > 0. Se vera mas adelante que su comportamiento es semejante al del gap
de BCS A/G. Vale remarcar que un estado correlacionado no exhibe necesariamente
apareamiento, pero un estado con apareamiento debe estar correlacionado. El apa-
reamiento es entonces un tipo particular de correlaciéon que se detecta solamente
con propiedades de una y dos particulas, y que es independiente de la base [27]. Los
sistemas superconductores tienen efectivamente correlaciones de este tipo.

Resulta interesante graficar el comportamiento de la entropia A(f;) de cada mo-
do individualmente. Esta cantidad aumenta méas (menos) rapidamente para niveles
cerca (lejos) del nivel de Fermi. Esto puede verse en la Fig. 5.3. Las correlaciones
de apareamiento suavizan la superficie de Fermi, llevando las ocupaciones promedio
finitas a 0 < fr < 1/2 para niveles de SP sobre el nivel de Fermi (que aumentan
con G), y a 1/2 < f < 1 para niveles por debajo del nivel de Fermi (que decrecen
con (). Cada término h(fy) de la suma (5.3) aumenta junto con G. En un sistema
finito los efectos de apareamiento en el GS exacto se hacen visibles también en la

region de bajo acoplamiento 0 < G < G, donde los resultados de BCS se desvanecen.

Como se ve en la Fig. 5.3, el aumento de las entropias de un modo h(f) con

G sera inicialmente mas rapido para niveles cercanos al nivel de Fermi, ya que sus
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Figura 5.3: La entropia de entrelazamiento S, = S(px) = h(fx) para niveles mas

cercanos al nivel de Fermi (k = €/2)(a) y mas distantes al nivel de Fermi (k = 1)(b).

ocupaciones se veran mas fuertemente afectadas por el acoplamiento. La fluctuacion
del namero de ocupacion fi(1— fi) aumenta también rapidamente para estos niveles,
llevando a valores mas grandes de h(fy). El valor no nulo de S*”(|¢))) para 0 <
G < G, se debe precisamente a estas contribuciones no despreciables de A( fy) de los
niveles cercanos a la superficie de Fermi. Sin embargo, para G suficientemente grande,
todos los niveles alcanzados por el acoplamiento son afectados significativamente y
contribuyen a S*([¢)).

Se pueden obtener algunos resultados analiticos en el limite de apareamiento
fuerte, es decir en el limite de G/Qe — o0o. En este régimen todos los niveles pasan
a tener la misma probabilidad de poblarse. Para N = () se obtiene entonces

1

ey o)

a, (5.6)

lo que conduce a fp — % y h(fx) — 1 Vk. Luego se tiene que S — 20 que es el

valor maximo posible.

5.2.2. Entropia de entrelazamiento k£ — k

Se considera a continuaciéon el entrelazamiento bipartito al dividir el espacio de
Hilbert entre los § estados con momento k y los €2 con momento k. Se tiene entonces

H = Hq P Hg. Para esta particion, resulta que (5.2) ya es la descomposicion de
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Figura 5.4: La entropia de entrelazamiento de un cuerpo (linea solida) junto a la
entropia bipartita del entrelazamiento entre todos los modos k y k de (5.7) escaleada

por su méaximo valor E,,. En BCS estas cantidades van a coincidir.

Schmidt de [¢). El entrelazamiento asociado es
Eqa(l¥)) Z | [*log, [o, [* (5.7)

Este entrelazamiento resulta ser una funcion creciente de G/e, que satura en su
valor maximo en el limite de G /¢ — oo, y que exhibe un comportamiento muy simi-
lar al de S®P, tal como se observa en la Fig. 5.4. Se obtiene E,, = Eg%x = log, (922)
para N = (), con F,, ~ () para () grande. Esta relaciéon se hara exacta para el caso

de la aproximacién de BCS, como se vera en la Sec. 5.3.1.

5.2.3. Entrelazamiento de estados reducidos

Se consideraran ahora estados reducidos de un conjunto de niveles, los cuales
seran en general estados mixtos debido al entrelazamiento de |¢).

En primer lugar se estudiaré el estado reducido que emerge de considerar un par
de modos (k, k). De la matriz (4.28), se anulan los términos del bloque del medio, ya
que en el GS no hay pares rotos: <chkckc ) =0= (c cx) = (cxc). Sobreviven, por

tanto, solo los términos que involucran a los estados |0) y ckc£ |0}, es decir el bloque
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exterior de (4.28). Como (clclcicr) = fr, el bloque que sobrevive va a ser idéntico a

k
(5.4). Entonces Vk se tiene

S(owk) = S(p) = S(px) = h(fx) (5-8)

Esta entropia representa la del entrelazamiento de los dos modos con el resto de los
modos.

Por otro lado, no hay entrelazamiento entre estos dos modos, E*(p,z) = 0, ya
que la matriz py; es diagonal en la base {c/,tc}C |0),]0)}, es decir se trata de una
combinaciéon convexa de determinantes de Slater, en concordancia con lo discutido
anteriormente para dimension 2. Por esta misma razon, se tiene E%P(p,z) = 0.

Puede calcularse también la informacién mutua

Lz = S(px) + S(px) — S(pwx) = h(fr) (5.9)

Esta cantidad es no nula, lo que indica que si bien no existe entrelazamiento, si se

tiene una correlacion clasica entre los modos k y k.

El caso de cuatro niveles, como ya se ha demostrado, es el de mas baja dimensio-
nalidad en el cual aparecen correlaciones cuanticas no triviales. La matriz densidad
reducida de 4 niveles (k,k, k' k"), k # k' es de 16 x 16, pero se anulan todos los
estados con pares rotos. Se reduce entonces a una matriz efectiva de 4 x 4 Pkt

que escrita en la base {c,tc%cl,c%, |0) ,czc}g |0) ,cl/cg, |0),]0)} es

<7’Lk]’€nk/]’€/> O O O
0 NN T celen e 0

p;l}k%, _ <TkkT kk) <~k 5Ck k) (5.10)
0 (ccpcrer)  (Trn ) 0

con Ny = chw%c,;, e = CkCLCECE, que son no nulos sii el par (k, k) esta totalmen-
te ocupado o totalmente vacio respectivamente. Al haber términos no diagonales,
aparecen en principio correlaciones cuanticas. Se puede calcular entonces la concu-
rrencia fermionica definida por (4.24), que cuantifica la desviacion del estado (5.10)
respecto de una combinacién convexa de DSs. y que permite obtener el correspon-
diente entrelazamiento de formacion E(piiwi) = E¥(priwi) por medio de (4.23).

Para esta matriz densidad se tiene

Crav = 2méx[| (cheleper) | = v/ ngpnpw) Fygir), 0] (5.11)
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Figura 5.5: Entrelazamiento de formacion Fj determinada por la concurrencia fer-
midnica entre los modos kk y 'k’ para pares méas cercanos (k = Q/2, k' = k+1) (a)
y mas distantes (k = 1,k" = Q) (b) al nivel de Fermi, y para pares vecinos al méas
cercano (k= Q/2 — 1,k = Q/2+2) (c). Esta cantidad se anula en la aproximacion

BCS. El pico en (a) esta centrado en la transiciéon superconductora de BCS

Esta es también la concurrencia bipartita entre los modos kk y k’k’. Puede pen-
sarse cada par k, k de forma analoga a un qubit (totalmente ocupado o vacio en el
GS), formando ambos pares un sistema de dos qubits. El entrelazamiento de forma-
cion asociado es Egp = E¥P(ppiwiv) /4, (ya que para un estado puro en un espacio de
cuatro niveles, E%P(p) = 4h(f)). Ademaés, usando el teorema de Wick (ver Apéndice
A.4), se vera que Cyy se anula idénticamente en la aproximaciéon BCS, con lo cual
estas correlaciones resultan ser demasiado sutiles para este tipo de aproximaciones.

En la Fig. 5.5 puede verse el comportamiento de Ej en funciéon del acoplamiento.

Esta cantidad presenta un pico muy marcado en la transiciéon de fase supercon-
ductora de BCS (G ~ G.) para los niveles mas cercanos al nivel de Fermi. El pico
aparece también en la concurrencia, ya que Ejip es funcion creciente de Cly.

Este pico surge porque el término de apareamiento (clc}gck/c,;,) se incrementa mas
rapido en esa zona que el producto de las probabilidades de encontrar ambos niveles
llenos o vacios. En el régimen superconductor fuerte este tltimo producto también
aumenta y ambos términos en la diferencia (5.11) son comparables, disminuyendo

entonces el valor de Cyr. En la zona critica existe pues un entrelazamiento local mas

significativo que en el régimen G > G, lo que refleja un GS exacto méas complejo
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Figura 5.6: Valor del pico de entrelazamiento para los niveles méas cercanos a la
energia de Fermi en funcion de la cantidad de niveles considerados. Se tiene en el
ajuste a = 0,26, b = 1,61 y ¢ = 1,67 con r? = 0,999973. En el limite tiende a un

valor finito distinto de cero.

que en la zona superconductora. Esta concurrencia representa asi un indicador de
complejidad de este estado (ver seccion siguiente). A medida que se toman niveles

més lejanos, la concurrencia del pico decae de forma simétrica.

Puede también analizarse la dependencia del pico mas alto (correspondiente a
los pares més cercanos al nivel de Fermi) con la cantidad de niveles disponibles. Es-
b 5

ta dependencia resulta ser de la forma a+ ¢, con ¢ >~ 3. El ajuste se ve en la Fig. 5.6.

De igual manera que en (5.6), en el limite G/(Qe) — oo, la matriz pyppp va
a ser independiente de k, k’. En este limite puede despreciarse la energia de cada
nivel, con lo cual todos los estados se pueblan con igual probabilidad. Esto reduce el
problema de determinar sus elementos a un ejercicio de combinatorias. Esta matriz

toma entonces la forma

Pk = (5.12)

S O O K
o 2 o O
o Qo o
QO O O

Para N = (2/2 se tiene que la probabilidad ¢ de tener los dos pares llenos o vacios
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va a ser
Q-2
. (9/2) Q-2
q = () = (i) = QN (5.13)
(9/2 42-1)

Por otro lado, los elementos del bloque interno son también iguales entre si.

(925—21) Y

() 4Q2-1)

a = (N o) = (g ) = (cheleper) = (5.14)

Los autovalores en este limite son {2«, ¢, ¢, 0}, campliéndose que la traza es igual

a 1. Reemplazando en (5.11) se llega a

1
Copy = —— 5.15
W= G (5.15)
Este valor coincide con el limite obtenido de forma numeérica. El consiguiente entre-

lazamiento de formacion tiende, para G/e — 00, a By ~ 3072 log,(204/e). Vale la

pena notar que en el limite de €2 tendiendo a infinito, la matriz anterior se reduce a

1000
01 10
Phkki = (5.16)
0120
000 3

con autovalores {%, %u %1, 0} y concurrencia cero.

Entonces, se concluye que el entrelazamiento entre pares kk y k'k’ es apreciable
solo para k, k' cercanos al nivel de Fermi y en la regién de transicién, pero no en
el régimen de superconductividad fuerte. En esta tdltima region, las correlaciones

pueden medirse con la informaciéon mutua

I = S(pi) + S(pwi) — Sk ) = h(fr) + h(frr) = S(Opzpn) (5.17)

y la discordia cuantica Dy . Para calcular esta tltima se utiliza un paralelismo entre
este problema y el sistema de dos qubits. Esto se detalla en el Apéndice B.1. Estas

cantidades se ven graficadas en la Fig. 5.7.

o8



Capitulo 5. Sistema superconductor

0.8

0.6f

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Gle

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Gle

Figura 5.7: La informacién mutua y la discordia entre modos kk y k’k’ para pares
més cercanos (a) y mas lejanos (b) al nivel de Fermi en el sistema superconductor.
Ambas cantidades son apreciables en la fase superconductora. La aproximacion BCS

da resultados no nulos para G > G...

En el limite G/e — oo se tiene S(pj;, ;) ~ (3 — Q') para Q grande. Esto
implica Iy ~ $(1+ Q7).

Tanto Iy, como Dy presentan un pico moderado en la regiéon de transicion para
pares cercanos al nivel de Fermi, pero a diferencia de las otras cantidades contintian
siendo apreciables para valores G > (.. El hecho de que la discordia no se anule
indica que si bien no hay concurrencia, las correlaciones en este régimen no son
puramente clésicas. En el caso de 2 = 2, se tiene que Eyr = Dy = Siz = % =

SSp [asp

2 4 -
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5.3. Descripcion aproximada

5.3.1. Aproximaciéon de BCS

Como se ha discutido en 3.7, la aproximacién de BCS se basa en un estado de la

forma

IBCS) = [ J(ur + veciel) 0)

k>0
que es un vacio de cuasiparticulas. La minimizacion de (BCS|H|BCS) conduce a que

IBCS) deba ser el GS del Hamiltoniano autoconsistente efectivo
hpcs = Z hy
k>0

donde, definiendo H' = H — N, con u el potencial quimico,

o(H") o(H") 0 (H")
hy = ccp + ———clep + cipcr + h.c.
; d (cleg) Ko 8<c£clg> R ((9<C;50k> v )
——— ——— \T

€k €L

= ep(cler + C,T;c,;.) - A(ch% + cpcx)

- %[(cL,cw (f’; :A) (Z)“CZ"%) (A _A) ()

con los valores medios tomados respecto del estado |BCS). Aqui A es el gap de BCS,

A=G> {cld) (5.19)

Se despreciaran efectos menores en e, derivados de los términos con k = k' en
la interaccion, tal que en lo sucesivo ep = g, — p (en el GS exacto, los términos con

k = k" en la interaccion solo afiaden una constante —QG en la energia).

El Hamiltoniano efectivo (5.18) puede diagonalizarse mediante la transformacion

de Bogoliubov

ap = URCl — vkc£ . ap = vkcz + ugcy (5.20)
obteniéndose
hy, = Ak(a,tak + a%a,;) + (ex — k)
con

Ao = /€2 4+ A2 (5.21)

las energias de cuasiparticula.
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Los nuevos operadores ay, a,tﬁ ag, a%

fermionicas sii |u| + [vi| = 1. Estos coeficientes estan dados por

conservan las reglas de anticonmutacion

Ak + eg Ak — €k

— .22
o U o (5.22)

U =

Mediante BCS, es posible entonces aproximar el presente sistema por cuasipar-
ticulas no interactuantes. Como A\, > 0, el GS de h, es decir, el estado de BCS, es
el vacio de estos nuevos operadores ay: se tiene a |BCS) = az |[BCS) = 0. El precio
a pagar por esta aproximacion es que se pierde la conservaciéon del ntimero de par-

ticulas.

De (5.22) se obtiene <ch£) = urvr = A/(2)), con lo cual es posible deducir la

siguiente relacion
A=G =G — 5.23
Ek Uk Vg ; I ( )

Esta es una formula de autorecurrencia con dos soluciones. Una es A = 0, que es la

trivial, y la otra corresponde a A # 0. En el segundo caso se tiene

1 1

er + A?

Puede calcularse el valor de G critico, para el cual se anula A. Ese valor es
1 €
S I(Q/2) 7

donde la tltima expresion vale para el caso de niveles equiespaciados con ¢ =
epy1 — €k, ¥y N =0, donde =", e/2y v=—-1"(1/2)/T'(1/2) =~ 1,96.

G.= (5.25)

El apareamiento se vincula con la siguiente cantidad que se hace grande en
sistemas superconductores: (V) =G>, ., <c,10£c,;,ck/). Usando el teorema de Wick,

se tiene respecto del estado de BCS, que
f A’
G; c/,c (cprew) + (crew) ( cf LCRr) G;; ck (cpep) = rel

Entonces A es justamente un indicador de correlaciones de apareamiento entre los
fermiones del sistema. Puede verse en la Fig. 5.8 que el entrelazamiento de un cuer-
po (5.3) se comporta de forma analoga al gap escaleado de BCS A/g. Esto implica

que las correlaciones detectadas son efectivamente del tipo esperado.
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Figura 5.8: Entropia de un cuerpo S* del GS del Hamiltoniano (5.1) como funcion

de la constante de acoplamiento G/e, para 2Q2 = 32 niveles y N = Q. Se muestran el
resultado exacto, el de BCS y el gap escaleado de BCS: A/g, con g = GQ/2. Todas

las cantidades tienden a 1 cuando G/e — oo.

Se tiene aquf que la matriz pgg = (BCS|1 — cc'|BCS) es diagonal en la base sin

perturbar:
(chew) = Ok i (5.26)

con

= (clew) = teher) = v = 31— 35) (5.27)
La interpretacion fisica de A en el GS puede entonces verse mediante la ocupacion
promedio de cada nivel fi, que para G < G, (A = 0) es una funcion escalén con el
valor critico en el nivel de Fermi, deformandose suavemente a medida que aumenta

A para G > G..

Como el estado de BCS es un vacio de cuasiparticulas, £%P(|BCS)) = 0V G. Sin

embargo puede calcularse el entrelazamiento de un cuerpo?

E(|BCS)) = S(IBCS)) = Trh(pifes) =2 Y h(fi) (5.28)

!Formalmente est4 definida para sistemas con ntimero de particulas fijo, sin embargo es posible

calcularla incluso en este caso.

62



Capitulo 5. Sistema superconductor

1.0}

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Gle

Figura 5.9: La entropia de entrelazamiento Sy = S(px) = h(fx) del modo k de SP
con el resto del sistema, para el nivel de Fermi (k = ©/2) (a) y el mas distante al
nivel de Fermi (kK = 1) (b), tanto en la solucién exacta como en la aproximacion

BCS.
Esta cantidad se anula para G < G, pero es finita en la fase superconductora
G > G, donde brinda una muy buena aproximacion al valor exacto de S* (que en

el caso exacto coincide con E%P). Esto puede verse en la Fig. 5.8.

En el limite de interacciones fuertes, se tiene

QG QG
=575 5
De aqui se obtiene )
Vi~ 5(1 —ex/A) (5.29)
y consecuentemente
E(BCS)) ~ 20(1 — 2% (5.30)
B 2Q0A21n 2 '

que satura en el limite.
El estado (5.27) resulta ser también una buena aproximacion para la entropia de

cada modo con el resto. Esto puede verse en la Fig. 5.9.

Al estudiar la entropia (5.7) de la biparticion entre los 2 modos k y los €2 modos
k, se tiene en la aproximacion BCS el resultado destacable que esta cantidad resulta

ser la mitad de la entropia de un cuerpo (5.28). Esto se debe a que el estado de BCS
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es de la misma forma que (5.2) con o, = [[, v, uk n‘,;’ con los nj independientes
(a diferencia del estado exacto). Luego el entrelazamiento entre modos con k y k se
reduce a la entropia de un producto de €2 operadores densidad independientes con

autovalores vy = fy y ui = 1 — f. Entonces

Eq_o(IBCSY) Zh fi) = =E(|BCS)) (5.31)

Este resultado es muy notable, ya que conecta de forma exacta una cantidad como
la entropia de un cuerpo, que resulta de considerar observables de un cuerpo, con la
entropia distinguible de la biparticiéon, que es dificil de obtener pero sumamente ttil
en protocolos de informacién cuéntica.

Para calcular el entrelazamiento entre los modos kk’, se puede usar el teorema

de Wick para calcular valores medios generales, como por ejemplo

(chenchen) = (cher) (chew) + (chew) (ercl) = (chel) (enen)
con <CLCL,> = (cker) = OppurVy Y <ckck/> = Opw [r. Pueden encontrarse asi
los términos de la matriz densidad reducida (5.10) en la aproximacion BCS,como
(rrere) = () (i) (i) = () (M) Y (i) = () (o), con

(nik) = i = oo () = uj =1~ fr = fk y <c£c£c,;,ck/> = Uk Uk Up Vg

UI%UI%’ 0 0 0 fkfk’ 0 0

0

BCS 0 viul, VpUugUp U 0 B 0 el \/ felefofe 0

Prr = - o 7 ;
0 vpupv U upv 0 0 A Sfefelwfr fufw

0 0 0 Uiy 0 0 0
(5.32)
Esta matriz tiene solo 3 autovalores no nulos: v2v2 ( fyfrr), udu2, (fufar) v 202 +
uiui,(fksz +ffk/). Con esto se tiene que Cypr =0 V Ay k # k' y por ende también
se anula Fy . Es decir, el entrelazamiento de estos 4 modos no puede describirse en
la aproximacion BCS. Esto se debe a que el estado reducido puede escribirse como

un estado fermiénico Gaussiano.

Sin embargo, BCS brinda buenos resultados en la fase superconductora G > G.
para la informacién mutua y la discordia, como puede verse en la Fig. 5.10. Mas
aun, para G/(Qe) — oo, uj = v} — £ V k, con lo cual se recupera el limite (5.16).
Por lo tanto, BCS predice los limites exactos para 2 grande de estas cantidades:

I
Liw = 5. S(pew) = 3y Dy = 5 — 37522,
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Figura 5.10: La informacion mutua (5.17) (arriba) y la discordia cuantica (abajo)
entre los modos kk y k'K’ para pares més cercanos (a) y mas lejanos (b) al nivel de
Fermi, calculado de manera exacta y con BCS. Se tiene una contribucion significativa

de estas cantidades para G > G..

5.3.2. BCS Proyectado

Puede usarse el estado de BCS proyectado a un namero fijo (par) de particulas:

Py [BCS) o« S (] wrtu " (cfel)™) J0)

v k

donde Py = 5= 027T e=(N=N) g4 es el proyector a un ntmero de particulas fijo N
(en el presente caso N = (2). Es un estado de la misma forma que el estado exacto
(5.2) pero con coeficientes «,, determinados por A.

Si se proyecta de forma previa a realizar las variacion, se puede describir también
el sector G < G, donde las estimaciones de BCS estandar se anulaban para todas
las medidas de correlacion. Una forma de estudiar esto es tomando los coeficientes

ug v v de BCS estandar, y dejar a A como parametro variacional, a determinar por
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(BCS|PyHIBCS) o)

la minimizacion del valor medio de la energia proyectada (H), = BOSPaIBCT)

A efectivo es positivo V G > 0 y aumenta con G.

Con este método se predice de forma bastante adecuada la concurrencia Cy v la
entropia de entrelazamiento Fy del estado reducido pyziz, incluyendo el pico para
pares kk, k'k’ cercanos al nivel de Fermi. Esto puede verse en el panel superior de
la Fig. 5.11. Se reproducen ademas de forma muy precisa todas las otras cantidades
mostradas en las Figs. 5.8, 5.9, 5.10, incluyendo el intervalo 0 < G' < G, donde los
resultados de BCS estandar son nulos. Si se calcula la diferencia entre la entropia
de un cuerpo exacta y de BCS proyectado, se tiene que esta es méxima también en
la zona de transicion, como se ve en el panel inferior de la Fig. 5.11, corroborando

que esta es la zona de mayor complejidad del estado exacto.
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Figura 5.11: Panel superior: Entrelazamiento de formacién Ej entre modos kk y
k'K’ para pares mas cercanos al nivel de Fermi de acuerdo los resultados exactos y
los proyectados de BCS a N fijo. Panel inferior: La entropia de entrelazamiento de
un cuerpo correspondiente. El resultado de BCS proyectado es muy similar al exacto
para todos los valores de GG, aunque la diferencia % = W ilustrada en

el inset es méxima en la regiéon de transicion.

67



Capitulo 5. Sistema superconductor

68



Modelo de Lipkin

Anélogamente a lo realizado en el capitulo anterior, se examina aqui en detalle el
entrelazamiento fermionico en el estado fundamental del modelo de Lipkin fermioni-
co y su relacion con el entrelazamiento bipartito. Se muestra primero que la entropia
de entrelazamiento fermiénica de un cuerpo, que cuantifica la minima distancia a
un estado fermiénico Gaussiano, se comporta de forma similar al parametro de or-
den de campo medio y es esencialmente proporcional al entrelazamiento bipartito
total entre los modos superiores e inferiores, cantidad que tiene sentido solo en la
realizacion fermiodnica del modelo. En segundo lugar, se analiza el entrelazamien-
to del estado reducido de cuatro modos (2 pares arriba-abajo), mostrando que su
concurrencia fermionica tiene un pico claro en la transicion de fase y se comporta
de forma diferente al entrelazamiento arriba-abajo correspondiente. Finalmente se
muestra que las primeras medidas y el entrelazamiento reducido arriba-abajo pue-
den ser correctamente descriptas mediante una formulaciéon de campo medio con
simetrias restauradas, mientras que la concurrencia requiere al menos considerar co-
rrelaciones del tipo RPA para poder predecirse correctamente. Se discute también

la separabilidad fermionica. Los resultados de este capitulo dieron lugar al trabajo

2].

6.1. Descripcion del sistema

El modelo original de Lipkin [52-54] describe un sistema de fermiones en 2(2 es-
tados de una particula |p£), p=1,...,Q, con energias €,+ = £¢/2, completamente

conectados mediante acoplamientos uniformes de dos cuerpos. El Hamiltoniano es

H = %g Z(CLJFCPJr — cL_cp_) - W Z CIT,Jcm_chrcpf
p

p.q

—3V Z(C;-chl-‘rcq*cp— + C;—Cj]—cq+cp+) ; (6.1)

p.q
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O. .O+5/2
.O 9,-8/2

Q-1 Q

Figura 6.1: Esquema del sistema de Lipkin fermionico estudiado en el presente capi-
tulo. Se 22 estados de una particula [p£), p = 1,..., £, con energias €, = £¢/2. Se
toma nuevamente el caso semilleno N = (). Este sistema tiene simetria de traslacion

en p.

donde los acoplamientos V' crean (y destruyen) pares particula-hueco sobre el GS

sin perturbar,

W) = ([ ch)10), (6.2)

mientras que los acoplamientos W representan términos de “hopping” entre pares.
Un esquema del presente modelo puede apreciarse en la Fig. 6.1.

Como es bien sabido [52-54, 90|, este Hamiltoniano, que representa un mode-
lo esquematico simplificado de un sistema con una excitacién colectiva, puede ser

mapeado a un sistema de espines definiendo los siguientes operadores

Sy = 5, %S, = Z c;)icp:F ,

p

515 (e ) "
P
que satisfacen de forma exacta las relaciones de conmutacion de SU(2):
[S4,5-]=28., [S.,8:)=%5.. (6.4)
El Hamiltoniano (6.1) puede entonces ser reescrito como
H = &S, —%(S;5_+S5.5, —N)—£(55 +5?) (6.5)
= 5. =V, (S5 +xS)) + Vo XN, (6.6)

donde‘/x:W"f_V?X:S//__T_“;yNZZp”u::t

considerar el caso semi-lleno de N = 2 fermiones, donde el spin total S puede tomar

-i- P
CpuCpu €8 €l operador nimero. Se va a
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valores de 0 a €2/2. Se fija, sin pérdida de generalidad, |x| < 1 (es decir |V, | < |V,]),
y se considera el caso atractivo V, > 0. Estas dos condiciones implican W > 0,

V' > 0. Es conveniente escalear el acoplamiento como
Ve=0v,/(-1), (6.7)

de forma tal que (H) /€ se mantenga finito e independiente de Q2 para v,, x fijos y
) grande. En la aproximacion de campo medio (ver Sec. 6.3) la transicion del GS a
la fase con ruptura de simetria tiene lugar exactamente en v, = ¢ V (2.

El Hamiltoniano H conmuta obviamente con el spin total S* = S7 +S; + S?. En
el caso atractivo, la energia minima se alcanza para spin total maximo S = /2, es
decir, para el multiplete completamente simétrico. El GS exacto |¥) puede obtenerse
diagonalizando el Hamiltoniano de spin equivalente (6.6) dentro del subespacio S =
2/2, de dimension Q2+ 1, que contiene al GS sin perturbar (6.2) y donde hay siempre

un solo fermion por sitio p (notar que [H,n,| =0, con n, = > ¢pp €l nimero

.|_
p==+ Cpp
de fermiones en el sitio p). El GS va a tener entonces la forma

) = Y CklK), (6.8)

donde K denota el ntimero de fermiones en el nivel superior y |K) =[S = /2,5, =
K —Q/2) o< SE|Wy) son los autoestados de S, para spin total maximo S = /2.
Todos los coeficientes C seran reales y del mismo signo si V' > 0.

Ademas, H conmuta también con la paridad de S.:
[H,P,] =0, P,=explin(S,+Q/2)]. (6.9)

Para N = Q, P, es equivalente a la paridad del ntimero de fermiones en el nivel
superior: P, = exp |im Zp c; +cp+] . Esto implica que para cualquier GS no degenera-
do, la suma (6.8) sera sobre valores pares o impares de K, de acuerdo a la paridad
del GS P, = +1. Esta simetria tendra una influencia profunda en las medidas de
entrelazamiento fermidénico.

En el caso isotropico x = 1 (V = 0), el Hamiltoniano (6.6) conmuta también
con S, con lo cual la suma en (6.8) se reduce a un solo término. En este caso las

autoenergias exactas para N = )y x = 1 se convierten, usando la Ec. (6.6), en

Esx =e(K—2)=V,[S(S+1) — (K —

Nfe]

) =91, (6.10)

con S <Q/2y % -S<KKL %+ S. Se verifica entonces que para V, > 0, el GS se

obtiene del méaximo spin S, con K comenzando de 0 para V, = 0 y llegando a [2/2]
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para V,, grande. Luego, el GS para y = 1 atraviesa [(2/2] transiciones K — K + 1 a

medida que V, aumenta desde 0, en los acoplamientos

g

con v? = V9/(Q — 1) = ¢ coincidente con el valor critico de campo medio. Para

x € (0,1) (0 < V < W) y Q finito, estas transiciones se convertiran en [)/2]
transiciones de paridad P,. Por otro lado, si x € [—1,0] (V > W), el GS exacto
tendra paridad P, = +1 VV, > 0, a causa del rol predominante del acoplamiento V.

6.2. Resultados exactos

6.2.1. Entropia de un cuerpo

Se comienza evaluando la entropia de entrelazamiento de un cuerpo (4.4). Debido
a la conservacion de numero fermioénico en cada sitio n,, los elementos de la matriz
densidad de un cuerpo p* en un estado de la forma (6.8) satisfacen (cf,cq) =

5pq<c;fmcpl,). Debido a la invarianza traslacional sobre los estados p, forman €2 bloques

psp _ <CL+CP+> <C;*Cp+> — f+ O (612)
" o) (den) o r
donde (c;r,icp:F} = (S1)/Q = 0 debido a la conservacién de P, y fi = (3 £ (5.)/Q),

es decir f, = (K)/Q =1— f_ con (K) = >, CxK. La entropia de un cuerpo

S*P(|W)) se convierte entonces en

idénticos

SP(IW)) = Qa(fr) + h(f)] = —20(f logy f1 + f-logy f-) - (6.13)

Queda pues determinada solo por (S, ), anulandose solo si |(S,)| = €2/2. Esto muestra
que cualquier estado (6.8) con paridad definida P, no es un DS a menos que Cx = dkq
0 dkq- Esto incluye en particular estados |K) (GS para x = 1), donde f, = K/Q =k

y
S = S(|K)) = —2Q[klogy k + (1 — k) log,(1 — k)], (6.14)

es positiva para 1 < K < Q—1, reflejando el hecho de que son excitaciones colectivas
generadas por S, y por tanto no son DSs. La Ec. (6.13) es simplemente 22 veces
la entropia de entrelazamiento del spin individual (es decir el entrelazamiento del
spin i con el resto del sistema) en la representacion de spin, donde el bloque (6.12)

representa la matriz densidad reducida de cada spin.
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Figura 6.2: La entropia intensiva de un cuerpo S*/(2(2), con E = S*P en el grafico,
obtenida de la Ec. (6.13), junto con la entropia de entrelazamiento arriba-abajo
E*T=/Q y la concurrencia fermionica escaleada QC/2, en el GS del Hamiltoniano
(6.1)—(6.6) como funcion de los acoplamientos relativos v, /e, para tres anisotropias

x diferentes y €2 = 50 fermiones.
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El comportamiento de la entropia de un cuerpo (6.13) como funcion de v, /e se
muestra en la Fig. 6.2 para ) = 50 y diferentes anisotropias y, junto con otras
medidas de entrelazamiento discutidas debajo. Se hace significativa para v, > &,
es decir en el régimen de acoplamiento fuerte donde el GS de campo medio exhibe
ruptura de simetria de paridad de S, (ver Sec. 6.3), aumentando monétonamente con
el acoplamiento v, /e y saturando para v, /e — oo. Ademaés, es casi independiente de
X, excepto por las transiciones visibles en el caso y = 1, que reflejan las transiciones
de S, del tipo K — K + 1 (los escalones debido a las transiciones de paridad P,
en Y = 0,5 son demasiado pequenos en la escala mostrada y no son apreciables). La

descripcion analitica de E para €2 grande se describe en la Sec. 6.3.

6.2.2. Entropia de entrelazamiento arriba-abajo

La version fermionica del modelo permite considerar una biparticion donde Alice
tiene acceso a los () niveles inferiores y Bob a los 2 superiores, lo cual no tiene
analogia fisica en el modelo de spines. Esta particion cobra sentido solo en el caso
fermionico, y el entrelazamiento resultante puede considerarse un recurso fisico (es
un entrelazamiento bipartito de modos). Es importante remarcar también que debido
a la paridad P, definida del GS, cada lado va a contener estados fermiénicos con
paridad de namero definida (Py, = P, (+£P,) para € par (impar)), implicando que
combinaciones lineales arbitrarias de los estados locales involucrados no romperan
la regla de superseleccion de paridad |20, 91].

Para calcular este entrelazamiento de forma exacta, conviene notar en primer
lugar que cada estado |K') puede escribirse explicitamente como una suma de (2)

DSs ortogonales con igual peso, cada uno con K fermiones arriba y {2 — K fermiones

abajo en distintos sitios,

K) = 29) > <H<c1,+cp_>"w> [%o) (6.15)

donde n,, = 0,1, Zp Npa = Kya=1,..., (2) Como todos los términos en la
suma previa involucran estados ortogonales diferentes en cada lado, la Ec. (6.15)
constituye la descomposicion de Schmidt [6] para la particion arriba-abajo. Luego,

la entropia de entrelazamiento arriba-abajo de los estados |K) es

Q
B =log, (K) : (6.16)
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Usando la Ec. (6.15), la entropia de entrelazamiento arriba abajo determinada

por el GS exacto (6.8) es entonces
E* = ) Cillog, () —log, i, (6.17)
K

donde la primera suma en (6.17) representa el entrelazamiento promedio que emerge
de los estados |K) y la segunda emerge de la distribucion sobre estos estados. Mien-
tras que E1~ no requiere en principio un GS correlacionado (puede ser distinto de
cero en un DS, ver Sec. 6.3, aunque en este caso no habréa paridad local definida),
es aqui esencialmente la mitad de la entropia de un cuerpo (6.13) para €2 suficiente-
mente grande: en los estados |K'), una expansion de (6.16) para Q y K grandes, con
k = K/ finito, conduce a

Ef~ ~ —Qlklogy k+ (1 — k)logy(1 — k)] — logy /27Qk(1 — k)
= 57%/2+ O(log, Q). (6.18)

Una relacion similar B+ ~ S*/2 es valida para € grande en un GS de paridad
definida (6.8) (ver Sec. 6.3). Este resultado indica una marcada correlacion entre el
entrelazamiento fermionico medido por S*P(|¥)) y el entrelazamiento bipartito de
modos arriba-abajo en el GS exacto de paridad definida. Esto permite obtener una
estimacion de este ultimo, que puede ser considerado un recurso cuantico, a través
de un promedio de un cuerpo facilmente accesible ((S,)). Este resultado es analogo
al del sistema superconductor. En la Fig. 6.2 se muestra también el comportamiento

de E*~ en funcion de v, /e.

6.2.3. Entrelazamiento de estados reducidos

Se examinara a continuacion el entrelazamiento arriba-abajo de los estados re-
ducidos p,, de cuatro estados pi, ¢+, p # ¢, que son estados mixtos para {2 > 2.
En primer lugar, como n, = 1, puede notarse que el estado reducido p, de un solo
par de modos p. (representado en principio por una matriz de 4 x 4 en la ba-
se {|O>,CL+|0>, CL,|O>,CL+CL,|O>) contiene aqui solo un bloque diagonal p, de 2 x 2
idéntico con la Ec. (6.12) en la base restringida {c;r&\O), CL,|0)}:

pp:(<cl+cp+cpc;_> (ch-cor) >:<f+ o>. 6.10)

<C;Lo+cp*> (cp+c;r)+c;r)_cp,> 0 f-
Este estado no tiene obviamente entrelazamiento fermioénico, en el sentido de que

es solo una mezcla estadistica de estados de un fermion: p, = >, _, f,c},|0)(0]cp.
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Ademas, tampoco tiene entrelazamiento arriba-abajo, ya que la conservacion de P,
implica (cLicij> = 0, impidiendo coherencia entre los dos estados de un fermion (es
decir, términos o c;, +]0)(0]¢,—). Luego, si Alice y Bob tienen acceso solo a un modo
p (p— para Alice, p+ para Bob) el estado conjunto p, contiene solo correlaciones
clasicas (es equivalente al estado mezcla de dos qubits f_[01)(01| 4+ f1|10)(10|, con
01) = ¢} 10), [10) = ¢}, [0)).

La situacion cambia cuando Alice y Bob o tienen acceso a dos estados diferentes
p # q (p—, q— para Alice, p+, g+ para Bob). Como el nimero n, de fermiones por
sitio p es 1, la base en la cual se escribe py, (en principio una matriz de 16 x 16) involu-

. ‘ to P b
cra tnicamente los cuatro estados de dos fermiones {c,, ¢, ,[0),c, . c; [0),¢c, c;,|0),

c;r,,c;,|0>} (ver Fig. 6.3). En esta base restringida, se tiene
(p+ngt) 0 0 (Sp—Sq-)
0 (nprng-)  (Sp-Sq+) 0
Ppq = (6.20)
0 (SprSq-)  (np-ng+) 0
(Sp+Sq+) 0 0 (np-1q-)

donde n,1 = ci,icpi Y Spr = cj,icij. En el GS (6.8), sus elementos son independientes

de p,q y pueden ser exactamente evaluados en términos de promedios globales:

<3p:|:3q:t> = % y (621)
(SpeSgs) = % = (Np£Ngs) (6.22)
(Nping) = (411 + <%> + (%(?2—_%4) . (6.23)

Como se ha hecho en el capitulo anterior, el entrelazamiento fermiénico de estados
mixtos, que indica la desviacion del estado respecto de una mezcla estadistica de DSs,
puede ser medida a través de la concurrencia fermionica (4.24), que toma la forma

aqui de

C = 2Max[|(sp+5¢4)| = (nprmp-),

[(Sp50-)] = \/ (e} ), 0] (6.24)

Esta concurrencia resulta equivalente a la del sistema de dos qubits, coincidiendo
con la de un par de espines en el sistema de spin [92-94] (es decir, con aquella que
mide el entrelazamiento bipartito entre los estados p+ y g£). Puede ser considerado

como “paralelo” (“antiparalelo”) si el primer (segundo) término en (6.24) es positivo,
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p g b g
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Figura 6.3: Las ocupaciones posibles de estados con cuatro modos p4, ¢+ en el
GS del Hamiltoniano (6.1). El estado reducido (6.20) contiene coherencias entre los
dos estados de arriba y, separadamente, los dos estados de abajo, que llevan a una

concurrencia fermiénica no nula y a entrelazamiento arriba-abajo.

y escalea como 27! (92, 94|. Como puede verse en la Fig. 6.2, el comportamiento de
la concurrencia difiere significativamente del mostrado por las medidas de entrelaza-
miento previas. Al igual que en el sistema superconductor, esta tiene aqui también
un pico en v, = ¢, es decir al iniciarse la fase con ruptura de simetria de campo
medio, y se ve fuertemente afectada por la anisotropia.

Para x = 1, los GS exactos son estados |K) y la concurrencia es solo del tipo

antiparalelo, ya que (S%) = 0. Utilizando (6.24), viene dada como funcién de K por
1

2
Q Q-1
L4 /1= K(Q-K)

Ck = , I<K<Q-1. (6.25)
anuldndose para K =0y K = (), y verificando Cx = Cq_g. Tiene un pico definido
en K =1(yen K =Q—1), con C; =2/Q (el maximo valor posible en este modelo
[94]), cayendo significativamente para K = 2 (Cy/C; ~ 2 — v/2 ~ 0,586 para ()
grande) y alcanzando un minimo en K = Q/2 (Cqjs = 7). Una comparacion
explicita entre la concurrencia C y las entropfas de entrelazamiento Sy¥ y Ej~
puede verse en la Fig. 6.4.

La concurrencia tiene también un pico en v, = € para otras anisotropias. Estos
picos aumentan su ancho cuando y decrece, como puede verse en la Fig. 6.2. Ademas,

para x € (0,1) (panel central) se anula en el punto de separabilidad

Uy = €/3/X s (6.26)

(ver Apéndice B.2) donde el GS cambia de antiparalelo a paralelo [95, 96] y existe

un GS exacto separable. Este punto corresponde a la primera transicion de paridad
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Figura 6.4: Medidas de entrelazamiento fermionico en los estados |K) para Q =
50 fermiones (|K) = |[S = £, M = K — £)). Aqui E = S* es la entropia de
entrelazamiento de un cuerpo (6.14), ET~ la entropia de entrelazamiento arriba-
abajo (6.16) y C' la concurrencia (6.25).

P, del GS, y en el mismo el GS es doblemente degenerado, siendo el subespacio
fundamental generado por dos DSs no ortogonales de paridad opuesta (ver Sec. 6.3).
Para x < 0, desaparece el punto de separabilidad del GS y C es positivo y paralelo
VY v, > 0.

La concurrencia fermionica no nula del estado reducido p,, asegura la presencia
de entrelazamiento bipartito no nulo para cualquier biparticiéon del espacio de SP
4-dimensional [1]. En particular, p,, presenta entrelazamiento de modos arriba-abajo
no nulo, que puede ser cuantificado a través de la negatividad pertinente [68, 69, 97|.
Esta particion involucra cuatro estados distintos a cada lado: |0), c;,cj],]()}, c;,|0>
y cZ_]O} para Alice y estados similares en los modos de arriba para Bob (Fig. 6.3),
lo que equivale a un sistema de dos qudits con d = 4. La simetria de P, implica que
solo estados con la misma paridad local de ntimero fermiénico estan conectados en
Ppq, implicando que la transposicion parcial no va a mezclar estados con diferente
paridad de namero, siendo entonces posible aplicar las formulas estandar [97]. La
negatividad resultante es simplemente la suma de los dos autovalores negativos de

la matriz parcialmente transpuesta, con un signo menos:
N7 = {sprser)| + [(spr5g)| - (6.27)

Como puede verse en la Fig. 6.5 (panel inferior), el comportamiento de esta can-
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tidad recuerda el de las entropias globales S* y E*~ aumentando mono6tonamente
con v, /e. Si bien es débilmente dependiente de y para y < 1, se reduce a la mitad
para y — 1 : Para el estado |K), el primer término de (6.27) se anula y la Ec. (6.22)
lleva a (k = K/Q)
NE™ = Lk(l — k), (6.28)
Q-1

1 para v,/e — oo. Sin embargo, para x < 1, ambos términos

tendiendo a ZQ

de (6.27) contrlbuyen y la negatividad correspondiente como funciéon de v, /e es
esencialmente el doble de la obtenida para x = 1, como se ve en la Fig. 6.5 (ver Sec.
6.3).

En el caso trivial de Q = 2, p,, es puro (pp, = |¥)(¥|) v todas las cantidades

previas se hacen equivalentes: C = 2N~ =2./f, (1 — f,), y E =4ET~ = 4h(f,),
con f; =|A3J? para un GS con P, = +1

|¥4) = alK = 0) + K =2) = (ac}_c)_ + Bec}.ch,)|0)
(lo)*+ B> =1),y fr =1/2 para un GS con P, = —1,
Ly

o) =K = 1) = Z(chuc el )l0)

donde todas las cantidades previas son maximas.

6.3. Descripcion aproximada

A continuacion, se evaltan las cantidades previas mediante métodos aproxima-
dos, con el objetivo de identificar los origenes de los resultados exactos y obtener

descripciones analiticas exactas en el limite termodinamico 2 — oo.

6.3.1. Aproximacion de campo medio

La primera aproximacion basica para describir el presente sistema es la de campo
medio (Mean Field: MF) o Hartree-Fock (HF), en la que el GS se aproxima por un

DS. En este caso este es de la forma

Wont) = eS| W) Hc (6.29)

con § = (5;,5y,5,), C’Li = g~imS c;iew”'s los operadores fermiénicos rotados y n

un vector de norma 1. Tanto € como n son obtenidos a partir de la minimizaciéon de
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Figura 6.5: Panel superior: comparacion entre la entropia de entrelazamiento de un
cuerpo exacta F = S* y el valor obtenido con la aproximacion de campo medio
mediante proyeccion de paridad de S, (PMF), Ec. (6.35), para x = 0,5 y 2 = 50
fermiones. Se grafica también el parametro de orden de campo medio A = 2|(s;) | =
sin@. En el panel interno se grafica el resultado exacto para distintos valores de ¥,
mostrando la débil dependencia con la anisotropia. Panel inferior: La negatividad
arriba-abajo exacta en el estado reducido p,,, Ec. (6.27), para x = 0,5y x =1 (Ec.
6.28), junto con los resultados de campo medio obtenidos mediante proyeccion de
paridad P, (x = 0,5) y S. (x = 1), es decir las Ecs. (6.39)— (6.40), que coinciden

practicamente con las exactas.
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la energia media, que por medio del teorema de Wick puede expresarse como

(Wt | H[Wrnt) = Qfe(52) — va((52)” + x(5)*)] (6.30)
donde s, = 5,,/Q. Para |x| <1y v, > 0, el minimo va a ser obtenido para (s) en el
plano z, z (es decir n.S = Sy), lo que conduce a (s) = —3(sin6,0,cosf) y

dpy = cosfel, +sinfcl . (6.31)

El angulo 6 que minimiza (6.30) es tal que

1, 0<uw,<
cosf = ’ =te=c (6.32)
efUy, Uy >€

Por lo tanto, se obtiene la fase normal # = 0 para acoplamiento débil 0 < v, < ¢,
v la fase con ruptura de paridad de S, para acoplamiento fuerte v, > ¢, en la que
10| € (0,7/2) (y por tanto A = 2|(s,)| =sinf > 0) . En este altimo caso, el signo de
0 es arbitrario, lo que conduce a una degeneracion doble del GS de MF (para x = 1,
esta degeneracion se hace continua, ya que la orientacion de (s) en el plano zy se
hace arbitraria). Notar que € es independiente de x (para |x| < 1).

En cualquier DS se anulan tanto la concurrencia como la entropia de entrela-
zamiento de un cuerpo fermioénica. En particular, la matriz densidad de un cuerpo

pP.(6) determinada por (6.29) consiste en 2 bloques idénticos

o2(0) = <<c%+cp+) (c%cer)) 1 (1 —cosf  sinf ) | (6.33)

(cprcp—) (cp_cp-) 2 sinf 14 cosd

cuyos autovalores son obviamente 1y 0 (y es diagonalizada por los operadores ¢’ Li)‘

Sin embargo, es posible extraer una entropia de entrelazamiento de un cuerpo
efectiva de MF, considerando solo los términos diagonales en (6.33), ya que los
términos fuera de la diagonal exactos se anulan debido a la simetria de paridad
de S,. Esto puede justificarse a través de una restauraciéon de simetria, es decir de
paridad de S, (ver siguiente subseccion), lo que conduce en primera aproximacion
a la matriz densidad de un cuerpo (p:%(0) + p’P.(—6))/2, compuesta por bloques
diagonales:

1 1({1—-cosf 0
Z(pP(0) + pP(—0)) = = . 6.34
2(pp ( ) Pp ( )) 5 ( 0 1 COSG) ( )

La entropia de entrelazamiento de un cuerpo resultante se convierte en

SSP —

mf

_QQZI+VCOSQ 1+ vcosh (6.35)

ng )
~ 2 2
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con cosf dado por (6.32), siendo > 0 para # € (0,7) (v, > ¢), saturando para
v /e — 00 (0 — /2, S — 2Q).

Como puede verse en el panel superior de la Fig. 6.5, las Ecs. (6.32)—(6.35) dan
una estimacion excelente de la entropia de un cuerpo exacta £ = S*? V v, > ¢ si
2 es no muy pequeno, haciéndose exacta para ) — oco. Como se ha mencionado
previamente y se muestra en el panel interno, la S* exacta exhibe solo una débil
dependencia con la anisotropia y. Para x — 1y Q grande, la Ec. (6.11) exacta
implica (s.) ~ K/Q— 1 = —3¢/v, més términos O(Q27'), que es el resultado de MF
(s.) = —3cosf, con la Ec. (6.14) tornandose idéntica a (6.35) (k = (1 — £/v,)).
Luego, MF es capaz de brindar, mediante una simple proyeccién a buena paridad
de S, (extraccion de términos diagonales) el resultado exacto de la entropia de un
cuerpo F/(22) para Q grande.

Ademas, la entropia de entrelazamiento arriba-abajo determinada por el esta-
do de MF (6.29) es no nula: Este estado puede escribirse en la forma (6.8) con

coeficientes

Ck(0) = (Q> cos™ & sin® 2 (6.36)

para - S = S,. La Ec. (6.17) conduce a

Ef = _QZ 1—1—1/005910g 1+wvcosH

V=t
que coincide con la tendencia exacta para €2 grande y provee una buena aproximacion
en este limite. El resultado (6.37) es también obvio, ya que las ocupaciones arriba o
abajo en cada sitio p del estado de MF (6.29) son independientes de los otros sitios.
Luego, el resultado de MF (6.37) es el de 2 sistemas independientes de 2 qubits
en un estado puro entrelazado C’LJO> = cos 2|01) + sin £]10), donde |01) = c;_\O),
|10) = L+|0>, que es el estado reducido del sitio p a nivel de MF.

Vale la pena notar, sin embargo, que el entrelazamiento arriba-abajo de un solo
sitio p es un efecto de MF emergente de la ruptura de paridad de S,. Como se ha
visto en (6.19), el estado reducido de un sitio p derivado del GS exacto es mixto y
correlacionado solo clasicamente, en lugar de puro y entrelazado. Luego, en contraste
con MF, en el GS exacto ET~ emerge de las correlaciones de dos cuerpos y no es
estrictamente extensivo (ver también la Ec. (6.46) en la proxima seccion).

Por otro lado, la concurrencia fermioénica de cuatro modos (6.24) esta mas alla
de MF. Sin la proyeccion de paridad S, el estado (6.29) conduce al estado reducido
PUro ppg(0) = [Upq(0)) (Vpq(0)| con [1hpg(0)) = C/L—C/Z—‘()) un DS, implicando C' = 0.
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Pero incluso después de una proyecciéon de paridad basica, que conduce a

Ppqg = %(ppq(9)+/0pq(_9))

(1—rcos0)*> 0 0 sin®
0 sin?f sin%6 0
1
= 3 , (6.38)
0 sin?6 sin? 6 0
sin® 0 0 0  (1+cosh)?

se sigue teniendo C' = 0 V 6 (de acuerdo a la Ec. (6.24)), ya que el estado es una
combinacién convexa de DS’s p,,(6).

Sin embargo, la Ec. (6.38) conduce a una estimacion correcta de la negatividad
arriba-abajo (6.27) para y < 1,

1
= §sin26 (x<1), (6.39)

la cual proporciona una excelente descripcion del resultado exacto para €2 grande,
como puede verse en el panel inferior de la Fig. 6.5. Notar que (6.39) es més pequenio
que el resultado derivado directamente de MF sin proyectar (o sea de pp,(0) =
1pq(0)) (Wpqg(0)]), que conduce a Ni(0) = [sinf|(1 + 3|sind)]), ya que esta tGltima
incluye términos que conectan estados con diferente paridad P, (términos que son
borrados en una proyeccion bésica).

La Ec. (6.39) falla solo en el limite isotropico x — 1, donde es necesario considerar
la proyeccién a buen S,. El efecto principal de esta proyeccion es el de cancelar el
término (spysq) = :sin®6 en (6.38), dejando esencialmente inalterado (s,ysq_).
Esto lleva a obtener la mitad de lo obtenido en (6.39):

1
= 1 sin?f  (x=1), (6.40)

que esté en concordancia con el resultado exacto, como puede verse en la Fig. 6.5.
De hecho, para 2 grande, la Ec. (6.11) implica k = (1 —v,/¢) y el resultado exacto
(6.28) se hace idéntico a la Ec. (6.40).

Finalmente, para x € (0,1), los dos estados (GS) de MF |¥,¢(£60)) se hacen GS
exactos para cualquier € finito en los puntos de separabilidad (6.26) (ver Apéndice
B.2). Sin embargo, el limite exacto de la entropia de un cuerpo en este punto sigue

dado por la Ec. (6.35) para ) grande, y es por tanto no nulo, ya que los limites

laterales del GS exacto tienen P, definido (ver préxima seccion).
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6.3.2. Campo medio proyectado a 5,

Un extraccion més rigurosa del entrelazamiento fermioénico en campo medio pue-
de conseguirse mediante estados con paridad P, exactamente restaurada:
_ [ Wme(0)) £ [Vt (—0))
2(1 £ cos® 0)
donde |U,,¢(#)) denota el estado (6.29) (paran-S =S5,)) ¥ |Umi(—0)) = P.|Ume(0)).

Notese que aqui se estd proyectando a buena paridad después de realizar la minimi-

W) : (6.41)

zacion en 6. Si se desprecia el overlap (W,¢(—0)|Wne(0)) = cos® 6 y otros términos
de orden similar (que se hacen muy pequenios para Q y 6 no demasiado pequenios),
la matriz densidad de un cuerpo p® y el estado reducido p,, de los estados (6.41)
estan dados precisamente por las Ecs. (6.34) y (6.38).

Sin embargo, es también posible derivar las expresiones exactas proyectadas. Las
contracciones derivadas de los estados (6.41) son <c;fmcql,)i = OpgOw fj[ para p, v = =,
donde f son las ocupaciones promedio proyectadas

1= 1—vcos (1 Fvcos? 1o
v 2 1+ cos® 6

(6.42)

que satisfacen ff + f* = 1. Luego estos estados conducen a una matriz densidad de

un cuerpo con {2 bloques idénticos en la diagonal

fi 0
pE = (J ff) . (6.43)

. . + : . . 1—vcosf
Como la diferencia entre f;* y las ocupaciones promedio sin proyectar ~—°= de

la Ec. (6.34) es O(cos™ 1), la entropfa de un cuerpo exacta determinada por los
estados (6.41),

By = —2Q(fE log, f£ + f*log, ), (6.44)
es muy cercana al resultado de MF diagonal (6.35) si Q y 6 no son demasiado
pequenos.

El entrelazamiento arriba-abajo determinado por los estados (6.41) puede ser
también evaluado exactamente: los coeficientes correspondientes normalizados en la

expansion (6.8) son simplemente

CE(0) = \/ Tt C(0), (6.45)

con Ck () los coeficientes de MF (6.36), y conducen a
Ef-=-Q (Z f*log, HT9> —logy 1r2ay - (6.46)
=+
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Incluso si se ignoran términos de orden O(cos®#), se obtiene una reducciéon
—log,2 = —1 respecto a (6.37) debido a la proyeccion a buena paridad de S,
que implica una dispersion sobre la mitad del nimero total de estados. Esta reduc-
cion explica la pequena diferencia entre la mitad de la entropia de un cuerpo exacta
y la aproximada que se observa en la Fig. 6.2 para y < 1. En particular, el entre-
lazamiento arriba-abajo es maximo para 6 = /2 (v, /e — 00), en cuyo caso (6.46)
implica £~ = Q — 1, mientras que (6.37) lleva a £t~ = Q. Una interpretacion
alternativa de esta reduccion es que, mientras en MF no proyectado Alice (niveles
inferiores) y Bob (niveles superiores) comparten en este caso ) pares de qubits ma-
ximamente entrelazados, en el estado proyectado el tltimo par no es independiente
ya que queda determinado por la restriccion de paridad definida, reduciéndose el
E*~ en una unidad. Por otro lado, se requiere de la proyeccién completa a S, para
obtener resultados precisos para x = 1, lo que conduciria a los resultados exactos de
la Ec. (6.16).

El estado reducido de cuatro modos p,, derivado del estado (6.41) tiene la forma
(6.20) con elementos (v = %)

( > sin?0 /14 cos® 26
SpuSay =
progv/E 4 14 cos? 0
sinf [1F cos? 24
<8PVSQ*V>i = 4 < 1+ COSQG ) = <7/lp1’n(1*1’>i (647)
( ) 1 ( > cosf (14 cost 240
Ny Ny = — — (S,,5—y )
poltar)i = 5 = Spfevle T 57\ T 00 g

A diferencia de (6.38), este estado lleva por medio de las expresiones anteriores a

una concurrencia fermiénica pequena pero no nula

cos24

i
C+(0) = sin 9—1 Tl

(6.48)

que es paralela (antiparalela) para paridad de S, positiva (negativa). Sin embargo es
muy pequena a menos que {2 y # sean lo suficientemente pequenos. En un tratamiento
proyectado después de variar (estado (6.41)), 8 = 0 para v, < € y (6.48) implica
una concurrencia apreciable solo en un intervalo pequeno después de la transiciéon
de fase en v, = ¢, donde 6 sigue siendo pequeno pero distinto de cero.

Para v, < e, es posible mejorar los resultados previos proyectando antes de la
variacion, es decir, determinando 6 (y P,) a través de la minimizacion de (U= |H|¥*)
con |U¥) el estado ya proyectado. En este caso 6 seré distinto de cero V v, > 0y (6.48)

conduciré a valores de concurrencia apreciables en la region normal (0 < v, < €),
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QC/2

Vil €

Figura 6.6: Comparacion entre los resultados exactos para la concurrencia fermiénica
para y =0y x = 0,5 con €2 = 50, y los obtenidos con aproximacion MF proyectado
a buena paridad de S,, antes de la variacion (PMFV).

donde # se mantiene pequeno. Como puede verse en la Fig. 6.6, los resultados obte-
nidos son precisos para v, /e < 1, aunque para v, > €, f aumenta y la concurrencia
(6.48) se hace pequena para €2 apreciable, ya que p,, se convierte esencialmente en

una mezcla convexa de DSs.

Por otro lado, la negatividad arriba-abajo determinada por los elementos (6.47),

.9
T _ sin” ¢ 4
Ny 2(1 £ cos6)’ (6.49)

muy cercana a los resultados previos (6.39) derivados de (6.38) para €2 y 6 aprecia-

bles, proporcionando asi una descripciéon correcta para xy < 1.

Como comentario final, puede verse que los estados proyectados (6.41) coinciden
con los limites laterales exactos del GS en los puntos de separabilidad (6.26) V
2. Como se ha visto, estos estados conducen a entropia de un cuerpo S*F finita (y
también entropia arriba-abajo ET~ y negatividad A"~ finitas), que no se anula para
Q2 grande, en contraste con la concurrencia fermionica asociada (6.48). Entonces,
para ) no muy pequeno, este punto sera detectable solo por la concurrencia, como

se verifica en la Fig. 6.2 (ver también Apéndice B.2).

86



Capitulo 6. Modelo de Lipkin

6.3.3. Campo medio mas RPA

Para obtener una buena descripcién analitica de la concurrencia para €2 grande,
es necesario utilizar al menos una aproximacién de orden superior a campo medio
tal como RPA (Random-Phase Approxzimation) [90], equivalente a una bosonizacion
de primer orden de Holstein-Primakoff del Hamiltoniano alrededor de la solucion
de MF (ver |90] y también [92, 93, 98| y [94, 99]). Puede ser implementado con un
simple mapeo aproximado de operadores colectivos de spin a operadores bosénicos.

Para 0 < v, < e (y |x| < 1) este mapeo es de la forma
S, = Vb, S —=Vab, S, —bb—Q/2,

donde se impone la condicién bosénica [b, b'] = 1. Es valido cuando (S.) es cercano a
—€ /2, es decir en la fase normal de MF v, < ¢, donde el vacio |0) de b se corresponde

con el GS sin perturbar |Ug). Esto lleva a un Hamiltoniano bosonico cuadratico

aproximado:
H-Ey—H, = (c—w)blb— g(W +1?)
= 'ty - # , (6.50)

donde Ey = (Uo|H|Wy), w =WQ, v=VQ, yV =ab— Bb es el operador bosoénico

normal final, con (§) = N (W ¥V T=a2—p2=1)y

A= VE— w2 = = \f(e —u)(e — ), (6.51)

su energia, donde v, = xv,. E1 GS |¥) es aproximado por el vacio |[0) = a exp [%bﬂ] |0)

de b', que conduce a su vez a (b*) = af = %, (b'b) = 5% y por ende a (S,)? ~ &

X7 20
(S.) ~ % — /2. Con estos valores, es posible estimar la concurrencia a través
de la Ec. (6.24), que para {2 grande lleva a la expresion asintotica
1-X(—-w
C~ Q/< 7 y), O0<v, <e. (6.52)

Este valor se corresponde con una concurrencia de tipo paralelo (fase normal) [93,
94].

Para v, > ¢, la bosonizacion debe hacerse alrededor del estado de MF con ruptura
de paridad |¥,¢) de la Ec. (6.29), que va a corresponder al vacio bosénico inicial, y

aplicado a los operadores rotados S’,, S’. Esto implica

/
H—E\—H = (&—w)bb— %(bT2 +b?)
e —w =N

= \No''y — :
2

(6.53)

87



Capitulo 6. Modelo de Lipkin

donde E} = (V| H| W), cost = /vy, e = ecost, w' = (v,(3cos? 0 — 2) +v,)/2,
/

v = (vycos? 0 —v,)/2y
N = |sinf)y /v (ve —v,). (6.54)

La expresion final para la concurrencia asintotica es

1-X/(vz—vy)

C%{Ty , €<, <e/yX (6.55)
—(vg—vy) /N :
= Q_]_y)/ y Uz > 5/ﬂ

donde la formula superior (inferior) se corresponde con la concurrencia paralela
(antiparalela), con la transicion entre ambas ocurriendo justamente en el punto de
separabilidad (6.26) [94, 96]. En este punto v' = 0y X' = v, — v,, implicando una
concurrencia de RPA nula, en concordancia con el resultado exacto para {2 grande.
Ademas, en este mismo punto ¢/ —w’ = X y ¥ = b, dejando el vacio bosbnico sin
alterar, es decir, es el GS de MF. Por ende, la separabilidad es detectada directa y
exactamente en RPA. Para —v, < v, < 0 (es decir —1 < x < 0), la concurrencia
es paralela y se tiene solo la ecuacion superior de (6.55) (V v, > ¢). Las expresiones
(6.52)—(6.55) logran dar una excelente descripcion de la concurrencia fermionica para
todo —1 < y < 1 y tanto para v, < £ como para v, > € en el caso de {2 apreciable,
como se verifica en Fig. 6.7.

Es posible mejorar aiin més estos resultados para sistemas finitos considerando
el estado fermioénico correspondiente al vacio bosonico |0'). Para v, < ¢, tal estado

tiene la forma

[Whpa) ox exp[752] W) (6.56)

donde Sy =3 cL +Cp—. El parametro v puede obtenerse de RPA (v = %) 0 ser
obtenido variacionalmente. Puede mostrarse explicitamente que (6.56) tiene paridad
de S, definida y no es un DS, es decir que tiene correlaciones fermioénicas.

Para v, > € se pueden reemplazar |¥,) — |¥(0)) y Sy — S’ en (6.56), con
|W(#)) el estado de MF (6.29), llevando a un estado |Ugpa (#)). Ademas, en este caso
se puede considerar la restauracion de paridad S,, que lleva a un estado de RPA
proyectado

[Wpa) o [Wipa (60)) £ [ Wrpa(=0)) (6.57)

Los resultados obtenidos de esta forma son muy precisos para todo v, y tamano,
como se verifica en la Fig. 6.7, y se acercan a los valores (6.55) para €2 grande. Para
X = 1, se debe usar la proyecciéon a buen S, que en este modelo conducira a los GS

exactos |K).
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1.0 x=0.5
0.8F Exact
PRPA — — -
~ 0.6} ARPA
'®)
c
0.4F
o2t / //f
0.0 — : :
0 1 2 3 4 5
VylE
1.0 e
0.8} Exact
PRPA — — =
~ 0.6} ARPA
&
04F /
0.2k /
0.0L .
0 1 2 3 4 5

VylE

Figura 6.7: Comparacion entre los resultados exactos y aproximados de RPA para la
concurrencia fermiénica en dos anisotropias diferentes y €2 = 50 fermiones. Se mues-
tran resultados para las dos expresiones analiticas (6.52), (6.55) (ARPA), validas
para ) grande, y los resultados de € finito derivados de los estados (6.56)—(6.57)
(PRPA).
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Entrelazamiento de un cuerpo como

recurso cuantico

Las teorias de recurso cuanticas (QRT) [39, 40| describen procesos de informa-
cion cuantica bajo un conjunto restringido de operaciones. La teoria estandar de
entrelazamiento en sistemas distinguibles es una de ellas, asi como la termodina-
mica cuantica [42, 43|, coherencia [44, 45], no-localidad [46] y no-Gaussianidad [47]

entre otras.

En la teoria de entrelazamiento estandar se considera un sistema cuantico multi-
partito compartido por partes distantes. Cada parte puede hacer operaciones locales
(en su propio subsistema) y pueden comunicarse entre si mediante canales clasicos
[100]. Con estas restricciones surge naturalmente el conjunto de operaciones loca-
les y comunicacion clasica (LOCC) como el conjunto de operaciones libres de la
teoria, de donde se deduce que los estados libres son el conjunto de estados sepa-
rables. En el caso fermidnico, ignorar las correlaciones de antisimetrizacion define a
los Determinantes de Slater (DSs) y sus combinaciones convexas como el conjunto
de estados libres S, y se busca el conjunto de operaciones libres O consistentes con

este conjunto.

Con este objetivo, se define en primer lugar una relaciéon de orden parcial en el
espacio de Fock F del sistema, basado en que tan mezclada se encuentra la matriz
densidad de un cuerpo p), que determina cuando un estado fermiénico puro puede
ser considerado més entrelazado que otro. Este entrelazamiento de un cuerpo puede
pensarse en forma bipartita, separando entre la matriz de un cuerpo y la de N — 1
cuerpos, que son isoespectrales para estados puros con N fijo. Luego se define una
clase de operaciones consistentes con S y el orden parcial, a través de relaciones de
mayorizaciéon que deben ser cumplidas por las SPDMs inicial y final, lo que asegura

que el entrelazamiento de un cuerpo no crece al aplicar estas operaciones. Se muestra
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también que las operaciones de Optica lineal fermionica (FLO) [55-57|, que incluyen
transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de ocupacion en el espacio de
una particula, estan contenidas dentro de estas operaciones. El entrelazamiento de
un cuerpo cumple entonces el rol de un recurso en una teoria donde S es el conjunto
convexo de determinantes de Slater y O el de las operaciones FLO. Se discuten
también posibles extensiones del conjunto de operaciones libres y la conexion de
este recurso con modelos de computacion cuantica. Los resultados de este capitulo

originaron el trabajo [3].

7.1. Formalismo

7.1.1. Mayorizacién en el espacio SP

Se considera nuevamente un espacio de una particula (SP) H de dimension finita
n y un conjunto de operadores de creacion y destruccion fermionica cL, ¢ asociados
con una base ortogonal de H y que satisfacen las relaciones de anticonmutacion
{ex, e} = s, {ew ewy = {cf e} = 0.

El grado de mezcla de un estado puede caracterizarse de manera rigurosa me-
diante relaciones de mayorizacion |64, 101-103|. Para estados |¥), |®) con el mismo

nimero fermiénico N = Tr p,(l,l) =Tr pg ), se dice que |¥) es no menos entrelazado

G ) , 1 -
en un cuerpo que |P) si p&,) es mds (o igualmente) mezclado que p‘(l)), es decir si sus
autovalores A = (Aq,..., \,), ordenados en orden decreciente, satisfacen la relacion

de mayorizacion

1 1
Apy') < Apy)). (7.1)
es decir . -
SR <3N0 (7.2)
v=1 v=1
param =1,...,n — 1, e identidad para m = n. Luego los DSs son los estados con

menos entrelazamiento de un cuerpo, ya que su matriz de un cuerpo mayoriza cual-
quier otra p(!) con la misma traza. La relacién (7.1) es analoga a la impuesta por las
operaciones LOCC en estados reducidos de sistemas con componentes distinguibles,
que en el caso bipartito conducen al famoso teorema de Nielsen: |V 45) puede con-
vertirse mediante LOCC a |®4p5) (v por ende es menos entrelazado que |V 4p)) sii
su estado reducido satisface /\(pé(B)) =< /\(pé(B)) [102, 104]. Medidas locales reducen
la ignorancia acerca del estado del subsistema medido, disminuyendo la mezcla de

estados reducidos y por ende el entrelazamiento bipartito. Andlogamente, se va a
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mostrar que el entrelazamiento de un cuerpo decrece bajo operaciones que reducen

la ignorancia acerca de la matriz de un cuerpo.

7.1.2. Descomposicion de Schmidt asociada

El entrelazamiento de un cuerpo admite también una formulaciéon analoga a la
bipartita del caso distinguible: un estado puro |¥) de N fermiones (37, clex|¥) =

N|U)) puede expandirse como
1
v = 5 > Auckcllo) (7.3)
ki

donde C’lT = clT1 .. .clTNfl, I =1,...,(§"), son operadores que crean N — 1 fer-
miones en estados especificos de una particula etiquetados por [, y que satisfacen
(0]C,C}|0) = &y, mientras que los coeficientes Ay forman una matriz A de 1 x (")
que satisface TrAAT = N. Luego, cada término en (7.3) es un DS repetido N veces,

de forma tal que

e U) = AuCy0) (7.4)
l

es el estado no normalizado del resto de los fermiones cuando el estado de una

particula k esta ocupado, mientras que
Cil¥) = (=)' " Act|0) (7.5)
k

es el de los fermiones faltantes cuando el estado de N — 1 particulas [ esta ocupado.
De esta manera, (U|¥) = +TrAAT = 1. Ademas, las Ecs. (7.4)-(7.5) permiten

expresar los elementos de p(M) y de p¥ =1 en términos de A como

pW = (el e W) = (AAT) e | (7.6)
oV = (|CICW) = (ATA ) (7.7)

Las ecuaciones (7.6)-(7.7) son anélogas a las de estados reducidos p¥®) en sistemas
puros bipartitos distinguibles [W4p) = >, ; Cjjlia, jp), donde pa = (i) (ial) =
(CCNiir, pfr = (175) (Bl) = (CTC*);; [6]. La tnica diferencia es ahora que Tr pa(p) =
Tr CCT = 1 mientras que Tr pM = Tr pV=1) = N

Luego las ecuaciones (7.6)-(7.7) implican que tanto p® como p™=1

tienen
los mismos autovalores no nulos A,, que son las raices de los valores singulares
de A. Ademas, mediante la descomposiciéon en valores singulares A = UDVT, con

D, = /A6, y U,V matrices unitarias (de nxny (") X (y™ ) respectivamente),
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se puede obtener a partir de (7.3) la descomposicion de Schmidt 1-(N —1) del estado

de N fermiones:
= —Z Vel Chlo (7.8)

donde

o => Unc, . Cl=> vpcf (7.9)
l

k
son los operadores de creacion y destruccion “naturales” para 1 y N — 1 fermiones,

que satisfacen

(Oleycl 10y = 6, = (0|C,CT|0). (7.10)
(U|cl e, | W) NS = (U|CTC, W) . (7.11)

Luego,
c|W) =/ NCH0Y,  C,|¥) = (=1)V "t/ Al |0), (7.12)

es decir que los estados ortogonales naturales de N — 1 fermiones Cf|0) son aquellos
de los fermiones restantes cuando el orbital natural de una particula v esta ocupado,
mientras que ¢/ |[¥) son los estados ortogonales de los fermiones restantes cuando el
estado natural de N — 1 fermiones C|0) (que no es mas un DS) est4 ocupado. Con-
secuentemente, en un estado de NN fermiones, el entrelazamiento de un cuerpo es en
realidad un entrelazamiento entre 1-(/NV — 1) cuerpos, asociados con las correlaciones
entre observables de 1-(N — 1) cuerpos.

En el caso de un DS |¥) = (T[._, ¢1)]0), A, = 1 (0) para v < N (> N), con
Cl o Hfl\;y ¢!, tal que ¢/ CF|0) = |¥) para v < N. Por otro lado, para N = 2, la Ec.
(7.8) se convierte en en una descomposicion de Slater de un estado de dos fermiones
[22-24],

Z\/_CT o) = Z\/_ (e, Ch + ¢,C0) (7.13)

donde Cf = cl—,, C; = —cl. En este caso el entrelazamiento de un cuerpo esta
directamente relacionado con el de los conjuntos normales de modos v y v, que

contienen solamente un fermion cada uno (ver Sec. 7.3).

7.1.3. Entropias de entrelazamiento de un cuerpo

Una entropia general de entrelazamiento de un cuerpo E(|¥)) = ED(|¥)) =
S*P(|W)) se define como

E(|l9)) = S(py)) = S(p5 ), (7.14)
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donde S(pV) es una funciéon céncava de Schur [64, 103] de pM). Estas entropias van

a satisfacer

E(9) = E(|)), (7.15)

cuando se cumpla la relacion de mayorizacion de Ec. (7.1). Por ejemplo, entropias

basadas en la traza

S(pV) =Tef (V) =Y F(N) (7.16)

donde f : [0,1] — R es concava y satisface f(0) = f(1) = 0 [105], van a satisfacer
(7.15) con E(|V)) > 0V |V) v E(|V)) = 0 sii |[¥) es un DS. Un E(|V)) de este
tipo sera una medida monoétona del entrelazamiento de un cuerpo. Ejemplos de esto
son la entropia de Von Neumann p®, S(pM) = — 3 A, log, A, una cantidad de
interés en varios campos [106-110], y la entropia de un cuerpo que fue analizada
extensamente en capitulos anteriores [1, 31]. Es importante notar que la matriz
densidad de un cuerpo, y por ende cualquier medida (7.14), es en principio accesible
experimentalmente. Se han reportado recientemente medidas de estas matrices en
optical lattices [111].

Todas las medidas (7.14) pueden extenderse a a estados fermionicos mixtos
P=> DalVa) (Vs (7.17)

a través de sus extensiones convexas por conver roof E(p) = Min) p,E(|¥,)),
donde el minimo es sobre todas las posibles representaciones {p, > 0, |V,)} de p
[31]. Tal E(p) representa un entrelazamiento de un cuerpo de formacion, antulandose

sii p es una mezcla convexa de DSs.

7.2. Operaciones no generadoras de entrelazamien-

to de un cuerpo (ONG)

7.2.1. Definiciones y propiedades basicas

Se define a continuacién una clase de operaciones que no genera entrelazamiento
de un cuerpo, es decir que no aumenta, en promedio, el grado de mezcla de la matriz
de un cuerpo.

o o, . T . P .
Definiciéon 1. Sea ¢(p) = Z]‘ K;pK; una operacion cudntica en un estado

fermidnico p, con {Kj, >, IC;ICJ- = 1} un conjunto de operadores de Kraus que
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conservan el nimero de particulas. Sean p™ y pg.l) las matrices de un cuerpo de-
terminadas por p y p; = ICj,olC;r-/pj con {Kj, >, IC;[le = 1}, con p; = Tr[plC;le].
Se dice que € es no generadora de entrelazamiento de un cuerpo (One-body non ge-
nerating: ONG) si admite un conjunto de operadores de Kraus {K;} tales que ¥ p

satisfacen la relacion
ApV) <D pi M) (7.18)
J

donde los autovalores )\(pgl)) estdn ordenados en orden decreciente.

Esta relacion de mayorizacion es analoga a la que satisfacen los estados reducidos
locales bajo operaciones locales en la teoria estandar de entrelazamiento [102], e
implica

S = S pAR) = Y S (). (7.19)

para cualquier entropia concava S(p)), como aquellas de la Ec. (7.16). Para estados
puros p = [V)(¥|, p; = |P;)(P;| es también puro Vj, con |®;) o IC;|V), v las Ecs.
(7.14), (7.19) implican

E(¥)) > ZPJE(\‘I%-)) > E(e([0){V])), (7.20)

mostrando que cualquier entropia monétona de un cuerpo (7.14) no aumenta, en pro-
medio, luego de aplicar operaciones ONG. En particular, si |¥) es un DS, E(|V)) =0
y la Ec. (7.20) implica que todos los estados |®;) o< IC;|¥) deben ser DSs o cero, es
decir todos los operadores de Kraus que cumplen (7.18) deben mapear estados libres
en estados libres. Para el entrelazamiento de formacion de un cuerpo de un estado

mixto general p, la Ec. (7.20) implica

E(p) = E(e(p)) (7.21)
ya que, usando la representaciéon minimizante,
E(p) =) paBE(1Va)) 2 Y pabaiE(0aj)) 2 E(e(p)) (7.22)
« a,j

También se desprende de (7.18) que el conjunto de ONG es convexo y cerrado bajo
composicion, es decir, A(p™) < > i pij)\(pgjl-)) para Ki; = KKy e(p) = *[%(p)].
Esta propiedad asegura que las operaciones ONG pueden ser aplicadas cualquier

nimero de veces en cualquier orden.

Proposicion 1. La conversion de un estado puro |¥) € F en otro estado puro |®) €
F mediante operaciones ONG es posible sii se satisface la relacion de mayorizacion

(7.1) para las matrices de un cuerpo correspondientes.
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Demostracion. La conversion de estados consistird en una secuencia de operaciones
ONG, que puede resumirse en una tnica ONG debido a que el conjunto es cerrado
bajo composicién. Sea {K;} un conjunto asociado de operaciones de Kraus que
satisfacen (7.18). Luego de aplicar esta operacion, se tiene K;|¥) =, /p;|®) Vj, con
P = <\If]IC]T-ICj|\I/>, implicando p§-1) = p((pl) Vj y por ende se tiene la Ec. (7.1) cuando
se cumple (7.18). O

Entonces los estados maximamente entrelazados en un cuerpo son aquellos esta-
dos puros cuya matriz de un cuerpo mayoriza a las de cualquier otro estado. A causa
de (7.15), estos estados van a maximizar también F(|W)) para cualquier eleccion de
S. Para ntimero fijo de fermiones N > 2 y dimensiéon de SP n = mN, son estados

que conducen a

p(l) = n/ma (7'23)

para los cuales cualquier eleccion de base es natural. Para m entero, dicho estado

emerge, por ejemplo, de estados tipo GHZ:

m—1 n
1 1

1 1 — E
¥) = — ZEZO CNit1 - - - Chign|0) Nym L clCl10) . (7.24)

vm

que conduce a (clc,/) = 6,,,/m.

7.2.2. Optica lineal fermiénica como ONG

Se muestra ahora que operaciones FLO con conservacién de ntimero de parti-
culas [55-57|, que incluyen transformaciones unitarias de un cuerpo y medidas de
ocupaciéon de un modo de una particula, estdn incluidas en el conjunto de ONG. En
primer lugar, cualquier transformaciéon unitaria de un cuerpo que conserve nimero
de particulas

U = exp [—i Z Hk/kcz/ck] , (7.25)

e,k
con UUT = 1 (H' = H) es obviamente ONG, ya que UciU!t = > Upicl,, con
U = e va a mapear la matriz de un cuerpo como p¥ — UfTpMU, dejando sus
autovalores idénticos (y transformando por tanto DSs en DSs). Puede implementar-
se mediante una composicion de unitarias de phaseshifting y beamsplitters [55-57|
Uy(p) = e~ivcler Uy (0) = e (CLC’C/JFCL/C’C), que son los elementos unitarios bésicos del

conjunto de operaciones FLO.
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NSO D<PACS S +PACS o)

Figura 7.1: Medida de ocupacioén de un modo fermiénico k. Reduce (o no aumenta),
en promedio, el grado de mezcla de la matriz de un cuerpo p* (con A el espectro)

y por tanto el entrelazamiento de un cuerpo.

Las operaciones FLO incluyen también medidas de ocupaciéon de modos de una

particula, descriptos por proyectores
Py = czck, Pr. = ckc,t, (7.26)

que satisfacen P, + Pr = 1, y que fueron ya utilizados en 4.2.1 en la definicion
de la entropia de un cuerpo. Se muestra ahora explicitamente el siguiente resultado

fundamental.

Teorema 7.2.1. La medida de ocupacion de un estado de una particula |k) = c}|0) €
H, descripta por los operadores (7.26), es una operacion ONG.

Demostracion. Se considera un estado fermionico puro general |¥) con matriz den-

1 (1)

sidad de un cuerpo p™. Sean Pr plg las matrices de un cuerpo luego de hallar el

modo |k) ocupado o vacio respectivamente, determinado por los estados

(Vi) = PulV) /o, [W5) = Pr[V)/ v/ (7.27)

con pr = (V|P|¥) = 1 — p; la probabilidad de que el modo k esté ocupado y pj.
Luego

W) = VPelVe) + VDl V) - (7.28)

Se probaré ahora la relacion (7.18), es decir

A(PV) < o () + me(oy) (7.29)
Si el estado medido |k) es un orbital natural tal que (c}ic;«} = PrOprr CON P = Ap UN

autovalor de pM, la Ec. (7.29) es directa: En este caso (7.28) conduce a

(1) (1)

PV = proy) + pepl (7.30)
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ya que (Wylch, cp|Ug) = pi(1— 1) (chew) = 0V K, K”. La Ec. (7.30) implica (7.29)
pues A(A + B) < A(A) + A(B) para cualquiera de las dos matrices hermiticas A y
B de n x n [102]. Este caso incluye el caso trivial de py = 1 6 0, donde |¥) = |Uy)
6 |¥z) (en lo siguiente se considera py € (0,1)).

En otro caso, deja de valer la Ec. (7.30). Sin embargo, como (U|cl, cp|¥z) = 0
para dos estados cualquiera de una particula |k'), |k”) ortogonales a |k), la Ec.
(7.28) implica, para cualquier subespacio de una particula S; C H ortogonal al

estado medido |k),

1 1
PS5 = proka, +prold, (7.31)

1)
k(k)
es el proyector asociado. Este resultado es esperable, ya que la medida es externa a
81 (s [K;,0]=0Vj= Tr[pO] =Tr3_; IijIC;O = >_; piTr[p;0]; para K; = Py
y O = cl,cp con k' K ortogonal a k, este resultado implica la Ec. (7.31)). Y para

donde pgj = Ps, pVPs vy p,(:(%)sl son las restricciones de pM y pr 2 a Sy, y Ps,

cualquier S C H que contiene al estado |k), se tiene, como (Wy|cl,cu|¥7) = 0 para

k' =k 6 k' ortogonal a k,

Tr p§ = Tr [prpfd + Pipyal - (7.32)

Se puede probar ahora la desigualdad m—ésima en (7.29),

Sl <3 () + (L)) (7.33)
v=1 v=1
Sea S,, C H el subespacio formado por los primeros m autoestados de p), tal
que Ay(pgi) A (p) para v < m y por ende Trpg) =37 A(pW). Si S, es
ortogonal a |k) o lo contiene completamente, las Ecs. (7.31) 6 (7.32) valen para
S = S, implicando (7.33) ya que Tr pl(c(k)s < ST A (pk(k)) por el principio del
méaximo de Ky Fan' [102].
En caso contrario, se agrega a S,, la componente |k, ) de |k) ortogonal a S,,,
obteniéndose asi un subespacio m + 1 dimensional S, donde sigue valiendo la Ec.

(7.32) y A\, (ps, ) = A(pM) para v < m. Se prueba en el Apéndice C.1 que los

autovalores restantes mas pequenos satisfacen

Ans1(05)) = Prdmia (0, ) + Pidmia (g, ) - (7.34)

'Ky Fan: los m autovalores més grandes )\, de una matriz hermitica O satisfacen S A >
TrP,,0 = > | A, para cualquier proyector ortogonal P de rango m, con X, los autovalores

ordenados de P}, OP;,
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Luego S A, (pM) <> pk)\l,(p,%);,) + ppAy (pks/ ) debido a la conservacion
de la traza (7.32) para S = S,,, que implica la Ec. (7.33) debido a la desigualdad de
Ky Fan. Esto completa la prueba para estados puros. En el Apéndice C.2 se muestra
explicitamente que estas medidas mapean DSs en DSs, como se implica en la Ec.
(7.29).

La demostraciéon anterior muestra la relaciéon general

A(PS) < P (PL) + P (pLl) (7.35)

valida para las restricciones de pM a cualquier subespacio S C H, que conten—
ga o sea ortogonal al estado medido |k) ([Ps, |k){k|] = 0). El estado Ps va a
quedar determinado por el estado mixto reducido ps = Trs, |V)(¥| que satisface
(V|Os|¥) = Trps Os para cualquier operador Os que involucre solo operadores
de creacion y destruccion de estados de una particula S (ver Apéndice C.1). La Ec.
(7.35) muestra que (7.29) vale para estados fermidnicos miztos generales p (asumien-

do conmutaciéon con el operador de niimero fermiénico N = chk o con el operador

de paridad etV ), ya que pueden ser purificados y vistos como estados reducidos ps

de un estado fermiénico puro |¥) en un espacio aumentado (Ec. (C.5) en Apéndice

C.1). m

7.2.3. Medidas ONG y operadores mas generales

Componiendo medidas (7.26) se pueden obtener medidas més complejas que
satisfacen también (7.18). En particular, una medida en una base de DSs, que es
obviamente ONG, resulta de la composicion de todas las medidas { Py, P;} en una
base de SP dada. Puede considerarse también la extension de operaciones libres mas
alla de las medidas FLO estandar consideradas. La demostracion del teorema 7.2.1

puede extenderse a medidas de un modo mas generales:

Corolario 1. Una medida general de un modo de una particula k descripta por los

operadores

My =aPy+Pr, Mzp=~vPr+0dPz, (7.36)

donde ./\/ll/\/lk—l—./\/l%./\/l 1 (Jaf*+|v|? = |82 +|6]> = 1), es también una operacion
ONG.

La demostraci()n estd dada en el Apéndice C.1 e implica que la Ec. (7.29) se

satisface para pk ) la matriz de un cuerpo obtenida de \\If > o Myl ¥) v pe —
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Pl = <\I/|MLM;€|\I/> = 1—pj. Este resultado implica que cualquier par de operadores
de Kraus M y Mj para la medida de ocupacion

e(p) = PrpPr + PrpPr = MkpML + /\/l,;,pME (7.37)

serd también una operacion ONG, ya que son casos particulares de (7.36) (af* +

ap
v 4

Es posible también considerar operaciones que no conservan el ntimero fermiénico

v0* =0, es decir () unitario).
N pero que generan estados con numero definido de particulas al aplicarse sobre tales
estados. En este caso es necesario extender la nocion de orden parcial (7.1) a estados
con distinto nimero de particulas. La Ec. (7.1) implica una relacién de mayorizacion
similar (ver Apéndice C.3)

A(DY) < A(DY) (7.38)

para los autovalores ordenados de la matriz de un cuerpo extendida de 2n x 2n,

(1) 0
DY = pM @ (1 — pMT) = (p > , (7.39)
0 1 — p(l)T

con espectro (A(p™M),1—X(pM)) y elementos (cl,¢x), (cwel), cuya traza Tr DM = p
esta fijada por la dimension del espacio de una particula y es independiente de N.
Para estados generales, se dice que |¥) es no menos entrelazado que |®) si se
cumple la Ec. (7.38). Vale la pena notar que todos los DSs conducen al mismo
espectro de autovalores ordenados A(D(), independientemente de N, siendo todos
ellos los estados con menor entrelazamiento, con (D)% = DM sii |¥) es un DS. De
manera similar, la Ec. (7.18) implica, para operaciones ONG, que conservan nimero

de particulas
A(DD) <3 " p A (7.40)
J

para las matrices extendidas. Se dice entonces que una operaciéon que no conserva
nimero fermiénico es ONG si admite un conjunto de operadores de Kraus K; tal que
se satisface (7.40). La Prop. 1 sigue siendo vélida para operaciones ONG generales
remplazando (7.1) por (7.38). Todas las propiedades anteriores satisfechas por las

entropias (7.14) se extienden a las entropias
E(|¥)) = S(DWY), (7.41)

con Trf(DW) = Trf(pV) + Trf(1 — p™M). En particular, la entropia de un cuerpo

se convierte en la entropia de Von Neumann para DV, Estados con entrelazamiento
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de un cuerpo méximo son ahora aquellos que conducen a
DY = 1,,/2, (7.42)

que van a maximizar todas las entropias (7.41). A modo de ejemplo basta considerar
los estados GHZ mencionados previamente (7.24) en el caso medio-lleno (m = 2,
N=n/2>1).

El Teorema 1 implica entonces el siguiente resultado para la medida béasica con

operadores ¢, cL:

Corolario 2. Una medida en un inico modo k de una particula descripto por los
operadores ¢, y c,z, que satisface czck + ckc;r€ =1, es una operacion ONG:
ADD) < p XD + ppA(DY) . (7.43)

Aqui p, = <C£Ck> =1—pz, y DD, D](;;;) son las matrices de un cuerpo extendidas
determinadas por p, pi = ckpc}; /DY Pi = czpck /D Como estas densidades extendi-
das D,(:(;—C) tienen claramente el mismo espectro que aquellas obtenidas de PypPy/pr
y PepPi/pi, la Ec. (7.43) sigue directamente del Teorema 7.2.1 y de la Ec. (C.21).
Por otro lado, la medida bésica de ocupacion (7.26) previa es solo una composicion
de esta medida consigo misma (ver Apéndice C.3). Esta extension habilita consi-
derar entonces la operacion de agregar ancillas libres (DSs de N arbitrario) como
operaciones libres, ya que la misma no va a alterar el espectro de la matriz de un
cuerpo extendida D en el espacio completo de SP.

Vale la pena remarcar, sin embargo, que operaciones FLO “activas” generales,
es decir operaciones FLO que no conservan el ntimero de particulas (transformacio-
nes de Bogoliubov por ejemplo) pueden aumentar el entrelazamiento de un cuerpo
determinado por pM. No se discutiran estas operaciones aqui, se puede mencionar
que, si se consideran libres, se deberfa considerar el entrelazamiento de un cuerpo
generalizado determinado por la matriz densidad completa de cuasiparticulas D
(ver 3.25), que contiene las contracciones de los pares de creacion y destruccion. Este
entrelazamiento es invariante frente a transformaciones de Bogoliubov y se hace nulo

sii |¥) es un vacio (o DS) de cuasiparticulas (ver Apéndice C.3).

7.3. Entrelazamiento de un cuerpo como recurso

La identificacion de operaciones FLLO que conservan el ntimero de particulas como

ONG, implica que DSs se mapean a DSs, como se muestra en el Apéndice C.2. Esta

102



Capitulo 7. Entrelazamiento de un cuerpo como recurso cuantico

es la explicacion a porqué modelos de computaciéon cuantica de estados puros con
FLO pueden ser simulados de forma clésica eficientemente [112]. Esto se consigue
tomando elementos de matrices de unitarias libres y deduciendo las probabilidades
de los posibles resultados de las medidas a partir de los overlaps (¥|®) entre DSs, que
pueden a su vez ser computadas en tiempos polinomiales a través de un determinante
[55].

Por el contrario, la medida simultaneas de ocupacion de dos modos de SP k y &/,
descriptas por operadores { My = P3P, My = P Pr + PePi, Mo = PpPy }, 1n0 es
libre, ya que M; puede mapear un DS a un estado con ntimero de Slater 2 [112], es
decir a un estado con entrelazamiento de un cuerpo. Una medida similar con m po-
sibles resultados puede devolver un estado con ntimero de Slater exponencialmente
grande (2™) [112], cuyos valores de expectacion serfan dificiles de evaluar clésica-
mente. En [113] esta operacion se identifica con una medida de deteccion de carga en
un sistema de electrones libres, mostrando que es posible construir una compuerta
CNOT con beamsplitters, rotaciones de spin y detecciéon de carga. El conjunto ex-
tendido de FLO + deteccion de carga habilita entonces computacion cuantica. Si el
poder computacional de este modelo se conecta con un recurso cuantico, lo estados
y operaciones libres serfan S y O respectivamente, y los resultados aqui derivados
implican que el entrelazamiento de un cuerpo seria un recurso asociado.

El entrelazamiento de un cuerpo puede también considerarse un recurso para el
entrelazamiento de modos. En particular, el entrelazamiento de modos con nimero
definido de particulas N o paridad definida ™ de cada lado requiere entrelazamien-
to de un cuerpo [3]. Un primer ejemplo puede verse en la forma normal (7.13) para un
estado general de dos fermiones [22-24], donde el entrelazamiento entre los modos k
(A) y k (B), que contienen un fermién cada uno, se conecta directamente con el entre-
lazamiento de un cuerpo: La entropia de entrelazamiento F(A, B) = S(pa) = S(pB)

de esta particion es simplemente
E(A,B)=)_f(\) =3E(T)) (7.44)

para cualquier entropia S(p) = Tr f(p), donde E(|¥)) = S(p™)) es el entrelazamiento
de un cuerpo correspondiente a (7.14) (como (che,) = (chew) = Moy, (chew) =
0). En particular, cualquier estado entrelazado en un cuerpo de dos fermiones en
un espacio de SP de dimension 4 puede verse como un estado entrelazado de dos
qubits distinguibles, permitiendo entonces la realizacion de tareas como teleportacion
cuantica [83]. En este caso, el entrelazamiento de un cuerpo indica una cota inferior

para cualquier entrelazamiento bipartito de modos [83].
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Para un estado general fermiénico |¥) (con nimero o paridad de namero de
particulas fija) se muestra ahora que el entrelazamiento de un cuerpo es siempre
necesario para tener entrelazamiento bipartito de modos E(A, B) > 0 con nimero
o paridad de nimero de particulas definida de cada lado A, B:

En este caso, y asumiendo que el lado A (B) se corresponde con un subespacio
Ha (Hp) del espacio de SP H = H & Hp, la matriz de un cuerpo toma la forma

diagonal en bloques p™") = p4 @ pp, es decir,

» @

1 A

p = 7.45
0 (1) ( )

ya que para ky € Ha, kg € Hp, CLACkB conecta estados con paridad diferente
de cada lado y por tanto <cJ,LAckB) = 0 en este estado. Luego, si |¥) es un DS,
(p1)? = pM | implicando (,()(Al()B))2 = p(Al()B), es decir, el estado de cada lado debe ser
un DS y no hay directamente entrelazamiento A — B. Por ejemplo, un estado de un
fermion \/LE(CLA + C};B)|0> implica entrelazamiento entre A y B, pero involucrando 0
y 1 fermion de cada lado, es decir no hay paridad local definida. Por el contrario,
W) = \%(CLACLB + CL/ACZ%)|O> conduce a entrelazamiento entre A y B con nimero
fermionico fijo (y por tanto paridad) de cada lado, pero no es un DS ya que tiene
entrelazamiento de un cuerpo distinto de cero.

Expandiendo el estado en base de DS como [¥) = >_ | C, Al Bf|0), donde
Al = Hk(cLA)"’w, Bl = Hk(cLB)”kv involucra operadores de creacion solo en Hy y
H p respectivamente (con ny, )y = 0, 1y p, v etiquetando todos los posibles conjuntos
de numeros de ocupacién, tales que <0|AMAL,|0) = 8,0, (0|B,B0) = 6,,), se
obtienen estados con paridad definida de cada lado, correspondientes a (—1)2k ™
y (=1)Xx™ fijos para todo pu,v con C,, # 0. La matriz densidad reducida del
lado A es pa = ZW/(COT)W’AMOHOMM (y similarmente para pp; ver Apéndice
C.1), y hay entrelazamiento entre A y B cuando py4 tiene rango > 2, es decir que
el rango(C') > 2. En tal caso, argumentos anteriores muestran que |¥) no puede ser
un DS si el namero de fermiones o la paridad esta fija de un lado.

A causa de la regla de superseleccion de paridad [20, 114|, se requiere paridad
fija de cada lado para poder considerar combinaciones lineales arbitrarias de estados
locales, y por ende tener entrelazamiento completamente equivalente al caso distin-
guible. La condiciéon de nimero fijo de particulas de cada lado puede ser también
requerida si se consideran otras reglas de superselecciéon, como por ejemplo carga
fija.

Finalmente, se destaca que el entrelazamiento de un cuerpo puede vincularse
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también con el entrelazamiento multipartito en sistemas de constituyentes distin-
guibles. Se considera un sistema de N-partes con espacio de Hilbert £ = ®zj\il L;,
donde L; es el espacio de Hilbert del i-ésimo constituyente. Se considera tambien un
sistema de N fermiones con espacio de SP ‘H = @f\;l H;, tal que dim H; = dim L;.
Esto habilita la definicién de un isomorfismo ©; : £; — H,; entre estos dos espacios:
Cualquier estado puro separable en £, |S); = @Y, |¢:), con |¢;) € L, puede ser

mapeado a un DS
N

) = ([ [ el ,J10).= ©(15)2). (7.46)

i=1
donde 02 » crea un fermion en el estado ©;(|¢:)) € H..

El mapa © : £ — F es un isomorfismo entre L y el subespacio de F determinado
por el estado fermiénico con nimero de ocupaciéon N; = 1 en H; C H, es decir
nuevamente ntmero fijo de fermiones en cada parte. Luego, cualquier estado puro
|®) . del sistema multipartito es mapeado a un estado |¥) = O(|®),) en F. Es facil
verificar que en este caso la matriz de un cuerpo p*) determinada por |¥) se bloquea

Ccomo

o =D (7.47)

donde los elementos de la matriz p; son aquellos del estado reducido del subsistema @
asociado a |®) .. Luego monotonos de de entrelazamiento de un cuerpo se convierten
en E(|W)) = Tr f(p)) = 32, Tr f(p;), siendo equivalentes a la version multipartita
de la entropia de entrelazamiento lineal [34, 115-117] y constituyendo asi mon6tonos
para el entrelazamiento multipartito de la representacion de producto tensorial.

Esta conexion entre el entrelazamiento de un cuerpo y el entrelazamiento mul-
tipartito no es una sorpresa si se recuerda que operaciones locales en un sistema
multipartito no aumentan, en promedio, la mezcla de autovalores locales. La rela-
cion (7.47) implica entonces que estas operaciones no pueden aumentar el grado de
mezcla de la matriz de un cuerpo asociada a la representacion fermidnica, en concor-
dancia con la Ec. (7.1). Y cualquier unitaria local en la representacion de producto
tensorial puede ser implementada como una unitaria de un cuerpo en el sistema fer-
mionico, mientras que medidas locales proyectivas pueden realizarse como medidas
de ocupacion, ambas operaciones FLO que son ONG.

El overlap entre el entrelazamiento de un cuerpo y el multipartito, refuerza la idea
de que la primera pueda ser el recurso detrés del poder computacional del modelo
descripto en [113], ya que consiste en un mapeo de qubits a fermiones analogo al

mapa © definido anteriormente.
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Entrelazamiento de M cuerpos

En el presente capitulo se desarrolla la generalizacion de la formulacion bipartita
introducida en el capitulo anterior para el entrelazamiento de un cuerpo. Se consi-
deran operadores en el espacio fermionico de Fock que crean estados generales de
M-fermiones y que seran usados para mostrar que un estado general de N fermiones
puede siempre ser escrito como forma bipartita de M < N y N — M fermiones.
Esta representacion bipartita se conecta con las definiciones de las matrices densi-
dad (MDs) reducidas de M y N — M cuerpos [118-120] de forma similar a lo que
se observa para estados bipartitos de componentes distinguibles. La descomposicion
simil-Schmidt del tipo (M, N — M) resultante determina la forma diagonal de estas

MDs, implicando que comparten los mismos autovalores no nulos.

Extendiendo la analogia, se propone vincular las correlaciones entre los observa-
bles de M y N — M-cuerpos, que se define como entrelazamiento de M -cuerpos, con
el grado de mezcla de la MD de M-cuerpos, medido a través de las relaciones de
mayorizacion de sus autovalores. Se introduce una familia de medidas entropicas de
estas correlaciones y se muestra que existe una clase de operaciones que no aumentan
en promedio este grado de mezcla en ningtn estado de N fermiones. Finalmente, se
demuestra la existencia de una familia de mapas cuanticos que convierten estados
de N fermiones en estados bipartitos de M y N — M fermiones efectivamente dis-
tinguibles. Las conversiones realizadas con estos mapas son tales que la entropia de
entrelazamiento del estado bipartito final estd acotado superiormente por la entro-
pia de M cuerpos, asignandole a esta cantidad un claro significado operacional. Se
presentan también evaluaciones analiticas y numéricas del espectro de las matrices
densidad de M cuerpos para ciertos estados fermionicos fuertemente correlacionados.

Los resultados de este capitulo han originado el trabajo [4].
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8.1. Formalismo

8.1.1. Estados de N fermiones

Se define el operador de creacion de M-fermiones

Myt _ .t T
Ct=cl ... (8.1)
donde las etiquetas i1 < iy < ... < iy y & = (i1,...,ip) determinan todos los
( ]\[}) = ﬁim! conjuntos distintos de estados de M particulas ordenados de forma

creciente. Estos operadores satisfacen

0|t CUMT 0y = MM, (8.2)

A

> Cimicin (]]\\D (8:3)

donde N = > cj-cz- es el operador numero de fermiones y ( J\A}) es el operador que toma
el valor (]\]\;) en un estado de N fermiones ((Aj\;) W) = (AA/;) |0 para N|¥) = N|¥), con

A

(]f) =N, (g’) = Nng, etc.). La Ec. (8.3) es una generalizacion del operador numero,
representando el nimero de “compuestos de M-fermiones”. Los estados CMT|0) son
DSs y forman, para todo a« y 0 < M < D, una base ortonormal del espacio de Fock
2P_dimensional asociado a H.

Un estado puro normalizado |¥) de N fermiones (N|¥) = N|¥)) puede expan-

dirse en esta base como

1
7)) = > Tyl ..l 10) (8.4)
T il,ein
= Y ey, (8.5)
donde I';, ;, son los elementos de un tensor totalmente antisimétrico y FgN) =
(0|CC(1N)|\I/> =1y iy (para a = (iy,...,0,), i1 <iy <...<iy), con

1
Z|F(QN)|2 =N Z Tiy x> =1. (8.6)

U1, N

Luego, |I’$)LN)|2 = <\I/|C’C(XN)TC',(1N)|\I/> es la probabilidad de encontrar los N estados de
SP a ocupados en |U).
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8.1.2. La representacion (M, N — M) y la MD de M cuerpos

Para 0 < M < N puede reescribirse el estado (8.4) como

-1 M N—M
W) = (3) " D Tas CLV1C5 10), (8.7)
a,B
donde I"%) = F(%’N_M) viene dado por
M N-M
F(aﬂ) = <O|C,((3 )Ct(xM)|\I/> = Fil---ilel---ijlw ) (88)
para & = (i1,...,inr), B = (j1,-..,Jinv—m), y la suma en (8.7) es sobre todos los (ﬁ)

y los ( N? M) conjuntos distintos de M y N — M estados de SP respectivamente, con

QZL; )rfjg) c (J\]\D . (8.9)

Se denotara la expresion (8.7) como la representacion de (M, N — M)-cuerpos del

(8.6) implicando

estado de N-fermiones (8.4). Es una expansion bipartita de |¥) en estados ortogona-

les de M-y (N — M)-fermiones, que conducen a una representacion matricial I'™)

D

~ea) del tensor original I' de la Ec. (8.4). Naturalmente,

con dimensiones (]\DH X (

descomposiciones (M, N — M)y (N — M, M) son equivalentes, con
[NV = (—)MV=AD (pOINT (8.10)

debido a la antisimetria de I' (7" denota la transpuesta). La Ec. (8.5) es la represen-

tacion trivial (N, 0). De la antisimetria de I" sigue que

CLNw) = Y Tas'Cy"0), (8.11)
B

que representa el estado (no normalizado) de los N — M fermiones restantes cuando
los M estados de SP etiquetados por a estan ocupados en |¥). Las Ecs. (8.11)
y (8.2) implican que la matriz densidad de M-cuerpos [118, 120], cuyos elementos

estan definidos como

P 1= (TCLVTCEN W), (8.12)

pueden expresarse en términos de I'™) como

p(M) = M)At (8.13)

es decir p(M), => 5 F(a]\g)F(M)*, de la misma forma que la matriz densidad reducida

aa a’

p? = Trp|W ) (¥ ap| se obtiene de un estado general U p) = Z” Gijlia, jB) en
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un sistema de componentes distinguibles (p;, = (GG para pi, = (Vap||i’y) (i ®
15|V ap)). En particular, pg‘i) es la probabilidad de encontrar los M estados de SP
especificados por los a ocupados en |U). La Ec. (8.13) devuelve una matriz positiva
semidefinida de dimensiones (]\[/)[) X (ﬁ) que determina el valor medio de cualquier
operador de M-cuerpos OM) = Za,a' oMol TC'(M a través de

(IO w) = Tr [P0 O0N]. (5.14)
Su traza viene dada por
Tr [p™)] = (Z) , (8.15)
como implican las Ecs. (8.3) 6 (8.9). Se tiene también que
O Moy = ZFN M)eOni|gy (8.16)

Por tanto, usando (8.10), la MD companera de (N — M)-cuerpos, con elementos

N—-M) (N—M) (N—M)
P M = (WO MICN T ), es

p(N—M) — T(N=-M)P(N=M)t _ (F(M))TF(M)*7 (8.17)

que muestra que tiene los mismos autovalores no nulos (y por tanto la misma traza)
que la MD de M-cuerpos (8.13) [118, 120], como se discutira con mas detalle en la
Sec. 8.1.3.
En particular, para M = 1, cPt = c;-r y se recupera de (8.7) la representacion
(L, N —1) [3]
Zrm =10y | (8.18)

donde la matriz ™™ de D x ( ) elementos determina la MD de un-cuerpo p® = p!
(SPDM por sus siglas en inglés) pn = (U|che;| W) a través de
p1) =@M’ (8.19)

Finalmente se remarca que la Ec. (8.7) es un caso particular de la representacion

mas general k-partita del estado (8.4),

|\D> . M1| Mk Z Fi/[ll é\;[kcaf\l41)T o C(()(]ka)T|O> : (8.20)
donde T} 2l = Ol cQ™|wy =T, . para ay = (i1, ... i), ..., 0 =
(IN—Myt1y---5iN) Y Z§:1 M; = N, con k < N y sumas sobre todos los (]\2) conjun-

tos de M; estados de SP. La expansion basica (8.4) corresponde a k = N y M; =1
para j =1,..., N.
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8.1.3. La representacion de Schmidt (M, N — M)

Se puede aplicar la descomposicion en valores singulares a la matriz ™),

PO g0 pOn Y (N-MT (8.21a)
DLy = NG, (8.21b)

donde UM) V(N=M) gon matrices unitarias de (ﬁ) X (]\Z) y (N_DM) X (N_DM) y
DWM) = DWMN=-M) yna matriz diagonal de elementos no negativos de dimension
(]\Z) X ( Nf) M). Aqui )\I(,M) denota el cuadrado de los valores singulares de I'™) | es
decir los autovalores de TMT M = /(M) o equivalentemente DT (M)x — H(N=M)
que tienen el mismo espectro (excepto por el ntimero de autovalores no nulos). Luego
es posible reescribir la Ec. (8.7) en la forma diagonal simil-Schmidt

na
-1 M _
) = (3) " Y AN ADDEBIN D) (8.22)

v=1

donde ny; es el rango de T™) y
AT Z UQZ)C(&M”, (8.23)
(N=M)t _ (N=M)s ~(N—M)
B = Y vy ey , (8.24)
B
son operadores “colectivos” que crean, respectivamente, M y N — M fermiones en
estados generales entrelazados (estados no-DSs para M > 2). Sin embargo, como

estdn relacionados unitariamente al operador original oSl y C’EN_M)T, satisfacen,
paral < M < N —1,
(O[AM AT 0y = 5, = (0| BN BNy, (8.25)

A

S = (W)= yamen, s

(OIBL AN W) = /A6, (8.27)

Ademas, las Ecs. (8.11), (8.21) y (8.23) llevan a

ADD ) = /A BIN=AD ) (8.28)
de forma tal que B,SN_M)T|O) es el estado de los N — M fermions restantes cuando M

fermiones son medidos en el estado “normal” 6 “natural” A,(,M)T|O). Las Ecs. (8.25)—-

(8.28) también implican que los operadores normales AI(,M), BN diagonalizan la
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MD de M-y (N — M)-cuerpos:

(\IJ|AS,M)TAS,M)|\I/> — (U(M)Tp(M)U(M))W,

v

= (B, BN ).

Para M = 1 se recupera (8.23)—(8.24) la representacion diagonal de la MD de
un cuerpo p) [3], con APY = S, Usel = ¢f los operadores que crean un fermion en
los orbitales de SP correspondientes.

En el caso trivial M = N, p(N ) tiene un solo autovalor no nulo )\(N) = 1 asociado
con el operador AgN) Y ow ry " que crea el estado. Por otro lado, en un
DS de N fermiones, que puede siempre escribirse como |¥) = ¢! ... ¢l |0) mediante
J\A/;) autovalores no
N) operadores A(VM)T = 1 < <

M 11 1M

una eleccion correcta de operadores cZT, pM) tiene exactamente (
nulos A = = 1, asociados con los (

. < iy < N, en la base de los N estados de un cuerpo ocupados, satisfaciendo
(\I/|A,(,M)TA£],M)|\I/> = 0,,,. Por ejemplo, la descomposicién (8 22) de un DS con N = 3
clebeh|0) para M = 1 es simplemente |¥) = 3ZZ L B T|O) con B( = chel,
BT = —dd, BYT = dd y (cle)) = 6y = (BY )TB](- )} para i,j < 3. Similarmente
para un N general. Entonces, en un DS p™) es idempotente: (p*))2 = pM) v <

N.
Para un estado general puro de dos fermiones [Wy) = 13, < chjc;|0>, con
I';; = =TIy, los valores singulares (no nulos) de ' = I para la descomposiciéon

(1,1) (M = 1), y por tanto los autovalores de p!!) = I'T'f son siempre doblemente

degenerados [22], de forma tal que los operadores naturales pueden emparejarse

como AV = cl, Af;l) = ¢} para A} M = )\(1), con BV = el B,gl) =—cly cz(g) =
> Uj,,(l;)c}. Luego la Ec. (8.22) conduce a
1
[Wa) = 5 VA APBMT AT BY0) (8.30a)

= Y VAl o), (8.30D)

donde (8.30b) es la conocida descomposicién de Slater de un estado de dos fermiones
[22, 24], con (che,) = (chey) = ANG,, (chew)y =0y >, AV =1. Para D =4 (dos
fermiones en 4 niveles de SP), hay solo dos autovalores distintos )\,(,1), dados por
A = Ii\/;—w’ con C' = 2|T15'54 — Iyaloy + Tigls| = 2\/)\+T la concurrencia
fermionica |22, 24, 31|, y (8.30b) puede reescribirse como ( )\+CJ{C§ + \/)\_cgcg) 0
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8.1.4. Los autovalores de la MD de M-cuerpos

Mientras que los autovalores A\ = (U|che,|¥) de la MD p) viven siempre
en el intervalo [0,1] (ya que ¢/, son operadores fermioénicos estandar), para M >
2 los autovalores de p™) pueden ser mayores a 1 cuando |¥) no es un DS, ya
que los operadores normales AT ho seran, en general, un simple producto de M
operadores de creacién fermionica. Estos operadores pueden exhibir caracteristicas
simil-bosénicas para M > 2, o en general caracteristicas del tipo boséon -+ fermion
para M > 3 impar.

En primer lugar puede notarse que cualquier operador AT = Y VQC&M)T

que crea M < N fermiones puede expandirse en operadores normales (8.23) como
AMDT =5~ 1AM con 4, = Y o U, Va- Luego, usando (8.29),

(W|ADT A Z AM) |y, 2, (8.31)

con (0|AMD AMDT|0) = 3 |, |?. Entonces, para operadores normalizados que satis-
facen (0|AM) AMDT0) = 1, el autovalor més grande AL de p™) acota cualquier
valor medio:
(T AMDTACD 1y < NM) (8.32)
En un DS, Ao = 1y (W] AT AC M)|\Il> < 1V M yAM? pormalizado. Esta cota
puede romperse en estados fermionicos generales.
A modo de ejemplo, se define, asumiendo dimensién de SP par D, el operador

de creacion del par colectivo.

D/2
21 1021, (8.33)
que satisface [AT, N] = —24" y
(4, AT =1- 2N, (8.34)
implicando (0]AAT|0) = 1. Luego se consideran estados normalizados (0 < k < D/2)
2%k
V) EUL e (5.5
@) VD
que contienen k de estos pares, es decir N = 2k fermiones, y donde C} @Rt —
[L(chyeb)m con nyy, = 0,1, dounip=kyl<pu< (Dk/2). Satisfacen
A = /e + D = 26/D) W) (3.36a)

AlWa) = \/ k(1 — 2%)|‘I’2(k—1)> : (8.36b)
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para estos estados, Af se comporta como un operador escalera perfecto y puede por
tanto considerarse un coboson ideal de acuerdo a la definicion de [121].

Como en |Uy;) todos los estados de SP tienen la misma probabilidad de estar
ocupados, y los fermiones se crean de a pares, es evidente que la MD de un cuerpo
pM tendra un tnico autovalor degenerado A} = N /D < 1 (ver Apéndice D.1).
Luego sera uniformemente mezclado, es decir, proporcional a la identidad y por

ende diagonal en cualquier base de SP:
p = —1, (8.37)

El estado (8.35) lleva al mdzimo entrelazamiento de un cuerpo compatible con un
valor dado de N, y (8.37) muestra explicitamente que no hay DSs para 2k < D.

Por otro lado, de las Ecs. (8.36) se sigue que ATA|Us) = k(1 — 2551)|Wy,),
implicando que la MD de dos cuerpos p® tiene un autovalor grande no degenerado
(ver Apéndice D.1)

k—1
PG - (\Ilzk\ATA]\IJQk> =k (1 — 2T> >1, (8.38)

max

asociado con el operador normal Af, que satisface Aggx > 1 para 2 < k < % —1
2
Moke = 14 (k= 1)(1 — 2.
Los restantes (D 2/ 2) — 1 autovalores de p(® son todos pequefios e idénticos a (ver
Apéndice D.1)
N 4k(k —1)
rest D(D . 2)
de forma que gy + (%) - 1))\(2) = (}) (Ec. (8.15)). Como (W|ATA|¥) < 1 en

rest

cualquier DS (Ec. (8.32)), (8.38) senala claramente que |Wy;) no es un DS.

<1, (8.39)

El autovalor dominante (8.38) es maximo en el caso semi-lleno k = [Z£2], donde
A2, ~ (1 +2/D)?/8 aumenta linealmente con D para D grande, y puede ser
arbitrariamente grande. Para D > k, )\I(ﬁgx ~ k = N/2 es simplemente el ntumero
2

de pares, mientras que A} = (2k/D)? se hace muy pequefio. Como puede verse
de (8.34)—(8.35), para D — oo con N fijo, Af se convierte en un bosén “verdadero”
([A, AT] = 1), con [Wqy) — %M un condensado de k-bosones.

Los autovalores de MD con M impar pueden también superar 1. Por ejemplo,
en un estado impar [Woryq) = cjj +1|Wak), donde se ha agrandado el espacio de SP
con un estado adicional, el autovalor méaximo de la MD de 3 cuerpos p® viene dado
por (8.38): (\I/2k+1|cTD+1ATA cpi1|Wort1) = A2, > 1. Se corresponde con el nimero

de pares multiplicado por el ntumero de “fermiones singulares” (1). Los autovalores
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de p® en el estado par (8.35) pueden también determinarse de forma analitica (ver

Apéndice D.1). Su autovalor méximo,

CD(1—2 (h
\®) 2k F (k1)) (8.40)

max — D—2 Y

Aunque méas pequeno que (8.38), sigue satisfaciendo que A8 > 1 para 14++/D/2 <
~ 2D ~ D . (M)
k < D/2, llegando a ~ 5= en k ~ % para D > 1. La Fig. 8.1 muestra Amax vs. k
para M < 4 en el estado (8.35).
De (8.36) sigue que (A")™A™|Wq,) o< |Wyy) para m < k. Luego, el autovalor

mas grande de la MD de 2m-cuerpos en el estado (8.35) se asocia con el operador

normalizado A?™T = #)W(D/Q) (ver también Apéndice D.1):
mi/(5)™ (T
AT)mAm (k) (D/Q—k-‘rm)
Aoiwd = <\Ifzk!(—\\lfzk> = (8.41)
2 ) &

que generaliza la Ec. (8.38) (caso m = 1). Luego, A > 1 param < k < D/2,
con A2 ~ (TIZ) si D > k. Similarmente, en el estado impar |Wor 1) = CTD+1|\IJ%>,
A = AR

Los autovalores de p™) pueden ser también menores a 1. Por ejemplo, en un

estado fermionico simil-GHZ con N = D/2,

1
[Upya) = —=(c] .. el + b niy - )]0, (8.42)

V2

todos los autovalores no nulos de p™) son
AM) —1/2 (8.43)

paral < M < N —1, 2(1\]\2) degenerados. Este ejemplo muestra que distintos estados
de N fermiones que parecen idénticos a nivel de un cuerpo, como (8.35) y (8.42)
para N = D/2 (pM) = %IL), pueden diferir significativamente a niveles mayores de
M-cuerpos (A%®) = 1/2 en (8.42) mientras ¥ = 2(14 %) > 1 en (8.35) para
k=D/4y D >8).

8.2. Entrelazamiento de M-cuerpos

8.2.1. Grado de mezcla de la MD de M-cuerpos

La descomposicion simil-Schmidt (8.22) de un estado puro de N-fermiones, y el

, e M
hecho de que los nimeros positivos AM) representan los autovalores no nulos de las
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Figura 8.1: Autovalor maximo Ap., = )\%3{ de las MD de M-cuerpos p(M) para
M < 4 en el estado (8.35), como funcion del niimero de pares k, para espacio de SP
de dimensién D = 30.

MDs de M y (N — M)-cuerpos, llevan naturalmente a la nocién de entrelazamiento
de M-cuerpos, basada en la distribucién de estos autovalores. Esta caracteriza la
correlacion entre los observables de M y (N — M)-cuerpos en un estado de N-
fermiones. Mas precisamente, dados dos estados puros |¥), |®) de N fermiones,
vamos a decir que |¥) es no menos (M, N— M) entrelazado, 6 simplemente no menos

entrelazado en M-cuerpos que |®), si pEI,M) es mds mezclado que (6 tan mezclado

como) (M) es decir, si toval tisf; lacion d izacio
pe  , es decir, si sus autovalores satisfacen una relacion de mayorizacion

APE") < A1), (8.44)

donde A(p™)) denota el espectro de p™) ordenado en orden decreciente. Explicita-
mente, la Ec. (8.44) significa que todas las desigualdades [64, 103|
J

J
YA <3 NEE), =1 () - 1, (8.45)
v=1

v=1

deben ser satisfechas por los autovalores ordenados A, de pr,M) y pfbM), con igualdad

) estdn mas homogéneamente

para j = (]\[}), implicando que los autovalores de pSI,M
distribuidos que los de pSI,M) . Por supuesto, se puede usar de igual manera la MD com-

panera p™ M) en (8.44)(8.45) ya que comparten los mismos autovalores no nulos.
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Para M = 1 se recupera el concepto de entrelazamiento de un cuerpo, determinado
por la MD de un cuerpo p [3, 31].

La Ec. (8.44) es andloga a la satisfecha por los estados locales reducidos del
sistema en el caso de componentes distinguibles (donde la misma garantiza que
|W) puede ser convertido en |®) mediante operaciones LOCC [6, 102, 104]). La
mayorizaciéon proporciona, sin embargo, un orden parcial, implicando que dos estados
pueden ser incomparables de acuerdo al criterio previo. Por ejemplo, en un DS de N-

M) autovalores no nulos iguales a 1, mientras que en

el estado simil-GHZ (8.42), todos los 2(};

fermiones, p™) presenta solo (1
) autovalores no nulos de p™) son iguales

a 1/2 para M < N, implicando

Xpys),) =< Mop) (8.46)

para 1 < M < N — 1. Luego el estado (8.42) estd mas entrelazado que un DS a
cualquier nivel de M-cuerpos (1 < M < N —1).

Sin embargo, en el par condensado |Wy;) de Ec. (8.35) con 2 < k < D/2 — 1,
mientras que claramente )\(pgzk) < )\(,oé%) (Ec. (8.37)), no se cumplen ni )\(pgzk) =<

(2)

)\(pSD) ni )\(p(SQI%) < )\(p%k) ya que el autovalor mds grande de py,, es mayor a 1

mientras los restantes (D ) — 1 autovalores son no nulos y menores a 1 (Ecs. (8.38)—

2

(8.39)), con (12)) > (];[) para D > N. Luego, los DSs no son mas los estados con las

MDs de dos-cuerpos menos mezcladas. Lo mismo ocurre con la MD de tres-cuerpos

cuando su autovalor maximo en el estado (8.35) excede a 1 (Ec. (8.40)), en cuyo
caso Mpl,) A Mpip) ¥ Alpkp) £ Alpy,,).

8.2.2. Entropias de M-cuerpos

Asociado con la definicion previa de (8.44), es posible considerar en primer lugar

las entropias de M-cuerpos

EM(w) = Sppy") = Sp(py M), (8.47a)
= > IS, (8.47b)

donde Sf(p) = Trf(p) es una entropia en forma de traza [105, 122], con f : Rsy —
R>o una funcién estrictamente concava no negativa con f(0) = 0. Estas entropias

satisfacen
(e > E7(19)) (8.48)

siempre que la Ec. (8.44) se cumpla [61, 64, 103|.
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La Ec. (8.47) es particularmente adecuada para definir una entropia de entrelaza-
miento de un cuerpo [3, 31| ya que A e [0, 1] y pueden aplicarse medidas entropicas
estandar. Para M > 2 es posible aplicar medidas entropicas simil-bosoénicas, obteni-
das de f(A) = —Alog A+ (1+ A)log(1 + A) (tal que > f(A,) representa la entropia
de von Neumann de bosones independientes en el ensamble gran canénico con ni-
mero de ocupacion promedio A, [122]), que es un ejemplo de una funcién concava
creciente de A que satisface f(0) = 0.

Una segunda posibilidad, fuertemente motivada por las relaciones de mayori-
zacion derivadas en la proxima subseccion, es considerar la entropia de las MDs
normalizadas

pM = pM (T (8.49)

que tienen autovalores A /(N) € [0, 1] y satisfacen Tr[pglM)] = 1. En este caso puede

usarse cualquier medida entropica Sy(p) = Tr f(p) pensada para probabilidades

estandar y definir una entropia de M-cuerpos asociada como

(N—M
ESP() = S5’ = S(on ™). (8:50)
En particular, la entropia de von Neumann S(p) = —Trplog, p lleva a S(p) =

S(p™) /(%) +1log, (1;). Se pueden usar también otras funciones Schur-concavas 64|

de p,gM). Como a N fijo la Ec. (8.44) es totalmente equivalente a

AP < AP, (8.51)

ya que todos los autovalores se reescalean por el mismo factor. Va a implicar tam-
bién que Enf (|\If>) > E (|(I>)) Ademas, cualquier par de estados fermionicos
de N-fermiones mc;omparable con (8.44) seguira siendo incomparable con (8.51), y
viceversa.

Por otro lado, la Ec. (8.51) puede también ser usada para comparar el grado de
mezcla de las MDs reducidas pq(@M) para estados con distinto N, ya que p,gM) tiene

traza fija, implicando
Aph') < Alply)) = EQV (W) > ESD(19)). (8.52)

La inversa de la Ec. (8.52) no vale en general: solo si la desigualdad entropica
EUJ\C/[)(\\D) > E,(Z]}J)(@)) vale para toda funcion céoncava f (y no solo una eleccion
particular) puede afirmarse que )\(pgg)) =< )\(psg)) [61]. Y esto implica )\(pEI,M)) =<
)\(pEDM)) solo cuando pEI,M) y pfbM) tienen la misma traza, es decir cuando |¥) y |®)
tienen el mismo nimero de fermiones. Para estados con distinto N la Ec. (8.44) debe

reemplazarse por (8.51).
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8.2.3. Operaciones que no aumentan la entropia de M-cuerpos

Se determinan ahora operaciones bésicas que no aumentan la entropia de M-
cuerpos (8.50). Se nota en primer lugar que las transformaciones unitarias de un
cuerpo

W) — U|T), U=exp [—i Z Hijcjcj] : (8.53)

irj
donde HT = H, conduce a transformaciones unitarias de todas las MDs de M-
cuerpos, dejando entonces sus autovalores (y por ende el entrelazamiento de M-
cuerpos) sin cambiar: Como UTc;U = > Uijej con U = exp[—iH], entonces pt) —
UpWUt y pD) — gOD (DDt cop USZ/) — Ez'l...imUalagl U,

totalmente antisimétrico.

y € el tensor

Tanto para estados puros |¥) como para estados mixtos
p=>ail) (W, (8.54)

con nimero de fermiones N definido (¢; > 0, 32,¢: = 1y N|¥,) = N|¥,) V¥ i), se

tiene el siguiente teorema:

Teorema 8.2.1. La operacion cudntica descrita por los operadores de Kraus

w_ &G .
M| =5 1,....,D (8.55)

que satisface Zle ./\/lg-l)TMy) = N/N = 1y dentro del subespacio de estados con
numero definido de fermiones N, no aumenta, en promedio, el grado de mezcla de
las MDs de M -cuerpos normalizadas p,(TM) = p(M)/(A]Z) para 1 < M < N —1, e

implica la relacion de mayorizacion

M
M) <D A5 (8.56)
J
entre el espectro de las MDs de M -cuerpos normalizadas inicial y post-medidas.

En (8.56), 517;/1) = pE-M)/ (N]\f) son las MDs normalizadas de M-cuerpos determi-

nadas por los estados post-seleccionados
+ ;
pi = pt MM = LT (8.57)
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mientras que p; es la probabilidad de obtener el resultado j:
.i.
i = TrlpMP M) = (de)/N (8.58)

con Zle p; = 1. Esta medida, con D resultados posibles, corresponde, por ejemplo,
a la deteccion de un fermion a través de su momento o energia de SP (etiquetado
por j), con p; el estado correspondiente a los fermiones restantes. Notar que la Ec.
(8.56) implica

S = S pA (] = > piS(eln). (8.59)
J J

. . ) M
para cualquier funciéon Schur-céncava de p% )

, incluyendo en particular las entropias
(8.50). Luego, el Teorema 8.2.1 implica que la entropia S f(p,(lM)) de las MDs norma-
lizadas de M-cuerpos no aumentan, en promedio, luego de dichas operaciones. Para
estados puros esto significa que la entropia de M cuerpos (8.50) no aumentara en

promedio, y que disminuira en general luego de dicha medida:

() >Zpg EM(] (8.60)

donde [W;) = M;|V)/\/p; = ¢;|¥)/ <c ¢c;) es el estado luego de medir j. Para

estados mixtos p con N definido, la Ec. (8.60) implica una desigualdad similar
ZPJE(M) (8.61)

respecto a la extension de convex-roof (8.50), el entrelazamiento de formacion de
M-cuerpos Eﬁjy) (p) = Min ), q,ET(Ly)(N/l)), donde el minimos sobre todas las re-
presentaciones (8.54) de p como mezclas convexas de estados puros con N definido.
La Ec. (8 61) sigue de (8 60) usando la representacion de p que minimice Efl]}/[) (p),
como BN} (p) = Y, BV (103) > 30, ami ESY (1945)) > X, 0,5 (py), donde
D= Qilij Y Dij = <‘I’i|cjcj“1">/N-

Demostracion de la Ec. (8.56): Sea p el estado de un sistema de N fermiones
sobre el cual se aplican las operaciones definidas por los 0peradores(8 55). Luego de
obtener el resultado j, los elementos de la MD de M-cuerpos pj ) determinados por
el estado (8.57) son, para M < N — 1,

— ;' TepCONT MO MDD, (8.63)
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donde la ultima linea vale porque los operadores C&M) y /\/lg-l) conmutan o anticon-
mutan. Luego

N N-M
> i e = Tr [0 O CEN) = =l (8.64)
J

L M _
¥ a, o, implicando )~ pjp§- ) = AM (1) v Tuego

N\ _ (M) ;(N—1
PG00 = iy (Y (8.65)
J
para las MDs normalizadas de M-cuerpos, i.e.,
M
P = "piplal. (8.66)
J

Esta ecuacion implica la relacién de mayorizacion (8.56) ya que

A AN <) A4y (8.67)

para cualquier conjunto de matrices hermiticas A; de la misma dimension |64,
101-103]. m

En en capitulo anterior se mostr6é que el entrelazamiento de un cuerpo, es decir
lo que se cuantifica con el grado de mezcla de la MD de un cuerpo pt!), es también no
creciente bajo medidas de ocupacion de un estado fijo de SP. Dicha medida, que tiene
solo dos resultados posibles (1 or 0), se describe por los operadores de proyeccion
que conservan numero P; = c}cj, P; = cjc} = 1 — P; y lleva a la relacion de
mayorizacion [3]

A(pM) =< mA(piY) + (1= np) AP, (8.68)

entre el espectro inicial y post-seleccionado de la MD de un cuerpo, donde n; =
<\If]c;cj|\lf> y p§1), pgl) son las MD de un cuerpo determinadas por los estados post-
seleccionados |U;) = cjc]|\11>/\/n_] y |¥3) = c]c;|\1/>/\/1—7nj Para un estado de N-
fermiones |W) vale una relacion idéntica para las MDs normalizadas PP = pm /N,
A — /N,

Sin embargo, la Ec. (8.68) no se mantiene, en general, para p™) con M > 2,
implicando que el entrelazamiento de M-cuerpos no necesariamente decrece luego
de dicha medida. Un ejemplo analitico simple puede verse en el Apéndice D.2. Esen-
cialmente, la medida de ocupacion de un estado de SP reduce el espacio disponible

de SP para “pares colectivos” en un estado como (8.35), lo que implica la presencia
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de un autovalor maximo méas bajo )\gM) en el estado post-medida y por ende viola-
cion de la desigualdad (8.68) por p™M) con M > 2. Este resultado es esperable ya
que estas medidas no necesariamente aumenta nuestro conocimiento de la MD de

M-cuerpos para M > 2.

8.2.4. Operadores densidad de M-cuerpos y relaciones de ma-

yorizacion generalizadas

A cada MD de M-cuerpos se le puede asociar un operador densidad (OD) de
M-cuerpos

M0 = P CEMT0N0IC" (8.69)

a,a’

que es el tinico estado mixto de M fermiones que satisface
Tr [ CIPTCD) = ple) (8.70)

YV a,a’, debido a la Ec. (8.2). La descomposicién normal (8.22) provee la represen-
tacion diagonal:

pD Z/\ 010y (0| AM (8.71)

Ahora se considera nuevamente la medida (8.55) aplicada a un estado general mixto
p de N fermiones. Si el resultado es desconocido, el estado post-medido (sin post-

seleccion) p' = > p;p;, es el estado de N — 1 fermiones
P = ZM; ./\/l(l)T ch pc (8.72)
J

Usando la Ec. (8.64) para M = N — 1 se obtiene

1 (v
Tr[p CVTo-1] = Npg\;,l) (8.73)

Va,o 1mphcand0 p=p Y = =D /N el OD normalizado de (N — 1)-cuerpos

(Tr %" = 1). En resumen,
pVY = Z cjpc; : (8.74)
J
El OD de (NN — 1)-cuerpos es proporcional al estado post-medido (8.72), con la ope-

racion en (8.74) jugando el rol de traza parcial. Expresiones similares o equivalentes

a (8.74) se obtuvieron en otros contextos en en las refs. [118, 120, 123].
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Estos resultados, junto con las Ecs. (8.56)—(8.61), pueden extenderse a medidas
de L-cuerpos, en las que L fermiones son destruidos. Estas medidas pueden obtenerse
aplicando las medidas previas L veces, es decir, componiéndolas consigo mismas, y
son descritas por los operadores de Kraus

(L) Cl[(gL) 651 e Cﬁ
My = = L (8.75)

(1) (1)

que, debido a Ec. (8.3) satisfacen

S MM = s S eiey = 1 (8.76)
L
B

dentro del subespacio de estados de N-fermiones. Luego,

TI"ZO(L IcGTen = (VM) ) (8.77)

YV o, para M < N — L. Entonces, para L = N — M implica

pn = ZC},N*M)p Sl (8.78)

— , t
= NM), E Ciy - Cin_maP Ciy s -+ - Ciy

(N]—VM> Z M(ﬁ M Al (8.79)

que generaliza la Ec. (8.74). La suma en (8.79) es el estado post-medido (sin post-
seleccion) luego de aplicar las medidas de L = (N — M)-fermiones (8.75).

Para L < N general, esta medida tiene (i)) resultados distintos 3, con probabi-
lidades

(L
P =Trp MG MG = 050/ (). (8.80)
que satisfacen ) gPs =1,y los estados post-seleccionados
_ L L
PB = pﬁl ./\/l£a )p/\/lg = C / ﬁﬁ : (8.81)

que generalizan las Ecs. (8.57)—(8.58). De las Ecs. (8.77) se obtiene para las MDs
de M cuerpos condicionales de elementos (,02, ))aa/ =Trpg C oM

on (2 on
> ey = , (8.82)
B

)’
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para M < N — L. La Ec. (8.82) es equivalente a

> werg” /(") =00 () (8.83)
5
y luego a
P =" panh, (8.84)
B

para las MDs de M-cuerpos normalizadas. La Ec. (8.84) implica la relacion de ma-
yorizacion

AED) <> peA(pgr) (8.85)
B

entre las MDs inicial y post-medidas condicionales normalizadas de M-cuerpos, que
generaliza la Ec. (8.56) a la medida descrita por los operadores (8.75). Las entropias
asociadas satisfacen

Se(p) = 3" paSs (D). (8.86)
B

Para estados puros esto implica que las entropias de entrelazamiento (8.50) no
aumentan, en promedio, luego de estas medidas. Lo mismo ocurre con el entrelaza-

miento de formacion asociado para estados iniciales mixtos.

8.2.5. Mapeando a sistemas bipartitos

En la seccién previa se propuso conectar el grado de mezcla tanto de p™) como

N=M) " como MD reducida de un estado dado de N-fermiones, al grado de

de p!
correlacion entre los observables de M y N — M-cuerpos en dicho estado. En esta
seccion se va a mostrar que esta relacion estd operativamente justificada por la
existencia de una clase de mapas cuénticos que convierten estados de fermiones
indistinguibles en estados de fermiones efectivamente distinguibles, de forma tal que
el entrelazamiento en el estado final esta acotado por la entropia (8.50) de la MD
normalizada de M-cuerpos del estado inicial.

Sea |U) un estado de N-fermiones con soporte en un subespacio de SP H de
dimension D > N y sea H 4 un subespacio de SP de dimension D4 > M ortogonal
a H, tal que {¢;,,c;} = {CZTA,c;} = {ciA,c;.} = 0 para i (j) etiquetando estados
de SP en H4 (H) (implicando (i4|j) = <O|ciAc;|0> =0 Via,j). Son, por supuesto,
subespacios de un espacio completo de SP Hr tal que H ® H C Hr.

Se consideran ahora mapas CPTP 7T,, descritos por operadores de Kraus

VG

_ 1 T M)t ~(M
T = = > T, CMTC (8.87)
H,o
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donde COT — (cle, . ,cZMA) crea. M fermiones en Ha y CSV = (¢iy,,. .-, ¢5)

destruye M fermiones en H, y T" es una matriz de ([J\)j) X (ﬁ) Asumiendo H

inicialmente “vacio” y la condiciéon Y T"TT" = 1, estos operadores van a satisfacer

2T = % S (T aaCLCE0 = 1y (8.88)
M

r a,a’,r

por la Ec. (8.3), dentro del espacio de Fock Fy(#H) de estados de N fermiones en H.

Su accion en un estado de N-fermiones |U) € Fy(H) es, usando las Ecs (8.7) y
(8.11),

TN = = > 1, Thg cntegy 0T o)

[( N ataf Y p
(1\1) Hﬂa:ﬁ

- N-M
= 1, CMtesT o) (8.89)
w8

1
donde I'" = 77T M)/ ( 1\];) ?. Se verifica que la probabilidad de obtener el resultado r,

pr = (U|TTTT V) = Te(I"T7), (8.90)

satisface > p, = ﬁTr(F(M)TF(M)) =1 debido a la Ec. (8.15).
Los operadores (8.87) pueden por tanto ser considerados como operadores de
Kraus que describen mapas CPTP en el espacio de Fock de N-fermiones que llevan,
con probabilidad p,, el estado original |¥) al estado bipartito (M, N — M) |®"5) =
(v/pr) YT7|W) que contiene N — M fermiones en H y M fermiones en el espacio de
SP ortogonal H 4.
Luego de implementar el mapa y obtener el resultado r, se puede ver el estado

reducido de los modos fermionicos en ‘H 4 para el estado |®" 5) (que va a contener M

fermiones), p’y = Trp|P"5) (P 5|, tal que (D7 5|04|P" 5) = Tr [p", O 4] para cualquier
i

operador O4 que conserve numero y dependa solo de los operadores ¢; , ¢;, en Ha.
Usando (8.89) se obtiene p =>_ , (pﬁ)up/C’,(LM)T|O>(O|C’S,V[) con
P =TT /p, . (8.91)

Similarmente pf = ™7 T™ /p,..

Como consecuencia directa de la expresion (8.91) se puede derivar el siguiente
resultado importante: Si A(p”) vy )\(png)) denotan nuevamente los vectores de auto-
valores (ordenados en forma decreciente) de p’y y ngM) = pM)/ ( ]\]\;) respectivamente,

entonces vale la siguiente relacion de mayorizacion:

API) <> peA (o), (8.92)
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donde el vector de menor dimensiéon se asume completado con ceros hasta igualar

dimensiones.

Demostracion. De las Ecs. (8.91) y (8.13) se obtiene

Pty = %TTP(M)F(M)TTTT _ Trp;M)TTT )

(IVI)

Es posible también escribir

PO — Z /p;M)TTTTr /p7(1M)’

que implica, usando nuevamente (8.67),

APy <Y A ( p%M)T”TT\/p%M)) =5 " pA(h) (8.93)

ya que los autovalores no nulos de ( P MOT (T p,(@M)) son los mismos que aquellos

de T/ pi"\/ oM T = p, . O

En particular, la Ec. (8.92) implica que la entropia de entrelazamiento biparti-
to promedio entre A y B de los estados finales, definida por ) p,E;(|®"p)) con
E¢(|9%5) = St(ph) = St(pl), no va a exceder nunca a la entropia de M -cuerpos
(8.50), que provee, por tanto, una cota superior al entrelazamiento bipartito gene-

rado:
EPD(19) = Sp(pM) > Y peSi(ply) - (8.94)

Un segundo corolario inmediato de (8.92) es la condicién para la conversion de
un estado puro de N-fermiones |U) en un estado bipartito |®4p) de M y N — M
fermiones en espacios ortogonales de SP, i.e., con M fermiones ocupando estados de
SPenHs, y N—M en H, por medio de un mapa CPTP descrito por los operadores

(8.87): para que tal conversion sea posible, debe cumplirse la relacion
Api) = Apa), (8.95)

donde p4 es el estado reducido de A en |Pyp).

Demostracion. Si el mapa lleva |¥) a |®4p) vy es descrito por los operadores (8.87),

se tiene para todo r
T'9) = /pr|Pag), (8.96)

con p, dado por (8.90). Sigue que p’y = pa V 7, y por (8.92), sigue la Ec. (8.95). O
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Se ha identificado entonces una clase de mapas cuénticos que pueden ser usados
para transformar un estado puro |V) de N fermiones indistinguibles en otro esta-
do |®45) que contiene un ntmero definido de fermiones en dos subespacios de SP
ortogonales, tales que M fermiones pueden ser efectivamente “distinguidos” de los
restantes N — M debido a la ortogonalidad (por ejemplo, M fermiones confinados en
una region espacial separada de la de los restantes N — M fermiones, o en orbitales
ortogonales a los ocupados en |V)). La conversion es tal que el entrelazamiento entre
estos dos conjuntos de particulas en el estado objetivo esta acotado superiormente,
en promedio, por la entropia de la MD normalizada de M-cuerpos. Esto provee un
claro significado operacional a la conexion sugerida entre el grado de mezcla de los
autovalores de esta matriz y el grado de correlaciones entre particulas indistinguibles
en V).

Como ejemplo trivial, se considera el siguiente estado de dos fermiones
1) = (acle + Beled)|o) . (8.97)

Como se menciona en la Sec. 8.1.3, cualquier estado de dos fermiones en un subespa-
cio de SP de dimension 4 (es decir ocupando solo 4 niveles de SP) puede ser escrito
de esta forma [22, 23, 31]. Su MD de un cuerpo p!) es diagonal en esta base, con
<c;ci> =0, fiv i =|af? parai = 1,2, f; = |8*| parai = 3,4y f; = 0 en otro caso, tal
que sus autovalores no nulos son A(p") = (|a|?, |a|?, |3]%,18|%), con |a|? + |B]? = 1.
Se considera ahora un mapa simple T = \% > cg ,Ci, donde ¢; destruye un fermion
T

iA

de dimension D4 > D). Luego 7T = 1y en Fo(H) y

en H (i =1,...,D) mientras que ¢, crea un fermiéon en H 4, inicialmente vacio (y

1
TIV) = E[Q(CLC% —ch,el) + B(eh ch — b, eb)]jo) (8.98)

es un estado normalizado de dos fermiones, uno en H,4 y otro en H. Esto conduce
a estados reducidos pa(p) con espectro X(pas)) = (laf?, |af?, |8]%, |8]*)/2 idéntico
al de pM /2, y por ende saturando las desigualdades de la relacién de mayorizacion
(8.92). Incluso si B = 0, en cuyo caso |¥) es un DS, T|¥) no es mas un DS y tiene
por tanto entrelazamiento de un cuerpo no nulo. Esto coincide con los resultados
previamente presentados, donde se ha mostrado que el entrelazamiento bipartito con
numero de fermiones fijo o paridad fija de cada lado requiere entrelazamiento de un
cuerpo (ver Cap. 7).

En cambio, para 7" = \%chcm r =1,...D, todavia vale Y T"1T" = 1, en
Fo(H) pero T7|¥) es o bien 0 o bien proporcional al estado cJ{Ac}\O) con c}\O) € H,
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y no se general entrelazamiento directo A — B, lo que satisface trivialmente la Ec.
(8.92).

8.3. Entrelazamiento de M-cuerpos en sistemas fuer

temente correlacionados

Como ya se ha demostrado en la Sec. 8.1.4, las MDs de M-cuerpos pueden tener,
en el caso general, autovalores mayores a 1. Un ejemplo es el caso particular (8.35).
En lo siguiente se vera que efectivamente estados con autovalores de la MD de 2-

cuerpos mayor a 1 emergen naturalmente en sistemas fisicos relevantes.

8.3.1. Sistema superconductor

Se considerara el sistema superconductor ya tratado en el capitulo 5. Dicho sis-
tema consiste de un espacio de SP H con D = 22 modos compuestos por §2 estados
de SP ortogonales k y sus correspondientes € estados invertidos temporalmente k y
descritos por el siguiente Hamiltoniano:

H = Z gk(chk + clgc,;) — Z Gkk/c,t,cjg,c,;ck (8.99)

k k!
con ¢ la energia del nivel k y k. Se considera el caso semilleno, es decir con un
ntmero fijo de fermiones N = (), con espectro equiespaciado €51 — e = ¢ Vky

G = G >0 VEk, K. El estado fundamental de este sistema era de la forma

) =) [H (chL)nZ] 10) (8.100)

Mientras que en el Capitulo 5 el énfasis fue puesto en el comportamiento de la
MD de un cuerpo pM; se estudia aqui la estructura de la MD de dos cuerpos p®,

determinada por
P = @|CDCP ) (8.101)

donde a € {kK' kk', kK kE'} vy k < K.

En la Fig. 8.2 puede verse el espectro de autovalores de la MD de 2-cuerpos [124]
generada por el estado fundamental. Se observa la emergencia de un autovalor > 1
dominante al aumentar la constante de acoplamiento, que aumenta monétonamente
y satura en el limite G — oo, justamente al valor (8.38), ya que en este limite el
estado fundamental converge al estado de pares (8.35). El resto de los autovalores

tienden a homogeneizarse lentamente, aproximéndose al valor (8.39).
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Figura 8.2: Autovalores exactos de la MD de 2-cuerpos p® en el estado fundamental
del Hamiltoniano de superconductividad (5.1) en funcion del acoplamiento adimen-

sionalizado G/e.

Expansion en el subespacio reducido

Debido a la forma de la interaccion, el Hamiltoniano (8.99) satisface [H, N.| =
[H,N_] = 0, con N el nimero de particulas en los modos k (N; = ), clck) y
N_ el ntimero de particulas en los modos k (N_ = Y, cltcc;;). La MD completa de
2-cuerpos se bloquea entonces en submatrices compatibles con la conservacion de
Ny,

En particular, el bloque mas interesante es p(2)

kk,k'k"
D /2 proveniente de las contracciones <¢|c,tc£c,;,ck/|w>. Este bloque posee D/2 auto-

que es una matriz de D /2 x

valores distintos y su traza es igual al ntimero total de pares >, C,Tgckc%c,; = N/2. En

la Fig. 8.3 se puede ver la comparacion entre los autovalores de este bloque con los

de los otros bloques. Solo en p,(j—g)k,]—c, se tiene la presencia de un autovalor dominante
mayor a 1.
Es posible entonces escribir para el estado fundamental una descomposiciéon de

Schmidt (2, N — 2) que involucre solo los elementos de este bloque:

D/2
1 2) 4(2 N-2)
V) = o A AT AN=21 ) | 8.102

donde la suma es sobre los autovalores de este bloque. Se puede también aproximar
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el estado conservando solo los primeros k& términos:

k
) =~ k) = C Y~ /AP ADTAN-2)0) (8.103)
v=1

con C una constante de normalizacion.

Para medir que tan buena es la aproximacién se usa el overlap con el estado
fundamental exacto (k[¢). El resultado se grafica en la Fig. 8.4. Se ve que la apro-
ximacién es muy buena ya para un nimero pequeno de términos, incluso para un
solo término, excepto en la zona critica G/e ~ 0,4 donde (k|¢)) tiene un minimo y
es necesario agregar mas términos. El cambio en la complejidad de la aproximacion
es un indicador de la presencia de transiciones de fase en este sistema.

Se pueden obtener explicitamente los operadores normales de creacion de pares
AP involucrados en la expansion (8 102), que emergen de la descomposicion SVD de
la matriz de coeficientes como AT = > U (Q)Ck I Para G suficientemente grande,

el operador correspondiente al autovalor A méximo es esencialmente el del estado

(8.35),

(2) _ @1
A 2UE Z \/ﬁokk (8.104)

que corresponde a una distribucién umforme, en coincidencia con el estado de la Eq.
(8.35).

8.3.2. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard es bien conocido en fisica de estado solido [125-128|.
Constituye un modelo sencillo para describir la transicion entre las fases conductora
y aislante. A modo ilustrativo, se considera aqui brevemente el caso fermiénico con
2() estados de SP, que comprenden () estados ortogonales ¢ y sus correspondientes

Q) estados invertidos temporalmente 4, descrito por el siguiente Hamiltoniano:
H= Zt(CICi_i_l + cgci;l + h.c.) + Unyn; — h(n; — n;) (8.105)

Aqui t es la amplitud de hopping, asociada con el movimiento de los electrones entre
distintos sitios de la red, h es un campo magnético externo y U es el acoplamiento
on-site, con n; = chl-.

El caso repulsivo U > 0 no muestra comportamiento bosénico. Por el contrario,
en el caso atractivo U < 0, el estado fundamental conduce a una MD de 2-cuerpos
que posee un autovalor mayor a 1, como puede verse en la Fig. 8.5 para N =12y

h ~ 0. Esto refleja la presencia de atracciones on-site.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Gl/e

(a) Autovalores del bloque no diagonal kk, k', k&’

5/
al
8
< [
2|

Gle

(b) Autovalores de los bloques diagonales

Figura 8.3: Comparacién entre los distintos subconjuntos de autovalores de p® en
el estado fundamental del Hamiltoniano de superconductividad (5.1) en funcion del

acoplamiento adimensionalizado G/¢.

131



Capitulo 8. Entrelazamiento de M cuerpos

0-707 L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Gle

Figura 8.4: Overlap entre el estado fundamental exacto y el estado aproximado

(8.103). Cada curva corresponde a un valor distinto de & (ntmero maximo de tér-
minos considerados en la expansion, k = 1,2, 3). La linea punteada verde indica la

suma completa.

Expansién en el subespacio reducido

Este Hamiltoniano satisface también [H, Ny] = [H, N_] = 0, con N, = 3, cle;,

@) Dy2
i,k 2
correspondiente a las contracciones (w|c;fc}cl-ck\z/1). Nuevamente, este bloque no tiene

N_=3". c}q El bloque relevante es ahora p que es una matriz de (£)2 x (
autovalores degenerados, y su traza es (N/2)2.
Es posible realizar una descomposicion de Schmidt (2, N — 2) del estado funda-

mental, que involucre solo este bloque:

D/2)?

(
1 .
) =+ > VAT APTAN o). (8.106)
v=1

Esta expansion puede ser aproximada hasta sus primeros k£ términos. Nuevamente,
puede mostrarse que el overlap es también muy bueno en este modelo, como se

aprecia en la Fig. 8.6.

132



Capitulo 8. Entrelazamiento de M cuerpos

2.0

U/t

Figura 8.5: Autovalores exactos de la MD de 2-cuerpos p® en el estado fundamental

del Hamiltoniano de Hubbard (8.105) en funcién del acoplamiento adimensionalizado

U/t.
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Figura 8.6: Overlap entre el estado fundamental exacto y el estado aproximado

(8.106). Cada curva corresponde a un valor distinto de k, el ntmero méaximo de

términos considerados en la expansion (k = 1,2, 3).
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Fermionic.jl: una libreria para simula-

clones fermiodnicas

Se puede apreciar un rapido movimiento dentro de la comunidad de informacion
cuantica hacia formas més colaborativas de generacion de conocimiento [129-134]. La
aparicion de librerias de cédigo abierto en los dltimos anos han empujado muchas
ideas y han establecido bases solidas para el desarrollo futuro. Del uso de estas
herramientas emerge una ciencia mas democratica y eficiente. Sin embargo, hay
todavia muchas areas sin explorar que se beneficiarian de este tipo de desarrollos.

Dentro de estas puede incluirse la informacién cuantica con fermiones.

En el marco de las investigaciones doctorales, result6 de gran utilidad el desarro-
llo de herramientas propias para simular sistemas fermiénicos. Estas herramientas
son de utilidad no solo en el area de informacién cuantica, sino también en materia
condensada, nanomateriales y quimica cuantica. Si bien existen librerias fermioni-
cas, como OpenFermion [130], estas tienen un enfoque principalmente basado en
los orbitales. Fermionic.jl define operadores fermionicos para dimension finita como
matrices, y estados como vectores sobre los que operar, lo que es mucho mas ade-
cuado para protocolos de informacion cuéntica. Sin embargo, la mayor ventaja de
la libreria es la capacidad para trabajar en sistemas con nimero de particulas fijo,
lo que reduce la dimensionalidad del problema de 2¢ a (f\l,), donde d es la dimension
del espacio de SP y N el namero fijo de particulas. Esto es tinico de esta librerfa y

permite alcanzar simulaciones en dimensiones mucho mas altas.

La libreria esta escrita en Julia, que es un lenguaje de alto nivel con muy alta
velocidad, que esté creciendo notablemente en el campo de computacion cientifica
[134]. Se eligi6 Julia porque tiene un rendimiento 100 veces superior a Python en la
misma tarea, siendo ademas igual o mas facil de leer y escribir. Todas las librerias

de Python pueden importarse directamente en Julia a través de PyCall.
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10t Time as a function of n
—e— Julia
—e— Mathematica

—e— Python
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9.1. Requisitos e instalacion

Fermionic.jl es una libreria de Julia que puede ser instalada en Mac, Windows
y Linux. Para correrla, es necesario tener Julia instalado. Eso puede hacerse en el

siguiente link
https://julialang.org/downloads/

Luego, los paquetes se instalan directamente desde la consola o desde una no-
tebook de Jupyter. Para instalar Fermionic desde la consola, se escribe en primer

lugar [ para acceder al modo “pkg". Luego, el comando

1add Fermionic

instalara el paquete. Alternativamente, es posible instalarlo directo desde un

editor o un notebook de Jupyter con los siguientes comandos

1 import Pkg
2 Pkg.add("Fermionic")
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El codigo fuente de Fermionic.jl esta hosteado en GitHub, y puede encontrarse

en la siguiente direccion
https://github.com/Marco-Di-Tullio/Fermionic.jl

El mismo esta distribuido bajo Licencia MIT.

9.2. (Capacidades

Esta seccion tiene el objetivo de presentar las capacidades de la libreria. El nticleo
de Fermionic.jl consiste en definir de forma eficiente operadores fermionicos como
matrices esparsas. Estas matrices se escriben en la base ortogonal de determinantes
de Slater fermionicos en la dimension de input d. La dimension de estas matrices
escalea como 2%, y es alli donde la velocidad de Julia tiene un rol clave. Ademas,
la capacidad de simular sistemas con nimero fijo de particulas N en el subespacio
correspondiente, permite alcanzar dimensiones mucho mas altas que definiendo el
espacio de SP entero.

Con operadores y estados ya definidos, es posible construir herramientas més

avanzadas, como compuertas logicas fermionicas y medidas de correlacion.

9.2.1. Operadores fermiénicos

Base completa

Los operadores fermioénicos aj, a} se definen con las siguientes relaciones de
anticonmutacion {ai,a}} = 0ij, {a;,a;} = {al,a}} = 0. En un determinante de
Slater, cada modo estard ocupado o desocupado. Todos los posibles estados en
dimension d pueden generarse a partir de la base de posibles ocupaciones y for-
man una base para el espacio de Fock. Por ejemplo, si d = 3, la base serd B =
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}, donde se defi-
ni6 un orden para los operadores de creacion. Aqui, el estado (1, 1,0) corresponde a
alal]0) = —alal |0, con |0) el estado de vacio. Los operadores de creacion y destruc-
cion fermionicos pueden escribirse como matrices en esta base. La libreria trabaja

en su lugar con matrices esparsas, ya que es mas eficiente en tiempo y memoria.

Para inicializar los operadores fermiénicos en dimension d, se utiliza Op(d)

1using Fermionic
20p = Op(d);
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Estos operadores pertenecen al tipo ::0p. Una de las grandes ventajas de defi-
nir operadores como tipos, es la posibilidad de definir simultdneamente operadores
para distintas dimensiones. Esto puede ser 1til en numerosas aplicaciones, como por
ejemplo comparar resultados de distintas dimensiones sin perder los operadores en
cada inicializacion. Se puede acceder a cada operador fermiénico con los siguientes

comandos:

a; — a(0p,1)
T

al — ad(0p,i)

Luego los operadores fermionicos pueden obtenerse multiplicando estos operado-
res fundamentales. Los operadores de un cuerpo se definen especialmente por su uso

Intensivo

a;a; — aa(0p,i,j)

alcl — adad(0p,1,j)
f
J
a; — ada(0p,1i)

a;a; — aad(0p,i,j)

T

7

a

Los mismos podian obtenerse también multiplicando simplemente los operadores

fermionicos:

T

a;a; — ada(0Op,i,j) — ad(Op,i)*a(0p,j)

Los operadores pueden sumarse, multiplicarse o incluso exponenciarse. Por ejem-

plo una unitaria puede obtenerse de la siguiente forma

1t=1/2
2 U = exp(Matrix(im=t*(ada(op,1,2)+ada(op,2,1))))

Con el comando basis(op) es posible visualizar la base total del espacio de
Fock.
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Subespacio con nimero fijo de particulas

En muchos casos, interesan los operadores fermiénicos en sistemas con conser-
vacion de niamero de particulas. Este es el caso, por ejemplo, de los Hamiltonianos
tratados en esta tesis. Si se trabaja en dimension d con n particulas, es posible
reducir el tamano de las matrices de 2 x 27 a (Z) X (Z)

En este tipo de sistemas, seran de interés principalmente aquellos operadores

que conserven el nimero de particulas. Estos se construyen a partir de multiplicar y
T

combinar operadores de un cuerpo a;a; y aia;r-. Se accede a estos operadores usando
los mismos comandos ada y aad del espacio completo de Fock, pero Julia diferencia
entre funciones en base al input mediante multipledispatch (otros idiomas diferencian
en base a unos pocos inputs, julia tiene todos en cuenta).

Se utilizan ada(d,n,i,j) y aad(d,n,i,j) para obtener los operadores con

dimensiéon d y n particulas correspondientes a modos ¢, 5. Por ejemplo:

1# d = dimensidn

-d = 4

s# n = numero de particulas
an =

s# 1 el modo creado

6l = 2

+# j el modo destruido
sj = 4

o# este es el operador a_i"dagger a_j

wada(d,n,i,j)

1

12 Qutput: 6x6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2
— stored entries:

1 [3, 11 -1.0

u  [6, 4] 1.0

Este operador vive en la base reducida, que puede obtenerse con el comando

basis_m(d,n)

1b, index = basis_m(d,n);
> Matrix(b)
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3

4+ Qutput: 6x4 Array{Float64,2}:

5 0.0 .0 1.0

¢ 0O

7 0

s 1.
1
1

9

= O © B B o
o O O © © o
o R O © -
o O ©0 ©o ©

1
0
1.
0
0

o O O ©o o
o O 0o ©o o

10

Si se piensa trabajar con algunos operadores de este tipo, es conveniente inicia-
lizarlos con la base ya predefinida. De esta forma se evita redefinir la base cada vez

que se corre el operador:

1b, index = basis_m(d,n)

2ada(b, index, i, j)

3

4 Qutput: 6x6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2
-~ stored entries:

s [3, 1] -1.0

¢ [6, 4] 1.0

Por ltimo, y como se hizo con los operadores en la base completa, es posible
definir todos los operadores de un cuerpo en este espacio en simultaneo. Esto es
muy util cuando se trabaja con muchos operadores de este tipo, como puede ser
un Hamiltoniano, que itera muchas veces sobre los mismos operadores (por ejem-
plo, operadores de dos cuerpos sumando sobre todos los modos). Para esto se usa

Op_fixed(d,n) :

1opf = Op_fixed(d,n)

2ada(opf,i,j)

3

2 0utput: 6x6 SparseArrays.SparseMatrixCSC{Float64,Int64} with 2
—~ stored entries:

s [3, 1] -1.0

¢ [6, 4] 1.0
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Es posible definir operadores de creacion az y destrucciéon a; que mueven entre
espacios de nimero fijo pasando de N a N +1 o N — 1 respectivamente. Para esto
se definen ad(d,n,i) y a(d,n,i) . Estas seran matrices no cuadradas que mapean

entre los espacios. Estos operadores pueden aplicarse sobre estados.

s=[0, 0, 0, 0, 0, 1]

println("Se parte del estado de 2 fermiones en la base de

~ dimensién 4 ",s)

b,_=basis_m(4,2)

println("Que corresponde a ", Array(b[6,:1))

println("Si se aplica el operador de creacidén en el cuarto modo
— Se obtiene ", ad(4,2,4)x*s)

b2,_=basis_m(4,3)

println("Que corresponde a ", Array(b2[3,:]1))

o

N

w

IS

ot

[=2]

N

oo

println("Si se aplica el operador de creacién en un modo
-~ externo, se agrega una ancilla ", ad(4,2,5)*s)
b3,_=basis_m(5,3)

println("Que corresponde a ", Array(b3[8,:]))

©

1

(=}

1

12 Qutput:

13 "Se parte del estado de 2 fermiones en la base de dimensién 4
-~ [0, 0, 0, 0, 0, 11"

14 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 0.0]"

15 "Si se aplica el operador de creacién en el cuarto modo se
-~ oObtiene [0.0, 0.0, 1.0, 0.0]"

16 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 1.0]"

17 "Si se aplica el operador de creacién en un modo externo, se
- agrega una ancilla [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0,
-~ 0.0, 0.0]"

18 "Que corresponde a [1.0, 1.0, 0.0, 0.0, 1.0]"

Se definen también métodos para realizar aplicaciones sucesivas.

En caso de querer pasar del espacio completo de Fock al espacio reducido con
numero fijo puede aplicarse la funcién fixed(op,m) que toma dos argumentos: el

operador op que desea reducirse y m el niimero fijo de particulas en el espacio final.
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9.2.2. Estados

Base completa

Los estados son arrays escritos en la misma base que los operadores, con 2%
elementos. Pueden generarse a partir de arrays normales o sparse con el coman-
do State(s:::AbstractVector, o::0p), que crea un elemento del tipo State,
ganando asi acceso a varias propiedades.

Por ejemplo, un estado aleatorio con n particulas en dimension d puede crearse

como:
1op = Op(d)
21 = 27d

3
sran_state = [0.0 for i in 1:1]
5

s for i in 1:1

7 if sum(basis(op)[i,:]) == n

8 ran_state[i] = 2+rand(Float64,1)[1]-1
9 end

10 end

11

12 ran_state ran_state/sqrt(ran_state'*ran_state)
13

14 ran_state

State(ran_state, op);

Naturalmente, los estados pueden crearse aplicando operadores de creacion sobre
el vacio. El estado de vacio se inicializa con vacuum(Op) . El estado resultante es

sparse:

1op = Op(d)
2vac = vacuum(op)

s state = (ad(op,1l)+*ad(op,2)+ad(op,3)*ad(op,4))+*vac
sstate = state/sqrt(state'*state)
s state = State(state, op);

Una vez inicializado un estado, se tiene acceso a varias propiedades. Algunas de

estas son:
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st(s::State) : devuelve el array usado para construir el estado s.

ope(s::State) : devuelve el elemento Op usado correspondiente al espacio

donde vive el estado.
= n_avg(s::State) : devuelve el nimero medio de particulas en el estado s.

= rhosp(s::State, prec=15) : devuelve la matriz densidad de un cuerpo, es

decir p tal que p;; = (@Zz|a;r-a,~|1/1), con |1)) el estado.

= rhogsp(s::State, prec = 15) : devuelve la matriz densidad de cuasiparti-
PR
culas, es decir p?P tal que p?P = , con p°P la matriz de un
RoO1—p?
cuerpo, k tal que k;; = (¥|a;a;|Y) y R el hermitico conjugado de &, con ) el

estado fermidnico s.

= rhom(s::State, m::Int64, prec = 15) : devuelve la matriz densidad de m—cuerpos
en la base original, es decir p™ tal que pf} = W’@L aL...ajmajlan...ajmW}, con

|1) el estado fermionico s.

Hay muchas maés funciones, algunas de las cuales seran introducidas més adelante.
La lista completa puede verse en https://bit.ly /2SAKJKX

Subespacio con ntimero fijo de particulas

Anélogamente a lo hecho para operadores los estados pueden también vivir en
el espacio reducido, ahorrando tiempo y memoria. Estados en el subespacio reducido
pueden inicializarse con State_fixed(s::AbstractVector, o0::0p, n::Int64) ,don-
de n es el namero fijado de particulas. Estos estados tienen accesibles las mismas
funciones que State a excepcion de aquellas relacionadas a ntiimero de particulas no
definido, como rhogsp() , n_avg() y las correlaciones correspondientes. En lugar
de n_avg() , se tiene el comando nume(s::State_fixed) que devuelve el niimero
fijado de particulas.

Estados que viven en el espacio completo pueden llevarse al espacio reducido
de n particulas usando fixed_state(state, n::Int64) , donde state puede ser un
AbstractVector (en cuyo caso devuelve el vector reducido) 6 un State (en cuyo
caso devuelve el State_fixed correspondiente).

También es posible realizar el proceso inverso, es decir pasar de la base restringida
a la base entera. Para eso se usa unfixed_state() , que convierte vectores reducidos

6 State_fixed en vectores completos 6 State respectivamente.
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9.2.3. Estados mixtos

Hasta ahora, se tratd solamente con estados puros. Sin embargo, los estados
més generales son mixtos. La matriz densidad de un cuerpo de estados mixtos se
obtiene combinando convexamente las matrices de un cuerpo de los estados puros

involucrados en la descomposicion:

PP = i’ (9.1)

Es posible construir directamente esta matriz con
rhosp_mixed(probs::Array{Float64,1}, st::Array{s,1}) ,cons:State/State fixed,
es decir st es un array de estados de alguno de estos tipos, cada uno con su probabi-

lidad correspondiente en el vector de misma longitud probs, tal que tr(probs) = 1.

9.2.4. Correlaciones

La capacidad de acceder a estados exactos es vital para el estudio de correla-
ciones. Estas cantidades suelen ser muy sensibles y por tanto dificiles de computar
mediante aproximaciones. Como se ha mencionado, esta libreria cuenta con funcio-
nalidades especializadas al estudio de estas cantidades que se aplican sobre State

y State_fixed:

= ssp(s): con s:State/State fixed, devuelve la entropia de un cuerpo S =
— > (Alogy(Ai) + (1 — Ai) logy (1 — A;)) /N con A; los autovalores de la matriz

densidad de un cuerpo correspondiente al estado fermionico s.

= sgsp(s) : con s::State/State fixed, devuelve la entropia de un cuerpo genera-
lizada S = — ) (A logy(A;) + (1 — A;) logy (1 — ;) /N con A, los autovalores de
la matriz de un cuerpo de cuasiparticulas correspondiente al estado fermionico

S.

» trp(s::State, mod::ArrayInt64,1) : devuelve la matriz densidad p = |¢) (9|
correspondiente al sistema restringido al subespacio de modos mod (que se in-

dica por ejemplo como [1,4, 2, 6], identificando el subespacio de estos 4 modos).

Finalmente, es posible también comparar dos estados mediante relaciones de

mayorizaciéon. Para eso se introducen los siguientes comandos:
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= majorization_sp(sl,s2) : con sl, s2 estados de cualquier tipo, devuelve 1 si
s1 mayoriza a s2, -1 si s2 mayoriza a s1 6 0 si no hay relaciéon de mayorizacion

(todo respecto a la matriz de un cuerpo).

= majorization_qgsp(sl,s2) : con sl, s2 estados de cualquier tipo, devuelve
1 si s1 gsp-mayoriza a s2, -1 si 82 gsp-mayoriza a s1 6 0 si no hay relacion de

mayorizacion (todo respecto a la matriz de un cuerpo de cuasiparticulas).

Se espera agregar mas funcionalidades de este tipo en versiones posteriores de

Fermionic.

9.2.5. Compuertas logicas

En vistas de desarrollar modelos de computacién cuéntica fermidnica, puede
planterse una analogia del formalismo de compuertas utilizado para sistemas de qu-
bits efectivamente distinguibles. La definiciéon de de compuertas logicas fermionicas
no es una tarea facil, y fue tratada en detalle por Bravyi y Kitaev en el trabajo
[135]. Se busca imitar el comportamiento de las compuertas de spin, considerando
el mapeo de spines donde |0) se corresponde con un modo vacio y |1) con un modo
ocupado. Este mapeo debe hacerse con cautela, ya que aparecen algunas diferencias.
Por ejemplo, en la operacion SWAP, se tiene un cambio en la fase debido a las reglas

de anticonmutaciéon. Las compuertas incluidas son:

1. Pauli x-gate: sigma_x(o::0p,mode::Int64)
En sistemas distinguibles, esta compuerta actiia sobre un qubit mapeando el
estado |0) a |1) y el |1) al |0). Es por tanto equivalente a la compuerta clasica
NOT. Con fermiones, se mapeara este comportamiento para las ocupaciones

de los modos. Esta compuerta llevara el estado a!|0) a |0) y viceversa.
a2(7)115) = 105)

2(7)10;) = |15)

Es importante remarcar que esta compuerta no conserva paridad de nimero

de fermiones.

2. Pauli y-gate: sigma_y(o::0p,mode::Int64)
Esta compuerta es muy similar a la x-gate, pero introduce fases adicionales.
Mapea [0) a i|l) y |1) a —i|0).
ay(7)115) = il0;)
ay(1)|0;) = —i1;)
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No se conserva la paridad en esta operacion.

. Pauli z-gate: sigma_z(o::0p,mode::Int64)

A diferencia de las dos compuertas anteriores, esta es diagonal. Mapea |0) a

|0) y |1) a —|1). Agrega un signo negativo al aplicarse sobre modos ocupados.
0:(7)10;) = 0;)
o)1) = —[1;)

En este caso la paridad si se conserva.

Phase shift: phase(o::0p,mode: :Int64,phase::Float64)
Esta operacion es una generalizacion de la compuerta de Pauli z. Mide si un

modo j se encuentra o no ocupado, y si lo esta le aplica la fase phase.

R(j,¢)|0) = 0)
R(j, ¢)|1) = e1)

Cuando ¢ = 7 se recupera la Pauli z gate, y cuando ¢ = /4 se tiene la T-gate.

Phase shift gate conserva paridad.

. Hadamard: hadamard(o: :0p,model: :Int64,mode2::Int64)

En sistemas distinguibles, la compuerta Hadamard es una operacién sobre un

qubit que mapea |0) a % y 1) a 0-1)

7 Basicamente, crea una superposicion

entre los elementos.

Al trabajar con fermiones, surge una complejidad adicional. La regla de super-
seleccion de paridad impide mezclar estados fermiénicos con distinta paridad
de ntmero. Por tanto un mapeo directo a ocupaciones no esta permitido. El

mejor candidato para esta compuerta, requiere estados de dos modos tales que

101)+]10)
|01) — o

01)—[10
10) — 2U-10) >\/§| >
Lo que se esta realmente haciendo es transformando los operadores de la si-

guiente forma:

a;rJraJr

J
V2
al—a!

VZ

De este mapeo se pueden deducir también las siguientes transformaciones:

a; —

L= S =

a, —

100) — [00)
1) — [11)
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que son equivalentes a la transformacion identidad.

6. UCNOT: ucnot(o::0p,control::Int64,target::Int64)
Las compuertas controladas acttian sobre 2 o més entradas, donde una sirve
a modo de control para determinar si una operaciéon se realiza o no sobre
las restantes, que se comportan como objetivos. La mas comiin de estas es la
Controlled NOT, ya que es una de las operaciones fundamentales que permiten
computacion cuéntica universal. Esta operaciéon cambia el estado objetivo si
y solo si el control esta activado. Para sistemas distinguibles de qubits, si el
primer modo actiia de control y el segundo de objetivo, se tiene el siguiente

mapeo

|00) — |00)
|01) — |01)
|10) — [11)
|11) — |10)

Se tendra el mismo mapeo para fermiones, pero ahora con ocupaciones, donde
0 representa el modo desocupado y 1 el modo ocupado. Esta operaciéon se

escribe como Ucnor = [0)(0] @ 1 + [1)(1| ® 0, = explif (1 —0.) @ (1 — 0,)].

Es importante remarcar que esta operacion no conserva la paridad de ntimero
fermionico en general. Una soluciéon comiin a este problema consiste en aplicar
Ucnot a mas de 1 objetivo, definiendo un subespacio de paridad fija. Por

ejemplo, si se tiene el siguiente estado
[4) = 3(al + af)(ala] + aja})|0)

donde 5 y 6 son modos auxiliares (ancillas). Se puede aplicar una control ga-
te con el modo 5 de control, y los modos 1 y 2 como objetivos. Los modos
1 y 2 viven en un subespacio con ocupaciéon 1. Cualquier aplicacion de Uc-
not va a conservar la paridad. Al tener varios objetivos, la operacion total se

descompone en el producto de operaciones individuales.

7. SWAP: swap(o::0p,model::Int64,mode2::Int64)

La compuerta SWAP intercambia la ocupacion de dos modos fermidénicos.

Si10:05) = 10;0;)

Si10:15) = [1;05)
Sij|1:05) = [0;1;)
Sii|Lily) = —[1i1y)
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Es diferente a la operacion usual SWAP de qubits ya que se tiene un signo
negativo en el caso de doble ocupacion. Esto se debe a las propiedades de
anticonmutacion de los fermiones. Esta transformacion puede obtenerse con la

siguiente operaciéon fermionica:

S=1I—dala— a;aj +ala; + a;al- = exp(ig(a;r — a})(ai — aj)>

Esta operacion preserva la paridad de niimero de fermiones.

8. Unitary:
Es posible realizar transformaciones generales de operadores fermiénicos con-
siderando la funcién exponencial. Esto es ttil, por ejemplo, para evolucionar

temporalmente un estado con un Hamiltoniano dado.

Por el momento, Julia no soporta exponenciales de matrices sparse (puede
aproximarse manualmente haciendo el desarrollo de Taylor). Por eso, en el

siguiente ejemplo se convierte la matriz a dense

1 op = Op_fixed(d,n)
2 t=1/2
3 u = exp(Matrix(im=t=*(ada(op,1,2)+ada(op,2,1))))

9.3. Ejemplos de uso

En esta seccion se mostraré un ejemplo concreto de uso de la libreria. Se mostrara
como obtener el estado fundamental de un sistema superconductor, como el descripto
en el Capitulo 5. Dicho sistema contaba con €2 fermiones en 2{2 modos, compuestos
por  niveles de energia, cada uno con degeneraciéon doble k y k (pensar en dos
columnas paralelas). Los distintos niveles interacttian con un término de pairing. El

Hamiltoniano completo tiene un término libre y otro de interaccion:

H = Hy+H (9.2)
= Z ek(c,tck + c%c,;) — Z Gkﬁk/cg,cj&c,}ck (9.3)
k k K/

El término libre Hy = 3, ex(cler + c;%c,;) describe dos estados k y k con la
misma energia. Se considera el caso de espectro equiespaciado, es decir ¢, = ¢y Vk
(esto puede facilmente cambiarse en el codigo). Por otro lado, se tiene el término de

interaccion H; = ZM, Gk,k/cl,cz—,c,;ck. Este término se activa cuando tanto k£ como k
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se encuentran ocupados. Como es un término negativo, el estado fundamental tendra
ocupaciones simultaneas de k con k.

Se tiene en este caso [H, N | = 0, con lo cual se puede trabajar directamente en
el subespacio de numero fijo de particulas. El siguiente codigo encuentra el estado

fundamental de este sistema:

1#1importar las librerias necesarias

2 using Fermionic

susing LinearAlgebra

4

s#se selecciona la dimensién d y el numero fijo de particulas n
¢d = 8

n = Int(d/2)

8

o#inicializacién de operadores

100 = Op_fixed(d,n)

1

12 #el espectro de energias para el término libre
[eOx(i-d/4-1/2) for i in 1:d/2]
sort([epsilon; epsilon])

13epsilon

uwepsilon
15
s #el término libre
17h@ = sum([epsilon[i]+*(ada(o,i,i) + ada(o,i+1,i+1)) for i in
~ 1:2:(Int(d)-1)])
18
w#el término de interaccidn
20hi = sum([sum([if i==j spzeros(binomial(d,nume),
<~ binomial(d,nume)) else -(ada(o,j,i+1)*ada(o,j+1,i)) end
21 for i in 1:2:(Int(d)-1)]) for j in
~ 1:2:(Int(d)-1)1])
22
23 #los valores de acoplamiento
200 = 1.0
509 = 5.0
26
o7 #construccion del Hamiltoniano completo
s h = e@xh® - gxhi
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29

so #se selecciona el autovector correspondiente al autovalor mas
<~ pequeno

s1 fundamental = eigvecs(Matrix(h))[:,1]

32

ss#opcional: inicializar el estado para estudiar mas propiedades

ss fund = State_fixed(fundamental,o);

Con el estado exacto, pueden medirse distintas medidas de correlaciéon, como las
ya presentadas previamente, u otras funciones definidas manualmente.

Una de las ventajas de Julia, es su facilidad para interactuar con librerias de
Python mediante la libreria PyCall. A modo de ejemplo, se resuelve nuevamente el
sistema superconductor pero usando acoplamientos simbdlicos. Se usa para esto la

libreria Sympy:

1using Fermionic

2 using SparseArrays

susing PyCall

4

s#se importa el paquete de sympy a través de PyCall
¢ Sympy = pyimport("sympy");

7

sd = 4

on = Int(d/2)
10

ned = 1.0

12
130 = Op_fixed(d,n)
14
[eOx(i-d/4-1/2) for i in 1:d/2]
sort([epsilon; epsilon])
17h0® = sum([epsilon[i]*(ada(o,i,i) + ada(o,i+1,i+1)) for i in
o 1:2:(Int(d)-1)1])
1shi = sum([sum([if i==j spzeros(binomial(d,nume),
< binomial(d,nume)) else -(ada(o,j,i+1)*ada(o,j+1,1i)) end
19 for i in 1:2:(Int(d)-1)]) for j in
~ 1:2:(Int(d)-1)1)

15 epsilon

1 epsilon
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20

21 #se definen los simbolos
22 ¢ sympy.Symbol("g")
23 € sympy.Symbol("e")

24

ssmh = exsympy.Matrix(hQ) - gxsympy.Matrix(hi)

26 (P, D) = mh.diagonalize()

27

s# D es el Hamiltoniano diagonalizado con los autovalores sobre
-~ Su diagonal

20 D

Que devuelve:

o O o O O

o O o o o O
o O o o o O

o O O o o o
o O O o o o

(e + %)™

Esto coincide con los resultados conocidos.

En el siguiente vinculo se presenta mas detalle y desarrollo, asi como otros ejem-

plos de uso:

https://github.com/Marco-Di-Tullio/Fermionic.jl/tree/master /examples

9.4. Bosonic.jl

En el dltimo tiempo, se ha comenzado a explorar, con un formalismo anélogo
el caso bosoénico. Con ese motivo, y partiendo del desarrollo previo de Fermionic.jl,
resulto natural crear una libreria que funcione de forma analoga y permita contrastar
resultados analiticos numéricamente. Esta libreria es un proyecto en desarrollo y
cuenta con menos funcionalidades disponibles que Fermionic.

La principal diferencia con el caso fermiénico es que la base de Fock tiene en

principio dimensién infinita. Es por ello que esta libreria lidia solo con el caso con
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numero fijo de particulas. Con esta restriccion, la base aumenta de tamano propor-

d+N-1

N ) donde d es la cantidad de modos disponibles y N la cantidad

cionalmente a (
fija de particulas.

Al igual que Fermionic, Bosonic.jl es una libreria de Julia que puede ser instalada
en Mac, Windows y Linux. Para instalar la libreria desde la consola, se escribe en

primer lugar [ para acceder al modo “pkg". Luego, el comando

1add Bosonic

instalaré el paquete. Es posible también realizar la instalacion desde un notebook

de Jupyter con los siguientes comandos

1 import Pkg
2 Pkg.add("Bosonic")

El codigo fuente de Bosonic.jl esta hosteado en GitHub, y puede encontrarse en

la siguiente direccion
https://github.com /Marco-Di-Tullio /Bosonic.jl

El mismo se encuentra también distribuido bajo Licencia MIT.
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Conclusiones

En la presente Tesis se han desarrollado y examinado nuevas medidas de entre-
lazamiento en sistemas fermiénicos.

En primer lugar, tras una revision de los conceptos fundamentales, se reexaminé
el denominado entrelazamiento de un cuerpo, basado en la matriz densidad de un
cuerpo. A diferencia del entrelazamiento de modos, este entrelazamiento es indepen-
diente de la eleccién de base del espacio de una particula, midiendo la desviacién
del estado respecto de un determinante de Slater. De hecho, como se mostré en el
Capitulo 4 para estados puros, la correspondiente entropia de entrelazamiento repre-
senta la minima entropia relativa (una medida entrépica de distancia) a un estado
fermionico Gaussiano, anulandose pues sii el estado es un determinante de Slater o,
en su version extendida, un vacio de cuasiparticulas. En estados mixtos, el corres-
pondiente entrelazamiento de formaciéon se anula solo para mezclas convexas de este
tipo de estados. Mediante la concurrencia fermionica, el mismo puede evaluarse en
forma exacta en estados fermiénicos generales de cuatro modos.

Como primera aplicacion, se investigé en el Capitulo 5 el comportamiento de
este entrelazamiento en el estado fundamental de un sistema superconductor. Se
mostr6é que la correspondiente entropia de entrelazamiento refleja la intensidad de
las correlaciones de apareamiento, aumentando monétonamente con la constante de
acoplamiento y saturando a su valor maximo en el régimen de acoplamiento fuerte. Al
considerar la biparticion global entre todos los modos k y los reversos temporales £,
la correspondiente entropia de entrelazamiento resulté ser justamente muy similar a
la entropia de un cuerpo (adecuadamente normalizada), siendo ambas directamente
proporcionales en la aproximacion BCS. Por tanto resulta asi posible aproximar un
recurso como la entropfa de entrelazamiento bipartita entre modos distinguibles,
mediante una cantidad accesible por medidas de un cuerpo, tal como la entropia de
un cuerpo.

Se examiné luego el entrelazamiento fermionico de estados reducidos de un con-
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junto de modos, los cuales son, desde ya, estados mixtos. El primer caso no trivial
es el estado reducido de 4 niveles (k,k, k', k'), k # k', donde el entrelazamiento de
formacion asociado, calculado mediante la concurrencia fermionica, exhibe un com-
portamiento distinto al de las entropias anteriores. Dicha medida presenta un pico
prominente en la transiciéon de fase superconductora para los niveles méas cercanos

al nivel de Fermi, haciéndose pequena en el limite de acoplamiento fuerte.

Estas medidas fueron también calculadas para descripciones aproximadas del es-
tado fundamental del mismo sistema, tales como BCS y BCS proyectado a niimero
fijo de fermiones. Se observd una correlacion estrecha entre el gap de BCS y el en-
trelazamiento de un cuerpo global, confirmando la relaciéon de este tltimo con las
correlaciones de apareamiento. La aproximacion de BCS es capaz de proveer una
muy buena descripcion, en la fase superconductora correspondiente a acoplamiento
G > (., de la entropia de un cuerpo, asi como de la entropia asociada a la particion
entre todos los modos k y k, que resulta ser en este caso exactamente la mitad de
la anterior. Sin embargo, la aproximaciéon normal de BCS no es capaz de describir
la concurrencia fermionica del estado reducido de cuatro modos (que depende de
observables de dos cuerpos), dando un valor idénticamente nulo. Es necesario para
ello proyectar el estado de BCS a un ntimero de particulas fijo. El estado resultante
(obtenido por variacion luego de la proyeccion) es capaz de proporcionar una descrip-
cion correcta de la concurrencia fermioénica, reproduciendo el pico de la concurrencia
para niveles k, k' proximos al nivel de Fermi. También es capaz de predecir correc-
tamente el valor pequeno pero no nulo (en sistemas finitos) de las otras medidas
de correlaciones en la zona normal G < G.. Si bien las predicciones de esta tultima
aproximacioén son muy buenas para todo valor de G, la zona G ~ G, es aquella
donde se observa la mayor desviaciéon, confirmando que el pico de la concurrencia se

da en la zona de mayor complejidad de la funcién de onda exacta.

Se analizaron también otras medidas de correlaciones en el estado reducido de
estos subsistemas, tales como la informacién mutua y la discordia cuantica. En
contraposicion con la concurrencia, estas siguen siendo significativas en la zona su-

perconductora y también en el limite de acoplamiento fuerte.

Las mismas medidas fueron también examinadas, en el Capitulo 6, en el estado
fundamental exacto del modelo de multiplemente conectado de Lipkin fermidnico.
Aqui se encontré también que la entropia de un cuerpo se correlaciona fuertemente
con el pardmetro de orden de campo medio asociado a la ruptura de simetria, y

aumenta mondtonamente con la intensidad del acoplamiento, saturando en el limite
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de acoplamiento fuerte. Es también aproximadamente proporcional a la entropia de
entrelazamiento total bipartita entre los modos superiores e inferiores, una cantidad
que no tiene analogo fisico en una realizacion pura de espines de este modelo. Am-
bas entropias escalean con la dimensién del sistema, son débilmente dependientes
de la anisotropia y pueden ser correcta y analiticamente descriptas por una aproxi-
maciéon de campo medio con paridad de ntimero de ocupacién de nivel restaurada.
Esta simetria tiene un rol importante en la proporcionalidad previa y asegura una
paridad de nimero de fermiones fija en el entrelazamiento entre modos superiores
e inferiores, permitiendo considerar el entrelazamiento total arriba-abajo como un

recurso cuantico.

Se analiz6 también el entrelazamiento fermionico del estado reducido de cuatro
modos (dos pares arriba-abajo, primer caso no trivial) mediante la concurrencia fer-
mioénica. A diferencia de las medidas globales previas, esta concurrencia presenta
un pico dominante en la transiciéon de fase, al igual que en el sistema supercon-
ductor, cuyo ancho es dependiente de la anisotropia del acoplamiento. Mientras que
esta concurrencia puede ser directamente asociada con un entrelazamiento de modos
bipartito (es decir con un par de spin 1/2 efectivo p — q), difiere de un entrelaza-
miento arriba-abajo del par, p,,, el cual puede ser medido mediante la negatividad
correspondiente. Esta ultima cantidad se comporta similarmente a medidas globales
previas. La aproximacion de campo medio puede predecir correctamente esta negati-
vidad si se restaura la simetria rota de paridad de ocupacion de nivel, pero no puede
predecir la concurrencia para acoplamientos fuertes incluso después de restauracion
de simetria, a diferencia del caso superconductor anterior. Solo considerando corre-
laciones de RPA (del tipo bosones efectivos colectivos) sobre campo medio es posible
capturar el comportamiento y valor de la concurrencia correctamente, obteniéndose

asi expresiones analiticas exactas en el limite termodinamico.

En el Capitulo 7, se volvieron a tratar los aspectos formales del entrelazamiento
de un cuerpo, demostrando que puede ser considerado como un recurso cuantico.
En primer lugar, se desarrolld una formulacién bipartita general del entrelazamiento
de un cuerpo en estados puros, que se relaciona con correlaciones entre observables
de 1y (N — 1)-cuerpos, y es formalmente anédloga a la de sistemas de componentes
distinguibles. Esta formulacién conduce a una descomposicion tipo Schmidt del es-
tado, que contiene los autovalores de las matrices densidad de 1 y (N — 1) cuerpos

(las cuales son isoespectrales).

Se identifico a continuacion la clase de operaciones que no generan entrelazamien-

155



Capitulo 10. Conclusiones

to de un cuerpo, a través de relaciones de mayorizacion que debe satisfacer la matriz
densidad correspondiente. Se demostr6 en el Teorema (7.2.1) que medidas de ocu-
pacion de un modo (de una base arbitraria) satisfacen efectivamente esta relacion,
implicando que estas disminuyen (o no aumentan), en promedio, el entrelazamiento
de un cuerpo, en forma analoga a lo que ocurre con las medidas locales en la teoria
usual LOCC de entrelazamiento entre componentes distinguibles. La teoria de recur-
so resultante tiene entonces a los determinantes de Slater como estados libres y a las
operaciones FLO (Fermionic Linear Optics) con conservacion de nimero como ope-
raciones libres. En los corolarios (1) y (2) del teorema se extienden estos resultados
a medidas de ocupacion méas generales. Los resultados aqui obtenidos constituyen
la base para una teoria general de recursos asociada a las correlaciones cuanticas
mas alla de la antisimetrizacion en sistemas fermiénicos. Se discutieron también co-
nexiones con el entrelazamiento de modos, mostrando que el entrelazamiento de un
cuerpo es necesario para tener entrelazamiento bipartito de modos con ntmero fijo

de fermiones en cada parte (o también paridad de ntimero fija).

En el Capitulo 8, se generalizo el formalismo anterior al caso de M cuerpos.
En primer lugar se introdujo una representacion bipartita de estados arbitrarios
de N-fermiones, y una correspondiente descomposiciéon de Schmidt, expresada en
términos de operadores generales de creacion de M-y (N-M) fermiones. La misma
se encuentra directamente conectada con las matrices densidad reducidas de M
y (N-M)-cuerpos, que comparten los mismos autovalores no nulos, asemejandose
formalmente al caso estdndar de componentes distinguibles. Se presentd también
el concepto de entrelazamiento de M-cuerpos, que emerge naturalmente de esta
representacion, determinado por el grado de mezcla de las matrices densidad de M
o (N-M)-cuerpos, que generaliza el entrelazamiento de un cuerpo y caracteriza las
correlaciones entre los operadores de M-y (N-M)-cuerpos. Dicho entrelazamiento
es naturalmente independiente de la eleccion de base (no es un entrelazamiento de

modos) y de la eleccion de los operadores de creacion de M-fermiones.

El conjunto completo de matrices densidad de M-cuerpos p™) (1 < M < N/2)y
en particular sus autovalores, provee una caracterizacion detallada de la estructura
de los estados correlacionados de N-fermiones. Se ha visto explicitamente que estados
correlacionados que se ven similares a nivel de un cuerpo pueden llevar a matrices
densidad de M-cuerpos muy distintas, como sucede con los estados (8.42) y (8.35).
En este ultimo estado, se tiene la aparicion de caracteristicas tipo bosénicas como la

emergencia de autovalores mayores a 1 en las matrices densidad de M-cuerpos para
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M > 2. Por otro lado, todos los determinantes de Slater llevan a matrices densidad
de M-cuerpos idempotentes (i.e. con autovalores 1 6 0) ¥ M. Los autovalores de p*)
determinan el valor medio de los operadores de M-cuerpos y sus autovalores mas
grandes dan una cota superior a todos los valores medios (AMTAM)) (Ec. (8.32))
determinados por operadores “colectivos” AT que crean estados normalizados de
M fermiones. El comportamiento de los autovalores de la matriz de M-cuerpos fue
estudiado en el estado fundamental de un sistema supeconductor y en un modelo
tipo Hubbard fermiénico atractivo. En ambos casos se observaron comportamientos
del tipo bosdnicos, como se vio refljado por la presencia de autovalores de la matriz
densidad de 2 cuerpos mayores a 1. Fue posible, ademas, identificar una familia
de aproximaciones basadas en la descomposicién de Schimdt (exacta) previamente
presentada y la presencia de simetrias, que logra dar una buena aproximaciéon con

pocos términos.

Se investigaron asimismo las implicancias operacionales del entrelazamiento de
M-cuerpos. Al demostrar la relaciéon de mayorizacion (8.56), se mostr6 que la en-
tropia de entrelazamiento asociada a la matriz densidad normalizada de M-cuerpos
(1 < M < (N —1)) no aumentaré (y decrecera en general) bajo medidas de un
fermion determinadas por los operadores de Kraus (8.55). Este resultado puede ex-
tenderse a medidas generales de L-fermiones basadas en operadores (8.75) (Ecs.
(8.85)—(8.86)), que tienen matrices densidad reducidas de M-cuerpos como estados
post-medidos, Ademés, demostrando la relacién de mayorizacion (8.92), se mostrod
que dicha entropia de M-cuerpos provee también una cota superior al entrelazamien-
to bipartito promedio entre M y (N — M) fermiones efectivamente distinguibles ge-
nerados por el mapeo determinado por los operadores (7.32). Estos resultados sirven
de base para una teoria general de entrelazamiento de muchos cuerpos en sistemas

fermionicos més alla de la antisimetrizacion.

Finalmente, en el Capitulo 9 se describié en detalle el funcionamiento de la
libreria de codigo abierto Fermionic.jl, desarrollada y utilizada en el marco de la

presente tesis.

A partir de estos resultados se desprenden varias extensiones y aplicaciones que
se planea investigar a futuro. Entre ellas, el analisis y caracterizacion de sistemas
fermionicos fuertemente correlacionados en base a las matrices densidad de M cuer-
pos vy el correspondiente entrelazamiento, el desarrollo de protocolos de computacion
cuantica basados en los recursos aqui presentados, la extension del formalismo a sis-

temas bosonicos, v la extension a cuasiparticulas de la ultima parte del formalismo.
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Finalmente, cabe destacar que todas las particulas a nivel fundamental son indis-
tinguibles, por lo que el presente formalismo, es necesariamente la base para todo
tipo de teorias rigurosas de entrelazamiento, incluyendo las basadas en componentes

efectivamente distinguibles.
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Apéndice A: Fermiones

A.1. Primera Cuantizacion

Una primera aproximacion al problema de la simetrizacion consiste en considerar
las particulas como objetos cuanticos, pero sus alrededores de forma cléasica. Con-
siderando primero un sistema de dos particulas, una en el estado n; y otra en el

estado ng, un primer Ansatz para la funciéon de onda seria

1) [n2)

Que pertenece claramente al espacio producto tensorial H 4 ® Hp. Sin embargo, esta
expresion permite la posibilidad de distinguir ambas particulas (la particula 1 es
la que esté en el estado n; y la particula 2 en el estado ng). Dos estados fisicos
son equivalentes si difieren solo en una fase compleja. Luego se tienen los siguientes

estados posibles
1) [n2) & |n2) In1)

Con esta funciéon de onda no es posible identificar a las particulas, ya que es un
autoestado del operador correspondiente a intercambiar las particulas 1y 2 (esto se
verd con mas detalle a continuacion). Tomar el signo positivo equivale a considerar
estados simétricos, y el signo negativo a estados antisimétricos. Si n; = ny el estado
antisimétrico se anula trivialmente. Esto significa que no se puede tener particulas
idénticas antisimétricas en el mismo estado. Este es el principio de exclusiéon de
Pauli.

Simetria de intercambio

Se define un operador lineal P, operador de intercambio, que actia sobre el

producto tensorial de dos vectores de estados y los intercambia

P(lo) [¢)) = [¥) [6)
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P es hermitico y unitario, se tiene P? = 1 y luego sus autovalores son +1y —1. Se

tiene

PIS) =15,  PlA)=—]4)

Donde |S) es un estado simétrico y |A) uno antisimétrico. El operador P es tal que
[P, H] = 0 para los sistemas fermionicos. Esto significa que el valor que toma P es
una cantidad conservada. Los vectores quedan confinados a un subespacio con P

definido del espacio total de Hilbert.

Pueden definirse operadores de simetrizacion S = 7 - P, y antisimetrizacion
A= 5>, e(@)P, (con e(a) = +1 si a par y e(a) = —1 si a impar) proyectores

sobre el espacio simétrico y el antisimétrico respectivamente.

Para ver en que sentido la simetrizacién o antisimetrizaciéon cambian las propie-
dades del sistema, puede verse lo que ocurre con las probabilidades. Dado |¢), =
\%(H D X152 x2) €|l x2,2:x1)), con € = %1, se quiere ver la probabilidad de
encontrar una particula en z y otra en x’.

1 , , 1 9
5| e D112 + el .2 )
1
= |§(X1($)X2($/) + 2ex2(2)x1 (2') + ¢ xa () xa(2)) 2
’2

Prob(z, a'| [¢)y) =

= |Oa(@)xe(a’) + exa(z)xi ("))
= Ixa(@)Phxa(@)? + ()P xe()]? + 26 Re(xa (z)x; () x2 () x5(x))

El ultimo término es de interferencia y no aparece si particulas son distinguibles. Se
anula si x = 2.

Usando el teorema de spin estadistico puede mostrarse que las particulas con va-
lores de spin semientero (fermiones) son antisimétricas ante el operador P, y aquellas

con spin entero (bosones) son simétricas frente al mismo operador.

Primera cuantizacién consiste en tomar el producto de las funciones de onda
ortogonales de las particulas individuales (producto de Hartree). Para el caso de
dos fermiones con coordenadas x; y z9 que sea antisimétrico ante el intercambio de

posiciones, es posible definir la siguiente combinacién lineal normalizada:

mmeﬂ A1)

x1(z2)  xa2(72)

M%Mz%%%%%%ﬁ@ﬂﬂz%(

Para el caso general de N fermiones se tiene el determinante de Slater definido como
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xi(r1)  xe(w1) o xwv(@)
1 x1(z2)  xao(z2) .. xn(72)

U (zq, Lo, .y Ty) = mdet ) ) ) (A.2)
xi(zn) Xolzn) - xw(aw)

Si el conjunto de x; es linealmente dependiente, el determinante se anula (principio
de exclusion de Pauli). Formalmente, se trata de un producto wedge.

Para bosones, puede hacerse el mismo tratamiento pero con permanentes en lugar
de determinantes. Es decir que la combinacion lineal queda expresada siempre con

signo positivo.

A.2. Segunda Cuantizacion

En primera cuantizacion, la (anti)simetrizacion de las particulas se consigue re-
presentando la funciéon de onda con combinaciones lineales de determinantes de
Slater o de permanentes de estados de una particula. En segunda cuantizacion, la
(anti)simetrizacion se obtiene autométicamente de los operadores de creacion y des-

truccion.

En el lenguaje de primera cuantizacion, el estado de varias particulas se describe
respondiendo que particula estd en que estado? Pero estas preguntas no tienen
mucho significado fisico, pues las particulas son idénticas y es imposible decir que
particula estd en que lugar. Los estados aparentemente distintos 1y ® ¥s y 19 ® 1y
son en realidad nombres redundantes del mismo estado cuantico de muchos cuerpos.
Luego las (anti)simetrizaciones se introducen para eliminar esta redundancia. En el
lenguaje de segunda cuantizaciéon en cambio, en vez de preguntar que particula esté
en que estado, se pregunta ;cuantas particulas hay en cada estado? No se etiquetan
las particulas y luego no surgen las redundancias. El estado de muchas particulas se

representa con los nimeros de ocupacion

I[na]) = |01, 02, ...y gy o0

Este estado tiene n,, particulas en el estado |a). A los nimeros de ocupacion |[n,])
se los conoce como estados de Fock. Se tiene ) n, = N. Para fermiones, n, puede

ser solo 0 6 1, mientras que para bosones puede ser cualquier entero no negativo.
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Todos los estados de Fock forman un conjunto completo del espacio de Hilbert de

muchas particulas, o FEspacio de Fock.

Definicion A.2.0.1. El espacio de Fock es una construccion algebraica usada para
construir estados cudnticos con numero variable de particulas idénticas a partir de un
mismo espacio de Hilbert H, cada uno con la simetria correspondiente. Se construye

con la suma directa de los espacios

F,(H) = ésv”ﬂ@” =COHD(S,(HOH)) DB (Sy(HOHH)) ® ... (A.3)

n=0

Con S, el operador que simetriza o antisimetriza.

Cualquier estado genérico de muchos cuerpos puede ser expresado como combi-
nacion lineal de estados de Fock. El espacio de Fock permite ademas variar el ntimero
de particulas y definir un estado de vacio |0) con todos los nimeros de ocupacion
iguales a cero |0) = |...,04,...). El estado de Fock con un solo valor de ocupacion

distinto de cero |ng) = |...,0,n4,0,...) se conoce como es estado de modo unico.

En términos de primera cuantizacion, el vacio es la unidad del producto tenso-
rial: |0) = 1. El estado de una particula se reduce a su funcién de onda |1,) = ¥,
y para mas particulas se tiene |2,) = 1, ®@ ¥y ¥ |na) = O™, Para estados de Fock
multimodos, se necesita simetrizacion: |1y, 1o) = \%(7,017,&2 +1091)1), con signo positivo
para bosones y negativo para fermiones. Para agregar o quitar particulas se intro-
ducen los operadores de creaciéon y aniquilacion. Todos los estados de Fock pueden
obtenerse aplicando operadores de creacion sobre el estado del vacio. Estos opera-
dores se construyen originalmente en el contexto del oscilador armoénico cuantico y
se generalizan en teoria cuantica de campos. Son fundamentales en el sentido de que
cualquier operador puede expresarse a partir de estos. Las particulas que se crean

con estos operadores tienen la simetrizacion ya adecuada.

A.3. Descomposiciéon de una Transformacién de Bo-

goliubov

Estas transformaciones pueden pensarse en pasos. Usando el Teorema de Bloch

y Messiah [75], una matriz de la forma (3.14) puede siempre descomponerse como
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el producto de 3 matrices de la siguiente forma
D 0\ (U V\/[(C o

W = —
0 D VU 0 C*

U=DUC V=DVC

O anélogamente

con D y C son matrices unitarias, y U,V son matrices reales de la siguiente forma

0 0
0
u, 0
0 w
U =
u, 0
0 wu,
1
0 1
(A.4)
1 0
1
0 v
—v; 0
V =
0 v,
—v, O
0
0 0

Esto implica que la transformacion (3.12) ocurre en tres partes:

1. Una transformacién unitaria de los operadores ¢ y ¢! entre ellos
dz = Z leczu
!
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2. Una transformacion especial de Bogoliubov, que distingue entre niveles apa-

reados (es decir los que tienen u, > 0y v, > 0)

oz;r, = updj, — Updy

T i
Qg = Updy; + vpd,,

con los bloqueados (es decir los que estan ocupados v; = 1,u; = 0 6 desocupa-

dos v, = 0,u, = 1)

Se conectan por los bloques de 2 x 2 de las matrices (A.4). Las relaciones (3.15)

garantizan con los coeficientes de ocupacion u, y v, estén normalizados.

3. Una transformacién unitaria de los O‘L entre ellos

aL = Z Ck’ka]t;/
k/

A.4. Teorema de Wick

El teoréma de Wick [75] establece reglas que permiten reordenar un conjunto
de N operadores ¢, ¢, que cumplen con la propiedad que el conmutador (en el caso
bosoénico) o el anticonmutador (en el caso fermiénico) de dos operadores elegidos de
manera arbitraria de este conjunto es un nimero.

Se define en primer lugar el producto T-ordenado (producto ordenado temporal-
mente) de un producto de operadores a(ts), a(t3),a’(t;) ... como el reordenamiento
de estos de forma tal que los argumentos temporales aumentan de derecha a izquier-

da. Las permutaciones impares poseen un signo negativo.
T{a(t))a'(t3)a(tsy)a' (t)} = —a(t))a(ty)a (ts)al (t))  t1 >ty > t3 >ty

En un producto normalmente ordenado, los operadores se ordenan de manera
tal que los de creacion al estan a la izquierda y los de destruccion a a la derecha.

Nuevamente, las permutaciones impares dan un signo negativo.

Tl = T _gt
N{aya,a,al } =: a,a,a,a ala,a,a,

o

Finalmente se define la contraccion UV de dos campos U y V, el valor medio de

su producto, como

UV =T{UV} - N{UV}
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Con estas definiciones se tiene finalmente el teorema de Wick

T{UVW ...XYZ} = N{UVW .. XYZ}+N{UVW. XYZ}
A N{UVW ... XYZ}+ N{UVW ... XY Z}

+
+ L+ N{OVW. XYZ}+... (A.5)
Luego el producto T-ordenado de operadores de campos es igual a su producto
normalmente ordenado sumado a los productos normalmente ordenados con una
contraccion (de todas las formas posibles), sumado a los productos normalmente
ordenados con dos contracciones (de todas las formas posibles), etc. Se debe tener
cuidado al quitar una contracciéon del producto normalmente ordenado, ya que puede

haber un cambio de signo:
N{UVXY}=UVN{XY}, N{UVXY}=-UXN{VY}

Cuando los operadores no tienen dependencia temporal, el orden temporal se
define como el orden dado en primer lugar. Al calcular valores de expectacion de
estados determinantes de Slater, o estados que son exponenciales de operadores de
un cuerpo (exponenciales de c'c) o de un cuerpo generalizado (exponenciales de
operadores cfc, cc, cfcl), en la expresion (A.5) se anulan todos los términos que no

estan totalmente contraidos. Luego se tiene, por ejemplo,
<CIC$C?,C4> = <CIC£> (csca) + <C§C4> <0503> - (C§CS> <C£C4> (A.6)

y expresiones similares para operadores de n cuerpos. Es posible entonces expresar
los valores medios de operadores de dos o n cuerpos en estos estados en términos
de los elementos de la matriz densidad de un cuerpo extendida determinada por los

mismos.
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B.1. Estados reducidos de cuatro modos como esta-

dos de dos qubits y discordia cuantica

El GS (5.2) es una superposiciéon de estados donde los pares de modos kk estan
totalmente ocupados o vacios. Siguiendo la ref. [83|, se puede pensar en estos pares
como qubits de paridad par y usar esta representacion para estudiar el estado re-
ducido (5.10) de cuatro modos k, k, k', k', como un estado mixto de dos qubits. Del
Lemma 1 de [83] sigue que la concurrencia fermionica (5.11) es la concurrencia de
Wooters [71] de estos dos qubits.

Ademas, se pueden introducir operadores fermiénicos analogos a las matrices de
Pauli de estos qubits, de forma tal que las operaciones locales pueden describirse

con las siguientes analogias:

o = CLC;EC + i (B.1)
' = —i(c c£ — CiCk) (B.2)
Gi = e+ e —1 (B.3)

Estos operadores satisfacen [64,, 67,] = 2i0p €07 ¥ (4)%[1)k = |11, para cual-
quier paridad del estado [t/); de los pares kk. Cualquier estado mixto de dos qubits

puede escribirse, en funciéon de estos operadores, como
1 by v
Prk! =  PrPE + ZCNVO-kUk' (B4)
1
pr = S(1+7m0p) (B.5)

donde 1y, = (o) y Cu = (ol0},) — (0})(0},) es el tensor de correlacion del estado.

Esta representacion es conveniente para evaluar la discordia cuantica [74].
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La discordia cuantica D(A|B) de un estado pap de un sistema bipartito de
componentes distinguibles A, B puede definirse como la minima diferencia entre dos

extensiones cuanticas de la entropia condicional |73, 136, 137| (véase (2.25)),

D(A|B) = ?rl[lr}l S(A|Bqn,y) — [S(pas — S(ps)] (B.6)
S(A[B,y) = ZPjS(PA/H]-) (B.7)

donde papy = Trpapap es el estado reducido del subsistema A(B), el conjunto
{I1;} describe una medida local en B, p; = Tr[papll;] es la probabilidad de obtener
el resultado j en esta medida y pa/m; = pj_lTr[pABHj] es el estado condicional de
A luego de obtener este resultado. Evaluar D(A|B), requiere entonces encontrar el
minimo sobre todas las medidas locales de la entropia condicional S(A|Br,).

Para estados de dos qubits y para una medida proyectiva a lo largo de la direcciéon

k en la esfera de Bloch del qubit B, la entropia condicional (B.7) toma la forma

S(A[By) = Z Pk f (M) (B.8)
pu==+,v==+
donde f(z) = —zlog,, p,x = 3(1+vrp-Kk) son las probabilidades de los dos posibles
resultados de la medida y
Cx

Tror, &V (B.9)

1
A= 5L+ plra+v

son los autovalores de los estados condicionales correspondientes pa,,x del qubit A.
Se mostro en |74] que en el régimen débilmente correlacionado, la medida minimizan-
te (B.8) se determina esencialmente por la direccién de uno de los vectores singulares
del tensor de correlacion C'. El estado de interés es (5.10), que en la notacion actual
es un estado del tipo X simétrico bajo rotaciones alrededor del eje z. Tiene vecto-
res marginales ry;) paralelos al vector singular Zh(Ry de C, ie., ry = (0,0,r,) con

k. = 2{ngz) — 1, y un tensor de correlacion ya diagonal en la base elegida, con

Coe =Cyy = 2(c,tc£c,gxck/> (B.10)
Co. = A(mgnwi) — (g) (i) (B.11)

Por ende, la medida minimizante en el limite débilmente correlacionado puede ser
una medida proyectiva a lo largo de z o a lo largo de cualquier vector k en el plano zy.
Mas alla de este limite, es facil mostrar que para este estado las medidas proyectivas
previas siguen siendo estacionarias. Ademés, para los estados reducidos obtenidos

del GS del sistema con apareamiento (superconductor), se ha verificado aqui que el
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minimo se obtiene siempre para medidas a lo largo de cualquier vector k en el plano
xy, que es precisamente el determinado por las correlaciones de apareamiento (Ec.
(B.10)).

Luego se obtiene px = 3 v Aoy = 3[1 + py/ri, + C2,] para ambos v = =+.

En particular, en el régimen de superconductor fuerte, las Ecs. (5.13-5.14) llevan a

r, =0y Cpp = =2~ en cuyo caso las Ecs. (B.6-B.7) llevan a
kz Y Czz 1(Q-1)° Y
1 logs3
Dy = 5 (1= —2=(3+97) (B.12)

para €) grande. Es decir que el discord es finito en este limite.

El caso N = Q) = 2: El caso de N = 2 fermiones en ) = 2 niveles degenerados
es el caso no trivial méas pequeno del sistema superconductor. El GS exacto del
Hamiltoniano 5.1 es simplemente |¢)) = (ozkcltc]g + ak/c,t,cj;,)|0> con k =1, kK =2,
ap = )‘2—i/\8 v A = V2 4+ G2, que es entrelazado para G > 0 (i.e., no es un DS o
unk vacio de cuasiparticulas). El estado (5.10) es obviamente puro, con (ngzngg) =
(et = 0y (i) = |adl, (c,t,c%,c,;cw = apag, = G/(2)). La concurrencia

(5.11) se reduce a C' = 2|agay|, es decir,

G|
Ve +G?

que tiende a 1 cuando G /e — oo, en concordancia con el limite (5.15) para {2 = 2. La

Ck:k:’ = (B.13)

discordia cuéntica coincide entonces exactamente con la entropia de entrelazamiento

bipartito Eq g y es exactamente proporcional con la entropia de un cuerpo S*P(|1))) =

hpP): D = Eqo = S(pw) = Slpwr) = SP(¥)/4 = — 3 |aillogs|ag] =
h(fr) = h(fw), con Iy = 2Eqq y fu = |og], k = 1,2 los autovalores (dos veces

degenerados) de p®.

B.2. Separabilidad fermiénica en el modelo de Lip-
kin

El GS exacto con paridad definida de S, (6.8) del modelo de Lipkin es entrela-
zado, es decir no es un DS, si |S,| < €2/2. Sin embargo, en la transicion de paridad
que emerge al aumentar v, /e con x fijo, x € (0, 1), el GS es doblemente degenerado
y el GS exacto puede tener paridad P, no definida [96]. En particular, en la primera
transicion (Ec. (6.26)) un DS con ruptura de paridad S, de la forma (6.29) (el GS

de MF) se hace ezacto para cualquier €2 (separabilidad fermionica).
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Este resultado puede verse facilmente escribiendo el Hamiltoniano de la Ec.
(6.6) en término de los operadores de quasi-spin rotados S, = pc’j}icﬁ, S, =
: >, L L —C L_ c,_), determinado por los operadores fermiénicos primados (6.31).
Se obtiene, descartando los términos constantes V(1 + x)N/4,

H = ecosfS, — V,(S,% cos? 0 + 5% sin 0 + x.5,%)

(B.14)
+sin 0[S, + V, cos0(S.S. + S.S)] .

La condicién estacionaria de MF (6.32) cancela los términos de excitacion oc 57,
presentes en la segunda linea de (B.14), al aplicarse al estado de MF (6.29) (para
n-S = S,). Los términos de excitaciones de dos fermiones oc S, * en la primera linea

de (B.14) se anulan también sii se cumple la condiciéon

cost = /x (B.15)

en cuyo caso el estado de MF (6.29)—(6.31) se hace autoestado exacto para ambos
signos de 6. Como para § > 0 sus coeficientes Ck(6), de la Ec. (6.36), son todos
positivos, tal estado no puede ser ortogonal al GS (6.8) (donde Cx > 0V k) y debe
ser entonces un GS. La Ec. (B.15) lleva, junto con (6.32), a los puntos de factorizacion
(6.26). Esta separabilidad es equivalente a la que se tiene en la representacion de
spines 95, 96, 138, 139], donde se corresponde con un GS factorizado.

Los limites laterales del GS exacto en esta transicion tienen, sin embargo, paridad
definida y vienen dados por los estados de campo medio proyectados a paridad de
S, (6.41) [96], con @ determinado por (B.15). Estos estados estan entrelazados para
0 € (0,m),esdecir x < 1 (parax — 1,0 — 0y |UT) — |¥y) = |K = 0), mientras que
|[U~) — |K = 1)). Por lo tanto, en los limites laterales del punto de separabilidad,
la entropia de un cuerpo exacta se acerca a los valores dados por la Ec. (6.44), es
decir esencialmente el resultado de la diagonal de campo medio (6.35) para 6 y
no tan pequenos, que son no nulos e iguales para ambas partes (ambos ocurren con
los limites laterales de E*~ y Nt~ Ecs. (6.46) y (6.49)). En contraste, los limites
laterales exactos (6.48) de la concurrencia fermionica de cuatro niveles se hacen
muy pequenos para ¢ y {1 no muy pequenos, mientras que p,, €s esencialmente una
mezcla de estados Gaussianos. Como consecuencia, la existencia de separabilidad
en la transiciéon de paridad S, se ve claramente reflejada en la desaparicion de la
concurrencia fermionica, pero no en el comportamiento de £ (ni de E*~ o N't7),

como puede verse en la Fig. 6.2.
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C.1. Apendice: Demostracion de la desigualdad (7.34)

y Corolario 1

Demostracion. Se prueba en primer lugar la Ec. (7.34) para el autovalor mas bajo
de pg), donde S/, es el subespacio que contiene el estado medido |k) y los primeros
m autovalores de p!). Se escribe el autovalor més bajo de p‘(sl/) como alk) + S|k,

con k') € S/ ortogonal a |k), tal que /\m+1(pg,)) es el autovalor més chico A_ de la

CTCk CJr,C]C
p,g;>,:<<f> (cl >)' 1)

(chew)  (chew)

matriz de 2 x 2.

Fijando (cl.c,) = px, sus autovalores son

= NE ATy (C.2)
Dados Py, = czck, Pr = ckcL = 1 — Py, un estado general |¥) puede expandirse como
W) = Z/W, P Pu|¥) = Zu,u’ N\ R (C.3)

donde 1 = k. k, p/ = k', (tal que Zu,u’ PPy =1)y [Yuu) = Pupu’m])/\/puu’,
con pu = (Y|P, Pu|V), son estados con ocupaciones de un cuerpo definidas |k),
|K). Se tiene entonces p = i + P, Pk = P + Par ¥ (ChiCr) = /PrwPrivs con
r| < 1. Luego, |(cl,ci)|? < prwpr, v (C.2) implica A_ > il PRRCPRE. es decir,

Al 2 prr > pk)\m+1(/01(is)7gl) + PE/%H(P%SL) ; (C.4)

ya que pk)\mﬂ(p,(cg, ) < prrr ¥ )\m+1(,0]%), ) = 0 (ya que el estado k esta vacio en

pl%)v,ﬂ). Esto implica la Ec. (7.34) porque >\m+1(p‘(gl41) =\ u
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Considerando el autovalor mas grande A, en (C.2) de un bloque similar de 2 x 2,
tal que el primer autovalor (el més grande) de p() es barrido por |k) y |k), se
verifica, usando nuevamente |{(cl,cx)|? < prwpri, que M(pM) = Ay < pi + ppw <
pk)\l(p,(cl)) + p;;)\l(plg)), ya que )\1(,0,(:)) =1y pw < p,;)\l(plgl)), que es la primera
desigualdad (m = 1) en la Ec. (16).

Esta demostracion para el Teorema 1 es valida también para estados fermiénicos
mixtos generales p (asumiendo que conmutan con el operador de niimero fermiénico
N = >k czck, o en general con el operador paridad et ), ya que siempre pueden
purificarse, es decir considerarse como el estado reducido ps de un estado fermiénico
puro

W) = > _ CuwALBI0) (C.5)

v

de paridad definida. Aqui AL, B} contienen operadores de creacién en S y en un
espacio ortogonal de una particula S| respectivamente, satisfaciendo (0|A,sAf[0) =
s (0|ByBi|0) = 8,,,, (0|B,,Al|0) = 0. Es posible asumir, por ejemplo, que
{AlB}|0)} es un conjunto completo de determinantes de Slater ortogonales. Lue-
go ps = Trg |¥)(V] = ZH’H,(C’CT)HMWMM’L con |p) = Al]0) un DS en S, satisface
(V]|Og|¥) = TrpsOs V los operadores Og que contienen operadores de creacion y
destruccion de estados de una particula € S.

Dado un estado fermionico mixto arbitrario ps la Ec. (C.5) es una purificacion de
ps para cualquier matriz C' que satisface (CCT),,, = (u|ps|y’) (requiere dimS; >
dim S).

Se demuestra a continuacion el Corolario 1, es decir la extension del Teorema 1 a
los operadores de medida de ocupacion més generales de la Ec. (7.36). En términos

de los estados (7.28), los estados post-medida correspondientes |\If;€(k)) o¢ My W)

son

W) = (av/pr i) + Bypr [VR) /P (C.6)
W5) = (W [Ye) + 0VPr[VR) [/ Phs (C.7)

donde |af* + |[y* =1, B + [d]* = 1 y
P = plal> +pel B, pf = pely® + peldf?, (C.8)
con pj, + pf, = 1. Hay que probar
MpW) < B + B (C.9)
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/(1)
k()

estados (C.6)—(C.7). La generalizacion de la Ec. (7.32),

donde p son ahora las matrices densidad de un cuerpo determinadas por los

1 1 1
Trpl) = Trlpip'd +pio'sal (C.10)
sigue valiendo para cualquier subespacio § tanto ortogonal como contenedor del
estado de un cuerpo |k), como [Mk(,;),cz,ck/] = 0 tanto para k' = k como para k'
ortogonal a k (ver comentario debajo de la Ec. (7.31)). Procediendo de la misma
forma d i6 i / /) i

y usando notacion previa, se ve que pjAm11(0'}, Sén> es menor o igual al autovalor

més pequeno A\,_de la matriz de 2 x 2

( a2y, afB*(chcr) ) (C.11)

a*ﬁ(c,tckr> a*prr + |81
(1)
kSt
similar con o — v, § — 0. Es sencillo probar entonces, usando la Ec. (C.2) para \_,

que Am+1(p§)) = A 2> N + N, ya que

/
m

mientras pi A 41(0';s ) €s menor o igual al autovalor més pequenio A\;_ de una matriz

Al = XNm — Nl = \/(Ialzzp’“k_'_4|’B|2p’51“')2 + |aB(ch,c)|?
(VPP —1017Psr )
o s P il )2

_\/(pk;;/;p;;kfﬁ + |<C]T€/Ck>|2
> 0, (C.12)

con igualdad para |r| = 1 (|(cL,cx)| = /Prwprr) © la] = |8]. Luego la desigualdad
m — esima en (C.9),

m

S0 <Y A ) P (D) (C.13)
v=1

v=1

vale debido a (C.10) y la desigualdad de Ky Fan. La Ec. (C.9) es también vélida en
cualquier subespacio S que contiene (o es ortogonal a) el estado de una particula
|k). m

C.2. Medidas de ocupacién en estados libres

La Ec. (7.18) implica que los operadores de Kraus K; que se corresponden con

una ONG deben convertir estados libren en estados libres, es decir DSs en DSs.

175



Apéndice C. Apéndice C: Teoria de recursos

Para las medidas de ocupacion de las Ec. (7.26) (Teorema 1), (7.36) (Corolario 1) y

Corolario 2, esta propiedad puede verificarse facilmente. Sea
N
w) = ([ [ Do), (C.14)
v=1

un DS general para N fermiones, con {c,,,cl,} = d,7. Un operador fermiénico de
creacion general ¢l = 3" a,cf, con a, = {¢,, cL} v {er, e} =3, Jow | = 1, puede
escribirse como

ck = V/Prcl, + VPRck, - (C.15)
donde \/]_okcLH = D <N a,cl es la componente en el subespacio ocupado de |¥),
con pp =y onla? = (W)l x| W) 1a probabilidad de ocupacién de un modo k y
C’Tfu |W) = 0, mientras que \/1_9]50}Cl = >,y es el complemento ortogonal, con
i = > onlw? =1—pry ¢, |¥) = 0. Sipy > 0, puede hacerse la eleccion de
forma tal que cL” = cj/: ~, mediante una transformacion unitaria de ¢, para v < N.

Por tanto, para los operadores de medida del Corolario 2, se tiene que

clW) = /prex, |9, CL|\II>:\/p_,;c};L|\I/), (C.16)

son claramente DSs ortogonales. Para los operadores de medida del Teorema 1, la
Ec. (C.16) implica

cherl¥) = /prcker, |T) (C.17)
ckcm\l/) = \/p_,;ckcLL|\I/>:\/p_,;c£,ckH\\I/>, (C.18)

donde ¢, = \/p_,;cL” - \/p_kcLL, son también DSs ortogonales ({cx,cl,} = 0). Y en el
caso de la medida generalizada basada en operadores (7.36), se ve de (C.17)-(C.18)

que
MilW) = (ay/pref + By/Pre)cr, | ) (C.19)
Mil¥) = (yv/brck + 0y/brcy)e | V) (C.20)

son también DSs, no necesariamente ortogonales.

C.3. Comparando el entrelazamiento de un cuerpo

de estados con diferente niimero de particula

Dados dos estados fermionicos puros |¥), |®) con el mismo nimero fermiénico

. . . . 1
N, tal que sus matrices de un cuerpo asociadas tienen la misma traza Tr p&,) =
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() — N, |U) es considerada no menos entrelazada que |®) si se satisface Ec.

Tr pg
(7.1) ()\<P\1/ ) < )\(,% )). Aqui A(p(V)) denota el espectro de p!) ordenado en forma

decreciente. Se puede mostrar que
Xpy') < Apg') = ADY) < A(Dy), (C.21)

para la matriz densidad extendida definida en Ec. (7.39), cuyo espectro es (A, 1—A).
La Ec. (C.21) se deduce de las propiedades (ver por ejemplo [64, 103])

DA<N=1-A<1-X,
HA<XNyp=<p = A p <Ny,

donde A\, X, i, ' € R™ estan ordenados de forma decreciente y (X, u) € R?" de-
nota el vector ordenado resultante de la union de A y p. Estas propiedades implican

también que la relacion de mayorizacion (7.18) conduce a
A(DW) < Zp A(D) (C.22)

para las matrices densidad extendidas correspondientes. La ventaja de las Ecs.
(C.21)—(C.22) es que dentro de un espacio de SP fijo, los vectores extendidos pueden
siempre compararse mediante mayorizacion, sin importar el niimero de particulas
N, ya que Tr DY = n = dimH esta fijado por la dimension del espacio de una
particula. Para dos estados |V), |®) con nimero de fermiones definidos pero no ne-
cesariamente coincidentes, se dice que |¥) es no menos entrelazado en un cuerpo
que |®) si se cumple la Ec. (C.21). En particular, esta claro que, a menos de una
permutacion, el mismo vector de autovalores A(D(!) se asigna a todos los estados
DS en el espacio de Fock del sistema, sin importar N, de forma tal que son todos
estados menos entrelazados.

La extension de la Definicion 1 a operaciones ONG generales, es decir sin con-
servar necesariamente el nimero de particulas, es directa: una operacién cuantica
es ONG si admite un conjunto de operadores de Kraus {K;} que satisfacen la Ec.
(C.22) V p, con DW y Dj(»l) las matrices de un cuerpo extendidas determinadas por p
y p; respectivamente. Esta extension permite considerar operaciones tales como las
del Corolario 2, con operadores de Kraus ¢, cL La matriz de un cuerpo extendida

DW de los estados postmedidos chk\\m —L_¢l|W) tienen claramente el mismo

\ﬁ

espectro del obtenido de Lc;rﬁck]‘ll) —L¢cl| W), a menos de una permutacion,

VPE f
con las mismas probabilidades, tal que el Teorema 1 implica directamente el Coro-

lario 2. De hecho, la medida de ocupacién con conservaciéon de nimero es solo una

composicion de las anteriores consigo mismas, como (¢, c}) o (cx, k) = (cxch, cler).
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Se puede por tanto incluir la teoria de recursos con preservaciéon de nimero
fermionico dentro de una teoria mas general en la cual el conjunto de estados libres
es el hull convexo de estados DS, para cualquier nimero de particulas posible, y
donde las operaciones libres son las unitarias de un cuerpo y las operaciones basadas
en medidas de {c, CL}, que mapean estados DSs en DSs. Cualquier DS y por tanto
cualquier estado libre puede ser preparado a partir de un estado arbitrario p por
medio de operaciones libres, es decir, aplicando unitarias de un cuerpo y medidas
sucesivas {cg, CJ]L} con post-seleccion. Como el estado inicial es arbitrario, cualquier
estado libre en esta teoria puede ser convertido en cualquier otro estado libre por
medio de operaciones libres. Al permitir que varie el nimero de particulas, se implica
que adjuntar estados libres es también una operacion libre, ya que no altera el
espectro de la matriz DY) asociada en el espacio completo de una particula.

Se han considerado aqui estados libres |¥) con ntimero de fermiones definido
y operaciones KC; que producen estados K;|W¥) con numero fermionico definido al
aplicarse sobre tales estados. La extension a estados libres de cuasiparticulas (es
decir vacios de cuasiparticula con paridad definida) y operaciones de cuasiparticu-
las es directa y no sera considerada aqui. Requiere reemplazar D) por la matriz
densidad de cuasiparticulas [31] de dimension 2n x 2n, que contiene adicionalmente
las contracciones de pairing (cLcl,), (cper). Sus autovalores no son afectados por
transformaciones de Bogolibuov y su mezcla indica la desviacion de |¥) de un vacio
de cuasiparticulas fermiénico. La teoria extendida se reduce a la aqui presentada

cuando se consideran solo estados puros con /N bien definido.
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cuerpos

(M)

D.1. Autovalores de p"") en los estados |Vs;)

Se van a derivar, en primer lugar, los autovalores de las primeras tres MDs de
M-cuerpos en los estados (8.35). Como los fermiones se crean en pares ¢, ch. con

igual probabilidad, los elementos de la MD de un cuerpo de estos estados son
<\112k|c;[cj’\112k> = 5ZJN/D s (Dl)

implicando p() = %]1. Luego, es la MD de un cuerpo maximamente mezclada com-
patible con el niimero total de fermiones /N, haciéndose diagonal en cualquier base
de SP con tnico autovalor D veces degenerado N/D.

Por otro lado, los elementos de la MD de dos cuerpos se bloquean en dos subma-
trices. La primera, comprende los pares de creaciéon de pares contiguos c;flc; que

forman el operador A" de la Ec. (8.33), y tiene elementos
(Warleh;_1chicajeas1|War) = adiy; + B(1 = b5). (D.2)

donde, usando k = N/2 y asumiendo D par,

o= (P2 o _ (%277 _ 2k(D—2k)
(D/2) D> (Dk/2) D(D=2) °

Luego, como este bloque de % X % es simplemente (o — §)1 + M, con M una matriz
de rango uno con todos los elementos iguales a 3, tiene solo dos autovalores distintos:

un autovalor no degenerado

A2) :a+(§—1)@: k(1—2(k—1)/D), (D.3)

max
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que es precisamente el asociado con los operadores de creaciéon de pares colectivos

uniformemente distribuidos A':

(Vo | ATA|Wop) = A0, (D.4)
y los autovalores mas chicos (D/2 — 1)-veces degenerados
A4k(k — 1)
M =a—-p=—. D.5
rest & B D(D . 2) ( )
El otro bloque contiene los restantes (g ) — % operadores de creacion de pares c;rc; que
L)

involucran dos pares distintos y es directamente diagonal, con elementos RGER =
k

)\(2)

et~ L1ego, el resultado final es un autovalor grande no degenerado A2 >1,y

(?) — 1 autovalores méas pequenos e idénticos Afjgt < 1, que satisfacen

M+ ((9) =) M2 = (3)- (D.6)

El mismo procedimiento puede aplicarse para determinar los autovalores de la MD
de tres cuerpos p®). Para la creacion de tres fermiones con dos de ellos en un par

contiguo (2i — 1,2i), se obtiene
(Wapleh;_ychichereaca1|Uor) = 6je[vdu + n(1 — 6,)] (D.7)

donde k # 20, k#2l—1,7#2i,j#21— 1,y

(D/2—2) (D/2—3)
k—2 p = k=2
D/2y D/2
() ()
Se obtienen entonces D bloques idénticos (2 — 1) x (£ — 1), cada uno de los cuales

tiene un autovalor grande no degenerado

2%k(k—1)(1—2(k—1)/D
A = 7+ (B —2)y = Bl (D3)
= (W, |APTAP |y, (D.9)
donde A§3)T - \/ﬁ > cgiflc;-c}, y D/2 — 2 autovalores idénticos més pequenos
3) _ 8k(k—1)(k—2)
Arest =77 — 1N = D(D—2)(D-4)° (D.lO)

asociados a operadores ortogonales AT Por otro lado, los restantes (D ) — D(% -1)

3
gc;cL que pertenecen a pares distintos llevan a un bloque diagonal en p®)

D/2-3
con elementos diagonales idénticos (<,’3—/§)) = AEZ’;. Se tienen, por tanto, D autovalo-
k

tripletes c

D

3) — D autovalores iguales a )\Ez’gt, que satisfacen

res iguales a AP mas (
DX+ () = D) A2 = (). (D.11)

rest — \ 3
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Debe notarse que, mientras AEZ’; < 1, Afke > 1 para 1+ VD/2 < k < DJ2,
alcanzando su méaximo para k ~ D/3 para D > 6, donde A2 ~2D /27.

Para obtener el autovalor méximo A\ de las MD de M = 2m-~cuerpos algebrai-
camente, se puede directamente notar que el mismo emerge del bloque (D W/L 2) X (D né 2)
que contiene productos de m pares distintos c;.flc;- y c2jc2j—1. Todos los elemen-
tos <\I/2k]c£il_lc£i1 ... €5y C2j,—1| Vo) seran positivos con todas las filas de este bloque
sumando lo mismo a causa de la simetria. El maximo autovalor sera entonces igual
a esta suma (como se verifica en (D.3) para m = 1) y se asocia con el autovector

uniforme o (1,1,...,1), es decir al operador colectivo A®™1 o (A")™ de la Ec.
(8.35), implicando la Ec. (8.41).

D.2. Comportamiento de la p® bajo medidas de

ocupacion de un modo

Se va a probar ahora que en el estado (8.35), las medidas de ocupacion de un
modo de SP a través de los operadores P = chk y Pi = ckc,z, romperan la Ec.
(8.68) para p'?. Se tendra, de hecho, que el autovalor més grande (D.3) de p® es

més grande que el de ,0,?) y p,(—f), implicando

AP > gD (1A

(D.12)
que rompe la primera desigualdad de mayorizacion en (8.68).

Demostracion: Si al medir la ocupacion de un nivel de SP k se detecta ocupacion, lo
que ocurre con probabilidad p, = N/ D, el par contiguo asociado (k, k+1) (k impar) 6
(k—1,k) (k par) se “congela” y el maximo autovalor )\,(flzlax de la MD correspondiente
p,(f) surge de los restantes N — 2 fermiones ocupando los otros D — 2 estados de SP.

Como consecuencia, usando la Ec. (D.3) para D - D -2y k= N/2 - N/2 -1,

(2) _ N-2
)\k max ~— 2(D-2)

2
(D+2—-N)< 2 (D+2-N) =22

donde la desigualdad vale para N < D. Similarmente, si el estado k£ no esta ocupado,
un razonamiento similar lleva a

2 N

N
@ __ Y (p_ v _ 2
o 2(D_2)(D N) < (D+2—N)=2)\

2D max

donde la desigualdad vale para N > 2. Estos dos resultados implican la Ec. (D.12)
y por ende la violacion de las relaciones de mayorizacion (8.68) para M = 2. Re-

sultados analogos pueden obtenerse para M = 3 en los mismos estados (8.35). Por
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completitud, puede también verificarse que para la medida (8.55) en el mismo estado

(8.35), vale la primera desigualdad

A Nea
<D DR (D.13)
k

en (8.56) para los autovalores mas grande de las MDs de dos cuerpos normalizadas

inicial y post-medida: Usando nuevamente la Ec. (D.3) para A2, (con k = N/2)
f

y AP (con k= N/2—1y D — D —2), con p, = fack) — L g obtiene, en

kmax M D>
concordancia con (D.13),
Ly (N=2)(D+2-N) _ _D42-N _ ~ (D+2=N) _ AL
D 2ap-2)(V; ) T P-)(N-1) = DIN-1) T (T "
k

182



Bibliografia

1]

7]

8]

19]

[10]

[11]
[12]

M Di Tullio, N Gigena y R Rossignoli. “Fermionic entanglement in supercon-
ducting systems”. Phys. Rev. A 97, 062109 (2018).

M Di Tullio y col. “Fermionic entanglement in the Lipkin model”. Phys. Rev.
A 100, 062104 (2019).

N. Gigena, M. Di Tullio y R. Rossignoli. “One-body entanglement as a quan-
tum resource in fermionic systems”. Phys. Rev. A 102, 042410 (2020).

N. Gigena, M. Di Tullio y R. Rossignoli. “Many-body entanglement in fermion
systems”. Phys. Rev. A 103, 052424 (2021).

E. Schrodinger. “Die gegenwértige Situation in der Quantenmechanik”. Na-
turwiss. 23, 807 (1935).

Michael A. Nielsen e Isaac L. Chuang. Quantum Computation and Quantum
Information. Camb. Univ. Press, 2000.

V. Vedral. Introduction to Quantum Information Science. Oxford Univ. Press,
2006.

S. Haroche y J.M. Raimond. Ezploring the Quantum. Oxford Univ. Press,
2013.

Charles H Bennett y col. “Teleporting an unknown quantum state via dual
classical and Einstein-Podolsky-Rosen channels”. Phys. Rev. Lett. 70, 1895
(1993).

Richard Jozsa y Noah Linden. “On the role of entanglement in quantum-
computational speed-up”. Proc. R. Soc. Lond. A: 459, 2011-2032 (2003).

L. Amico y col. Rev. Mod. Phys. 80, 517 (2008).

J. Eisert y M.B. Plenio. “Introduction to the basics of entanglement theory

in continuous-variable systems”. Int. J. Quant. Inf. 1 (2003).

183



Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

26]

27]

184

Tobias J. Osborne y Michael A. Nielsen. “Entanglement in a simple quantum
phase transition”. Phys. Rev. A 66, 032110 (2002).

G. Vidal y col. “Entanglement in Quantum Critical Phenomena”. Phys. Rev.
Lett. 90 227902 (2003).

Sandu Popescu, Anthony J. Short y Andreas Winter. “Entanglement and the
foundations of statistical mechanics”. Nat. Phys. 2, 754 (2006).

S.N. Solodukhin. “Entanglement entropy of black holes”. Living Rev. Relati-
vity 14 (2011).
V. Giovannetti, S. Lloyd y L. Maccone. “Quantum time”. Phys. Rev. D 92,
045033 (2015).

Paolo Zanardi. “Quantum entanglement in fermionic lattices”. Phys. Rev. A
65, 042101 (2002).

Yu Shi. “Quantum entanglement of identical particles”. Phys. Rev. A 67,
024301 (2003).

Nicolai Friis, Antony R Lee y David Edward Bruschi. “Fermionic-mode en-
tanglement in quantum information”. Phys. Rev. A 87, 022338 (2013).

Fabio Benatti, Roberto Floreanini y Ugo Marzolino. “Entanglement in fer-

mion systems and quantum metrology”. Phys. Rev. A 89, 032326 (2014).

J. Schliemann y col. “Quantum correlations in two-fermion systems”. Phys.
Rev. A 64, 022303 (2001).

John Schliemann, Daniel Loss y A. H MacDonald. “Double-occupancy errors,
adiabaticity, and entanglement of spin qubits in quantum dots”. Phys. Reuv.
B 63, 085311 (2001).

K Eckert y col. “Quantum correlations in systems of indistinguishable parti-
cles”. Ann. Phys. 299, 88 (2002).

H. M. Wiseman y J. A. Vaccaro. “Entanglement of indistinguishable particles
shared between two parties”. Phys. Rev. Lett. 91, 097902 (2003).

G. Ghirardi y L. Marinatto. “General criterion for the entanglement of two
indistinguishable particles”. Phys. Rev. A 70, 012109 (2004).

C.V. Kraus y col. “Pairing in fermionic systems: A quantum-information pers-
pective”. Phys. Rev. A 79, 012306 (2009).



Bibliografia

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

33

[34]

[35]

136]

137]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

Fernando Iemini y Reinaldo O Vianna. “Computable measures for the entan-
glement of indistinguishable particles”. Phys. Rev. A 87, 022327 (2013).
F. Iemini, T. Debarba and R.O. Vianna, Phys. Rev. A 89, 032324 (2014).

Michal Oszmaniec, Jan Gutt y Marek Kus. “Classical simulation of fermionic
linear optics augmented with noisy ancillas”. Phys. Rev. A 90, 020302 (2014).

G. Sarosi y P. Levay. “Coffman-Kundu-Wootters inequality for fermions”.
Phys. Rev. A 90, 052303 (2014).

N Gigena y Ratul Rossignoli. “Entanglement in fermion systems”. Phys. Rev.
A 92, 042326 (2015).

Lexin Ding y Christian Schilling. “Correlation Paradox of the Dissociation
Limit: A Quantum Information Perspective”. Journal of Chemical Theory
and Computation 16, 4159 (2020).

Benjamin Morris y col. “Entanglement between Identical Particles Is a Useful
and Consistent Resource”. Phys. Rev. X 10, 041012 (2020).

H. Barnum y col. “A subsystem-independent generalization of entanglement”.
Phys. Rev. Lett. 92, 107902 (2004).

Paolo Zanardi, Daniel A Lidar y Seth Lloyd. “Quantum tensor product struc-
tures are observable induced”. Phys. Rev. Lett. 92, 060402 (2004).

Toshihiko Sasaki, Tsubasa Ichikawa e Izumi Tsutsui. “Entanglement of indis-
tinguishable particles”. Phys. Rev. A 83, 012113 (2011).

A.P. Balachandran y col. “Entanglement and particle identity: a unifying
approach”. Phys. Rev. Lett. 110, 080503 (2013).

N Gigena y R Rossignoli. “One-body information loss in fermion systems”.
Phys. Rev. A 94, 042315 (2016).

Eric Chitambar y Gilad Gour. “Quantum resource theories”. Rev. Mod. Phys.
91, 025001 (2019).

Dario Egloff y col. “Of Local Operations and Physical Wires”. Phys. Rev. X
8, 031005 (2018).

Jonathan Barrett. “Information processing in generalized probabilistic theo-
ries”. Phys. Rev. A 75, 032304 (2007).

John Goold y col. “The role of quantum information in thermodynamics—a
topical review”. J. Phys. A: Math. Theor. 49, 143001 (2016).

185



Bibliografia

[43]

[44]

[45]

|46]
147]

48]

[49]

[50]

[51]

52|

[53]

[54]

[55]

[56]

186

Gilad Gour y col. “The resource theory of informational nonequilibrium in
thermodynamics”. Phys. Rep. 583, 1-58 (2015).

T. Baumgratz, M. Cramer y M. B. Plenio. “Quantifying Coherence”. Phys.
Rev. Lett. 113, 140401 (2014).

Alexander Streltsov, Gerardo Adesso y Martin B Plenio. “Colloquium: Quan-
tum coherence as a resource”. Rev. Mod. Phys. 89, 041003 (2017).

Nicolas Brunner y col. “Bell nonlocality”. Rev. Mod. Phys. 86, 419 (2014).

Christian Weedbrook y col. “Gaussian quantum information”. Rev. Mod.
Phys. 84, 621 (2012).

J. Von Delft y D.C. Ralph. “Spectroscopy of discrete energy levels in ultras-
mall metallic grains”. Phys. Rep. 345, 61 (2001).

N. Canosa y R. Rossignoli. “Paramagnetic breakdown of superconductivity

in nanoscale particles at finite temperature”. Phys. Rev. B 62, 5886 (2000).

R. Rossignoli y N. Canosa. “Thermal dependence of pairing correlations in
small superconducting particles in a finite magnetic field”. Phys. Rev. B 63,
134523 (2001).

R. Rossignoli, N. Canosa y P. Ring. “Effects of gap fluctuations on the
pair-transfer correlation function in nanometer-scale superconducting grains”.

Phys. Rev. B 67, 144517 (2003).

H.J. Lipkin, N. Meshkov y A.J. Glick. “Validity of many-body approximation
methods for a solvable model:(I). Exact solutions and perturbation theory”.
Nucl. Phys. 62, 188-198 (1965).

N. Meshkov, A.J. Glick y H.J. Lipkin. “Validity of many-body approximation
methods for a solvable model:(II). Linearization procedures”. Nucl. Phys. 62,
199-210 (1965).

A.J. Glick, H.J. Lipkin y N. Meshkov. “Validity of many-body approximation
methods for a solvable model:(III). Diagram summations”. Nucl. Phys. 62,
211-224 (1965).

Barbara M Terhal y David P DiVincenzo. “Classical simulation of noninteracting-

fermion quantum circuits”. Phys. Rev. A 65, 032325 (2002).

Sergey Bravyi. “Classical capacity of fermionic product channels”. Quantum
Inf. Comput. 5, 216 (2005).



Bibliografia

[57]

[58]
[59]
[60]

[61]

62]

63]

[64]

[65]

[66]

167]

[68]

[69]

[70]

Allan DC Tosta, Daniel J Brod y Ernesto F Galvao. “Quantum computation
from fermionic anyons on a one-dimensional lattice”. Phys. Rev, A 99, 062335
(2019).

Asher Peres. Quantum Theory: Concepts and Methods. Kluwer, 1993.
Alfred Wehrl. “General properties of entropy”. Rev. Mod. Phys. 50, 221 (1978).

M. A. Nielsen y J. Kempe. “Separable States Are More Disordered Globally
than Locally”. Phys. Rev. Lett. 86, 5184 (2001).

R. Rossignoli y N. Canosa. “Generalized entropic criterion for separability”.
Phys. Rev. A 66, 042306 (2002). R. Rossignoli, N. Canosa, Violation of majo-
rization relations in entangled states and its detection by means of generalized
entropic forms, Phys. Rev. A 67, 042302 (2003).

A.M. Kowalski, R. Rossignoli y E.M.F. Curado. Concepts and Recent Advan-

ces in Generalized Information Measures and Statistics. Bentham, 2013.

Benjamin Schumacher. “Quantum coding”. Phys. Rev. A 2738 51 (1995).
C.H. Bennett, H. Bernstein, S. Popescu and B. Schumacher, “Concentrating
partial entanglement by local operations”’, Phys. Rev. A 53, 2046 (1996).

R. Bhatia. Matriz Analysis. Springer, New York, 1997.

D. Girolami, T. Tufarelli y G. Adesso. “Characterizing Nonclassical Correla-
tions via Local Quantum Uncertainty”. Phys. Rev. Lett. 110, 240402 (2013).

C.H. Bennett y col. “Mixed-state entanglement and quantum error correc-
tion”. Phys. Rev. A 54, 3824 (1996).

Asher Peres. “Separability Criterion for Density Matrices”. Phys. Rev. Lett.
77, 1413 (1996).

K. Zyczkowski y col. “Volume of the set of separable states”. Phys. Rev. A 58,
883 (1998). K. Zyczkowski, “Volume of the set of separable states. 11”7, Phys.
Rev. A 60, 3496 (1999).

G. Vidal y R. F. Werner. “Computable measure of entanglement”. Phys. Rev.
A 65, 032314 (2002).

S. Hill y W.K. Wootters. “Entanglement of a Pair of Quantum Bits”. Phys.
Rev. Lett. 78, 5022 (1997). W. Wootters, “Entanglement of Formation of an
Arbitrary State of Two Qubits”, Phys. Rev. Lett. 80, 2245 (1998).

187



Bibliografia

[71]

72|

73]

[74]

[75]
[76]

7]

78]

[79]

[80]

[81]

[82]

83

[84]

[85]

188

W.K. Wootters. “Entanglement of Formation of an Arbitrary State of Two
Qubits”. Phys. Rev. Lett. 80, 2245 (1998).

Harold Ollivier y Wojciech H. Zurek. “Quantum Discord: A Measure of the
Quantumness of Correlations”. Phys. Rev. Lett. 88, 017901 (2001).

Kavan Modi y col. “The classical-quantum boundary for correlations: Discord
and related measures”. Rev. Mod. Phys. 84, 1655 (2012).

N. Gigena y R. Rossignoli. “Generalized conditional entropy optimization for
qudit-qubit states”. Phys. Rev. A 90, 042318 (2014).

P. Ring y P. Schuk. The Nuclear Many-Body Problem. 1980.

Samuli Hemming y Esko Keski-Vakkuri. “Hawking radiation from AdS black
holes”. Phys. Rev. D 64, 044006 (2001).

D. J. Thouless. “Stability conditions and nuclear rotations in the Hartree-
Fock theory”. Nucl. Phys. 21, 225 (1960).

J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer. “Theory of Superconductivity”.
Phys. Rev. 108, 1175 (1957).

David Dasenbrook y col. “Single-electron entanglement and nonlocality”. New
J. Phys. 18, 043036 (2016).

V. Vedral. “The role of relative entropy in quantum information theory”. Rewv.
Mod. Phys. 74, 197 (2002).

R. Rossignoli, N. Canosa y P. Ring. “Thermal and Quantal Fluctuations for
Fixed Particle Number in Finite Superfluid Systems”. Phys. Rev. Lett. 80,
1853 (1998).

R. Rossignoli, A. Ansari y P. Ring. “Projected statistics and level densities”.
Phys. Rev. Lett. 70, 1061 (1993).

N Gigena y R Rossignoli. “Bipartite entanglement in fermion systems”. Phys.
Rev. A 95, 062320 (2017). Phys. Rev. A 95, 042315 (2016).

Xavier M Puspus, Kristian Hauser Villegas y Francis NC Paraan. “Entangle-
ment spectrum and number fluctuations in the spin-partitioned BCS ground
state”. Phys. Rev. B 90, 155123 (2014).

Clare Dunning, Jon Links y Huan-Qiang Zhou. “Ground-State Entanglement
of the BCS Model”. Phys. Rev. Lett. 94, 227002 (2005).



Bibliografia

[36]

[87]

33

[89]

[90]
[91]

192]

193]

[94]

[95]

196]

197]

Sangchul Oh y Jaewan Kim. “Entanglement of electron spins in supercon-
ductors”. Phys. Rev. B 71, 144523 (2005).

Chun Kit Chung y C. K. Law. “Negativity and momentum entanglement
in Bardeen-Cooper-Schrieffer states at finite temperature”. Phys. Rev. A 78,
034302 (2008).

L Henderson y V Vedral. “Classical, quantum and total correlations”. J. Phys.
A: Mathematical and General 34, 6899 (2001).

H. Francis Song y col. “Bipartite fluctuations as a probe of many-body en-
tanglement”. Phys. Rev. B 85, 035409 (2012).

P. Ring y P. Schuck. The Nuclear Many-Body Problem. Springer, 1980.

Nicolai Friis. “Reasonable fermionic quantum information theories require
relativity”. New J. Phys. 18, 033014 (2016).

Julien Vidal, Guillaume Palacios y Rémy Mosseri. “Entanglement in a second-
order quantum phase transition”. Phys. Rev. A 69, 022107 (2004). S. Dusuel,
J. Vidal, Phys. Rev. Lett. 93, 237204 (2004).

S. Dusuel y J. Vidal. “Continuous unitary transformations and finite-size sca-
ling exponents in the Lipkin-Meshkov-Glick model”. Phys. Rev. B 71, 224420
(2005).

J. M. Matera, R. Rossignoli y N. Canosa. “Thermal entanglement in fully
connected spin systems and its random-phase-approximation description”.
Phys. Rev. A 78, 012316 (2008). N. Canosa, J.M. Matera, R. Rossignoli,
Phys. Rev. A 76, 022310 (2007).

Tommaso Roscilde y col. “Studying Quantum Spin Systems through Entan-
glement Estimators”. Phys. Rev. Lett. 93, 167203 (2004). Phys. Rev. Lett.
94, 147208 (2004).

R. Rossignoli, N. Canosa y J. M. Matera. “Entanglement of finite cyclic chains
at factorizing fields”. Phys. Rev. A 77,052322 (2008). Phys. Rev. A 80, 062325
(2009).

Hassan Shapourian y Shinsei Ryu. “Entanglement negativity of fermions:
Monotonicity, separability criterion, and classification of few-mode states”.
Phys. Rev. A 99, 022310 (2019).

189



Bibliografia

98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

111

190

Thomas Barthel, Sébastien Dusuel y Julien Vidal. “Entanglement Entropy
beyond the Free Case”. Phys. Rev. Lett. 97, 220402 (2006). “Entanglement
entropy in collective models”, J. Vidal, S. Dusuel, T. Barthel, J. Stat. Mech.:
Theory Exp., P01015 (2007).

J. M. Matera, R. Rossignoli y N. Canosa. “Evaluation of ground-state entan-

glement in spin systems with the random phase approximation”. Phys. Reuv.
A 82, 052332 (2010).

Martin B. Plenio y Shashank Virmani. “An Introduction to Entanglement
Measures”. Quant. Inf. Comp. 7, 1-51 (2007).

M. A. Nielsen. “Characterizing mixing and measurement in quantum mecha-
nics”. Phys. Rev. A 63, 022114 (2001).

M. A. Nielsen y G. Vidal. “Majorization and the interconversion of bipartite

states”. Quantum Information and Computation 1, 76 (2001).

A. W. Marshall, I. Olkin y B. C. Arnold. Inequalities: Theory of Majorization
and its Applications. Springer, New York, 2011.

M. A. Nielsen. “Conditions for a Class of Entanglement Transformations”.
Phys. Rev. Lett. 83, 436 (1999).

N. Canosa y R. Rossignoli. “Generalized nonadditive entropies and quantum
entanglement”. Phys. Rev. Lett. 88, 1704011 (2002).

R.O. Esquivel y col. “Physical interpretation of information entropy: nume-
rical evidence of the Collins conjecture”. Phys. Rev. A 54, 259 (1996).

P. Gersdorf y col. “Correlation entropy of the H2 molecule”. Int. J. (). Che-
mistry 61, 935 (1997).

Paul Ziesche y col. “Two-site Hubbard model, the Bardeen-Cooper-Schrieffer
model, and the concept of correlation entropy”. Phys. Rev. B 55, 10270 (1997).

Paul Ziesche y col. “The He isoelectronic series and the Hooke’s law mo-
del: Correlation measures and modifications of Collins’ conjecture”. J. Chem.
Phys. 110, 6135 (1999).

Soumya Bera y col. “Many-body localization characterized from a one-particle
perspective”. Phys. Rev. Lett. 115, 046603 (2015).

Luis A Pena Ardila, Markus Heyl y André Eckardt. “Measuring the single-
particle density matrix for fermions and hard-core bosons in an optical latti-
ce”. Phys. Rev. Lett. 121, 260401 (2018).



Bibliografia

112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

David P DiVincenzo y Barbara M Terhal. “Fermionic linear optics revisited”.
Found. Phys. 35, 1967 (2005).

C.W.J Beenakker y col. “Charge detection enables free-electron quantum
computation”. Phys. Rev. Lett. 93, 020501 (2004).

Nicolai Friis. “Reasonable fermionic quantum information theories require
relativity”. New J. Phys. 18, 033014 (2016).

Michael Walter y col. “Entanglement polytopes: multiparticle entanglement

from single-particle information”. Science 340, 1205 (2013).

David A Meyer y Nolan R Wallach. “Global entanglement in multiparticle
systems”. J. Math. Phys. 43, 4273 (2002).

S Boixo y A Monras. “Operational interpretation for global multipartite en-
tanglement”. Phys. Rev. Lett. 100, 100503 (2008).

B. C. Carlson y J. M. Keller. “Eigenvalues of Density Matrices”. Phys. Reuv.
121, 659 (1961).

T. Ando. “Properties of Fermion Density Matrices”. Rev. Mod. Phys. 35, 690
(1963).

G.G. Amosov y S.N. Filippov. “Spectral properties of reduced fermionic den-
sity operators and parity superselection rule”. Quantum Inf. Process. 16, 2

(2017).

C. K. Law. “Quantum entanglement as an interpretation of bosonic character
in composite two-particle systems”. Phys. Rev. A 71, 034306 (2005).

R. Rossignoli y N. Canosa. “Non-additive entropies and quantum statistics”.
Phys. Lett. A 264, 148 (1999).

Leonardo da Silva Souza y col. “Completely positive maps for reduced states
of indistinguishable particles”. Phys. Rev. A 98, 052135 (2018).

M Di Tullio, A Cianciulli y R Rossignoli. “M-body entanglement in strongly
correlated systems”. En preparacion (2021). A.Cianciulli, Tesis de Licencia-
tura, UBA (2021).

John Hubbard. “Electron correlations in narrow energy bands”. Proceedings
of the Royal Society of London. Series A. Mathematical and Physical Sciences
276, 238 (1963).

Nevill F Mott. “Metal-insulator transition”. Rev. of Mod. Phys. 40,677 (1968).

191



Bibliografia

[127]

[128]

[129]

[130]

131

[132]

133

[134]

[135]

[136]

[137]

138

[139]

192

Volker Bach, Elliott H Lieb y Jan Philip Solovej. “Generalized Hartree-Fock
theory and the Hubbard model”. J. Stat. Phys. 76, 3 (1994).

Fabian HL Essler y col. The one-dimensional Hubbard model. Cambridge
University Press, 2005.

Nathan Killoran y col. “Strawberry Fields: A Software Platform for Photonic
Quantum Computing”. Quantum 3, 129 (2019).

Jarrod R McClean y col. “OpenFermion: the electronic structure package for

quantum computers”. Quantum Science and Technology 5, 034014 (2020).

Cirq Developers. Cirg. Ver. v0.12.0. https://github .com/quantumlib/Cirq/.
2021.

Damian S Steiger, Thomas Héaner y Matthias Troyer. “Project): an open

source software framework for quantum computing”. Quantum 2, 49 (2018).

Andrew Cross. “The IBM Q experience and QISKit open-source quantum
computing software”. En: APS March Meeting Abstracts. Vol. 2018, L.58-003.
2018.

Xiu-Zhe Luo y col. “Yao.jl: Extensible, Efficient Framework for Quantum
Algorithm Design”. Quantum 4, 341 (2020).

Sergey B Bravyi y Alexei Yu Kitaev. “Fermionic quantum computation”.
Annals of Physics 298, 210 (2002).

Wojciech Hubert Zurek. “Quantum discord and Maxwell’s demons”. Phys.
Rev. A 67, 012320 (2003).

V. Vedral. “Classical Correlations and Entanglement in Quantum Measure-
ments”. Phys. Rev. Lett. 90, 050401 (2003).

L. Amico y col. “Divergence of the entanglement range in low-dimensional
quantum systems”. Phys. Rev. A 74, 022322 (2006).

Salvatore M. Giampaolo, Gerardo Adesso y Fabrizio [lluminati. “Theory of
Ground State Factorization in Quantum Cooperative Systems”. Phys. Rev.
Lett. 100, 197201 (2008).



	Introducción
	Conceptos básicos
	Sistemas compuestos distinguibles y entrelazamiento
	Descomposición de Schmidt
	Entrelazamiento en estados mixtos

	Entropía en teoría de la información cuántica
	Entropía de Von Neumann
	Entropía conjunta, condicional, relativa e información mutua en mecánica cuántica

	Medidas de correlaciones cuánticas
	Entrelazamiento de estados puros
	LOCC
	Características generales de una medida de entrelazamiento
	Entrelazamiento de formación
	Concurrencia
	Discordia


	Formalismo Fermiónico
	Operadores de creación y aniquilación para fermiones
	Representación de operadores
	Transformaciones unitarias y de Bogoliubov para Fermiones
	Vacíos de Bogoliubov
	Transformaciones unitarias de un cuerpo 
	Matrices densidad de un cuerpo
	Aproximación BCS 

	Entrelazamiento Fermiónico
	Entrelazamiento de modos y partículas
	Entrelazamiento de modos
	Entrelazamiento de partículas

	Formalismo
	Entropía de entrelazamiento de un nivel
	Entrelazamiento de un cuerpo
	Generalización a cuasipartículas
	Mínima entropía relativa
	Estados mixtos

	Entrelazamiento bipartito
	Estados puros
	Entrelazamiento de subespacios

	Sistemas de dimensión d3

	Sistema superconductor
	Descripción del sistema
	Resultados exactos
	Entropía de un cuerpo
	Entropía de entrelazamiento k-
	Entrelazamiento de estados reducidos

	Descripción aproximada
	Aproximación de BCS
	BCS Proyectado


	Modelo de Lipkin
	Descripción del sistema
	Resultados exactos
	Entropía de un cuerpo
	Entropía de entrelazamiento arriba-abajo
	Entrelazamiento de estados reducidos

	Descripción aproximada
	Aproximación de campo medio
	Campo medio proyectado a Sz
	Campo medio más RPA


	Entrelazamiento de un cuerpo como recurso cuántico 
	Formalismo
	Mayorización en el espacio SP
	Descomposición de Schmidt asociada
	Entropías de entrelazamiento de un cuerpo

	Operaciones no generadoras de entrelazamiento de un cuerpo (ONG)
	Definiciones y propiedades básicas
	Óptica lineal fermiónica como ONG
	Medidas ONG y operadores más generales

	Entrelazamiento de un cuerpo como recurso 

	Entrelazamiento de M cuerpos
	Formalismo
	Estados de N fermiones
	La representación (M,N-M) y la MD de M cuerpos
	La representación de Schmidt (M,N-M) 
	Los autovalores de la MD de M-cuerpos

	Entrelazamiento de M-cuerpos
	Grado de mezcla de la MD de M-cuerpos
	Entropías de M-cuerpos
	Operaciones que no aumentan la entropía de M-cuerpos
	Operadores densidad de M-cuerpos y relaciones de mayorización generalizadas
	Mapeando a sistemas bipartitos

	Entrelazamiento de M-cuerpos en sistemas fuertemente correlacionados
	Sistema superconductor
	 Modelo de Hubbard


	Fermionic.jl: una librería para simulaciones fermiónicas
	Requisitos e instalación
	Capacidades
	Operadores fermiónicos
	Estados
	Estados mixtos
	Correlaciones
	Compuertas lógicas

	Ejemplos de uso
	Bosonic.jl

	Conclusiones
	Apéndice A: Fermiones
	Primera Cuantización
	Segunda Cuantización
	Descomposición de una Transformación de Bogoliubov
	Teorema de Wick

	Apéndice B: Sistemas correlacionados
	Estados reducidos de cuatro modos como estados de dos qubits y discordia cuántica
	Separabilidad fermiónica en el modelo de Lipkin 

	Apéndice C: Teoría de recursos
	Apendice: Demostración de la desigualdad (7.34) y Corolario 1
	Medidas de ocupación en estados libres 
	Comparando el entrelazamiento de un cuerpo de estados con diferente número de partícula 

	Apéndice D: Entrelazamiento de M cuerpos
	Autovalores de (M) en los estados |2k
	Comportamiento de la (2) bajo medidas de ocupación de un modo


