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PREFACIO

El tema de este trabajo fué motivo de las dos disertaciones que
tuve el honor de ofrecer en la Facultad de Ciencias Fisticomatemd-
ticas de la Universidad Nacional de La Plata en el acto de inaugu-
racién del intercambio de profesores con lo Facultad de Ingenieria
de Montevideo.

El adelanto actual de la Resistencia de Materiales apreciado a
través de la cantidad cada vez mds grande de problemas que aborda
y del numero creciente de nuevas teorias y procedimientos de cdlculo
hace pensar sertamente en la mecesidad de limitar su extensién en
los cursos corrientes de opcion al titulo, y reservar su desarrollo
ulterior para cursos de post-graduados, que por disponer de mds
ttempo o de mds vocacion estdn en mejores condictones que los es-
tudiantes — generalmente apremiados por la preparacidon simultd-
nea. de materias importantes — para profundizar sus conocimientos
en esta rama bdsica de lo Técnica, y para contribuir, llegado el caso,
con el aporte de su juvemil entusiasmo o su evolucién y progreso.

Como ademds hay interés especial en que el graduado posea, al
terminar sus cursos, una eficaz preparacion, no sélo para el éxito de
su ejercicio profesional, sino para el porvenir ciemtifico de su labor
de post-graduado estudroso, se hace mecesario suministrarle durante
ese periodo de ensefianza limitada una cantidad de conocimientos
ndispensables en una forma cutdadosamente seleccionada para que
su astmilacién sea posible a costa de un esfuerzo minimo.

Y como entiendo que el mejor sistema para conseguir ese objeto
es la realizacién de cursos practicos y experimentales muy intensos,
en los que el alumno pueda resolver numerosos problemas y realizar
variadas experiencias, mi tdeq es la de simplificar en lo posible el
desarrollo del curso tedrico, stempre claro estd, que ello sea posible
sin desmedro del rigor cientifico, que sostengo debe marcar la orven-
tacién indiscutida de todo Instituto Técnico.
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El trabajo que se publica ahora dird si realmente he tenido éxito
al tentar su realizacién prdclica, ya que me he propuesto resumir
en una corta exposicion lo que conceptio es fundamental para el
estudiante de Teoria de Estructuras en lo referente a los Sistemas
Hiperestdticos Planos. Me he concretado naturalmente a la simple
consideracion teorica de los problemas bdsicos, esto es, a la que pro-
pugno debe ser breve, en el bien entendido de que la perfecta asims-
lacion de los principios solo podrd conseguirse completando la teoria
con la ensefianza prdactica nutrida y bien orienfada a que ya hice
referencia.

Y ahora unas pocas palabras sobre la organizacién de este traba-
jo. La primera parte — que comprende tres capitulos — se refiere
al tratamiento general, ya cldsico, del problema, para el que he ele-
gido como norma directriz la ecuactén de MAXweLL-MoER derivada
del teorema de los trabajos virtuales. Podrd parecer poco oportu-
na, o cuando menos innecesaria, su tnclusién en este estudio, exis-
tiendo en la Argenting obras wvaliosas que tratam magistralmente
este punto, entre ellas los tratados de los profesores DucLouT ¥y

Burry; pero la he creido mecesaria para no sacrificar la unidad de
la exposicién.

Me he preocupado en destacar, en el sequndo capitulo, la tmpor-
tancia del Segundo Principio de Reciprocidad, yo que constituye la
base tedrica de los procedimientos de la Estdtica Experimental, que
tanto han contribuido al progreso actual de la Ciencia de la Cons-
truccién.

Los dos primeros capitulos de la sequnda parte se emplean en ex-
poner un método que por su poder simplificador conceptio genial :
lo « Analogia de la Columna », que el profesor HARDY Cross comu-
nicé al mundo téemico en el N? 215 del Boletin de la Engineering
Experimental Station, Unwersity of Illinots, publicado em 1930.

Aprovechando precisamente esta analogia como herramienta (< a
tool », como la designa con toda propiedad sw eminente creador) des-
arrollo en el capitulo tercero la teoria de la'viga con empotramientos
eldsticos, deducida de las propiedades nucleares de su columna and-
loga, y fundamento sobre ella el cldsico método de STRASSNER, o de
los puntos fijos, para los pérticos continuos.
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El 4ltimo capitulo se refiere a los sistemas rigidos de elevada tn-
determinacion estdtica, y en él se hace una breve resefia de los pro-
cedimientos usuales para su resolucién — de MoHR, de Cross y de
GEHLER — expuestos como consecuencia directa o indirecta de la
analogia de la columna en un esfuerzo tendiente a hacer mds sen-
cilla la enunciacion de sus principios. He tratado en ese forma de fa-
cilitar ¢l trabajo de adaptacion que debe realizar el que los estudia,
propendiendo ast a que el futuro ingeniero adquiera en esta tmpor-
tante materta el dominto suficiente que le permitird seleccionar
luego, frente al problema que le plantea el cdilculo de una estruc-
tura compleja, el método de ataque que lo conduzca al término
de su proyecto por el camaino mdas breve, exacto y seguro.

No me es posible terminar este introduccion sin cumplir con el
muy grato deber de expresar msi intimo agradecimienio a los sefiores
Decano, Vicedecano, Miembros del Consejo Académico, Profesores y
Estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisicomatemdticas de La
Plata por las atenciones recibidas durante me visita en agosto de
1941 o esa admirable Casa de Estudios y de manifestar cuan hon-
rado me stento al poder presentar este trabajo de divulgacién de mi
materta predilecta bajo auspicio tan prestigioso como el que le con-
fiere dicha Facultad al incluirlo en la Lista de sus Publicaciones.

Ffrx pE MEDINA.
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CAPITULO I

EL TEOREMA DEL TRABAJO VIRTUAL

1. Estructuras a fibra media. — Nuestro estudio se refiere sola-
mente a las estructuras que resultan de la conexién de barras, lla-
madas también estructuras a fibra media desde que el elemento ba-
sico, la barra, se supone engendrado por el desplazamiento de una
seccién plana, que se mueve ortogonalmente sobre el eje o fibra me-
dia (recto o curvo) al que pertenece continuamente su eentroide.
Se admite ademés la pequefiez de las dimensiones transversales com-
paradas con las longitudinales, siendo éstas a su vez ecomparables
al radio de curvatura del eje en los tramos curvos. Nos concreta-
remos en la exposicién a los sistemas planos, aunque la extensién
de las ecuaciones y leyes de éstos a los sistemas espaciales es muy
simple y serid mencionada oportunamente.

Las barras de la estructura plana pueden conectarse entre si con
uniones de tres tipos: rigidas, articuladas y deslizantes; y lo mismo
sucede con las conexiones a tierra. La figura 1 muestra un sistema

EC

plano de cuatro barras, con apoyo rigido, triple, o empotramiento
en A y en I; eon apoyo articulado o doble en B y en D; con apoyo
corredizo o simple en C; y con unién rigida en H; articulada en F
y corrediza en G. Se sabe de Estatica que cada uno de estos apo-



G =2

yos equivale a una, dos o tres reacciones vinculares; y que el grade
hiperestatico del sistema es igual a r=a+s—3 p, en donde @ es
el ntmero de reacciones vineculares internas; s el de reacciones ex-
ternas y p el ntimero de barras.

2. Un principio previo. — En un sistema isostatico como el que
representa la figura 2 en cada punto M se definen los pardmetros
de la solicitacién externa, flector, cortante y directa, que llamare-

FiG. 2.

mos M, V, F, y, que de acuerdo con el prinecipio de superposicién de
los efectos estéaticos, estan ligados a las fuerzas o cargas Py, Po, P3. . .
por expresiones lineales y homogéneas de la forma

S
I

rn;P1+m2P2+m3P3+ .......
V=‘I)1P1+Z}2132+1)3P3+ ....... []]
F o=fi Podgr Patfo Pok oon....

Como prinecipio previo conviene establecer que las ecuaciones [1]
son wvdlidas también para los sistemas hiperestdticos. Admitiendo ésto
la ordenacién de lo que sigue es mas féeil, surgiendo la demostra-
cién inmediatamente después de expuesto el método de caleulo de
dichos sistemas.
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8. Elasticidad elemental. — Lia figura 3 se refiere a un trozo de
barra de largo ds infinitésimo. Las férmulas de las solicitaciones

N
M ds =
i—ds——ads
. |
F ok \
M NN | \eweds
% | LM
VT /,)\\:;h
~~~~~~~~ Na=-M 1
YV (M"‘:z ““““ o
e T 1“ el N
Y
Fia. 3

simples permiten avaluar las deformaciones ¢ por fuerza directa;
¥. por fuerza cortante y 0 por flexién en la forma siguiente:

T = et oy
' T El (2]

E es el médulo de Young; G el médulo tranverso; Q, I, y respeecti-
vamente el 4rea, la inercia sobre el eje de flexion y el factor de corte.
Los dos primeros pariametros dependen de las propiedades fisicas
de la barra; y los tres ultimos de las geométricas de su seccién.
En la figura 3 se marcan los ejes Gyz, de los cuales el Gy, de sime-
tria, esti contenido siempre en el plano de la estructura.

4. Efecto ineldstico. — La deformacién de la barra elemental
producida por efecto térmico, de frague, ete., la llamaremos en gene-
ral efecto ineléstico, y serd asimilada siempre a una variacién de
temperatura £, que produce la dilatacién af.
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En las barras planas se tiene en cuenta este efecto suponiendo
(fig. 4) que el calentamiento varia linealmente desde el intradds,

My NIt Ny ____I____
m
M ds N IN' __L_ h
En T
M b
2 N9 tU. NP.\\
| i ¥
i atdS—‘:“ Ot \\\
| \
Fie. 4

en el que vale £, hasta el extradds, en el que vale %

El incremento
At =t, — ty es positivo cuando £, >1i,. El eje MN se calienta pues,

e =ty + 20

— Ty

y se dilata:

Q = o tar

3]

El calentamiento desigual produce el giro de la secciéon N{NN,
en forma aniloga al de la deformacién por flexién, siendo el 4ngulo
de giro

At

Vo v
Oy = oy ——ds.
h

Lia deformacién angular 6, por unidad de longitud sera asi

e

= @ —

as h ) (4]

El efecto ineldstico es, pues, una dilatacidn similar a la produei-
da por la fuerza directa, de valor a iy =

a; y un giro similar al

producido por la flexién de valor a,At- = 0.
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5. Resiliencia. — Las férmulas de las dilataciones elasticas re-
cordadas en el Art. 3 se refieren al caso de la aplicacién lentisima e

;
M
Vv

Fi16. 5.

isoterma de las cargas F, M, V, y, a condicién de mantener las ten-
giones por debajo del limite proporcional Lp (fig. 5). La resilien-
eia o trabajo de deformacién estd dada en este easo por

aw =—;—(Fa+M0+V-y)ds

0 &8ea:

1/ M ye
Wi el d
2(EQ+EI +XGQ) §

y referida a toda la barra:

1 [ P, M v
B e )d
2/0<EQ Br e (5]

6. Desplazamientos y deformaciones de la estructura. — La
estructura de barras que estamos estudiando puede deformarse al
desplazarse cada uno de los puntos M de su fibra media segin el
vector d de componentes u,v, que supondremos muy pequefias eon
respecto a las dimensiones longitudinales. El vector d cuyas com-
ponentes paralelas a los ejes ¥y o z (fig. 6 @) son u, v, es el desplaza-
miento; y en la figura 6 b se ha analizado lo que ocurre al despla-



zarse el elemento infinitésimo de barra MN, que suponemos, por su
pequefiez, recto.

Y

El punto M y la seccién iy se desplazan a M’ y a i/ ; hay el des-
plazamiento lineal 3y y el angular o desviacién de la tangente

1

By = <iut'n.

Si el desplazamiento fuera un movimiento rigido los tres pari-
metros upy ; vy ; Bar lo definen, y el elemento MN se desplazaria
hasta la posicién M’N;"; pero como los movimientos u, v, no tienen
por qué corresponder, en general, a las formas simples del movi-
miento rigido las posiciones finales del punto N y de la seccién in
se obtienen superponiendo al movimiento rigido de M, tp, una defor:
macién plana definida precisamente por el movimiento relativo de
U~ con respecto a t'y, Esta deformacién se descompone en:

J . Y . o N]I N2’
a) alargamiento o dilatacion longitudinal a = s ;
s
5 5 ] 7 N’ Ny
b) deslizamiento transversal o distorsiom vy = -—d—i g
s

©

¢) rotacién unitaria 6 = T .
s
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Los signos positivos para estas deformaciones se eligen en concor-
dancia con los signos positivos de las solicitaciones ¥, V, M mencio-
nadas en el articulo 3 y en la figura 3.

Las causas que producen los desplazamientos y deformaciones de
la estructura son:

1) aplicacién de cargas, en forma lentisima e isoterma;

2) efecto ineldstico, ya sea térmico, de frague, etc.;

3) defectos de disefio o construccién, que obligan la deformaeion
previa de un elemento de la estructura para ajustar su montaje;

4) movimiento de los apoyos.

En lo que sigue se supondra siempre que los desplazamientos obe-
‘decen a una de estas causas, y que son, por lo tanto, reales, no exis-
tiendo otra restriceién que la de su pequeniez con respecto a las di-
mensiones longitudinales.

7. Teorema del trabajo virtual. — El objeto de este estudio es
el planteo, en una forma que creemos sencilla, de la ecuacién del
trabajo de MAxXwEeLL-MomR para las estructuras definidas en el
articulo 1, admitiendo provisoriamente el prinecipio expuesto en el

9P F+dM
s
dm — F+dF
/ N

\V+ dv

M
F tN' M
tnm
R \N/'p
_:’____..___‘/
,/ | \
e
M ""‘d‘s’"“*\’l’ v
___g.:_—:::::___;
tN}
Fi1a. 7.

Art. 2; y la deduceién, a partir de esa ecuacién, de todas las leyes y
métodos de caleulo de deflexiones y reacciones en los sistemas hiper-
estiticos.
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Se supone una deformacion real de la estructura que lleva el ele-
mento MN a la posicién final M’N’, eon su correspondiente defor-
macién dada por ¢ (logitudinal); y (distorsién) y ¢ (rotacién).

La estructura se carga, antes de la deformacién, eon un sistema
arbitrario de fuerzas P, bien entendido en equilibrio eon sus reac-
ciones vinculares C y que define en cada punto los tres pardmetros
de solicitacién simulada o virtual (dummy-loading). Lo tnico gue se
admite para esta carga es su compatibilidad con la estructura en lo
que se refiere a los vinculos y al equilibrio total o parcial; de modo
que el sistema que en la figura 7 se aplica al elemento infinitésimo
MN y que se compone de los pardmetros de reduccién -Zl/_[: V, F en
la seccidén ity ; M+dM; V+dV; F+dF en ty; y carga y par
infinitésimos dp; dm aplicados al eje MN serd un sistema equili-
brado.

Avaluemos ahora el trabajo virtual desarrollado por la earga si-
mulada en el desplazamiento real del elemento MN; y para eso des-
doblemos el trabajo de los pardmetros M, V, F en dos partes; una
correspondiente al trabajo durante el movimiento rigido que lleva
tu a '3, quellamo dBm; v otro correspondiente a la deformacién
que leva iy, a ty: que llamo @Gy.

Sid%Gyes el trabajo total desarrollado por los pardmetros se ten-
dra FG_,, =dGn+dG,. Pero, en el movimiento rigido el tra ajo to-
tal, incluyendo el de las fuerzas exteriores, es nulo; llamando al
de estas tdltimas dG, serhd dBn~+dB,=0 y reemplazando en la ex-
presién anterior:

%p + d_ige o d?f;d

Todos los términos de esta ecuacién son infinitésimos de 2° orden.
Avaluando ahora d‘Gzy notando que los términos correspondien-

tes a los incrementos dM, dV, dF asi como los de la carga dp ,dm
son infinitésimos de 3° orden y pueden despreciarse, se obtiene:

dGs = (Fa+Vy + M0)ds

v reemplazando en la ecuacién anterior:

dG, +dG. = (Fa +Vy +M0) ds 6]
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que es la forma diferencial de la ecuacién del trabajo. Integrande

para cada barra y sumando luego para todas las barras se obtiene
la ecuacién en términos finitos:

/_dTG;Jr G, = 2/(7a+T77 + M) ds.
El segundo miembro es el trabajo virtual de la deformacion; la
integral / dG, = X Pb se representa simbélicamente por la sumato-

ria del segundo miembro, que se interpreta como la suma de los
trabajos virtuales elementales obtenidos multiplicando cada cargs
por el desplazamiento seglin ella del punto de aplicacidén, que serh

‘\
1 N
16 \\

N e ——

7/

!
1
I
1
1
1
|
v

B

un desplazamiento lineal en el caso de una fuerza o un Angulo en
el caso de un par (fig. 8). Con referencia a dicha figura el tra-
| ajo seria P35 + O/ 8.

Queda por iltimo la integral [ d%, 4ue corresponde al trabajo

de los parametros y que estudiaremos refiriéndonos a la figura 9,
en una estructura de tres barras eurvas 4B, BC, BD, con el nude

X 5

>
"B oB\Be
Bs

C
S A
Fie. 9.
triple B que hemos desdoblado en las tres terminales B, B B3 de ca-
da barra y con los tres empotramientos A, C, D.
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Es evidente que al realizar la integral f d G, los términos corres-

pondientes a secciones contiguas de la misma barra se anulan, por
ser igual el desplazamiento e iguales y de signo contrario los para-
metros; quedando solamente los términos correspondientes a las
secciones terminales, que pueden ser de dos clases: o finales (conee-
tadas a tierra) o intercalares (conectadas a nudos).

En el primer caso (secciones finales) el trabajo es el desarrolla-
do por las reacciones vinculares correspondientes a la carga simu-
lada, que llamo genéricamente 'C, en el movimiento de dichas see-
ciones (cedimiento de apoyos) que llamo ¢, y, el trabajo total en
todas las secciones finales, obtenido sumando todos los parciales,
serd X Cc. Este término tiene valor solo euando los eorrimientos ¢
de las secciones finales son distintos de cero, en cuyo caso el sis-
tema se dice a vinculos amovtbles o con reacciones que producen
trabajo.

En el segundo caso consideremos todos los términos S Cec. de las
barras que concurren a un nudo, el B de la figura 9 como ejemplo.
Los corrimientos ¢ son los mismos para las tres terminales B; ; Bs ;
Bj ; y las presiones trasmitidas al nudo por las tres barras, que son
iguales y opuestas a las reacciones C, forman con la carga aplicada
al nudo — que puede ser el par T y la fuerza P — un sistema
equilibrade; de modo que la ecuacién del trabajo para el eorrimiento
¢ del nudo (real); las cargas aplicadas P y las presiones de las ba-
rras ¢ da

TP35—3XCc =0

0 sea, que para cada nudo intercalar

Por lo tanto, la integral jrd%p se reduce simplemente a

jd@, =3Cc+ X Ps.

en donde el primer término X Cec es el trabajo de los vinculos exter-

nos 'y L P3 el trabajo de las fuerzas exteriores nodales, que pasara
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por lo tanto a formar parte del término ya encontrado al integrar
[ d @..

En la ecuacion diferencial del trabajo se consideraron como fuer-
zas exteriores s6lo las infinitésimas que corresponden a una fuerza

continua dp o a un par continuo dm; si se quiere considerar la pre-

sencia de cargas o pares concentrados P , W en los puntos M , N de
una barra (fig. 10) bastari considerar dichos puntos como nudos

o

P
\ N
M

Fig. 10.

y. aplicar el resultado -anterior; de modo que en definitiva hemas
demostrado la siguiente relacién :

2?a+26c=2jl(7a+vy + 6) ds (7]

que es la ecuacion del trabajo de MAXWELL-MOHR en términos fi-
nitos. X P5 es el trabajo virtual de las fuerzas exteriores, concen-

tradas o continuas; en nudos o en puntos intermedios, ZCe es el
trabajo virtual de las reacciones vinculares finales.

E]l primer miembro es asi el trabajo virtual de las fuerzas exte-
riores.

El segundo miembro es el trabajo virtual de la deformacién, y la
expresién [7], que establece la igualdad entre el trabajo externo y
e] interno demuestra el llamado Principio del Trabajo virtual.

8. Algo de historia. — Es interesante resumir, en este momento,
la historia de la teoria de estrueturas, para fijar la posieién que
este teorema tiene en su desarrollo. La estitica de los cuerpos ri-
gidos fué desarrollada después de SimON SteEvVINUS (1548-1620); ¥
recibi6 aportes de VariGNON y Garnmeo. Este dltimo abordé por
primera vez el estudio de la viga en ménsula.
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La ley de elasticidad de Hooke, descubierta en 1660, fué expre-
sada en 1677 en el célebre anagrama cetinosssttuw, que equivale a
ut tensio sic vis; MARIOTTE la aplicé en 1680 al problema de GaLl-
LEO; y THOMAS YoUuNG midié los médulos de elasticidad, cuyo con-
cepto introdujo en 1798.

Navier propulsé en forma notable la teoria de la elasticidad con
sus famosas lecciones publicadas en Annales des Ponts et Chaussées
en 1826 ; y la escuela francesa, con PorssoN, LAME y SAINT VENANT
le dié nn gran desarrollo.

Conviene aclarar que en forma de contribueiones aisladas BER-
NourLLr (elésticas); BernouiLLl y EULER (vibraciones de vigas y
barras) ; BuLErR y LiAGrANGE (estabilidad de barras comprimidas);
SopHIE GERMAIN (vibraciones de placas) y CourLoms (flexién y tor-
sién) resolvieron muchos problemas que hoy forman parte de la
Resistencia de Materiales, siendo destacable el hecho de correspon-
der a EuLer y LiAGRANGE la introduccién del concepto del irabajo
eldstico.

Los trabajos anteriores se refieren mas bien a Teoria de FElasti-
cidad y Fisica matematica; la Teoria de Estructuras o Ciencia de la
Construceién, o Elasticidad Técnica es mis nueva, y su punto de
partida, segiin los americanos (PARCEL y MANEY) debe verse en la
obra de WHIPPLE, publicada en 1847 y referente a la construccién de
puentes metalicos reticulados.

En 1863, 1864, 1866 aparecen la obra de Aucust RiTTER, el ar-
ticulo de James CLERK MAXWELL y la obra de K. CULMANN que
aclaran de manera definitiva el problema de los sistemas trian-
gulados.

En ¢l articulo de MAXWELL publicado en el Philosophical Mage-
ztne (Vol. 27) estd expuesto por primera vez el teorema del trabajo
virtual restringido a los sistemas articulados, pero que le permite
resolver cualquier problema de desplazamientos o hiperestético.

Fué OrTo MoHR, que ya en 1868 babia formulado su famoso teo-
rema de la elastica, quien perfeccioné la ecuacién de MAXWELL ex-
tendiéndola a los sistemas resistentes a la flexién, y llevandola a la
forma de la ecuacién [7]. La aplicacion sisteméitica de esa ecua-
‘eibn a la resolucion de los sistemas hiperestaticos se debe princi-
palmente a MULLER BREsLAU, quien la aplicé a gran nfimero de
estructuras construidas en Alemania después de 1880. Fué también
este autor quien ideb el método cinemdtico para el caleulo de siste-
mas isostdticos, estando fechada la comunicacién respectiva en 1892.
La contribucién de Kuron, LLAND y FoPPL es también muy impor-
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tante; y las investigaciones en este campo inagotable de la téenica
de construecién fueron seguidas por HENNEBERG, OSTENFELD, RIT-
TER, ENGESSER y MELAN.

El método de caleulo fundado en la teoria del potencial elastieo,
debe su progreso al esfuerzo del Capitin VENE (1818) ; CLAPEYRON
(1833) ; Green (1837) y MENABREA (1857) ; pero muy especialmen-
te de CasTiGLIANO quien publicé en 1873 sus teoremas de las deri-
vadas del trabajo y en 1879 su obra prominente, cuya lectura es
todavia muy provechosa, sobre el equtlibrio de los sistemas eldsticos.

El método de las deflexiones elasticas aplicado a las piezas curvas
se desarrolld gracias a WINCRLER (1856) CLAPEYRON y DBRESSE
(1859). Greene (1872) que expuso el procedimiento de las 4reas
momentos; WILLIOT que ideb sus diagramas de corrimientos en 1877
y MANDERLA que en 1880 estudié los esfuerzos secundarios de los
sistemas reticulados contribuyeron en forma eficaz al progreso de
Ia nueva ciencia y CurLmaNN simplificé el caleulo de los arcos y pér-
tieos con la introduccién de la elipse de elasticidad. Los principios
de reciprocidad se deben a MaxweLL (1864) ; Enrico BETTI (1872) ;
LanDp, Vito VOLTERRA, ALBENGA y COLONNETTI (1914), y sirven de
fundamento a la teoria de las lineas de influencia y al cilculo me-
canico de estrueturas.

La continuacién de este trabajo se propone desarrollar, en forma
compacta, todos estos principios, leyes y métodos de ceéleulo, deri-
vandolos de la ecuacién de MaxwELL-MoHR deducida en el pa-
rrafo 7.
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CAPITULO II

LAS LEYES DE ELASTICIDAD

9. Forma practica de la ecuacién de Maxwell-Mohr. — Se
obtiene reemplazando en la ecuacién [7] los valores de los parame-
tros de deformaecién real a,y,8 por los que corresponden a una
solicitacion real M, F', V; y a un efecto inelastico definido por ity y
At y cuyos valores, expuestos en los articulos 3 y 4 son:

F Vv M At
a=——+aly ; vY=x—o= ;i 0=—r i
gg @ oM 0 T =Xan ET | “Th

La ecuacién [7] se transforma asi en

' T — M
LPb-i—ZCc—,-_.f(IF T AL ‘."',M)ars+

]J L (‘.: 8 El

[8]
+ Ea,/(Ftu + M %)ds

El primer término del segundo miembro es el trabajo virtual
en la deformacién elastica producida por las cargas que definen
los parametros F, V, M; el segundo corresponde al efecto ineléstico.

En los sistemas planos y triangulados, eon ecargas nodales, no
existen V,M; y la constancia de F, F, E, Q para cada barra per-
mite calcular las integrales del segundo miembro y expresar la ecua-
cién {8] en la forma de MAXWELL:

'*‘I

SP5+2Cc=3 s + o Ity s (9]

.!
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La generalizacion de la ecuacién [8] a los sistemas gausos se ob-
tiene de inmediato agregando el término referente al momento tor-

— e B d
sor M, y a su flexibilidad tESJ— v desdoblando el flector y el cor-

tante en sus dos componentes segin los ejes de la seceibén; pero
como no daremos ejemplos de tales estructuras nos seri suficiente
esta mencién, considerando innecesaria la redaceién de la férmula
que es por lo demés absolutamente similar a la [8].

10. Ley de Clapeyron. — Aunque la idea de los desplazamien-
tos virtuales fué aplicada ya por Navier fué CLAPEYRON quien en
1833 combiné los desplazamientos reales eon las cargas reales. La
ecuaeci6n [8] da, si se supone la inexistencia de efecto inelastico y
la nulidad del trabajo vincular:

2 vz M?
%Py =3 d
[(EQ+XGQ+ E’I) )

y teniendo en cuenta la expresién del trabajo de deformacién o
resiliencia W recordada en el Art, 5:

2P =2W
O sea:

W=—XP3 [10]

La ecuacién [10] expresa la Ley de Clapeyron: el trabajo desarro-
llado en la deformacién de una estructura por un sistema de cargas
de aplieacién lenta ¢ isoterma depende solo del estado final, y vale
la mitad del trabajo que se produciria si las fuerzas se mantuvieran
constantes durante la deformacién.

11. Leyes de reciprocidad. — La ecuacién de MaxwerLr-Mongr
[8] en el supuesto de vinculos que no generen trabajo y de ausencia
de efectos inelésticos se reduce a

- FF VvV . MM ;
s ol Gt R T et
/(EQ+XGQ+EI>S 11}
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y da origen a una demostracion simple de los famosos principios o
leyes de reciprocidad, tan ttiles para el caleulo analitico o meeci-
nico de las estructuras.

Resefiando la historia de estos principios bastarid deecir que la
idea basica partid de JAmEs CLERK MAXWELL, quien la expuso en
un articulo del Philosophical Magazine en 1864 en la forma cono-
cida hoy como Ley de Maxwell; que no es sino un corolario o caso
particular del Primer Principto o Ley de Enrico Betti, expuesta en
un articulo sobre Teoria de UElasticitd publicado en 1872 en la re-
vista «I1 Nuovo Cimento ».

El segundo prinecipio, que no se aclary definitivamente hasta los
trabajos de COLONNETTI en 1912-1916 aparece, sin embargo, en for-
ma esbozada o implicita en la obra de MULLER BRESLAU, en un ar-
ticulo de LLAND y en otro de ArBENGA (Sul feorema de Land), en
el que se aplica la ley de BETTI a su demostracién. Kl profesor
Beags de Princeton, ecuando inicié sus estudios sobre influenciome-
tros y deformadores, llegé a establecer el prineipio como generali-
zacién del teorema del trabajo virtual, y lo sometié a una rigurosa
comprobacion experimental (posiblemente en 1918).

La demostracion general de COLONNETTI se apoya en la teoria de
las distorsiones de Viro VOLTERRA, y se refiere al cuerpo elastico
tridimensional ; en nuestra exposicién nos referiremos solo 2l tipo de
estructura de barras ya definido al que se aplica la ecuacién de
MAxXwELL-MOHER en su forma restringida.

12. Ley de Betti. — En la ley de Betti se consideran dos siste-
mas independientes de cargas P, P’ a los que corresponden despla-
zamientos &, & y la demostracién surge inmediata al aplicar la

\ /

ecuacién de MAXWELL a las cargas P y corrimientos & y a las cargas
P’ y corrimientos § entendiendo que d son los corrimientos- que el



sistema P’ produce segin la direccion de las cargas P y reciproca-
mente (fig. 11).

Se tendra asi, con M, V, F ; M’, V', F’ ; correspondiendo a los
sistemas P y P’ respectivamente:

MM vV PP
TPy =3 ( )d
/,E1'+XGQ'+EQ :

MM V'V . F'F
P53 d
/(EI-+XGQ.+EQ)S

o sea la Ley de Betti:

ZTP¥=3P'% 11

Cuando los sistemas se reducen cada uno a una fuerza unidad se
deduce como corolario la Ley de Mazwell (fig. 12):

5 =¥ [12]
P
47 ™ P=]
vd s ) g
: N
N ;! gc
%
Fra. 12.

13. Segundo principio. — Para demostrar el segundo principio
o Ley de Colonnetti, es necesario introducir dos nociones nuevas: la
de cortadura y la de dislocaciom.
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En la estructura plana de la figura 13 en el punto M se imagina

P
M
s
a0
R
Mi Mg
detalle en M
li ls
Fig. 13.

una cortadura o separacion que establezea una discontinuidad en la
barra; y se suponen soldadas a cada una de las puntas M;, M; (iz-
quierda y derecha) dos rectas rigidas I;, I; que llamaremos labios de
la cortadura. Claro esti que como se trata de un corte imaginario
en el estado real de la estructura cargada no podra haber ningin
corrimiento relativo entre los labios.

En cambio si el corte es efectivo ese corrimiento plano tendri tres
grados de libertad, y dependera entonces de tres parametros, que se
eligen asi:

a) traslacién paralela al eje de la barra cortada que separa los
labios la longitud As .

Fig. 14.

b) traslacién normal al eje de la barra cortada que deslize los
labios la longitud Ac descendiendo I5 con respecto a li.
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¢) rotaci6én A0 alrededor de M que obliga a I, a girar sobre I,
en sentido levogiro.

La figura 14 detalla estos movimientos elementales.

El profesor belga G. MAGNEL, inventor de un microinfluenciégra-
fo, introduce en su tratado sobre Estabilidad las cortaduras simples,
que permiten solo uno de los movimientos elementales que hemos
considerado.

Si ahora suponemos efectivamente realizada la cortadura en la
estructura descargada y producido el movimiento reciproco de sus
labios se verificara en ella un desplazamiento general que se ha es-
quematizado en la figura 15, en la que se sefialan los corrimientos

('_

Fia. 15.

que eorresponderian en ese desplazamiento a los puntos de aplica-
cion de las cargas reales, y que es lo que llamaremos, de acuerdo con
Love, dislocacion.

Como esta dislocacién depende de los valores arbitrarios de los
parimetros As, Ac¢, A0 se justifica el nombre que se les da de pard-
metros de la dislocacion.

En la exposicién de COLONNETTI como se hace referencia a um
cuerpo tridimensional los labios de la cortadura son elementos pla-
nos; y los pardmetros de la dislocacién (que él 1llama distorsién)
son las seis componentes del movimiento rigido relativo de los la-
bios planos.

Se comprende de inmediato que si se trata de una estructura isos-
tatica la introduccién de wuna sola cortadura sitmple la transforma
en una cadena cinemética, y entonces la dislocacién se determina
facilmente por las leyes de los pequefios movimientos.

Asi, en la figura 16 que corresponde a un poértico de tres articu-
laciones la cortadura longitudinal en M y el parimetro de disloca-
cibn As permiten Ia determinacién inmediata de la figura disloca-
da AB'C en la que AB’ es una recta.
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Si en cambio la estructura es hiperestatica la introduccién de una
cortadura simple, doble o triple le quita uno, dos, o tres grados de
hiperestatieidad, y la dislocacién podra entonces determinarse con
el trazado de la elastica de un sistema que previamente habra sido
resuelto como isostatico o hiperestatico, seglin el caso.

§0;rr1 9ok FHTABS

Fia. 16.

La figura 17 muestra en (e y (b problemas del primer tipo, o sea
de cortaduras que reducen la estructura a isostatica. I.as fuerzas
maxiliares que definen primero la solicitacién y Tuego, de ‘acuerdo

Fie. 17.

eon las leyes de elasticidad, la dislocacién de la estruetura y los
parametros de dislocacién se toman generalmente por comodidad
ignales a 1; E; EI; ete., segiin los casos.

En (e hay una cortadura triple que reduce un arco de doble em-
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potramiento a dos ménsulas, cuyas deformaciones por las fuerzas
auxiliares # —1; M =1 ; V —1 definen la dislocacién; y dentro
de ésta los tres eorrimientos relativos entre los labios de la corta-
dura son los pardmetros de la dislocacion.

En (b un arco reticulado de dos articulaciones se transforma, al
introducir una cortadura simple longitudinal en la barra MN, en
un arco de tres articulaciones, que, sometido a la carga auxiliar
F =1, origina la dislocacién correspondiente a la separacién que
resulte de los labios de la cortadura.

Pero indudablemente el método méas eémodo para obtener las dis-
locaciones es el experimental, introducido principalmente por BEags,
COLONNETTI, GOTTSCHALK, MAGNEL, KANN y RIECKHOF, que idearon
distintos aparatos para producir, de modo mis o menos perfecto,
las dislocaciones en modelos de la estructura construidos econ dife-
rentes téenicas (en plano, en elevacién, muy flexibles, muy rigi-
dos, ete.) y medir luego las dislocaciones y sus parametros. La dis-
cusién de esos procedimientos — que nos llevaria fuera del tema —
estd expuesta con toda claridad y detalle en una publicacién del
Director del Instituto de Estitica de la Facultad de Ingenieria
de Montevideo, Prof, Ing. Jurio RicaLDONI, cuya lectura recomen-
damos especialmente a los que se interesen por este aspecto de la
cuestion.

Aclaradas con estos ejemplos las nociones de cortadura y de dis-
{ocacién resulta simple la demostracién restringida del segundo
principio, o Ley de CoLONNETTI, como consecuencia de la Ley de
BETTI.

Para eso se supone (fig. 18) a la estructura sometida a cargas P
y con una cortadura imaginaria en el punto arbitrario M. Se asu-
men vinculos sin trabajo y ausencia de efecto inelastico, lo que es
necesario para que se cumpla la Ley de BETTI

Nada se altera si se supone ahora real la cortadura, siempre que
se apliquen en sus labios los valores reales de los tres parametros de
reduceidn que. corresponden a las cargas P: M, V, F, que se han
representado con los signos positivos usuales en (b).

Hemos conseguido asi dividir nuestra estructura em dos, agre-
gando a los labios de la cortadura, como cargas exteriores, los pa-
rametros de reduccién M, V, F.
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A este sistema de cargas, que llamaremos reales, corresponden
desplazamientos reales, de los que interesa especialmente el des-

plazamiento relativo entre los labios de la cortadura, que por la
continuidad de la barra, es evidentemente nulo.

Produzecamos ahora, con ayuda de las eargas M;V g F indicadas
en (¢) una dislocacion de la estructura, cuyos pardmetros sean
As; -A_c; A6 y cuyos desplazamientos para las cargas P sean 3.
Aplicando la Ley de BeTTI y combinando los desplazamientos rea-
les con las fuerzas que producen la dislocacién por una parte; y
los desplazamientos de la dislocacién con las fuerzas reales por
otra, y teniendo en cuenta que intencionalmente se han elegido los
signos positivos de los parametros de la dislocacién para que resul-

ten negativos los términos M A6 ; F As; V Ac, obtiene:

SPs— (MAO+FAs+VAc) =MA8+F As + V Ac,
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y como el segundo miembro es nulo por serlo AB, As, Ac por la
eontinuidad de la barva en M se obtiene la expresién del segundo
principio de reciprocidad o Ley de CoOLONNETTI en la forma si-
guiente:

SFPs=MAO+FAs + VAc [13}

Cuando las cortaduras son simples la Ley de COLONNETTI se Te-
duce a formas mas sencillas, como por ejemplo

T Ps = M A8

cuando la cortadura permite solo la rotacién de los labios.
Si P se reduce a una carga unidad desplazindose paralelamente
a una direceién como se usa en el trazado de lineas de influencia

se tiene, siguiendo con el ejemplo de las cortaduras simples de
rotaeién :

3
— =M 14
~ [14]

y esta ecuaciéon demuestra que 5 es, a la escale A9 la linea de in-
fluencia de M.

B
b

Fra. 19.

La figura 19 es una aplicacién de la ecuacién [14] al caso de
una viga doblemente empotrada, en la que se ha determinado la
linea de influencia del momento flector en la seccién media cal-
culando las eldsticas de dislocacién producidas por dos momentos

M aplieados en los labios de la cortadura. Por la simetria del
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sistema pueden determinarse por Estatica los diagramas de flee-
tor y trazarse las elasticas de acuerdo con ellos, obteniéndose los
arcos de circunferencia AM’ , M'B conectados en M’. La orde-
nada MN’ se calcula como sigue (método de las 4reas-momentos) :

1 MPE Mep

flecha MM = - .— =
2 4EI 8 EI

Ao mo. M _ M

2 EI EI

ordenada en M de la linea de influencia:

Zl
[=~4

3 L mal
T MM s

que es una expresion bien conocida.

En los influencidgrafos este caleulo se reemplaza por la dislo-
cacion producida por deformadores especiales, que pueden dar, a
los labios de la cortadura, cualquiera de los parimetros 'A®, Ac, As
que se miden con toda exactitud para reducir el margen de error.
En los aparatos de mas preeisién la medida de las flechas gy el cali-
brado del deformador se hacen con ayuda de miecroscopios (defor-
mador de BEdgs y microinfluenciégrafo de MAGNEL).






CAPITULO III

RESOLUCION GENERAL DE LOS SISTEMAS PLANOS

14. Galculo de desplazamientgs. — Lia ecuacion de MAXWELL-
Morsr da origen al procedimiento de céalculo de desplazamientos
conocido como método de la carga unidad simulode (dummy unit
loading), que consiste en colocar, en la direccién de! desplazamien-
to deseado, la carga virtual P=1 (fig. 20) y aplicar la ecuacién
de MaxweLL a los corrimientos reales produecidos por cargas o

efecto inelastico combinados con la solicitacién P = 1.

i

A s \B
ul B
P-1
Fia. 20.

Como evidentemente SPd se reduce al desplazamiento buscado 3%
se obtendri:

= FF VvV MM
8 =—ZXZCc+ 2 ( + + )ds-l—
[ EQ ' @Q | EI

[15]
_ — At
+z/ o Pt a:,MT)mis

en la que C, M, V, F, son respectivamente las reacciones de vincu-
lo y los parimetros de reduceién de la carga virtual; el término

—3Cc marca la influencia en  del corrimiento de apoyos; el se-
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gundo término la influencia de la deformacién elistica, y el lti-
mo el del efecto inelastico.

A veces la deformacién que se busca es mis complicada: por
ejemplo cuando se desea la dilatacién de una recta que une dos
puntos de la estructura, o la variacién del 4ngulo de dos rectas.
En esos casos, de los cuales la figura 21 ilustra algunos, se com-
bina la carga virtual de modo que EPd sea igual al corrimiento
buseado.

Asi, en la figura 21 (a), el corrimiento de la articulacién C se
obtiene calculando los desplazamientos de la carga virtual Tl
en la direccién CA y Po=—1 en la direccién CB, y sumando vee-
torialmente los resultados.

En (b) se caleula el aumento de la distancia MN empleando dos

cargas virtuales P =1 iguales y opuestas.

@

\9 1' ]/e

Fra. 21.

En (¢) se obtiene el giro de la tangente M cargando con el par
M—1.



e
En (d) interesa el aumento del ingulo 8 entre las barras MN

. 1
¥y PQ, para lo cual se aplican las cargas - en los puntos M , N que

: 1 -
distan e y las cargas ——en los puntos P, @ que distan ¢/, de mo-

do que ZPd = df.

Los ejemplos indicados se refieren todos a sistemas isostaticos,
pues sblo en éstos podemos, por ahora, determinar las reacciones
¥y parimetros correspondientes a las cargas reales y virtuales.

15. Teorema de Castigliano. — Este famoso teorema puede
demostrarse facilmente partiendo de las expresiones prostuladas en
el Art. (2) y que se refieren a la forma lineal y homogénea de las
retaciones entre M, V, F y las cargas exteriores Py, Py ... Py

M=m1P1+7n2P2+---+mnPn
V =vy Py4+uv, Po+ ... +v, P, [1]
F =f1 P1+f2 P2+--- +f1|. Pn

El fin perseguido es el cilculo del eorrimiento produecido, en la

..

Fia. 22.;

estructura cargada por Py, Pz... P, segin la direceitn P, ;



— 46 —

(fig. 22) para lo cual usamos la carga virtual P =1 en la direccién
de P;. Pero para ese caso las ecuaciones [1] dan:

M —my = 611{[

aP,

Ty s

IP;

— aF
F =f =

f aP;

y reemplazagdo en la ecuacién de MAXWELL-MOHR, en el supuesto
de vinculos fijos y ausencia de efecto ineléstico

F oF Vv oV , M oM
5 = 3 ¥ +——>d
/(EQ aP, ' *@q op, ' BEI oP;) "

O Sea:

F? 1% M2 d
| EQ GO EI) ;

y siendo la expresién bajo el signo de derivacién la resiliencia
para el estado de cargas considerado se obtiene:

[16]

que es el teorema de CasTIGLIANO, 0 de la derivada del trabajo,
que expresa que, si se considera el trabajo de deformacién como
funcién de las cargas exteriores, su derivada con respecto a la
carga P; es el corrimiento 3; de la estructura en la direccién de P;.

16. Sistemas hiperestatlcos. — Los sistemas hiperestiticos de
grado » se resuelven suprimiendo en forma arbitraria » vinculos,
que se reemplazan por reacciones adecuadas de valor indeterminado
X,,X5,X3...X,; con lo que se transforma el sistema en uno
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isostitico, llamado sistemae principal, sometido a la accién de las
cargas exteriores P, y a los efectos inelasticos &ar, A, que son da-
tos del problema, y a la accién de las reacciones incégnitas, ecuyo
eéleulo veremos en este articulo.

La eleccion del sistema principal y de las incdgnitas es arbitra-
ria; pero representa una etapa muy importante del problema, ya
que de su seleccién atinada depende la mayor o menor dificultad
de la resolucién aritmética del problema.

LN
= e

B "R

<
P —
w

Fie. 23.

La figura 23 muestra tres ejemplos de seleceién de inedgni-
tas: en (a) la viga de tres cordones con la inebgnita X en la barra
superior; en (b) el arco de reticulado y dos articulaciones con el
empuje X como incégnita; y en (¢) el arco de alma llena empo-
trado en A y B transformado en una ménsula con las tres inecég-
nita X; (empuje); X, (reaccién vertical); X3 (par de empotra-
miento) actuando en lugar del empotramiento suprimido.

La figura 24 da un ejemplo de distinta seleccién de inedgnitas
en el sistema formado por dos arcos y una pila eldstica interme-
dia. En (a) las inedgnitas son los tres pardmetros de reducecién
en las claves de los arcos (método de SkarpON, adoptado por
SporrForp) ; en (D) las incognitas son los paridmetros en las ter-
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minales del nudo D, que por satisfacer las ecuaciones de la estaties

X1 X
X3/ ﬁ N el N

X2 =>Xp Xg= |§X5
A (&
LS TX" o

ng

: @

(NN

A

Fig. 24.

se reducen a 6 independientes (método de Cross, por distribu-
elén, y de Mac CourrousH, por la elipse elistica).

La viga continua (fig. 25) puede resolverse tomando como in-
ebgnitas las reaceiones intermedias X;, X (a) o los momentos sobre

Po
b
S & &=
A B & D
A AD
TX] @ IXQ R
A A -
TR
®
Fie. 25.

apoyo X3 , X2 (b) en la viga transformada en discontinua por
las -articulaciones en B, C.
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Una vez seleccionado el grupo de incégnitas y el sistema prin-
cipal es posible representar, de acuerdo con el prineipio de super-
posicién de los efectos estiticos, los paridmetros M, V, F, en un
punto cualquiera en la forma dada por las ecuaciones [1], o sea:

F=F0 +F1 X1+F2X2+...
=Vo+ Vi X4+ Va Xo + ... [17]

14
M M0+M1X1+M2X2+...

en las que Fo, Vo, M, son los valores de F, V, M, en el sistema
principal producidos por las eargas P, ; Fy,Vy, M; los correspon-
dientes a la carga X; =1 y asi sucesivamente. Las incbgnitas se
resuelven planteando las ecuaciones de elasticided, que mosotros
deduciremos de la aplicacién de la ecuacién de MaxXwErLL-MoOHR
a los corrimientos reales del sistema (sometido a los parimetros F,
V, M; efecto inelastico y vinculos méviles) y sucesivamente a las
eargas virtuales X;=1; Xo=1; ... X, =1, con lo que se ob-
tendran tantas ecuactones como incégnitas, obteniéndose la solu-
cién del problema al resolver el sistema de las ecuaciones de elas-
iicidad.

17. Forma de las ecuaciones de elasticidad. —La ecuacién
eorrespondiente a la carga virtual X; =1 (iésima) se escribe asi:

P F V.V . MM
EC,' 8,=2 g : i d8+
o /(EQ+XGQ+ EI>

(18]
At
+Z‘.oc,/<F,-tM+ M; - >ds

El primer miembro contiene el trabajo virtual de los vinculos
para las reacciones C; correspondientes a X;=1 y los desplaza-
mientos reales de los apoyos ¢ y el término &; trabajo virtual des-
arrollado por la earga virtnal X;=1 con el desplazamiento real
3; segin su direccién. Aungue MULLER-BRESLAU deja explicito
este término en las ecuaciones que plantea en su magnifico tra-
tado sobre la Ciencia de la Construccién nos parece mas sencillo



eliminarlo por las siguientes consideraciones: .cuando X; es uns
reaceion vincular externa el 8; real en la estructura es un despla-
zamiento de vinculo, y es logico entonces incluirlo en el término
ZC;c del trabajo vineular; cuando X; es nna reaccién interna
proveniente del corte de una barra el desplazamiento real. por
continuidad, es necesariamente nulo.

El segundo miembro contiene dos términos. El segundo

¥ =3 at/(p,. b & .m%) ds

es, de acuerdo con el método de MAXWELL-MoHR para calcular
desplazamientos (ver el Art. 14, ecuacién [15]), el desplaza-
miento en el sistema isostitico principal producido por el efecto
inelastico real ty ; Atf, segfin la direccién de X; y por eso se le
designa por 3.

Por ultimo el primer término del segundo miembro, o sea

[(FF ViV | MM
j(EQ+‘GQ+ Bl ) -

es el que va a suministrar los términos correspondientes a las in-
cOgnitas ya que es necesario sustituir en él los valores de los pa-
rametros reales ¥, V, M, dados por las ecuaciones [17], con lo
que se transforma en

"‘g Vot ViXy+ VaXo+..)

z][L (Fo+Fy X, + FoXo+ ) +
EQ

T

+ M. Xo + )] ds

y desplazando las incégnitas fuera de los signos de [ y %

F; Vv,V ﬂfM
Xz‘r( 1+ 1 1 1)
kel 1 W ToTRS: T
F;F V.,V Mr M
er( i 2 iVa 2)5!



Las ‘samatorias pueden, de acuerdo con las férmulas de Max-
WELL para los desplazamientos, y con la ley de BETTI, sustituirse
en la forma siguiente:

F;Fo V,'Vo M"Mo A 2
N + + dsi=0% =2 Prioa
f( O e Bl ) e

en donde %% es el desplazamiento segn X; producido por las car-
gas Py en el sistema isostatico; o, lo que resulta mas cémodo, el
trabajo virtual producido por las cargas P, en la deformacién del
sisterna principal debida a X;—1, pues estos dos términos son
iguales por la ley de BerTi. En esta tltima forma es usual el
empleo de la expresion X P, %%, en la que P, representa una car-
ga exterior cualquiera y ¥, el desplazamiento segiin ella produci-
do en el sistema prineipal por X;=1. La figura 26 aclara el do-
ble significado de este término.

Fia. 26.

En cuanto a los términos que son coeficientes de las inedgmitss,

ecomo
/ FiFl V,;V1 M;'JM],
> + S ds
f( Q. “en Bl )

son, por idéntiea razén, iguales al desplazamiento producido en el
sistema principal por X; =1 segiin la direccién de X; o por
X;=1 segin la direccién de X;. Dentro de estos coeficientes
aparece, en cada ecuacién, el correspondiente a X;=1 seglin su
propia direccidn, es decir

2. 2. A2,
8;{=2[(Fi i +M,)ds

EQ GQ EI

que afecta, en la ecuaecién ¢ ésima, a la inedgnita X;.



Las sustituciones indicadas permiten escribir las ecuaciones de
elasticidad en la forma clasica debida a E. MULLER-BRESLAU:

......................................................

(191

La dependencia lineal entre las inebgnitas, las cargas y los des-
plazamientos por efecto ineldstico demuestra que, para el sistema
descargado, dados los efectos inelasticos resumidos por los térmi-
nos en 3% y los desplazamientos vinculares representados por
2 C;c hay un solo sistema de reacciones hiperestiticas X; X,...
que cumple con las ecuaciones [19], y que define sin ambigiiedad
la solicitacién M, V, F, en un punto de la estructura.

En el sistema hiperestitico sometido a cargas P, esa dependen-
cia lineal permite establecer de inmediato la wvalidez del principio
de superposicion aceptado en el Art. 2 de este estudio.

En efecto, llamando D el diseriminante del sistema, que depen-
de de los desplazamientos 3!, %% ... 8% ... 3", se tendri, para la
ineégnita X; la expresién:

8 3% ... 2 Py ¥y ... Y,

desarrollando por la columna ¢ ésima y simplificando:

X,;=X1,;P1+X2ip2+...+XmiPm [20]
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que demuestra que el principio se cumple para las reacciones hi-
perestiticas, y por lo tanto, vale también para los parimetros de
reduceién de la estructura. Las férmulas [1] y el principio acep-
tado en el Art. 2 son pues generales, y en consecuencia todas las de-
ducciones que se han hecho en este estudio son validas.

18. principio de Menabrea. — La ecuacién [18] de Max-
WELL-MOER para la inedgnita X; da, suponiendo nulo el trabajo
vineular y el efecto ineléstico:

FiF V.V M.M
0=23 o+ P4 U \d
./(EQ Xea N omr )

pero de acuerdo con las ecuaciones [17]:

oF e av T oM
aX.- aX aX,'

¥ razonando en la misma forma que para el teorema de CasTI-

GLIANO:
F2 2 2
0= aizf’ gt +M)ds
ox; 2 JEQ GQ ' EI

o sea, llamando W al trabajo de deformacién:

=4 [21]

Las deméas ecuaciones de elasticidad son similares, lo gue de-
muestra la signiente regla: Los walores de las incdgnilas hiper-
estdticas se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones que re-
sulta de igualar a cero las dervwadas del trabaje de deformacién
con respecto a dichas incdgnitas.



Como -ademds las derivadas segundas del trabajo W son. positi-
vas, como, s¢ deduce de

2W 8 FiF ViV | MiM
Sfif et - o
aX% | ax, /(EQ Syt 5

!

2/( Fi o Vi 8V . M; aM\
EQ X, GQ 8X; EI axX;

e, Ve o M
= s R
/(EQ a0 EI)S

se puede establecer el principio de MENABREA o del trabajo mini-
mo: los valores de las incdgnitas hiperestdticas son los que hacen
que el trabajo de deformacion sea un minimo.

19. Resolucion de las ecuaciones. — Las ecuaciones de elasti-
cidad [19] pueden escribirse:

X1 811+X2 812"‘ ....... +X" 8,, = w
X1821+X2822+ ....... —|—X,,B"-a2
Xid3m 4+ Xo ¥4 ... + X, 3, =a,

en las que las constantes aj, @s ... a, representan indistintamente

los términos debidos a los vinculos méviles T C;c; al efecto inelas-
tico 3/ y a las ceargas aplicadas X P,, 3, siendo usual considerar
separadamente la influencia de cada uno de estos términos en el
valor de las X, . El efecto de las cargas se estudia en forma muy
conveniente por medio de las lineas de influencia, considerando en
lugar de las sumatorias X P, 3, el término correspondiente a la
carga unidad que puede ocupar cualguier posicién en la, estrue-
tura: manteniéndose paralela a la direccién elegida (generalmente
la, vertical). Este término serd designado por &, es decir, des.
plazamiento. del punto. M en la direccién elegida. producido por
X:=1 y puede obtenerse trazando la, elastica del sistema prinei-
pal isostdtico para la carga X,=1.



' Lia resolucién del sistema  de' las ecuaciones de elasticidad da,
Para la-inedgnita’ iésima, una expresién lineal y homogénea entre
jas constantes a; que puede escribirse asi:

Xi=01a+0ha+ ... +85a+ ... +6ha (22]

TLa determinacién aritmética de los coeficientes { es engorrosa
sn los sistemas de grado hiperestatico elevado, lo que ha traido
eomo consecuencia el desarrollo de métodos especiales de eéleulo
gue permitan sortear esta dificultad. La ecnacién [22] sin em-
bargo puede considerarse como la solucién tedrica de emalquier
problems hiperestatico de estructuras planas.

20. Lineas de influencia. — Los coeficientes f de la ecuacién
[22] tienen uma interpretacién interesante debida a MULLER-BrES-
©AU. Cuando se considera el trazado de la linea de influencia X,
ias constantes a; son los desplazamientos — 3%, de modo que se
tendra :

Xi =— (B4 Ot Ba B b+ BB o B 0] | (23]

pero como 8, ; 3%, ; ... 8% ... ete., son los desplazamientos de M en
la direccién elegida (vertical p. ej.) producidos respectivamente
por las cargas X;=1; Xo=1... X, =1 ... los productos que
forman el segundo miembro de [23] serin los desplazamientos de M
producidos por las eargas —@8% ; — 0% ; ... —@% ... aplicadas se-
gin X;; Xo; ... X;... y su suma serd el desplazamiento resul-
fante; de todo lo cual se deduce el siguiente teorema:

La linea de influencia para X; es la eldstica del sistema princt-
wal solicitado por las cargas

Xi=—@ ; Xo=—8 ; ... Xp=—F8\...

Segin su autor el método presenta utilidad cuando esta elésti-
®a se traza em conjunio en lugar de superponer las elisticas indi-
viduales; y esto es factible prineipalmente cuando los diagramas
de pariametros que corresponden a las cargas X; ; X2 ; ... X,
e el sisterna prinecipal estin formados por rectas.



En el tomo IIT de su «Ciencia de la Construeeién », MiLLER-
BRESLAU presenta el ejemplo que se muestra en la figura 27, de

[P-1
A Byll oD 3
ﬁ&& “A‘!\“ t\%\\\
C
S @
X
B R
*xl
(& ®
Fia. 27.

un poértico ABC y una viga continua BDE, estructura de tereer
grado hiperestatico.
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Si se eligen las incégnitas en la forma indicada en la parte (b)
de dicha figura, es decir los fleetores en ('; en B y en D los dia-
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gramas del sistema prinecipal para las cargas Xij=1; Xo,=1
X; =1 se indican en (a), (b), (¢), de la figura 28 y usando las
ecuaciones de MAXWELL — despreciando la influencia de V y F,
o sea considerando solamente efectos deformatrices de flexion —
ge pueden obtener los valores de los coeficientes 3% ; d'z; 3'3; 3%;
3% ; 3% (nétese que por la forma de los diagramas de momentos
3% =0). Resolviendo el sistema se encuentran los valores B pu-
diendo verse en (d) de la figura 28 el diagrama de momentos pa-
ra las cargas * que determinan X, y en (C) el trazado de la co-
rrespondiente eldstica que es, segiin el teorema de MULLER-BRES-
1AU, la linea de influencia para X;. Los valores que figuran en
los diagramas se han tomado de un ejemplo numérico de dicho au-
tor, y las lineas para X, ; X3 se deducirian en forma similar.

21. Seleccién de incégnitas. — Se ha hecho ya menecién de la
dificultad que se encuentra al resolver los sistemas de ecuaciones
de elasticidad, que ha hecho necesario el estudio de métodos que
reduzean en lo posible la laboriosidad inherente a los pesados
cilculos aritméticos que resultan. Una de las armas méas podero-
sas de simplificacion de las ecuaciones fundamentales es la atinada
seleccion de tncdgnitas, euyo criterio es el de anular, dentro de lo
posible, y de acuerdo con las consecuencias de las leyes de reei-
procidad, el mayor niimero de coeficientes del tipo 3%, que podria-
mos llamar de flexibilidad indirecta, por ser los eorrimientos que
la carga X;— 1 produce en la direceién de X; y reciprocamente.

Si fuera posible, p. ej. en un sistema de 3° grado, eliminar fodos
esos términos, o sea Bl ; d'3; 3% ; las ecuaciones de elasticidad se
reducirian a

X] 811 = Qi
Xz 522 = Qs
X3 833 = a3

y la resolucién seria inmediata.
¢ Un ejemplo de buena seleccién de inebgnitas lo da la conocida
ecuacién de CLAPEYRON o de los tres momentos, que se utiliza para
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resolver el problema de la viga econtinua sobre apoyos nivelados:

Xi=l
g SR
Xi-1~, + || + w Xitl
S P22 -7
T~ T-——"W ————— S \N
Al l%ém A Al
Fia. 29.

Si se toman como inedgnitas X los pares flectores correspondiens
tes a los apoyos se ve (fig. 29) que cada carga X,;=1 produce
desplazamientos solo en las secciones de aplicacién de las cargas
Xi_.1 ;X441 ; (apoyo anterior y posterior) ; con lo que la ecuacién
de elasticidad iésima se reduee a

Xg_l 8'-;_1 + Xi a‘i + Xz'+1 8is’+1 = 8‘-m [24]

em la que ¥, ; 3., son los Angulos girados segin X;_; ; X
para la carga X; =1 ; &; es el dngulo formado después de la de¢
formacién por las terminales de los dos tramos cortados ew A, , ¥
3%, es el descenso segén P, en dicha deformacién; pudiéndose, dé
acuerdo con la ley de BETTI, reemplazarse ese término por el an=
gulo: formado segfin® X; por la deformacién produeida por las P,

X C X1

,Xz
By B /
/ T\\\ H 1
/ 8 Cs
‘l
x (®
Fie. 30.

Lia figura 30, que se refiere a un arco de doble empotramienté:
con articulacidn: intermedia, da otro ejemplo. Suprimiendo el
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vinculo C se toman como incdgnitas dos componentes de la fuerza
trasmitida por la articulacién, pero elegidas de modo que X sea
normal al corrimiento & que separa los puntos C;, Cs, de las dos
terminales en la deformaecién producida por X;=1. De ese mo-
do 3! = 8% = 0 y las ecuaciones se simplifican de modo que la so-
tueién es inmediata.

Pero el ejemplo més tipico de esta seleccién de inedgnitas lo da
2l método de la elipse de elasticidad tan adecuado a la resolucién
Jde arcos y pérticos de doble empotramiento.

% X9
\

FiG. 31.

En estos problemas (fig. 31) el sistema principal es una mén-
sula, obtenida al suprimir uno de los dos empotramientos (el B
en la figura) y las incégnitas se eligen de modo que X2, X3 pasen
por el punto @, rigidamente conectado a la terminal, determinado
de modo que el giro de B producido por X, tenga como centro @,
o que desde ya anula los términos

3y = 3% ; Ol = 3%

v eligiendo posteriormente las direcciones de X2 y X; de modo que
se cumpla, como en el ejemplo anterior, la condieién 3% = 0. La
determinacién de G puede obtenerse por métodos proyectivos a
partir de la ley de BETTI (procedimientos de K. CuLmANN, RiTTER
y CrREMONA) o por consideraciones cineméticas sobre las deforma-
ciones flexionales (procedimiento que expuse en el Boletin N? 3
de la Facultad de Ingenieria de Montevideo); pero el resultado
es precisamente la reduceién del sistema de 3 ecuaciones de elas-
ticidad de 3 términos a 3 ecuaciones a un término de resolucidn
immediata.
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CAPITULO I

ANALOGIA DE LA COLUMNA

1. Tensiones en una columna corta. — La figura 1 es la seec-
cién de una columna corta, referida a sus ejes principales y G z ;
y el punto P de coordenadas u,v, es el punto de aplicacién de
una fuerza normal exeéntrica de intensidad (P Asumiendo como

positivas las tensiones de compresién se obtiene para la tensién o
en el punto M de eoordenadas z,y, la expresion

G=£+9u:ﬁ+[}vy

Q Qa? Qp?
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en la que Q es el area de la seccidn; a, b, los semiejes de la elipse
central (fig. 2).

F1a. 2.

Si se expresa la tensién en la forma

c=£r1+—’“+1y—]
al

u
a? b?

se pone en evidencia que la linea neutra 207 o lugar de puntos
de tensién nula es la recta

ux_*__zl:()
a? b2

1+

antipolar de P con respecto a la elipse central, y también que la
tensién en M es proporcional a la distancia w de M a 507 medida
en cualquier direccién, aunque es usual elegir la direccién de GP
como se indica en la figura. Serd asi ¢ = Kw determinidndcse K
al establecer que el sistema de las tensiones normales equivale a
la earga P, o sea

9=fadQ=K/wdQ=KQe'

nuesto que f wdQ es el momento estatico de la seccion sobre LO7 .
7



La expresién de la tensién es asi

B g

Bl diagrama de tensiones que responde a [1] puede verse en la
ficura 3; interesando particularmente los valores de las tensiones

para los extremos de w, definidos por las distancias m, n de G a
las tangentes £y, t~ al contorno de la seccién paralelas a la Ilinea
neutra.

Los antipolos M’ , N’ de esas tangentes son los puntos nucleares
para la direccién G'P y observando que P, P’ son también conju-
gados en la antipolaridad sobre esa recta se tendri

mm’ = nn' = ee

Aplicando [1] se tiene
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Del mismo modo se obtiene

et ol
i

Los numeradores 2 (m/ + ¢) ; ©2 (' — e) son los momentos de .??
sobre los puntos nueleares y los denominadores son médulos Qm’ ;

Qn’ : llamando M al momento nuclear y W al médulo se tiene:

My My

W M’ WN L

Cuando »” < ¢, 0 sea cuando (P cae fuera del nicleo, la tensién
gy es traccién, bastando esta consideracién para atribuir a Jlas

tensiones su signo correcto.
La tensién en el centroide @, o sea para w = ¢ se reduce a

Por 1ltimo las tensiones en los puntos nucleares M’ ,N' se ca

culan en forma similar a las tensiones extremas: asi

-2 £ (¢—m') 2 (1 o ) R ( e )

PR Ve AT
pues S ICe
e m
A (mgle)
P
9) m
S P @ +n) P (1+£)_ P l+£-)
Q e’ Q ¢! Q n
P (n+e)
OGN’

2}

3



)

Se tiene, pues:

i X))
L

oM , CN' =

P (n+te)
SR T, 4]

que son expresiones analogas a las anteriores, y expresan que la
tensién en un punto nueclear A’ se obtiene dividiendo el momento
de 2 sobre la antipolar iz por el producto Qm del area por la
distancia de G a ty.

2. Analogia de la columna. — Imaginemos primero (fig. 4a)
una barra plana de eje curvo AB, en las condiciones usuales de
las estrueturas a fibra media; esto es, con dimensiones longitudi-
nales, y radio de curvatura grandes comparados con las dimensio-
nes transversales, sensible solo a las deformaciones flexionales, y
cuya rigidez EI se conoce para cada punto N del eje; y suponga-
mosla referida a los ejes yBz.

Construyamos ahora (fig. 4b) lo que Cross llama columne and-
loga de la barra AB, que es un prisma ecorto cuya seccidn recta

F1a. 4, a.— Barra AB.

tiene la misma linea media AB que lg barra y un espesor que es,

FiG. 4, b. — Columna ansloga.

en cada punto N, igual a la inversa de la rigidez EI en el punto
homélogo de la barra.
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Este espesor se supone muy pequefio, de modo que el elemento
de 4rea en la seccién de la columna es, llamando ds al elemento
infinitésimo de la linea media:

ds

a0
7= 71

Consideremos ahora estos dos problemas de desarrollos para-

lelos:

i Qué condiciones debe cum-
plir un momento indetermina-
do m; definido para cada punio
M (zy) pare que el movimiento
relativo de las secciones terma-
nales 14 ,1g de la barra sea el
giro @ alrededor de F(uw. )?

Se impone al momento inde-
terminado m; la condicién de
ser producido por dos fuerzas
iguales y opuestas aplicadas en
cada una de las terminales, de
modo que si w es la distancia
de M a la linea de acecién se
tendrs (fig. 5)

m; = Fa.w

Foj dluv)

Fia. 5.

y por lo tanto my serd la fun-
cién lineal

m; = Az 4+ By + C

i Qué condiciones debe cum-
plir una tensidn indetermina-
da o definida para cada punto
M(z.y) para que el sistema de
tensiomes esté em equilibrio con
une compresion de la columna
producide por la fuerza © en
F(uw)?

La tensién ¢ que es propor-
cional a la distancia w de M a
la linea mneutra, antipolar de
F, estard dada por una rela-
cién de la forma (fig. 6)

Fia. 6.
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La rotacién elemental que el
flector m; produce en el ele-
mento de barra del punto M es

ds
dd = m; —
ETI

y el movimiento resultante que
todas esas rotaciones producen
en B tiene estas caracteristicas:

rotacién total @ = / d®
traslacién segiin Bz

‘6;=—/yd<b

traslacion segtin By

s =/xd<b

Como hemos supuesto el es-
pesor de la seecién en la colum-
na muy pequefio la compresién
elemental serd simplemente «dg
y las condiciones para el equili-
brio de ® seran, refiriéndonos
al sistema y Bz :

o =/cdg
du =[cxdg
dv =/cydg

Reemplazando valores:

ds
¢ = | (az +by +¢) —
/( i) EI

rds
EI

<bu=/(az+by+c)

yds
dv = + by +
v /(a:v y + ¢) =

Imponiendo ahora que el movimiento que los m; producen entre
ta ¥y tp sea precisamente la rotacién @ alrededor de F, y expre-

sando m; en su forma lineal:

ds
_[(4z + By + 0) %
g /(”+y+)m

73 - <I>u=/(A:v+By—|—C)

¥ -,n]w=/(Aa:+By—I—C)

rds
EI

yds
EI

La absoluta identidad de los sistemas de ecuaciones que sirven
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para definir 4. B, C, en la barra flexible y q, b, ¢, en su columna
analoga demuestran el teorema de Cross:

El momento indeterminado m; que corresponde en umna barra a
la rotacién @ alrededor de sus terminales producida por dos fuer-
zas tguales y opuestas es igual a la tensién o que produce en la
columna andloga la compresion @ aplicada en F.

Como corolario inmediato de esta analogia se deduce que la
linea neutra que en la columna es el lugar de los puntos de ten-
sién nula corresponde en la barra a los puntos de momento nule,
es decir a la linea de accion de las fuerzas F 4, K B, aplicadas a
las terminales, y cuya magnitud se deduce de la ecuacidn:

m;=F a.w {5]

en la que se conocen m; y la distancia w para cualquier punto.

3. Influencia de 1a posicién del centro de rotaciéon. — La
figura 7 se refiere a la columna aniloga de la barra AB, en la que
hemos trazado la elipse central.

Fic. 7.

Dado un punto F como eentro de rotacion, la linea de accién de
F serd su antipolar.

Si F pertenece a uno de los ejes, la direccién de F# serd para-
lela al otro: si F se mueve sobre un diimetro, # seri paralela a
su conjugado, reconociéndose en estas propiedades las que carae-
terizan a la elipse de elastieidad.
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En particular, cuando ¥ coineida con el centro G de la elipse
k& compresién seri uniforme; y el momento indeterminado tam-
bién, siendo su valor constante:

m; =

G 6]

gxpresién en la que &, drea de la columna. es

ds
G = [dg =
g fg /Ei

En este caso la linea de accién es la recta impropia, y la barra
esta sometida a flexidn uniforme.

Si en cambio F se desplaza indefinidamente sobre el didmetro
tr F, (fig. 8) pero conservando la rotacién — que tiende a cero —
wn momento constante sobre G que llamaremos A, la solicitacién

Fia. 8.

de la columna es flexion pura, y la linea neutra o linea de aceién
de las fuerzas en las terminales es el didmetro conjugado de GF,.

Tste caso, rotacién infinitésima sobre un centro impropio es la
sraslacion A mormal ¢ GF,; y las consideraciones anteriores de-
mupestran que los momentos indeterminados se caleulan como las
sensiones producidas en la eolumna aniloga por el flector A con-
tenido en ‘el plano de flexién G'F.. Salvo el caso de las trasla-
eiones segln los ejes de la elipse el problema seri de flexidn obli-
eua, por lo que no habré, en general, coincidencia entre las diree-
ciones de F y de A. Se observa que los razonamientos anteriores
demuestran las notables propiedades de la elipse de elasticidad
de una barra flexible.






CAPITULO II

APLICACIONES DE LA ANALOGIA

4. Resolucién de sistemas doblemente empotrados. — La co-
lumna analoga suministra un método simple para resolver los sis-
temas de doble empotramiento, que explicaremos tomando como
ejemplo el pértico de la figura 9.

Se imagina primero el pértico con sus terminales £4,ip y some-
tido a las cargas P como una barra libre. Se asume ahora, de
manera completamente arbitraria, un sistema de dos fuerzas apli-
cadas a las terminales, que llamo R4, B y que mantenga en equi-
librio las cargas P. En la figura 9 (a), se ha conseguido ese sis-
tema trazando una funicular de las cargas P que considerada como
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linea de presiones produce en la barra un diagrama de momentos
arbitrarios me, que Cross llama diagrama consistente con la estd-
tica, pues la finica condicién que se le impone es la de ser inducido
por un sistema de cargas equilibrado.

Las propiedades elésticas de la barra, es decir su flexibilidad

ds ; L2 .
E en cada punto permiten calcular y fijar la posiecién de la ro-

tacion ® que los momentos arbitrarios producen entre las ter-
minales {4, tp. Es necesario para eso avaluar las 4reas de los dia-

gramas —E—;— y ubicar su eentroide G (fig. 10) que se proyectari

luego sobre el eje de la barra CD en el punto F; que es en realidad
el centro de la rotacién relativa entre i{p y #¢ producida por el
diagrama de flectores m,.

Fra. 10.

Obtenidos los centros F; y las rotaciones ®; para cada barra
se deducen el centro F y la rotacion @ en la forma que indica
la figura 9 (b).

Si queremos ahora tener en cuenta las condiciones vinculares
que exigen la fijeza relativa de ¢4 y tp seri mnecesario superponer
el diagrama de los momentos arbitrarios con el de los momentos
indeterminados mm; capaces de contrarrestar la rotacion ® y este
problema se resuelve simplemente calculando la tensién o que en
la columna aniloga produce la compresién — @ alrededor de F.

Lios momentos reales son, en cada punto, la suma

m, = mg + m; (7

¥ como es posible deducir de 12 eolumna el valor y posicién de las
fuerzas #,;, F, (fig. 9¢) que inducen el momento indetermina-



do se obtendrin las reacciones reales de los empotramientos su-
mando, para 4, la reaceién arbitraria B4 y la indeterminada #F,
y para B, la arbitraria R y la indeterminada ;. El funicular
de las cargas trazado con las reacciones reales es la verdadera
linea de presiones.

La gran ventaja de este método estd en las simplificaciones que
pueden obtenerse seleccionando en forma acertada el diagrama de
momentos arbitrarios.

Fra. 11.

La figura 11 se refiere a un pértico simétrico cargado en la
viga CD. Se eligen como reacciones R4, Rp las de la viga apoya-
da, y en consecuencia, los momentos arbitrarios seran los de la
viga CD simplemente apoyada.

Ubicada y calculada la rotacién ® se determinan los momentos
indeterminados en 4, B, C y D usando el nicleo ZMTN de la co-
‘lumna analoga; y con esos valores queda resuelto el problema ya
que la posicién y magnitud del empuje H que sumado a las reae-
eciones R4 , Rp da las reacciones finales de los apoyos se fijan
de inmediato con ayuda de la ecuacién [5] y de la condicién de
ser la linea de aceién de las H antipolar del centro de rotacidn.

. 5. Efecto inelastico y corrimiento de apoyos. — El efecto
ioeldstico y los corrimientos de apoyos producen en los sistemas
de doble empotramiento momentos indeterminados que se calculan
an la misma forma que los producidos por las cargas. Siempre
eon referencia al poértico de la fig. 9 se ha representado en



N =

(e) de la figura 12 la rotacién ¥ alrededor de F que se produce
entre {4 y tp como consecuencia de un efecto inelistico (térmico.
de frague, ete.).

Como las condiciones de vinculo exigen la fijeza de 4 y ip serd
necesaria la presencia de las fuerzas 7, #; (b, fig. 12) que con-
trarresten ese giro y cuya posicién, magnitud y momentos inde-
terminados se deducen de la carga de la columna aniloga por la
eompresién igual a — P .

Fotd

Fre. 12.

En el caso (¢, fig. 12) de movimientos de los apoyos — en au-
sencia de efecto inelastico o de cargas — la rotacién de i so re ia
de valor @' alrededor de F” es efectivamente cierta; y las fuerzas
F1, Fz y momentos indeterminados m'; corresponderin a la com-
presion + @’ en la columna aniloga. Noétese que la tinica dife-
rencia con el caso anterior esti en el signo de la compresién P.
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El efecto combinado de cargas, efecto inelastico, y corrimiento
de apoyos se obtiehe superponiendo los estados parciales.

6. Acortamiento elastico en los arcos. — Lia columna anélo-
ga considera que la barra flexible es rigida tanto para el cortante
eomo para la fuerza directa, ya que en muchos ecasos la influencia
de estos términos puede despreeciarse. Sin embargo en el cdlculo
de arcos es deseable tener en cuenta las deformaciones produci-
das por la fuerza directa, lo que puede hacerse aplicando un mé-
todo simplificado que muchos textos americanos recomiendan, que
consiste en caleular el arco sin tener en cuenta el efecto mormal;
y luego considerar la deformacién que esa fuerza normal produce
como un efeclo tneldstico — que llaman <« rib-shortening » — y que
modifica las reacciones y momentos al introducir los valores in-
determinados correspondientes, que se calculan facilmente por el
método expuesto en el articulo anterior.

Como generalmente la nueva distribucién de esfuerzos modifica
muy poco el acortamiento en la mayoria de los casos es suficiente
una sola correceidn; si fuera apreciable la diferencia, no habria
dificultad en hacer otra correccién que seria definitiva.

7. Sistemas cerrados. — Los sistemas cerrados sometidos a ear-
gas exteriores equilibradas se resuelven en la misma forma que
los sistemas de doble empotramiento, con la tnica diferencia que
siendo las secciones inicial y final de la barra ta ¥ g coincidentes
las fuerzas arbitrarias R4 ,Ep deberin ser iguales y opuestas pa-
ra no alterar el equilibrio de las P (fig. 13 a).

En la figura 13 (b) el corte se realizé en un punto tal que las
fuerzas R4 ,Rp son nulas; en la figura 13 (¢) en cambio las fuer-
zas Ra,Rp son dos pares iguales y opuestos.

Los momentos arbitrarios producen el giro ® relativo entre i4,
tg, que al ser anulado por el correspondiente a los momentos inde-
terminados calculados como las temsiones ¢ en la columna aniloga
producidas por — @ deja satisfechas las condiciones vinculares y
resuelto por lo tanto el problema. La suma ¢

m, = mg + m;

de los momentos arbitrarios y los indeterminados da los momen-
tos reales; y, como en el ecaso anterior la antipolar de ® con res-



pecto a la elipse central es la linea de acei(‘m.de la reaccién in-
terna que se trasmite de ta a iz para asegurar el contacto de las
terminales.
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Fre. 13.

El efecto inelistico se tiene en cuenta como en los sistemas do-
blemente empotrados; siendo de mencionar solamente que una di-
latacién uniforme de la linea media, al no producir corrimientos
en las terminales no da origen a ningin esfuerzo en el sistema.
En cambio habrid momentos indeterminados siempre que se pro-
duzcan dilataciones desiguales en distintos puntos del eje o en
distintos puntos de la altura de la seceién (p. ej. diferencia tér-
mica Af entre el interior y el exterior, que produce el giro ele-
mental

Aﬁt = a.ﬁds
h

en la que @ es el coeficiente de dilatacién térmica, i la altura de
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1a barra, ds el elemento longitudinal, suponiéndose que ¢ varia li-
nealmente entre fo ¥ ¢, ).

o

8. Teorema de Winckler. — Harpy Cross aplica su método
de caleulo a la demostracién del teorema que WINCELER enuncid en
1879 sobre la teoria de arcos, y que se expresa diciendo que la
linea de prestones del arco cargado debe ser la funicular de las
cargas que se adapte en forma mds aprozimada a su linea media.

La teoria que estamos exponiendo permite la sencilla demostra-
cién de Cross, pues si se toman como momentos arbitrarios los co-
rrespondientes a la funicular adaptada a la linea media aquellos
resultarin muy pequeios, como consecuencia de la condicién de
WINCKLER; la rotacién resultante ® seri asi, cuando no nula, muy
pequena, de modo que la correccién por los momentos indetermi-
pados también lo serd. Si la adaptacién de la funicular a la
linea media fuera perfecta no habria correccidén, y la linea media
seria la verdadera linea de prestones.

Como consecuencia un arco parabdlico debe soportar sin flexién
una carga uniforme en proyeccién horizontal; un arco en catena-
ria lo hari si la carga es uniforme por unidad de longitud de
arco, ete.

9. Articulaciones. — Liag articulaciones se tienen en cuenta en
el método de Cross considerando que son infinitamente flexibles,
ya que giran libremente al recibir el efecto de un par. El é4rea
de la columna anédloga en correspondencia con la articulacién se-
ra, pues, infinita, y por lo tanto lo serd el area total de la colum-
na. Kl centro sera la propia articulacién; pero a los efectos de
caleulo de momentos de inercia se asume que eon respeeto a los
ejes que pasan por la articulacién el momento primario o secun-
dario del area equivalente a ésta es nulo. Algunos ejemplos acla-
raran méas adelante esta generalizacion.

10. Constantes de rigidez. — En los métodos de célculo de sis-
temas rigidos — ya sea en el de distribucién de momentos de Cross
o en el de los puntos fijos — es necesario el caleulo de ciertas
constantes que caracterizan la rigidez o resistencia al desplaza-
miento de la terminal {g de una barra en determinadas condicio-
nes de vinculo.
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a) RIGIDEZ A LAS TRASLACIONES.— Sea la barra AB empotrada
en A y libre en B (fig. 14). La rigidez a la traslacién es la fuer-
za que es necesario aplicar en ambas terminales para que el mo-
vimiento relativo sea una traslacién unitaria. Si se recuerda que
las traslaciones se comnsideraban como flectores actuando en la co-

Fic. 14.

lumna anéloga, y que la linea neutra o de aceién de cargas era
centroidal, la solucién del problema aparece inmediata. Para ma-
yor sencillez conviene elegir las direcciones principales de la co-
lumna con objeto de aplicar las férmulas de la flexién simple (no
oblicua). 8i interesara con todo, un desplazamiento desviado (fue-
ra de los ejes) la solucién mas simple seria usando el nicleo o
diagrama de médulos.

En la figura 14 se tiene, para el momento indeterminado corres-
pondiente a la traslacién A, paralela a Gz cuya linea neutra es pre-
cisamente G,:

Ay
g =Mp = .m
B I,
Como el momento es también Mp — X . m resulta
A
X=— [8]
1,

v la rigidez a la traslacién segiin Gz, que es la fuerza para A, =1,
sera:

o 5 [9]




E ==

Similarmente se obtendria la rigidez para la traslacién segiin
Gy ¥

Xy [10]

L
I,

b) RIGIDEZ A LAS ROTACIONES. — Si se desea conocer (fig. 15 a)
la rigidez a la rotacién de B alrededor de G' nos encontramos en
la columna aniloga con la compresién ® céntrica, y con una ten-
sibn o momento indeterminado uniforme. Por lo tanto, el par Mp
sera:

d

Mp = 11
5 (11]

siendo G el area total de la columna, y la rigidez, o sea el valor
del par para ® =1 seri:

L= — [12]

De mucho mayor aplicacién resulta sin embargo la rigidez re-
lativa al giro @ de B alrededor de B, ya que las deformaciones de
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los sistemas rigidos son casi todas produeidas por giros alrededor
de los nudos que se mantienen fijos.

La solucién que da la columna aniloga es simple (fig. 15,b). La
linea de accion de las fuerzas es la antipolar de B sobre la elipse; ¥
el momento en B, o sea la rigidez buscada, es la tensién de la columna
en B producida por ® =1 aplicada en B. La determinacién de
esta tensiébn — que se aclarari con algin ejemplo — se faeilita
usando el nieleo.

Un elemento interesante que se deduce en este problema es el
momento inducido en 4 cuando ip gira sobre B. Si se llaman
ke, ka las distancias de B y A4 a la linea neutra (con sus signos)
sera evidente que:

Ma ka .
= — =K B-4
ﬂ.‘ZB ]CB
My = Kps Mz [13]

El factor Kgza se llama faclor de traslado o de momento indu-
cido de B hacia A y permite el cileculo inmediato de M 4 en funcién
de ﬂ/IB.

La figura 16 se refiere a la determinacién de la rigidez del giro
en A si se supone B fijo; el proceso es idéntico, y aparece el nuevo

Fia. 16.

factor de traslado Kap (de A hacia B) que es igual a

.

ka
La magnitud de las fuerzas %, %, correspondientes a los gi-
ros ®4 =1,;®Pg=1 se deducen de inmediato al conocerse los mo-
mentos W4, Mg, y las distancias k4, kp, en cada caso.
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11. Viga recta doblemente empotrada. — Aunque en el capi-
tulo siguiente este tema se tratarid con toda generalidad, es decir
con seccién variable en la viga y empotramientos elisticos en las
puntas es conveniente, por su sencillez, iniciar los ejemplos con
la viga recta, de seccién constante, y de doble empotramiento.

A E.l = Cl'e Bf

La columna aniloga (fig. 17) se reduce a un rectdngulo; los
puntos nuecleares son las tercias B’, 4’, y el mddulo es

l
G—=W
6 v

El 4irea G de la columna es de modo que

lZ
6 BT

v

La rigidez rotactonal en B se calcula con la rotacion ® —1 en B
que produce en el mismo punto la tensién o momento indetermi-
nado Mp

_ @ X BB’
W,

=
Ms ot 98
lZ

6 E/

caleulado tomando el momento nuclear sobre B’ y dividiendo por
el médulo.



Simplificando se obtiene

EI
Mp = Yo = 4 — [14]

l

La posicién de la linea mneutra demuestra de inmediato que el
factor de traslado es

B [15]
=D

La rigidez wvertical en B se obtiene sometiendo la columna al
flector A igual a la traslacién. Lia linea neutra es el eje Gy y las
tensiones en A y B iguales pero de signo contrario, resultan (fiz. 18)

6 EI A

Mg =—Mp = 7

Las fuerzas Y que dan la rigidez para A =1 resultan ser

Y =12 I;J;I [16]
puesto que _
Y.—l = 6 EI
2 1
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La carga untforme con su diagrama simétrico, obtenido tomando
como momentos arbitrarios los de la viga simplemente apoyada,

A X

Fra. 19.

da (fig. 19) en la columna andloga una compresién céntrica de
valor

i ) £
3 8 EI 12 EI

y un momento indeterminado constante igual a

P = s e TN L
G 12

El efecto de la carga concentrada P en el punto =,z (fig. 20)
se estudia ubicando el centro de rotacién F del diagrama de mo-
mentos arbitrarios de la viga de simple apoyo AB.

Se tiene:



Similarmente

¥y calculando los momentos Mp, M4, con auxilio de los puntos nu-

cleares y el médulo:

3 G
o/
.'Wg = — 2 =
lZ
6 E1
Anilogamente resulta
Miy=—3 J‘l[_ A'F,

en las que M es el momento isostitico maximo igual a

Como

se obtienen las foérmulas sencillas:

—3%.3’[4'

! 2
My —MZ o p 22
l 2
x it
Me ——M>—=—] P

Pzzx

[17]
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El trazade de las lineas de influencia para M4 , Mg, es de
acuerdo con las férmulas [17] inmediato. Lia figura 21 da la inter-

pretacién grafica de las formulas que justifican la sencilla cons-
truceién que se indica en la figura.

[}
12, Viga recta empotrada y apoyada. — L&l centro de la co-
lumna coincide con la articulacion B (fig. 22) y la columna ani-

: 1 .
loga de la viga es el rectingulo de altura constante 5 La linea

neutra sera el eje By; el momento de inercia

1 b
TRI=3E:
y el médulo para el punto A:
2
W, il
l 3EI
Para la carga uniforme, como
I pl:l
12 E]

se tendra, tomando el momento de la rotacién sobre By:

& x L
Mot == 2
- W,
A]4 2
Ay i l 3EI -l



s

Para el descenso A de B se caleula la tensién en A producida por
el fleetor A:

Wy e 3EI A
12
1Y
A '|
g B
3 o
« l »
o
E1 o

Para la carga concentrada P en z,z’, que produce en P el mo-

P zz' ! =y = .
T enel diagrama arbitrario, con rotacién @ = LD Mi
2

mento M =

aplicada en F:

My ML Ve BBl 1, lta
2 EI 3 e 2 !

Sustituyendo M por su valor:

Pz
I+ 7 18
o=+ ]

ﬂl,i = ==

ecuacion que como la [17] permite el ficil trazado de la linea de
influencia.
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13. Poértico de dos articulaciones. — Aqui (fig. 23) por exis-
tir dos articulaciones el area de la columna es infinita; y solo es
finito el momento de inercia sobre la recta AB. Llaméandolo I, se

tiene :
ds
I, =[4
/ Y EI

d
pues—s es el area del elemento de la columna andloga en M; e

EI

y? el cuadrado de su distancia al eje. La linea neutra seri siem-

ds

<

Jo--— < -

i SR
!
g
<

Fie. 23.

pre AB; y la reaccién indeterminada es el empuje H que produce
el momento indeterminado m; — — Hy.

Si ahora la rotacién resultante de los momentos arbitrarios es @
alrededor de F* el criterio de Cross da, para m; en el punto M:

0 sea

H=&— [19]

que es una férmula bien conocida.
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Si en lugar de ® el desplazamiento fuera la traslacién A segin
Ay

z

AB se tendria m; = —

; 0 sea

A [20]
Iy

Se obtienen asi, en [19] y [20], los mismos resultados que eon
los ‘métodos: clésicos del trabajo virtual



CAPITULO III

VIGA RECTA CON EMPOTRAMIENTOS ELASTICOS

14. Flexibilidad y grado de empotramiento. — La ménsula
de la figura 24 solicitada por el par M gira en su terminal iz el
angulo caracteristico de su flexibilidad propia siempre que la sec-
eién inicial f{4 o empotramiento se mantenga fijo.

Puede suceder sin embargo que entre la seceidén fija t4 y la imi-
eial de la viga t'4 se interponga un elemento flexible, como los

.
A
I
tg
:
ta I
tg

/1
,L_,EQA= ZA M‘z A
Fig. 24.

dos resortes que se ven en (b), y que se produzea, como consecuen-

eia, un giro suplementario de {4 con su repercusién en tp de ido
exclusivamente a la flexibilidad del empotramiento. Se supondra
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siempre que esta flexibilidad es elastica, por lo que habri, entre ei
sngulo 04 de giro y el par M la relacién

M
2 g4

04 = ca M =

La constante directa es es la flezibilidad; la inversa 2 ga (el
coeficiente 2 se introduce para luego simplificar los trazados) es
la rigidez o grado de empotramiento. Cuando el empotramiento
es perfecto se tiene ¢4 =0 ; 94 = ; cuando no hay empotramien-
to (articulacién de apoyo) sera

15. Columna analoga de una viga con empotramientos elas.
ticos. —La figura 25 explica el modo de actuar de una viga con
empotramientos elasticos en sus dos extremos A4 y B. Cuando hay
eargas en el tramo se desarrollan los momentos de empotramiento
Ma, Mp necesarios para que la eldstica de la viga cumpla con las
condiciones de vinculo.

Fic. 25.

Pero éstas son precisamente que las secciones terminales t's , 'z
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de la viga experimenten los giros 94,0, proporcionales a los mo-
mentos trasmitidos a los empotramientos, es decir (fig. 25, b)

04 = eaMs ; Op = ecg Mp.

Pero si ahora suponemos que la viga se prolonga en A4 hacia la
izquierda con un elemento elastico €4 interpuesto entre la termi-
nal de la viga {4 y una terminal nueva {4 la presencia de ea tie-
ne como consecuencia que la posicion final de f4 sea vertical, coin-
cidiendo con su posicién inicial.

Un razonamiento similar permite introducir en B el elemento
flexible ep concentrado en B, que permite que la terminal ¢'p de la
viga gire el 4dngulo Oz proporcional a Mp, mientras la nueva ter-
minal {g no cambia de posicién. Se comprende asi que agregan-
do los elementos ea, &g, a las puntas de la viga de empotramientos
elasticos las condiciones vinculares para el sistema virtual que po-
driamos designar como &4 + VIGA + ep son las mismas que las de
un sistema doblemente empotrado, es decir, la fijeza de las termi-
nales t4,¢s. En estas condiciones el procedimiento de edlculo del
momento indeterminado es el mismo que se desarrolla para aque-
llos sistemas, siendo necesario finicamente determinar los elemen-
tos de la columna anéloga del sistema es + VIGA 4 ¢p.

€A &g
® B
7 ET
O ==
& S_IS 3}

@ .A%f%a

v
! 1
H ]
i

:'0— Q;— ;’*" bl_‘:
oot e Al

I5-/¢¢
Fia. 26.

La figura 26 se refiere a una viga cuya rigidez variable se

d
representa en (a), y cuya columna aniloga de elementos _E—i_ estd
en (b).
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Esta parte de la columna es en cierto modo, el alma, ya que la
presencia de las flexibilidades €4 , ep, completa la seceién con dos
alas, de dreas iguales a €4 y e, concentradas en A y B, que, se
comprende, deberin ser del mismo orden que el irea del alma
para tener influencia en la estatica de la viga.

En la figura 26 (¢) se da la notacién de los elementos de la
columna anéloga del alma, o sea de la referente a la flexibilidad
propia de la viga.

Si ésta se supone de seceién variable y no simétrica el ecentro de
la columna G, se definird por sus abscisas al ; 1 a los extremos;
Yy su Area seri

ds
G = =

Los puntos nucleares propios 4;, B; antipolos de las verticales
de apoyo A4y, BBy con respecto al alma, se definen por sus absci-
sas by, a; .

Lia determinacién de los nuevos elementos que corresponden a
la seccién completa de la columna, formada por el alma G y las
alas €4, ep, es un problema de centros de primer y segundo orden,
cuyos resultados se exponen en los articulos siguientes.

16. Puntos nucleares. — El area de la columna es
G =G+ za+ =B,

El punto nuclear B’ cuya abscisa a calcularemos es el antipolo o
centro de segundo orden de la columna completa con respecto a

BBy, y se tendra con referencia a la figura 27 que los momentos
primarios serdn: el de e¢g nulo; el de &, el producto &, @l apli-
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cado en el centro del alma relativo a BBy, o sea en B;; y el de ¢4
es el producto eal aplicado en A. Si se dividen ambos momentos
por I el problema se reduce a hallar el centro de las fuerzas e4 y
G, B aplicadas en 4 y en B;.

Las siguientes férmulas que se deducen de esa propiedad se apli-
cardn més adelante.

i al@«@x ‘i = 8.8, G —a _ _Ea (2]
S k?‘(j‘l | @ €A+(3LC/31 a Bgl
‘\ 2 2
.'Gjl N, ,5_4\\ ﬂ \\\ ‘PA.\\\
% 1]
ANE | HaN\p ANE | JANB |
b R | ! < 0y ~
l \ B \\81 1 \\\ B \\ B
\\\ A \\\ t \\\ X1 | N\ ™
. 1
P
Fre. 28.

La figura 28 da varias construcciones grificas para hallar B’
deducidas de la regla del centro de dos fuerzas. Son ftiles las que
parten de los valores inversos

1 1
2 Q4 = ” Tl
€A «gl
el primero es el grade de empotramiento en 4; y el segundo es la
rigidez propia de la viga. La construceidn (d) se refiere al caso

p . - 1
muy comun de vigas simétricas, en las que « = 8 = — por lo que
) ’ q 2 P q

basta unir en cruz los extremos de los segmentos iguales a ¢4 sobre
el apoyo A y a y1 sobre la vertical de B;.
Las féormulas que corresponden al uso de o4, % son:

2
o = a 2948 (3]
2948+ 1
para la viga disimétrica y
& g —2 {41
94 + 0

para la viga simétrica.
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El punto nuclear A’ se define por la absecisa b, calculada en la
misma forma que a y cuyo valor se deduce de las expresiones an-

teriores eambiando @, por b; ; g4 por gz ; f por a.

Sera asi

&x t.C_?l

= lhw—— o
i €B+a‘§’1

2 o 9B

e 1% Y55
2a9 + 11

en vigas disimétrieas; y

‘PB+')(1

¢B

en vigas simétricas.

[5]

6]

17. Centro y mo6dulos. — El centro @ en el que se aplica el 4rea
total @ = G, + =4 -+ g se obtiene facilmente una vez eonocidos
los puntos nucleares A’ , B’, ya que, refiriéndonos a la figura 29, en
la que m, n, son las abscisas de G se ecumplird, por las propiedades

JA B G A KB
| T Y

R i
rQa-

s
l

h— m —e—n'—

.
A Gi B
a

Fra.

'
{
1

29.

involutorias de los pares de conjugados B, B’ ; 4, A’, 1a siguiente

relacién
GB.GB
n(m —a) =
a

b

=GA .GA’
m(n —b)
m
n
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Esta férmula justifica la construccién de la figura 29 y las ex-
presiones siguientes:

al y bl

a+b ' nza—i—b [7]

Lios médulos para las tensiones o momentos en los puntos A, B,
son para 4:
Wa=G6.G4";
para B:
Wp = & .GB.

Calculando los segmentos GA’, GB’ se obtiene:

Gl = SN bl _bzib__b
a-+b a+b

y poniendo I —a— b =1V (distancia entre los dos puntos nuclea-
res)

GA' — bl
a-+b
Anéilogamente resulta
QB - al’
a+b
con lo que los médulos son:
t bl? l’
Wa = g — Wp = Ga 8]
a+b a+b

Fijados de este modo los elementos de la columna el calculo de
momentos hiperestaticos, rigideces, ete., puede seguirse con el mismo
criterio con que se han desarrollado los ejemplos de la exposicién
previa sobre el uso de la analogia (capitulo II).

En lo que sigue nos concretaremos a exponer eémo puede dedu-
cirse del procedimiento expuesto el mélodo de STRASSNER (o de los
puntos fijos) para el cilculo de sistemas rigidos, cuya aplicacién
a ciertos tipos de estructuras (vigas y pérticos continuos) es par-
ticularmente ventajosa.
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18. Método de Strassner. — El método dé¢ STRASSNER, méis co-
nocido como método de los puntos fijos o focos, se presta a la reso-
lucién de sistemas rigidos de toda clase, aunque nosotros nos con-
cretaremos en lo que sigue a exponer solo los fundamentos del pro-
ceso cuando se le aplica a sistemas de barras rectas.

Una estruetura como la de la figura 30 al ser sometida a cargas
se deforma girando los nudos B y C los dngulos 05 y 8¢ de modo

sl
A;‘”—_“‘

X
\\'\'\\\‘\i

e —

Fig. 30.

que la viga BC esta en las condiciones de una viga con empotramien-
tos elasticos. Se plantean los siguientes problemas:

1) Cémo determinar los momentos en la viga BC en funcién
de las cargas y de los grados de empotramiento.

2) Cbémo calcular esos grados de empotramiento.

3) Qué solicitacion se produce en el resto de la estructura en
correspondencia con las cargas de un tramo.

Ademis, en el ejemplo de la figura 30 si no se tienen en cuenta
las deformaciones por fuerza directa los nudos permanecen fijos,
experimentando tnicamente rotaciones como las indicadas para B
y C. Pero hay otras estructuras en que esa inmovilidad de los
nudos no se cumple, siendo necesario entonces estudiar el efecto
de las deformaciones posibles, que dependerin de uno o méas des-
plazamientos arbitrarios. La figura 31 (¢) es un ejemplo de un
sistema eon un desplazamiento arbitrario, en este caso el corrimien-
to horizontal 8 comin a los extremos de los pilares; y en () hay
un ejemplo de un sistema de dos desplazamientos arbitrarios.

Muy posiblemente el método de los puntos fijos ofrezea sus ma-
yores ventajas en los problemas de nudos fijos o en los de un solo
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desplazamiento arbitrario, sin que sea ésta maturalmente, ninguna
conclusién absoluta.

Fig. 31.

Analizaremos sucesivamente los cuatro problemas planteados, y
veremos como su solucién es simple aplicando el método de la co-
lumna aniloga.

19. Momentos hiperestaticos debidos a cargas transversaleg

Ma

e
2
L
T

i
e

Pl
/

3
SO
vs)
Ao

>

— La figura 32 resume el método grafico que se emplea para de-
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terminar el diagrama de los momentos indeterminados m,. Se tfo-
ma como diagrama de momentos arbitrarios me el de la viga sim-
plemente apoyada AB, y se caleula la rotacién ® de ¢g sobre {4 por
métodos graficos o analiticos.

Los momentos indeterminados m; se caleulan ecomo las tensiones
producidas en la columna andloga completa — es decir correspon-
diente a la viga y a sus empotramientos flexibles— por la rota-
cion ® pero como se trata de un diagrama lineal es suficiente fi-
jarlo para dos puntos, que se eligen precisamente los nucleares B’
y A

Recordando la expresién de la tensién en los puntos nucleares se
tiene: (férmulas 4 del Cap. I)

’
‘113’ =S —(I)u:
G.Gb
i
]u-A’ = —(.)L
G. G4

resultando eémodo sustituir los momentos totales de la columna
& .GA , G.GB con respecto a las verticales de apoyo por las
expresiones :

G .GB =G0l + eal =(818+ ea) !

G .GA =G 1al 4+ el =(8ra+¢ep) 1

y teniendo en cuenta las relaciones [2] de este Cap.:

1 a ’ ‘ 1 b

e+ G by a &G

ea + G518 a .G

se obtienen las férmulas:

My =

o u a
=T o e T Mpni= —— = iera—s
wp G 1 “ [9]

Estos valores justifican la construccién grafica de la figura 82

que consiste en tomar
B il ” AA, = 2%
a8 & by a G

y trazar A,B y AB,, cuyas intersecciones con las verticales 4’A’y;
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B’B’y de los focos fijan en A4’y ; B’; dos puntos del diagrama de
los m; puesto que evidentemente:

BB e aPE S
alggl l

T S e e T _b_=MA
blcz@l l

Los valores a colocarse en BBy y A4, dependen del diagrama de
flectores arbitrarios y de la distribucién de EI en la viga, que de-
fine los valores de @y ; b1 ; «, 8, ; caleuldndose los momentos
de 1a rotacién ®u,Du’ analiticamente o graficamente con ayuda de
las eruzadas de RITTER.

20. Ejemplo de aplicacién del método grafico. — La figura 33
es un ejemplo del método grafico aplicado al célculo de todos los

= EI

=

x
v

r'S

x
1

£
/%3
¥

bj|

e
AR
=771
L A I §

5

S

S0

ADANANY
M m3mgls

,/',/
// \\"/[J?Lc"‘
£
|
TEEN
@

=
7%

s

Fia. 33.

|
i

elementos que intervienen en la solucién del problema. La escala
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del dibujo es m,; se dispone del diagrama de la rigidez variable £1
de la viga y del diagrama de momentos arbitrarios .O/,. Se traza la
primera funicular f; con la dindmica (), con cargas iguales a
m/y As y distaneia polar variable my EI.

Un segmento determinado sobre las lineas de apoyo por dos la-
dos consecutivos de la funicular, p. ej. U’eU’s, cumplird la relacién

Ty m’y z As

Uy Uy = -
My EI

mymy i
el momento estatico sobre la ver-

representando, a la escala -
m

A
tical de B del area elemental de la columna E—; - Por lo tanto, los

segmentos U; Uy ; U/ U’y son los momentos del area total, y servi-
ran para el caleulo de &1 ; ol ; fl.
Las puntuales U Uz ... Uy y UU’s ... U'n en las verticales de

3=t : As
apoyo limitan los momentos de primer orden de las areas — ;

servirdn pues, como dindmicas para el trazado de dos funiculares,
con polos arbitrarios, que fijarin — como en el método de CULMANN
para los momentos de inercia-— los centros de segundo orden A4,
y By y por lo tanto a4, b1 .

La segunda funicular f, con dinimica ¢; se traza con cargas
ms N, As iguales a las dreas momentos (a la escala ms) y con distan-
cia polar variable m,EI, de modo de obtener en MN y PQ los valo-
my; ms3

ms
Cuando la viga es simétrica el denominador de los valores AA,,

lores de ®u,®u’ a la escala

1
BB, es el mismo, pues o — [} = o a; = b;.

Se tiene asi:

’
Ad, = 24 ; BB, = 2%
algl_ a1 &7
2 2

y s se toma la distancia polar variable igual a

1 ;
I{ =m4-2— ay ! 1EI
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e] segmento correspondiente al drea O, As en la vertical de B sera

Qf = ™M 9/ As S
g %aigl EI

y el segmento total PQ:
m ms 1 V. As o

PO = E
? 1 1
M Laé Fi
2
¥ como
Yy e Bs z =du
- EI
se tendra
PQ = ™my ms ! o’
. =
4 — a1 &
o sea
Jel) Sl T
my
Similarmente se obtendria:
- MN = T 44,
my
o g m; ms
y todavia pueden elegirse las escalas de modo que resulte =
4

igual a la escale del diagrama de momentos arbitrarios,

Bo

Fie. 34.

La figura 34 muestra como en este caso reproduciendo en A4,
y BB, los segmentos PQ , MN, y repitiendo la construccidn final de
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la figura 32 para la fijacién del diagrama indeterminado en los
puntos nuecleares se obtiene rapidamente el diagrama de momentos
reales.

21. Simplificacién para la viga de seccién constante. — Los
elementos del alma de la columna en este caso se simplifican, re-
duciéndose a

1 l
§1=_ £Z=:’3=~—;(11=b1=—-
2 3

Ademas, en vez de calcular las rotaciones reales

g Mg dS = Mg ds
EI El

se trabaja simplemente con las dreas momentos m,ds, que produ-
cen rotaciones EI veces mayores que llamo J@’, @'.
Con esta notacién los segmentos 44, : BBy se transforman en

d'u

AA i EI . o u
2 12
6 EI 6
(I)l ul
BBy = =
6

Los términos @’ u ; @’u’ son los momentos del diagrama de flecto-
res arbitrarios sobre los apoyos, y pueden determinarse grafica o
analiticamente.

La construceién grafica de la figura 35 es bastante simple, y con-
siste en tomar como cargas de la dindmica 2 las dreas AS del dia-
grama de momentos arbitrarios (si es necesario a cierta escala w);
y como distancia polar el 4rea del reetingulo §” construido sobre
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lados iguales a la mitad y a la tercera parte de la luz — midiendo
todos los elementos directamente en el dibujo.

Ao

D

Fia. 35.

La escala de éste es miq; la del diagrama de flectores es mo; to-
mando como cargas las AS (4reas momentos en el diagrama) la es-
cala de los AS es mymap y la distancia polar es

2
H =mzlytl—
6

Los segmentos Ado y BB, representan los términos ¢'vy @'w’ a
la esecala

my My Ma L MmMe
i 2
mihou — .
6
y se tendra:
(')} r
BB, = m2j_“
2
6
D' u
AAQ = mal—2
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Estando estos segmentos a la escala m, del diagrama de rlectores
lo estardn también los momentos en B’ y A’ deducidos por la cons-
truceién de la figura 32; y el diagrama real de momentos se obtiene
entonces en la forma indicada en la parte superior de la figura 35.

22. Carga concentrada y carga uniforme en la viga de sec-
cién constante.— FEn estos casos el calculo de @' u' ; &' u es directo.
En la carga uniforme total (fig. 36) se tiene

P! = 3 LF
3 8
u=u = al®
2
de modo que
®'u =P u = B
24

Fic. 36.

Las ordenadas BB, , AA, seran:

pl*
2
Ady = BBy = 22 _ PP
T a

6

Las cruzadas 4By y 40B se cortan en el punto €, miximo del dia-
grama de flectores arbitrarios, lo que simplifica la construcecién de
la linea de momentos indeterminados y del diagrama real en la
forma que se aprecia en la figura.
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La figura 37 se refiere a la carga P concentrada en el punto de
abscisas z , 2.
Como las abscisas del centro de rotacién F son

I+ = I+ 2

U =

uw =

¥y la rotacién

se tendrd, para BBy y AA,:

% MLQ+ o)
BB, = % = M*l

6
Ado =M

I+ =z

férmulas que justifican la construeccién indicada para deducir del
momento maximo M los segmentos A4, y BB,.

Fig. 38.

La figura 38 da el diagrama real obtenido partiendo de las eru-
zadas ABy, A¢B y de los puntos nucleares B’, A".
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Lia facilidad econ que se obtienen los diagramas de momentos
para una carga concentrada justifican el uso de este método toman-
do varias posiciones de la carga igual a uno, para el trazado de las
lineas de influencia de los momentos y cortantes en cualquier punto
de la viga.

23. Rigidez para el traslado vertical. — Cuando una viga eon
empotramientos flexibles sufre el desnivel d = BB’ entre las termi-

~/
A / 9A il /t' B

8
7t S e e - =] Ll

Fia. 39.

nales (fig. 39) el movimiento relativo serd ung traslacién, aunque
es evidente que por la presencia de los empotramientos eldsticos las
terminales de la vige se desvian los 4dngulos 04 , 6p proporcionales
a los momentos M4 , Mp tal como indica la figura.

Es oportuno insistir sobre ésto; el empotramiento elastico (fig. 40)
de una viga implica en la terminal de ésta ts- el giro 64 propor-
cional al par M4, estoes O4=e4 M4 ; si agregamos ahora a la viga
el elemento elastico e4 que en la figura se representa por los dos
resortes la nueva terminal ¢4 girarad sobre la anterior el mismo 4n-
gulo 04, con lo que su posicién final coincidira con la inicial. Agre-
gando como se ha hecho los dos elementos elasticos €4 ,e3 a la viga
el conjunto queda en condiciones similares a las de una pieza con
dos empotramientos perfectos.

tG \|ta
Wil
My <' N - AMa
Z \
il \\
\eA

Fig. 40.

Volviendo al problema de la traslacién , para caleular los mo-
mentos en B’, A’ se emplean las mismas férmulas que en el articulo
193 reemplazando los términos ®u, ®uw’ de las férmulas [9] por la
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traslacién & y teniendo en cuenta que las tensiones o momentos in-
determinados son ahora de distinto signo, por ser la solicitacién de

la columna flexién pura.

Tomando como positivo el descenso de

B con relacién ¢ A las expresiones de Mp', M4’ con sus signos son:

d a

MB’ e e
al(’)g;

“ M 4

= +

3 b

b

[9']

v los valores de los segmentos BBy y AA, que serviran, en la forma
indicada en la figura 41, para trazar el diagrama de momentos in-

determinados estaran dados por

Lol ‘ Ad,
algt‘_?l

BB, =

= +

)
b; « kQJ

[10]

Cuando la viga es simétrica los segmentos BBy y A4, son iguales.

Si la viga es de seccién constante como

Z2
wp 8 =bhal =
6 EI
los segmentos BBy, A4, valen
EI3
Ady = +6—2I_ “ ey
— Q -oll }:'" b
A B’ [y
ta
A~—| !
Pt
i ! Mg
| il
A o \\\\\\\\\\\\.\ B
M P
A \ Bo

Fia. 41.

de modo que introduciendo la notacién
El
l

e
Il

“y‘=
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(este nltimo valor es la desviacién del eje de la viga producida por
el desnivel) se obtienen:

AAg =67y ¢ I BBy =—6y0 [11]

En la figura 42 se han representado los diagramas para una viga
de seccién constante desnivelada con U y en tres casos de empotra-
miento. En (¢) el caso comin de empotramiento elastico; en (b)
el de empotramiento perfecto, y en (¢) el de un empotramiento nulo
y otro perfecto.

%

Wi

o

SR 12
~. BO

Se ve que los mayores momentos sobre apoyos se producen en la
viga empotrada, y valen

Myg=—6yd
Mp =+ 6y

Para la viga empotrada y articulada se tiene

It

ﬂ/IA
Mg

—3 Y
0

It
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En la figura se han trazado las lineas neutras, o lineas de acecién
de la fuerza F aplicada a las terminales para producir la tras-
lacién 8.

La figura 43 explica la accién de estas fuerzas, y también el
modo de calcularlas, si se tiene en cuenta que

—Fm

4+ Fn

My
Mz

i

Il

de modo que :
Mp—Mas =F(m-+n) =11

de donde

Mp— My
l

gii = [11]

reconociéndose en esta férmula la clasica expresién del esfuerzo cor-
tante de una viga cargada con flectores en las puntas.

Fia. 43.

El valor de F que corresponde a 0 =1 se llama rigidez para el
traslado wvertical. Llaméndolo yu-¢ ; tendremos para €l descenso d
correspondiente a una fuerza F':

F
Yvert

5 =

[12]

La férmula [117] permite el cilculo de Ywer: ; S1 p. €j. se trata de
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una viga de seccién constante y con dos empotramientos perfectos
sera

Yoert =

12EI 12

T 3]

Si en cambio una de las puntas es articulada:

SEI _ 3y
T [14]

Lvert =

En las vigas con empotramientos eldsticos el valor de yyers de-
pende de la ubicaciéon de los puntos nucleares 4’7, B’, ya que son
éstos los que definen los valores de M4, Mz una vez dado el des-
censo 9.

24. Rigidez para la rotacién de una punta. — La viga AB
Ea ;
1 1
ta I/’l:A ¢‘\r§ M
! \ ~
(bR Y
A \it\ 4/ﬂB

A<‘r B IGQ G ‘,’B
ol | pl—i
2A i
oo
Ff1a. 44.

(fig. 44) estsd empotrada eldsticamente en 4 conociéndose por lo
tanto el punto nuclear B’ y los elementos & ; «l ; 81 de la wviga.
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La columna analoga permite resolver de inmediato la distribu-
cién del momento indeterminado que corresponde a la rotacién de
la terminal iz alrededor de B para lo cual se earga la columna con
la compresiéon igual a la rotacién @ aplicada en el punto B. La
tensién o momento en B sera

® o

Mp = .
162 (f2 Bl

es decir, momento sobre el punto nueclear B’ dividido por el médulo

G2 Gy B

Resulta més comodo reemplazar el momento de la ecolumna sobre
B’ por el de sus dos componentes, G de la viga, y =4 del empo-
tramiento, lo que da

'Ge.GzB’ =.‘G1 (czl—a)——sAa

obteniéndose asi

d o
Mp =
£ G (al—a)—ces0 [15]

Como la linea neutra es la antipolar de B sera la vertical de B’ y
el momento en A seri

Ma = — — Ms [16]

La relacion [15] entre @ y Mp es lineal; conviene evidenciarla
escribiendo:

Mp ’ a’
=9 = 5 17
@ 2 " "Gy (el —a) — a0 17]

definiéndose la constante 2 -pé como la rigidez de AB para la rota-
cion alrededor de B.
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El angulo de giro ® para el momento Mp seri asi

11{3
2 cp'B

b =

(18]

Lo que hemos expuesto demuestra que si la viga AB empotrada
elasticamente en A recibe el par A/p en la punta B, libre solo de gi-
rar sobre B, el diagrama de momentos es el indicado en la figura 45.

o o w L
El momento M 4 es siempre la misma fraecion K = — — del mo-
a

mento Mg y el diagrama pasa por el punto nuclear B’, propiedad
que justifica el nombre que se le da en la teoria de STRASSNER: foco.
o punto fijo.

El coeficiente K de reduccién de momentos por analogia con el
método de Cross puede ser llamado factor de traslado (carriover),
pues permite avaluar la parte de A{p que se trasmite o induce en el
empotramiento A4.

Si el empotramiento 4 fuera rigido y la viga de seccién constante
ese factor valdria

numero bien conocido por los que usan el método de Cross.

Como el angulo @ de giro de B depende de la rigidez 2 ¢’z es con-
veniente hallar una expresién mas simple o una construecién sen-
cilla para el valor que hemos hallado en la ecuaciéon [17].
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Si se divide por &, y se usa la notacién —@— = % (rigidez pro-
pia de la viga) se tiene -
9 q{B 4: La
3 A __SA (1]
((?J.
y reemplazando
€4 @
‘— =B(@m—a)
G

de acuerdo con las ecuaciones [2] del articulo 16, resulta:

2¢'p = L [19]

el —a—B% (e — a)

en la que a; es la abscisa del punto nuclear de la viga, mientras
que ¢ es la abscisa del foco teniendo en cuenta el empotramiento
elastico.

El denominador de [19] puede calcularse numéricamente; pero
hay una construceién grifica sencilla debida a uno de mis mejores
alumnos, el hoy Ing. Civil A. BENIA P£RrEz, que se indica en la fi-
gura 46.

ABDB G 8
INV d
— Cy/ %
\
\
\
\
\\ :
Al \|G1 B,
ol . ﬂl —
Fia. 46.

En AB se representa la viga con su centro propio G y los pun-
tos nucleares B’; (abscisa a;) y B’ (abscisa a). Se trasladan los
puntos ABG, hasta A BoG’; y se trazan las rectas B’ By ; B’y 4o ;
PG,.
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Esta tltima recta define el punto D tal que
DG, = A =al—a— 3 (e, — a)

Se tiene en efecto, por semejanza de tridngulos:

B'D gl
i | BI D = o BI B, — a — a
3B, ! 81l g 1 =8 (& )

v resulta evidente que

DG =al —a—3(@m—a) =A

25. Valor de ¢’ para la viga de seccién constante. — Tenien-

l
do en cuenta que a=— ﬁ=% ¥ que @y = ? se obtiene

I ’

2 ¢'p = X1 a . nac
2 6 2 3 2
y el valor de ¢o'p es:
ol ALET [20]
2
—Il—a
3
A B B A B
ci N?l\“‘x X [
i , \\'\.l ?B,
i ! S
EE S
W e
!"' 0——;——%!0—4«!
. ‘ Gl
Fia, 47

La figura 47 da la correspondiente construceién geométrica, cuya
sencillez exime de mayores comentarios.



CAPITULO 1V

SISTEMAS RIGIDOS

26. Teorema del nudo. — Cuando varias vigas A¢B ; 4B ;
A,B empotradas elasticamente en Ay, 4,, A, y conectadas en el nu-
do B que se supone de traslacién impedida, reciben la accién de un
par exterior M se produce la deformacién indicada en la figura 48,
o sea el giro del nudo, y por lo tanto de las terminales de las vigas,
del angulo 6 Llamando M, M,;, M, los pares que se trasmiten a
cada una de las vigas habri las siguientes ecunaciones: estitica

M =M+ M + M,

elasticas, deducidas de la relacidn entre el angulo de giro 6; el mo-
mento aplicado. y la rigidez 2 ¢’ que se determiné en el articulo an-
terior :

M,

2 q)’z

Fia. 48.

Combinando estas ecuaciones con la ecuacién estatica resulta:

5 Mo+ Mi+ M. M |21]
22 ¢ 229

relacién que permite definir la rigidez del nudo como lo suma de las
rigideces de las barras que lo forman.
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Las ecuaciones elisticas se eseriben también:

M, My

., M. M

> ; : , [22]
Qo ¢ Pa E‘P

de las que se deduce el procedimiento para calcular los momentos
que corresponden a cada barra, por medio de la distribucién de M
en partes proporcionales a las rigideces ¢’.

Obtenidos los momentos parciales en el nudo los diagramas se
completan en cada barra, ya sea por medio de la propiedad de los
focos o usando los factores de momento inducido.

La figura 49 se refiere a la distribucién del par M estudiada en
la figura 48.

Fra. 49.

27. Viga conectada a nudos elasticos. — Se supone ahora una
viga BC que forma parte de ung estructura cuyos nudos no admi-
ten desplazamientos lineales, como p. €j. la representada en la fi-

Fra. 50.

gura 50, que, si se suponen las barras rigidas para la fuerza directa,
determina perfectamente la posicién de los puntos B y C.
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Las condiciones de la viga BC cuando recibe cargas, o cuando
su eje se desvia, son precisamente las de una viga de empotramiento
eldstico, ya que los momentos de econtinuidad A, M¢ al trasmitirse
en B y C a las demés barras del sistema producen los giros

Mp ) Me
p = — - , U0 = ———
2 Z <_DIB 2 2 q)’g

en donde X¢'p ¥y Z¢'¢c son las sumas de las rigideces en B y C de
las barras que forman los nudos con excepcién de BC.

Pero si tenemos en cuenta ahora la expresion [1] del Cap. 11
que liga la deformacién angular del empotramiento flexible con el
par, se tendra, para los grados de empotramiento v flexibilidades
de BC en By C :

.-'WB ﬂfc

63 = &g ;'UB = -— s HC = g@ .-‘.fc =
2(‘93 2(pc

y combinando con las anteriores:

e =2¢'B ; g0 =2¢¢ {23]

Estas relaciones son fundamentales en la teoria de los puntos fi-
jos, pues al demostrar que en cada nudo, el grado de empoiramien-
to de una barre es tgual a la suma de las rigideces con respecto al
nudo de las demds barras, fija el criterio para ecaleular los grados
de empotramiento y por consiguiente ubicar los focos de todas las
barras.

28. Método de los focos. — Para que la determinacién de los
focos por los métodos indicados en los articulos 16 y 24 sea posible
es necesario que la estructura no tenga barras que cierren poligonos,
de las que hay varios ejemplos en la figura 51. Se comprende que
en cualquiera de los casos presentados la ubicacién de los focos se
obtiene partiendo de las puntas, articuladas o empotradas, v cal-
eulando las rigideces al primer nudo, siguiéndose luego por el mé-
todo de recurrencia. Las figuras 52 y 53 muestran el procedimien-
to seguido en el caso de una viga continua y de un pértico continuno,
supuestos de seceidn constante en cada tramo.
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La figura 53 no se ha completado para que se siga claramente
la téenica del método. Partiendo de B’ en AB y en BE y en fun-

D

A
Vil

Lb
“‘I;F‘I“Eg
L]
@BC
£

¢cién de las rigideces ¥ ; ¥« de cada barra se fijaron los valores
o'B4 ¥ ¢'BE, cuyasuma es ggc. Conocido ¢pc se ubica C’;y con C”
se determina ' en CD y asi sucesivamente.

»

ST

Fic. 51.

ll > l'l S ll -01-[2 -n-l‘g -n-l" e b -4-—l§— OGLS— !
b e EREsE T

/
‘ BA |
| !
X =
Al Tn |\ e\t e 25
|y R I S

. |-
¥
fac
Fre. 52. 4

3

Partiendo del foco que coincide con la articulacién D en CD ¥
procediendo del mismo modo se completa la determinacién de los
tres focos que faltan, o sea B’ en BC; A’ en AB y E’ en BE.
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Fijados los foecos en todas las barras de la estructura se.puede,
aplicando el método expuesto en los articulos 19, 20, 21 y 22 trazar

! L g 4l 11
ST B I R
i i e T

% | b1
| |

P LA

- o L 2 fee
T :
sA Bl<%l. 2l C | %op-fs

Bel Ao
W X
5 __-t e Xst-
_\!;(5_ ";/3
\\ \ h’/J
:‘.»B' ...Q_D+
E
Ve
F16. 53.

el diagrama de flectores correspondiente a cargas actuando en una
sola barra del sistemae distribuyendo y trasmitiendo los momentos
producidos en las puntas del elemento cargado entre todos los de-
mas elementos por la aplicacién repetida del teorema del nudo y
de las propiedades de los puntos fijos.

La figura 54 se refiere a una viga continua con una carga uni-
forme en el tramo central, problema muy simple, pues no hay que
distribuir momentos.

M

Ma /:\ Mc
AR~ - / N - Gbp
> Bamr C B mmrC N

Ma Mp

Fra. 54.

El efecto de cargas en varias barras se obtiene por la superposi-
¢ién de los diagramas que corresponden a los tramos cargados se-
paradamente.

Las lineas de influencia se construyen trazando los diagramas
corraspondientes a cada posicién de la earga y tabulando o llevando
al dibujo los datos que interesen. Es un método que podriamos
Hamar completamente directo.



Las desnivelaciones en las barras que corresponden a eventuales
traslaciones de los nudos se estudian considerando el efecto en cada
barra en la forma explicada en el articulo 23 y luego distribuyendo
y caleculando los momentos en las puntas como en el caso anterior.
E1 efecto total del cambio de forma del sistema se obtiene también
por superposicidn.

Conviene hacer notar aqui que las traslaciones nodales pueden
depender, en los sistemas fijos, de cambios de longitud de las barras
(efecto térmico), y en los sistemas con grados de libertad consen-
tidos por deformaciones puramente flexionales de las barras, de
los valores arbitrarios que se den a los desplazamientos posibles. En
los dos casos es necesario tener en cuenta la geometria del sistema
para obtener los desplazamiento de los nudos, como se verd en los
articulos siguientes.

Fia. 55.

29. Método de los focos: desplazamientos laterales. — La fi-
gura 55 muestra dos ejemplos de sistemas cuya eonfiguracién, atn
admitiendo la rigidez a la fuerza directa, depende de un desplaza-
miento arbitrario. En el pértico continuo (a) este desplazamiento
es el corrimiento horizontal DD’ = EE’ —= FF' — A de la viga, con-
sentido por la flexién de las columnas; en el pértico oblicuo (b)
puede ser BB’ o CC’ estando en este caso relacionadas las desnivela-
clones de los tres elementos por el diagrama de WirLior, OB’(”,
trazado, como es natural, para dilataciones nulas de las barras.

El método de los puntos fijos permite, una vez ubicados los fo-
cos, determinar los momentos que en cada barra produce la propia
desnivelacién; y luego repartir y circular momentos a los demas
nudos. La superposicién de los diagramas da la solicitacién corres-
pondiente al desplazamiento arbitrario asumido. Refiriéndonos al
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ejemplo (@) se explican, en la figura 56 las tres etapas necesarias
para obtener, por superposicion, el estado final.

D E F

Sw

D E F
Amm Bl IB
~iBe
D £
A B
yminr
dak
Fig. 56.

Las solicitaciones obtenidas en esta forma no pueden, evidente-
mente, corresponder a sistemas nulos de fuerzas; y en muchos eca-

H. D £ ki

— =
ge

sos es posible, con el recurso de la estatica, encontrar una fuerza,
de direccién elegida arbitrariamente, que corresponda a la deforma-
cién asumida para la estructura: esta fuerza se llama fuerza de
desviacion.

En la figura 57 se indican dos procesos para caleularla en el
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portico continuo (e¢) y en el oblicuo (b). En ambos casos se de-
terminan los cortantes en las barras; pero mientras en (a) es sufi-
ciente eseribir que la suma de los cortantes en las columnas debe
ignalar a H, en (b) es necesario proceder en la misma forma que
en el cdleculo de un sistema canénico de reticulado: esto es equilibrar
en B los cortantes con las fuerzas directas incdgnitas en las barras
AB y BC; y con los cortantes en C y la fuerza directa conocida en
BC obtener la fuerza directa en CD y la fuerza H.

Resuelto en esta forma el problema directo de avaluar H cono-
ciendo A una aplicaciéon sencilla de la ley proporcional permite
calcular la desviacién A y la solicitacién ecompleta que corresponden
a una fuerza de desviacién dada.

30. Fuerzas de fijacion. — El método expuesto en el articulo
anterior es el complemento indispensable del método de los puntos
fijos cuando se le quiere aplicar a sistemas cuyos nudos admiten
desplazamientos, en cuyo caso la téenica consite en fijar la estrue-
tura con el nimero suficiente de fuerzas de fijacién, caleularla como
de nudos fijos en una primera etapa; partiendo del diagrama de
cortantes que resulte calcular las fuerzas directas en las barras y
las fuerzas de fijacién. y por ultimo caleular la solicitacién de la
estructura sometida a fuerzas de desviacién iguales y contrarias a
las de fijacién. La solicitacién de este ultimo estado superpuesta
con la primera, es decir la correspondiente a la hipdtesis de fijeza
de los nudos es la solucion del problema.

El método es particularmente simple cuando las fuerzas de fija-
eidn se reducen a una.

La figura 58 se refiere precisamente al calculo de un pértieo
oblicuo sometido a calentamiento uniforme pero desigual en sus tres
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barras. La fuerza de fijacion X permite obtener previo trazado
del Williot que determina las desnivelaciones en las vigas, los flee-
tores y cortantes para el calentamiento del pértico con el nudo C
fijo. De los cortantes se deducen las fuerzas directas y la fuerza
de fijacién X ; aplicando ahora al pértico la fuerza de desviacién
igual y opuesta y siguiendo el método expuesto en el articulo 29
hallaremos los diagramas de flexi6én, cuya superposicién con los
encontrados en la primera etapa de cilculo dan la solucién del pro-

blema.
En forma similar se tratarian las estructuras si los flectores fue-

ran debidos a cargas.

La figura 59 se refiere a un sistema que requiere dos fuerzas de
fijacién en D y L. Si se desea la solicitacién correspondiente a
las fuerzas X ,Y, es necesario superponer dos estados; desviacién

8-
i
Feae

¥
¥

Fia. 59.

de D con el punto £ fijo, que se produce con las fuerzas X, ; ¥,
v desviacién de & eon D fijo, que requiere las fuerzas X, ; ¥». Es-
tas solicitaciones y fuerzas se caleulan como se indicé en el articu-
lo 29.
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S1 ahora se desean conocer los diagramas para X ,Y , €S neeesario
superponer los estados calculados, previa multiplicacién por dos
constantes m . m, que se caleulan estipulando que

X le'l"an
}7 =mY1+'ﬂ172

Obtenidos m, n, se obtienen por superposicién los diagramas co-
rrespondientes al estado real.

Fi1a. 60.

La resolucion de cualquier problema referente al pértico, sea so-
licitacién por cargas, sea por efecto ineléstico, se resuelve fijando
los nudos D, E, con auxilio de las fuerzas de fijacion X', Y’ (fig.
60). Obtenidos los flectores por el método ya explicado, los cor-
tantes permiten, partiendo de los nudos de dos barras F y G la de-
terminacién de las fuerzas directas en todo el sistema, y de las
fuerzas de fijacion X’,Y’ La superposicién de este estado con
la solicitacién correspondiente a las fuerzas de desviacién :

X-—X ; Y=—Y

aplicadas en D y E da la solucién del problema.

31. Método de Cross: Nudos inmoviles. — Cross ideé la dis-
tribucién de momentos para simplificar el cdleculo de estructuras.
Se supone primero (fig. 61la) que en la estruetura los nudos no
admiten ni traslaciones ni rotaciones, lo que permite considerar a
todas las barras, en una primera etapa de caleulo, como doblemen-
te empotradas (DE y EF p. e].) o empotradas y articuladas (DG y
EH) apareciendo en los nudos, como consecuencia de esta hipoétesis,
los momentos intciales (fixed end moments) que pueden calecularse
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por el método de los foeos o por el de la columna aniloga de manera
muy sencilla.

A B Cr

Fia. 61.

Para simplificar los eileulos siguientes conviene introducir aqui
la idea de momento nodal, que es el momento trasmitido por cada
barra al nudo, considerado positivo cuando gira en el sentido del

Mpg Mep
/—‘ —

Fie. 62.

reloj y negativo en el caso inverso. Se comprende que de acuerdo

con esta convencién en una punta derecha el nodal y el flector son
iguales en valor y signo; mientras que en una punta izquierda el
valor es el mismo pero el signo contrario.

En la figura 62, y como ejemplo, figuran los nodales en una viga
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de seceién constante, calculados segin el método de los focos, para
distintas condiciones de carga.

IBn (a) se tiene el problema de la viga empotrada en D, con el
punto E fijo en posicién pero libre de girar, y cargada con los mo-
mentos nodales que producen esa deformacién, que sirve para ca-
racterizar la rigidez (stiffness) en la punta E. El foco E’ esti en
la tercia, de modo que, teniendo en cuenta la convencién de signo
para el momento nodal, resulta

Mpr = — MEgp (24]

N | =

Ademas, la construccién de la figura 47 da de inmediato

¢ = 2 %pE [25]

férmula que demuestra que en la viga de seccién constante empo-
trada en una punta la rigidez en la otra punta es el doble de la
rigidez propia.

En (b) estin los momentos nodales para una carga uniforme.
que resultan
pP v pl?

Mpp = -
12 12

En (¢) se estudia el desnivel ¥, descenso de E con respecto a D,
o sea desviacion del eje del angulo ¥ en el sentido positivo de giro,
que produce momentos nodales iguales y de igual signo:

Mpg = Mgp = 6 ¢ ¢ [26]

Volviendo ahora.al problema encarado en la figura 61 y supues-
tos caleulados los momentos nodales iniciales (fixed end moments)
nos encontraremos con que en general mo habrd equilibrio en los
nudos, siendo

Mp=2M,+0

en donde ZM, es la suma algebraica de los momentos nodales, 1lla-
mada por Cross momento resultante.
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Este desequilibrio nodal es consecuencia de la inexactitud de la
hipétesis de la fijeza de los nudos a la rotacién, admitida para el
calculo de los momentos iniciales. Para corregir este error Cross
supone que se liberan los nudos sucestvamente, como por ejemplo
se ha hecho con el E en (b) de la figura 61. Al quedar E en li-
bertad de ceder a la accién del par resnltante Mgp se reproduce el
teorema del nudo del articulo 26 que indica que Mgz debe distri-
buirse entre las barras del nudo proporcionalmente a las rigideces
¢’, calculadas en el supuesto de que para cada barra la otra punta
esté empotrada perfectamente (salvo el caso de las articulaciones
reales como la H en dicha figura). Si las barras son de seceién
constante se tiene @ =2y si la otra punta es empotrada o
@ = 1.5y si es articulada, lo que simplifica la distribucién, permi-
tiendo hacerla en funcién de los valores y solamente.

Como la parte de Mg que corresponde a cada barra en la dis-
tribucién es momento trasmitido a la barra, el nodal seri de signo
contrario, quedando en consecuencia luego de la distribucién el nu-
do perfectamente equilibrado, esto es con

ZM, =0.

Esta operaecién de distribucién de momentos se repite en todos
los nudos, formando la segunda etapa del calculo.

Este naturalmente no ha terminado atn, ya que, tal como se in-
dica en la figura 49 la trasmisién de momentos a una punta induce
momentos en la otra, deducidos por la aplicacién del factor de carrio-

. - . . 1
ver. Hste es, en vigas de seccién constante (fig. 62 a) igual a + E’

lo que permite realizar el traslado de los momentos en forma casi
automéitica y poco expuesta a errores a partir de los momentos dis-
tribuidos.

Anotados en las puntas de las vigas los momentos nodales prove-
nientes del carriover se observarid que en general se desequilibra el
nudo, haciéndose necesaria una nueva distribueién, con su earriover
consiguiente, repitiéndose estas operaciones hasta obtener la apro-
ximacién deseada.

La técnica operatoria de este procedimiento, que solo se adquiere
con la préectica, puede apreciarse en los ejemplos expuestos en
Cross y MoraeanN, Continuous Frames of Reinforced Concrete; L.
Giora1, El método de Cross, « Revista Ingenieria », Marzo y Mayo
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1931; J. CAsTIREIRAS, Entrepisos sin vigas; G. MAGNEL, Stabilité des
Constructions; C. FERNANDEZ CAsapo, Estructuras reticulares; a cu-
yas exposiciones detalladas remitimos al lector que desee familiari-
zarse con uno de los métodos mas fecundos para el caleculo de los
sistemas rigidos.

32. Método de Cross: nudos méviles. — Cuando se conocen los
desplazamientos laterales, como sucede en los sistemas reticulares
con nudos rigidos (fig. 63) quedan definidos de inmediato los mo-
mentos nodales iniciales (fixed end moments) que corresponden a
rotaciones nulas en los nudos (fig. 63b). La desviacién ¢ de cada

barra, que produce momentos nodales en ambas puntas iguales a
-+ 6 X¢ (seccién constante) se deduce facilmente de un diagrama
de WiLLIOT, en el que ni siquiera es necesaria la correeceién rotacio-
nal de MoHR, ya que solo interesan los desplazamientos relativos
de los nudos producidos por las dilataciones desiguales de las barras.

Los valores finales de los momentos nodales se encuentran dis-
tribuyendo los momentos resultantes en cada nudo, trasladando las
correcciones a los nudos vecinos, y repitiendo las distribuciones y
traslados hasta que la convergencia sea satisfactoria.

Lios momentos nodales reales en cada barra definen los diagramas
de flectores y cortantes, y de estos tltimos se deducen las fuerzas
directas secundarias. ILa tensién final en cada barra es la suma
de la tensién inicial debida a las fuerzas directas calculadas en el
sistema supuesto con nudos articulados; méas la tensién debida-a
la fuerza directa producida por los cortantes; méis la tensiéon pro-



— 131 —

ducida por los flectores. Corrientemente los valores de las fuerzas
directas secundarias son de una magnitud tal que no se requiere
una correecién ulterior del diagrama de WILLIOT, por lo que se es-
tima que este procedimiento es, dentro de la aproximacién viable, el
mas rapido y seguro para el cileulo de los llamados esfuerzos se-
cundarios (secondary stresses) de los sistemas triangulados con nu-
dos rigidos.

Cuando los desplazamientos laterales no se conoeen, como sucede
en los sistemas rigidos eon grados de libertad consentidos por las
deformaciones flexionales, el procedimiento es similar al explicado
en los articulos 29 y 30, difiriendo Gnicamente en la forma adop-
tada para el cileulo de la solicitacién correspondiente a una des-
viacién asumida. La figura 64 se refiere al mismo ejemplo de la

figura 55 b, pero el proceso seguido para avaluar X se basa en la
distribucion de momentos. Elegido arbitrariamente el desplaza-
miento A de B p. ej. el diagrama de Winntor OB’C’ permite fijar
las desviaciones U4p; Upe; Yop de las tres barras, y los momentos
nodales iniciales que corresponden a la hipGtesis — representada en
la figura — del traslado sin rotacién de los nudos B y C. Si se
suponen las barras de seccién constante las férmulas de las vigas
empotradas permiten calcular de inmediato esos momentos, que
seran :

Map = Mpa = 6%aB Yan
Mpe = Mcp = 6 %pc Ue
Mep = Mpe = 6 %cp Yep
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Obsérvese que en este ejemplo, y de acuerdo con log signos adop-
tados para los momentos nodales, Mpa y Mcp serdn positivos; i/ac
¥y Mg negativos.

Fijados los momentos nodales en B y C en esta primera etapa se
sigue el cdleulo distribuyendo y trasladando los momentos en los
tnicos nudos a equilibrar del sistema, que son B y C, lo que per-
mite llegar rapidamente a los valores finales. Las diferencias en-
tre esos valores finales y los iniciales son los momentos distribuidos
en By C que ddben trasladarse, de acuerdo con el factor de ca-
rriover, a las puntas A y D, quedando asi determinada completa-
mente la solicitacién de flexién en el pértico (fig. 65).

Fia. 63.

Del diagrama de flectores se deduce como en el método seguido
en los articulos 29 y 30 el de cortantes; y de los cortantes se pasa
a las fuerzas directas y a la de desviacién X. La ley proporeional
permite obtener luego las solicitaciones correspondientes a fuerzas
de desviacién dadas.

El empleo de las fuerzas de fijacién sigue la misma téenica que
en el método de los puntos fijos: p. ej. en la figura 66 se estudia
un poértico de viga quebrada que requiere la fijeza artificial de los
puntos B, D obtenida gracias a las fuerzas X ,Y. Dado un siste-
ma de cargas p. e]. las cargas uniformes wy , ws, debidas al viento
que se representan en (a) se obtiene el diagrama de flectores (b)
por el método de distribucién de momentos suponiendo fijos todos
los nudos. Del diagrama de cortantes se deducen las fuerzas di-
rectas en las barras y las de fijacion X ,Y.

En (¢) y (d) se estudia el efecto de los corrimientos laterales
(que Cross llama muy graficamente side walks) de los nudos B y
D. Los valores X; ; Y; de las fuerzas de desviacién corresponden
a D fijo y B desplazado; mientras que X, ; ¥, corresponden a B
fijo y D desplazado.
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Si se pone ahora, como en el articulo 30:

mX1+nX2

Y mY1+nY2

Il

la determinacion de m ,7n, permite obtener, por superposicién, los
diagramas de flexién que combinados con el representado en (b) de
la figura 66 dan la solucién del problema.

Frg. 6.

En muchos casos puede ser conveniente el empleo de falsos ti-
rantes y falsos puntales, que juegan el mismo rol que las fuerzas
de fijacién y que se tratan con el mismo eriterio, pudiendo aportar
simplificaciones apreciables en el caleulo. El profesor Cross pre-
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senta el ejemplo de la figura 67, resuelto fijando los nudos €z y Dy

% G X
g ; ol
Al Bl Z C1 Dl
2 mm?'f m,mc D
Fia. 67.

con las fuerzas X ,Y , y solidarizando B, y C; con el falso puntal
que lleva la compresiéon Z. Supuestos los nudos fijos y dadas las
cargas o efecto inelistico se calculan los flectores iniciales, cortan-
tes, fuerzas directas — incluida Z — y fuerza de fijacidn.
Naturalmente en las distribuciones de momentos se considera el
falso puntal con rigidez nula. El efecto de los desplazamientos
laterales para las fuerzas de desviacién, incluyendo la traccién en
el falso puntal que anulando la compresién Z destruye su efecto,
se estudia en los tres estados (a), (D), (¢) de la figura 68, que co-
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F1g. 68.

rresponden respectivamente a desplazamiento de Cs permaneciendo
fijo D1 y en accién el falso puntal; a desplazamiento de D; estando
Cs fijo y en aceién el falso puntal; y a Co, Dy fijos, y el puntal su-
primido para permitir la desviacién de B; producida por la fuer-
za Zs.
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Del mismo modo que en los problemas anteriores si se requieren,
para mantener fijos los nudos, las fuerzas X, Y, Z, habra que caleu-
lar m, m, p, en las ecuaciones:

X=mXi+2X+pX;
Y=mY1+nY2+pY3
Z =mZ +nZ: + pZs

y proceder luego a la superposicién de los tres estados correspon-
dientes a las fuerzas de desviacién afectadas por las constantes m,
n. p. con €l estado inicial calculado con los nudos fijos para obte-
ner la solucién del problema.

33. Ecuacién del cortante en sistemas con barras ortogona-
les. — F1 esquema de estructura de la figura 69 se presenta corrien-
temente en los entramados de edificios; y cuando se tiene en cuenta

X
A B -
3 3 C3 y ?3
A2 By C ZT h
—
A B (0] -
Vv Vi Vo >
A B C
Fra. 69.

el efecto del viento o de las cargas disimétricas es necesario anclar
los entrepisos con fuerzas de fijacién, cuyas contrarias, o de desvia-
eién X, Y, Z, se han representado en la figura. El cileulo de la
solicitacion por X, Y, Z, puede hacerse en forma directa empleando
la ecuacién del cortante para cada piso.

Se tienen en cuenta las férmulas referentes a las rigideces de tras-
lacién de las columnas — que se suponen en lo que sigue de seecién
constante — y con empotramiento doble, o empotradas y artieula-
das. En el articulo 23 las férmulas [13] y [14] dan para ambos
¢asos :

Atras = 12 —h:" 12 L tras = 3 =

EI 127 H ,
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La figura 70 (a) recuerda el primer caso y la (b) el segundo.

- A

B 1 3&
2

®

Considerando ahora el pértico de la figura 71 y suponiendo que
el entrepiso 41B:C; sea rigido, la igualdad del desplazamiento A de

FiG. 70.
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Fia. 71.

las cabezas de las columnas y la conservacién de la direccién de
las tangentes en ellas exige que los cortantes V4, Vg, V¢, sean pro-
porcionales a las rigideces; y eomo por estatica se tiene -

ZV =X (ecuacién del cortante)

el criterio serd distribuir X proporcionalmente a las rigideces de
traslacién de las columnas. Obtenidos los cortantes se dedueen los
fleetores ya que se conocen los puntos de momento nulo en las co-
Jumnas: los medios si son doblemente empotradas y las articula-
ciones si son empotradas y articuladas.

Si el entrepiso es efectivamente muy rigido, como sucede en edi-
fieios industriales, puede dejarse el cilculo en esas condiciones, es
decir suponer que no hay giros en los nudes A; By C; como conse-
cuencia de los momentos nodales en las columnas; pero si la rigidez
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del entrepiso es comparable a la de las columnas es necesario pro-
ceder a la distribucién de los momentos nodales y a las respectivas
traslaciones.

Se observa entonces que en general, cada etapa de distribucién
y traslacién, al modificar los momentos en las columnas, desequili-
brard la ecuaecién del cortante XV =X por lo que sera necesario
agregar un eslabén méas a cada etapa del proceso de distribuecién,
corrigiendo los momentos sobre columnas de modo que la ecuacién
del cortante se cumpla. :

Si se tiene en cuenta que los cortantes iniciales V! Vg, Ve, se
caleularon de acuerdo con XV = X resultard que la suma de los
cortantes inducidos por los momentos distribuidos y trasladados de-
berd ser nula, lo que justifica el siguiente eriterio:

Una vez terminada la distribucién y traslado de momentos de una
etapa, 'se calculan los cortantes en todas las columnas; y su suma,
con signo contrario, se distribuye en las colummnas proporcionalmen-
te a las rigideces de traslacién. Estos cortantes producenm los mo-
mentos corregidos, que sumados a los trasladados dan los nuevos
momentos desequilibrados que se distribuitrdn como punto inicial de
la siguiente etapa.

Cuando la altura del pértico es constante (fig. 72) y se supone

A Bi \ Cz>>_<'
! - " l

Vb /N el RS
A R T C mmmr==""
Fra. 72.

el entrepiso rigido, esto es con los nudos 4;, By, Cy, fijos, 1a ecua-
eién para un estado de carga definido por la fuerza de desviacién X y
momentos nodales en las puntas de las columnas serd, llamando A
al corrimiento horizontal del entrepiso que produce desviaciones

iguales a ¢ = o
L

4

M+ M, % 4 ) _ X 127]
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en la que M ; M; son los momentos al pie y en la cabeza de una
columna cualquiera.

Si se eseribe:

212y =Xh—Z (M + M) [28]

y se considera que X 12x¢=2X6y%¢ es la suma de los momentos
nodales correspondientes a la desviacién ¥ se deduce que el momen-
to resultante sobre columnas Mz =Xh — X% (M + M,) debe repartir-
se, con su mismo sentido de giro, entre las cabezas de las columnas,
proporcionalmente a sus rigideces propias .

Como los momentos en la viga doblemente empotrada y en la em-
potrada y articulada estin en la relacién 2 a 1 (6 y¥ y 3 x¢ respec-
tivamente) serd necesario considerar, para esta distribucién, a las

3 o i y 4
columnas articuladas en la base como de rigidez 7 en donde

I - ; . : k)
x = T es la rigidez propia de la viga de seccidén constante.

Con esta téenica el caleulo. de entramados con pisos de altura
constante sometidos a fuerzas de desviacion X ,Y (fig. 73) es sim-

As Bs CoX

Fia. 78.

ple; ya que partiendo de la hipdiesis de la rigidez de los entrepisos
y refiriéndonos al ejemplo de dicha figura se empieza por repartir
el momento resultante Xho entre las seis puntas de las columnas del
segundo piso proporcionalmente a sus rigideces; y el momento re-
sultante (X 4 Y)h; entre las cinco puntas de las eolumnas infe-
riores (pues B es articulacién) en proporeién a las y de A4,y CC;y

¥y a la = de BB;. En esta primera etapa no existen momentos ini-
9 p p

ciales M ,M; en las puntas de las columnas,
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Si la hipétesis de la rigidez de los entrepisos es aceptable el cileu-
lo de los momentos estaria terminado; si no lo fuera hay que
proceder a la distribucién y traslado de los momentos resultantes
en los nudos, siendo necesario, al terminar cada etapa corregir los
momentos sobre columnas empleando la ecuacién [28] en la forma
siguiente :

T129¢ = —3 (M + M)

ya que X es igual a cero para todas las etapas excepto la primera.

La ecuacién anterior se interpreta ficilmente, ya que indica que
la suma de los momentos en las columnas provenientes de las dis-
tribuciones y traslados debe repartirse, con signo contrario, entre
las puntas de columnas en proporcién a sus rigideces; o sea que
con — X (M + My) se procede ahora como con X% en la etapa inicial.

Como se hizo presente en el ejemplo anterior esta técnica agrega
un eslabén méis a cada etapa del proceso de Cross, ya que antes de

distribuir momentos se requiere que las columnas estén corregidas.
Los eslabones seran pues:

1) distribuir X% en columnas
1¢ Etapa 2) distribuir momentos en los nudos
3) trasladar momentos en los nudos.

l’ 1) corregir momentos en columnas
2% Etapa < 2) distribuir momentos en los nudos
3) trasladar momentos en los nudos.

y este proceso se repite hasta conseguir la exactitud deseada.

34. Momentos secundarios.

En el método de Cross — ecomo
en la resolucién de muchos problemas de estructuras — es corriente
considerar las barras como si fueran rigidas a la fuerza directa.
Sin embargo, la determinacién de los esfuerzos provenientes de la
flexibilidad directa puede hacerse en forma similar a la indicada en
el articulo 6 para el caleculo de arcos y en el articulo 32 para los
esfuerzos secundarios en los sistemas triangulados.

La téenica es no considerar, en la etapa inicial, las deformaciones
de las barras por fuerza directa; y una vez completado el eéleulo
en esta hipétesis tener en cuenta las desnivelaciones en las barras
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provocadas por aquellas deformaciones, que producen momentos no-
dales que se distribuyen y trasladan hasta ebtener la aproximacién
deseada.

Los esfuerzos correspondientes a esta solicitacién se llaman por
analogia esfuerzos secundarios, siendo los de mayor importaneia los
momentos secundartos. L solicitacién total de la estructura se ob-
tiene por superposicién de los esfuerzos primarios caleulados en el
supuesto de barras inextensibles con estos esfuerzos secundarios.

Las fuerzas directas secundarias originan, desde luego, una nueva
serie de deformaciones directas, con sus correspondientes desplaza-
mientos nodales y sus esfuerzos que podriamos llamar de tercer
orden; pero en general y como ya se dijo en el articulo 32, es sufi-
ciente considerar solo la primer correccidn.

La figura 74 se refiere a dos ejemplos: en (a) se tiene un pér-
tico simple, fijado con la fuerza X, y euyos corrimientos nodales se

AT E; ==___|*
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Fia. 74.

determinaron con el Williot OB’C’. Tstos corrimientos definen una

solicitacién que se superpondra con la debida a la fuerza de desvia-

cién igunal a — X para dar los esfuerzos secundarios.
Analogamente se proeede en el easo (b) de un pértico continuo,

de dos pisos.
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Fijados C1,Cz con X ,Y, las desnivelaciones de vigas y colum-
nas son respectivamente iguales a las dilataciones de columnas y
vigas; es decir que el corrimiento de 4, p. ej. es la suma veetorial
del acortamiento horizontal de la viga AsB-C, y del vertical de la
columna AA;As. (Corrientemente, en entramados, los acortamien-
tos de las columnas som mucho mas importantes que los de las
vigas).

Los desplazamientos nodales producen momentos, cortantes, fuer-
zas directas en las barras y fuerzas de fijacidn X ,Y; se necesita,
pues, una nueva etapa, que es el caleulo del entramado solicitado
por — X ; — Y. Resuelto éste en la forma indicada en el articu-
lo anterior se obtienen por superposicion los momentos secundarios
producidos por las dilataciones elasticas de las barras.

Esta primera aproximacién resulta, como ya se dijo, easi siempre
suficiente, pues los acortamientos debidos a los esfuerzos directos
secundarios no producen variaciones apreciables en los desplaza-
mientos nodales.

En la préctica corriente de caleulo de estructuras no es frecuente
la determinacién de estos momentos secundarios; es sin embargo
necesaria en el caleulo de entramados y torres cuando el efecto la-
teral de la presién del viento es importante.

35. Ecuaciones del ‘“‘slope deflection’’. — E] método del slope
deflection puede considerarse iniciado por MoHR; aunque se le co-
noce corrientemente con los nombres de método de GEHLER, de Os-
TENFELD y de PARCEL y MANEY, por el gran desarrollo que estos
autores le han dado.

La deduceién de las ecuaciones generales es muy simple partiendo
de la analogia de la columna de la viga empotrada; y la téenica de
caleulo se simplifica notablemente adoptando la convencién de sig-
nos usada en el método de Crosa.

La figura 75 servird de guia al desarrollo, que considera la viga
AB — inextensible — sometida a cargas transversales; desnivelacion
¢ del eje, y giros nodales 04, 0p.

En (a) se indica el signo positivo de los momentos nodales, es
decir, los trasmitidos al nudo por la barra, iguales al flector en la
punta derecha y al flector econ signo contrario en la punta izquierda.

En (a), parte inferior, se aprecia la influencia de las cargas
transversales que producen en las puntas los momentos originales
Mo, Mog, calculados suponiendo la viga con empotramientos per-
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fectos, por lo que resultan iguales a los fized end moments del mé-

todo de Cross.
s o
VAN i i

A
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Ma=-2x9p Mg"4ng
Fie. 75.

Con la misma hipétesis de las puntas perfectamente empotradas
se han caleulado en (b), (¢), (&) los momentos nodales correspon-
dientes a la desviacién ¢ originada por la traslacién A de B con
respecto a 4 y a los giros 04 y 0p considerando positivos a ¢, 04, 0z,
cuando giran como el reloj.

Los valores de la figura 75 corresponden a la viga 4B de see-

3 : EI . . g .
cién constante, siendo 3 = - la rigidez propia, y han sido deter-

minados en el articulo 11 de la segunda parte de este estudio. Si
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la viga fuera de seccién variable el procedimiento de la columna
andloge nos parece el méas recomendable para fijar los valores de
los momentos originales y de los debidos a los movimientos de los
nudos; pero en lo que sigue, para abreviar los desarrollos, se supon-
dra que la viga es de seccién constante, por lo que se aplicaran
iinicamente las férmulas de la figura 75.

La figura 76 se refiere a la superposicién de los estados de la fi-

M +Mp
e‘}\’\ l”l ' -
— A
TH<s,

I'iq. 76.

gura 75 y corresponde a una viga AB cargada, cuyo eje se ha des-
viado (sp en el sentido positivo, y cuyas puntas han girado 64, 0.
también en el sentido positivo. Los momentos nodales se obten-
dran sumando los valores de la figura 75, y las férmulas que re-
sultan son las llamadas ecuaciones del slope deflection.

Se tiene:

Ma
Mp

Moa +2% (3 bap—204 —0Op)
Mop + 2% (3 bap—20p — 64)

[29]
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Los entramados de barras ortogonales (fig. 77) y los pérticos con-



— 144 —

tinuos se resuelven simplemente con ayuda de las ecuaciones [29].
pues los momentos nodales pueden expresarse en funcién de las
rotaciones de los nudos 943, 642, 043, . . . etc. v de las desviaciones co-
munes ;. ... de cada entrepiso; disponiéndose para el cileulo de
dichas incdgnitas de las ecuaciones de los nudos, que expresan que
la suma de los momentos nodales trasmitidos a cada nudo es cero:

XM =0 | (30]

y de las ecuaciones del cortante, ya deducidas en el articulo 33 para
el método de Cross, que expresan que en la seccién de una hilera de
columnas como la zz’, p. ej., la suma de los cortantes igunala al eor-
tante exterior:

ZVe = Vl [31]

Se obtienen asi tantas ecuaciones como inedgnitas, que permiten,
al resolver el sistema, el edlculo de la estructura; estando la prinei-
pal ventaja en que el ntmero de inebgnitas resulta mucho menor
que con los métodos clasicos del trabajo virtual, siendo ademés las
ecuaciones incompletas, lo que facilita el trabajo de la resolucidn.
Hay también la posibilidad ce reducir incégnitas por consideracio-
nes de simetria fundadas en nuevas organizaciones de cargas (mé-
todo de ANDRE; llamado B. U. que puede consultarse en la ya citada
obra de J. CASTIREIRAS sobre Entrepisos sin Vigas).

Los métodos especiales de cileulo fundados en las fuerzas de fi-
jacién, y en las desviaciones asumidas de las barras, estudiados ya
por los métodos de Cross y de Puntos Fijos, pueden adaptarse per-
fectamente a la técenica de este procedimiento, no siendo necesaria
ninguna aclaracién especial.

36. Método de Mohr para los esfuerzos secundarios en los
sistemas triangulados. — Los esfuerzos secundarios que se produ-
cen en los reticulados por las uniones rigidas en los nudos se caleu-
lan por las ecuaciones [29], en las que Mo, Moz son nulos, por estar
las barras descargadas en el sentido transversal y donde las desvia-
ciones ¥ se conocen por un diagrama de WiLLioT dibujado para to-
do el sistema.
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Hay, pues, tantas incdgnitas 6 como nudos; y las ecuaciones

2ZM = 0 seran suficientes para caleularlas. FEn un nudo cualquiera,
el iésimo p. ej. se tiene:

— X (4% 0, +2%;8) +Z 6% 05 =0
0 Sea:

4: 0,,;2 X.,;]' + 22 X'ij O.i = 6 Z Avij dj”

Se aconseja, cuando el ntmero de incdgnitas es grande, resolver
el sistema asumiendo para cada ecuacién que todos los giros sean
igunales al del nudo, obteniéndose asi, en la ecuacién iésima, eon
9, = 0;, la férmula aproximada:

Estos valores iniciales de los d&ngulos se reemplazan luego en las
ecuaciones originales y permiten caleular sucesivas aproximaciones
de las 6;. Obtenido el grado de aproximacién deseado se caleulan
en funecién de los dngulos 6 y ¢ los momentos nodales, y luego los
cortantes y fuerzas directas secundarias en la misma forma expli-
cada al resolver. este problema por el método de Cross (articulo 32).

37. Interpretaciéon del método de Cross y generalizacion de
Voodhigula. — En Proceedings of the American Society of Civil
Engineers, nimero de Enero de 1941, el ingeniero A. T. VoODHIGU-
LA propone una generalizacién del método de Cross que nos parece
interesante transeribir.

Si se supone un entramado sometido a cargas transversales y des-
viaciones conocidas como sucede en el caso corriente de aplicacién
de las ecuaciones de «slope deflection », las incdgnitas que serin
solamente las rotaciones nodales 6 se calculan resolviendo el sistema
de las ecuaciones de equilibrio de nudos XM = 0 que dan, para el
nudo iésimo:

D (Mog+ 6%ijip) =48, X%; +28 %08
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El primer miembro es conocido, y depende de las cargas trans-
versales y de las desviaciones en las barras que concurren al nudo 3.

El segundo miembro es una funcién lineal de las incégnitas 6;
— rotacién del nudo iésimo — y 0, rotaciones de los nudos conec-
tados al ¢ por medio de barras.

Resolviendo 8; se tiene:

3 (Mo; + 6 %5 05y) L, i Lj
4 E X,,;J' 2 2 X.,;J'

que puede eseribirse:

;=00 —... —Kig;—... [33]

en la que 69 es el valor que toma 0; cuando todas las 0, son nulas;
y la constante K7 es el valor que corresponde a 0; cuando 0; vale
Ja unidad y las demas 0 son nulas.

Bsta interpretacién sugiere un método de aproximacién — el que
propone VOODHIGULA — para las ecuaciones; y que consiste en su-
poner inicialmente nulas todas las 0 que no sean la del nudo; y
luego, con estos valores primarios caleular los sucesivos valores de
8; por medio de la aplicacién repetida de la ecuacién [33]. Se re-
conoce precisamente en esta téenica el fundamento del método de
distribucién de Cross, ya que suponer inicialmente nulas las 6 de
los nudos adyacentes implica suponer que las barras estén perfee-
tamente empotradas en ellos. Ademas, los coeficientes — K7 son los
factores de traslado, ya que dan la influencia de la rotacién de un
nudo en el adyacente.

VOoODHIGULA no propone sustituir con su proceso al clasico de
Cross; sino que por el contrario sugiere que el criterio de resolu-
cién por medio de la ecuacién [33] se extienda a todos los sistemas
hiperestiticos, principalmente a los formados por barras (indeter-
minate trusses).

Si repetimos las ecuaciones generales de elasticidad de MOULLER-
BrESLAU expuestas en la primera parte de este trabajo, articulo 17,
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ecuaciones [19], que permiten el cileculo de las # incbégnitas hiper-
estiticas de una estructura formada por barras

— X P, 3, —3-—-3ECic=X; 3+ X3 + ... + X, ¥,
— X Pm o, — 0% — z C,'C=X1 & + X5 3%+...+X; 3‘,- +...+ X.3,

¥ resolvemos en cada una la incégunita principal — es deecir X; en
la iésima — se obtiene:

Epmaim_all“!"xclc_alz Sk

Ar],:“—' —Xg— — X..
811 811 811 811
E i i E " 4
X,=_ Pmam_ 8l+ Clc e o1 Xl___”'_ an X“
&, &% 5% %
Xn= A szGm O";+ZC,,C o™ X e D%, X,
3, fof 3", 54
que pueden escribirse, con las notaciones:
i i Y. v,
X‘-0=-——-2Pm8m ;Xl.&:_ 5;+._a(..‘c ;K‘}-=—-— BIJ
8‘1‘ . B'i' 8.i
en la forma abreviada:
X, =Xy + X4, +K X+ ... KX, + ... KL X,
X; = X + X3 + K4 Xo + ... + K4 X, [34]

X, =Xvw+X+KX,+ ... + K X,

en donde las constantes

.X,(],... X’.o,... Xno ; Xlt ) 1Y'.‘ ) X"‘

son los valores de las ineégnitas X en el supuesto que haya cargas
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P, y efecto ineldstico, y que en cada ecuacion sean nulas todas las
demds tncégnitas; y los eoeficientes K*, son los factores de traslado
o carriover, pues dan la influencia que tiene en X; la incégnita X;
cuando vale la unidad.

La técnica del proceso es caleular en una primera etapa los va-
lores X% , X% para todas las inedgnitas; y luego por sustitucién en
las ecuaciones [34], obtener valores mas aproximados de las X; que
a su vez, por medio de sustituciones repetidas, dardn una sueesién
que seglin el autor converge muy rapidamente, deteniéndose el pro-
ceso cuando la diferencia entre dos valores de X; sea menor que el
limite de aproximacién prefijado.

Este método puede dar grandes resultados en los sistemas de ele-
vada indeterminacién estatica, para euya resolucién practica solo se
conocian el método de las reducciones sucesivas debido al talento
del Prof. EnNrique Burry y el de los determinantes de MULLER-
BRESLAU.

Se terminé de imprimir el 15 de abril de 1942, en las
Talleres Grfificos  TOMAS PALUMBO " - Ln Madrid 321-325 - (21) 1733 - Buenos Aires
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14. Vigas de hormigén nrmado con armadura doble sxmétn-

ca sometidas a flexién compuesta, por el Ing. Julio R.

Castifieiras ...... S G T e G T ceesaanes (No 152) §
15. Produccion, tmnspm-te ¥ ('hstrlbuclén de Ia energin elée-

triea, por el Ing. Miguel Simonoff .................... (Ne¢ 154) 8
16. E1 proyecto econdimico de estructuras de hormigén ar-

mado, por el Ing. Julio R. Castifieiras ............ (Ne 155) $ 5

Se enviard sin cargo, n quien lo solicite, la publicacién n¢ 133 titulada < Lista
de Publcaciones », y gue contiene la némina completa de las ediciones de la Facultad.
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