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Introduccién general

El término hemi-residuo proviene de “debilitar” en cierto sentido la condicién
que caracteriza a un tipo de estructuras, llamadas residuadas. Esto es, una
estructura que tiene como reducto a un monoide residuado, es decir: un
monoide conmutativo ordenado M = (M, <, -, ¢)! dotado con una operacién
binaria — tal que para todo a,b,c € M,

a-b<csiysoélosia<b— c.

Esta ultima es usualmente llamada condicion de residuacion, y es equivalente
a la conjuncién de los siguientes condicionales:

(r) Para todo a,b,c € M, a-b < ¢ implica a < b — c.

(') Para todo a,b,c € M, a <b— cimplica a-b<c.

Una estructura se dice r-hemi-residuada o [-hemi-residuada, si verifica la
condicién (r) 6 (I ), respectivamente. Claramente, una estructura que sea
a la vez [ y r-hemi-residuada serd residuada. Es interesante notar que la
condicién de [-hemi-residuacion es equivalente a la siguiente:

Para todo a,b, € M se cumple que a - (a — b) < b.

En esta tesis estamos interesados en una clase particular de estructuras [-
hemi-residuadas, la formada por aquellas cuya operacion de monoide es idem-
potente; es decir, cuando el monoide es un semi-reticulo inferior. En tal caso,
el orden es el del semi-reticulo.

Diremos que un algebra A = (A, A, —, 1) de tipo (2,2,0) es [-hemi-implicativa
(de ahora en adelante hemi-implicativa) si ademés, para cada a € A, verifica
que a = a = 1.

Una estructura (M, <,-,e) es un monoide conmutativo ordenado si (M, <) es un
conjunto ordenado, (M, -, e) es un monoide conmutativo y para cada a,b,c € M si a <b
entonces a-c<b-c.



Las estructuras hemi-implicativas fueron presentadas en [21]. En ese traba-
jo se estudiaron los semi-reticulos y los reticulos hemi-implicativos bajo el
nombre de semi-reticulos y reticulos implicativos débiles, respectivamente.
Posteriormente, en [5] se realizé un estudio mas detallado de los semi-reticu-
los hemi-implicativos.

Cabe mencionar que la clase de algebras hemi-implicativas es una variedad.
Nuestro objetivo principal en este trabajo es estudiar en detalle las subvarie-
dades de la variedad de semi-reticulos y la de los reticulos hemi-implicativos.
La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera: comenzamos pre-
sentando las variedades de reticulos y semi-reticulos hemi-implicativos, y
mencionamos algunos ejemplos conocidos en la literatura de este tipo de
estructuras. Entre estos ejemplos se destacan:

» Los semi-reticulos implicativos [21].

Las RW H-algebras [11].

Los reticulos subresiduados [10].

Las élgebras de semi-Heyting [22].

Las algebras de Hilbert con infimo [17].

Por otro lado, la clase de las dlgebras de Hilbert, estudiadas en [15], forman
una variedad que coincide con la de los {—, 1}-subreductos de las dlgebras
de Heyting. Esto nos motivd a investigar sobre una posible caracterizacion
tanto para la clase de los {— }-subreductos, como para la clase de los {—, A}-
subreductos de los reticulos subresiduados; este problema se aborda en la
primera parte del Capitulo 2. Posteriormente, estudiamos una generalizacion
de los reticulos subresiduados. Por ultimo, presentamos una variedad que
generaliza tanto a la variedad de las algebras de Hilbert como a la de las
algebras de Hilbert con infimo, cuyos miembros llamamos semi-reticulos de
sub-Hilbert.

En el Capitulo 3, mostramos que tanto la variedad de los reticulos subresi-
duados, como la de los reticulos de Hilbert comparten la propiedad de que
pueden representarse mediante ciertas inmersiones. Este hecho nos motivo
para hallar un teorema de representacion para la variedad de los reticulos de
sub-Hilbert. En lo que resta del capitulo realizamos un breve estudio de las
congruencias sobre los reticulos de sub-Hilbert.

En el Capitulo 4 introducimos una subvariedad propia de semi-reticulos hemi-
implicativos que contiene propiamente a cada una de las subvariedades es-
tudiadas en esta tesis. Ademdas, damos un teorema de representacién para la
variedad hallada.



Por ltimo, el hecho de que Epstein y Horn presentaran en [16] un cdlculo
proposicional asociado a la variedad de los reticulos subresiduados nos motivo
al desarrollo del Capitulo 5, en el cual realizamos un breve estudio de algunas
l6gicas proposicionales algebrizables, cuyas semanticas algebraicas coinciden
con las clases de algebras de los subreductos de los reticulos subresiduados,
dadas en el Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones, propiedades y notaciones que
se usaran a lo largo de esta tesis. Comenzamos dando los conceptos previos
necesarios para presentar el tema principal de este trabajo, que es el de las
estructuras hemi-implicativas. Por tltimo, exponemos nociones basicas sobre
filtros, filtros implicativos y congruencias.

1.1. Reticulos, algebras de Heyting y alge-
bras de Hilbert.

Semi-reticulos

Un conjunto parcialmente ordenado (M, <), de ahora en adelante poset,
es un semi-reticulo inferior si para cada a,b € M, existe el infimo del
conjunto {a, b}, el cual denotamos como a A b.

El concepto dual de semi-reticulo inferior se denomina semi-reticulo supe-
rior, esto es: un poset (J, <) tal que para cada a,b € J, existe el supremo
del conjunto {a, b}, al cual denotamos como a V b.

De ahora en adelante trabajamos, principalmente, con el concepto de semi-
reticulo inferior y hacemos referencia a este como semi-reticulo.

Dado un semi-reticulo (M, <), podemos definir la operacién infimo A : M X
M — M. Notar que A es una funcién que preserva el orden en ambos ar-
gumentos y es claro que para cada a,b € M, a < b, si y sélo si, a Ab=a.
Por esto 1ltimo, podemos definir un semi-reticulo como una estructura alge-
braica, de la siguiente manera: un dlgebra (M, A) de tipo 2 es un semi-reticulo
si se verifican las siguientes identidades:

= a/Na=a,



= aAb=0bAa,
m aAN(bAc)=(aNb)Aec.

Decimos que (M, ) es acotado superiormente si existe 1 € M, tal que,
para cada a € M se verifica a A1 = a. De esto se deduce que M tiene tltimo
elemento; en ese caso escribimos (M, A, 1), donde 1 es el dltimo elemento de
La clase cuyos elementos son los semi-reticulos acotados superiormente cons-
tituyen una variedad.

A continuacion presentamos dos resultados que seran de gran utilidad en
secciones posteriores.

Lema 1. Sean (A, A, 1) un semi-reticulo acotado superiormente y — una
operacion binaria tal que x < y, si y solo si, x — y = 1. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Six <y entonces z — x < z — y para cada x,y,z € A,
(it) t = (YN z) < (x = y) A\ (x — 2) para cada x,y,z € A,
(i) x — (YA z) <z —y para cada z,y,z € A.

Demostracion. (i) = (i1) Sabemos que yAz < y e yAz < z. Luego, aplicando
(i) resulta * — (yAz) <oz —yyx — (yAz) <z — z Entonces
r—= (YN z) <(xr—y)A(z— z), como querfamos demostrar.

(1) = (uii) Es consecuencia de (i7) y de que (x = y) A (z — 2) <z —y.

(14i) = (i) Si o < y entonces x Ay = x. Ademds, por (iii) tenemos que
z—= (xANy)<z—y.Porlotanto z >z < z = y. O

Lema 2. Sea (A, A, 1) un semi-reticulo acotado superiormente y — una ope-
racion binaria tal que x <y, si y solo si, x — y = 1. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Stz <y entoncesy — z < x — z para cada x,y,z € A,
(i) x -y < (xAz) =y para cada z,y,z € A,
(iii) (xVy) — 2z <(x—2)A(y— 2) para cada x,y,z € A.

Demostracion. (i) = (ii) Sabemos que x A z < z, luego aplicando (7) resulta
r—=y<(xAz)—uy.

(1) = (i1i) Aplicando (ii) tenemos (zVy) — z < ((xVy) ANz) = 2y
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(xVy) — 2z <((xVy)ANy) = z; esto es equivalente a (x Vy) - 2 < x — 2
y(xVy) = 2<y—z Luego (zVy) = 2z <(x— 2)A(y — 2).

(13i) = (i) Si o < y entonces x V y = y. Ademds, por (iii) tenemos que

(xVy) = 2z <(x = 2)A(y = z). Luegoy = z < (x = 2)A\(y = 2) < x — z,
como queriamos demostrar. O

Reticulos

Un reticulo es un poset (L, <) tal que para cada a,b € L existen a A b
y a V b. Los reticulos también pueden definirse como estructuras algebraicas,
de la siguiente manera: un éalgebra (L, A, V) de tipo (2,2) es un reticulo si se
cumplen las siguientes identidades:

m aNa=a,aVa=a;
= aAb=bAa,aVb=>bV a;
s aAN(bAc)=(aANb)Ac,aV (bVe)=(aVb)Vc
maA(aVb)=a,aV(aNb)=a.
Notar que:
a<b, siysolosi,a=aAb, siysolosi,b=aVb

De ahora en adelante, si no hay lugar a confusién, un reticulo (L, A, V) serd
denotado directamente por su conjunto universo L.

Decimos que un reticulo L es acotado si existen elementos 0,1 € L tales que
se satisfacen las siguientes identidades:

= g N0 =0,

m agV1=1.

De esto ultimo se deduce que 0 y 1 son el primer y ultimo elemento de L,
respectivamente.

Un reticulo L es completo si para cada subconjunto A de L, el infimo y
supremo de A existen en L. Esto es, para cada A C L, existen z,y € L tal
que z es el infimo del conjunto A, esto lo denotamos como x = A A, e y es el
supremo, esto es y = \/ A. Todo reticulo completo es acotado, donde 0 = \/ ()
y1=NA\0.

Un reticulo L se dice distributivo si para cada a, b, ¢ € L satisface cualquiera
de las siguientes leyes distributivas equivalentes:

maA(bVe)=(aNb)V(aAc)
maV(bAc)=(aVb)A(aVc)



Algebras de Heyting

Las algebras de Heyting constituyen una de las generalizaciones de las
algebras de Boole mas estudiadas y corresponden a la semantica algebraica
de la légica intuicionista.

Un algebra de Heyting es un élgebra (L,A,V,—,0,1) de tipo (2, 2, 2,
0, 0) tal que (L,A,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado, y verifica las
siguientes identidades:

m = x =1,
= (= y)Ay=y,

s A\ (z—y)=xAy,

r—=(yYNz)=(x =y Ar— 2),

(xVy —z=(x—=2)A\(y— 2).

Las algebras de Heyting forman una variedad, la cual denotamos con Hey.

WH-algebras y RWH-algebras

Las algebras de Heyting débiles fueron presentadas en [3, 11]. Estas es-
tructuras generalizan naturalmente a las algebras de Heyting. Un &lgebra
(A, A, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) es un dlgebra de Heyting débil [11],
o WH-algebra en forma abreviada, si (A, A, V,0,1) es un reticulo distribu-
tivo acotado y verifica la siguientes identidades:

(a—=bANa—c)=a— (bAc),

)

2) (a—=c)AN(b—c)=(aVD) —c,
)
)

4) a—a=1

Indicamos con WH a la variedad formada por estas algebras.
Sea A una WH-algebra. Se siguen de [I1, Proposicién 3.2] las siguientes
propiedades:

(M1) Para cada z,y,z € A, si x <y entonces y — z < x — 2.

(M2) Para cada z,y,z € A, si x <y entonces z — x < z — ¥.



Definicién 1. Una RWH-algebra A es una WH-dlgebra tal que para cada
a,b € A satisface la desigualdad

(R) aA(a—b)<b.

Las RW H-dlgebras fueron presentadas en [11]. Indicamos con RWH a
la variedad formada por estas dlgebras.

Observaciéon 3. Notar que en toda RW H -dlgebra se verifica que x <y, si y
sdlo si, v — y = 1. En efecto, si x <y, por (M2), resulta v — x < x — y.
Como x — x =1, se tienex — y = 1.

Reciprocamente, six — y =1 entoncesy >z N\ (r = y) =x A1l ==x.

Todo reticulo distributivo acotado puede dotarse de al menos una estruc-
tura de RWH-algebra, como puede observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Sean A un reticulo distributivo acotado, y — la operacion bina-
ria definida de la siguiente manera:

sy — 1 sizx<ly
Y71 0 stz Ly

Una prueba directa muestra que A, dotado con esta operacion, es una

RWH-dlgebra.

Algebras de Hilbert

Las algebras de Hilbert son la contraparte algebraica del fragmento im-
plicativo de la légica proposicional intucionista. Todo lo expuesto sobre las
algebras de Hilbert en esta seccién se puede consultar en [15].

Definicién 2. Un dlgebra (A, —, 1) de tipo (2,0) es un dlgebra de Hilbert
st satisface las siguientes condiciones para cada a,b,c € A:

1) a— (b—a)=1,
2) ((a—=(b—=0¢)—=(a—b)—(a—0c)=1,
3) a—b=b—a=1 implica a =b.

En [15] se probé que la clase de las algebras de Hilbert es una variedad,
a la que denotamos como H. En toda algebra de Hilbert tenemos un orden
parcial, <, definido como a < b, siysélosi a — b = 1, llamado orden
natural . En relacion con este orden, 1 es el ultimo elemento. Notar que en
todo conjunto ordenado con ultimo elemento podemos definir al menos una
estructura de dlgebra de Hilbert, como mostramos en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 5. Sea (A, <,1) un poset con iltimo elemento. Se muestra en [15],
que la operacion binaria —, dada por

s — 1 six<y
Y71y six Ly

hace de (A,—, 1) un dlgebra de Hilbert.
En el siguiente lema exponemos algunas identidades validas en las alge-

bras de Hilbert, que seran de utilidad en capitulos posteriores. Puede con-
sultarse la prueba en [15].

Lema 6. Sean A un dlgebra de Hilbert y a,b,c € A. Se satisfacen las si-
gquientes condiciones:

1) a<b—a,
2) a—a=1,
3) 1 —>a=a,

a—(b—=c)=b— (a—c),
5) a— (b—=c¢)=(a—0b) — (a—c),

6) a <bimplicac—a<c—byb—c<a—c,

)
)
)
4)
)
)
)

Na—=b<(b—c)—= (a—c).

Algebras de Hilbert con infimo

Como se mencion6 en esta seccion, toda dlgebra de Hilbert tiene un orden
natural, que viene dado por

a<bsiysélosia—b=1.

Como consecuencia, toda algebra de Hilbert es un conjunto ordenado. Por lo
tanto, tiene sentido considerar la clase de aquellas algebras de Hilbert cuyo
conjunto ordenado subyacente es un semi-reticulo.

Definiciéon 3. Un dlgebra de Hilbert con infimo es un dlgebra (A, —
A, 1) de tipo (2,2,0) tal que (A, A, 1) es un semi-reticulo con ultimo elemento
1, (A, —,1) es un dlgebra de Hilbert y para cada a,b € A se verifica

aANb=a, siy solo si,a—b=1. (1.1)



La clase de algebras de Hilbert con infimo fueron estudiadas extensiva-
mente en [17].

Observacién 7. Las dlgebras de Hilbert con infimo se pueden definir equi-
valentemente como un dlgebra (A, —, A\, 1) de tipo (2,2,0) tal que (A, A, 1)
es un semi-reticulo con ltimo elemento 1, (A, —,1) es un dlgebra de Hilbert
y verifica las siguientes identidades:

HS1. aN(a—b)<b,
HS2. ¢ — (aAb) < (c—a)A(c—D).

En efecto, sean (A, \,—,1) un dlgebra de Hilbert con infimo y a,b,c € A.
Dado que a A (a — b) < a — b entonces por hipdtesis y (5) del Lema 6,
resulta

1= (aN(a—b)— (a—Db) (1.2)
=((an(a—=Db) —a)— ((aN(a—D)) —Db). '
Ademas a A (a — b) < a, en consecuencia
(aN(a—0b) —a=1. (1.3)

Por (1.2) y (1.8), tenemos que 1 — ((a A (a — b)) — b) = 1. Aplicando (3)
del Lema 6, resulta (a A (a — b)) — b= 1. Por lo tanto a A (a — b) < b.
Probemos ahora HS2., como a Nb < a yaAb<b, entonces por 6) del Lema
6, tenemos que ¢ — (a ANb) <c—a yc— (aNb) < c— b, en consecuencia
c— (aNb) < (¢ — a)A(c— b). Reciprocamente, sea a Nb = a, luego usando
c=a en HS2., tenemos que a — a < (a = a) A(a = b), luego 1 < a — b, en
consecuencia a — b = 1. Supongamos ahora que a — b =1, entonces usando
HS1., resulta que a < b, por lo tanto a ANb = a.

Como consecuencia de la Observacion 7, la clase de las dlgebras de Hilbert
con infimo es una variedad, a la cual denotamos con Hil".

Ejemplo 8. Si consideramos un semi-reticulo acotado superiormente A y lo
dotamos con la operacion definida en el Ejemplo 5 obtenemos un dlgebra de
Hilbert con infimo.

Reticulos de Hilbert

Definicién 4. Un reticulo de Hilbert es un dlgebra (A, \,V,—, 1) de tipo
(2,2,2,0) tal que (A, N\, —,1) es un dlgebra de Hilbert con infimo y (A, A\, V)
es un reticulo (no necesariamente distributivo).
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Por la Observacién 7 podemos afirmar que la clase de los reticulos de
Hilbert es una variedad, a la que denotamos como HL.
Otra caracterizacion bien conocida de las algebras de Hilbert [1, 15, 6] es
como {—, 1}-subreductos de las dlgebras de Heyting.

Ejemplo 9. Si consideramos un reticulo acotado A y lo dotamos con la
operacion definida en el Fjemplo 5 obtenemos un reticulo de Hilbert.

1.2. Reticulos subresiduados

Los reticulos subresiduados fueron presentados y estudiados por Epstein
y Horn en [16].

Definiciéon 5. Un reticulo subresiduado es un par (A, D), tal que A es
un reticulo distributivo acotado y D es un subreticulo acotado de A tal que
para cada a,b € A el conjunto

Ew:={deD|dAa<b}

tiene elemento mdximo. En este caso definimos la operacion binaria — como
stgue
a— b:=max E,

Observacién 10. = Notar que D ={a € A:1— a=a}.

» Si (A, D) es un reticulo subresiduado entonces (D, —) es un dlgebra de
Heyting, que es una subdlgebra del reticulo subresiduado (A,—) [10].

Los reticulos subresiduados también se pueden definir como una estruc-
tura algebraica, de la siguiente manera:

Definicién 6. Un reticulo subresiduado es un dlgebra (A, A,V,—,0,1)
de tipo (2,2,2,0,0), tal que (A, A\,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado
y satisface las siguientes ecuaciones:

(A1) v > x =1,

(A2) © - y<z— (v —vy),

(A3) xA(z—y) <y

(A4) z = (xhy)=(z =2 2) A (z =),

(A5) (xVy —z=(x—=2)A(y— 2),

11



(A6) (x - y)N(y—2) < (z— 2).

Como consecuencia de esta definicion tenemos que la clase de los reticulos
subresiduados es una variedad, a la cual denotamos con SRL.

Observaciéon 11. En [11], Celani y Jansana realizaron un breve estudio de
los reticulos subresiduados, donde se presenta a SRL como una subvariedad
de RWH.

1.3. Estructuras hemi-implicativas

Las estructuras hemi-implicativas fueron estudiadas en [241] y [5]. Estas
constituyen el tema central de esta tesis. En particular, estudiamos los semi-
reticulos y reticulos hemi-implicativos, y la relacién de estos con diversas
clases de algebras conocidas en la literatura.

Semi-reticulos hemi-implicativos

Definicién 7. Un dlgebra (A, A, —,1) de tipo (2,2,0) es un semi-reticulo
hemi-implicativo si (A, N, 1) es un semi-reticulo acotado superiormente y
para cada a,b,c € A se verifican las siguientes condiciones:

(1) a »a=1,
(2) a < b— cimplica a Nb < c.

La siguiente observacién es de gran importancia en el estudio de las es-
tructuras hemi-implicativas.

Observacién 12. Es importante mencionar que la condicion (2) de la defini-
cion de semi-reticulo hemi-implicativo podemos reemplazarla por la siguiente:
a A (a —b) <b para cada a,b € A. En efecto, si se verifica (2), dado que
a —b<a—b, resulta (a — b) Na < b. Reciprocamente si a < b — ¢
entonces bAa < bA (b— ¢), ademds como bA (b — ¢) < ¢, resulta bAa < c.

Por la Observacién 12 podemos deducir que la clase cuyos elementos son
los semi-reticulos hemi-implicativos es una variedad; la cual indicamos con
la sigla hIS. A continuacién mencionamos algunas subvariedades de hIS.

(S1) Los semi-reticulos implicativos fueron presentados y estudiados por Ne-
mitz en [21]. Un semi-reticulo implicativo es un algebra (A, A, —, 1)
de tipo (2,2,0) tal que (A, A, 1) es un semi-reticulo acotado superior-
mente, y para cada a,b,c € A se verifica que a A b < ¢, si y sélo si,
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a < b — c. La clase de los semi-reticulos implicativos es una variedad,
a la que denotamos con IS.

En todo semi-reticulo implicativo se verifica la ecuacién © — x = 1 [ver
Lema 2.1, [21]]. En consecuencia, todo semi-reticulo implicativo es un
semi-reticulo hemi-implicativo, es decir IS es una subvariedad de hIS.

(S2) La variedad de las dlgebras de Hilbert con infimo Hil", es una subva-
riedad de hIS. En consecuencia, el Ejemplo 8, es también un ejemplo
de un algebra de hIS.

Reticulos hemi-implicativos

Definicién 8. Un reticulo hemi-implicativo' es un dlgebra (A, A, V,—
,1) de tipo (2,2,2,0) tal que

(1) (A, A, V, 1) es un reticulo con ltimo elemento 1,
(2) (AN, —,1) es un semi-reticulo hemi-implicativo.

La clase cuyos elementos son los reticulos hemi-implicativos es una varie-
dad, a la que denotamos como hIL.
A continuacién mencionamos algunas subvariedades conocidas de reticulos
hemi-implicativos.

(S3) Es consecuencia de la Definicién 1 que RWH es una subvariedad de
hIL. Por esto, el reticulo dado en el Ejemplo 4, es hemi-implicativo.

(S4) La variedad SRL, de los reticulos subresiduados, es una subvariedad
de hIL.

(S5) Un algebra de semi-Heyting es un élgebra (A, A, V, —,0, 1) de tipo
(2,2,2,0,0) tal que (A, A,V,0,1) es un reticulo acotado, y se verifican
las siguientes identidades:

e a—a=1,
e cA(a—b)=cA[(anc)— (bAc)],
e a/N(a—b)=aANb.

'En [20] la terminologfa “reticulo hemi-implicativo” fue utilizada en un sentido di-
ferente al empleado en el presente trabajo: un reticulo hemi-implicativo es un &lgebra
(A, A,V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) tal que (4, A,V,0,1) es un reticulo distributivo aco-
tado y para cada a,b€ A,a > a=1yaA(a—b) <D
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Las algebras de semi-Heyting fueron introducidas por Sankappanavar
en [22] como una posible generalizacién de las dlgebras de Heyting.
La clase de las algebras de semi-Heyting es una variedad, a la que
denotamos como SH. De la tltima ecuacion de la definicion tenemos
que a A (a — b) < b; y como consecuencia, resulta que SH es una
subvariedad de hIL.

(S6) La variedad de los reticulos de Hilbert HL, es una subvariedad de hIL.

1.4. Filtros, filtros implicativos y congruen-
cias
Los filtros y filtros implicativos juegan un rol importante en la teoria
de representacion de algunas subvariedades de hIS y hIL. También en el
desarrollo de sus respectivas congruencias.
Sean (X, <) un conjunto ordenado y U C X. Decimos que U es un con-
Junto creciente si para cada x,y € X tal que xr <y y x € U vale que y € U.

Escribimos X para indicar al conjunto ordenado por C, cuyos elementos
son los subconjuntos crecientes de X. Esto es

Xt :={U C X : U es creciente}.

Dado U C X escribimos 1U para indicar al creciente generado por U, es
decir,
U :={r € X :y <zxparaalginy € U}.

Si U = {u} escribimos Tu en lugar de T{u}. Notar que

tu={y€X:y>u}

Definicién 9. Sean A un semi-reticulo acotado superiormente y F C A.
Decimos que F' es un filtro si cumple las siguientes condiciones:

a) 1€ F,

b) F es un creciente,

c) aNbeF siempre que a,b € F.

Escribimos Fil(A) para indicar al conjunto de filtros de A.

Definicién 10. Sea A € hIS. Decimos que F' C A es un filtro implicativo
si cumple las siguientes condiciones:
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a) 1€ Fy
b) para cada a,b € A, sia,a — b€ F entoncesb € F.
Escribimos IFil(A) para indicar al conjunto de filtros implicativos de A.

Observacién 13. » Si A e hlIS y X C A, indicamos con (X) al filtro
implicativo generado por X ; esto es el menor de los filtros implicativos
(segin el orden de la inclusion) que contiene a X. Ademds, si X = {a}
con a € A, entonces (X) = Ta.

» Si A e hIS y X C A, indicamos con F(X) al filtro generado por
X; esto es el menor de los filtros (segun el orden de la inclusion) que
contiene a X. Ademds, si X = {a} con a € A, entonces F(X) = Ta.

Lema 14. Sea A € hIS. Entonces Fil(A) C IFil(A).

Demostracion. Sean F € Fil(A) y a,a — b € F. Luego a A (a — b) € F.
Dado que a A (a — b) < b, resulta b € F. O

La inclusion opuesta del Lema 14 no vale en general, como mostramos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 15. Sea L un reticulo distributivo acotado de cuatro elementos,
cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

1
/ N\
a b
N/

0

Figura 1.1: Reticulo distributivo de cuatro elementos

Si consideramos el semi-reticulo (L, \,—,1) cuya operacion binaria —
estd definida de la siguiente manera

1 52 <y
r—y=
0 si Ly

se puede comprobar que F = {a,b,1} es un filtro implicativo que no es un
filtro, puesa ANb=0y0 ¢ F.
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Congruencias

Sea A € hIS. Para cada a,b,c € A definimos a <> b:= (a = b) A (b — a)
y t(a,b,c) == (a—b) <> ((anc)— (bAC)).

Definicién 11. Sean A € hIS y F un filtro de A. Se dice que F es con-
gruente si para cada a,b € Ay f € F, t(a,b, f) € F.

Sea A € hIS, denotamos con Con(A) al conjunto de las congruencias
definidas sobre A. Para a € Ay § € Con(A) indicamos con a/f a la clase
de equivalencia de A asociada a la congruencia #. Si I’ es un filtro de A, se
define O(F') como el subconjunto de A x A dado por

(a,b) € O(F) siy solo si existe f € F tal quea A f=bA f.

La siguiente proposicién es consecuencia del item (b) de [24, Lema 1] y [24,
Teorema 3].

Proposicién 16. Sea A € hIS. Eziste un isomorfismo de orden entre el
reticulo de congruencias de A y el reticulo de filtros congruentes de A, que
se establece mediante la la asignacion 6 — 1/0 y F — 0(F).

Notar que si A € hIS y F es un filtro congruente de A, entonces por la
Proposicién 16 y [24, Lema 5] tenemos que para cada a,b € A,

(a,b) € O(F) siy solosia<>beF.

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de filtro congruente
por medio del término t(a, b, ¢).

Teorema 1. Sea H € hIL. Todo filtro de H es congruente, si y solo si,
c < t(a,b,c) para toda a,b,c € H.

Demostracion. Sean a,b,c € H y el filtro ' = t¢ = {z € H : ¢
Entonces, por hipétesis, F' es congruente. Dado que ¢ € F entonces t(a
F, es decir ¢ < t(a,b,c).

Reciprocamente, supongamos que ¢ < t(a, b, ¢) para cada a,b,c € A. Sean F
un filtro, a,b € H y ¢ € F. Como ¢ < t(a,b,c) y F' es un conjunto creciente,
entonces t(a, b, c) € F. Luego, F' es congruente. ]

< z}.
7b7 E

c)

A continuacién presentamos un resultado que relaciona las algebras de
semi-Heyting con las congruencias en hIL.
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Teorema 2. Sea A un reticulo acotado. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) A es un dlgebra de semi-Heyting.
(ii) (a) A € hlIL,
(b) ¢ <t(a,b,c), para todo a,b,c € A.

Demostracion. (i) = (i) El item (a) es consecuencia inmediata de (S5). Por
otro lado, dados a, b, c € A, tenemos que

cA((a — b) = ((aAc) = (bAC))) = eA((eA(a — b)) — (eA((anc) — (bAC)))
:c/\((f/\(a—ﬂ))) — (¢ (a—b)))
=cANl=c¢c

También se verifica que
cA(((anc) = (bAc)) = (a = b)) = cA((eA((ane) = (bAC)) = (cA(a — D))

=cA((cAN(a—=b) = (cA(a—0D)))
=cAl=c

Por lo tanto
c<(a—b) ((anc)—= (bAc) =t(a,b,c).

(1) = (i) Por la definicién de algebra de semi-Heyting (dada en (S5)), solo
debemos probar que a A (a — b) =aAby cA(a—b) =cA((anc) = (bAc).
Dado que ¢ < t(a, b, ¢), para todo a,b, c € A, entonces
c<(a—=b)—=((anc)—= (bAc))
yve<((ane)— (bAc)) — (a— D).
Luego, por ser A un reticulo hemi-implicativo, tenemos que
cA(a—=b)<((anc)— (bAC)), (1)
yeA((ane) = (bAc)) < (a—1D)(2)
Considerando ¢ = a A b en (2) obtenemos que (a Ab) A ((a Ab) — (aAb)) <
a — b, entonces a Ab < a —b. Luego a Ab<aA (a—Db).

Por otro lado, sabemos que aA(a — b) < aAb. Por lo tanto aA(a — b) = aNb.
Ademas, usando (1) y (2), obtenemos

cAN(a—=b) <cA((anc)— (bAc))y cA((anc)— (bAc)) <cA(a—Db).

Por lo tanto ¢ A (a — b) =cA ((aNc)— (bAc)).
[l
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El siguiente corolario es consecuencia de los Teoremas 1 y 2, y nos da
una nueva caracterizacion de las algebras de semi-Heyting por medio de las
congruencias en hIL.

Corolario 17. La variedad de las dlgebras de semi-Heyting coincide con la
clase de los reticulos hemi-implicativos A, cuyo reticulo de congruencias es
isomorfo con el reticulo de filtros de A.
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Capitulo 2

Subreductos y generalizaciones
de los reticulos subresiduados

En este capitulo realizaremos un breve estudio de algunos subreductos de
los reticulos subresiduados.!
Como mencionamos en el Capitulo 1, la clase de los {— }-subreductos de las
algebras de Heyting es la variedad de las algebras de Hilbert. Naturalmen-
te surge la siguiente pregunta: ;Puede caracterizarse la clase de los {—}-
subreductos de los elementos en la variedad SRL? Dar la respuesta a esta
pregunta es el primer objetivo de este capitulo.
Posteriormente, estudiaremos los {—, A}-subreductos de los reticulos subre-
siduados, y para finalizar presentaremos una generalizacién de los reticulos
subresiduados.

2.1. Preliminares

En esta seccién exponemos algunas propiedades de los reticulos subresi-
duados que utilizaremos en el resto del capitulo.

Definicién 12. Sean (A, D) un reticulo subresiduado y a € A. Definimos
Oa:=1—ay0OA:={1l 5 a:a€ A}

Observacién 18. Como consecuencia de la Definicion 12, resulta que D =
OA, es decir, OA = {a € A : Oa = a}. En efecto, sea b € OA luego
b=1— a, para algin a € A. Por definicion de —, resulta que 1 — a € D,
es decir b € D. Reciprocamente, supongamos que b € D, entonces b € A y
1 —b=1>. Luego b € LJA.

!Entendemos como subreducto de un &lgebra A, a toda imagen isomérfa de una
subdlgebra del reducto correspondiente de A
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Lema 19. Sean (A, D) un reticulo subresiduado, a,b € A y d € OA. Enton-
cesaNd<bsiysolosid<a—b.

Demostracion. Sean a,b € Ay d € [JA. Supongamos que a A d < b, por
definicién de —, tenemos que d < a — b. Reciprocamente, sea d < a — b
luego and < aA(a — b). Ademads, como a — b € E,;, entonces aA(a — b) < b.
Por lo tanto a A d < . [

Lema 20. Sea A € SRL. Para cada x € A se verifica Ox < x .

Demostracion. Usando (A3) tenemos que 1A (1 — z) < z, luego 1 — x < x,
es decir Oz < z. O

Corolario 21. Sean A € SRL y z,y € A. Entonces v — y € OA.

Demostracion. Por el Lema 20 tenemos que O(z — y) < z — y. Por otro
lado, usando (A2), resulta z —y <1 — (x — y), es decir x — y < O(x —
y). Por lo tanto

Oz —y) =xz—uy. (2.1)

En consecuencia x — y € LA. ]

Observacion 22. Dado que Oz € OA, resulta (1 — x) =1 — x, esto es
0(Oz) = Ox para cada x € A.

Lema 23. St A € SRL y x,y € A entonces x <y si y solo si v — y = 1.
Ademds, las siguientes cuasi-ecuaciones se satisfacen en todo reticulo subre-
siduado:

(I) v - x=1,
(T) v —1=1,
(A) six -y=1yy—x=1 entonces x =y,
(B) (x—y) = ((y—2) = (z—2) =1
(M1) z <y implicay — z <z — z,
(M2) x <y implica z— x < z—y.
(81) (x =y) = (= (x=y) =1,
(52) (w—=(z = (y—=2) = (w—=(z—=y) = (w—=(r=2)]=1

Demostracion. Sean A € SRL y z,y € A tal que v < y. Luego z A1 < y
y como consecuencia del Lema 19, 1 < x — y. Por lo tanto z — y = 1.
Reciprocamente, si z — y = 1, por (A3) resultay > zA(x — y) = x Al ==x.
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ey
(T)
(A)
(B)

(M1)
(S1)
(S2)

Es consecuencia de (A1).
Es consecuencia directa del hecho que x < 1, para cada = € A.
Siz—>y=1=y — xentonces z <yey <z, luego z = y.

Por (A6), tenemos que (x — y) A (y — z) < & — z. Luego, como
x — y € OA, por el Lema 19 resulta que x — y < (y — 2) — (xz — 2).
Por lo tanto (z = y) = ((y = 2) = (z = 2)) = 1.

y (M2) son consecuencia de la Definicién 1 y Observacién 11.
Es consecuencia directa de (A2).
Por (A3), y A (y — z) < z. Luego, aplicando (M2) tenemos que
r— yYANy—2)<z— -z
Entonces, usando (A4),
(x=yYAN@Ez—=(y—2)<z—>-=z
Nuevamente, por (M2)
w—=((r=y)Ax—(y—2) <w-—=(r—2),
Aplicando (A4), tenemos
(w—=(x=y)AN(w—=(r—=(y—2)) <w-—=(r—2).

Usando (M2), implicando w — (x — y), resulta

(w—=(z—=y) = (W= (@=2y)A(w—= (= (y—2)) <

<(w—(z—=y) = (w—(z—2) (2.2)

Por otro lado, una prueba directa muestra que

(w—=(z=y) = (w=(@=2y)AN(w—= (2= —=2) =

=(w—(r—=y)— (w—=(xr—(y—2)) (2.3)
Entonces, reemplazando (2.3) en (2.2), tenemos que

(w—>(m—>y))—>(w—>(x—>(y—>z)))§(w—>(m—>y))—>(w(—2>é(5—>z))
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También tenemos que

w—=(rt=>yY—=2)<(w—=(r—=y) = (w—(z—(y—2)).
(2.5)
Por lo tanto, como consecuencia de (2.4) y (2.5), y transitividad obte-
nemos que

w=(r—=yY—=2)<(w=(r—=y) = (w— (2= 2)),
Luego
(w—=(z—=>y—2)2lw—(z—y) = (w—=(x—2))=1
como queriamos demostrar.

]

Observacion 24. Notar que (S1) es también consecuencia de (2.1) y de
(M1). De hecho, como z <1 entonces

l=(z—y <z—(r—y).

Dado que 1 — (z — y) =0(x — y) =z — y resulta (S1).
Ademds, tomando w =1 en (S2) tenemos que

ls(z=2y—=2)2[1lo(z—oy) 2 1=(z—2)]=1 (2
Luego, por (2.1) resulta
(§) z=W—2) ==y = (@2 =1
Por otro lado, asumiendo (S) tenemos que
r— (y—=2) <[z =y — (r—2)]. (3)

Por la monotonia de — en la sequnda coordenada, (M2), que sigue de
(A4), obtenemos que

w—=(r—=y—=2)<w—=lr—=y) = (xr—2)].
Aplicando de nuevo (S),
w—=z—=y) =2 (x—=2)]<|w—=(z—=y)]—w—(z—2),
de donde, por transitividad, se sigue que
w—=(r—=>y—2)<w-—=(r—=y)l—=w—(—2),
es decir, (S2).
Por lo tanto, de (2) y (3) resulta que (S) y (S2) son equivalentes.

23



2.2. Subreductos de reticulos subresiduados

2.2.1. Los {—}-subreductos de reticulos subresiduados

Comenzamos esta subseccién probando que la clase de los {— }-subreductos?
de los reticulos subresiduados no es una variedad.
En el siguiente ejemplo mostramos que esta clase no es cerrada por imagenes
homomoérficas.

Ejemplo 25. Consideremos el {—}-reducto del reticulo subresiduado (L, D),
donde L es la cadena de tres elementos, con 0 <m <1y D = {0,1}.

T
|
0

Figura 2.1: Reticulo subresiduado de tres elementos

Por otro lado, sea (A, —,a) el dlgebra de tipo (2,0), siendo su universo
el conjunto A = {a,b} y la operacion binaria — definida como © — y = a.
Consideremos ahora la aplicacion f : L — A dada por f(0) = f(1) =a y
f(m) =b. Una prueba directa muestra que f es un homomorfismo de dlgebras
de tipo (2,0) y que A no es un {— }-subreducto de un reticulo subresiduado.
Por lo tanto, la clase de los {— }-subreductos de los reticulos subresiduados
no es cerrada por imdgenes homomorficas.

Escribimos K para indicar a la clase de {—}-subreductos de reticulos
subresiduados. El objetivo de esta seccion es mostrar que K es una cuasi-
variedad. Para probarlo introducimos a continuaciéon una nueva cuasi-variedad.
Luego, probaremos que esta cuasi-variedad coincide con K.

Definicién 13. Un dlgebra de sub-Hilbert es un dlgebra (A, —, 1) de tipo
(2,0) tal que satisface las siguientes cuasi-ecuaciones:

(B) (x—=y) = ((y—=2) = (—2)=1
(I) x »x=1,

ZNotar que todo {—}-subreducto de un reticulo subresiduado siempre contiene a la
constante 1 = x — z, y, por lo tanto, puede verse como un {—, 1}-subreducto de esta; es
decir, como un dlgebra de tipo (2,0).
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(T) v —1=1,
(A) six »y=1yy—x=1 entonces x =y,
(S) (z—=>(y—2)—((zr—y) — (r—2) =1

Indicamos con sHA a la cuasi-variedad cuyos elementos son las algebras
de sub-Hilbert.

Lema 26. Si (A,—,1) es un dlgebra de tipo (2,0) que verifica las cuasi-
ecuaciones (B), (I), (A) y (T) de la Definicion 13, entonces la relacion <,
dada por v <y si y solo si v — y =1, es un orden. Ademads, 1 es el ultimo
elemento con respecto a este orden.

Demostracion. La reflexividad y antisimetria de < se siguen de (I) y (A),
respectivamente. Probemos la transitividad de esta relacion.
Sean z,y,z € Atalquez <yey < z,luegoxr - y=1ey — z=1. Usando
(B) obtenemos

11— (xr—2) =1

Asi, aplicando la definicién de la relaciéon <, resulta 1 < 1 — (z — 2). En
consecuencia
1= (x—2)=1

Realizando un procedimiento similar llegamos a x — z = 1, en consecuencia
x < z; luego la relacién es transitiva.

Finalmente, de (T) resulta que 1 es el ultimo elemento con respecto a este
orden. O]

En lo que sigue, hacemos referencia a este orden como “el orden natural
dado por la implicacion”.
A continuacién daremos algunas propiedades que son validas en sHA.

Lema 27. Sean A € sHA y x,y,z € A. Entonces
(M1) Sixz <y entoncesy — z <z — z,
(M2) Six <y entonces z — x < z — y.

Demostracion. Primero, probamos (M1). Supongamos que x < y, en conse-
cuencia
xr—y=1 (2.6)

De (B) tenemos que
(x—=y) = (y—=2)—(r—2)=1L (2.7)
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Es consecuencia de (2.6) y (2.7) que

1o ((y—2) = (x> 2) = 1. (2.8)
Por (T) tenemos que

(y—=>2) = (r—2)—>1=1 (2.9)

Por (2.8), (2.9) y (A) obtenemos y — 2z <z — 2.
Finalmente veamos (M2). Supongamos que x < y, entonces x — y = 1.
Por (S) tenemos que

Luego
z=1)=(z—>2)—>(z—=y)=1

Aplicando (T), resulta
l=-((z—=2)=(2—y)=1

Luego 1 < (z — z) — (2 — y), en consecuencia (z — z) = (z > y) =1
Por lo tanto z = x < z — v. [

Lema 28. Sean A € sHA yz,y,z € A. Entoncesz —y < z — (v — y).

Demostraciéon. Sean z,y,z € A. Como z < 1, aplicando (M1) del Lema 27,
tenemos que:
l=>(z—y) <z—(r—y). (2.10)

Por otro lado, por (B) e (I), tenemos que
r—=y<(y—y =2 @—oy) =1—(r—>y). (2.11)
Luego, por (2.10) y (2.11) resulta
r—=y<z-—(r—uy).
[

Como en SRL, dados A € sHA y a € A definimos Ua := 1 — a, y
OA:={0a:a € A}.
A continuacién veremos algunas propiedades de Ua y [JA.
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Lema 29. Sean A € sHA y x € A. Entonces Ox < x.
Demostracion. Sea x € A, de (S) se sigue que
Oz —>(1—2)<(0r—1)— (Or— ).
Como Oz — (1 — z) = Oz — Oz = 1 entonces
1<(0r—1)— (Or—2)

En consecuencia
Or - 1<U0z —=x

Aplicando (T), tenemos que
1<z —=x
Entonces Ulx — x = 1, es decir, Uz < . O
Corolario 30. Sea A € sHA. Para cada x,y € A se verifican:
(a) z =y =0z —y),
(b) Oy = Oy.
Demostracion. (a) Como consecuencia del Lema 29 tenemos que
Oz —»y) <z —y. (2.12)

Por otro lado, por el Lema 28, tenemos que z — y < 1 — (z — y), es
decir
r—y <Oz —y). (2.13)

De (2.12) y (2.13), resulta z — y = O(z — y), como querfamos demos-
trar.

(b) Si en el Lema 28 consideramos z = = = 1, obtenemos 1 — y < 1 —
(1 = y), esto es
Oy < Oy

Ademas, por el Lema 29
0%y < Oy
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Considerando z = x = 1 en (S1) tenemos que
Oy < O%y.
Una prueba directa basada en (b) del Corolario 30 muestra que
OA = {z: 0Oz = z}.
Lema 31. St A € sHA entonces LJA es un dlgebra de Hilbert.

Demostracion. Probemos primero que [JA es una subalgebra de A. Sean
x,y € OA, luego por (a) del Corolario 30 tenemos que O(x — y) = — v,
entonces x — y € JA.

Ademas 1 — 1 = 1, luego 1 € UA. Por lo tanto [JA es una subdlgebra
de A, entonces en [JA se verifican (A) y (S) de la definicién de dlgebra de
sub-Hilbert, esto es

siz—y=y—x=1entonces x =y, y (2.14)

(x—=(y—=2) = (z—=y) — (r—2)=1 (2.15)

Por otro lado, aplicando el Lema 28, obtenemos 1 — =z < Oy — (1 — z);

esto es equivalente a
Oz < Oy — Ox. (2.16)

En consecuencia, si x,y € [JA entonces por (2.16), resulta

r<y—ux. (2.17)

Finalmente, por (2.14), (2.15), (2.17) y la Definicién 2, podemos concluir que
[JA es un algebra de Hilbert. n

Corolario 32. Sea A € sHA, para cada x,y,z € A se verifican
1. Oz - (Qy —» 0Oz) = (O — Oy) — (O — Oz),
2.0 — (Oy — 2) =0y — (Ox — 2).

Demostracion. La primera ecuacion es consecuencia inmediata del Lema 31.
Probemos 2. Como [JA es un algebra de Hilbert tenemos que para cada
x,y,z € A,

Oz — (Oy — 0z) =0y — (Oz — Oz). (2.18)

Ademas, para cada y, z € A tenemos que, por monotonia de — y la inecuacion
Uz < z, que Uy — Uz < Oy — 2. Por otro lado

Oy = 2=00y —2)=1— 0y — 2) <Dy - Oz =0y — Oz
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Entonces,
Oy - Oz =0y — = (2.19)

Por lo tanto, se sigue de (2.19) que
Oz — (Oy — O2) =0z — (Qy — 2), (2.20)

Intercambiando los roles de x e y en los cédlculos previos, obtenemos la
siguiente igualdad

Oy — (Oz - Oz2) =y — (Ox — 2). (2.21)
Por (2.20), (2.21) y (2.18), obtenemos

Oz — (Oy — 2) =0y — (Oz — 2).
como querfamos demostrar. O
Lema 33. K C sHA.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 23 y (S), de la Observacion 24. [

En el resto de esta subseccion daremos algunos resultados necesarios para
mostrar que sHA C .

Sean A € sHA y ¢ : A — IFil(A)" definida como sigue
p(a) :={F €IFil(A) : a € F}.

Observacion 34. Una prueba directa muestra que el conjunto de los filtros
implicativos de un dlgebra de sub-Hilbert A es cerrado por intersecciones
arbitrarias, en consecuencia este es un reticulo completo (ver [1]).

Lema 35. Sea A € sHA. Entonces ¢ es una inmersién de orden?.

Demostracion. Probemos primero que ¢ es inyectiva. Sean A € sHA y a,b €
A. Supongamos que a # b. Sin pérdida de generalidad supongamos que a £ b.
Como ta € IFil(A) entonces p(a) # ¢(b) ya que ta € p(a) v ta ¢ ¢(b).
Luego, ¢ es inyectiva.

Probemos ahora que a < b, si y sélo si, p(a) C p(b). En efecto, si a < by
F € p(a) entonces F' € IFil(A) tal que a € F. Como F es creciente, resulta
que b € F,luego p(a) C ¢(b). Reciprocamente, supongamos que ¢(a) C ¢(b),
como Ta € p(a) entonces Ta € ¢(b); luego b € 1(a), esto implica que a < b,
como queriamos demostrar. Por lo tanto ¢ es una immersion. O

3Decimos que una funcién f : (A,<4) — (B,<p) es una inmersién de orden si es
inyectiva y para cada a,b € A se verifica que a <4 b, si y sélo si, f(a) <p f(b).
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Introducimos a continuacion algunas notaciones y resultados tutiles que
se utilizaran posteriormente.
Sean A € sHA y a,x1,...,x,11 € A, definimos recursivamente

{ [21,a] = 21 — a, (2.22)

[Tpit1, - T1, 0] = Tpyg = [T, ..., 21, 0]
Por ejemplo, [z,, 2,d] es [z, [y, [z,a]]] = = (y — (= — a)).

Lema 36. Sean A € sHA, zq,...,x, € JA, a € A y o una permutacion de
{1,...,n}. Entonces,

[Ty @1, 0] = [To@ys - - -5 To(1), @)
Demostracion. Se sigue por induccion usando el item 2 del Corolario 32. [
Lema 37. Sean A € sHA y xy,...,x,,a,b0 € A. Si a < b entonces
[T,y w1, 0] < xp, ... 21, 0]

Demostracion. Se sigue por induccién usando (M2). O
Lema 38. Sean A € sHA y x1,...,x,,a,b,c,d € A. Entonces

[Tp, .. x1,a,b,¢,d] < [zg,...,21,[a,b,c],a,b,d].
Demostracion. Sea a = [a,b,¢,d] =a — (b — (c = d)) y

f=(@—=(b—c)—=(a = (b—=>d)=]ab,a,b,dl. Usando (S) y
monotonia, obtenemos a < 3. Por Lema 37 tenemos que

[Tpy 2y, Q) < xg, ..., 21, 0]
Luego,
[Tp, .. x1,a,b,¢,d] = [xg,...,21,]a,b, ¢ d]]
< |xn,...,x1,][a,b,c|,a,b,d]
= [xn,...,21,]a,b,c,a,b,d.

Lema 39. Sean A € sHA y x1,...,1,,a,b € JA. Entonces
[Ty 21, a,0] = [[Tn, ..., 21,0, 20, ..., 21, D).

Demostracion. Se sigue por induccion usando el item 1 del Corolario 32. [
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Lema 40. Sean A € sHA, a € A y X CUA tal que 1 € X. Entonces,
(XU{a})={be A : Juzy,...,x, € X tal que [xy,...,2,,a,b] =1}.

Demostracion. Sean A € sHA, a € Ay X CUOA con 1 € X. Consideremos
el conjunto

G:={beA: Juxy,...,x, € X tal que [z1,...,2,,a,b] = 1}.

Primero veamos que X U {a} C G. Sea x € X, como a < 1 se tiene que
1 > 2 < a — x. Porotro lado, 1 = =z = z, asi * < a — x, es decir,
x — (a — x) = 1. En consecuencia, x € G. Ademéas, 1 — (a - a) =1y
1€ X, asi a € G. Luego, X U{a} C G.

Ahora veamos que G es un filtro implicativo. Como 1 — (¢ — 1) =1
se tiene que 1 € G. Sean b,c € A tales que b,b — ¢ € G. Entonces existen
L1y oy Ty Y1, - -, Ym € X tales que

[T1,...,2p,a,0] =1 (2.23)
y
Y1,y Ym,a, b c] = 1. (2.24)
Asi
1 = [z, ., Zn, Y1, -, Ym, @, b, (] [por (2.24)]
= |1, Tu, Y1y oy Ym, |G, D, €]
= (Y1, Ym, T1, -, T, @, b, (] [por Lema 36]
= [y, s Ym>T1,- -, Tn,a,b, |
S [yla s Ymy L1y ooy Tp—1, [$n7a7b]7$n7aac] [pOI' Lema 38]
= [yla"'>ym>$17'"7xn717[xnaa7b]>[xn7&>c]]
= (Y1, s Yms [T1, -y Toe1, [T, @, O], [21, -0y X1,y [T, @, ] [por Lema 39|
= (Y1, s Yms [T1, o Tty Ty @y b), [, o Tp1, T, @, ]
= [y, s Ym, L, [T1, ., Tp1, T, a, ] [por (2.23)]
= (Y1, Ymy T1s oy Tpo1, Ty, @, ]
Luego,
[ylw"aym;xla---7xn71>wn>aac] = 17

asi ¢ € GG. Por lo tanto G es un filtro implicativo.
Finalmente, como H es un filtro implicativo tal que XU{a} C H, entonces
G C H. Por lo tanto G = (X U {a}). O
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Lema 41. Sean A € sHA, F € IFil(A) y a,b € A con a — b ¢ F. Entonces
eriste G € IFil(A) tal quea € G, b¢ G y FNOA CG.

Demostracion. Sea G el filtro implicativo generado por (FNOA) U {a}. En
consecuencia a € Gy FNUOA C G.
Supongamos que b € G. Se sigue del Lema 40 que existen zq,...,x, €
FNOA tal que
[T1, 29, ,Tpn,a,b] = 1.

Como xy,...,x, € F'y F € IFil(A) entonces a — b € F, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, b ¢ G. O

Sea A € sHA. Indicamos con D al subreticulo completo de IFil(A)*
generado por ¢(JA). Una prueba directa muestra que este subreticulo es
distributivo.

Lema 42. Sean A € sHA, F,G € IFil(A) y W € D tal que F €¢ W y
FNOA CG. Entonces GeW.

Demostracion. Sean A € sHA, F,G € TFil(A) y W € D tal que F € Wy
FNDOACG. Como W € D, existe {a }ierrex € OA tal que

W = U ﬂ ().

i€l ke K

Como F' € W y {aixtierrex € OA tenemos que existe [ € I tal que para
cada k € K, ay € FNUOA. Pero FNOA C G, por lo que a;;, € G para cada
k € K. Por lo tanto G € W. O

Sea A € sHA. Para cada U,V € IFil(A)" existe el mdximo del conjunto
B={WeD:WnU CV}. En efecto, dado que B C D, por definicién de
D, existe el supremo de B, que llamamos a, es decir, a = ;.5 W. Luego
acDyanU=Uyps(WnNU) C V. Por lo tanto « es el maximo de B.
Denotamos a este elemento con U = V.

Lema 43. Sean A € sHA ya,b € A. Entonces
pla = b) = p(a) = ¢(b).
Demostracion. Sean A € sHA y a,b € A. Consideremos el conjunto
Eu = {W € D: W npa) C o)}

Una prueba directa muestra que p(a — b)Np(a) C ¢(b), asi p(a — b) € Eg.
Ahora probemos que ¢(a — b) es el maximo de E,. Para ver esto, sea
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W € Eup, es decir, W € Dy WnNe(a) C ¢(b). Mostramos a continuacién que
W C p(a —b). Sea F' € IFil(A) y supongamos que F' € W'y F' ¢ o(a — b).
En particular, a — b ¢ F. Se sigue del Lema 41 que existe G € IFil(A) tal
quea € G,b¢ Gy FNOA C G. Ademas, se sigue del Lema 42 que G € W,
asi G € WnNp(a) C ¢b). Asi b € G, lo cual es una contradiccién. Luego,
W C ¢(a — b). Por lo tanto, p(a — b) es el méximo de E,j,, como queriamos
demostrar. O

El siguiente resultado es consecuencia del Lema 43.

Teorema 3. Sea A € sHA. Entonces, (IFil(A)", D) es un reticulo subresi-
duado donde p(A) es isomorfo a A.

Es consecuencia del Teorema 3 que toda algebra de sub-Hilbert es un
{—}-subreducto de un reticulo subresiduado. Esto es,

Corolario 44. sHA C K.

Como consecuencia del Lema 33 y el Corolario 44 resulta
K =sHA.
Asi, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 45. La clase K es una cuasivariedad.

2.2.2. Los {A,—}-subreductos de reticulos subresidua-
dos

En esta seccién estudiamos la clase cuyos miembros son los {A, —}-
subreductos de los reticulos subresiduados. Mostramos que esta clase es una
variedad y damos una base ecuacional para la misma.

Definicién 14. Un dlgebra (A, \,—, 1) de tipo (2,2,0) es un semi-reticulo
subresiduado si satisface las siguientes ecuaciones:

(SL1) s AN (yAz)=(xAy) Az,
(SL2) x Ny=yA«x,

(SL3) x Nz =z,

(SL4) s N1=ux.

(SR1) (zNy) —y=1,
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(SR2) x -y <z— (x—y),
(SR3) A (x—y) <y,
(SR4) z— (x ANy) = (z = x) AN (2 = y).

De manera equivalente, un dlgebra (A, A, —, 1) de tipo (2,2,0) es un semi-
reticulo subresiduado si (A, A, 1) es un semi-reticulo acotado superiormente
y las ecuaciones (SR1) a (SR4) se satisfacen. Escribimos SRS para indicar
a la variedad cuyos elementos son semi-reticulos subresiduados.

Observacién 46. Como consecuencia de la Definicion 14 y definicion de la
variedad SRL [ver Seccion 1.2], obtenemos que todo {A, —}—subreducto de
un reticulo subresiduado es un elemento de SRS.

Sean A € SRS y a € A. Como en el caso de los reticulos subresiduados
y las dlgebras de sub-Hilbert, definimos Oa =1 — a y OA := {Oa | a € A}.

Lema 47. Sea A € SRS. Las siguientes condiciones se satisfacen para cada
x,y,z € A:

1. Six <y entonces z > x < z — y.
2. (z—=>yYNly—z)<zx—=z
3. x<ystysolosiz—y=1.
4. Stx <y entoncesy — z < x — 2.
5. 0(@x —»y)=x—y.
Demostracion. 1. Es consecuencia de (SR4).

2. Sean x,y,z € A. Notemos primero que la ecuaciéon x — = = 1 se
cumple en SRS, esto es consecuencia de (SR1). De (SR3) se sigue
que z A (x —y) <yyyA(y— z) <z Luego

zA(x—=y) ANy —2) <z
Como consecuencia de 1. tenemos que
r—=zAN(z—=>y)AN(y—2)]<z—-z (2.25)
Ademas, por (SR1), (SR2) y (SR4),

r=ANz—=yYANy—=2)] = =) N[z— (z=y)Alr— (y— 2)
= [t @—=y)|Alz = (y—2)
> (z—=y) Ay —2).
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Luego,
(x—=yYANy—2)<z=zA(z—=y Ay —2)] (2.26)
Asi, por (2.25) y (2.26), resulta

=y AN {y—2<z—>-=

3. Sean x,y € A tales que z < y. Por (SR1), 2z —wy=(xAy) »>y=1,
asi ¢ — y = 1. Reciprocamente, asumamos que x — y = 1, se sigue de
(SR3) quez =z A(x —y) <y, asi x <.

4. Sean z,y € A tal que z <y. Por 2. y 3.,

y—z = 1A (y—2)
(z=y)A(y—2)
T — 2.

IA

5. Es consecuencia de (SR2) y (SR3).
[

Observaciéon 48. Notar que 1. y 4. del Lema 47 son (M1) y (M2), res-
pectivamente, nombradas anteriormente en este trabajo.

Una prueba directa muestra que 0JA = {a € A : Oa = a}.
Lema 49. Sea A € SRS. Entonces
1. OA es un semi-reticulo acotado superiormente de A.

2. Para cada a,b € A, a - b=méx{d € JA | dNa < b}.

Demostracion. 1. Primero notemos que 01 = 1. Ademés, por (SR4),
O(aAb) = OaAOb. Luego, (A es semi-reticulo acotado superiormente
de A.

2. Sean a,b € Ay definimos Ey = {d € OA | d Aa < b}; por 5. del
Lema 47, a — b € OJA. Ademads, por (SR3), a A (a — b) < b. En
consecuencia a — b € E.

Sea ahora d € Ey,, asi d € JA y a Ad < b. Aplicando 1. del Lema 47,
tenemos que a — (a Ad) < a — b. Ademas, por (SR1) y (SR4),

a— (aNd)=(a—=a)AN(a—d)=a—d.
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En consecuencia,
a—d<a-—b. (2.27)

Por otro lado, como a < 1, por el Lema 47 obtenemos
l—-d<a—d. (2.28)
Por (2.27), (2.28) y el hecho de que d = [Od, deducimos que
d<a—b.

Por lo tanto, a — b es el méaximo de E.

[]

Observacién 50. Como en el caso de SRL, se puede dar una definicion de
SRS como un par, de la siguiente manera:

Un semi-reticulo subresiduado es un par (A, D) tal que A es un semi-reticulo
acotado superiormente y D es un semi-reticulo acotado superiormente de A,
tal que para cada a,b € A el conjunto Eq := {d € D | d AN a < b} tiene
elemento mdzimo.

A continuacion daremos algunos resultados que nos permitiran probar
que la variedad SRS coincide con la clase de los {—, A}—subreductos de
reticulos subresiduados.

Consideremos el reticulo acotado, distributivo y completo Fil(A)*, y la apli-
cacién j : A — Fil(A)* dada por j(a) := {F € Fil(A) | a € F}.

Utilizando un razonamiento similar al usado en la prueba del Lema 35, ob-
tenemos el siguiente resultado.

Lema 51. Sea A € SRS. Entonces j es un inmersion de semi-reticulos
acotados superiormente.

Sea A € SRS. Definimos T := j(JA), que es un subconjunto de Fil(A)".
También definimos D como el subreticulo completo de Fil(A)* generado por
T'. Siguiendo un razonamiento similar al empleado en la seccién 2.2.1 es po-
sible mostrar que el par (Fil(A)*, D) es un reticulo subresiduado. Escribimos
= para la implicacién en esta algebra, es decir, para cada U,V € Fil(A)*,
U=Vi=méax{WeD :WnU CV}.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que j(a — b) = j(a) = j(b). Para
demostrarlo necesitamos probar previamente los siguiente lemas.

Lema 52. Sean A € SRS, F € Fil(A) y a,b € A tal que a — b ¢ F.
Entonces eziste G € Fil(A) tal quea € G, b¢ G y FNOA CG.
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Demostracion. Sean A € SRS, F € Fil(A) y a,b € Atal quea — b ¢ F.
Definimos G como el filtro generado por (F N OA) U {a}. Luego a € G y
FNnOACG.

Supongamos que b € GG, entonces existe x € (F NOA) tal que x A a < b.
Luego, se sigue del Lema 47, (SR1) y (SR4) que

a—b > a—(aNz)
= (a—a)A(a—2x)
= a—ux,
asi
a—zv<a—b. (2.29)

Ademas, se sigue nuevamente del Lema 47 y la inecuacion a < 1 que
l—-z<a—uz. (2.30)

Como x € A, se sigue de (2.29) y (2.30) que x < a — b. Pero x € F,
en consecuencia a — b € F' lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,

b G. O

Lema 53. Sean A € SRS, F,G € Fil(A) yW €D con F e W y FNOA C
G. Entonces G € W.

Demostracion. Anéloga a la prueba del Lema 42. O

Lema 54. Sea A € SRS y a,b € A. Entonces
jla—b) = ja) = j(b).
Demostracion. Sea A € SRS y a,b € A. Definimos el conjunto
B = {W €D :Wnja)Cjb)}

Una prueba directa muestra que j(a — b) N j(a) C j(b), asi j(a = b) € Eg.
Ahora mostremos que j(a — b) es el maximo de E,;. Para ver esto, tomemos
W € Eg, es decir, W € Dy Wnj(a) C j(b). Mostremos que W C j(a — b).
Sea F' € Fil(A) y supongamos que F' € Wy F' ¢ j(a — b). En particular,
a — b ¢ F. Se sigue del Lema 52 que existe G € Fil(A) tal que a € G,
b¢ Gy FNOA C G. Ademas, se sigue del Lema 53 que G € W, asi
G € Wnijla) C j). Luego, b € G, lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, W C j(a — b).

Por lo tanto, j(a — b) es el maximo Ey,, como querfamos demostrar. O
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Como consecuencia de los Lemas 51 y 54, obtenemos el siguiente resulta-
do.

Corolario 55. Sea A € SRS. Entonces j es una inmersion de A en el
{—, A}-reducto de (Fil(A)™, D).

La Observacion 46 y el Corolario 55 nos permiten concluir que la variedad
SRS coincide con la clase de {—, A}-subreductos de reticulos subresiduados.

2.3. Una generalizacién de los reticulos su-
bresiduados

En esta seccién presentamos una generalizacién de la variedad de los
reticulos subresiduados, en la cual el reticulo subyacente no es necesariamente
distributivo.

Definicién 15. Un dlgebra (A, A\, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) es un reticu-
lo subresiduado en el sentido amplio si (A, \,—,1) € SRS y (A, A, V,0)
es un reticulo con primer elemento, 0. Escribimos SRL" para indicar a la
variedad de reticulos subresiduados en el sentido amplio.

A continuacién, damos ejemplos interesantes de reticulos subresiduados
en el sentido amplio.

Ejemplo 56. Sea L un reticulo acotado (no necesariamente distributivo).
Definimos en L una operacion binaria —, como sigue:

1sia<b,
a—)b—{osiagb (2.31)

Llamamos a estas dlgebras de tipo (2,2,2,0,0), 2-reticulos subresiduados.
Un calculo directo muestra el siguiente resultado.

Lema 57. Sea L un 2-reticulo subresiduado. Entonces (L,—) es reticulo
subresiduado en el sentido amplio.

Los siguientes diagramas seran de utilidad para los ejemplos posteriores.
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/N /N
W

0

Figura 2.2: Los diagramas de Hasse del reticulo no modular con cinco ele-
mentos, N y el reticulo modular no distributivo con cinco elementos, M.

Ejemplo 58. Sea (M, A,V,—,0,1) el dlgebra de tipo (2,2,2,0,0) cuya estruc-
tura de reticulo subyacente es la representada en Figura 2.2 y cuya operacion
binaria — es presentada en la siguiente tabla.

—l0laf[b]c[1]
0| 1|1]1]1]1
a ||[b|1]b|b]|1
b |o|0|1|0)|1
cllblblb|1]|1
1{0]0|blO]|1

Cuadro 2.1: Ejemplo de reticulo subresiduado en el sentido amplio

Una prueba directa muestra que (M,—) es un reticulo subresiduado en el
sentido amplio.

Ejemplo 59. Sea (N,A,V,—,0,1) un dalgebra de tipo (2,2,2,0,0) cuya es-
tructura de reticulo subyacente es la representada en Figura 2.2 y cuya ope-
racion binaria — es presentada en la siguiente tabla.

—l0]alblc]1]
OjJ1]1]1|1]1
a0l1]0]0|1
bilalallla|l
c |I0ja|O0|1]1
1 0laj0]a|l

Cuadro 2.2: Ejemplo de reticulo subresiduado en el sentido amplio
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Se puede probar que (N,—) es un reticulo subresiduado en el sentido
amplio.

Observacién 60. Los ejemplos anteriores implican que la variedad SRL*
tiene a SRL como subvariedad propia, ya que A € SRL” tiene una estruc-
tura de reticulo subyacente que no es necesariamente distributivo. Esta es la
diferencia esencial entre ambas variedades.

A continuacién daremos una descripcién como pares reticulo/subreticulo
a los elementos de SRL".

Definicién 16. Un SRL*-par es un par (L, D) tal que L es un reticulo
acotado, D es un subreticulo acotado de L y para cada a,b € L existe el
mdzimo del conjunto {d € D : a A d < b}, al que denotamos como a — b.

Para A € SRL" y a € A definimos Oa :=1— ay OA:={{a:a € A}.
Notar que OJA = {a € A : Oa = a}.

Lema 61. Si (L, D) es un SRL*-par entonces (L,—) € SRL"

Demostracion. Comprobemos que (L, A, V,—,0,1) satisface las ecuaciones
que definen la variedad SRS. Las ecuaciones SL1-SL4 se cumplen porque L
es un reticulo acotado. Sean x,y, 2z € L.

(SR1) Como 1 € Dy 1A (xAy) <y,entonces (x Ay) =y =maz{d € D :
dN(zANy) <y} =1

(SR2) Dadoque (x »y)ANz<zx—yyrx—yeD z—y<ma{deD:
dNz <z —y};esdecir,r >y <z— (r—y).

(SR3) Como z — y =max{d € D : d Nz < y}, se sigue que x — y € {d €
D:dnhz<y}yasi(z—y AN <uy.

(SR4) Probemos que z — (z Ay) = (2 = x) A (2 — y); es decir, que z —
(xANy)=inf{z = x,z— y}.

» Como z — (zANy) =maz{d € D :dANz<zAy}ly(z —
(xAy) ANz <xAysetiene que (z > (zAy))ANz<zy(z—
(x Ay)) Az < y. En consecuencia, (z — (zAy))ANz<z—>zxy
(z = (xAy)) Az < z — y. Luego, z — (x Ay) es una cota inferior
del conjunto {z — =,z — y}.

= Por otro lado, seat € Dtal quet < z -z yt <z — y. Como
(z = 2)A\z2<zy(z—=y)Az <y,sesiguequetAz <z ytAz < y.
Luego, t A z < x Ay y consecuentemente, t < z — (x A y).
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]

Siguiendo un razonamiento similar al utilizado en [16, Teorema 1] se prue-
ba que.

Lema 62. Si (L, —) € SRL" entonces (L,0L) es un SRL"-par.

Observacién 63. Notar que si (L,—) € SRL" entonces 0L es un dlgebra
de Heyting y por lo tanto, L es un reticulo distributivo acotado.
Los dos Lemas anteriores resultan ser una generalizaion de [10, Teorema 1].

2.4. Reticulos y semi-reticulos de sub-Hilbert

En esta seccién presentaremos una generalizacién de la variedad SRS.
Notar que en toda algebra de Hilbert se cumplen las siguientes ecuaciones:

(SH1) z »y<(y—2z2)—(r—2) y
(SH2) z > (y — 2) < (x > y) = (x — 2).

Ademas, en toda &algebra de Hilbert con infimo se satisfacen las siguientes
ecuaciones:

(SR1) (zAy) —»y=1,
(SR3) zA(z = y) <y,
Esto motivo la siguiente definicién.

Definicién 17. Un dlgebra (A, N\, —, 1) de tipo (2,2,0) es un semi-reticulo
de sub-Hzilbert si:

1. (A, N, 1) es un semi-reticulo acotado superiormente.

2. Se cumplen las siguientes ecuaciones:

(SR1) (v Ny) —y=1,

(SR3) x A (x —y) <y,

(SH1) s »y<(y—z2) = (r—2) y

(SH2) z — (y = z) < (x > y) = (x — 2).

Indicamos con sHS a la variedad de semi-reticulos de sub-Hilbert.

Lema 64. La variedad SRS es una subvariedad de sHS.
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Demostracion. Sea A € SRS, teniendo en cuenta la definicién de las varie-
dades SRS y sHS, solo queda probar que en A se verifican (SH1) y (SH2).

(SH1) Por 1.y 2. del Lema 47, tenemos que

(y—=2)—=((z=yYA(y—2)<(y—2) —(x—2). (2.32)
Ademas, por (SR4) y la ecuacién x — x = 1 vélida en SRS, se verifica
que

Y=2) = (=9 ly=2)=W—=2) = (@=y. (233
Por (2.32) y (2.33), se cumple

(y—=2)—=(r—=y) <(y—z2) = (z—2). (2.34)

Luego, por (SR2) y (2.34), resulta que

r—=y<(y—z2) —(x—2).

(SH2) Es consecuencia del Lema 23, (B).
[

A continuaciéon damos un ejemplo de un dlgebra de sHS que no esta en
SRS.

Ejemplo 65. Consideremos el reticulo B, visto como un semi-reticulo aco-
tado superiormente, cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

1
7\
b a
N/
0
Dotémoslo con la operacion binaria — definida como sigue.
vy — Lisiz <y,
P \ysizgy

Una prueba directa muestra que B, con esta implicacion, es un semi-reticulo
de sub-Hilbert.

Ademdas, no satisface la condicion (SR4) de la Definicion 14, es decir a —
(anb) # (a—a)A(a—D), puesa — (aANb)=a—0=0y(a—a)A(a—
b) = 1Ab="b. Por lo tanto, no es un semi-reticulo subresiduado. Asi, hemos
probado el siguiente resultado.
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Corolario 66. La variedad SRS es una subvariedad propia de sHS.

Las siguientes propiedades son compartidas por todos los elementos de
sHS.

Lema 67. Si A € sHS y x,y € A entonces v <y si y solo si v — y = 1.
Ademas, las siguientes cuasi-ecuaciones se satisfacen en todo semi-reticulo
de sub-Hilbert:

(M1) Sixz <y entoncesy — z < x — 2.
(M2) Six <y entonces z —x < z = y.

Demostracion. Sea A € sHS y z,y € A tales que v — y = 1, luego z =
xAN1l=zA(x — y) <y. Porotro lado, si z < y, entonces z A y = x y por
lo tanto, r >y = (z Ay) =y = 1.

(M1) Sean z,y € A tales que z < y. Luego usando (SH1), obtenemos que
1<(y—2) — (r— 2);esdecir, y >z <z — 2.

(M2) Se sigue de (SH2), ya que si x < y (y por lo tanto z — y = 1)
tenemos que 1 = z - 1 =2 = (z - y) < (z = x) = (¢ = y). Luego,
z—=r<z—=y.

]

Corolario 68. Sea A € sHS, para cada x,y,z € A se verifican las siguientes
ecuaciones:

(i) = (yNz)<(x—=y)A(x—2).
(i) (xVy) = z<(r—=2)A({Yy—2).
Demostracion. Es consecuencia de los Lemas 67, 1 y 2. [

Sea A € sHS y a € A. Como en el caso de reticulos subresiduados,
definimos Ja =1 —ay OA={0a:a € A}.

Observacién 69. = De forma similar a lo visto en subsecciones ante-
riores, en sHS es posible caracterizar al conjunto (JA de la siguiente
manera JA = {a € A:Oa = a}.

» Para cada a,b € A, se tiene que O(a — b) = a — b. En efecto, por
(SH1), se verifica a — b < (b — b) — (a = b), luegoa — b <1 —
(a —b)=0(a — D).

Por otro lado, usando (SR3), obtenemos 1 A (1 — (a — b)) < a — b,
asi 1 — (a = b) <a —b, es decir O(a — b) < a —b.
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Lema 70. Sea A € sHS. Entonces (HA, —, 1) es un dlgebra de Hilbert.

Demostracion. Como Oy < 1, usando (M1), se obtiene 1 — (1 — z) <
Oy — (1 — x), asi
O(1 — z) <Oy — Oz (2.35)

Ademas por la Observacion 69 se verifica que
O1—2z)=1—x. (2.36)

Luego, por (2.35) y (2.36) resulta que 1 — = < Oy — Oz, esto es Oz <
Uy — O

Por otro lado, si Uxr — Uy = 1 = Uy — Uz, por el Lema 67, tenemos que
Uz < Oy y Oy < Oz, luego Uz = Uy.

Por ultimo, como consecuencia de (SH2) obtenemos la ecuacién Oz —
(Oy — 0Oz) < (Ozx — y) — (Ozx — Oz).

Por lo tanto (JA, —, 1) es un algebra de Hilbert.

A continuacion presentamos una nueva variedad.

Definicién 18. Un reticulo de sub-Hilbert es un dlgebra (A, A, V,—, 1)
de tipo (2,2,2,0) tal que (A, A,V) es un reticulo y (A, N\, —, 1) es un semi-
reticulo de sub-Hilbert.

Indicamos con sHL a la variedad cuyos elementos son los reticulos de
sub-Hilbert.
La siguiente es una caracterizacion de los reticulos de sub-Hilbert.

Teorema 4. Sea A € hlIL, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A € sHL.
(b) Para cada x,y,z € A se cumplen las siguientes ecuaciones:

) z—y<z—(xr—y),
2

)

) (wVy) = z<(z—=2)A(y—2),
) rx— (yYANz)<(x—=y) Az —2),
) w
)
)

=~

2= y—=2)<(w—=(@—=y) = (w—= (- 2),
5) Oz — (Oy — Oz) = 0Oy — (O — Oz).
6) Or — (Oy — Oz) = (Oz —» Oy) — (Oz — Oz).

Demostracion. Sea A € sHL, como consecuencia del Corolario 68 y del Lema
70, solamente queda probar las ecuaciones 1) y 4).
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1) Por (SH1), tenemos que (z = y) < (y =2 y) = (z —y)=1— (z —

4)

y). Ademads, como z < 1, usando (M1), tenemos que 1 — (x — y) <

z = (x = y). Porlo tanto z —» y < z — (z — y).

Por (SH2) tenemos que z — (y — 2) < (r — y) = (z — 2). Luego,

usando (M2), obtenemos

w—=(r=(y—=2)<w-—((z—=y) — (z—2). (2.37)
Por (SH2) tenemos que

w—=((r—=y) = (x—=2) < (w—=(r—y) = (w—(x—2)).
(2.38)
Por (2.37) y (2.38), resulta que

w—=(r—=>Y—=2)<(w—=(r—y) = (w—(z—2).

Reciprocamente, sea A € hIL tal que para cada x,y,z € A se verifican las
ecuaciones 1)-6). En consecuencia (A, A, 1) es un semi-reticulo acotado supe-
riormente. Probemos el resto de las condiciones de la Definicién 17.

En primer lugar, notar que en A se verifican (M1) y (IM2), esto es conse-
cuencia de 2), 3) y los Lemas 1 y 2.

(SR1)

(SR3)
(SH1)

Usando 2), tenemos que

(Ay)Vy) =y <((zAy) =y) Ay =) (2.39)
Como z Ay < y entonces (x Ay) Vy =y. Luego

(EAy)Vy) my=y—y (2.40)
Por (2.39) y (2.40), tenemos que
y=y<(@nry) =y Ay —=y)
Ademas, como A € hIS; se tiene que y — y = 1. En consecuencia
1< (zAy)—uy.

En consecuencia (z Ay) — y = 1.
Es consecuencia del hecho que A € hIS.

En primer lugar notar que 1 — (z — y) = x — y, para todo z,y € A;
es decir J(x — y) = x — y. En efecto, por 1) tenemos que z — y <
1 = (z — y). Ademés, como 1 A (1 — (x — y)) < z — y resulta
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l—>(xr—y) <x—y Porlotanto 1 —» (x - y) =z — y.

Retomando la prueba de (SH1), si consideramos w = 1 en (4) resulta
la(z—=(y—=2)<(1=(—=y)—=> 0= (x—2).
En consecuencia
r—=(y—2)<(r—y) —(xr—2)
Aplicando (M2), obtenemos

y—=2)=@=>W=2)<y—=2) ==y = @=2)

(2.41)
Por 1), tenemos que
(y—=2) = (@@= (y—2)=1 (2.42)
De (2.41) y (2.42), obtenemos
y—=2) ==y = (@—2)=1 (2.43)

La ecuacion (2.43) se puede escribir de manera equivalente, como sigue:
Oy —2) = (0@ —y) >0 —2) =1
Por 5) obtenemos que
O —y) — Oy — 2) - 0x—2) =1.
Lo que es equivalente a
(x—=y)=>((y—=2) —(r—2)=1 (2.44)
Ademas, como A € hIS, tenemos que

=y Az =y) = ((y=2) = (@ =2) <@y —=2) = (= 2)

(2.45)
Finalmente, por (2.44) y (2.45), resulta que
r—=y<(y—z) —(r—2).
(SH2) Se prueba de manera directa, tomando w = 1 en (4).
[
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Observacién 71. Como consecuencia el Teorema /4, es posible definir alter-
nativamente a los reticulos de sub-Hilbert de la siguiente manera*:

Un dlgebra (A, \,V,—, 1) de tipo (2,2,2,0) es un reticulo de sub-Hilbert
st (A, A\, V, 1) es un reticulo, (A, A\, —, 1) es un semi-reticulo hemi-implicativo

y para cada x,y,z,w € A, se satisfacen las siguientes desigualdades:
Hr—y<z—(r—y),

2) (zVy) = z<(x—2)AN(y— 2),

N z—=(yNz)<(x—y)A(r— 2),
Hw—=(r=y—=2)<(w=(@—=y) = (w—= (= 2),
5) Oz — (Oy — Oz) =0y — (Ox — Oz).

)

6) Oz — (Oy — Oz) = (Ozr — Oy) — (Ozr — Oz).

4Esta definicién coincide con la dada en [7]
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Capitulo 3
Reticulos de Sub-Hilbert

En este capitulo estudiamos en detalle la variedad de los reticulos de sub-
Hilbert, presentada en el capitulo anterior. En primer lugar mostramos que
toda édlgebra en esta variedad estd determinada (bajo isomorfismo) por una
terna (L, D, S) que satisface las siguientes condiciones:

1. L es un reticulo distributivo acotado,

2. D es un subreticulo de L que contiene 0, 1 y tal que para cada a,b € L
existe un elemento ¢ € D con la propiedad que para todo d € D,
aNd<bsiysélosid< c (escribimos a —p b para el elemento ¢), y

3. S es un subconjunto no vacio de L tal que

I. S es cerrado por —p y

1. .S, con este orden heredado, es un reticulo en si mismo.

Luego estudiamos las congruencias de las algebras de esta variedad. En par-
ticular, mostramos que existe un isomorfismo de orden entre el poset de las
congruencias de cada reticulo de sub-Hilbert A y el poset de cierta clase de
filtros de A, que aqui llamamos filtros V-absorbentes.

Los temas desarrollados en este capitulo se encuentran publicados en [7].

3.1. sHL-ternas

Como una consecuencia del Corolario 66 tenemos que la variedad de los
reticulos subresiduados es subvariedad propia de sHL. Ademads, una prueba

directa muestra que la variedad de los reticulos de Hilbert es también una
subvariedad de sHL.
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Por la definicién de SRL [ver Seccién 1.2] sabemos que todo reticulo subre-
siduado puede representarse como un par.

Por otro lado, todo reticulo de Hilbert es un {—, 1}-subreducto de algin
algebra de Heyting; uno que es un reticulo con respecto al orden heredado.
Esta observacién motiva la siguiente definicién.

Definicién 19. Un HL-par es un par (H,S), donde H es un dlgebra de
Heyting y S es un subconjunto no vacio de H que es cerrado por — y que es
un reticulo con respecto al orden heredado de H.

Ejemplo 72. Consideremos el dalgebra de Heyting de universo H = {0, ¢,a,b,1}
cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

1
RN
b a
N /S
|
0

Figura 3.1: Ejemplo de HL-par

y sea S ={0,a,b,1} C H. El par (H,S) es un HL-par.

Observacion 73. Notar que todo HL-par (H, S) define un reticulo de Hilbert
(S,A,V,—,1); donde A y V. son el infimo y supremo en el poset S.

Por otro lado, dado que todo reticulo de Hilbert S, se puede sumergir en el
algebra de Hilbert subyacente de un dlgebra de Heyting H, siendo o : S — H
esta inmersion, podemos asociar a S un HL-par (H, a(95)).

De esta manera, tanto la variedad de los reticulos subresiduados, como la
de los reticulos de Hilbert comparten la propiedad de que pueden represen-
tarse mediante inmersiones adecuadas de algebras en ciertas variedades.
Podemos imitar la representacién para reticulos de Hilbert como HL-pares,
reemplazando el componente de dlgebra de Heyting por un reticulo subresi-
duado (L, D) de la siguiente manera.

Definicién 20. Una sHL-terna es una de la forma (L, D, S) tal que
1. (L, D) es un reticulo subresiduado y
2. S es un subconjunto no vacio de L tal que

I. S es cerrado por —p ¥y
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11. S, con el orden heredado, es en si mismo un reticulo.

Como S es un reticulo pero no necesariamente un subreticulo de L se
usaran diferentes simbolos para su infimo y supremo, digamos (S, A, V),
con ultimo elemento 1. De la Definicién 20 se deduce la siguiente observacion.

Observacion 74. s Dado que S es cerrado por —p, obtenemos que
(S, A, V. ,—p,1) es un dlgebra de tipo (2,2,2,0). En consecuencia,
asociada a toda sHL-terna (L, D, S) tenemos un dlgebra (S,A,V,—p
,1) de tipo (2,2,2,0).

» Si L =D, S es un reticulo de Hilbert, y si S = L, S es un reticulo
subresitduado.

» Como para cada a,b € S, a —p b€ SND. Por lo tanto, (SND,—p,1)

es un dlgebra de Hilbert (subdlgebra del dlgebra de Hilbert subyacente
de D).

Por la Definicién 20 tenemos que toda ecuacién y cuasi-ecuacién que
involucra solo la operacién binaria —p y la constante 1 que es vélida en
SRL también es valida en S. Como consecuencia inmediata, obtenemos el
siguiente lema.

Lema 75. Sea (L, D, S) una sHL-terna y (S, A, V. ,—,1) como fue definido
anteriormente (aqui escribimos — en lugar de —p). Para cada a,b,c € S,
las siguientes condiciones son vdlidas en S:

1. a < b siy solo sia—b=1, en particular, a — a = 1;
2.a—>b<c—(a—0b);

3. sta<b, entoncesb—>c<a—>cyc—a<c—by
4.d—=(a—(b—c) <(d— (a—b) = (d— (a—c)).

Ademads, dado que (SN D,—p,1) es un algebra de Hilbert, y en toda
algebra de Hilbert se verifican las ecuaciones a — (b —¢) =b— (a = ¢) y
a— (b—c¢)=(a—b) — (a — c), entonces para cada a,b,c € S,

Oa — (0b — Oc¢) = 0b — (Ha — Oe) (3.1)

Oa — (b — Oc) = (Ha — Ob) — (Oa — Oe). (3.2)
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Por otro lado, como S C L, tenemos que el infimo y supremo en S y en L
estan relacionados de la siguiente manera,

aANb<aAnb<aVb<aVhb.
Las siguientes desigualdades en .S, son consecuencia de las dadas en L.

Lema 76. Sea (L, D,S) una sHL-terna y (S, A, V. ,—,1) como se definid
antes. Para cada a,b,c € S, las siguientes desigualdades son vdlidas en S:

1. a A (a—b) <b,
2.a—(bAc)<(a—Db) A (a—c),
3. (aVb)—=c<(a—c)A(b—0),
4. (a—=b)Ab—c)<a—ec

Demostracion. Sean a,b,c € S, luego a, b, c € L; en consecuencia los elemen-

tos a, b, ¢ verifican todas las ecuaciones validas en el reticulo subresiduado
(L, D).

1. Es consecuencia de las ecuaciones a A (a — b) < aA(a — b))y
al(a—b) <b.

2. Se sigue de que b A ¢ < b,cy el item 3. del Lema 75.
3. Se sigue de que a,b < a V by el item 3. del Lema 75.

4. Es consecuencia de las ecuaciones (a — b) A (b —¢) < (a = b) A (b—
c)yla—=bAb—c)<a—c

]

De las ecuaciones (3.1) y (3.2), y las propiedades de los Lemas 75 y 76,
resulta el siguiente Lema.

Lema 77. Si (L,D,S) es una sHL-terna, el dlgebra (S, A, V ,—,1),
asociada a esta terna es un reticulo de sub-Hilbert.

Como consecuencia del Lema 77, es posible asociar a toda sHL-terna un
reticulo de sub-Hilbert. A continuacion, ilustramos este hecho con el siguiente
ejemplo:
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Ejemplo 78. Sea L el reticulo cuyo poset subyacente estd dado por el si-
gquiente diagrama de Hasse:

/\
/\/
\/

Figura 3.2: Reticulo subresiduado de seis elementos

Consideremos terna (L,D,S) con D = {0,1} y S = {0,a,¢,d,1}. Se
puede verificar que (L, D) es un reticulo subresiduado y S es cerrado por —.
Ademds, el poset subyacente de S tiene el siguiente diagrama de Hasse.

“\O/ |

Figura 3.3: Reticulo no distributivo de cinco elementos

Ast, S es un reticulo, y como consecuencia, (L, D, S) es una sHL-terna.
Luego, podemos ver a S como un reticulo de sub-Hilbert.

Notar que el reticulo subyacente de S no es distributivo, luego S no es un
reticulo subresiduado. Ademds, dado que, a — (d — a) =0# 1, S no es un
reticulo de Hilbert. Luego, S es un reticulo de sub-Hilbert que no pertenece a
las variedades SRL y HL.
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3.2. Reticulos de sub-Hilbert como sHL-ternas

En esta secciéon probamos que todo reticulo de sub-Hilbert es isomor-
fo a uno que proviene de una sHL-terna. Para ello, dado todo reticulo de
sub-Hilbert A, construimos explicitamente un reticulo subresiduado y una
inmersion de A en este reticulo.

Sea A € sHL, consideremos el reticulo acotado, distributivo y completo
IFil(A)" y la aplicacién j : A — IFil(A)* dada por

jla) :=={F € IFil(A) : a € F}.
La prueba del siguiente lema es similar a la prueba del Lema 35.

Lema 79. Sea A € sHL. Para cada a,b € A, a < b si y sdlo si j(a) C j(b).
En particular, j es una inmersion de orden.

Se presentan ahora algunas notaciones y resultados ttiles que se utilizaran
mas adelante.
Sean A € hIL y a € A. Para x1,--- , 2,11 € A, definimos recursivamente los
siguientes elementos en A:

{ [z1,a] = 21 — a, (3.3)

[Tni1y - T1, 0] = Tpy1 = [T, ..., 21, 0]
Por ejemplo, [z, vy, 2z, a] es la abreviatura de  — (y — (z — a)).

Lema 80. Sean A € sHL, x1,...,2,,a € A y o una permutacion de
{1,...,n}. Entonces,

[Tn, ..y 21, 0] = oy, - - To(1), Al

Demostracion. Es consecuencia de aplicar induccién en n y la ecuacién 5) de
la Observacién 71. O

Lema 81. Sean A € sHL y z1,...,x,,a,b € A. Si a < b, entonces
[T,y 2, 0] < xg, ... 21, 0]

Demostracion. Es consecuencia de aplicar induccién en n y la monotonia de
— en la segunda coordenada. O

Lema 82. Sean A € sHL y x1,...,2,,a,b,c,d € A. Entonces,

[Ty x1,a,b,¢,d] < [zg,...,21,[a,b,c],a,b,d].
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Demostracion. Tomando o = [a,b,¢c,d] =a — (b — (c = d) y f = (a —
(b = ¢) — (a = (b = d) = [la,b,c],a,b,d]. En particular, « < (. Por
Lema 81 tenemos que

[T,z 0] < xg, ..., 21, 0]
Es decir,
[Tn, ... x1,a,b,¢,d] = [xg,...,21,]a,b, ¢ d]]
S [x’ru "7I17[[a7b7c]7a7b7d“
= |zp,...,x1,[a,b,c,a,b,d.

Lema 83. Sean A € sHL, z1,...,x,,a,b € OA. Entonces,
[Ty ... 21, 0,0 = [[Tn, ..., 21,0, 20, ..., 21, D).

Demostracion. Es consecuencia de aplicar induccién en n y la ecuacién 6) de
la Observacion 71. O

Sea A € sHL. Si X C A escribimos (X) para indicar el filtro implicativo
generado por X.

Lema 84. Sean A € sHL, a € A y X C UA tal que 1 € X. Entonces
(XU{a})={be A : Juzy,...,x, € X tal que [xy,...,2p,a,b] =1}.

Demostracion. Sean A € sHL, a € Ay X C A tal que 1 € X. Considere-
mos el conjunto

G={beA: Iuzy,...,z, € X tal que [z1,...,2,,a,b] = 1}.

En primer lugar probemos que X U {a} C G. Sea x € X. Como a < 1 se
tiene que 1 — x < a — z. Sin embargo 1 — =z = z, luego x < a — =z, es
decir, x — (a — ) = 1. Por lo tanto, x € G. Ademds, 1 — (a —a) =1y
1 € X, asi a € G. En consecuencia, X U{a} C G.

Ahora probamos que G es un filtro implicativo. Como 1 — (a — 1) =
1 entonces 1 € G. Sean b,c € A tal que b,b — ¢ € G. Luego, existe
L1y Ty Y1, - -, Ym € X tal que

[T1,...,Zn,a,0] =1 (3.4)

Y15+ Ymy @, b, ] = 1. (3.5)

95



Asi

1 = [z, ., Zn, Y1,y Ym, @, b, (] por Ec. (3.5)
= |1, Tu, Y1y oy Ym, |G, D, €]
= (Y1, Ym, T1, -+, T, @, b, (] por Lema 80
= [y, s Ym>®1,- -, Tn,a,b, |
< Y1y Ymy T1y e e oy Tty [T, @, 0], 20, a, ] por Lema 82
= (Y1, s Yms T1y e ooy Tty [T,y @, U], [T, @, €]
= (Y1, s Yms [T1, oy Tne1, [Tn, 0, 0]], [21, -y @01, [0, a,¢]]]  por Lema 83
= (Y1, Yms [T1, o Tty Ty @y b), [, o Tp1, T, @, ]
= (Y1, Ym, L, [21, ., Tp1, T, a, ] por Ec. (3.4)
= (Y1, Ymy T1y oy Tpe1, Ty, @,
Luego,

[yl,...,yn,xl,a,C] = 1a

asi ¢ € G. Por lo tanto, G es un filtro implicativo.
Finalmente, sea H un filtro implicativo tal que X U{a} C H. Una prueba
directa muestra que G C H. Por lo tanto, G = (X U {a}). O

Lema 85. Sean A € sHL, F € IFil(A) y a,b € A tal que a — b ¢ F.
Entonces, eziste G € TFil(A) tal que a € G, b¢ G y FNOA CG.

Demostracion. Sean A € sHL, F € IFil(A) y a,b € A tal que a — b ¢ F.
Sea G el filtro implicativo generado por (FNOA) U {a}. Es claro que a € G
y FNOACG.

Es consecuencia del Lema 84 que existe z1,...,x, € F NOA tal que
[xla Lo, T, a, b] = 1.
Como zy,...,2, € F'y F € IFil(A) resulta a — b € F, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto, b ¢ G. O

Sea A € sHL. Indicamos con D al subreticulo completo de IFil(A)*
generado por j(OA). Notar que este subreticulo es distributivo.

Lema 86. Sean A € sHL, F,G € IFil(A) y W € D tal que F € W y
FNOACG. Entonces G € W.

Demostracion. Sean A € sHL, F,G € TFil(A) y W € D tal que FF € W y
FNOA C G. Dado que W € D, se tiene que existe {a ierrex € OA tal

que
W= ian)-

i€l ke K

Como F' € W y {aixticrrex € OA tenemos que existe [ € I tal que para
todo k € K, ay € FNUOA. Pero FNUOA C G, luego a; € G para todo
k € K. Por lo tanto, G € W. O
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Observacién 87. Sea A € sHL. Para cada U,V € IFil(A)*" existe el mdxi-
mo del conjunto B = {W € D : WnNU C V}. En efecto, como B C D,
por definicion de D, existe el supremo de B, que llamamos «, es decir,
a = UpesW. Asi, a € D yanU = UyzsWnU) C V. Porlo tan-
to, a es el mdzrimo de B. FEste mdximo lo indicamos con U = V. Luego,
(IFil(A)*, D) es un reticulo subresiduado.

Lema 88. Sean A € sHL y a,b € A. Entonces
jla —b) = j(a) = j(b).
Demostracion. Sean A € sHL, a,b € A y el conjunto
Egp={WeD:Wnja)Cjb)}

Una prueba directa muestra que j(a — b)Nj(a) C j(b), luego j(a — b) € Eg.
Ahora probemos que j(a — b) es el maximo de E,,. Para ver esto, tomemos
W € Eg, es decir, W € Dy WnNj(a) C j(b). Probemos que W C j(a — b).
Sea F' € IFil(A) y supongamos que F' € Wy F ¢ j(a — b). En particular,
a — b ¢ F. Es consecuencia del Lema 85 que existe G € IFil(A) tal que
a€G b¢ Gy FNOA C G. Ademds, por Lema 86 tenemos que G € W,
asi G € W N j(a) C j(b). Luego, b € G, lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, W C j(a — b). Por lo tanto, j(a — b) es el maximo de Eg,
como queriamos demostrar. ]

Por el Lema 88 tenemos que j(A) es cerrado por =. Ademds, con el
orden heredado de IFil(A)", j(A) es un reticulo en si mismo. Por lo tanto,
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 5. Sea A € sHL. Entonces, (IFil(A)", D, j(A)) con IFil(A)*, D y
Jj(A) como se definieron anteriormente es una sHL-terna con j(A) isomorfa
a A.

Como consecuencia del Teorema 5, resulta que cualquier reticulo de sub-
Hilbert es, salvo isomorfismo, el reticulo de sub-Hilbert asociado a alguna
sHL-terna. En particular, su {—,1}-reducto se sumerge en un reticulo su-
bresiduado.

3.3. Congruencias de reticulos de sub-Hilbert

Esta seccidn esta dedicada al estudio de las congruencias en reticulos de
sub-Hilbert. Mostramos que estan en correspondencia con una clase particu-
lar de filtros, que llamamos filtros V-absorbentes.
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Definicién 21. Sean A € hIS y F un filtro de A. Se dice que F' es absor-
bente si para cadaa € Ay fE€F,a— (aNf)€EF.

Lema 89. Sean A € hIS y F' un filtro de A. St F' es congruente entonces F
es absorbente.

Demostracion. Sean A € hIS y F' un filtro congruente de A. Sean a € A y
f € F. En particular, t(a,a A f, f) € F. De manera directa se puede probar
que t(a,a N f,f) =a — (aA f), asi I es absorbente. O

Lema 90. Sean A € hIL y F' un filtro congruente. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) Para cada a,b,c € A, a <+ b e F implica (aV )+ (bVe) € F.
2) Para cada a,be Ay feF, ((avb)— ((anf)Vb)eF.

Demostracion. Sean A € hIL y F un filtro congruente. Supongamos que
la condicién 1) se satisface. Sean a,b € Ay f € F. Notar que (a A f) —
a =1 € F. Ademas, es consecuencia del Lema 89 que F' es absorbente, asi
a — (aNf) e F. Luego, a <» (a A f) € F. Por hipétesis obtenemos que
((aVb) < ((aN f)Vb) € F. En particular,

((avd) = ((an f)VDd)eF.

Reciprocamente, supongamos que la condicién 2) se satisface. Sean a,b,c € A
y supongamos que a <> b € F. Consideremos f = a <> b. Por hipdtesis
tenemos que

(aVe)e ((anf)Ve) eF,

(bVe) o (bAf)Ve) e F.

Dado que a A f = b A f, entonces (aVe¢) <> ((aANf)Ve) e Fy(bVe) <
((aA f)Ve) € F. Una prueba directa muestra que

[(aVe) e ((anf)VelN[(bVe) < ((anf)Ve)] <(aVe)+ (bVe),
luego (a V¢) <> (bV ¢) € F, como queriamos demostrar. O
Motivados por el Lema 90 introducimos la siguiente definicion.
Definicién 22. Sean A € hIL y F' un filtro de A.
1) Se dice que F' es \V-congruente si es congruente y para cada a,b € Ay

fer, (avb)— ((anf)Vb) eF.
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2) Se dice que F' es V-absorbente si es absorbente y para cada a,b € A y
feF, (avb)— ((anf)Vbd) eF.

Con una prueba directa, basada en el Lema 90, puede demostrarse el
siguiente resultado.

Proposicién 91. Sea A € hIL. FExiste un isomorfismo de orden entre el
reticulo de congruencias de A y el reticulo de filtros V-congruentes de A,
establecido mediante la asigacion 0 — 1/0 y F — 0(F).

En el siguiente resultado presentamos algunas condiciones bajo las cuales
los filtros congruentes de reticulos hemi-implicativos son V-congruentes.

Proposiciéon 92. Sea A € hIL y supongamos que una de las siguientes
condiciones se satisface:

1) El reticulo subyacente de A es distributivo.
2) Para cada a,b,c € A, (aVb) —c=(a—c)N(b—c).
Entonces todo filtro congruente de A es \V-congruente.

Demostracion. Supongamos que la condicién 1) se satisface. Sea F' un filtro
congruente de A, a,b € Ay f € F. Tenemos que (aAf)V(bAf) < (aAf)VD,
es decir, (a Vb) A f < (aA f)Vb. Esto implica que

(@aVb) = ((aVb)Af)<(aVb)— ((aN f)VDb).

Sin embargo, es consecuencia del Lema 89 que F' es absorbente. Luego, (a V
b) = ((aVb)A f) € Fy, en consecuencia, (aVb) — ((aA f)Vvbe F. Porlo
tanto, I’ es V-congruente.

Finalmente asuma que la condicién 2) se satisface. Sea F' un filtro con-
gruente de A. Tomemos a,b € Ay f € F. Luego

a— (aNf) a— ((aN f)Vb)
[a= ((@anFIVOIAD = ((anf) VD)

(@Vb)— ((an f)Vb).

[ IAIA

Es consecuencia del Lema 89 que F' es absorbente. Asi a — (a A f) € F, asi
(@aVb) = ((an f)Vb) e F. Luego, F es V-congruente. O

Observacién 93. 1) Sea L € SRL. Un subconjunto F de L se dice un
filtro abierto si es un filtro tal que Uf € F cuando f € F. Notar que
el conjunto de filtros congruentes de L coincide con el conjunto de filtros
absorbentes de L. En efecto, si F' es un filtro congruente y f € F entonces
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Of=1—= (LAf) €F, asi F es abierto. Reciprocamente, si F' es abierto,
a€LyfeF entoncesOf e FyOdf <a— f=a—(aNf), luego
a— (aNf)€F, esdecir, F es absorbente. Por lo tanto, como el reticulo
subyacente de L es distributivo, se sigue de las Proposiciones 91 y 92 que
existe un isomorfismo de orden entre el reticulo de congruencias de L y

el reticulo de filtros abiertos de L, que se establece mediante la asignacion
0—1/0 y F— 0(F).

2) Sea A € HL. Observar que la condicion 2) de la Proposicion 92 se sa-

tisface. En efecto, sea a,b,c € A. Se puede probar de manera directa que
(aVb) — ¢ es una cota inferior de {a — ¢,b — c}.
Por otro lado, sea d una cota inferior de {a — c¢,b — c}, es decir,
d<a—>cyd<b—c Asi,a < d — cyb < d — ¢, es de-
cir,aVb < d — ¢ que es equivalente a d < (aVb) — c. Luego,
(aVb) = c=(a = c)N(b — c). Porlo tanto, es consecuencia de
las proposiciones 91 y 92 que existe un isomorfismo de orden entre el
reticulo de congruencias de A y el reticulo de filtros absorbentes de A, que
se establece mediante la asignacion 0 — 1/0 y F — 0(F).

En lo que sigue caracterizamos las congruencias de reticulos de sub-
Hilbert en términos de algunos de estos filtros.

Lema 94. Sea A € sHL. Un filtro F' de A es congruente si y solo si F' es
absorbente.

Demostracion. Sea A € sHL y F un filtro de A. Es consecuencia del Lema
89 que si F' es congruente entonces F' es absorbente.

Reciprocamente, supongamos que F es absorbente y sean a,b € Ay
f € F. Luego

b— (bAf)

VAR VANIVAN
=
1
=
1

Comob— (bAf)eFy
b= (OAf)<(a—=b) = ((anf)—=(bAF))

resulta

(a—=b)— ((aNf)—=>(bA])) €F. (3.6)

Finalmente probemos que ((a A f) = (bA f)) = (a — b) € F. Primero notar
que dado
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(anf)=>OBANf)<(anf)—=by(aNf)—=b<a—((aNf)—Db)
se tiene (a A f) = (A f) <a— ((aA f) —b), es decir,

L=[(aNf)=OANf)]—=]a—= ((anf)—=D). (3.7)
Ademas,

a—= ((anf)—=b) <((a—=(anf))— (a—Db). (3.8)
Luego, por (3.7) y (3.8) tenemos que

1 [(anf) = (bAS] = la— ((aAf) = D)
[(anf) = AP =[la—=(aAf)) = (a—D)

(@a=(anf)=[(aAf) = @A [) = (a— D)

IA -l

asi 1= (a— (anf)) = [((anf) = (bAf)) = (a— D), es decir,
a—(@anf)<((@anf)—=OAf) = (a—D).
Sin embargo a — (a A f) € F, luego
(@A f) = (BAF) = (a—b)€F. (3.9)

Luego, por (3.6) y (3.9) tenemos que t(a,b, f) € F. Por lo tanto, F' es con-
gruente. O

El siguiente resultado, que es el segundo objetivo de este capitulo, se sigue
de la Proposicion 91 y del Lema 94.

Teorema 6. Sea A € sHL. Existe un isomorfismo de orden entre el reticu-
lo de congruencias de A y el reticulo de filtros \V-absorbentes de A, que se
establece mediante la asignacion 0 — 1/60 y F +— 0(F).
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Capitulo 4

Sobre una nueva variedad de
semi-reticulos
hemi-implicativos

En este capitulo introducimos y estudiamos una subvariedad de la varie-
dad de los semi-reticulos hemi-implicativos, a la que llamamos ShIS. Como
primer objetivo mostramos que esta nueva variedad es una subvariedad pro-
pia de hIS y contiene a todas las subvariedades de hIS trabajadas en esta
tesis. En particular, mostramos que ShIS contiene propiamente a las va-
riedades sHS y a la variedad generada por los {A, —, 1}-reductos de las
RW H-élgebras (las cuales son incomparables).

Algunas de las construcciones y propiedades desarrolladas en este capitulo
fueron inspiradas por [12, 11]. Como segundo objetivo damos un teorema de
representacion para ShIS. M&s precisamente, probamos que toda algebra
de ShIS es isomorfa a una subdlgebra de un miembro de ShIS, cuyo semi-
reticulo subyacente es el de los crecientes de un poset. Parte de los resultados
que exponemos en este capitulo fueron publicados en [3]

4.1. Preliminares

Como se vio en la Seccion 1.1, la clase cuyos elementos son las RW H-
algebras es una variedad, sin embargo la clase de los {A, —, 1}-reductos de
estas dlgebras no lo es. El siguiente ejemplo ilustra lo mencionado.

Ejemplo 95. Sean @ la suma ordinal de conjuntos ordenados [’] y A =
B @® N donde B es el dlgebra booleana de cuatro elementos (con a y b sus
dtomos) y N°P es el conjunto ordenado de los nimeros naturales con el orden
opuesto.
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N
%

Figura 4.1: Suma ordinal entre el algebra booleana de cuatro elementos y el
conjunto ordenado de los niimeros naturales con el orden opuesto.

Tenemos que A dotada con la operacion binaria dada en el Ejemplo j es
una RWH-dlgebra, por lo que puede verse como un dlgebra de la clase de los
{N, =, 1}-reductos.

Consideremos C' = A—{aV b}, luego C es una subdlgebra de A (con respecto
a N\, — y la constante dada por el mayor elemento de A).

1

VAN
N/

Por otro lado, C no es un {A\,—, 1}-reducto de ninguna RW H -dlgebra. Lue-
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go, la clase no es cerrada por subdlgebras, luego no es una variedad.

En este capitulo trabajamos con la variedad generada por la clase de los
{A, =, 1}-reductos de las RW H-élgebras, la cual indicamos con RWHIS.
Como consecuencia de (S3) de la Seccién 1.3, tenemos que RWHIS es una
subvariedad de hIS. También trabajamos con la variedad sHS, definida en
la Seccion 2.4.

A continuacién mostramos que las variedades mencionadas son incompara-
bles, para ello, damos ejemplos de elementos que pertenecen a una variedad
y no a la otra.

Ejemplo 96. Por un lado, consideremos Ay = {0,a,b,c,1}, cuyo diagrama
de Hasse es el siguiente:

1
|
c
/N
a b
N/
0
y definimos en Ay la operacion binaria dada por la siguiente tabla:
—(0lal|bl|lc|1
O(1|1]1|1]1
a |[bD|1]b]1]1
b lalall|1]1
c |0lalb|1]1
1 10{0[0]0]1

o

Cuadro 4.1: Ejemplo de algebra de RWHIS que no pertenece a sHS

Puede comprobarse que A; € RWHIS. Sin embargo Ay ¢ sHS, pues b =
a—=0L1— (a—0)=0.

Por otro lado, consideremos el reticulo booleano Ay = {0,a,b,1} con dto-
mos a y b, cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:
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Tenemos que Ao, dotada de la operacion binaria dada por
{ 1 siz<y
r—=y= .
y sizty

Entonces, por el Ejemplo 8 tenemos que Ay € Hil, y en consecuencia, es un
elemento de sHS. Ademds 0 = a — (a A b) # (a — a) A (a — b) = b, luego
Ay no pertenece a la clase de los {N\,—, 1}-reductos de las RW H-dlgebras;
en consecuencia Ay ¢ RWHIS.

4.2. La variedad ShIS

En esta seccion introducimos una nueva variedad, la cual es una subvarie-
dad propia de hIS y contiene propiamente a las variedades RWHIS y sHS.
También damos algunos resultados que involucran filtros y filtros implicativos
que usamos en la siguiente seccion.

Definicién 23. Sea ShIS la subvariedad de hIS cuyas dlgebras satisfacen
las siguientes ecuaciones:

1) (a—=b)A(b—c)<a—c,

2) (a—=b)A(a— (b—c))<a—c
3) a—»b<(aNc)—b,

4) a—(b—c)<(aNb)—c.

Tenemos que ShIS es una subvariedad propia de hIS, como se puede ver
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 97. Sea A = {0,a,1} la cadena de tres elementos, con 0 < a < 1.
Consideremos la siguiente operacion binaria en A, dada por:

1
1
0
1

[eo) el i Sl Ren
Qe

S EE=IN

Cuadro 4.2: Ejemplo de algebra de hIS que no pertenece a ShIS.

Tenemos que A dotado con la operacion binaria — es un dlgebra de hIS
(ver [2/, Ejemplo 1]). Sin embargo, A ¢ ShIS porque a — a =1y (aN0) —
a=0—a=aluegoa—a< (aN0)—a.
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Lema 98. Las variedades RWHIS y sHS son subvariedades de ShIS.

Demostracion. Comenzamos probando que la clase de los {A, —, 1}-reductos
de la variedad de las RW H-algebras esta contenida en ShIS.

Sean A un {A, —, 1}-reducto de una RW H-élgebra y a,b,c € A; como en A
se verifican todas las ecuaciones de RWH que involucran los conectivos A y
—, tenemos que A verifica 1) de la Definicién 23.

2) Dado que b A (b — ¢) < ¢, aplicando (M2), tenemos

a— (bA(b—c) <a—c. (4.1)

Por otro lado
(a—=bANa—=b—c)=a— (bA(— ). (4.2)
Luego, de (4.1) y (4.2) , resulta que (a = b) A (a — (b —¢)) < a — c.

3) La inecuaciéon a — b < (a A ¢) — b es consecuencia de a Ac < a'y
(M2).

4) Como a A b < a, por (M2)
a— (b—c)<(anb) = (b—c). (4.3)
Ademads, por la condicién 2), ya probada, tenemos que
[(and) = b A[(anb) = (b—=c)] < (aNb) = c. (4.4)

Por lo tanto,

a—(b—c) < (anb)— (b—c) Ec. (4.3)
= [(anb) = b)) A[(aNb) = (b— ¢)]
< (anb) —ec Ec. (4.4)

En consecuencia, a — (b — ¢) < (a Ab) — c.
Asi, A € ShIS. Por lo tanto RWHIS C ShIS.

Ahora veamos que sHS es una subvariedad de ShIS.
Sean A € sHS y a,b,c € A.

1) Sabemos que en sHS se verifica que a — (b — ¢) < (a — b) — (a — ¢).
Luego

(a—=bANa—=b—c) <(a—=bA((a—b)—(a—c). (4.5)
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Ademas, sabemos que
(@a—=b)A((a—=b)— (a—c) <a—ec (4.6)
De (4.5) y (4.6) , resulta que
(a—=bANa—(b—c)<a—ec (4.7)
Por otro lado, sabemos que b — ¢ < a — (b — ¢), entonces
(a—=b)A(a—c)<(a—b)A(a— (b—0)). (4.8)
Por lo tanto, de (4.7) y (4.8), resulta (a — b) A (a — ¢) < a — c.
2) Se prob¢ en (4.7).
3) Es consecuencia de a A c < ay (M2).
4) Como a A b < a, por (M2)
a— (b—c)<(anb)— (b—c). (4.9)
Ademas, por la condicién 2), ya probada, tenemos que
[(aAb) = b A[(aAb) = (b—c)] < (aNb) —c. (4.10)

Por lo tanto,

a—(b—=c) < (anb)— (b—c) (Ec. 4.9)
= [(aAb) = b)]A[(anb) = (b— c)]
< (aNb) —c (Ec. 4.10)

En consecuencia, a — (b — ¢) < (a Ab) — c.
Por lo tanto, A € ShIS. H

A continuacién mostramos que las variedades RWHIS y sHS son sub-
variedades propias de ShIS. Para ello damos un ejemplo de un elemento de
la variedad ShIS que no estda en RWHIS ni en sHS.

Ejemplo 99. Sean A, y As las dlgebras consideradas en la Ejemplo 96. Dado
que ShIS es una variedad y Ay, Ay € ShIS entonces A = A; x A; € ShIS.

68



Figura 4.2: Ejemplo de algebra de ShIS

Notar que A ¢ RWHIS pues no verifica la ecuacion = — (y A z) =
(x = y) A (x — z), valida en toda dlgebra de RWHIS. En efecto, sean
(0,a),(0,b) € Ay x Ay luego

(0,a) = ((0,a) A (0,0)) = (0,a) — (0,0) = (1,0)
Ademés
((0,a) — (0,a)) A ((0,a) — (0,b)) = (1,1) A (1,b) = (1,b)
Por lo tanto

(0,a) = ((0,a) A (0,0)) # ((0,a) = (0,a)) A ((0,a) = (0,))
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Por otro lado A ¢ sHS porque no verifica la inecuaciéon ¢ — y < (y — z) —
(x — z) de la Definicién 17. En efecto, sean (a, 1), (0,1),(0,b) € A; x As,
luego

(a,1) — (0,1) = (b, 1)

Ademas
((0,1) = (0,b)) — ((a,1) — (0,b)) = (1,b) — (b,b) = (0, 1)
Por lo tanto (a,1) — (0,1) £ ((0,1) — (0,b)) — ((a,1) — (0,b)).

El siguiente gréfico ilustra el orden de las subvariedades de hIS estudiadas
en esta tesis, con respecto a la inclusién.!

hIS

ShIS

T

RWHIS

SRS

/SHS
\ IS

Figura 4.3: Subvariedades de hIS

/\

Hil"

\

A continuacion presentamos algunas propiedades vélidas en ShIS.
Lema 100. Sean A € ShIS y a,b,c € A. Se verifican:
1) a—1=1,
2) a<b, siysolosi,a—b=1,1y

3) a <bimplicab—c<a—cyc—a<c—b

No descartamos la existencia de otras subvariedades que puedan incluirse en el grafico.
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Demostracion. 1) 1=1—-1<(1Aa)—1=a—1,asia—1=1.

2) Dado que A € hIS, tenemos que a — b = 1 esto implica a < b.
Reciprocamente, supongamos que a < b, luego a — b= (a ANb) - b > a —
(b—b)=a—1. Sesiguede 1) quea — 1 =1, luego a - b= 1.

3) Sea a < b, es decir, a = a A b. En consecuencia b — ¢ < (bAa) —» c=
a — ¢, luego b — ¢ < a — ¢. Por otro lado, se sigue de 2) que a — b = 1.
Luego ¢ »a = (c— a)A(a—b) <c—b. Porlotanto,c »a<c—b. O

En el siguiente lema probamos que los filtros implicativos de algebras en
ShIS son conjuntos crecientes.

Lema 101. Sean A € ShIS y F € IFil(A). Entonces F es un conjunto
creciente.

Demostracion. Sean F' un filtro implicativo de Ay a,b € A talesquea < by
a € F. Del Lema 100, se sigue que a — b = 1, entonces a — b € F'. Ademas,
como a € F', entonces b € F'. O

Observacién 102. Notar que el Lema 101 no es necesariamente valido pa-
ra semi-reticulos hemi-implicativos. En efecto, consideremos el semi-reticulo
hemi-implicativo A considerado en el Ejemplo 97, que no es un dlgebra de
ShIS. Tenemos que {0,1} es un filtro implicativo de A que no es un conjunto
creciente.

Definicién 24. Sea A € hIS. Definimos la relacion binaria R4 en IFil(A)
de la siguiente manera:

(F,G) € Ra si, y sdlo si, para cada a,b € A, sia — b€ F ya € G entoncesb € G.
Para F € Fil(A) y G € IFil(A) también definimos
Dp(G)={ze€A:(x N Ngy) = x € F para algin gy, ...,g, € G}.

Las definiciones de R4 y Dp(G) aqui presentadas estén inspiradas por las
dadas en [11] en el marco de las WH-élgebras.

El siguiente lema serd de gran importancia en la siguiente seccién. Para
demostrarlo utilizamos el Lema 100.

Lema 103. Sean A € ShIS, F' un filtro de A y G un filtro implicativo de A.
Se cumplen las siguientes condiciones:

1) Dp(G) es un filtro implicativo de A.
2) G C Dr(G).
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3) (F,Dr(G)) € Ra.

Demostracion. 1) Dadoque 1 € Gy 1 —1=1¢€ F luego 1 € Dp(G). Sean
a,a — b € Dp(G). Entonces my — a € F'y my — (a — b) € F, para algin
my ¥ mo que son infimos finitos de elementos de G.

Sea m = my A msy. Dado que m < my vy m < msy se tiene que m; —
a<m—>aymg— (a—>b <m— (a >b,asim—>acFy
m — (a —b) € F. Como (m —a)A(m — (a—=0b) € Fy(m—a)A(m—
(@ — b)) <m — b, m—0be F. Luego, b € Dp(G).

Por lo tanto, Dp(G) es un filtro implicativo.

2)Seax € G.Comoxz —»x=1€F, x € Dp(G). Luego G C Dp(G).

3)Seana — b € F'ya€ Dp(G). Entonces m — a € F para algin m que
es infimo finito de elementos de G. Dado que (m — a) A (a — b) < m — b
y (m —a)A(a—b) € F, m—be F. Luego, b € Dr(G). Por lo tanto,
(F, DF(G)) € Ra. UJ

4.3. Representacion para la variedad ShIS

En esta seccién definimos un tipo de estructuras a las que llamamos ShIS-
frames y demostramos que es posible asignar un &dlgebra de ShIS a cada
ShIS-frame. También demostramos que cada algebra de ShIS es isomorfa a
una subdlgebra de un miembro de ShIS cuyo semi-reticulo subyacente es el
de crecientes de un poset.

Sea X un conjunto, para una relacion binaria R C X x X definimos
R(z) == {y € X : (z,y) € R}. Dado un poset (X, <)y R C X x X,
definimos < oR C X x X de la siguiente manera: (x,z) € (< oR), si y sélo
si, existe y € X tal que z <y y (y,2) € R.

La siguiente definicién coincide con la Definicién 3.9 dada en [11].

Definicién 25. Un WH-frame es una estructura (X, <, R), donde (X, <)
es un poset y R es una relacion binaria en X tal que (< oR) C R.

Sea (X, <) un poset y R una relacién binaria en X. Decimos que R es
antimonétona si para cada z,y € X vale que x < y implica R(y) C R(x).

Lema 104. Sea (X, <) un poset y R una relacion binaria en X. Entonces
(X, <,R) es un WH-frame, si y sélo si, R es antimondtona.

Demostracion. Sea (X, <, R) un WH-frame y x,y € X tal que < y. Vemos
que R(y) C R(z). Sea z € R(y), es decir, (y,z) € R. Dado que (< oR) C R
entonces (z,z) € R. Luego, z € R(x) y, en consecuencia, R(y) C R(z).
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Reciprocamente, supongamos que R es antimondtona. Probemos que (X, <
, R) es un WH-frame. Sea z,y,z € X tal que x <y y (y,z) € R. Entonces,
R(y) C R(x). Dado que z € R(y) entonces z € R(x), es decir, (z,z) € R.
Luego (< oR) C R. O

Sea (X, <, R) un WH-frame. Para cada U,V C X definimos
U=rV={zeX:Rx)nU CV}.
Se sigue de [11, Lema 3.10] que si U,V € X entonces U =r V € X+,

Lema 105. Sea (X, R, <) un WH-frame. Entonces (X*,N,U,=g,0, X) e
una WH-dlgebra. Ademds, si R es reflexiva entonces (X*,N, U, =g, 0, X) e
una RWH-dlgebra.

S
S

Demostracion. Sea (X, R, <) un WH-frame. De [11, Proposicién 3.11] tene-
mos que (X1, N, U, =g, 0, X) es una WH-dlgebra. Finalmente supongamos
que R es reflexiva. Para mostrar que (X, N, U, =z, 0, X) es una RWH-4lge-
bra, tomemos x € U N (U =5 V). Luego, z € U and R(z) N U C V. Dado
quez € R(x)NUssetienex € V,asi UN (U =z V) C V. O

La siguiente definicion se utilizara para construir algebras de ShIS.

Definicién 26. Un ShIS-frame es una estructura (X,X,g,R) tal que
(X, <,R) es un WH-frame, R es reflexiva y X C X.

Sea (X, X, <, R) un ShIS-frame. Notar que, dado un poset (X, <), (X, <)
también un poset.
Sea i : Xt — X* para i(U) = tU y s : X* — X* para s(V) = VN X.
Para U,V € X' consideramos una operacién binaria — g en X+ dada por

U—rV =s((U)=gi(V)), es decir,
U—rV={reX:Rx)NtU C1V}.

Lema 106. Sea (X, X,<,R) un ShIS-frame. Entonces, (X*,N, =g, X) €
ShIS.

Demostracion. Sean U, V,W € X*. En primer lugar notar que U —x U =
X.

Ahora vemos que UN (U —g V) C V. Seaxz e UN(U =g V), asi x € U
y R(x) NTU C 1V. Dado que R es reflexiva y < z, obtenemos que x €
R(z) N 1U, asf € V. Luego, existe v € V' tal que v < z. Ademas, dado
z,ve X yVeXTt, zeV. Hemos probado que (XT,N, — g, X) € hIS.
Ahora probemos que se verifican las ecuaciones de la Definicién 23.
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Seax € (U —=r V)N (V —g W). Luego x € X, R(x)NTU C 1V y
R(z)N1V C 1tW. Dado que R(x)N1U C R(x) N1V, R(x)N1U C tW.
En consecuencia, x € U —r W.

2) (U =g V)NU =z (Vo W) CU =z W.

Seaxz € (U =z V)N (U =5 (V=5 W)). Luego € X, R(z) N1U C
MWy R(z)NTU C NV —r W). Probemos que R(z) N1U C tW.

Sea z € R(x)NTU, asi z € TV y z € N(V —r W). Entonces existe
y €V =z W tal que y < z. En particular, y € X y R(y) N1V C tW.
Dado que R es antimonétona y reflexiva, z € R(z) C R(y). Asi, z €
R(y) N1V y, en consecuencia z € 1W. Luego, R(x) NTU C tW. Por lo
tanto, z € U —5 W.

3) La ecuacion U —-r V C (UNW) —x V es consecuencia de que (U N
W) C1U.

Seax € U —p (V —r W), esdecir, z € Xy R(z)NTU CH(V =5 W).
Debemos mostrar que z € (UNV) —r W, es decir, que R(x) N (U N
V) CHW.Seay € R(x)NTN(UNV), luegoy € R(x)NTU C NV —r W)
y y € TV. En particular, existe z € V. —r W tal que y > z. Luego,
z€ Xy R(z)N1V C tW. Dado que y > z, se tiene R(y) C R(z).
Pero y € R(y), entonces y € R(z). Luego, y € R(z) N1V C tW. En
consecuencia, y € TW. Por lo tanto, R(x) N (U NV) C tW, como
queriamos demostrar.

O]
Lema 107. Sea A € hIS. Entonces (IFil(A),Fil(A),C,R4) es un ShIS-

frame.

Demostracion. Sea A € hIS. Por el Lema 14 tenemos que Fil(A) C IFil(A).
Ademas la reflexividad de R 4 es consecuencia de la definicion de filtro impli-
cativo.

Veamos que R4 es antimondtona. Sea F, G € IFil(A) tal que F' C G. Sean
Z € RG)yabe Atalquea - b€ Fyac€c Z, luegoa — b € G.
Dado que (G, Z) € R se tiene que b € Z. Luego, Z € R(F'). Por lo tanto,
R(G) C R(F). ]

El siguiente corolario es consecuencia de los Lemas 106 y 107.

Corolario 108. Sea A € hIS. Entonces (Fil(A)™,N, —r,,, Fil(A)) € ShIS.
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Sea A un semi-reticulo hemi-implicativo. Escribimos ¢ para denotar la
funcién de A en (Fil(A)*,N, =g, Fil(A)) definida por

p(a) ={F € Fil(A) :a € F}.
Notar que ¢ es un monomorfismo de semi-reticulos acotados superiormente.

Observacién 109. Sean A un semi-reticulo hemi-implicativo, G € IFil(A)
ya € A. Una prueba directa muestra que G € Tp(a) si y sdlo si a € G.

En lo que sigue probamos que si A € ShIS entonces ¢ es un monomor-
fismo.

Teorema 7. Sea A € ShIS. Entonces p : A — (Fil(A)*,N, —g,, Fil(A4))
es un monomorfismo en ShIS. Ademds, A es isomorfo a una subdlgebra de
(Fil(A)*, N, —g,, Fil(A)).

Demostracion. Sean a,b € A. Veamos primero que p(a — b) C p(a) —r
p(b).

Sea F' € ¢(a — b), es decir, F' € Fil(A) y a — b € F. Mostremos que
Ra(F) 0 p(a) C o(b)

Sea G € IFil(A) tal que G € RA(F) N Ty(a), luego (F,G) € Ry y a € G.
Como @ — b € F tenemos que b € G, asi G € T¢(b). En consecuencia,
p(a —b) S pla) = (b).

Probemos ahora la inclusién p(a) —g ¢(b) € p(a — b). Sea F' € Fil(A) y
supongamos que a — b ¢ F'. Se sigue del Lema 103 que Dr(Ta) € IFil(A), a €
Dr(Ta) y (F,Dr(Ta)) € Ra. De esto ultimo y la observacién 109, Dp(Ta) €
Tp(a). Queremos mostrar que Dp(Ta) ¢ T¢(b). Supongamos que Dp(Ta) €
Tp(b), es decir, b € Dp(Ta). Entonces existe ¢ > a tal que ¢ — b € F.
Como a < ¢ se sigue que ¢ — b < a — b. Luego, a — b € F, lo cual es
una contradiccién. Entonces Dg(Ta) ¢ T¢(b). Hemos probado que Dp(Ta) €
Ra(F)N*tp(a) y Dr(ta) ¢ to(b), en consecuencia Ra(F) N Tp(a) € Tp(b).
Por lo tanto, F' ¢ p(a) =g (D). O

Por el Lema 106, el Lema 107 y el Teorema 7 tenemos que toda algebra
de ShIS es isomorfa a una subdalgebra de un miembro de ShIS cuyo semi-
reticulo subyacente es el semi-reticulo de crecientes de un conjunto ordenado.

Sea A € hIS. Escribimos R4 para indicar a la restriccién de R4 en Fil(A).
El siguiente lema involucra las construcciones desarrolladas a lo largo de esta
seccion.
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Lema 110. Sea A € hIS. Entonces (IFil(A)*,U,N, =g,,0,IFil(A)) y
(Fil(A)",u,N, =g, 0, Fil(A)) son RWH-dlgebras.

Demostracion. Sea A € hIS. Por calculos directos basados en el Lema 105
y el Lema 107 tenemos que (IFil(A)",U,N,=g,,0,IFil(A)) € RWH. Un
argumento similar muestra que (Fil(A)*,U,N, =y ,0,Fil(A)) €e RWH. O

4.4. ShIS como reducto

En esta ultima seccién presentamos una nueva variedad, que es una sub-
variedad propia de hIL y contiene propiamente a las variedades RWH y
sHL. También mostramos que coincide con la variedad generada por clase
de {A, =, 1}-reductos de las édlgebras de ShIS.

Definicién 27. Sea ShIL la subvariedad de hIL cuyas dlgebras satisfacen
las siguientes ecuaciones:

Observaciéon 111. Sean (A, A,V,—,0,1) € ShIL y a,b,c € A. Entonces

(a—=b)A((anc)—=b) = [(aV(anc)]—b
= a— b,

es decir, a — b < (aNc)—b.

El siguiente lema es consecuencia directa de las Definiciones 23, 27 y la
Observaciéon 111.

Lema 112. Sea A € ShIL. El{A, —, 1}-reducto de A es un dlgebra de ShIS.

Tenemos que ShIL es una subvariedad propia de hIL ya que el algebra
dada en el Ejemplo 97 estda en hIL y no esta en ShIL.

Proposicién 113. Las variedades RWH y sHL son subvariedades de ShIL.

Demostracion. Se sigue del Lema 98 que RWH es una subvariedad de ShIL;
y de la Observacion 71 que sHL es una subvariedad de ShIL. O]

76



Observaciéon 114. Si dotamos con estructura de reticulos a las dlgebras Ay y
Ag dadas en el Ejemplo 96 obtenemos que Ay € RWH y Ay € sHL. Ademds
Ay ¢ sHL y Ay ¢ RWH. Lo que implica que son variedades incomparables,
en consecuencia ambas son subvariedades propias de ShIL.

Lema 115. Sea (X, X, <, R) un ShIS-frame. Entonces, (X*, N, U, =g, 0, X)
ShIL.

Demostracion. Sean U, V. W & X*. Por célculos directos basados en el hecho
de que (U UV) =1U U1V se puede mostrar que

(UUV) %RW:(U%RW)H(V—)RVV)
Por lo tanto, se sigue del Lema 106 que ()A(Jr, N, U, =g, 0, X) € ShiIL. ]

Proposicién 116. Toda dlgebra de ShIS es isomorfa a una subdlgebra de
un {A\,—, 1}-reducto de una dlgebra de ShIL. Ademds, la variedad ShIS
coincide con la variedad generada por los {\, —, 1}-reductos de los miembros

de ShIL.

Demostracion. Se sigue del Teorema 7, Lema 107 y Lema 115 que toda &lge-
bra de ShIS es isomorfa a una subdlgebra de un {A, —,1}-reducto de un
algebra de ShIL. Por esto y el Lema 112 tenemos que ShIS es la variedad
generada por los {A, —, 1}-reductos de las dlgebras de ShIL. O

El siguiente grafico ilustra el orden de las subvariedades de hIL estudiadas
en esta tesis, con respecto a la inclusion.

hIL

ShIL\
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Figura 4.4: Subvariedades de hIL
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Capitulo 5

Un poco de légica

El objetivo de esta capitulo es proponer una légica proposicional al-
gebrizable cuya semaéntica algebraica coincida con la clase de &algebras de
sub-Hilbert. También exploramos varias expansiones de esta légica, cuyas
semanticas algebraicas coinciden con algunas de las clases de algebras estu-
diadas en el Capitulo 2.

De ahora en adelante, para simplificar la notacién, siempre que la légica sea
clara en el contexto, escribimos - para indicar a su relacién de consecuencia.
Cuando pueda surgir alguna confusién, utilizamos un subindice.

5.1. Preliminares

El algebra de las formulas

En este capitulo indicamos con las letras x, vy, 2, t, u, v, etc a las variables,
con las letras griegas «, (3,7, @, etc a las formulas y con I', A, etc a los con-
juntos de férmulas. Lo mencionado en esta seccion se encuentra desarrollado
en detalle en el Capitulo 2 de [19].

Definicién 28. Dado un lenguaje L y un conjunto infinito contable V' tal
que VN L =0 y ninguno de los objetos en VU L es una secuencia finita de
otros objetos en el mismo conjunto, llamamos a los miembros de V' formulas
atomicas.

Considerando el conjunto de secuencias finitas de elementos de V U L,
damos la siguiente definicién recursiva:
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Definicién 29. Definimos el conjunto de formulas, al que indicamos con
F'm, como el conjunto que verifica lo siguiente:

(a) V C Fm,
(b) Lo C Fm, con Ly ={\ € L: aridad(\) = 0},
(¢) Aai...a, € F'm, para cada X\ € L y o; € Fm, con aridad(A) =n > 1.

(d) Fm estd totalmente determinada por (a), (b) y (c).

Loégicas implicativas

Las légicas que presentamos en este capitulo son llamadas implicativas.
Estas logicas fueron presentadas y estudiadas por Rasiowa.
Sea L un lenguaje algebraico que tiene a — como operacién binaria.

Definicién 30. Una ldgica L en el lenguaje L es implicativa si satisface
las siguientes condiciones:

(IL1) Fp x — =z,

(IL2) v = y,y > 2z — 2,

(IL3) { zl :zl’ ’;" :gn } Fr Axy..x, — A\y1...y,, para cada X € L con
1 1y--5Yn n

aridad n > 1,
([L4) T, r —Y |_L Y,
(IL5) x by — x.

Las siguientes definiciones se pueden encontrar en la Seccion 1.1 del
Capitulo 1 de [19].

Definicion 31. Un dlgebra de tipo de similaridad L o L-dlgebra es un
par (A, {\ : X € L}) tal que A # () es un conjunto y para cada N\ € L,
con n = aridad(\), M : A" — A es una funcion a la que usualmente se le
denomina operacion n-aria.

Definiciéon 32. Sean A y B dos dlgebras de mismo tipo de similaridad L. Un
homomorfismo de A en B es una funcion h : A — B tal que para todo \ €
L, con n = aridad()\), y a1, as, ...,a, € A se verifica h(A (a1, as, ..., a,)) =
AB(h(ay), h(as), ..., h(an)). Al conjunto de homomorfismos de A en B se lo
denota como Hom(A, B).
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La siguiente definicion coincide con la Definicion 2.5 del Capitulo 2 de
[19].

Definicion 33. Sea L una logica implicativa en el lenguaje L. Una L-dlgebra
es un dlgebra del tipo de similaridad L que tiene un elemento 1 con las
siguientes propiedades:

(i) Para todo ' U{¢} C Fm y cada h € Hom(Fm,A), siI' ¢ y h(I") C
{1} entonces h(p) = 1.

(11) Para todo a,be€ A, sia—b=1yb— a=1 entonces a =b.

Indicamos con Alg; a la clase de las L-algebras.
Las pruebas de los siguientes resultados se pueden encontrar en [19].

Lema 117. Si L una ldgica implicativa entonces la clase Alg] es una cua-
siwariedad.

Teorema 8. (teorema de completitud) Si L una ldgica implicativa en-
tonces L es completa con respecto a la clase Alg; en el siguiente sentido:

Para todo T' U{p} C Fm, h € Hom(Fm,A) y A € Alg},
['F o, siy sdlo si, h(I') C {1} implica h(p) =1

A continuacion definimos una clase de algebras que comparte propiedades
con las L-élgebras. La siguiente definicién coincide con la Definicién 2.13 de

[19].

Definiciéon 34. Un dlgebra implicativa es un dlgebra (A, —, 1) de tipo
(2,0) donde se cumplen las siguientes ecuaciones y cuasi-ecuaciones:

(IA1) y =y =1,
(IA2) x -y =y — z =1 implica que v — z =1,
(IA3) v — 1=1,

(IA}) v =y =y — x =1 implica que x = y.

El calculo R4

Comenzamos introduciendo un sistema de estilo tipo Hilbert en el len-
guaje L = {—}. En [10] se presentd y estudié el calculo R4, asociado a la
clase de los reticulos subresiduados. Dicho calculo esté caracterizado por los
operadores binarios A y V, a los que llamamos conjuncién y disyuncion, res-
pectivamente; y el operador unario — al que llamamos negacion, que verifican
los siguientes esquemas de axiomas y regla:
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Esquemas de axiomas:
(A1) a — «,

(A2) (@ =) = (v = (a—=p))
(A3) (a = (B—=0)) = (a—=B) = (a—9)).
(A5) (aNp)—p.

(
(
(A4) (aAp) — a.
(
(@ =)= ((a—=7) = (a—=(BA9)).

(A6)

(A7) a— (aVp).

(A8) B — (aVp).

(A9) (a =) = ((B—=7) = ((aVpB) =)
(A10) (aA(BV7)) = ((aAB)V (A7)
(A1l) —a — (a — f).

(A12) (o = —a) = —a.

Regla:

a, a—f

B

La regla anterior se denomina “modus ponens”, también se la reconoce
por la sigla MP.
Utilizamos Oa como abreviatura de (o — a) — a.

5.2. La légica [,

Sea L; la légica definida por los siguientes esquemas de axiomas y reglas
de inferencia.

Esquemas de axiomas:

(Ax1) o — «,
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(Ax2) (@ = f) = ((8—=0) = (@ —13)) v
(Ax3) (a > (B—96)) = (e — B) = (a = 0)).

Reglas:

a, a— [ o
—5 (MP) i oa

A continuacién estudiamos algunas propiedades la légica L que seran de
utilidad para abordar el estudio del fragmento implicativo de R4.

(T)

Lema 118. Sean «, By~ formulas arbitrarias en el lenguaje L. Las siguien-
tes son reglas derivadas para Ly :

I.a—B,86—=>0F,, a—9,

2. b, a— (8 —P),

3.k, (B—=pB)—6) = (a—0) y
4 b (@=p) = (0= (o= 5)).

Demostracion.

1. Supongamos que o« — vy  — . La siguiente es una prueba en L; de
a — 0.

1. a—=p por hipdtesis

2. =0 por hipdtesis

3. (a—=p)—=((B—9)— (a—90)) por (Ax2)

4. (B—=0) = (a—9) por (MP) de 1. y 3.
5. a—§6 por (MP) de 2. y 4.

Podemos concluir que

{a=B,—=0}Fa—0.

2. Es consecuencia de (Ax1) y la regla (T). Adema&s, obtenemos que a —
a -, B — B, para cada férmula o y f3.

3. Sean a § y 0 féormulas, entonces,

L (a=(B—=p) = (((B—B)—=0d) —=(a—0)) por(Ax2)
2. a—(f—P) por item 2
3. (B—=pP)—=0)—(a—9) por (MP) de 1. y 2.

!Para cada férmula «, 3 escribimos que o 4~ 3 cuando a - B8y 8 F «, en simultaneo.
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4. Sean a 8y 0 féormulas, entonces,

L (a—=p) = ((B—B) = (a—p)) por (Ax2)
2. (B—=pB)—=(a—=p)— (06— (a—p)) poritem 3.
3. (a—=08)—=(0—=(a—p) por 1.y 2. por item 1

Notar que el esquema (o — ) — (0 — (a — 3)) del item 4. del lema
previo coincide con el axioma (A2) de la légica R4. Como consecuencia,
obtenemos que toda deduccion en el fragmento implicativo de R4 es valida
en L.

Vemos ahora que (Ax2) es un teorema en el fragmento implicativo de
R4? y, por lo tanto, toda deduccién en L; que no involucre el uso de la regla
(T) es valida en el fragmento implicativo de R4. Llamamos IR4 al fragmento
implicativo de R4; es decir, el calculo que satisface los siguientes esquemas
de axiomas:

(A1) a — «,
(A2) (a=f) = (0= (a=pP)) v
(A3) (= (8 —=90)) = ((a = F) = (a =),

cuya unica regla es modus ponens.

La siguiente version débil del teorema de la deduccién para IR4 simplifica
las pruebas en L.

Lema 119 ([16], pdgina 202.). Sean oy, -+ , &, bFrps 8y parai=1,--- n—
1, oy = 0; = m; para alguna formula 6;,m;, entonces oy, -+ , 1 Frra 0ty —
B. En particular, si a by B, entonces Frry o — .

Como una aplicacién del Lema 119, podemos dar la siguiente prueba
simple de (Ax2) de L; dentro del sistema IR4:

1. « por hipdtesis
2. «a — [ por hipdtesis
3. B — 4 por hipotesis
4. 0 de 1.y 2. por (MP)
5. 0 de 3.y 4. por (MP)

Asi, tenemos que {a — 5,8 — d,a} Frrs 0. Aplicando el Lema 119,
obtenemos {a — 3,58 — §} Frra o — 6.

2La ecuacién (17) en la pagina 202 de [16]; ver también el parrafo posterior al Corolario
120.
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Finalmente, aplicando nuevamente el Lema 119, obtenemos

Frre (0 = B) = ((B — 0) — (o — 0)).

Como una consecuencia del Lema 119 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 120. Sean oy, - - , oy, b, B tal que la prueba de 5 no requiere el
uso de la regla (T) y supongamos que parai=1,--- ,n—1, a; = 6; — n; para
algunas formulas 6;,m;, entonces oy, -+ ,qn_1 Fp, o, = B. En particular,
si o bFr, B, y la prueba de B no requiere el uso de la regla (T), entonces
}_Ll o — /B

Vemos ahora que L; es una légica implicativa.
(IL1) Por (Ax1), Fa — «a.
(IL2) Esta es la regla 1. de Lema 118.

(IL3) Probemos que
{a = B,6—=a,0 >n,n—=0}F(a—38) = (6—n).
Para probarlo primero vemos la validez de las siguientes deducciones en
L.

(IL3;) {a—=8,0—a}lF(a—§) = (8 — )
(IL3;) {a—f,0—a}lF (0 —a)— (6 = P)

Se debe tener en cuenta que los roles de a y de [ son intercambiables en
las expresiones anteriores. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Lema 121. Si L satisface (IL3;) y (IL3;), entonces satisface (IL3).

Demostracion. Supongamos que o — 3, 5 — «, § — ny n — 6. Por (IL3;),

{a =B, —=att (a—=0) = (8 —90). (5.1)
Por (IL3y),
{§ =>n,n—=0E(B—=0)—= (B—=n). (5.2)
La siguiente es una prueba en Lq:
1. a—=p por hipdtesis
2. f—a« por hipdtesis
3. 60— por hipdtesis
4. n—9 por hipotesis
5. (a—=9d) = (8 — ) del.y 2., aplicando la ecuacién (5.1)
6. (8—0)— (8—mn) de3d.y4., aplicando la ecuacién (5.2)
7. (a—=46)—=(8—n) por (IL2), de 5.y 6.
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Asi, concluimos que
{a—=36,0—=a,0 >n,n—=0}E(a—=08) = (8—n). (5.3)

Intercambiando convenientemente los roles de oy 3, y los de n y 9, de (5.3)
se obtiene que (IL3). O

Por lo tanto, basta con dar pruebas de (IL3;) y (IL33) en L.

Comencemos con (IL3,):

1. a—=p por hipdtesis

2. -« por hipdtesis

3. (f—=a)—=((a—=0)—(f—0)) (Ax2)

4. (a—=98) = (6—9) por (MP) de 2.y 3.

Por lo tanto, se tiene (IL3;).
Probemos ahora (IL35):

1. 0—n por hipotesis

2. n—=96 por hipotesis

3. B—=(0—=mn) de 1., por regla (T)
L B0 = (Bo6) > B-m) (Ax3)

7. (B—=90)—=(B—n) by (MP) de 3. y 4.

Entonces, se tiene (IL3s).
(IL4) Es Modus Ponens.

(IL5) Es la regla (T).

Dado que el sistema L, satisface las propiedades (IL1) a (IL5), es una
logica implicativa.

La siguiente metapropiedad es consecuencia del Teorema 8.

Teorema 9 (Teorema de completitud). La ldgica Ly es completa con respecto
a la clase Algy .

Ademss, L, es algebrizable en el sentido de Blok y Pigozzi®.

Lema 122. Alg; = sHA.

Demostracion. Es consecuencia de [19, Proposicion 2.7] que Alg; es una
cuasivariedad cuyas algebras satisfacen (I), (B), (S) y (T) de la Definicién
13, y la siguiente cuasi-ecuacion: si 1 — x = 1 entonces x = 1. Ademss,

3Ver Definicién 3.39 de [19].

86



es consecuencia de [19, Proposicién 2.15] que toda algebra de Alg; es un
dlgebra implicativa, asi toda algebra de Algj satisface (A) de la Definicién
13. Entonces, Alg;, C sHA. Reciprocamente, sean A € sHA y z € A tal
que 1 — = = 1. Por (T), tenemos que x — 1 = 1, luego aplicando (A)
resulta que = 1. Asi, A € Alg] y en consecuencia sHA C Algj . Por lo
tanto, Alg;, = sHA. O

Como una consecuencia del Teorema 9 y Lema 122 obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 123. Para cada T'U {a} C Fmy,, I' F « si y sdlo si para cada
A € sHA y todo h € Hom(Fmy,, A), h(I') C {1} implica h(a) = 1.

Concluimos esta seccion mostrando que la logica Ly tiene la propiedad de
los modelos finitos (FMP para abreviar). Para ello, usamos que toda élgebra
de sub-Hilbert A, es sumergible en un reticulo subresiduado, que indicamos
A, mediante la inmersién ¢ : A — A, considerada en la Subseccién 2.2.1.

Lema 124. Sean L un reticulo distributivo finito acotado y D un subreticulo
acotado de L. El par (L, D) es un reticulo subresiduado.

Demostracion. Sean a,b € L, y consideremos el conjunto E,, := {d € D

dNa <b}. Dado que 0Aa =0 <b, E, # 0. Como D es finito, existe \/ Eqp,
al que indicamos con u. Como L es distributivo, a Au = aA\/{d : d €
Euw}y =V{and : de Eu} <b, porque a Ad < b para todo d € E,,. En
consecuencia, u € Fgp,, v luego u = max Fy,. O

Sea a una férmula en el lenguage £ = {—}, y supongamos que F/r, .
Entonces, en sHA I/ «a; es decir, existe A € sHA y un homomorfismo v :
Fm; — A, tal que v(a) # 1.

Considerando el monomorfismo ¢ : A — A podemos extender v a un
homomorfismo w : Fm, — A, tal que w(a) # 1 (w = pov).

Indicamos con Sub(«) al conjunto de subférmulas de «.. Por construccion,

Sub(a) es un conjunto finito. Sea X := w(Sub(«)), es decir X = {w(p)
B € Sub(a)} C A. Sea B el subreticulo de A generado por XU{0,1}. Como A
es distributivo y X es finito, B es finito. Sea D := BN OA C B. Por el Lema
124, el par (B, D) define un reticulo subresiduado cuyo reducto implicativo
serd denotado por (B, ~).
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Lema 125. Sean A, a, X y B como fueron definido en el pdrrafo anterior.
Entonces, para a,b € X, sia —be X entonces a ~b=a —b.

Demostracion. En primer lugar, notar que a — b = max{d € OA4 : dAa<
b} ya~b=mix{de D : dAa<b}.

Luego, como ¢ es una inmersion y D C A, entonces a — b > a ~ b.
Por otro lado, como a — b € D, entonces a — b < a ~» b. Entonces,
a—>b=a~b. ]

Como consecuencia del Lema 125, existe un homomorfismo v’ : F'm, — B
tal que v'(a) = w(a) = ¢(v(a)) # 1. Entonces concluimos que « tiene
un contramodelo finito. De esta manera obtuvimos una demostracién del
siguiente resultado.

Proposicién 126. La légica Ly tiene la propiedad de los modelos finitos con
respecto a su semdntica algebraica.

5.3. Expansiones de [,

En esta seccion exploramos algunas expansiones axiomaticas del sistema
L, agregando nuevos conectivos en el lenguaje. En cada caso, analizamos la
existencia de una semantica algebraica para cada nuevo célculo. En lo que
sigue escribimos L, L}"" y L} para las expansiones sucesivas de L; con
conectores A, -, V, etc.

La expansién L}

Definicién 35. El sistema L7 es la expansion de Ly al lenguaje {—, A}
(siendo N\ un conectivo de aridad 2, que llamamos "conjuncion’ ) cumpliendo
los esquemas y reglas de Ly, ademds de los siguientes esquemas de axiomas:

(C1) (a«Np) = a,
(C2) (aNB)—=B y
(C3) (6 —>a)—= ((d—=0) = (0 = (anp)).

Notar que el siguiente esquema, que llamamos (C4), también se cumple
en L.
(an(a—B)) = p
Para probar esto, damos una prueba de (aA (o — 5)) F S en L7 y aplicamos
el Corolario 120:
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6.

(IL3A) {a— 8,8 — a} by (aA6) —

U W=

a(a—pB)

(aN(a—0)) —
(aN(a—p)) —
a—f

B

«

(= f)

por hipdtesis
por (C1)
por (C2)

de 1.y 3., por (MP)
de 1.y 2., por (MP)
de 5.y 4., por (MP)

Esta expansién es una légica implicativa, para comprobarlo basta con
probar la siguiente propiedad:

(B A6).

Sea «v, f y ¢ férmulas de L] y supongamos que a — 3, f — «. Entonces,

1.

8.

NGt W

a— [
0 — «

(

(
(
(
(
(

alNd) —

a/\é)—>ﬁ
aNd)— 9
(@Nd) = B) =

(aNG) —
aNd) —

0) =
(6 A 9)

((aAnd) = 0) = (and) —
((aNd) —

(B16))

(BN 0))]

por hipotesis

por hipdtesis

(1)

de 1.y 3. por (IL2)
(C2)

(C3)

por (MP), de 4. y 6.
por (MP), de 5.y 7.

Como L7 es una légica implicativa, tenemos que su seméntica algebraica
es la cuasivariedad Alg}, la cual tiene reducto en sHA y una operacién
binaria nueva que satisface las ecuaciones:

(EC1) (zAy)
(EC2) (zAvy)
(EC3) (z = x)— (2 —y) —

—x=1,

—y=1y

(z—=(xAy) =1

Dado que (C4) se cumple en L} y Alg) es la semdntica algebraica de

esta légica, tenemos que la siguiente ecuacion se cumple en Alg.

(EC4) (z AN (z—y) »y=1.

Lema 127. Sea A € Alg,. Entonces (A, A, 1

supertormente.

) es un semi-reticulo acotado

Demostracion. Sea < el orden natural de A, dado por la implicacién. Por
(ECl), 2 ANy <zy (EC2),zANy<y.
Supongamos que z < x,y. Entonces, z — © = z — y = 1. Por (EC3),

tenemos que 1 — (1 — (z

— (x Ay))) = 1. Sin embargo, 1 — (1 — (z —

(xAy))) = z = (xAy) y, en consecuencia, z < zAy; es decir, tAy = inf{z, y}.
Ademas, por (T), tenemos que para todo x € A, x < 1.
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Lema 128. Las clases SRS y Algy son iguales.

Demostracion. Por el Lema 127, todo elemento de Alg) es un semi-reticulo
acotado superiormente y, por lo tanto, (SL1) a (SL4) se satisfacen.

Por otro lado, (SR1) coincide con (EC1). Como (SR2) se cumple en
sHA, también vale en Alg}, ademds (SR3) es una consecuencia directa de
(EC4). Finalmente, por (EC3), tenemos que z — = < (z = y) — (2 —
(x Ay)) luego aplicando (EC4), resulta

z=2)ANz—=yY)<z=yYAN((z—=y) = (z—=(zAYy) <z—=(zAy).

La otra desigualdad de (SR4) es directa.
Hemos visto que Algy € SRS.

La reciproca es consecuencia de aplicar los Lemas 47 y 49. O

Adaptando la prueba de la Proposicion 126 y usando que A € SRS se
puede sumergir en un reticulo subresiduado (como se vio en la Seccién 2.2.2)
puede probarse el siguiente resultado.

Proposicién 129. La ldgica Ly tiene la propiedad de los modelos finitos con
respecto a su semdntica algebraica.

La expansién L]

Definicién 36. El sistema L7 es la expansion de Ly al lenguaje {—,—}
(siendo — un conectivo unario, al que llamamos 'negacion’) scumpliendo los
esquemas 1y reglas de Ly, ademds de los siguientes esquemas de axiomas:

(N1) —a = (a—f), vy
(N2) (= (= a)) — 5.

Tanto en L] como en cualquier expansion, escribimos 1 como abreviatura
de x — x, siendo x una variable proposicional fijada, y 0 como abreviatura
de —1. Luego, para cualquier férmula 5:

FO—=( vy
-8 - 3 — 0%

4Decimos que o - B siy sélo si a - By B F a, en simultdaneo
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Primero demostremos que - 0 — f3:
(IN1)
(C4)
por (IL2), 1.y 2.

por hipodtesis
(IN1)

por (MP), 1.y 2.

Vemos finalmente que § — 0+ —f:

hipotesis

1. 0—=(1—p)

2. (1—-p0)=0

3. 0=p
Ahora, vemos =g+ 3 — 0:
1. =8

2. .= (B—0)

3. =0

1. 8—=0

2. (B—0)—-p8 (N2)
3. —f

por (MP), 1.y 2.

Esta expansion también es una logica implicativa, para comprobarlo basta

con probar la siguiente propiedad:

(IL3-) {a— B, — a} Fr- ma — 8.

Sean oy f féormulas en L7

8.

1
2
3.
4.
)
6
7

a—f
b0 — «

hipotesis

hipdtesis

(Ax2)

por (MP), de 2. y 3.
(N1)

de 5. y 4. por (IL2)
(N2)

de 6. y 7. por (IL2)

Asi, obtenemos que L] es una ldogica implicativa y como consecuencia
tiene a Alg* como semaéantica algebraica equivalente.

Lema 130. La cuasivariedad Alg*, es equivalente por términos con la clase
de dlgebras de sub-Hilbert con primer elemento, 0 := —1 y que define la
operacion unaria — como —x = x — 0.

Corolario 131. La cuasivariedad Alg, _ es equivalente por términos con
la variedad SRSy cuyos miembros son las dlgebras (A, N\,—,0,1) de tipo

(2,2,0,0), tal que (A, A\, —,1) es un semi-reticulo subresiduado con primer
elemento, 0.
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La expansién Ly

Definicién 37. El sistema Ly es la expansion de Ly al lenguaje {—,V}
(siendo V un conectivo binario llamado 'disyuncion’) que satisface, ademds
de los esquemas y reglas de Ly, los siguientes esquemas de axiomas:

(D1) a — (aV f),
(D2) B — (aVpB) y
(D3) (a« = 9) — ((B—9) = ((aV ) —9).

Esta expansion también es una légica implicativa, para comprobarlo basta
con probar la siguiente propiedad:

(IL3y) {a— 8,8 — a} Fry (V) — (BVI).

Sean «, 8y 0 férmulas en LY, supongamos que o« — [y 8 — «. La siguiente
es una demostracién en Ly .

1. B -« por hipdtesis

2. — (V) (D1)

3. 6 — (a V) por 1.y 2. por (IL2)
4. §— (aV9) (D2)

5. (B—=(aVvd) = (0= (aVvd) = (V) — (Vi) (D3)

6. (00— (aVd)—=((BVI) — (aV)) por (MP) de 3.y 5.
7. (BVO) = (aVi) por (MP) de 4.y 6.

Como L es una légica implicativa, tenemos que su seméntica algebraica
es la cuasi-variedad Alg?, la cual tiene reducto en sHA y una operacién
binaria nueva V que satisface las siguientes ecuaciones:

(ED1) z —» (xVy) =1,
(ED2) y = (zVy) =1, y
(ED3) (z = 2) > ((y—2) = ((xVy) —2)=1.
La prueba del siguiente resultado es similar a la del Lema 127.

Lema 132. Sea A € Alg},, entonces (A, V,1) es un semi-reticulo, con xVy =
sup{z,y}, donde se toma el supremo con respecto al orden en A asociado a
—.

Corolario 133. La cuasivariedad Alg,, coincide con la variedad SRS
cuyos miembros son las dlgebras (A, N\,V,—,1) de tipo (2,2,2,0) tal que
(A, A, —,1) es un semireticulo subresiduado y (A, A\, V) es un reticulo.
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Observacién 134. La expansion de Ly con los tres conectivos logicos N, V
y — difiere con el sistema R/ de [10]. Se diferencian en que la validez de la
regla (T) no se pide en [10] y el hecho de que el esquema aziomdtico (A10)
de [16] no se pide en Ly. La extension axiomdtica de Ly por el esquema (10)
de [10] tiene como semdntica algebraica equivalente la variedad SRL. Las
logicas L) " +(A10) y R4 tienen los mismos teoremas, aunque no coinciden
como sistemas deductivos.

Terminamos esta secciéon probando la validez de la propiedad de los mo-
delos finitos para las l6gicas R4 y L.

La prueba de que R4 tiene la FMP es directa. Sea ¢ una féormula tal que

¥ . Entonces, existen A € SRL y v : Fmgry — A, un homomorfismo tal
que v(p) # 1. Sean Sub(yp) el conjunto de subférmulas de ¢, y X = {v(a) :
a € Sub(p)}, luego X es un subconjunto finito de A.
Sean L el subreticulo acotado de A generado por X, y D el subreticulo
acotado de A (y por lo tanto de JA) generado por OX = X NOA. Como
consecuencia tenemos que D es un subreticulo acotado de L, que es finito,
porque X es finito y A es un reticulo distributivo. Dado que L es distributivo
y finito, el par (L, D) define un reticulo subresiduado A’. Indicamos con ~~ a
la implicacién en A’. De manera similar a la prueba realizada para el Lema
125 tenemos el siguiente resultado.

Lema 135. Sean A y A" como se definieron en el parrafo anterior. Entonces,
st a,bya — be X, tenemos que a ~~ b=a —b.

Como consecuencia del Lema 135 existe tinico homomorfismo v’ : Fm —
A’ tal que v'(x) = v(x) para cada variable en Sub(y), luego v'(¢) = v(p) # 1.
Entonces concluimos que ¢ tiene un contramodelo finito. De esta manera
obtuvimos una demostraciéon del siguiente resultado.

Proposicién 136. La logica R4 tiene la propiedad de los modelos finitos con
respecto a su semdntica algebraica.

A,V,— , .
En el caso de L}, tenemos como obstaculo para aplicar el argumen-
to anterior que, en general, las algebras de su seméntica algebraica no son
distributivas.

Sea ¢ una formula tal que ¥ ¢. Entonces existen A y v : FleA,v,ﬁ — A,
tal que v(p) # 1.
Sean Sub(p) el conjunto de subférmulas de ¢ y el conjunto Xy := {v(a)
a € Sub(p)}, luego Xy es un subconjunto finito de A. Consideremos X; =
XoU{0,1}, X' = X;NOA C OA y D, el subreticulo de A (y por lo tanto
de A) generado por XT. Dado que X es finito y (A es distributivo, D es
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finito. Entonces, X := Xy U D C A también es finito.
Sea A’ el semi-reticulo de A generado por X. Dado que la variedad de semi-
reticulos es localmente finita y X es finito, A’ es finito y, en consecuencia,
acotado superiormente. Entonces, A’ es un reticulo (aunque no necesaria-
mente un subreticulo de A).
Indicamos con V al supremo en A’. Ademads, D es una subreticulo acotado y
distributivo de A’.

Para cada a,b € A’, escribimos £/, :={d € D : dANa <b}. Como A’ es
finito, v = \/E/, existe. Ademéds, como E/, C D, u = \/E!, =\/ E!,. Como
DCOA B, CEy={dc0A: dAa<b}. Luego,

VE,=\E,<\/Es=méxEy=a—b. (5.4)

Por la ecuacién (5.4), a Au < a A (a — b) < b; es decir, u = max E/,.
Definimos en A’ una operacién binaria ~» por a ~» b := max E!,. Por el Lema
61, (A", ~) € Alg) , _.

Proposicién 137. Sean A y A’ como se indicaron en pdrrafos anteriores.
Entonces,

1. sia, b, a—>be A, entoncesa~b=a—>b y
2. sia, b, avVbe A, entonces avVb = a V b.

Demostracion. Como ya se menciond, a ~» b= \/ E!, <\/ E, = a — b. Por
otro lado, dado que a - b e \V E/,, a = b <a~b.

Dado a,b € A", avb = N{z € A/ |a<zb<z}=min{ze€ A |a <
z2,b<z}>min{z€ A|a<zb<z}=aVb Ademéds,avVbe {z € A |a <
z,b < z} y, en consecuencia, aVb < a V b. ]

Como una consecuencia de Proposicion 137, obtenemos que si conside-
ramos el homomorfismo ¢ : Fm — A’ inducido por v, entonces v'(¢) =
v(p) # 1. Por lo tanto, existe un contramodelo finito para ¢.

Finalmente, por las Proposiciones 135 y 137, tenemos que Lf’v’ﬁ tiene la
propiedad de los modelos finitos.

Una expansion alternativa de [,

En la seccion anterior, hemos expandido L; con una “conjuncion”, me-
diante los axiomas (C1), (C2) y (C3), con (C1) a (C3) los axiomas in-
tuicionistas usuales para la conjuncion. Alternativamente, podriamos haber
definido el conectivo A por medio de los axiomas (C1), (C2) y una regla
(més débil) en lugar del axioma (C3).
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Definicién 38. El sistema L es la expansion de Ly en el lenguaje {—, A}
(con A\ un conectivo binario que llamamos ‘conjuncion débil’) tal que ademds
de los axtomas y reglas de Ly, satisface los siguientes esquemas de axiomas:

(W1) (aAB)— a,
(W2) (aAB)— B

y la regla
0= a, 0 = f

d— (aNp)

(C)

Notar que (C3) implica la regla (C). Es por eso que el sistema L] es, en
principio, un debilitamiento del sistema L. El objetivo de esta seccién es el
estudio del sistema L.

Notar que el siguiente esquema, que llamamos (W4), también se cumple
en L.
(an(a—=p)) =B
Para probar esto, damos una prueba de (A (o — 8)) F B en L] y aplicamos
el Corolario 120:

1. aA(a—p) por hipétesis

2. (anN(a—=fb)) =« por (W1)

3. (aN(a—pB)) = (a— p) por (W2)

4. a—f de 1.y 3., por (MP)
5. « de 1.y 2., por (MP)
6. de 5.y 4., por (MP)

A continuacién comprobamos que la 16gica L también es implicativa vy,

por tanto, algebrizable. Para ello, comprobamos que (IL3) se satisface para
Lt.

Sean a y 8 formulas tales que se verifican o — Sy 5 — «.

1. a—=p Por hipoétesis

2. (aNd)—a por (W1)

3. (aNd)—6 por (W2)

4. (aNd)—p de 2.y 1., por (IL2)

5. (aNd) = (BAJ) de3.y 4., por laregla (C).

Entonces, L es algebrizable y su cuasivariedad asociada, Alg’ | tiene
como cuasi-ecuaciones (B), (I), (A), (T), (S) y

(EW1) (zAy) = x=1,
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(BW2) (rAy) o y=1 v
(QW3) Siz—ax =1y z—y=1, entonces z = (x Ay) = 1.

En esta cuasivariedad A sigue siendo el infimo con respecto al orden inducido
por —. En efecto, por (EW1) y (EW2), tenemos que x Ay < x,y. Por otro
lado, si z < x,y, entonces z — x = z — y = 1. Por (QW3), obtenemos que
z = (x Ay); es decir, z <z Ay.

Ademds también se cumple en Alg?
(EW4) (zA(z—y) —y=1.
Puede escribirse alternativamente como = A (z — y) < y.
Teorema 10. Las cuasi-variedades sHS y Alg'. coinciden.

Demostracion. Sea A € Alg’ . Notar que (A, A, 1) es un semi-reticulo aco-
tado superiormente. Las ecuaciones (SR1) y (SR3) coinciden con (EW1)
y (EW4), respectivamente. Las ecuaciones (SH3) y (SH4) se cumplen en
toda algebra de sub-Hilbert y A es una de estas. Por lo tanto, obtenemos que
A € sHS.

Reciprocamente, supongamos que A € sHS. Comprobemos que la ecua-
cién y las cuasi-ecuaciones que definen a Alg’ se cumplen en A.

Primero, notar que (EW1) es (SR1) y (I) y (T) son consecuencia de
(SR1) junto con el hecho de que z Az =z y x A1 = x. La ecuacién (EW2)
se sigue de (SR1) y del hecho que z Ay =y A x.

La validez de (A) se sigue del hecho de que A € sHS y « < y si y sdlo si
r—y=1

La ecuacién (B) se sigue de (SH1).
La ecuacién (S) es la ecuacién (SH3).

Finalmente, supongamos que z — x = z — y = 1; es decir, que z < x,y.
Como A es el infimo en A, z < z Ay; es decir, (QW3) se cumple en A. [

Por el Corolario 66 podemos afirmar que sHS # SRS. Entonces, debido
a la correccién y completitud de las 16gicas LT y L) con respecto a estas
semanticas algebraicas, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 138. Los sistemas L] y L} presentan diferentes ldgicas.
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