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RESUMEN

El objetivo es validar un programa de simulacidn numérica (y continuar el desarrollo de
programas mas avanzados) por medio de la verificacion y contrastacién de resultados
esperados en un caso de referencia cuyos resultados son conocidos.

El desarrollo parte de la ecuacidon de conservacion de energia térmica en la cual se desprecia
el término transitorio y el término de flujo volumétrico, a esta ecuacion se le aplica el método de
Galerkin y se discretiza el dominio utilizando elementos isoparamétricos bidimensionales
lineales de 4 nodos. Las integrales de la matriz se resolvieron utilizando malla de 2 x 2 puntos
de integracion de Gauss. El modelo fisico considerado es una placa de 15 cm de longitud, 10
cm de alto y 1 cm de espesor. El modelo de elementos finitos consiste de 3 elementos
bidimensionales lineales y condiciones de contorno Dirichlet aplicadas (temperatura) en los
nodos extremos, cuyos valores son: 0°C en un extremo izquierdo y 100°C en el derecho, a lo
largo de la longitud.

Mediante el programa de simulacién numérica por el método de elementos finitos desarrollado
para este trabajo se calcularon los flujos de calor en los 4 puntos de Gauss de cada elemento y
se comprobd que los mismos son iguales en los 4 puntos para los 3 elementos, también se
verificd que solo existen flujos de calor en la direccion horizontal, es decir el vector de flujos de
calor solo tiene componente en direccion x, dado que es en esta direccion donde se aplican las
condiciones de contorno (temperatura), también se verificd que los flujos aumentan a medida
que aumenta la conductividad térmica, y se verificé que el corcho resulta el mejor aislante,
dado que tiene los menores valores de flujos de calor, ya que posee la menor conductividad
térmica. Todos estos resultados esperados, permiten validar el programa de simulacion
numeérica y continuar el desarrollo de programas mas avanzados.

Palabras claves: Problema térmico, Galerkin, elementos isoparamétricos bidimensionales.
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1. INTRODUCCION

En el sector industrial, numerosos equipos como intercambiadores de calor, calderas, hornos,
condensadores, baterias, calentadores, refrigeradores y paneles solares entre muchos otros
estan disefiados principalmente sobre la base del analisis de transferencia de calor.

La difusién de calor es el proceso fisico de propagacion de energia térmica en distintos medios,
esta se produce siempre que exista un gradiente térmico o cuando dos sistemas con diferentes
temperaturas se ponen en contacto, de modo tal que este proceso persiste hasta que se
alcanza el equilibrio térmico.

Para conocer el comportamiento de un determinado material frente a las variaciones térmicas
resulta necesario estudiar el comportamiento de los flujos de calor que tiene lugar en dicho
material. El flujo de calor o flujo térmico se determina como la cantidad de energia por unidad
de area y por unidad de tiempo, la energia variara dependiendo el caso particular de estudio y
sus condiciones de borde.

Se utilizan simulaciones numéricas aplicando el método de elementos finitos para predecir el
comportamiento térmico de placas. A partir de rutinas de calculo basadas en la conservacion

de la energia térmica se determinan los resultados numéricos.

2. METODOLOGIA

Se parte de la ecuacion de conservacion de energia térmica (1), despreciando el fenomeno de
conveccién, el fendmeno transitorio, y considerando que no se tiene flujo volumétrico.

Por [1] y [4] Se aplica el método de Galerkin a la Ecuacién (1), que consiste en pesar la
ecuacion con el vector de funciones de forma H del elemento, y luego integrar en todo el
dominio material para obtener las Ecuaciones (15), (16) y (17).

Utilizando [1] las integrales de todas las ecuaciones se resuelven utilizando 2x2 puntos de
Gauss para un elemento isoparamétrico bidimensional de 4 nodos, Figura 1.

El modelo fisico considerado es una placa de 15 cm de longitud, 10 cm de alto y 1 cm de
espesor. El modelo de elementos finitos consiste de 3 elementos bidimensionales lineales y
condiciones de contorno aplicadas (Temperatura) en los nodos extremos, cuyos valores son:
0°C en el extremo izquierdo y 100°C en el extremo derecho, a lo largo de la longitud.
Empleando [3] se desarrolla un modelo computacional para 5 materiales de uso ablativo
(Berilio, Niquel, Cuarzo fundido, Retak y Corcho), teniendo en cuenta la malla de la Figura 3,
luego se calculan las temperaturas para los 8 nodos con la Ecuacion (17), y posteriormente se

determinan los flujos en los 12 puntos de Gauss, utilizando la Ecuacién (26).
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3. ECUACIONES
Las ecuaciones que se muestran a continuacion se obtienen de [1] y [2] y son las empleadas
para el desarrollo de este trabajo.

3.1. Conservacion de la energia térmica
oT 1
pCyar +PCV VT =V (K -VT) +q, )

pCy, 3—:: Término transitorio
pC,V - VT: Término Convectivo
V- (é . ZT): Término Difusivo
q,: Flujo de calor volumétrico
p: Densidad

Cp: Calor especifico

k: Conductividad térmica

3.2. Elemento isoparamétrico bidimensional utilizado
Para el desarrollo de este trabajo se utilizé un elemento bidimensional lineal de 4 nodos, el cual

se muestra en la Figura 1.

N:Tr=-1,5=1 h2 M nur=1,s5=1

fytr = —1,5% -1 h3 h4 Nyir=1.5=-]

Figura 1: Nodos y coordenadas naturales del elemento.

Funciones de forma
A continuacion se muestran las 4 funciones de forma que corresponden a cada nodo del

elemento. Las funciones de forma valen 1 en su nodo correspondiente y 0 en los otros nodos.

hy =%(1+r)(1+s) (2)
h, =%(1—r)(1+s) (3)
hs =%(1—r)(1—s) (4)
hy =%(1+r)(1—s) ()
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Vector elemental de funciones de forma

ﬂ(e) = [h1 h, h; h4]
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(6)

Para el calculo de la matriz Jacobina de la transformacion del sistema de coordenadas

cartesiano al sistema de coordenadas naturales del elemento isoparamétrico se necesita

determinar las ecuaciones que resultan de multiplicar cada funciéon de forma nodal por la

coordenada nodal en el sistema cartesiano, luego derivar respecto a cada variable del sistema

de coordenadas naturales y posteriormente construir la matriz Jacobiana

se detalla a continuacion:

Las funciones de forma dé cada nodo se multiplican por su coordenada x.

Las funciones de forma de cada nodo se multiplican por la coordenada y.

Expresion del Jacobiano del elemento
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4
X = z hifi
i=1

4
Y= Z h;y;
im1

Derivadas respecto a las coordenadas naturales (r,s)

](6) =

oar
0x

ds

ay

or
aYy

ds

. Este procedimiento

(7)

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Determinante del Jacobiano.

|(e)|_6X6Y aY ox (14)
/ T 9rads Or ds

La matriz Jacobiana y su determinante son iguales para los 3 elementos porque tienen las
mismas dimensiones y la misma cantidad de nodos.

3.3. Matriz K© elemental

Cuando se utiliza un elemento isoparamétrico bidimensional lineal de cuatro nodos la matriz

K© es de 4x4.

1
K(e) =esp J-f E(E)TKE(9)|](E)|dr ds (15)
1

3.4. Vector de esfuerzos aplicados R®

Para un elemento isoparamétrico bidimensional de cuatro nodos el vector R® es de 4x1

1 1
R® =esp ff H" q,|]®|dr ds — esp f[ﬁTq ds| (16)
-1 -1

R© es el vector de esfuerzos, esta compuesto por una parte que depende del flujo volumétrico

y otra del flujo superficial aplicado.

3.5 Sistema global

K@, es la matriz de rigidez global de toda la malla, surge de ensamblar las matrices

elementales.
Es el vector de temperaturas nodales

T:
R: Es el vector global de esfuerzos aplicados

3.6. Desarrollo de la sumatoria para integrar utilizando 2x2 puntos de Gauss, para un

elemento bidimensional de 4 nodos

11 2 2 2
J fF(r, s)drds = Z Z aia]-F(ri, sj) = Z[aialF(ri,sl) + aq;a,F(r;,55)] (18)
-1 -1 i=1i=1 i=1

VII CAIM-II CAIFE Pag.1362



AJEA - Actas de Jornadas y Eventos Académicos de UTN DOI: https://doi.org/10.33414/ajea.7.867.2021

1 1
J- .[F(r, s)drds = aya,F(ry,81) + a,a,F (13, 81) + aayF (11, 53) + aya,F(1ry,5,) (19)
-1 -1

Utilizando [1], para 2 x 2 puntos de Gauss se tienen los siguientes valores de los factores de

integracion:
a; =1 (20)
a, =1 (21)
-1
n /\/§ (22)
r,="1/ (23)
V3
-1
=3 (24)
s =71 (25)
V3

3.7 Ecuacién para determinar los flujos de calor en los puntos de Gauss
En la Tabla 1 y en la Figura 2 se muestran los valores y las posiciones de las coordenadas de
los puntos de Gauss.

alpy =KBT (26)
Donde

B es la matriz B.

T son las temperaturas nodales calculadas para cada nodo del elemento correspondiente.
K es el coeficiente de conductividad térmica.

P,; son los puntos de Gauss.

Tabla 1: Coordenadas de los puntos de Gauss.

Coordenadas de P, | 7= 1/\/§ s= 1/\/§

Coordenadas de P, | 7= —1/\/§ s= 1/\/§

Coordenadas de P,; | 7 = _1/\/§ s = _1/\/5

Coordenadasde P, | 7= 1/\/§ s=— 1/\/§
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§=-0.577 ... -

r=0577 ...
r=-0.577 ...

Figura 2. Coordenadas de los puntos de Gauss segun [1].

4. MODELO FiSICO Y MODELO COMPUTACIONAL
En la Figura 3 se muestran las dimensiones de la placa y en la Figura 4 se puede observar el

mallado propuesto y las condiciones de borde.

i
£
=
-
Y -
L I I
X
150 mm
Figura 3: Dimensiones de la placa.
T=273 K _ . _ T=373K
Yy T3 Ts T7
E &1 82 ) (e3)
.8 " A M __/'I b A
& ® 2 4 B ]

Figura 4: Malla y condiciones de contorno.

5. RESULTADOS

Para realizar el célculo se evalua la matriz B©); e = 1,e = 2,e = 3, en las cuatro coordenadas
de los puntos de Gauss de cada elemento. En la Tabla 2 se observan los flujos de calor
obtenidos en los puntos de Gauss para los 5 materiales propuestos, como se puede observar,

los flujos de calor son maximos para el berilio y minimos para el corcho, este comportamiento
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se debe a la diferencia de conductividades. El vector resultante de flujos en cada punto es de

2x1:

qle = [q;]

(27)

En este trabajo se demuestra que el vector de flujos de calor no tiene componente en la

direccion y, por lo tanto se puede escribir como:

qlpj = [0

Qx]

(28)

Los resultados obtenidos de los flujos de calor para cada punto de Gauss se muestran en la

Tabla 2. Por ejemplo para el Berilio los flujos son:

11 —

[134000]

0

La interpretacion de este resultado es que solo hay flujo de calor en la direccion x, dado que

existe un gradiente térmico aplicado a lo largo de esta direccion.

Tabla 2: Vector de flujos de calor en los puntos de Gauss

. CUARZO
MATERIAL BERILIO | NIQUEL FUNDIDO RETAK | CORCHO
Conductividad del material
201 90 1,46 0,12 0,04
(W/mK)
EIerr:Iento Vector de i [1340000] [60800] [97%.33] [800] [26(.)67]
flujos de

Elemento | ) .

\ Iocsa::netzs doz [1340000] [60800] [97%33] [8()0] [26067]
EIerr;entO de Gauss tis [134()000] [60800] [97%.33] [800] [26(.)67]
Dénde:

El vector de flujos de calor es igual en los 3 elementos, por lo tanto se puede escribir como

ql-j, donde i representa el nodo y j el elemento.

Para el elemento 1 se tiene:

11 = 421 = 431 = qa1

Para el elemento 2 se tiene:

12 = 422 = 432 = Qa2
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Para el elemento 3 se tiene:

q13 = 423 = (433 = (a3

6. CONCLUSIONES

Los resultados que se obtuvieron fueron los flujos de calor en los 12 puntos de Gauss
correspondiente a los 3 elementos. Se verificd la inexistencia de flujos en la coordenada vy,
estos resultados se muestran en el vector de flujo de la Tabla 2, esto se debe a la inexistencia
de un gradiente térmico aplicado en esta direccién. Se verificé que los flujos decrecen con
materiales de conductividad térmica menor y se pudo concluir que los menores flujos se
obtienen en el corcho, debido a que posee la menor conductividad térmica. Con la simulacion
propuesta también se pudieron calcular las temperaturas en cada uno de los nodos de la malla.
Se pudo validar el programa de simulacidn numérica desarrollado y por lo tanto se puedo
continuar con el desarrollo de programas mas avanzados, que en nuestro caso son los
estudios transitorios en placas de materiales de conductividad térmica variable con la

temperatura, utilizando elementos bidimensionales de ocho nodos.

El modelo se puede utilizar con elementos de menores dimensiones, mayor cantidad de
elementos y nodos, cuando se requiere mayor precisiéon en la busqueda de la distribucion de

temperaturas.

El modelo desarrollado es util para seleccionar aislantes, porque establece un criterio concreto

de decision. El modelo también se puede aplicar para determinar los espesores de aislantes.
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