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Abstract. Lempel, Even et (Cederbaum have presented an algorithm for testing
agraph planarity which 18 based on t—graphs and their formulas. We replace the
t-grarhs by graphs called bushes with the following property: they can be
embedded in the plane so that all articulation points lie on the exterior face.
e define reductble bushes as reducitle t—-graphs and characterize them by

forbidden formulas.

Résumé. Lempel, Even et Cederbaum ont présenté, comme test de »lanarité, un
algorithme basé sur les t—graphes et leurs formules. On remplace ici les
t-oravhes par des graphes apprelés arbustes qui ont la propriété suivante: ils
admettent une representation plane ou tons les point d'articulation sont sur
la “ace extérieure. On définit les arbustes réductibles comme les t—graphes

réductibles et on les caractérise par des formules exclues.
i. INTRODUCTION

Dang (4] Lempel, Even et Cederbaum présentent un algorithme qui détermine si
un oraphe bicormere est planaire. (et algorithme consigte en deux parties: la

primiére est un mumérotage des sommets du graphe par ce qu'ils appellent une



st-fonction, une fois choisie une aréte-(s,fJ; la seconde est un algorithme
basé sur un systéme de formules.

Tven et Tarjan domnent (3] wn nouvel algorithme pour trowver une st-fomction
et Booth et Lueker, dans [2], donnent wne implémentation de la seconde partie
en représentant formules par PQ=artres,

L'objet du présent article est, en g8ituant lee t-graphes de [4] dans le
contexte des jraphes W-extérieurs, d'obtenir les formules exclues, du théorhéme
(4.1), dont l'absence caractérise les graphes planaires.

Pour ce faire, on formalise la construction d'un graphe biconnexe 5 de n

sommets, donné dans [4], au moyen d'une suite de sous-graphes H srenyd telle

1
que 5 est planaire si et seulement 8i, pour tout i, 1%i<n-1, H admet une repré
sentation plane ou tous les points d'articulation sont sur ila frontiére d'une
méme Face. Ces sous-graphes, que l'on appelle arbustes, sont W—extérieurs (tous
les sommets d'un ensemble # sont sur la frontidre d'une méme face),

En disant que l'arbuste H. est réductible st H.,,est aussi wn arbuste, on

1
caractérise les arbustes réductibles par sous-graphes exclus, comme cas particu—
lier des graphes W-extérieurs. De 13 on déduit une caractérisation par sous-for
~u.e8 exclues, en définissant la formule d'un arbuste comme celle d'un t-grapke.
Dans la seconde partie de cet article, on présentera un algorithme, rasé
sur les formules exclues, qui détermine si wn arbuste est réductible et deux

algorithmes qui le complétent: L'un de planavité et l'autre de réduction des

Pg-arbres,
2. ARBUSTES ET GRAPHES PLANAIRES

Les graphes congidérés sont finis, non orientés, sans boucle ni aréte



multiple. On utilise les notions de base de [1]. On désigne par V(G) L'ensemble
aee sommets d'un graphe G.

Sorent G un graphe et K un sous-graphe de G. On appelle K-piéce de G, un
sous=grapne de G composé de: wne aréte u de G et ses extrémités, ol u n'est pas
wne aréte de K, mais a ses extrémités dans K; ou wne composante eonnexe N du
sous-gragne engendré par V(G)=V(H), 4 laquelle on ajoute les aréte de G inciden-
tes 4 la fols 4 N et K, et leurs extrémités. Les sommets d'une X-ridce F de &
qut sont dans X sont les pieds de P,

on dira qu'un sommet v de i est relié en dehors de K & wn sommet v' “z 3
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xiste une chatne de G reliant v 4 v' qui ne contient pas d'autre sommet de
K que U,

Soit W un ensemble non vide de sommets de G. On dira que G est plan w—ex-

térieur 31 G est plan et taut 8ommet de w es® zdjacent a la foce extérieure. 7

dira ausi que 7 est planaire W-extérieur 3' .l ceut Etre représentd par wn graphe

vlan W-extérteur.
Dans [5]) on caractérise les graphes planaires W-extérieurs:

(2.1) 51 G est connexe, alors G est planatre W-extérieur si et seulement si G

n'admet cas comme sous graphe un graphe K, sub-division de (A) ou (B) de la

g, 1 (K et K_ . resp.) ou les sommets marqués sont dans W on sont reliés en

23

denors de K d des sommets de W.

(A) (BE)
fig. 1



Sott 8 un somme: Jde G, Une chafne de blocs de G d'origine 8 est une sutte

de sormets et de blocs de G? xo,BI,:cl,...,xn_l,Bn,xn,... telle que, 1) :co=s, 2)

pour tout i, . et x’;*l sont des sommets de Bi+1’ 3) les sommets ToaveesE pees

et les blocs Bz""‘Bn"" 8orit tous distincts,

Soit W 1 ensemble des point d'articulation de G. On dira que G est un ar—

buste plan de racine s st G est connexe, plan Wu{s}-extériecur et tel que toute

chatne de blocs maximale d'origine s finisse en un sommet pendant. On dira aussi

que G est un arbuste de racine s s'il peut représenté par wn arbuste plan de ra-

cine 8,

La définition suivante est donnée dans [4].

Soient G un graphe de n sommets et s8,t deux sommets cictinets o . Ine
st-Fonction sur G est une bijection f de V(G) sur {0,...,n~1} telle que, 1)
F(s)=0 et f(t)=n-1, 2) pour tout sommet y, distinct de 8 et t, i1l existe deux
gommets ,w adjacents d v tels que flul<f(v)<f(w),

Dans le Théoréme a.1 de [4], on démontre cue, st G est biconnexe, »our toute.
paire s,t de sommets distincts de G, il existe une st-jonction sur G,

Soit maintenant G un graphe biconnexe de n sommets, s,t dewux sommets adja-

cents de G et f wie st—-fonetion sur G. Pour tout sommet v, on dira que f(v) est

L'étiquette de v et l'om désignera les sommets par leure étiquettes.

On appelle suite de graphes assoctées & 5 par f, la suite Hioosl, défintie

de la fagon sutvante: 1) Hl est le sous—-graphe de G engendré par les aréte inci-
dentes & 8; 2) on suppose 2<isn et q”ue l'on a défini Hh pour tout h<i, contenant
un sommet d'étiquette h, Alors Hi est le graphe obtenu de Hi-l en réalisant les
opérations suitvantes:

<) On identifie les sommets de d._, étiquetés par i-1 en un sommet Z._;



auquel on assigne l'étiquette i-1,
b) Pour chaque sommet J adjacent & i-1 dans G, tel que j>i-1, on ajoute un
sommet pendant d'étiquette J adjacent Q . _qe
Il est immédiat que, pour tout i, 1sisn-1, H. conttent w1 sommet pendant
d'étiquette 1 et que Hn est isomorphe & G.

On peut démontrer factilement:

(2.2) Théoréme, Soient G un graphe biconneze, s,t deux sommets adjacents de G

et Hl""’Hn la suite associée & G par wne st-fonction, Alors G est planaire

st et seulement si les graphes H,,...,H_sont des arbustes de racine s,
1 ’"n

3. REDUCTIBILITE

Dans tout ce paragraphe, G désignera un graphe biconnexe; s,t dewxr sommets
adjacents de G et Hipeoosd, la suite assqeiée par une st-fonction,
On utilisera les notions sutvantes:

On dira qu'un arbuste 4 de racine s, t<n, est réductible si H. ; est aussi

wn arbuste de racine s.

On voit immédiatement que 8t H _, est wn arbuste de racine 8, 1l est réduc-

1
tible.

Un sous—graphe de i dont les étiquettes des sommets pendants sont égales
d i (resp. distinctes de i) sera appelé blanc (resp.noird. Un sous-graphe qui
a au moing un sommet pendant d'étiquette 1 et un autre d'étiquette distincte de
1 sera appelé mizte.

St B est un bloc de Hi et r est un point d'articulation de Hi qui est dans

B, on dira que x es8t wne racine blanche [resp. noire, mixte). dans B si L'union

des B-piéces de Hi de pited x est blanche (resp. noire, mixte).



On dira qu'un point d'articulation de H., 1<, est 1-gtable 8'tl est ausst

w1 point d'articulation de H. ;+ On remarque que x est 1-8table 81 &t seulement

1'
81 1l exi8te wie x—piéce noire de Hi'

On notera Si l'ensemble des points d'articulation i-gtables de 4.. Alors,
pour tout 1<n-I1, seSi parce que 8 est adjacent & t dans G.

(3.1) Théoréme, Sotrt Hj_un arbuste de racine s, pour j<n-1, Alors i. est réduc-

v

tible 81 et seulement 81 Hj ne contient comme gous—-grapne aucune subdivision

de (a), (b) ou (c) de la [ig. 2, ou les sommets marqués sont dans S . ou reliés

(9

en denoris le 4 & des gormets de 5 ..

Vv

g 3 '
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(a) (o) e
fige ¢
En effet, 9ott h’i l'engemble des points d'articulation le ¥ .. four tout t,
o r = O ’ ) ’ ’ ' * - -
1sisn=2, W. .= S.u {7}, St H:. n'est pas réductible, H,j+1 n'est pas . exté

riewr. Donc, d'aprés (2.1), H:oq contient wn sous-graphe K, subdivision de (A)

v

ou (B) de la fig. 1, o les sommets marqués sont dans S.u{Jj} ou reltés en dehors

v

de K & des sommets de S .,u{Jj}.
v
On voit tout d'abord que j est dans K. On obtient wn sousgraphe 1 de i, en
remp lagant le sommet J adjacent aux sommets Tiaeeesd, de K par n sommets distincts
VyseeasV adjacents & TiseeesZ, respectivement. St K est wne swbdivision de (A),
n

on trowve (a) ou wn graphe qui contient (b); 8'il est wne sibdivision de (B), on

trowwe (b) ou (c), toujours dans les conditions de l'enocé. La réciproque est



immédiate d'aprés (2.1).

D'aprés le Lemme a.4 de (4] , 81 Z' et 2" sont lee frontidree de deur
représentation planes W-extérieures d'un araphe biconnexe, alors deux sammets
z, et z, de W séparent deux sommets Yq et Yo de V eur le cucle Z' si et seule-

ment 81 tls les séparent sur le cycles 2". Om dira alors aue z, et z, géparent

y1 et y2.

m remarque que 81 P est une x-pidce mixte, pour un pvoint d'articulation
x de Hi’ alors 11 existe y € Si,y'# x, sur une chatne de P reliant x et un

sommet étiqueté par J. Fn utilisant ce résultat et (3.1) on démontre:

(3.2) Théoréme. Sotit Hi un arbuste de racine s, pour j<n-1. Alors H. est réduc-

tible 8i et seulement si Hj vérifie les trois propiétés suivantes.

1) Pour tout point d'articulation x de H s 1l y a au nlus deuxr x-piéces

mixtes.

2) Deux racines noires ou mixtes d'un bloc B de Hj no séparent pas deux

racines blanches ou mixtes.

3) Tout bloc B de Hi admet au plus deux racines mizxtes.

(2

4. PORMULES

Dans [4] on définit les formulee d'un t-graphe. C'est presque la méme



définition quti peut s'appliquer @ un arbuste.

Si H est wn arbuste de racine 8, on pose HB-H et, pour wn point d'articu-
lation x ¥ 8, on appelle B, l'arbuste de racine z éogal A 1l'union des x-piéces
de H qui ne contiernment pas s.

Soit S un ensemble de sommets pendants de A. On apelle arbuste taitlld de

H par rapport & S, noté B (S), l'union des chafnee de bloc de H qui finissent
en un sommets de S.

Soit A un arbuste plan de racine 8. On se domne un sous-ordre sur A en

asg8ianant un sens de paroours A4 la ‘rontildre de la face extérieure de chacue
bloec de A, non réduit & wne ardte, et un ordre total 4@ l'ensemble des z-pidces
de A, pour chacue point d'articulation x de A. Un arbuste vlan muni d'un sous-

ordre sera arveld arbuste sous-ordormé.

On suppose maintenant que A est un arbuste plan sous-ordomné et que l'on
a assigné une étiquette d chague sommet pendant de A. La formule F de A est
définie par récurrence comme 8uit :

1) st P,,.. ”Pn sont les x-piéces de Az ordomndes d’aprés le sous-ordre de

1’°
A, la formule de A:: est FJ‘“"Pn’ ol Pi est la formule de Pi’ 1sisn,

2) St P est une r—pidoe de Ax’ B étant le bloo de P aut contient z et
YgoeeesYy lee racinee de B, distinoteés de x, ordonndes d’'aprés le sens assigné
2 la frontiédre de B, 4 partir de z, la forrule de P est PI""'n’ ou P, est la
formule de l'union des B-pidoes de P de pied L% 1sisn,

3) La formule d'une aréte pendant est l'étiquette de son samet pendant.

S1 P=p .....Pn (resp. A.Pz...."n) on dira que F est un produtt (resp.

1

ooncaténation) est que FJ,...,Pn sont ses ‘acteurs (resp. ccrmosantes). Si n > 1

on dira que le produit (resp. conoaténation) est propre. Dans les deur cas on



dira que ‘.Fz,...,Fn sont lee fils de F ; on utilisera aussi l'expression "descen-
dant de F" dans le sens habituel. On interprétera (F) indistinctement comme wn
produit ou wne concaténation impropre.

Les parenthdses sont mises de la fagon habituelle et l'on convient que le:
produtt est plus fort que la concaténation, donc par exemple la formule (FJFzJo
Fq s'éorit plus simplement FJF?oF3

Une sous-=formule de F est la formule d'un arbuste taitllé de A, muni du

sous-ordre induit,

Changer le sous-ordre de A revient d permuter chaque produit de F et inverser,
éventuallement, le sens de chaque concaténation (cela veut dire transformer une
concaténation F1F2...F en F F 1...F2F1). Ces transformatione sont appelées

permutationg et réflexion respectivement dans [4]. Une formule F' obtenue de

cette fagon serd dite dquivalente & F. En utilisant le Lemme a.4 (4] on voit

que l'engemble des formules de A ne dépend pas de la représentation de H choisie,
ce qui permet d'appeler formule de H toute formule de A.

Avec les hypothéses du début du paragraphe 3,8oient . un arbuste et F. une
formule de Hi' Une sous-formule de Fi correspondant @ wn arbuste taillé de H.

blanc (resp. noir, mxte) sera appelée blanche (resp. noire, mizte).

Dans le théoréme suivant la lettre B' (resp. N') avec ou sans sous-indice,
repréeente wne sous—formule blanche ou mizte (resp. noire ou mixte) et la lettre

M une sous-formule mizxte.

(4.1) Théoréme. Soient Hj un_arbuste _de racine s, pour jn-1 et F. wie formule

de Hj' Alors Hj est réductible st et seulement 8t aucwne sou@-formule de Fj

n'est de L'un des types sutvants

' NIR?
1} M MZ.MS 2) 31 N 32

' ®p ! tR(pIGIN? IRIyI)AR!
3) Bl (M uM,) ou (M 1M,)*B 4) BI*(NIBIN!) ou (NIBIN!)*B!
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ol lee signes * et L représentent indépendamment un produit ou une concaténation.

Soit A un arbuste sous—ordonné qui représente Hf’ de formule F.. On suppose

(2

que Hj n'est pas réductible. Donec. l'une des conditions de (3.2) n'est pas véri-
fiée.

1) On suppose qu'itl existe un point d'articulation x de A tel au'il y ait
au moing trois x—-piéces mixtes Pi’ 2=1,2, 3.

S1 8=x ou s n'est pas dans Pl'ni'PZ ni P3, on prend l'arbuste taillé deter-

miné par les sommets pendant de Pl’ P2 et P3 dont la formule est du type 1). S%

par exemple s est dane P, gseul, P, contient un sommet pendant z étiqueté par 7.

1 1

M prend 1l'arbuste taillé déterminé par z et les sommets pendants de P, et P,

dont la formule est du type 3) ou * représente un produtt.

2) On suppose qu'il existe un bloc B de A et deuxr racines notres cu mixtes
ni et né qui séparent deuxr racines bi et bé blanches ou mixtes. Sott b=s, st s
est dans B, ou bien l'unique pied de la B-piéce de A qui contient s. St b est

distinet de b! et b!, on a une sous-formule de F. du type 2). Dans le cas con-
1 2 J

traire, on a une formule du type 4).

3) On suppose qu'il existe un bloc B de A et trois racines mixtes mys My
et m, dans B. Soit b comme dans le cas précédent. Si b est distinct des trots
racines, on a une formule de la forme MIMZMS auil est du type 2). Dans le cas
contraire, on trouve une formule du type B'*(MJMZ) ou (M2M2)*B'.

Réciproquemen t 81 une sous—formule F de F. est de l'un des types de
l'énoncé, en prenant l'arbuste taillé # de Hj c&rrespondant d F, on voit que 81

F est du type 1) (resp. 2); 3); 4)), H, et par suite Hj’ ne vérifie pas la con-

dition 1) (resp. 2); 1), 2) ou 3); 2)) de (3.2).
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