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Sumario:

La propuesta que se presenta de ensefianza, para cursos basicos de la carrera de ingenieria, tiende a
fortalecer la adquisicion del conocimiento significativo de magnitudes que se emplean en los cursos
de Fisica y Matematica.

La misma se desarrolla en iguales tiempos académicos que el empleado en la ensefianza tradicional
de estos conceptos. Pero existe una diferencia sustancial en relacion a la complejidad y generalidad
de los problemas a resolver a favor de esta nueva presentacion y tratamiento de las magnitudes
escalares y vectoriales.

Esto se debe a que con el apoyo en el aula de programas como el Matlab, Maple, Derive, etc, los
alumnos pueden concentrar su atencion en el andlisis del disefio del modelo que describe la
situaciéon problemadtica, en los resultados tanto numéricos como graficos, ya que los célculos
simplemente los realizan a través de estos programas.

Palabras claves: metodologia — escalares — vectores — variables de estado - Matlab

Introduccion:

En los cursos de Fisica y Matematica basica se trabaja con modelos vectoriales para ciertas
magnitudes y modelos escalares para otras.

La importancia de que estas magnitudes sean comprendidas en toda su dimension , no se logra solo
con definirlas para su representacion analitica y grafica en tres dimensiones. Existen casos
especiales de relevancia tanto conceptual como operativo, en que la magnitud vectorial no esta
limitada al espacio euclidiano. En general estos casos no se analizan en los cursos basicos,
precisamente por su complejidad operativa.

La pregunta es, ¢se debe soOlo tratar los sistemas mas simples en la formacion basica, o
apoyandonos con herramientas informaticas, tratar casos mas generales y por lo tanto mas
comparable con los casos reales?

Pensamos que el alumno actual tiene el beneficio de la tecnologia informatica y por lo tanto debe
poder desempefiarse de acuerdo a este adelanto .

Tampoco se prepara en general al alumno para que integre el modelo fisico con herramientas
matematicas que contengan magnitudes de n dimensiones.

Un ejemplo es que en Electromagnetismo clésico por lo dicho anteriormente, cuando se estudia el
comportamiento de la materia frente a los campos, la misma siempre se considera homogénea e
isotropa. Es decir las propiedades de la materia estan representadas por valores escalares. Pero si el
medio no cumpliese con estas condiciones enunciadas, dichas propiedades se deben representar con
otro tipo de magnitud como los vectores 0, mas general, los tensores cartesianos.

Este planteo se puede pensar que acumularia tiempo académico en el desarrollo de las materias,
pero no es necesario que esto ocurra, solo se debe replantear el material a trabajar y la metodologia
en la clase introduciendo las herramientas que nos brindan los utilitarios como el Matlab , el
Matematica o el Maple, en los cuales se pueden operar con vectores y tensores en espacios de mas
de tres dimensiones, en tiempos reales de clase para su calculo. La realizacion de actividades con
esta estructura, nos brinda la posibilidad de iniciar al alumno en los disefios matriciales, que son
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estructuras basica que se emplean para generar modelos matematicos que representen sistemas
reales, tarea importante para un profesional de la Ingenieria.

Propuesta de trabajo en el aula

Reconocer y definir

“ Problema a resolver : sistema real
|

Modelo Fisico Modelo Matemaético

-leyes involucradas estructuras analiticas que
-magnitudes representativas involucran las variaciones
-marco de refergncia instantaneas de laf magnitudes
reee—_— ! _______ r—----—-—"— ;_ —_—— _I
I L PR | . . |
I Principio de } i Sistemas lineales |
' superposicion | ' I
I_ ______________ - - ___ 4

En nuestro trabajo nos limitaremos a estudiar fendmenos que se puedan tratar como sistemas
lineales. La importancia de estos sistemas se basan en el numero de situaciones en la Fisica que son
representados de esta manera y en donde es valido el Principio de Superposicion.

Estos sistemas son estudiados en la curricula actualmente en la mayoria de los cursos universitarios
basico, mediante un modelo matematico basado en las magnitudes como por ejemplo en la
Mecénica lo son la posicion, la velocidad y la aceleracion. Las anteriores magnitudes estaran
relacionadas mediante ecuaciones diferenciales, las cuales o los alumnos a esa altura de la carrera
no estan aun en posibilidades de resolver o que no tendran solucion exacta.

Nuestra propuesta es que se comience con situaciones muy sencillas que puedan ser representadas
mediante el modelo de variable de estado, que llevan a modelos de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden que en su mayoria tendran soluciones que se podran simular mediante los
programas de calculo informaticos .

“ Un modelo de estado es un modelo de ecuacion diferencial que se expresa en un formato
especial que ofrece un método unificado para el estudio de sistemas. EI modelo de estado es
particularmente ventajoso cuando se aplica a simulacion y el modelo de estado lineal

proporciona el fundamento matematico para un importante conjunto de técnicas de analisis y
disefio. Si un sistema es lineal el modelo de estado se puede expresar utilizando la ecuacion

matricial que mantiene el mismo formato sin tomar en consideracion el orden del sistema”.!

! Paul H. Lewis-Chang Yang. Sistemas de control en Ingenierfa. Editorial Prentice Hall. 1999
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Este modelo nos brinda la importante posibilidad de ampliar la idea de vector ya no desde el punto
de vista geométrico ( como se la inicia en la Matematica basica ) , sino de considerarlo como un
ente matematico representado por una n-upla, cuyas componentes ya no son segmentos orientados
en direcciones particulares; en los tipos de sistemas elegidos, podemos definir vectores cuyas
componentes son variables del sistema que llamaremos variables de estado. Estas variables de
estado deben ser seleccionadas cuidadosamente de forma que cualquiera de ellas no sean
combinacion lineal de las otras.

Mediante este modelo, llegaremos a representar al sistema mediante una ecuacioén vectorial de la

forma
{%:A X+BU

Y=CX+DU
X es el vector de la variable de estado

f%es el vector variacion temporal de la variable de estado

U es un vector determinado por las interacciones exteriores o entradas al sistema

Y es un vector constituido por las variables de salida que nos interesa conocer del sistema

A, B, C, D son matrices representativas del sistema.

El sistema se puede asi representar de forma sencilla como un bloque que contendra las variables de
estado, una o varias entradas representadas por el vector U y la salida, representada por el vector Y.

AN N NN

X1
U N X2 Y
—> . —>
Xn

De la lectura de ecuaciones lineales diferenciales del modelo, se concluye que :

v La primera ecuacion nos permite visualizar la evolucion temporal del sistema mediante una
relacion lineal entre las variables de entrada y de estado.

v' La segunda ecuacion da la relacion lineal entre la variables de salida con las variables de
entrada y de estado.

El tamafio de los vectores y matrices involucradas dependera del sistema analizado.

Ejemplos desarrollados utilizando modelos lineales de variables de estado
Los tres ejemplos que se desarrollan en orden de complejidad se desarrollan de acuerdo con lo
establecido en el esquema de la introduccion

I- Cuerpo que cae sobre un plano inclinado sin roce

Se analiza el movimiento de una particula de masa m sobre un plano inclinado de angulo « sin
roce.

A-Lo resolvemos en forma tradicional

El sistema de ejes coordenados cartesianos asociado al plano es tal que el eje x es paralelo a la
superficie del plano y el eje y es normal a la superficie del plano
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Condiciones iniciales :
a- la posicion coincide con el origen de coordenadas elegido
b- la particula parte desde el reposo

_

Interacciones con agentes exteriores:

a-La superficie del plano, la cual al no tener roce solo ejercera sobre el cuerpo de masa m una
fuerza perpendicular que denominamos normal ( N )

b-El planeta Tierra, que ejerce sobre la masa m la fuerza de atraccion gravitatoria o peso ( P)

Por otro lado, al trabajar con el modelo de Tierra plana consideramos que la fuerza de atraccion
gravitatoria tiene la direccion vertical y adopta el valor ( con masa m constante ) m g, donde g=

m
9. 81 — constante.
s 2
Trabajando dentro del marco newtoniano, al aplicar la segunda ley de Newton obtenemos

g_d(m\?)_mdzf
a dt - dt2

La anterior es una ecuacion no algebraica, que tiene por incognita la funcion r (t), que es una

funcion vectorial que representa el vector posicion en funcion del tiempo. La trabajaremos por sus
componentes cartesianas.

Trabajando con el sistema de ejes coordenados indicado, llegamos a dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden

2
Z F x =P sen a:maxzmd#;t)
dt
d?y (t
Z Fy:N-Pcos a:mayzm#
dt

En nuestra situacion, el cuerpo solo se mueve sobre el plano o sea en la direccion del eje x ,
entonces la componente de la aceleracion a y = 0.Por lo tanto,
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2

E Fx=0gsena= d#;t)
dt

E Fy=N-Pcosa=0

Por ser sencillas , podemos resolverlas integrando cada termino, entonces

2
d X(t)zjd X(t)dt=jgsenadt:(”EU=gsena t+Cq

dt dt2 d
2
ay ()_[e?y 0y
dt dtz 2

donde C ; y C, son constantes que dependeran de las condiciones iniciales para la velocidad. En

nuestro caso, C1 = C2 =0, por partir el cuerpo desde el reposo. Entonces, queda que
d x(t)

=gsena t
ar gsen«
dy (1) _,
at

Volviendo a integrar , llegamos a que

2
x(t) jd zit)dt =gsena %+C3

y(t)=j‘]'{j§”dt=c4

donde C 3y C4 son otra vez constantes que dependeran de las condiciones iniciales para la
velocidad. En nuestro caso, C3 = C4 =0
Por lo tanto, la ecuacion de la posicion del cuerpo en funcion del tiempo sera

2
P(t): x(t):gsena; (1)

y(t)=0

lo que representa la ecuacion paramétrica de una recta y la funcidon velocidad en funcion del tiempo
estara dada por

P Vy (t) = gsen at
V(t)_{vy(t):o

B- Lo resolvemos con el modelo de variable de estado

Observamos que al plantear el problema a partir de las magnitudes posicion y velocidad, nos
condujo a un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, que en este caso por
integracion directa fueron féciles de resolver. Pero no siempre sera de esa forma.

Formularemos el problema desde el punto de vista del modelo de variables de estado para poder
aplicar una simulacion mediante el programa Matlab.

En nuestro problema, consideraremos solo el movimiento en la direccion del plano. Por lo tanto

solo trabajaremos con la ecuacion: & gsena
Entonces, adoptaremos como variables de estado a :
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{xlzx
X =%
A partir de las definiciones de las variables de estados , podemos escribir las ecuaciones
diferenciales del problema de la siguiente manera:
£ =x,

£ =gsena
Las anteriores ecuaciones constituyen nuestro modelo de variables de estado.
Se lleva a la forma matricial en donde se distinguen dos elementos :
v' el término que representa las variables de estado.
v' el término que representa las variables exteriores o de entrada.

Se forma un vector X de 1 columna y tantas filas como variables de estado tenga el sistema ; en
nuestro problema es de 2 filas .Se lo anota como un vector de 2 x 1.

De igual manera al vector fscque tenga por filas a las derivadas primeras de las variables de estado.
Se arma la matriz A con tantas filas y columnas como variables de estado tenga el sistema. Sus
elementos seran los valores que multipliquen en las ecuaciones de primer orden a las variables de
estado , colocadas en orden.

El elemento a ; j es el que se encuentra en la fila correspondiente a la derivada de la variable de
estado i y que multiplique en la ecuacion diferencial a la variable de estado j.

Al armar la matriz B , debemos tener en cuenta solo las interacciones del sistema con agentes
exteriores que llamaremos entradas , en nuestro caso de g.

Esta matriz tendra tantas filas como variables de estado y tantas columnas como agentes exteriores.
Para nosotros hay solo una .Podemos entonces escribir las anteriores ecuaciones como la suma de

las siguientes matrices:
L&j = B éﬂ [Xl} +0 sena [0}
X2 1

Por otro lado, como vector salida se considera al vector cuyas componentes son la posicion x y la
velocidad v. Entonces la ecuacion de salida es :

X _ 10 X1 + 0
o 1)[x, 0
En nuestro caso, la ecuacion de salida no depende de las variables de entrada.

El Matlab trae un paquete que permite simular la actuacion del sistema bajo una entrada constante

durante todo el tiempo, como es en este caso. Dicha funcion es el escalon unitario o STEP
% simulacion de un movimiento en un plano inclinado

% ingreso de los datos plot(tiempo',x(1:100,1))
g=10; grid

n = input ('Entre el nimero de simulaciones a realizar'); xlabel('tiempo")

for i=1:nn ylabel("posicion')

alfa = input('angulo de inclinacion alfa ="); figure(2)

%entrada de las matrices del sistema plot(tiempo',x(1:100,2))
A=[01;0 0]; grid

B=[0 ;g*sin(alfa)]; xlabel('tiempo")
C=[10;0 17; ylabel('velocidad')
D=[0;0]; hold on
tiempo=[0:0.1:9.9]; end

x=step(A,B,C,D); grid

figure(1) hold off
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I1- Movimiento armonico simple
Este tipo de movimiento esta representado por una ecuacion de segundo orden de la forma

2
d x(zt)+w§
dt

donde x ( t) es la posicion en funcion del tiempo , [ , es la frecuencia natural o caracteristica del

x=0

. . : Ik ,
sistema. Por ejemplo, para un sistema masa-resorte, sabemos que p =./— ; para un péndulo
m

ideal, o, = \F .
g

Esta ecuacion diferencial de segundo orden se podria resolver por métodos conocidos del Analisis
Matematico. Pero es mas sencillo llevarlo a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
lineales y la respuesta del sistema interpretarla por la simulacion que nos brinda la herramienta
informatica como es el Matlab.

Se trabaja con la ecuacion caracteristica, se seleccionan como las variables de estado

X1 =X
X o = §L1
por lo que tendremos el sistema de ecuaciones de estado
2 =,
}SL _ 2
2 =-®@ X1

que nos conducen al siguiente sistema matricial

)?‘1 0 1]/xq

L ol
Como variables de salida podemos adoptar la posicién x y la velocidad v , entonces por las
transformaciones adoptadas tendremos que

X 10 X1

o L]

Como es sabido de la Fisica elemental , aqui es necesario trabajar con condiciones iniciales;
formaremos un vector llamado X , , constituido por una columna y tantas filas como condiciones
iniciales se requieran. En nuestro caso se requieren solo dos.

El paquete Matlab trae dentro la funcién INITIAL, que nos simulara la evolucion del sistema bajo
condiciones iniciales.

A continuacion colocamos el programa construido para simular el MAS de un sistema masa-resorte.
% Simulacion de MAS
% entrada de datos

k=input( 'constante del resorte");

x=initial(A,B,C,D,x0);

m=input('masa del sistema '); figure(1)

wn=sqrt(k/m); plot(tiempo',x(1:100,1))
A=[0 1;-1*wn*wn 0]; grid

B=[0;0]; xlabel('tiempo")
C=[10;017; ylabel('posicién')
D=[0;0]; figure(2)
tiempo=[0:0.1:9.9]; plot(tiempo',x(1:100,2))
% introducir las condiciones iniciales grid

xi=input('posicion inicial="); xlabel('tiempo")
vi=input('velocidad inicial="); ylabel('velocidad')

x0=[xi;vi];
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I11- Movimiento de dos masas

Se simula el movimiento de un sistema mas complicado, el de dos masa unidas por resortes,
esquematizado en el grafico siguiente

T

-

Las ecuaciones para cada masa , de acuerdo con la segunda ley de Newton , forman un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de segundo orden

{mlﬁzmlg'kz(yl'yZ)‘klyl

ma %% =mj g-ka (y2-y1)
Trabajando un poco con la anterior, llegamos a que

_ ko ky
# =9 e (Y1TY2)- Sy
k2
# =g my (Y2 7Y1)

La resolucion de este sistema por integracion directa es mas compleja y dificil. Por lo tanto, son en
estas situaciones donde se valoriza la potencialidad del método de variables de estado.
Se definen las siguientes de variables de estado

X1=Y1

X2 = ’Sﬁ

X3 =Y2

Xq = ’?%

con lo que se tiene que las ecuaciones diferenciales se expresan como

kZ kl
=g- Xq-X - X
§12 g 1( 1 3) 1 1

k
£ =g-2 -
2=9 mz(X3 X1)

Esto puede ser llevado a una ecuacion vectorial adoptando un vector X , donde sus componentes
seran x,X»,X3 ¥ X4. También aparecera su vector derivado.
La matriz A , definida como

0 1 0 0 0
- [kﬁkzj 0o K2 y la matriz 1
_ mi mq B=
A= 0
I(0 0 I(<) 1
r2 0 -2 o 1
ma ma

Como vector de entrada que depende de agentes exteriores, tendremos solo la accioén del peso,
mediante la aceleracion de la gravedad, entoncesU=[g |.
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Como variables de salida, adoptamos yl1, vl, y2 y v2.

Y1 1000 X1
Vq 0100 X2
y2| |0 0 1 0}|x3
Vo 0 0 0 1 X4
Programa en Matlab para la simulacion del sistema de dos masas
% entrada de datos
k1=input( 'constante del resorte 1"); title("funcion posicion del cuerpo 1 en funcidn del
k2=input( 'constante del resorte 2"); tiempo ')
ml=input('masa del sistema 1 ); figure(2)
m2=input('masa del sistema 2 "); plot(tiempo',x(1:100,2))
cl=-1*(k1+k2)/ml; grid
c2=k2/ml; xlabel('tiempo")
c3=k2/m2; ylabel('velocidad")
A=[0100;c10¢c20;0001;c30-1*c307; title("funcion velocidad del cuerpo 1 en funcion del
B=[0;1;0;1]; tiempo ')
C=[1000;0100;0010;0001]; figure(3)
D=[0;0;0;0]; plot(tiempo',x(1:100,3))
tiempo=[0:0.1:9.9]; grid
% introducir las condiciones iniciales xlabel('tiempo")
xil=input('posicion inicial de 1="); ylabel('velocidad')
vil=input(‘velocidad inicial de 1="); title("funcion posicion del cuerpo 2 en funcidn del
xi2=input('posicion inicial de 2="); tiempo ')
vi2=input('velocidad inicial de 2="); figure(4)
xo=[xil;vil;xi2;vi2]; plot(tiempo',x(1:100,4))
x=initial(A,B,C,D,x0); grid
figure(1) xlabel('tiempo")
plot(tiempo',x(1:100,1)) ylabel('velocidad')
grid title('funcion velocidad del cuerpo 2 en funcion del
xlabel('tiempo") tiempo ')
ylabel("posicion')

Presentamos a continuacion graficos resultantes de una simulacion del sistema, con los siguientes
datos

constante del resorte 1= 1000 ,constante del resorte 2=10

masa del sistema 1 =10, masa del sistema 2 =5

posicion inicial de 1=0  velocidad inicial de 1=0

posicion inicial de 2=2 velocidad inicial de 2=0

funcid n posicié n del cuerpo 1 en funcié n del tiempo
0.04 funcié n velocidad del cuerpo 1 en funcié n del tiempo

°'°3A /\ 0: AN
NRN ALY e i
NIREL N of
J A L
VI YT |
002 \/\/\/\/ '°"\
VY T

-0.03 0. U V
\/ 025
8 10

-0.04 0 2 4 6
0 2 4 6 8 10 tiempo

tiempo

oS

Gréficas de la simulacion del cuerpo 1
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9 funci6 nposicidn del cuerpo 2 en funci6 ndel tiempo funcié n velocidad del cuerpo 2 en funcid n del tiempo

T A
T j | AR

2 0 2 4 6 8 10
0 2 4 6 8 10 tlempo

tiempo

Gréficas de la simulacién del cuerpo 2

Conclusion:

La transferencia al aula de esta propuesta deberia iniciarse en la materia donde el concepto de
derivada esté dentro del programa. Es importante que el alumno realice la ejercitacion de la
estructura matematica pura del modelo de variables de estado, porque de esta manera cuando
estudie los contenidos fisicos, podrd concentrar su aprendizaje en el disefio matricial que represente
la situacidén problematica planteada, sobre el conocimiento operativo adquirido con las herramientas
informadticas en los cursos de matematica.

Es de destacar una vez mas que el tratamiento de los temas desarrollados, utilizando los programas
de calculo informaticos, independiente del tema, son generadores de aptitudes y actitudes en el
alumno, como por ejemplo: familiarizarse con el trabajo grupal, autoaprendizaje, desarrollar la
iniciativa de investigar el problema variando condiciones iniciales o de contorno, ya que se
optimizan los tiempos de calculo y grafica

Se debe sumar que el uso de utilitarios de calculo, permite al alumno analizar la respuesta de
sistemas complejos sin conocer la solucidon analitica del problema matematico, tarea de
interpretacidon muy importante para dar soluciones de sistemas reales .

Pero tal vez el mas importante aprendizaje con esta propuesta sea la de incentivar al disefo, en este
caso matricial, a un alumno de ingenieria ya que su trabajo profesional en general es analizar y
solucionar problemas donde el numero de variables no son precisamente las dimensiones
euclidianas.
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