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Introduccion

Contexto general. La nocién de marcos en espacios de Hilbert surge en 1952 en el trabajo de Duffin
y Schaeffer con el estudio de desarrollos de tipo L? con respecto a sistemas exponenciales, denominados
desarrollos no arménicos, similares a las representaciones dadas por la transformada de Fourier. Sin
embargo, los marcos fueron reconsiderados recién en el afio 1986 en el trabajo de Daubechies, Grossmann
y Meyer sobre onditas, que son marcos en espacios de Hilbert con una estructura determinada. Junto
con marcos de Gabor, las onditas y sus generalizaciones son una fuente de investigacién importante del
analisis funcional. Actualmente, la estructura adicional de varias clases de marcos se ha dejado de lado
y se consideran marcos generales (abstractos) en espacios de Hilbert. Algunos de los investigadores mas
importantes de esta nocién son P. Cazzasa, E. Christensen, H. Han y D. Larson.

En la teoria de marcos se han considerado varios problemas de investigacién que se encuentran rela-
cionados con algunos topicos centrales de otras areas del andlisis funcional y la teoria de operadores. Un
ejemplo de esta situacion es la llamada conjetura de Feichtinger, relacionada con las conjeturas “paving”
de Anderson y la famosa conjetura de Kadison-Singer. De hecho, estas relaciones dieron un impulso al
estudio de estos problemas, que derivaron en la reciente solucién (por la positiva) de la conjetura de
Kadison-Singer obtenida por Marcus, Spielman y Srivastava. Otro ejemplo de tal situacién es el llamado
problema de diseio de marcos. En este caso el problema es el de hallar marcos con cierta estructura,
mas precisamente con operador de marco y normas de los elementos de marco pre-establecidas. Este
problema esta intimamente relacionado con el teorema de Schur-Horn de la teoria de mayorizacién. De
forma similar, la interaccién entre estos dos problemas ha motivado recientemente el interés y desarrollo
de resultados en estas areas de investigacion.

El desarrollo de la teoria de marcos estd también influenciado por las aplicaciones de esta teoria a
situaciones reales; como ejemplo, podemos considerar la transmision de senales a través de canales con
ruido: en este caso, el ruido perturba los datos transmitidos y el problema es hallar c6digos de transmisién
y estrategias de reconstruccién que minimicen el error en la recuperacion de las senales. En este contexto,
los llamados marcos ajustados constituyen una clase importante, no sélo debido a la simpleza de su férmula
de reconstruccién, sino a que ademads presentan robustez ante problemas que surgen en las aplicaciones,
como el mencionado anteriormente (ver [18, 37], entre otros). En el trabajo [9], J.J. Benedetto y M. Fickus
introducen una herramienta muy tutil para el estudio geométrico de los marcos ajustados en espacios de
Hilbert de dimensién finita: el potencial de marco PM (también llamado potencial de Benedetto-Fickus).
Recientemente, ha habido interés en la estructura de marcos que minimizan otro potencial, llamado error
medio cuadrético (MSE) (ver [31, 48, 53]).

El estudio del potencial de marco y del MSE estan a su vez relacionados con la nocién de mayorizacion
del andlisis matricial; en efecto, sucede que esta sencilla nocion explica las desigualdades halladas para
estos funcionales en la teoria de marcos finitos, asi como la estructura espectral de los minimos (bajo
ciertas condiciones de normalizacién). Este es, a su vez, el punto de partida para el desarrollo de los



llamados “potenciales convexos” ([46]) que incluyen el potencial de marco y el MSE, y que proporcionan
una medida de la dispersién del espectro de los operadores de marcos.

Contexto espécifico. Sea VW un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H y sea I un conjunto
finito o infinito numerable. Una sucesién (posiblemente finita) F = {f;}ier en W es un marco para W, si
existen constantes positivas 0 < a < b, tales que

all fI? <D UF P <blfI* paracada feW.

i€l
Si a = b decimos que F es un marco ajustado para W.

Un marco F para W, proporciona esquemas de codificacién - decodificacién lineales (tipicamente
redundantes) y estables de vectores (seniales) en Y. En efecto, si V es un subespacio cerrado de H, tal que
V@ W+ =H (e.g. V =) entonces, es posible encontrar marcos G = {g;}ic1 para V tales que verifican
la siguiente férmula de reconstruccién

f=Y{f9:) fi, paracada feEW.

i€l

La representacion anterior se encuentra dentro de la teorfa de dualidad oblicua (ver [23, 24, 29, 30]). Por
lo general, en algunas situaciones aplicadas se desea desarrollar esquemas de codificacién - decodificacion,
como antes, con algunas caracteristicas adicionales. En algunos casos, buscamos esquemas con propie-
dades pre-determinadas (e.g., para los cuales la sucesiéon de normas {||f;||}ic1 asi como las propiedades
espectrales de la familia F se dan por adelantado), que conducen a lo que se conoce en la literatura como
problema de diserio de marco (ver [4, 9, 15, 17, 45, 53]). En otros casos, buscamos pares duales oblicuos
(F,G) numéricamente robustos, que se conoce como disenos de marcos dptimos (ver[7, 24, 31, 46, 51, 59)).

Como ya hemos mencionado, la teoria de dualidad oblicua para marcos finitos es un escenario amplio
para el esquema de codificacién-decodificacién lineal en un espacio de Hilbert W, basado en la nocién de
muestreo consistente. La teoria de dualidad oblicua ha sido desarrollada y extendida en varias formas (ver
[3, 5, 28, 24, 30]). De hecho, se ha aplicado exitosamente al estudio de dualidad para sistemas invariantes
por traslaciones finitamente generados en L?(R%) (ver [23, 35, 36]).

Recordemos que Benedetto y Fickus introdujeron un funcional definido para sucesiones finitas de

vectores (de norma uno) F = {f; }ier, (donde I,, = {1,...,n}), llamado potencial de marco, dado por
PM(F)= > [fi, f)* .
1,7 €ln

En el caso que dim H < oo, unos de sus mejores resultados muestra que los marcos ajustados de norma uno
-que constituyen una clase importante de marcos, pues su férmula de reconstruccién es simple y presentan
propiedades de robustez- pueden caracterizarse como los minimos (locales) de estos funcionales, entre todos
los marcos de norma uno. Desde entonces, ha habido interés en los minimos (locales) del potencial de
marcos, dentro de ciertas clases de marcos, ya que tales minimos pueden considerarse como sustitutos
naturales de los marcos ajustados (ver, por ejemplo [16, 46]). Notemos que, dada F = {fi}icr, € H"
entonces PM (F) = tr (5]2:) Recientemente, ha habido interés en la estructura de marcos que minimizan
otros potenciales, llamado error medio cuadratico (MSE), dado por MSE(F) = tr (Sx!) (ver [31, 48, 53]).
Tanto el potencial de marco como el MSE son ejemplos de los llamados potenciales convexos, introducidos

n [46]. Resulta que, los minimos de estos potenciales convexos comparten la estructura espectral y
geométrica de los minimos del potencial de marco. Es bien conocido, que en el caso V = W, los marcos
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Introduccién

ajustados F para W - i.e. minimos de potenciales convexos- dan lugar a pares duales 6ptimos (F,G)
(numéricamente robustos). Por lo tanto, parece evidente que en el caso V @ W+ la construccién de pares
duales oblicuos robustos (F,G), estd relacionado con la construccién de marcos F que son minimos de
potenciales convexos (e.g. el potencial de marco).

Se sabe que el problema de diseno de marcos, tiene una formulacién equivalente en términos de la
relacién entre la diagonal principal de un operador semi-definido positivo y su espectro. En el contexto
finito dimensional esta relacion estéd caracterizada en el Teorema de Schur-Horn de anélisis matricial. Han
habido recientes avances importantes tanto en el problema de diseno de marcos, como en el Teorema de
Schur-Horn en dimesién infinita, principalemte por la fuerte vinculacién entre ambos resultados. Existen
parametrizaciones completas de los marcos con normas y autovalores (de sus operadores de marco) pre-
determinados [15], por las llamadas sucesiones de eigensteps, que se obtienen en términos de la teoria de
entrelace, otro resultado importate de la teoria matricial. Resulta que la estructura espectral de los duales
oblicuos (que incluye duales cldsicos) de un marcos finito, puede describirse en términos de la relacién
entre el espectro de un operador semi-definido positivo y el espectro de su compresién a subespacios [48].
En el contexto finito dimensional, estas relaciones se conocen como las desigualdades de Fan-Pall (que
incluye las desigualdades de entrelace de Cauchy como un caso particular). Sin embargo, en ambos casos,
los resultados correspondientes en la teoria de marcos no tienen en cuenta ninguna estructura adicional
del marco inicial. Por ejemplo, en el caso del problema de diseno de marcos, parece natural preguntarse
si podemos construir un marco estructurado (e.g. wavelet, marcos de Gabor o marcos generados por tras-
laciones), con estructura predeterminada. Andlogamente, en caso que fijemos un marco estructurado F
para W, es natural preguntarse si podemos construir un marco dual estructurado con ciertas propiedades
predeterminadas.

Como ejemplo especifico de los problemas mencionados anteriormente, consideramos la siguiente si-
tuacién concreta. Sea L?(R*) el espacio de Hilbert complejo - con respecto a la medida de Lebesgue - y
la representacién unitaria de Z* determinada por Z¥ > ¢ — T, € L(L*(R¥)), donde Ty(f)(z) = f(x — £),
z € RF. Sea W C L?(RF) un subespacio invariante por traslaciones enteras (denominado SIT), es decir
que W es invariante bajo la accién de T, para todo ¢ € ZF. Sea F = {fi}ier, € W™ una familia finita en
W. Entonces, la familia generada por traslaciones E(F) = {1y fi}(s)czr 1, estéd contenida en W. Un pro-
blema natural en este contexto es el de describir las posibles estructuras de los marcos E(F) (denominados
marcos SG); este problema puede considerarse un problema de diseno estructurado. Concretamente, se
trata de describir las relaciones entre el espectro y las normas de tales marcos (en realidad, en términos
de una estructura interna de espectro y normas que describimos més abajo). Por otro lado, en el caso en
que E(F) resulte un marco para W resulta de interés entender la familia de marcos E(G) que resultan
duales para E(F), que se obtengan por traslaciones enteras de una familia inicial G.

Vale la pena aclarar que la nocién de potencial de marco definida por Benedetto y Fickus no tiene
una extension natural al conjunto de marcos para un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Sin em-
bargo, utilizando un entorno adecuado, veremos que es posible extender la nociéon general de potencial
convexo al contexto de marcos E(F) generados por traslaciones de una familia finita F = {f;}icr,. Es-
tas extensiones caracterizan a los marcos E(F) que son ajustados como sus minimizadores, bajo ciertas
restricciones naturales. Esto sugiere a su vez, el estudio de los llamados disefios 6ptimos con propiedades
predeterminadas.

Sobre los problemas considerados en esta tesis. Es bien sabido que las propiedades de la familia
E(F) con respecto a un subespacio invariante por traslaciones y finitamente generado W, pueden ser
estudiadas mediante una fibracién del problema: a tal fin consideramos I' : L?(R¥) — L2(T*, ¢(2(ZF))
dada por T'f(z) = (f(z + £))sezr (donde f denota la transformada de Fourier de f € L2(R¥)) que es un
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isomorfismo isométrico; entonces E(F) es un marco para YV con cotas a y b siy solo si {I'fi(z)}ier, es
un marco para Jyy(x) (donde Jyy(z) C ¢2(Z*) es la clausura del subespacio {I'(f)(z) : f € W}) con
cotas a y b, para x € TF ctp. Con estas nociones, extendemos la teorfa de Fan-Pall al contexto de campos
medibles de matrices semi-definidas positivas (en un espacio de medida) y al contexto de compresiones
en términos de selecciones medibles de subespacios. Esto nos permite dar una descripcién explicita, de lo
que llamamos estructura espectral fina, de duales E(G) de un marco E(F) fijo, para W C L?(R*) FSIT.

La estructura fina de E(F) como una familia fibrada sobre el toro T junto con la teorfa de funciones
rango para FSIT’s W (ver [10, 11, 54]) puede utilizarse para desarrollar extensiones naturales de los
potenciales convexos a este contexto. Concretamente, dada una funcién convexa ¢ : R>¢ — R, definimos
el potencial PJ,/V (E(F)) asociado al par (¢, W), como una integral sobre T* de los correspondientes
potenciales en las fibras (para enfoques relacionados con diferentes problemas en FSIT’s, ver [1, 35, 36]).
El potencial de marco convexo asi definido mide la ”dispersiéon”de la estructura espectral fina de la
sucesion. Como veremos més adelante, estos potenciales de marcos convexos detectan marcos ajustados
como sus minimos (bajo ciertas condiciones de normalizacién).

Los potenciales convexos en FSIT’s proponen varias cuestiones relacionadas con los problemas de
disenios 6ptimos. En particular, dados W, V FSIT’s, tales que ¥V @ Wt = L?(R*) y una familia finita
F = {fi}tie1,, tal que E(F) es un marco para W, consideramos el problema de disenar duales oblicuos
6ptimos F(G) que son las traslaciones enteras de la familia G = {g;}icr, en V y tal que G tiene la
siguiente restriccién de norma Y,y [|gil|* > w, para w > 0. Con el fin de hacer frente a este problema,
desarrollamos dos nuevas herramientas en el contexto de marcos de traslaciones. Por una parte, obtenemos
la estructura espectral fina de marcos duales oblicuos SG de un marco fijo E(F), que describe de forma
detallada los autovalores del campo medible de operadores positivos, definido en T* correspondiente a
los operadores de marco de los duales oblicuos SG de E(F). Como consecuencia, derivamos condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de duales oblicuos SG ajustados E(G) de E(F). Por otra parte,
consideramos la construccién water-filling (tanto para funciones en espacios de probabilidad como para
campos medibles de operadores positivos de rango finito) y mostramos que esta contrucciéon conduce a
soluciones 6ptimas del problema de disefio de duales oblicuos. Esto es, mostramos que las construcciones
por water-filling son éptimas respecto a la mayorizacién (considerada en el contexto general de los espacios
de probabilidad) que es un resultado de interés independiente. Con estas herramientas se resuelve por
completo el problema de disenar marcos duales oblicuos éptimos con restricciones de norma, mencionado
antes; resulta que estos duales oblicuos SG éptimos son mas estables que el llamado dual oblicuo canénico.
Senalamos que la estructura de la soluciéon éptima se obtiene en términos de un analisis global.

En este trabajo de tesis también hemos desarrollado una extensién del Teorema de Schur-Horn para
campos medibles de matrices semi-definidas positivas y tenemos en cuenta las posibles estructuras finas de
los marcos SG para FSIT’s (ver Seccién 1.3 para preliminares en sucesiones Bessel SG y Teorema 2.3.2).
Este tipo de analisis, también representa un problema de diseno de marco, donde las caracteristicas
prescriptas se obtienen en términos de alguna estructura interna (o bien) es inherente a la sucesién de
Bessel SG, relativa a W FSIT. Ademads, mostramos que la teoria de Fan-Pall para campos medibles
de matrices semi-definidas positivas puede usarse para obtener una parametrizacion de sucesiones de
Bessel SG con propiedades predeterminadas, similares a las obtenidas en términos de los eigensteps. A
la vez, usamos estos resultados para mostrar que existen minimos de un potencial convexo arbitrario
(pero fijo) asociado al par (p,V) con normas predeterminadas. Esto es, para una funcién convexa fija
¢ : R>9p = R>p, y para una sucesion fija de nimeros positivos oy > ... > «;, > 0, mostramos que existen
vectores f; € W para 1 < i < n, tales que ||fi||* = o; y tales que F minimiza el potencial convexo asociado
al par (¢, W) entre todas las sucesiones finitas de vectores en WV con normas predeterminadas por los a’s.
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Introduccién

Como herramienta para abordar este problema, consideramos la nocién de mayorizacién en espacios de
probabilidades.

Se ha observado que la posicion relativa de los subespacios W y V juega un papel importante cuando
comparamos dualidad oblicua con dualidad clasica. Este fendmeno ha sido estudiado, principalmente se
ha estudiado el angulo entre los subespacios W y V. En este trabajo de tesis damos una descripcion
detallada del roll de la geometria relativa de YW y V en dualidad oblicua, en el caso de subespacios de
dimension finita. Nuestro andlisis se basa en las desigualdades de Lidskii multiplicativas y en la lista
completa de los llamados angulos principales entre W y V. Los resultados obtendidos proporcionan una
medida cuantitativa éptima de estas relaciones.

Ademés consideramos dos problemas intrinsecos a la dualidad oblicua en dimensién finita. En primer
lugar notamos que el dual oblicuo canénico (U - F )ﬁ de una rotacién rigida U - F = {U fi}ier, de F,

en general, no es una rotacién rigida del dual oblicuo canénico .7:# de F (como si ocurre en la dualidad

clésica). Asi, calculamos la rotacién rigida Uy de W tal que el dual oblicuo canénico (Up - F )ﬁ es 6ptimo

respecto a la submayorizacion, entre todas las rotaciones rigidas. Esto implica una familia de desigualdades
en términos de potenciales convexos.

En segundo lugar, consideremos la norma aliasing correspondiente al muestreo consistente asociado
a los subespacios V y W. La norma aliasing mide la incidencia del complemento ortogonal de W en la
reconstruccién consistente f — f = Qf, donde @ denota la proyeccién oblicua sobre W a lo largo de Y+
(ver [29, 39]). Se sabe que la norma aliasing se puede acotar en términos del dngulo entre V y W (ver
[61]) sin embargo esta cota no es éptima. Calculamos de forma exacta la norma aliasing correspondiente
al muestreo consistente. Ademds introducimos la nocién de aliasing para pares duales oblicuos (F,G) que
mide la incidencia del complemento ortogonal de W en el esquema de codificacién-decodificacién (consis-
tente) correspondiente a F y a G. En este contexto calculamos las rotaciones rigidas Uy que minimizan
el aliasing de los pares duales (U - F,(U - F )\7% ) para el marco fijo F. Extendemos la nocién del aliasing
para el caso de FSIT’s.

Organizacién de la tesis. En el Capitulo 1 describimos algunas nociones y hechos preliminares de la
teoria de marcos para subespacios en espacios de Hilbert. Con el fin de tratar los potenciales convexos
generales, por un lado, consideramos la sub-mayorizacién y log-mayorizacién en R?, que son relaciones
espectrales entre operadores positivos de rango finito (o matrices). En particular, incluimos las desigualda-
des de Lidskii aditivo y su andlogo multiplicativo. Por otro lado, consideramos la teoria de mayorizacién en
espacios de probabilidad. Finalizamos el capitulo describiendo la geometria relativa entre subespacios de
dimension finita. En la Seccién 2.3.1 obtenemos una caracterizacion exacta de la existencia de sucesiones
de Bessel SG con estructura fina predeterminada en término de las relaciones de mayorizacién en espacios
de probabilidad; este resultado estd basado en la versién general del Teorema de Schur-Horn para campos
medibles de matrices semi-definitas positivas (sobre espacios de medida). En la Seccién 2.3.2 obtenemos
una parametrizacién de todas las sucesiones de Bessel SG con estructura fina predeterminada que genera-
liza la construccién de eigensteps en el ambiente finito dimensional. Lo anterior se obtiene en términos de
la extension natural del Teorema de desigualdades de Fan-Pall para campos medibles de matrices positi-
vas. En el Capitulo 3, mostramos que dada una sucesion fija de nimeros positivos a3 > ... > a, > 0, una
funcién convexa ¢ : R>g — R>¢ y un FSIT W C L%(R¥), existen vectores f; € W para i € I,,, tales que
|l fill? = i y tales que F minimiza el potencial convexo asociado al par (¢, W), sobre todas las sucesiones
finitas. En este sentido, primero consideramos en la Seccion 3.3.1 el caso uniforme, en el que la dimension
de las fibras de W son constantes. Una vez resuelto el caso uniforme, podemos reducir la existencia de
sucesiones de Bessel SG 6ptimas al modelo finito dimensional: desarrollado en la Seccion 3.3.2. El caso ge-
neral del problema de disefio 6ptimo con normas predeterminadas en un FSIT, es estudiado en la Secciéon
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3.3.3. En la Seccion 4.1 obtenemos una conveniente parametrizacién del conjunto de los duales oblicuos
de un marco fijo y usamos esto para calcular los posibles autovalores de los operadores de marco de los
duales oblicuos. A partir de estos resultados calculamos la estructura espectral fina de los duales oblicuos
en términos de relaciones de entrelace. En la Seccion 4.2 obtenemos resultados, andlogos a los anteriores,
para duales oblicuos SG en FSIT’s. En la Seccién 5.1, luego de recordar algunas nociones estandar de
analisis funcional, calculamos las rotaciones rigidas U de W tales que la dispersion de los autovalores del
operador de marco del dual oblicuo (U - F )ff es minima, respecto de la submayorizacién. También descri-
bimos propiedades de los marcos duales oblicuos 6ptimos (con restricciones de norma) correspondientes
a la rotacién 6ptima de F. En la Seccién 5.2 estudiamos el problema de diseno 6ptimo de marcos duales
oblicuos E(G)- de un marco SG fijo E(F) (finitamente generado)- que satisface ciertas restricciones de
norma. En primer lugar mostramos que la construccién water-filling para funciones positivas en espacios
de probabilidad es 6ptima, respecto a la submayorizacion. Luego construimos el dual oblicuo SG éptimo
con restricciones de norma y explicamos la relacion de nuestra construccién con la construcciéon natural
de water-filling (no-conmutativo) para campos medibles de operadores positivos y de rango finito. En la
ultima Seccion del trabajo, calculamos de forma exacta el valor de la norma aliasing del muestreo consis-
tente basado en los subespacios V y W e introducimos la nociéon de aliasing para pares duales oblicuos
(F,G). En este contexto, calculamos las rotaciones rigidas U de VW que minimizan el aliasing para el par
dual oblicuo (U - F,(U - F )# ). Finalmente, extendemos la nocién de aliasing al contexto de SIT’s. Los
problemas tratados en esta Seccion no son de naturaleza global, sino que se resuelven a nivel de las fibras.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las principales notaciones que utilizaremos a lo largo de la tesis. Ademés,
describimos algunas nociones y hechos preliminares de la teoria de marcos clasica y la teoria de marcos
generados por traslaciones enteras. Con el fin de desarrollar las desigualdades de Fan-Pall y el Teorema
de Schur-Horn para campos medibles (ver Capitulo 2) recordamos las definiciones de mayorizacién- en
vectores de R? y en espacios de probabilidad- y algunas propiedades ttiles. Por dltimo describimos la
geometria relativa entre subespacios de dimensién finita, de gran utilidad en el problema de disenos de
marcos y en el cdlculo de la norma aliasing (ver Capitulo 5).

1.1. Notaciones y nociones basicas

Usaremos las letras H, K, Hi, Ha, etc, para denotar a los espacios de Hilbert complejos (separables).

Consideramos
def

M=I, = {1,...,p} para peN o M=N, (1.1)

de manera que dimH = |[M]|. I serd un conjunto finito o infinito numerable de indices. Enumeramos a
continuacién algunas notaciones y conceptos béasicos que se usaran en todo el trabajo:

1. Llamaremos L(H1,Hz) al espacio de operadores lineales y acotados de H; en Hs.
2. Si Hy = Ha, escribiremos L(H) = L(H,H), que es una C—élgebra.
3. Si C € L(H1,H2), notaremos R(C') a su rango y ker C' a su niicleo.
4. Si A € L(#H1,H2), sunorma (de operadores) es
[All = sup{[| A&l : € € Ha, [[E]l =1} = min{M > 0: [[AL]| < M[E]l, € € Ha}
Con esta norma, L(H1,Hz) es un espacio de Banach (y L(H) es un algebra de Banach).

5. GI(H) denota al grupo de los operadores inversibles de L(H), qque resulta abierto.

6. Si A € L(H), su espectro es
og(A)={AeC:N[-A¢GI(H)}.

7. A(H) ={A € L(H) : A* = A}, es el subespacio real de operadores autoadjuntos.

8. U(H) = {U € GI(H) : U= = U*}, el grupo unitario de H.
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9. LH)t = {A € L(H) : (A, &) > 0, paratodo & € H} C A(H), el cono de los operadores
semidefinidos positivos.

10. Notaremos GI(H)" = GI(H) N L(H)™, al conjunto de los operadores positivos inversibles.

Por otra parte, se usard sin mayores detalles algunas propiedades de los operadores en un espacio de
Hilbert H, como por ejemplo:

1. Existencia de raices cuadradas de operadores en L(H)™.

2. La descomposicién polar (DP) A = U|A| para cualquier A € L(#), donde |A| = (A*A)Y/2 y U es
una isometria parcial adecuada. También la DP a derecha: A = |A*|U.

3. Si A€ L(H), entonces R(A*)*- =ker A y ker A*A = ker A.
4. Si A€ L(H)T, entonces R(A) C R(AY?) C R(A).
En el caso en que H es de dimensién finita, lo identificaremos con H = C%. Asf:
1. Si K = CF, L(#H,K) se indentificara con las matrices k x d a valores complejos, notadas My q(C).

2. Si H = K = C%, identificaremos con L(H) = My(C) a las matrices complejas d x d.

3. Si T € My(C), notamos por ||T']| a su norma espectral, por rk(7") = dim R(T') a la dimensién de su
rango y por tr (7) a su traza.

4. Gl(d) € M4(C) es el grupo de las matrices inversibles.

5. A(d) € My4(C) es el subespacio real de las matrices autoadjuntas.

6. Con U(d) € My4(C) denotamos al conjunto de las matrices unitarias.

7. My(C)* denota al conjunto de las matrices semidefinidas positivas.

8. Gl(d)T = My(C)T NGl(d), es el conjunto de las matrices positivas inversibles.

Finalmente, para un z € R? denotamos por 2+ € R? (2" € R? respectivamente) al re-ordenamiento de
x en forma decreciente (creciente respectivamente). Notamos por (R%)+ = {z € R? : 2 = 2*} al conjunto

de vectores cuyas entradas estan ordenadas en forma decreciente, y (RH)T = {2 € R?: 2 = 2T} al de
vectores cuyas entradas estdn ordenadas en forma creciente.

Dada S € My(C)T, A(S) = M(S) = (M(S), ..., Ma(S)) € (R es el vector de autovalores de S -
contando multiplicidades - dispuestos en orden decreciente. Andlogamente, denotamos con \' (S) € (R%)"
al vector de autovalores de S ordenados al revés.

Si W C C? es un subespacio notamos por Py € My(C)™T a la proyeccién ortogonal sobre W. Dados
z,y € C? denotamos por z ® y € Mg4(C) a la matriz de rango uno, dada por

t®y(z)=(z,y)r paracada ze€C?. (1.2)

. .y def —
Notemos que, si z # 0, entonces la proyeccion Py = Papangzy = || 2z,
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1.2. Marcos en subespacios de Hilbert

1.2. Marcos en (sub)espacios de Hilbert

Sea W un subespacio cerrado de H y F = {f; }ier una sucesién en W. Decimos que F es una sucesion
de Bessel en W, si existe b > 0 tal que:

STUE P <bIfI?  paratoda feW. (1.3)

i€l
En este caso se verifica que si {¢; }ier € £2(I), entonces
2 2
I Z@fi” < bz |ci]
i€l €l
En particular || f;||? < b paratodo i € I. Esto significa que toda sucesién de Bessel es acotada superiormente
en norma. En caso que inf;er || fi|| > 0, diremos que la sucesion de Bessel es acotada inferiormente.

Decimos que F es un marco en W, si existen constantes 0 < a < b tales que:

allfI> <D I P <blIfI?,  paratoda feW. (1.4)

i€l

Estas constantes a y b se denominan cota inferiory cota superior del marco F, respectivamente. El marco
F se denomina ajustado si estas cotas coinciden y ajustado normalizado (o también de Parseval) cuando
ambas cotas son iguales a 1. Diremos que F es un marco de norma uniforme, si || fi|| = ¢ para todo ¢ € L.

Si F = {fi}ic1 es una sucesiéon de Bessel en H, definimos el operador de andlisis T* : H — ¢*(I) dado por

H 3 (i), € 2.

La Eq. (1.3) significa que T* € L(H,%(I)) (o sea que T* es acotado, | T*||* < b), y la Eq. (1.4) dice que
F es un marco si y solo si T es, ademas, acotado inferiormente. Esto tltimo equivale a la suryectividad
(y continuidad) del adjunto de T*, T € L(¢*(I),H) dado por

(M) 5 e = (ci)ier — T(c) = Y _ cif; € 2(I).
i€l

Denominamos a T' operador de sintesis de W. Si F = { f; }ic1 es un marco de W, definimos el operador de
marco de F dado por

Sf=TTf =T}, 1));c = Y- i fir T EW. (1.5)
1€l
Notemos que S es positivo e inversible en W. De la Ec. (1.5) se deducen las siguientes férmulas de
reconstruccion:

F=Y 0000 ST=Y(f.Sf:) fi paratodo feW, (1.6)

iel il
donde St denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de S (operador semi-definido positivo y de rango
cerrado).

A la sucesién numérica (( f, st f1>)z ¢ S¢ la denomina coeficientes de marco de f para F. Tiene la siguiente
propiedad de optimalidad: si

c=(c)ien € PNy f=) cfi = D _WLSTP<D ] el

i€l i€l 1€l
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Es decir que los coeficientes de marco de f para F dan la recostruccion optima para cada f € W. Definimos
también, el marco dual de F, G = {gi}ie1, donde g; = Stf;, i € I. Notemos que la Ec. (1.6) se transforma
en

F=Y{ff)9:=> (f.9)fi paratodo feW.

1€l 1€l

Con el fin de describir la dualidad oblicua, fijamos dos subespacios cerrados V, W C H tales que
WEaV =%H, estoes WE+V =H y WNV = {0}. Por lo tanto, W+ es un complemento (algebraico)
de W y V. En este caso, estd bien definido Py|y : V — W, que resulta un isomorfismo lineal y acotado;
en particular dimV = dim W como espacios de Hilbert. Por otra parte, las condiciones W- @V = H y
W @ V1 = H son equivalentes.

Definicién 1.2.1. (Ver [29, 30, 24]) Sean V, W subespacios cerrados de H tales que W+ @V = H. Fijado
F = {fi}icr marco para W, dada una sucesién de Bessel G = {g; }icr en V, decimos que G es un V-dual
(oblicuo) de F si

9=> (9.1 9 =TcT5 g, ¥V geV. (1.7)
i€l
A

En tal caso Tg Ty = Py,y, donde Py /1 denota la proyeccién oblicua con R(Pv//wL) =Vy
ker(Py,) 1) = W+ (ver [29, 30]). Asi, adjuntando en ambos lados de la Eq.(1.7) tenemos que

(TgTr) =TrTg = (Py/jwe)" = Py pt,

por lo tanto, Ty es suryectivo en V y entonces G es un marco para V. Asi, obtenemos otra féormula de
reconstruccién

F=Y(fr9) fi ¥V feW.
i€l
Consideramos el conjunto de los V-duales oblicuos de F, dado por

def

Dy(F) = {G ={gi}ier es un V-dual de F} . (1.8)

Observacion 1.2.2. Sea F = { f;};cr un marco para W. Si V = W, entonces la sucesién de Bessel G en
W es un W-dual de F si es un marco dual para F en W en el sentido clasico (ver [21]), i.e. Tg T3 = Py.
Asi se tiene el siguiente conjunto

Dy (F) = D(F) £ {G = {gi}ic1 es un marco dual para F en W} ,

conocido como el conjunto de los duales clasicos de F.

En el conjunto de los duales clasicos de F, existe un elemento distinguido, llamado el dual candnico
(clésico) de F, notado por

F# = {fl#}z‘e]l y dado por fl-# = S} fi para i€l (1.9)

En el contexto general de la dualidad oblicua también existe un marco V-dual para F distinguido, llamado
V-dual candnico, notado por

.7:# = {f#z}z@ y dado por f#l =Py i fi# para i€l (1.10)

donde F# = { fz#}ie]l es el dual canoénico de F. El esquema de codificacién-decodificacion basado en el
par dual oblicuo (F, .7-'# ) tiene ciertas propiedades de optimalidad (ver [29, 30]). A
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1.3. Marcos en SIT’s

1.3. Marcos en subespacios invariantes por traslaciones enteras

En esta Seccién vamos a considerar a L? (Rk) como espacio de Hilbert complejo y separable, respecto
a la medida de Lebesgue.

Definicién 1.3.1. Sea L?(R*) espacio de Hilbert complejo y separable.

1. Sea V un subespacio cerrado de LQ(R’“). Decimos que V es un subespacio invariante por traslaciones
enteras (SIT) si:
feV = Tyf €V paracualquier /e ZF,

donde T, f(x) = f(z — y) es la traslacién por y € R.
2. Sea C un subespacio de L?(R¥). Consideramos el SIT generado por C, dado por
S(C) ¥ span {Tyf: feC, e} (1.11)
S(C) es el SIT mas pequeno que contiene a C.

3. Sea V C L?(R*) un SIT. Decimos que V es finitamente generado (FSIT) si existe un conjunto finito
C C L?*(R¥) tal que V = S(C). En tal caso, la longitud de V es el minimo de #(C) (i.e. el cardinal
de C) tal que ¥V = S(C). Si C es unitario, decimos que V es un SIT principal.

A

En la Seccién 2.1 mostaremos la existencia de representaciones espectrales medibles para operadores
SP autoadjuntos, cuyos rangos estdan en un FSIT.

Con el fin de describir la estructura fina de un SIT consideramos la siguiente representacién de L?(R)
(ver [10, 11, 54] y [14] para extender estos conceptos al contexto mas general de las acciones de grupos abe-
lianos localmente compactos). Sea T = [~1/2,1/2) dotado de la medida de Lebesgue y sea L?(T*, (2(ZF))
el espacio de Hilbert de las funciones a valores en 62(21“) de cuadrado integrable, que consiste en todas
las funciones medibles a valores vectoriales ¢ : T* — ¢2(Z*) con la norma

61 = [ 16l do < oo.

Entonces, tiene sentido considerar la funcién I' : L2(R¥) — L2(T* ¢?(Z*)) definida para f € L'(R¥) N
L?(R¥) por A

Lf T8 = (2%, Tf) = (f@+0)ezr, (1.12)
f denota la transformada de Fourier de f € L%(R¥). En este caso I' resulta un isomorfismo isométrico
entre L2(R¥) y L2(T*, ¢2(ZF)).
Sea V C L*(R*¥) un SIT. Entonces, existe una funcién Jy, : T¥ — { subespacios cerrados de ¢2(ZF)} tal

que: si Py, ;) denota la proyeccion ortogonal sobre Jy(x) para x € T, entonces para &, n € (2(ZF) la
funcion = +— (Py, )&, 1) es medible y

V={f e L*R" :Tf(zx) € Jy(z) para z € T" ctp.}. (1.13)

La funcién Jy es la funcidn rango medible asociada a V. Por [11, Prop.1.5], la Eq. (1.13) establece una
biyeccién entre SIT’s de L?(R*) y las funciones rango medibles. En el caso que V = S(A) C L?(RF) es el
SIT generado por A = {h; : i € I} C L?(R¥), donde I es un conjunto finito o infinito numerable, entonces
para z € TF ctp. tenemos que

Jy(z) = {Thy(z) : i e 1}~ I (1.14)
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Definicién 1.3.2. Sea V un SIT de L?(R*) y sea d(z) = dim Jy,(z) para x € T*. El espectro de V es el
conjunto medible dado por
Spec(V) = {x € TF : d(x) # 0}.

A

Recordemos que una transformacion lineal acotada S € L(L?(R¥)) conmuta con las traslaciones (SP)
si Ty S = STy para cada £ € Z*. En este caso (ver [11, Teorema 4.5]) existe un campo (debilmente) medible
de operadores [5] : TF — ¢2(ZF) (i.e. tal que para cada &, n € £2(Z¥) la funcién TF > 2 — ([S]. €, 1) es
medible) y esencialmente acotada (i.e. la funcién T* > z + || [S], || es esencialmente acotada) tal que

[S).(Tf(z)) =T(Sf)(x) paraxeTF ctp., fe L*RY). (1.15)

Ademss, ||S| = supescyeqt || [S]z |- Reciprocamente, si s : T8 — L(¢2(ZF)) es un campo de operadores
debilmente medible y esencialmetne acotado entonces, existe un tnico operador acotado S € L(L?(RF))
que es SP y tal que [S] = s. Por ejemplo, sea V un SIT y Py € L(L?(R*)) la proyeccién ortogonal sobre
V. Entonces, Py es SP de modo que la funcién [Py](:) : T¥ — L(¢2(ZF)) estd dada por [Py]e = Py, ), ie.
la proyeccién ortogonal sobre Jy(x), para z € TF ctp.

Las nociones previas asociadas a SI'T’s y operadores SP, permitiran desarrollar un estudio detallado
de los marcos generados por translaciones. Sea F = {f;};c1 una sucesién (posiblemente finita) en L?(R¥).
Notamos con E(F) a la familia generada por traslaciones (SG) de F, dada por

E(F) ={Tefi} s ¢ z+x1-
Para = € TF, sea I'F(x) = {I'f;() }sc1, sucesién (posiblemente finita) en ¢2(Z¥). Entonces (ver [11, 54])
E(F) es una sucesién b-Bessel si y s6lo si T'F(z) es una sucesién b-Bessel para  x € T" ctp.

En este caso, tiene sentido considerar Trz(,) : £2(I) — (78 y SrF@) 02(ZF) — 12(ZF) el operador de
sintesis y el operador de marco de I'F(z), respectivamente. Si F(F) es b-Bessel entonces Sg(r) es SP.

Si F = {fitiet v G = {9gi}ier son tales que E(F) y E(G) son sucesiones de Bessel, entonces (ver
[35, 54]) se verifica la siguiente relacién funtamental:

[Tr(g) TE(]_-)]I = Trg() Tli‘]_-(x) , para z €TV ctp. (1.16)

La Eq. (1.16) tiene algunas consecuencias importantes, por ejemplo si W es un SIT de LQ(R’“) y ademas
asumimos que F, G € W™ entonces:

1. Para cada f, g € L*(RF),
(S 1, 9) = /Tk<SFf(m> Lf(x), Tg(x))e(zr) dr -

Por un lado, este hecho implica que [Sg(r)]s = Srr() para € TF ctp. Por otra parte, se verifica
que E(F) es marco para W con constantes de marco 0 < a < b si y s6lo si I'F(x) es marco para
Jw(z) con constantes de marco 0 < a < b para x € TF ctp (ver [11]).

2. Como [Py, = Py, () para x € T* ctp., entonces, E(G) es un dual (clésico) para E(F) en W siy
s6lo si I'G(x) es un dual (cldsico) para T'F(z) en Jyy(z) para x € TF ctp. (ver [11, 35, 36]).
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1.4.1. Mayorizacién en R?

Finalizamos la Seccién con la nocién de dualidad oblicua SG. Para esto, consideramos V, W C L2(R¥)
dos FSIT’s tales que V & Wt = L2(R¥) y F = {fi}ic1, € W" una sucesién finita tal que E(F) es un
marco para W.

Dada G = {gi}ic1, € V" tal que E(G) es marco para V. A partir de [35] (ver también [23, 34, 36]),
consideramos el conjunto de los V-duales SG de E(F):

DYY(F) = DYY(E(F)) = {E(G) : E(G) es V — dual SG de E(F) }. (1.17)

Si V=W, escribimos Dy¢(F) = DS(F) (que es la clase de los duales SG de tipo I, en la terminologfa
de [35]). Dado E(G) € DyY(F) obtenemos las siguientes férmulas de reconstruccién: para f € Wy g € V,
respectivamente

f= > (L Tg)Tufi vy g= >, (9 Tuf) Togi.

(0,4)€ZF X1, (0,7)€Z* X1,

En este contexto, si E(G) € DYY(F) y Sg(g) es el operador de marco de E(G), entonces Sgg) es un
operador SP tal que [Sg(g)l: = Srg(x) Paraz € T* ctp. En la Seccién 4.2 (ver Teorema 4.2.4) describimos la

estructura espectral fina de E(G) esto es la funcién TF > z +— ()\j([SE(g)]x)) - donde ()\j([SE(g)]x)> -

J€ je
denota la sucesién de autovalores del operador positivo de rango finito [S E(g)] =, contando multiplicidades
y ordenados en forma no-creciente para = € T* ctp.

1.4. Mayorizacién

La mayorizacion entre vectores (ver [6, 44]) juega un papel importante en la teoria de marcos. Por un
lado, permite caraterizar la existencia de marcos con ciertas propiedades predeterminadas (ver [4, 15, 17]).
Y por otro, la mayorizacion es una relaciéon de pre-orden que implica una familia de desigualdades de trazas.
Este ultimo hecho se usa para explicar la estructura de los minimos del potencial de marco de Benedetto-
Fickus (]9, 16]), como asi también, para describir potenciales convexos més generales para marcos finitos
(ver [45, 46, 48, 49, 51]).

1.4.1. Mayorizacién en R?

En esta seccién presentamos algunos aspectos basicos de la teoria de mayorizacién. En el libro [6] se
puede hallar un estudio més detallado sobre esta nocién. Dado = = (x1,--- ,24) € R?, denotamos por
zt € R? el vector de coordenadas ordenadas de forma decreciente, obtenido por permutaciones de las
coordenadas de z. Si z,y € R? entonces decimos que z estd sub-mayorizado por y, y notamos x <., y, si

ijg ny paracada kel;={1,...,d}. (1.18)

i€l 1€l

Sixz <, y v ademas se verifica que

Se-Yu (119

i€ly i€ly
decimos que x esta mayorizado por y, y lo notamos x < y. Como consecuencia inmediata de la definicion,
notemos que tanto la nocién de submayorizacién como la de mayorizacion son invariantes bajo permuta-
ciones de las coordenadas de vectores. Por otro lado, si z < y, es decir valen las ecuaciones (1.18) y (1.19)
entonces también vale

Zy?ﬁ ij para cada kel;={1,...,d}, (1.20)

i€l i€l
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donde 2T denota el vector de coordenadas ordenadas en forma creciente obtenida de = por permutaciones
de sus coordenadas. De hecho, basta que dos cualesquiera de las tres condiciones dadas por estas férmulas
valgan, para que valga la tercera.

Ejemplo 1.4.1. Denotamos con 1 = (1,1,---,1) € R% al vector con todas sus entradas iguales a uno.
Size R‘éo Y 2 ie1, ¥1 = 1, entonces

1 1 1
-1=(=,...,5 1,0,...,0).
1= (g 2) < @1m) < (1,0,.,0)

La nocién de mayorizacién se presenta naturalmente en varios contextos. Por ejemplo, en fisica, si z;
representa la probabilidad de un sistema de encontrarse en el estado ¢, la relacién z < y nos indica que

el estado x es «mds cadtico» que el estado y. En economia, si y1,...,y4 vV x1,...,xq representan ingresos
de los individuos 1,...,d en los paises x e y, respectivamente, entonces x < y se interpreta como que la
distribucién de ingresos es mas equitativa en x que en y. A

La log-mayorizacién entre vectores en Rio es un andlogo multiplicativo de la mayorizaciéon en Rio.
En efecto, dados z, y € R%O decimos que x estd log-mayorizado por y, notado x <og ¥, si

fogﬂyj paracada kel; 1 y I_I:Uj:l_lyz¢
i€y, i€l icly icly

Sixz,ye€ Rio son tales que = <oy entonces x <y, y (ver [6]). Por otro lado, escribimos « <y si z; < y;
para cada ¢ € ;. Un ejercicio estandar de andlisis matricial es mostrar que si z, y € Rio se verifica:
Ty = x¢<y¢ = T <pgy = T <uw Y-

Nuestro interés en la mayorizacién estd motivado por la relacién de esta nocién con las desigualdades
de trazas para funciones convexas. Recordemos que f : R — R se dice convezra si dados z,y € Ryt € [0, 1]
se verifica que:

fz+(1—1t) y) <tflz)+(1-1)f(y).

A partir de esta definicién consideremos los siguientes conjuntos:

Conv(R>gp) = {p:Rsp—R>p, ¢ es convexa}

Convg(R>0) = {¢ € Conv(R>p) , ¢ es estrictamente convexa}.

Considerando las nociones anteriores, describimos algunas caraterizaciones de la mayorizacién.
Teorema 1.4.2. Sean x,y € R‘io. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. z<y.

2. Para toda h € Conv(R>g)

tr(h(x)) = D hw) <D hly) = tr(h(y) -

i€lly 1€l
3. ¢(z) <w ¢(y), donde ¢ : R%o — R%O es inducida por h € Conv(R>g) y dado por

o(x) = (h(z1), -+ ,h(zq)) para z€ Réo.

O
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1.4.1. Mayorizacién en R?

Teorema 1.4.3. Sean z,y € Rio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 2 <4 y.

2. tr(h(x)) < tr(h(y)), para toda h € Conv(R>() y no-decreciente. O
Sea A € My(C) una matriz y consideremos |A| = (A*A)'/2 su médulo, a lo largo de la tesis notamos con:

a. M(A) € C? al vector autovalores de A contando multiplicidad.

b. o(A) al vector de autovalores de |A| (también llamado vector de valores singulares de A) contando
multiplicidad y ordenado de forma decreciente.

c. d(A) = (a11,...,aqq9) € C? a la diagonal principal de A.

La familia de normas unitariamente invariantes es bien conocida y forma una clase importante de normas
en el analisis matricial.

Definicién 1.4.4. Una norma unitariamente invariante (NUI) ||| - ||| en M4(C) es una norma que satisface
NUT VI = T
para cada U, V, T € My(C) tal que U, V son matrices unitarias. A

Ejemplo 1.4.5. Como ejemplos de NUI’s consideramos:

1. La norma espectral || - ||sp, dada por
1Tl sp = o1(T),

donde o1(T) es el valor singular de 7" mas grande.
En el caso que dimV = d € N consideramos
2. Las p-normas. Dado 1 < p < oo
1/p

TNy = | Y o(T)” ,
J€lqy

donde o (T) = M(|T]) = M (T*T)Y/? para 1 < k < d, son los valores singulares de T'.
3. Las normas Ky-Fan. Dado k = {1,...,d}

Ty = oi(T) -

JElg
Notemos aue [Tl = ITllsp ¥ [Tl = |71 (1-norma). A

Con el fin de caracterizar la existencia de marcos generados por traslaciones enteras con estructura
fina predeterminada en términos de relaciones de mayorizacién, en el Capitulo 2, extendemos nociones y
resultados cldsicos de analisis matricial, como el Teorema de Schur-Horn y las Desigualdades de Fan-Pall
para campos medibles de matrices autoadjuntas. A continuacién, enunciamos algunos resultados clasicos
de analisis matricial, tales como: el Principio de dominacién de Ky-Fan, el Teorema de Schur-Horn, el
Teorema de Lidskii versién aditiva y el Teorema de entrelace de Cauchy.

El siguiente teorema es una caracterizacién de las NUI’s en términos de la submayorizaciéon. Para un
mayor detalle de este resultado ver [6].
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Teorema 1.4.6. (Principio de dominacién de Ky-Fan). Sean A, B € M (C). Entonces son equivalentes:
L [[[A[l < [[IB]ll, para toda NUL || - |-

2. |Allxy = || Bll(x) para todo k = {1,...,d}.
3. 0(A) <y o(B). O

El Teorema de Schur-Horn caracteriza todas las posibles diagonales de matrices en la 6rbita unitaria de
una matriz A € A(d) como aquellos vectores ¢ € R? tales que ¢ < A(A). (Ver [6]).
Teorema 1.4.7. (Schur-Horn). Sean b, ¢ € RY. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1l.e=<b

2. Existe B € A(d) tal que d(B) =cy A(B) =b.

Si, ademas, b y ¢ tienen entradas no negativas, lo anterior equivale a

3. Existen vectores de norma 1 z1,--- , x4 € C? tales que
diag(B) = Z cj T; T
jelg

O

A continuacién, enunciamos el Teorema de Lidiskii aditivo (ver [50]) y el Teorema de Lidskii multiplicativo
(ver [49]) para matrices. Ambos teoremas contienen una descripcién detallada para el caso de igualdad.

Teorema 1.4.8. (Teorema de Lidskii aditivo). Sean A, B € A(d),k € Iy J C I con |J| = k. Entonces

k

k
SNA DI AB) <D NMA+B) <Y N(A) + D N(B) (1.21)

jed jeJ jeJ i=1
Por otra parte, si (A(A4) + )\T(B))i = A(A + B). Entonces existe una BON {v;};cr, de C? tal que

A= Z ANi(A) v @v; vy A+B= Z ()\Z-(A) + )\i(B)) v; & ;.

i€ly i€ly
O
En lo que sigue, dados = = (%;)ie1,, ¥ = (¥i)icr, € R, w0y = (2iyi)icr, € R? denota el producto entrada
a entrada de los vectores.

Teorema 1.4.9. (Teorema de Lidskii multiplicativo). Sea S € My4(C)* inversible y sea A € (RZ,)".
Entonces, para cada V- € My(C) tal que A(V*V') = X se tiene que

A(S) 0 AT <10g A(VSV*) <10g A(S) 0 X € (RE)* . (1.22)

Por otra parte, si A(V.SV*) = (A(S) o AN)* (resp. A(V.SV*) = A(S) o \) entonces existe una BON {v; };er,
de C? tal que

S=Y NS vev y V=Y A uew (1.23)
i€ly i€ly
(resp. S=> e, Ni(S) vi®vi y [V =30, )\3/2 v @ V; ) O
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1.4.2. Mayorizacién en espacios de probabilidad

Finalmente, recordamos el Teorema de entrelace de Cauchy (ver [6]), que relaciona los autovalores de
una matriz autoadjunta con los de sus submatrices principales y que se utiliza en la prueba del Teorema
2.1.4.

Teorema 1.4.10. (Entrelace de Cauchy). Sea A € A(d), r € I y sea A, € My_1(C) la submatriz
principal de A, que se obtiene de borrar la fila y la columna r—ésimas de A. Entonces

Ae(A4) < Ak(Ar) < Meya(4),
para cada k € ;1. Es decir que

A(A) <A (A4r) < A2(A4) <o < Ag-1(4) < Aa-1(Ar) < Aa(A).

1.4.2. Mayorizacion en espacios de probabilidad

En el Capitulo 3 se describe la nocién de potenciales convexos en el contexto de familias Bessel de
trasladados de sucesiones finitas. Para esto, necesitamos la siguiente nocién general de mayorizacién entre
funciones en espacios de probabilidad.

A lo largo de esta Seccién (X, X, u) denotard un espacio de probabilidad, i.e. X' es una o-élgebra
de conjuntos en X y u es una medida de probabilidad definida en X. Denotamos por L™ (X, u)* =
{f € L®(X,u) : f > 0}. Para f € L™(X,u)", la reordenada decreciente de f (ver [44]), notada por
f*:10,1) = R>p, esta dada por

f(s) € sup{t eRso: p{zre X: f(z) >t} >s} para sel0,1). (1.24)

Observacién 1.4.11. Mencionaremos algunas propiedades interesantes de la reordenada decreciente de
funciones, que utilizaremos més adelante. Sea f € L>°(X, u)™, entonces:

1. f* es una funcién continua a derecha y no-creciente.

2. f y f* son equimedibles, i.e. para cada conjunto de Borel A C R se tiene que u(f~'(A)) =
|(£*)71(A)|, donde |B| denota la medida de Lebesgue del conjunto boreliano B C R. A la vez,
esto implica que para cada ¢ : R>g — R>g continua: po f € L*(X, ) siy sélo si po f* € L>([0,1])

y en este caso
1
/wfdu—/ po f*dr.
X 0

3. Sige L™®(X,pu) es tal que f < g, entonces 0 < f* < ¢g*. M4s ain, si f* = g*, entonces f = g.

4. Si consideramos el espacio de probabilidad ([0, 1], B, dt) - conjuntos de Borel en [0,1] con medida de
Lebesgue - entonces f* € L>([0,1], dt) es tal (f*)* = f*.

5. SiceRestal que f+ ¢ >0, entonces (f +¢)* = f* +c. A

Definicién 1.4.12. Sean f,g € L>®(X,u)t y sean f* g* sus reordenadas decrecientes. Decimos que f
submayoriza g (en (X, X, 1)), notado por g <, f, si

/g*(t) dt < /f*(t) dt para 0<s<1.
0 0

Si ademas, tenemos que fol g (t) dt = fol f*(t) dt decimos que, f mayoriza gy se escribe g < f. A
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Para verificar la mayorizacion entre funciones en espacios de probabilidades, podemos considerar las
llamadas transformaciones doble estocdsticas (DS). Recordemos que un operador lineal D actuando en
L*°(X, u) es una transformacién doble estocéstica si D es unital, positiva y preserva traza, i.e.

lmmzu,DuﬂXmﬂgﬁ%&Nytémmmw@=4ﬂ@@m

para cada f € L*°(X, u). Vale aclarar que D resulta contractiva con respecto a || - [|oo v || - []1-

Nuestro interés en la mayorizacién se basa en su relaciéon con desigualdades entre integrales en térmi-
nos de funciones convexas. El siguiente resultado resume esta relacion, como asi también, el rol de las
transformaciones DS (ver por ejemplo [20, 55]).

Teorema 1.4.13. Sean f, g € L>°(X, u)". Las siguientes condiciones son equivalentes:
Lg=<f
2. Existe D : L*°(X, u) — L*°(X, p) una transformacién DS, tal que D(f) = g;

3. Para cada funcién convexa ¢ : R>o — R>( se tiene que
[ eto@) dnto) < [ (@) duo) . (1.25)
X X
Si sélo se tiene que g <y, f, entonces la Eq. (1.25) se verifica si asumimos, ademads, que ¢ es una funcién

convexa no-decreciente. O

Ejemplo 1.4.14. El operador D, dado por D(f) = ([y f du) - 1x, es una transformacién DS. Por lo
tanto, tenemos la relacién de mayorizacién (fX f du) - 1x < f. Por otra parte, si ¢ : R>g — R>¢ es
cualquier funcién convexa y f € L°(X, u)", entonces por el Teorema 1.4.13, tenemos que

wAfWFjQ«AfwyumMMMSAwﬂwmmm (1.26)

que es la desigualdad clésica de Jensen. Usando el hecho previo, notemos que si ¢ € R es tal que 0 < ¢ <
fxfdu, entonces ¢- 1x <y f. <

El siguiente resultado jugard un papel importante en el estudio de la estructura de los minimos respecto
a la sub-mayorizacién, en conjuntos de funciones apropiados.

Proposicién 1.4.15 ([20]). Sean f, g € L>®(X,u)t tales que g <, f. Si existe una funcién ¢ €
Convs(R>¢) y no-decreciente tal que

[ #@) dut@) = [ ola@) duta) - entonces " = f* .
Con las notaciones del Ejemplo 1.4.14 notemos que la Proposicion 1.4.15 implica que si ¢ es estrictamente

convexa y tal que se verifica la igualdad en la Eq. (1.26), entonces f* = fX f dpy porlo tanto f = fX fdp.

Observacién 1.4.16. (Relacién entre mayorizacién en R? y mayorizacién en espacios de probabilidad).
Sea Qg ={1,--- ,d} y pa : P(24) = R>p la medida de probabilidad dada por:

pat) = FA,
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1.5. Geometria relativa entre subespacios de dimension finita

donde A C €4, P(Qq) denota el conjunto partes de Q4 y #(A) denota el cardinal de A. Si z € RY
consideramos la funcién medible

fo:Qq— R, dadapor f.(i) =z, 1€l
Asi, se verifica que: dados x,y € R%O, entonces

<y (resp. £ <wy) <= fo<fy (resp. fo <w fy) en (Qq, pta) (1.27)

En efecto, notemos que si h € Conv(R>() entonces

1 1
(ﬁdh@D::dEZh@Q::édhohdmb

i€ly

Por lo tanto, tenemos que

x <y (resp. T <y yY) < ho fedug < / ho fydug ( si ademas h es no-decreciente)
Qq Qq

=  fo=[fy (resp. fo <w fy)

La primera equivalencia se deduce a partir del Teorema 1.4.2 (resp. Teorema 1.4.3), mientras que la
segunda equivalencia se deduce del Teorema 1.4.13.

A

1.5. Geometria relativa entre subespacios de dimension finita

Comenzamos la ultima seccién del capitulo, describiendo los dngulos y vectores principales entre
subespacios de dimensién finita.

Sean V, W C H subespacios de dimensién finita con dimV = dim W = d. Sean Py y Py las proyec-
ciones ortogonales sobre V y W, respectivamente. Los angulos principales

0<6<... <0<,
estan definidos (ver [32, 40]) de manera tal que el operador positivo de rango finito |Py Py| € L(H)
satisface

APy Pyl) = (cos(bh), ..., cos(fa) , Opg—a) € €}F(M)¢ . (1.28)

Decimos que wy, ..., wg € W (respectivamente vy, ..., vg € V) son vectores principales (o direcciones
principales) entre V y W si constituyen una BON de W (respectivamente si son BON de V), tales que

| Py Py| w; = cos(6;) w; ( respectivamente| Py Py|v; = cos(0;)v; ) para i€1y. (1.29)

Una caracterizaciéon alternativa de los angulos y vectores principales es la siguiente: dado k € I; se
define inductivamente

— cos(04) — méx ma
(Vg , wy) = cos(b) méx max (v, w),

sujeto a las restricciones

vl =Jlw||=1, (v,v;)=0 y (w,w;)=0 para 0<i<k-—1,
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donde consideramos vy = wg = 0. Notemos que los dngulos principales entre V y W son una medida
cualitativa de la posicién relativa entre estos subespacios.

Si asumimos que W+ @V = H, entonces tiene sentido considerar la proyeccién oblicua P, //wi s en
este caso existe una conexién entre los dngulos y los vectores principales de V y W con la estructura
geométrica y espectral de Py, 1 . En efecto, es conocido (ver [22]) que la pseudo-inversa de Moore-
Penrose de Py, WL estd dada por

(Pyywi)' =Py Py = [Pyyul' = [Py Pyl y [Pyypprll =Py Pyl . (1.30)

En este caso, como rk(P),/ 1) = d, [Py Pyy| también tiene rango d y, por lo tanto 65 < /2. Mds atn,
por la Eq. (1.29), los vectores pricipales entre V y W satisfacen que

1 1 .
|Pv//WL’wZ = mwz y |PW//VJ~’UZ = m V; para 1€ ]Id . (131)

Consideremos la descomposicién polar Py Py = U |Py Py, donde U € L(H) es la isometria parcial
(dnica) con espacio inicial W y espacio final V. Tenemos que |Py Py| = U |Py Py|U*. Por lo tanto, dados
{wi}ien, € W vectores principales entre V y W, en lo que sigue, supondremos que los correspondientes
vectores principales {v; }ier, € V4 entre V y W estén dados por v; = U w;, para cada i € Iy. En particular,
se cumple que

Pyuv; =cos(0;)w; y Ppw;=cos(f;)v; paracada i€ly, (1.32)

ya que, por ejemplo, Py w; = Py Py w; = U |Py Py|w; = cos(6;) U w; = cos(6;) v; .

Observacion 1.5.1 (Dos definiciones de angulo entre subespacios). En la literatura existen dos nociones
diferentes de dngulo entre subespacios. A continuacién las incluimos, las comparamos y las relacionamos
con los dngulos principales definidos anteriormente. Para esto, consideramos dos subespacios de dimensén
finita V, W C H con dimV = dim W = d. Sean (6;);e1, los 4ngulos principales entre V y W.

1. En [60] los autores presentan el dngulo 6y yy € [0,7/2] entre V y W, definido por

cos(6f = inf P . 1.33
( V7W) FEW, | fll=1 H VfH ( )
Por lo tanto,
cos(f 2 inf Py Pwlf, f) = cos(6,)% . 1.34
(v, w) FeWi il 1<| v Py f) (6a) ( )

Asi, tenemos la identidad 6y yy = 64. Si, ademds, asumimos que W+ @&V = H, entonces las Eqgs.
1

(1.31) y (1.34) proporcionan una prueba sencilla para la identidad [P,/ || = cos(6y,w) ™.
2. Existe otra idea de dngulo entre subespacios, el llamado dngulo de Dixmier, notado por [V, W|p €
[0,7/2] y dado por

cos([V, W]p) = sup [{(v, w)| = ||Py Py|| = cos(61) . (1.35)
vEV, weW, ||v||=|lw||=1

Asi, tenemos la identidad [V, W]p = 6; . Si asumimos, ademds, que W+ @ V = H entonces es bien
conocido (ver [26]) que || P,/ 1| = sin([V, W] p)~1, esto implica que sin([V, W]p) = cos(6y, w)
y por lo tanto, tenemos que

91;71/\):71'/2—9]/’1/\}L . A
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Capitulo 2

Anadlisis Matricial en LOO(Tk,/\/ln(C)) y
aplicaciones

En este capitulo construimos una extensién del Teorema Schur-Horn para campos medibles de matri-
ces semi-definidas positivas y caracterizamos la estructura fina de sucesiones de Bessel SG en FSIT’s (ver
Seccién 1.3 para los preliminares de sucesiones de Bessel SG, Definicién 2.3.1 y Teorema 2.3.2); es decir
que resolvemos un problema de diseno de marcos, donde las carateristicas predeterminadas de las suce-
siones de Bessel SG se describen en términos de alguna estructura interna (o fina), relativa al subespacio
invariante por traslaciones y finitamente generado V. También mostramos que la teoria de Fan-Pall para
campos medibles de matrices semi-definidas positivas (ver Teorema 2.1.4) se puede usar para obtener
una descripcién detallada de las suseciones de Bessel SG con estructura fina predeterminada, similar a
la obtenida en términos de los auto-pasos ¢ eigensteps considerados en [15]. En el Capitulo 3 usamos
sucesivamente estos resultados para mostrar que dados W un FSIT, una funciéon convexa ¢ : Rsg — R<g
y una sucesién de nimeros positivos a; > -+ > a,, > 0, existen vectores f; € W tales que || f;||> = a;
para ¢ € I,, y tal que la sucesién de Bessel SG inducida por estos vectores minimiza el potencial convexo
asociado al par (p, W), entre todas las sucesiones de Bessel SG con tales propiedades.

2.1. Desigualdades de Fan-Pall para campos medibles

En esta seccién construimos las desigualdades de Fan-Pall para compresiones de campos medibles de
matrices semi-definidas positivas (ver Teorema 2.1.4). Pero antes, enunciamos un resultado de Ron y Shen
(Ver [54]), que se utiliza en numerosas pruebas.

En lo que sigue consideramos un subespacio de medida (X, X, |-|) del espacio de medida (T*, B(T*), |-|)
del k—toro con la medida de Lebesgue en conjuntos de Borel.

Lema 2.1.1. (Ver [54]) Sea M : X — A(n) un campo medible y acotado de matrices autoadjuntas.
Entonces, existen

1. Campos medibles de vectores w; : X — C" para j € I, tales que {w;(x)};er, es una BON de C"
para x € X ctp.

2. Funciones medibles y acotadas A\; : X — R para j € I, tales que Ay > ... > A\, y

M(z) = Z Aj(z) wj(xz) ®w;(x) para z € X ctp.
J€ln
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Notemos que el resultado anterior hace referencia a la existencia de funciones medibles de autovalores y de
campos medibles autovectores de matrices autoadjuntas. Al final de la seccién extenedemos este resultado
a otro mas general, que también describe la existencia de funciones medibles de autovalores y de campos
medibles autovectores pero de operadores SP cuyos rangos viven en FSIT’s (ver Lema 2.1.7).

Proposicién 2.1.2. Sea G : X — M,,(C)" un campo medible y acotado de matrices semi-definidas
positivas, con autovalores medibles A\; : X — R>q para j € [, tales que A\; > ... > \,,. Asumamos que las
funciones medibles 3; : X — R>q para j € I, satisfacen la condicién de entrelace

Nj(x) > Bj(x) > Ajpa(x) para jel,1 y x€X ctp. (2.1)
Entonces, existe una funcién medible W : X — M,, ,_1(C) tal que W*(z) W (z) = Ip—1 y
AW*(z)G(z)W(z)) = (Bi(x),...,Bp—1(z)) , para z€X ctp. (2.2)

Demostracion. Argumentamos por induccién sobre n (el tamano de G). Por la Eq. (2.1), notemos que
f1> ... > PBp—1. Usando el Lema 2.1.1 (ver [54]), consideramos campos medibles de vectores u; : X — C"
para j € I, tales que {u;(z)};er, es una BON de autovectores de G(x) para x € X ctp.

Asumimos que B,-1 = \,. Sea G'(x) = V(2)* G(x) V(z), donde V(x) es la matrix n x (n — 1), cuyas
columnas son los vectores uj(x),...,u,—1(x), para x € X. Entonces, G’ es el campo medible acotado de
matrices (diagonales) semi-definidas positivas de tamano n — 1 con autovalores medibles \j : X — Rxq
para j € I,,_;. Si asumimos que podemos encontrar una funcién medible Z : X — M,,_1 ,,_2(C) tal que
Z*(2)Z(z) = In—2 y M(Z*(2)G'(z) Z(z)) = (B1(2), ..., Bn—2(x)) para z € X ctp., fijamos

W(z) = <§($2> 0”1_1> , parazxeX.

Entonces, es facil ver que W : X — M,, ,—1(C) tiene las propiedades deseadas. Notemos que un argumento
similar se aplica en el caso que \; = 8 6 A\j41 = B para j € I,_1. Iterando el argumento anterior y
considerando una particion conveniente de X en conjuntos medibles podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que

Nj(x) > Bj(x) > Ajyi(z), para jel,1 y xz€X ctp.
En este caso, definimos

[T (N()—Bi))

i€l 1

IT (Aj(@) = Ae(z))
k#j

vi(x) = para jel, yv xze€X ctp.

Los supuestos anteriores (desigualdades de entrelace estrictas) implican que v;j(z) > 0 estd bien definido
para r € X ctp.; mds atn, las funciones v; : X — R>( son medibles para j € L.

Fijado §; = 7;/2 : X = R>g para j €I, sea v = Zje]ln &uj: X - C"ysea P: X — M,(C)T dado
por P(z) = I — P, (la proyeccién ortogonal sobre {v(z)}+, notemos que v(z) # 0 ctp.). Con p,(t) € R[{]

denotamos al polinomio caracteristico de P(z)G(z) P(x). Entonces, un argumento bien conocido sobre
productos tensoriales alternos (ver [6]) muestra que

pe(t) =t Y (@) [T (= M(@) = pe(N(@) = N(2) [ V(@) - Bi(@))

jel, kj i€l,_1
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2.1. Desigualdades de Fan-pall para campos medibles

para j € I, z € X ctp. y p;(0) = 0. Por lo tanto,
)=t J[ (t=8) v D @ =1, para je€l,1 y z€X ctp,
jeanl ]eH’ﬂ

mediante la comparacién de los coeficientes principales de las dos representaciones del polinomio. Esta
ultima condicién de normalizacién muestra, en particular, que P(x) = I —v(z) ® v(z) para z € X ctp. y
por lo tanto P es una funcién medible.

Finalmente, sea {w; : X — C"};cy, una BON medible de autovectores para P, tal que P(x)w,(z) =0
para z € X ctp. Sea W : X — M, ,_1(C) tal que W(z) es la matriz n x n — 1 cuyas columnas son los
vectores wi (z), ..., w,—1(x); entonces W es la funcién medible con las propiedades deseadas. O

Lema 2.1.3. Sean )\; : X — R>( para j € [, funciones medibles, tales que Ay > ... > \,. Sea d € I,,_1
y sea 3j : X — Ryq para j € I funciones medibles, tales que 81 > ... > 4 y tales que satisfacen las
desigualdades de entrelaces

Nj(x) > Bj(x) > Ap—agqj(z), para jely y x€X ctp. (2.3)
Entonces, existen funciones medibles v; ; : X — Ryg para 0 <7 <n—dy j € L,_; tales que:
1. v,; = Ajpara j €L, y yo—q,; = Bj para j € Ig.
2. 810 <i<n-—d, entonces v; j(x) > jt1(x), para j € l,—;_1y v € X ctp.
3. 8510 <i<n—d-—1,entonces v; j(x) > viy1,j(z) > v j4+1(z) para j € l,—;_1 y v € X ctp.

Demostracion. Argumentamos por induccién (decreciente) en términos de d. Notar que la afirmacién es
verdadera si d = n — 1. Asumimos que el resultado se verifica para d + 1 funciones medibles entrelazadas
para algin d € I,,_» . Dadas las funciones medibles 3; para j € I; como antes, vamos a construir funciones
medibles o; : X — R para j € L4 tales que

Aj > ;> Ay_ay1)y+; para jE€lgy y ;> B> a1 para j €y, (2.4)

por lo tanto a1 > ... > ag4+1. Notar que el Lema seria una consecuencia de esta construccién y de la
hipétesis inductiva (donde las funciones o juegan el papel de v,—q41,; para j € Ljiq1).

Observemos que por las desigualdades de entrelace de la Eq. (2.3), tenemos que
min{A41, Br} > max{Bry1, An—asr} para rely4, jel,_1 y z€X ctp. (2.5)

Definimos «j : X — Ry, para j € I441, de la siguiente forma:

;= méx{ﬁj, )‘nf(d+1)+j} si 1 S] S Cl; (2 6)
a min{fq, Agy1}  si j=d+1. '

Por construccién las funciones «; son medibles, y es facil verificar (usando la Eq. (2.5)) que satisfacen la
Eq. (2.4). O

El siguiente resultado es el Teorema de las desigualdades de entrelace de Fan-Pall para campos medibles
de operadores positivos.
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Teorema 2.1.4. (Teorema de entrelace de Fan-Pall para campos medibles) Sea G : X — M, (C)* un
campo medible de matrices semi-definidas positivas, con autovalores medibles asociados A; : X — Ry
para j € I, tales que Ay > ... > \,,. Sea d € I,_1 y sean 3; : X — Ry para j € Iz, funciones medibles
tales que 1 > ... > (4. Las siguientes condiciones son equivalentes:

L Xj(z) > Bj(x) > Ap—gqj(z) , para jely y xeX ctp.
2. Existe una funcién medible a valores proyecciones P : X — M,,(C)" tales que

tkP(z)=d y XP(z)G(z)P(z)) = (B1(),...,B4(z),0,—q) , para € Xctp.

Demostracion. En primer lugar, asumimos que las funciones {f;};c1, satisfacen las desigualdades de
entrelace del item 1. Sea ; ; : X — R>g para 0 <i<n—dy j € [,,—; funciones medibles como las del
Lema 2.1.3. Por la Proposicién 2.1.2 existe un campo medible Wy : X — M,, ,_1(C) tal que

Wi(z)Wi(z) =In-1  y AXWi(@)*GWi(z)) = (m,1(2),-.., 71, n1(z)) , para z € Xctp.

Argumentando como antes, usando la Proposicién 2.1.2 podemos construir, para 2 < ¢ < n — d, campos
medibles W; : X — My,_it1,n,—i(C) tales que W;(z)*W;(x) = I,,—; parax € X ctp. y

AWi(z)* -+ Wi(z)*G(z) Wi(z) - - Wi(z)) = (vi,1(2), ..., %,n—i(z)) , paraz € Xctp .
Sea W =Wy---W,_q: X = M, 4(C), que por construccién es medible y notar que
W W) =Ly AW(@)'Cla)W(e) = (5i(x).....0a(x) . paraz e Xetp.

Por lo tanto, si consideramos P = WW* : X — M,,(C), entonces P es un campo medible de proyecciones
con las propiedades deseadas.

Reciprocamente, asumimos que existe una funcién medible a valores proyeccién P : X — M, (C)*

que satisface el item 2. Entonces el item 1 es consecuencia del Teorema 1.4.10 (teorema de entrelace de
Cauchy). O

Como lo anticipamos en la Seccién 1.3, mostraremos la existencia de representaciones espectrales
medibles de operadores SP autoadjuntos cuyos rangos estan en un FSIT (ver Lema 2.1.7), que se deriva
del Lema 2.1.1. En este sentido, recordamos la definicion de generador cuasi-ortogonal y el Teorema de
descomposicién para FSIT’s (para un mayor detalle de estas nociones ver [11]).

Definicién 2.1.5. Sea W C L?(R¥) un FSIT. Decimos que f € W es un generador cuasi-ortogonal de
W si

lgl> = > UTef.9))> . paracada geW. (2.7)
1/

A

El Teorema que sigue, es consecuencia de un par de resultados de [11]. Muestra la descomposcién
de cualquier FSIT de L?(R¥) en una suma ortogonal finita de SIT principales con generadores cuasi-
ortogonales. Ademsds, este Teorema es crucial en la prueba del Lema 2.1.7.

Teorema 2.1.6. Sea W un FSIT de L?(R¥), con d = supesc ks d(z), donde d(x) = dim Jyy(z) para
x € T*. Entonces W puede descomponerse como suma ortogonal

W =P shy), (2.8)

Jj€ly
donde h; es un generador cuasi-ortogonal de S(h;) para j € I; y Spec(S(hjt+1)) € Spec(S(h;)) para
J € Lg—1 (ver Definicién 1.3.2). Més atn, {I'h;(z)}jer,,, es una BON de Jy(z) para z € T* ctp. O
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2.2. Teorema de Schur-Horn para campos medibles

Como lo anticipamos, el siguiente Lema es una reformulacién del Lema 2.1.1, y hace referencia a la
existencia de funciones medibles de autovalores y de campos medibles de autovectores de operadores SP
autoadjuntos.

Lema 2.1.7. Sea W un FSIT en L%(R*) con d = sup esc,cp+ d(z), donde d(z) = dim Jyy(z) para z € T*.
Sea S € L(L?(R¥)) un operador SP autoadjunto, tal que R(S) C W. Entonces, existen:

1. Campos medibles de vectores v; : T8 — (2(Z*) para j € I, tales que {vj(z)}jeny,, es una BON en

Jw(z) para z € T* ctp.
2. Funciones medibles, acotadas \; : TF — Rxq para j € Iy, tales que A\;(x) > ... > Ad(z)(T), Aj(r) =0
sij>d(z)y

(S = Z \j(z) vi(z) @vj(z), para x € TFctp. (2.9)
J€La(z)

Demostracion. Considerando una particién finita conventiente de T* en conjuntos medibles, podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que d(z) = d para = € T*. En tal caso, por el Teorema 2.1.6 tenemos

que
W =P S(ny),
jeElg
donde h; € W para j € Iy, son tales que {T'h;(z)} e1, es una BON de Jyy(z) para x € T*. Consideremos
el campo medible de matrices semi-definidas positivas M(-) : TF — My(C)* dado por

M(z) = (ISl Thj(w), Thi(x))) .
1,7 €ly

Por [54], existen funciones medibles \; : T — R>opara j € Iy, tales que Ay > ... > A\g y campos medibles

de vectores w; : T — C? para j € I, tales que {w;(x)};er, es una BON de C¢ y

M(x) =Y X(z) wj(x) ®wj(x) para 2 € TFetp. (2.10)
Jj€lq

Si w;(x) = (w;ij())ier, para j € I, consideramos campos medibles de vectores v; : T* — ¢2(Z*) para
j € 1y, dados por
vj(z) = Zwij(:c) Thi(z) para z € TFctp.

Entonces, es ficil ver que {vj(z)};je1, es una BON de Jy(z) para € TF ctp. y ademds la Eq. (2.10)
implica que la Eq. (2.9) se verifica. O

2.2. Teorema de Schur-Horn para campos medibles

La nocién de mayorizacién entre vectores reales juega un papel importante en la teoria de marcos
finitos. En particular, es bien conocido que la existencia de sucesiones finitas con normas predeterminadas
y operadores de marcos puede caracterizarse en términos de mayorizacién, aplicando el Teorema de Schur-
Horn.

A continuacién desarrollamos el teorema de Schur-Horn para campos medibles de matrices autoad-
juntas y usamos este resultado en la prueba del Teorema 2.2.3. Nuestra prueba es una adaptacién de la
prueba dada en [38] para el teorema clasico de Schur-Horn. También, usamos la existencia de autovalores
y autovectores medibles de campos medibles de matrices autoadjuntas (ver Lema 2.1.1).
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Teorema 2.2.1. (Teorema de Schur-Horn para campos medibles). Sea A(-) : X — A(n) un campo
medible de matrices autoadjuntas con autovalores medibles b; : X — R para j € I, talesque by > --- > b,,.
Sean ¢; : X — R funciones medibles para j € II,,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

L c(z) = (er(z), - ,cn(2)) < b(z) = (bi(z), -+ ,by(x)), para z € X ctp.
2. Existe una campo medible de matrices unitarias U(-) : X — U(n), tal que
d(U(z)" A(z) U(z)) =c(z), para € X ctp. (2.11)
donde d(B) € C" es la diagonal de la matriz B € M,,(C).

Demostracion. En primer lugar, notemos que la implicacién 2. = 1. se deduce del Teorema 1.4.7
(Teorema cldsico de Schur-Horn para matrices). Ahora, vamos a probar que 1. = 2. asumiendo que
las entradas de los vectores c(z) y b(x) estdn ordenadas en forma no-creciente, esto es, c1(z) > co(z) >

cn(z) y bi(z) > ba(x) > ...by(z). A partir de algunos resultados de [54], que muestran la existencia
de campos medibles de matrices unitarias que diagonalizan el campo A, podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que A(z) = Dy (), donde Dy, es la matriz diagonal con diagonal principal (b1(z), ... ,bn (7))
para z € X ctp.

La prueba se realiza por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial; en efecto, en tal caso, tenemos
que c1(z) = bi(x), entonces podemos tomar U(x) = [1] y A(z) = [bi(z)]. De esta forma, asumimos que
n > 2. Como ¢(z) < b(x), tenemos by (x) > c1(x) > cp(x) > by(x); si b1(z) = by(x) se sigue que todas las
entradas de ¢(x) y b(x) coinciden, entonces A(x) = ¢1(x)I(x), y podemos tomar U(x) = I. Considerando
una particién conveniente de X podemos asumir, sin pérdido de generalidad, que bi(z) > b,(x) en X
Anilogamente, si c1(x) = ¢,(z) entonces la matriz unitaria U(z) = n=/2 (w*); rep, , donde w = e=2™"
satisface que U (x)* Dy(y) U(x) = (c1(x), ..., ca(z)). Por lo tanto, considerando una particién conveniente
de X podemos asumir que ¢;(z) > cp(z) en X.

Para n = 2, tenemos que bi(x) > ba(z) y bi(z) > c1(x) > co(z) = (bl(az) — cl(x)) + bo(x) > by(x).
Consideramos la matriz

B 1 V() — o) —/ea(z) — ba(2)
U(x) @) - b (\/62 (@) = ca(2) \/bl(x) ~ea(@) ) para x € X ,ctp.

Notemos que U(z) : X — Mz(C)*" es una funcién medible y se prueba facilmente que U(z)* U(x) = I,
asi U(z) es unitario para z € X ctp. Cuentas elementales muestran que

*

U(x)* A(z) U(x) = ( c1() C;(kx) ) para z € X, ctp.

Esto es, d(U*(z) A(z) U(z)) = (c1(z), ca(z)) y U(:) tiene las propiedades deseadas.

Suponemos que n > 3 y asumimos que el Teorema se verifica si los vectores ¢(z) y b(x) tienen tamano
a lo sumo n — 1. Para cada = € X, sea k(z) el entero més grande entre los k € I,,, tal que bg(x) > c1(x).
Como by(x) > c1(z) > cn(x) > by(x), vemos que 1 < k < n — 1. Entonces, considerando una particién
conveniente de X en conjuntos medibles podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que k(z) = k para
x € X, ctp. Asi, por como se definié a k(z), tenemos que by (z) > c1(x) > byy1(x) para z € X, ctp. Sea
n(z) = by(x) + brt1(z) — c1(z) y observar que n(z) = (by(x) — c1(z)) + bey1(z) > biy1(z). Entonces, el
vector medible (by (), bg41(2)) mayoriza al vector medible (c1(xz),n(z)) y bi(z) > bpi1(z) para z € X,
ctp. Sea

_( bk(z) 0
Dy (z) = ( 0 b (2) ) para x € X, ctp.
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2.2. Teorema de Schur-Horn para campos medibles

Por el caso n = 2, tenemos un campo medible de matrices unitarias Uy(-) : X — U(2) tal que
A(U1(@)" Di(2) Ur()) = (e1(w)n(@))  para @€ X, ctp.

Como by (z) = n(z) + (c1(x) — bes1(x)) > n(z), analizamos los siguientes dos casos:

Caso 1. Si k = 1 entonces by(z) > n(z) > ba(z) > -+ > by(2); si consideramos Dy(x) € M, _2(C) la
matriz diagonal con diagonal principal (b3(z),...,b,(x)), entonces Dy, = D1(x) @ Da(z) y

<U1(§w) In—z(ﬂ«"))*(DlO(x) D20(rr)> <U1(§x) In—z(:r)>:<czl((§)) ‘Zfl(g'))

donde Z(z)* = (2(z),0,...,0) € M (n—1)(C), 2(-) : X — C es una funcién medible y Vi(z) € M, 1(C)
es la matriz diagonal con diagonal principal (n(z),bs(z),...,bn(z)). Mds atlin, en este caso resulta que
(n(z),bs(z),- - ,bn(x)) mayoriza a (ca(z),- -+ ,cn(z)) para z € X, ctp. (ver [38]). Por hipétesis inductiva
existe un campo medible Us(-) : X — U(n — 1) tal que d(Ua(z)*Vi(2)Us(x)) = (c2(x), -+ ,cn(x)). Asi, si
U(z) = (Ui(z) & In—2) - (1 & Uz(z)) para z € X, ctp., entonces U(-) : X — U(n) tiene las propiedades
deseadas.

Caso 2. Si k > 1 entonces by(z) > ... > by_1(x) > bi(x) > n(x) > bpp1(z) > ... > by(x). Sea Da(x) €
M;,—2(C) la matriz diagonal con diagonal principal 8(z) = (bi(z),...,bk—1(2), bps2(x), ..., bo(z)) €
R"~2 | notar que en este caso

(57 1) (087 o) (07 1 0) = (08 V)

donde W (z)* = (w(x),0,...,0) € My ,_1)(C), w(:-) : X — C es una funcién medible y Va(z) € M,_1(C)
es la matriz diagonal con diagonal principal

v(z) := (n(x),b1(2), ... ,bk—1(z), bpga(z),...,bo(z)) para z € X, ctp.
En este caso, resulta que (cz(a:), . ,cn(x)) < 7(z) para x € X, ctp. Por hipdtesis, existe un campo
medible Us(:) : X — U(n — 1), tal que d(Uz(2)* Va(z) Us(x)) = (c2(z),...,cn(z)) para z € X ctp.
Notemos que existe una matriz de permutacién P € U(n), tal que P* Dyy P = D1 & Ds. Asi, si
U(z) =P (Ui(z) ® In—2) - (1® Us(z)) para z € X ctp., entonces U(-) : X — U(n) tiene las propiedades
deseadas. O

Observaciéon 2.2.2. El Teorema 2.2.1 puede escribirse de la siguiente manera: Sean bj,c; : X — R
funciones medibles para j € I,,. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

L c(z) = (c1(@), s enl@)) < b(z) = (b1(2), -+ ,by(x)) para z € X ctp.
2. Existe B : X — A(n) un campo medible de matrices autoadjuntas, tal que
d(B(z)) =c(z) y A(B(z)) =b(z) para z€X ctp.,
donde d(B) € C" denota la diagonal de la matriz B € M,,(C).

A
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Con el fin de mostrar el resultado principal de esta seccién, introducimos la nocién de mayorizacion
de vectores de distintos tamanos: dados a = (a;)ier, € R™ y b = (bi)ier,, € R™ decimos a estd mayorizado
por b, notado a < b, si

ZafSbe, 1 <k <min{n,m} y Zai:Zbi. (2.12)

1€l i€l i€y 1€l

El siguiente Teorema estd basado en el Teorema de Schur-Horn para campos medibles (Teorema 2.2.1).
Nuestro enfoque es una adaptacién de resultados bien conocidos en la teorfa de marcos finitos (ver [4]).
En adelante, consideramos T* dotado de la medida de Lebesgue.

Teorema 2.2.3. Sean b : TF — (Rzo)d ye:TF (R>0)™ campos medibles de vectores. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ¢(z) < b(z) para x € TF ctp.

2. Existen campos medibles de vectores u; : T¥ — C? para j € I, tales que ||uj(z)|| =1 para j €, y

Dyzy = Z ¢j(z) uj(x) ®u;(x), para x€ TF  ctp.
j€l,

Demostracion. En primer lugar, notemos que la implicacién 2. = 1. se deduce de resultados conocidos
de la teorfa de marcos en dimesion finita (ver [4]) en cada punto x € T*. Por lo tanto, mostramos que
1. = 2. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que las entradas de los vectores b(z) y c(x) estdn
ordenados en forma no-creciente. Consideramos los siguientes dos casos:

Caso 1: asumimos que n < d. Consideramos ¢ : T¥ — C? dado por é(z) = (c(z), 04—,) para x € TF.
Entonces, é&(x) < b(z) para * € T¥ y por lo tanto, por el Teorema 2.2.1 existe un campo medible
U(-) : T* — U(d) tal que

d(U(x)* Dyy U(x)) = (er(2), ..., eplx), 0g—p) para € T* ctp. (2.13)

Con v1(x), ..., vg(x) € C? denotamos las columnas de C(z) = D;(/;) U(z), para x € T*. Entonces, la Eq.
(2.13) implica que:

Jv;(@)||*> = ¢j(z) para je€L,, v;j=0 para n+1<j<d

Y Dy =C(x)Cx)* = Z vi(z) ®vj(x) para x €T ctp.
Jj€l,
Ast, los vectores u;(x) se obtienen de v;(x) por normalizacién, para = € TF ctp.y j € L,.
Caso 2: asumimos que n > d y consideramos b : TF — C" dado por b(z) = (b(z), 0,,—q) para z € TF.

Entonces, c¢(z) < b(x) para z € T* y por lo tanto, por el Teorema 2.2.1 existe un campo medible
U(-) : T* — U(n) tal que

d(U(w)*DE(I) U)) = (c1(z), ..., ca(x)) para xz€ T ctp. (2.14)
Sean 01(x), ..., Op(x) € C" las columnas de C(z) = Dg(/j)U(x), para x € T¥. Como antes, la Eq. (2.14)

implica que

19;()||* = ¢j(z) para je€I, y Dy = Z bj(x) @ 0;(x) para x €T ctp.
J€ln
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2.3. Existencia de marcos SG con estructura fija predeterminada

Si consideramos ¥;(x) = (v;;(x)) entonces, la segunda igualdad de arriba implica que 7; j(x) = 0 para

i€ln
x € TF ctp. y para cada d + 1 < i < n. Si consideramos v;(r) = (Uivj(x»ieﬂd para z € T* ctp. y j € 1,

tenemos que

vj(@)||* = ¢cj(z) para je€l, y Dyz) = Z vj(z) ®vj(x) para € TF ctp.
j€ly,

Asf, los vectores u;j(x) se obtienen de vj(z) por normalizacién, para € T® ctp. y j € I, . O

2.3. Existencia de marcos generados por traslaciones con estructura
fina predeterminada

En esta seccién caraterizamos la estructura fina de una sucesién de Bessel E(F), donde F = {f; }ier, €
W". Por estructura fina (o relativa) de E(F) nos referimos a la sucesién de normas de los vectores
LF(x) = {Tfi}ie1, y a la sucesién de autovalores de [Sp(r)], para @ € T* (ver Definicién 2.3.1 para una
descripcién precisa). En la Seccién 2.3.1 resolvemos un problema de diseno de marcos y mostramos que la
estructura espectral de E(F) puede describirse en términos de relaciones de mayorizacién (ver Teorema
2.3.2). Mientras que en la Seccién 2.3.2 obtenemos una extensién natural de la nocién de eigensteps
introducida en [15], que permite describir una construccién paso a paso de sucesiones de Bessel F(F) con
estructura fina predeterminada.

2.3.1. Una caraterizacion en términos de las relaciones de mayorizacion

Comenzamos con una descripcién detallada de la estructura fina de una sucesién de Bessel E(F).
Definicién 2.3.1. Sea W un FSIT con d(z) = dim Jyy(z) para x € TF, y sea F = {fi}icr, € W" una

sucesion finita en L2(R¥) tal que E(F) es una sucesion de Bessel. En adelante consideramos:

1. la estructura espectral fina de E(F), que es la funcién debilmente medible
TF 5 2 s (Aj([sE(f)]x)) ez, (2.15)
je

donde A; ([Sg(z))e) = Aj(x) para j € Ly, es como en el Lema 2.1.7, y A;j([Sgx)]z) = 0 para j >
dlx)+1lyz € T*. Asi, la estructura espectral fina de F describe los autovalores del operador definido
positivo de rango finito [Sg(r)]e = Srr) € L(£?(ZF)) para z € T* ctp., contando multiplicidades
y ordenados de forma no-creciente.

2. La estructura fina de E(F) dada por la estructura espectral fina junto a la funcién medible a valores

vectoriales TF 5 2 — (!]Pfi(x)H2)i€H € RY,. A

Teorema 2.3.2 (Existencia de sucesiones generadas por traslaciones con estructrura fina predetermi-
nada). Sea W un FSIT en L?(RF) y sea d(x) = dim Jy(z) para x € T*. Dadas funciones medibles
aj TF — R>o para j € I, y A : TF — R>o para j € N, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe F = {f;}jer, € W" tal que E(F) es una sucesion de Bessel y tal que:

a. |Tfj(z)||> = aj(z) para j € I, y x € T* ctp;
b. )\j([SE(]:)]x) = \;j(z) para j € Ny z € T ctp.
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2. Se verifican las siguientes condiciones de admisibilidad:

a. A\j(w) = 0 para z € T¥ ctp. tal que j > min{d(z),n} + 1.
b. (aj(x))je]ln < ()\j(x))jeﬂd(z) para z € T* ctp.

Demostracion. Asumimos que existe F = {f;}jer, € W" tal que ||I'f;j(z)||* = «aj(z) para j € I, y
A ([SE(m))e) = Nj(x) para j e Ny x € T* ctp. Consideramos el campo medible de matrices semi-definidas
positivas G : T — M,,(C)* dado por la matriz Gramiana

G(z) = (<Ff2(x),1“fj(:c)>> ‘ para x € T

i,j€L,

Notemos que G(x) es la matriz representacién de T} ]_.(I)Tp F(z) € L(C™) con respecto a la base canénica

de C" para x € T*; usando el hecho de que los operadores de rango finito 17 }-($)TE( 7 Y Irr@) It J.,_-(z)
[SE(F))]= tienen los mismos autovalores positivos (contando multiplicidades) vemos que

Aj 1 < 4§ <min{d
Aj (G(ag)) = { i() pata < j < min{d(z), n} para 1z € TF ctp.

0 for min{d(z),n}+1<j<n

Por otra parte, la diagonal principal de G(z) es (|| f;(z)]|?)

= (a(z ))J c1, i asi, por el Teorema cldsico
de Schur-Horn vemos que

j€l,
(aj(x))jeﬂn =< A(G(x)) eR} = (aj(x))jeﬂn =< (Aj(x))jeﬂd@) para 1z € TF ctp.

Reciprocamente, asumimos que (aj(:c))je]I =< ()‘j(m))jeﬂd() para x € T* ctp. Considerando una

particién conveniente de T en conjuntos medibles asumimos, sin pérdida de generalidad, que d(z) = d
para x € T*. Por lo tanto, por el Teorema 2.2.3, existen campos medibles de vectores uj T* — C? para
j €1, tal que ||uj(x)|| = 1 para = € T* ctp. y j € I, y tales que

Diyz) = Z aj(z) uj(r) ®uj(r), para x€TF ctp., (2.16)
€l

donde A(z) = () (.%'))J c1, Para & € T*. Asi, por el Teorema 2.1.6 existen campos medibles de vectores
v; + TF — (*(ZF) para j € I; tales que {vj(z)}jer, es una BON de Jy(z) para z € T* ctp. Sea
uj(x) = (uij($))ieﬂd para j € I, y # € T*, entonces consideramos la sucesién finita F = {f;};c1, € W"

determinada por I'fj(x) = ozjlﬂ(x) > icr, wij(z) vi(z) para j €L, y x € T*. Es claro que

T (@)1 = llo}?(2) wj(@)||? = aj(x)  para  zeT" ctp. jel,.

M4s ain, usando la Eq. (2.16) es facil ver que

[SEF)] Z Tfj(z) @ Tfi(z) | vi(z) = Ni(z)vi(z) para i€ly y a€TF ctp.
j€l,
Por lo tanto, )\j([SE(;)]x) = \j(z) para j € Ny z € T* ctp. O
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2.3. Existencia de marcos SG con estructura fija predeterminada

Observacién 2.3.3. Sea W un FSIT en L*(R¥) y sea d(z) = dim Jyy(z) para = € T*. Sean o : TF —
R>g, j € I,,, funciones medibles y S € L(L?(R¥))* un operador SP positivo tal que R(S) C W. Sea

T > 2z ()\J([S]w)) - la estructura espectral fina de S (que estd bien definida por el Lema 2.1.7).
j€

Asumimos que para r € Tk ctp. tenemos que

(@) = (wsm)% .

Entonces, existe F = {f;}ic1, € W" tal que E(F) es una sucesién de Bessel,
Spr =5y ITfj(@)|> = aj(x) para z€TFctp. y jel,.

En efecto, si en la prueba del Teorema 2.3.2 tomamos campos medibles de vectores v; : Tk — ¢2 (Zk) tales
que {v;(7)}je1, es una BON de Jyy(z) y tal que [S],vj(z) = A\j([S]z) vj para € T* ctp. (notemos que
esto siempre se puede hacer por el Lema 2.1.7) entonces concluimos, como antes, que

[SeF))e vi(x) = Xj([S]e) vj(z) para jely = [Sgr)le =[S para =€ T ctp. A

2.3.2. Eigensteps medibles

Finalizamos el capitulo con una extensién natural de la nocién de eigensteps introducida en [15], que
permite describir un procedimento inductivo para construir una sucesién finita F = {f; }ier, € W", tal
que la estructura espectral fina de Sp(z) y de la sucesion finita de funciones medibles [T f;(-)[|? : T — Rxo
son predeterminadas. Esto es, obtenemos una descripcion detallada de una construccién paso a paso de
sucesiones de Bessel E(F) con estructura fina predeterminada. Cabe aclarar, que nuestras técnicas no
son extensiones de las empleadas en [15]; de hecho, nuestro enfoque se basa en un modelo aditivo para
operadores desarrollado en [8], que se incluye en esta seccion.

Observacién 2.3.4. Sea W un FSIT y sea d(x) = dim Jyy(x), para x € TF ctp. Sea F = {fi}ic1, € W",
tal que E(F) es una sucesién de Bessel y consideramos:

1. a;(x) = |Tfi(x)||?, parai €L, y = € T* ctp.

2. \i(x) = )\i([SE(}-)]x), para i € I, y © € T* ctp., donde T% 3 = — <>\i([SE(]:)]x)>' N denota la
1€
estructura espectral fina de E(F).

Notemos que en este caso se verifican las siguientes condiciones de admisibilidad:
Ad.1 Sii>min{n,d(z)} + 1 entonces \;(x) = 0 para x € T* ctp.
Ad.2 (ai(x))z‘eﬂn < ()\i(l'))zeﬂ para x € TF ctp.
En efecto, la condicién Ad.1 se deduce del hecho que R([Sp(r)lz) € Jw(x), para x € T* ctp. Mientras
que, la condicién Ad.2 se sigue del Teorema 2.3.2.

Para j € I, consideramos la familia F; = {fi}ic;, € W7. En este caso, E(Fj) = {Tofitiyezrxy, ¥
Sj = SgF 7;) es el operador SP tal que

[Sile = SrF; (e fol Y@ Tfi(z) € L*(ZF)* para jel, y zeTF ctp.
i€l
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Para i € I; y j € I,, consideramos la funcién medible A; ; : T+ — R>g, dada por
Aij(z) =N ([Sj]e), para z€TF ctp.

donde TF 3 2 + ()\Z([Sj]x)) N denota la estructura espectral fina de E(F;) (notemod que por cons-
1€
truccién \; ([Sj]z) = 0 para i > j + 1). Entonces, es bien conocido (ver [15]) que (\;j(x)), , entrelaza a

i€l
(M40 (@) e, o 10
i G+ () = Xij(2) > A, 41y(z) para i€y, jel, 1, yxe€ TF ctp.
Notemos que para = € T* ctp., se verifica que
D i@ =t ([Sle) = D ITfile)* =D ai(x) para  jET,.
’iEHj ie][j ieﬂj

Finalmente, por construccién, se tiene que S, = Sg(r) y por lo tanto, A;,(z) = Ni(z) para i € L, y
x € T*, ctp. El resultado previo motiva la siguiente extensién de la nocién de eigensteps indroducida en
[15]. JAN

Definicién 2.3.5. Sea W un FSIT y sean \;, o; : TF — R>q para i € I,,, funciones medibles que satisfacen
las condiciones de admisibilidad Ad.1 y Ad.2 de la Observacién 2.3.4. Una sucesién de eigensteps para
(A, @) es una sucesion doble indexada de funciones medibles A; j : TF — R>o, parai € I; y j € I, tal que:

LA G+ (®) 2 Xij(2) > Aign),(j+1) () parai €1, j €l y o € T* ctp.

2. Zieﬂj Nij(z) = Zz’e]lj ai(r) para j € I, y x € TF ctp.

3. Nin(x) =Xi(z) paraiel, yz e T* ctp. A
Observacién 2.3.6. Consideremos las notaciones y terminologia de la Observacion 2.3.4. Entonces para
(A, a) se tiene que (()\Z-J(-))idj)jeﬂn es una sucesién de eigensteps. Decimos que (()\i,j(-))ig)jeﬂn es una

sucesion de eigensteps para (A, ) asociada a F. A

En lo que sigue, vamos a mostrar que cualquier sucesién de eigensteps, es la sucesién asociada a la
sucesién finita F = {f;}ie1, € W™ tal que E(F) es una sucesiéon de Bessel (ver Teorema 2.3.12). Con el
fin de mostrar esto, introducimos el modelo aditivo para operadores SP cuyos rangos viven en FSIT.

Definicién 2.3.7. Sea W un FSIT y sea d : T¥ — N>q la funcién medible dada por d(x) = dim Jyy(z)
para x € T*. Sea Sy € L(L?*(R¥))* un operador SP y tal que R(Sp) C W. Dada una funcién medible
m : TF — 7Z tal que m(x) < d(x) para x € T* ctp. consideramos el conjunto

UWY(Sy) = {SO + B:Be L(L*(RF)* es SP, R(B) ¢ W, tk([B],) < d(z) — m(z) x € T Ctp.} (2.17)

A
Notacién 2.3.8. En el Lema 2.3.9 usamos la siguiente notacién. Si g : TF — ¢1(N)* entonces
pi(z) - 0
Dp(p(x)) = =+ . 1 | €A)
0 - ()
A
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2.3. Existencia de marcos SG con estructura fija predeterminada

Lema 2.3.9. Consideremos la Definicién 2.3.7 y la Notacién 2.3.8. Sea T* > z ()\j([So]m)> . la
j€
estructura espectral fina de Sp. Sea p : T — ¢Y(N)* una funcién medible tal que p;(z) = 0 para
§ >d(z)+1, x € T* ctp. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Existe S € UY(So) tal que \;([S]z) = pj(x) para j € Ly, y para z € T ctp.

2. Existe P : TF — [, o Mog(z)—m(z)(C)* un campo medible tal que P(z) = P*(z) = P*(z) y
rk(P(z)) = d(z) para « € TF ctp. y

Demostracion. Consideramos una particién finita conveniente de T* en subconjuntos medibles y asumi-
mos, sin pérdida de generalidad, que m(x) = m y que d(x) = d para z € T* ctp. Notemos que, los casos
en que m = dy m < 0 son triviales. Por lo tanto, tiene sentido que consideremos m = 1,...,d — 1. En
este caso, por el Teorema 2.1.6 tenemos que

W =P S(hy)
Jj€ly
donde hj € W para j € I, son tales que {I'hj(z)};cr, es una BON de Jyy(x) para z € T*.
Con estas observaciones, comenzamos la prueba del lema:

1 = 2.Si 8 € UY(Sp), entonces por la Definicién 2.3.7 tenemos que S = Sy + B, donde B es un
operador autoadjunto y SP, tal que R(B) C W.

Asi consideramos los campos medibles My, M, E : TF — M4(C) dados por

o My(z) = <<[So]$ T'hj(x), Fhi(x»)ijeﬂd para z € T* ctp.

o M(x)= (<[S]x Thj(z), Fhl(az)>) para z € T* ctp.

i,J€lg
o E(x)= (<[B]z I'hj(x), Fhl(x)>> ., paraz € T* ctp.
2,9€lg
Notemos que por hipétesis se verifica que E(z) € My(C)* es tal que rk(E(z)) = tk([B];) <d—my
Aj(Mo(z) + E(z)) = A\j(M(z)) = X ([S]z) = pj(x) para j € Iy y @ € T* ctp. Por el Lema 2.1.1, existen
funciones medibles A; : TF — R>g para j € Ig, tales que Ay > ... > Ag > 0y campos medibles de vectores
v; : TF — C4 para j € I, tales que {v;j(z)}jer, es una BON de Cty

Z)\ z) @ vj(z Z )\1/2 )®)\1/2( Jvj(x) para x € TFctp.
J€lq J€ld—m

Asi, E(x) puede factorizarse como E(z) = V*(x)V(x), tal que V*(z) € Mgq-m(C) es la matriz cuyas
columnas son los vectores )\Jl./2(x) vj(x) € Cq, y por lo tanto V(z) € My_p, 4(C). Si

JINSY
T(z) = <(M0v(<:2>) | 2) € Mai-ma(€) — T*(z) T(x) = Mo(a) + B(z) ¥
T z))Y/ *
T@)Te) = <V(a:) e v ;2))1 2 i )> & Mat-m(C) (2.19)

Departamento de matemética - UNLP Hoja 33 de 96



34

Sea U(-) : T* — U(2d—m) un campo medible de matrices unitarias, tal que U (z) diagonaliza a T'(x) T'(z)*
(ver [54]) y verifica que

Ulx) (T(x)T(2)") U*(x) = DT @)T(2)")) = Do (1lx)).

ya que T*(2)T(z) y T(x) T*(z) tienen los mismos autovalores positivos, para z € T* ctp. Por otro lado,
consideramos P(-) : T — Mag_,,(C)* un campo medible a valores proyecciones, tal que P(z) estd dado
por P(x) = U(x) P, U*(z), donde P, = I; & 0O4_p,. Notemos que por construccién P(x) es una proyeccién
ortogonal con rk (P(x)) = d y por los resultados previos

Ple) Daton(ue) Pla) = UGa) P (T0T(@)7) 71 0°() =) (M) () 0o,

esto muestra que la Eq. (2.18), en este caso, se verifica.

2 = 1. Consideramos P(x) € Mag_,,(C) como en el item 2. Por un lado, existe U(-) : T* — /(2d —m)
un campo medible de matrices unitarias tal que U*(z) P(z) U(x) = P;, donde Py =I5 & 04_,, s como
antes. Por lo tanto, tenemos que

A(Pl (U*(2) Dagm(n(x)) Ula)) P1> - (Al([So]x),...,)\d([So]w),Od_m) (2.20)

Como rk(U*(:c) Dog—m (p1(z)) U(x)) < d entonces vemos que existe T'(+) : T¥ — Mag_, 4(C) un campo

medible tal que
U*(2) Datm(pl@)) Ue) = T(@) T*(a)
Sean T : TF — My(C) y Ty : T¥ — My_pm.4(C) campos medibles unfvocamente determinados por la Eq.

T(z) = <%Eg) = U*(x) ng,m(u(aﬁ)) U(x) =T(x) T"(z) = (%Eg;}tgg %Eg%:g;) (2.21)

Entonces, las Egs. (2.20) y (2.21) junto con la definicién de P;, implican que
)\(Tl(ac) Tl*(x)> = ()\1([50]90), . .,)\d([So]m)> para z € TF ctp.

Por otro lado, notemos que para = € T ctp. se tiene que

T*(x) T(x) =T} (v) Ti(x) + T3 (2) Ta(w) < Mo(w) + B(x)

con rk(E(z)) < d—m,

A(Mg(:ﬁ))zA(Tl*(x) Tl(x)>:(Al([So]x),...,)\d([So]m)) y A(T*@;)T(x)):(Ml(@,...,m_m(@).

Sea W(-) : T — U(d) un campo medible de matrices unitarias tales que W*(z) Mo(x) W (z) = Mo(z)
para z € T* ctp, donde

My(z) = <<[SO]x Thj(x), Fhl(w)>> para z € TF ctp.

i,j€Iy
Sea W*(z)E(x)W (z) = (bi; (:L‘))z.jeﬂd para x € T¥ y sea B € L(L?*(R*))* el operador SP determinado por
R(B) C Wy las Eqgs.

<[B]m Thj(x), Fhi(x)> =b(r), para i,j€ly y xe&TFectp.
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2.3. Existencia de marcos SG con estructura fija predeterminada

Entonces, tk([B];) < d —m para z € T* ctp. de forma que S := S+ B € UYY(S)). Ademds, tenemos que

({81 Thy(a). Thie))) =W (@) (Mo(e) + B(@) )W ()

ijely
lo cual muestra que )\j([S]m) = p;j(z) para j € Iy y para x € T* ctp. O

Observacion 2.3.10. Consideremos las notaciones de la Definicién 2.3.7 y las del Lema 2.3.9. Por el
Teorema 2.1.4, la existencia de un campo medible P : TF — et Mad(z)—m(z)(C), como el del Lema
2.3.9, es equivalente a las siguientes condiciones:

1. si m(x) < 0 entonces p;(x) > Xi([S]2) para i € Ly,
2. si m(z) > 1 entonces p;(z) > )\Z([S]x) para i € L) ¥ fd(z)—m(z)+i(T) < AZ([S]x) para i € [,y
A

El Teorema que sigue describe la estructura espectral fina de los elementos de U)Y (Sp).

Teorema 2.3.11. Considerando las notaciones de la Definicién 2.3.7. Dada una funcién medible p : X —
(1 (N)™T las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe C € UY(Sp) tal que A([C]z) = u(x), para = € T ctp.

2. Para x € T™ \ Spec(W) ctp. tenemos que p(x) = 0. Para x € Spec(V) ctp. tenemos que p;(x) = 0
parai>d(x)+1y

a. si m(z) < 0, entonces p;(x) > )\Z([S]m) para i € Iy ;
b. si m(z) € Ig(z)—1, entonces p;(z) > Ai([S]z) para i € Lyzy ¥
Ai([S]2) = Bd(@)—m(@)+i(®)  para i€ L.
Demostracion. Es consecuencia del Lema 2.3.9 y de la Observacién 2.3.10. ([

Teorema 2.3.12. Sea W un FSIT y sean A;, o; : T — R>o para i € I, funciones medibles que
satisfacen las hipétesis de admisibilidad Ad.1y Ad.2 de la Observacion 2.3.4. Consideremos una sucesién de

eigensteps <()\Z-7j(‘))ieﬂj)je]I para (A, «). Entonces, existe F = { fi}ier,, € W", tal que <()‘ivj(‘))ieﬂj>

es la sucesién de eigensteps asociada a F.

J€ln

Demostracion. En primer lugar notemos que tanto las hipdtesis como las propiedades de los objetos que
nos gustaria construir se verifican puntualmente. Por lo tanto, considerando una particién conveniente de
T* en conjuntos medibles podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que d(z) = d > 1 para = € TF
ctp. Ahora, argumentamos por induccién sobre j. Notemos que por hipétesis para ¢ = j = 1, se verifica
que A1 1(z) = ai(x) para z € T* ctp. Sea fi € W tal que |T'fi(2)||?> = ai(z), para = € T* ctp. En
efecto, podemos tomar f; € W determinada por la condicién T f1(x) = «'/2(2) T'hy(z), donde {h;};e1, son
los generadores cuasi-ortogonales de la descomposicién de W como suma ortogonal (ver Teorema 2.1.6).
Entonces, por construccion [|[Tf1(z)[|? = ai(z) y Adi(z) = [[Dfi(@)]1? = M ([Sp(s))e) para z € T ctp.

Asumiendo que para j € I,_1 hemos construido F; = { fi}ier; € W7 tal que
Aie(®) = Ni([Spr))e) para i€ly, (el yxe T ctp. (2.22)

Ahora construimos f;41 de la siguiente manera: consideramos p; = A; j+1 para ¢ € I; 11 y p; = 0 para
i > j+1; establecemos que p = (1;)ien : TF — £1(N)* que es una funcién medible. Ademds, consideramos
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S =SpiF, € L(L*(R¥))* que es un operador SP con R(S) C Wy m(z) = m = d — 1. Por otra parte,
tomando ¢ = j en la Eq. (2.22) vemos que \;([S]) = Aij para i € I; y \i([S]z) =0 parai > j+1y
z € TF ctp.

Por hipdtesis, vemos que A; j+1 < Aijr2 < ... < A = A, ya que las condiciones de admisibilidad de la
Observacién 2.3.4 se verifican, concluimos que j; = A; j41 = 0 siempre que i > d + 1. Por otro lado, como
d —m =1 vemos que el item 2 del Teorema 2.3.11 puede re-escribirse como las relaciones de entrelace

pi(x) = Xi([S]2) > piy1(z) para i€l; y  weT* ctp.

que se verifican por hipdtesis (ver condicién 1. en la Definicién 2.3.5). Por lo tanto, por la Definicién
2.3.7 y el Teorema 2.3.11, existe B € L(L*(R¥))* operador SP tal que R(B) C W, 1k([B],) < 1 para
z € TF ctp., y tal que \;([S + Blz) = i = Xij+1 parai € ;11 y € TF ctp. Las condiciones previas
sobre B, implican que existe fj11 € W tal que B = Sg(y,.,). En efecto, fj11 es tal que satisface:
Ifjv1(x) ® T fiz1(z) = [B], para @ € T ctp. Finalmente, si consideramos Fj11 = {fi}ic1,,, entonces
SE(]:]'+1) = SE(]—']-) + SE(fj-H) = S + B y por lo tanto >\i,j+1(93) = Az([SE(}‘]_,,_l)]:c) para i € ]Ij+1 yx e Tk
ctp. Esto completa el paso inductivo.

O

Finalizamos el capitulo con la siguiente observacion. Con las notaciones y terminologias del Teorema
2.3.12 notemos que la susecién construida F = { fi}ier, es tal que su estructura fina estd predeterminada
por (A, @): en efecto, Ai([Spr)le) = Ain(z) = Xi(@) y [[Tfi(2)]? = ou(x) parai € I, y = € T* (este
ultimo hecho puede verificarse usando induccién y el item 2. de la Definicién 2.3.5). Esto es, los eigensteps
medibles dan una descripcién fina de las sucesiones de Bessel E(F) con estructura fina predeterminada.
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Capitulo 3

Potenciales convexos en FSIT’s

Benedetto y Fickus introdujeron (en [9]) un funcional definido sobre sucesiones finitas de vectores (de
norma uno), llamado potencial de marco, dado por

PM ({fitier,) = Y [{fis £)I7 (3.1)

1,7 €ln

En el caso que dimH < oo, uno de sus resultados més importantes muestra que los marcos ajustados de
norma uno -que constituyen una clase importante de marcos, pues su férmula de reconstruccién es simple
y presentan propiedades de robustez- pueden caracterizarse como minimos (locales) de este funcional entre
todos los marcos de normas uno. Desde entonces, ha habido interés en los minimos (locales) del potencial
de marco, dentro de ciertas clases de marcos, ya que tales minimos pueden considerarse como sustitutos
naturales de los marcos ajustados (ver por ejemplo [16, 46]). Notemos que, dada F = {f;}ic1, € H"
entonces PM (F) = tr (Sg_-) Recientemente, ha habido interés en la estructura de marcos que minimizan
otro potencial, llamado error medio cuadratico (MSE), dado por MSE(F) = tr (Sz') (ver [31, 48, 53]).
A continuacién, consideramos una familia de potenciales introducida en [46], que contiene el potencial de
marco y el MSE.

Antes de describir los potenciales convexos para sucesiones finitas de vectores, respecto a un subespacio
de dimensién finita recordemos los siguientes conjuntos: Conv(R>p) = {¢ : R>g = R>p , ¢ es convexa}
y Convg(R>p) = {¢ € Conv(R>p) , ¢ es estrictamente convexa}.

Definicién 3.0.13. Dada ¢ € Conv(R>g) y un subespacio de dimensién finita W C H, el potencial
convezxo asociado a (¢, W), denotado por PJ;V , se define de la siguiente manera: para una sucesion finita
F = {fi}tier, € W™ con operador de marco Sr € L(H)*,

PY(F) = tr (p(SF) Bw), (3.2)
donde ¢(S¥) € L(H)™ se obtiene por célculo funcional y tr (-) denota la traza usual (semi-finita) en L(H).

AN

Observacién 3.0.14. Notemos que por construccién, Py Sr = S Py = Sr: entonces, es claro que

PY(F)=> e(\(SF)), (3.3)

i€ly

donde d = dim Wy ()‘i(sf))ie]ld € (R>0)? denota el vector de autovalores del operador positivo Szl €

L(W)™, contando multiplicidades y ordenado en forma no-creciente (usamos la convencién Iy = (). En
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particular, si ¢ € Conv(R>() es tal que ¢(0) = 0 obtenemos que

PY(F) = tr (p(SF)) = tr (p(GF)),

donde Gr = ({3, fj>)ij€]l es la matriz Gramiana de la sucesién finita F = { f; }icr, . Esto es, si ¢(0) =0,
PZV = P, no depende de W. Por ejemplo, si ¢(z) = 2% entonces Pg‘/(}“) = P,(F) coincide con el potencial
de marco. En efecto, por la Eq. (3.1) tenemos que

PV(F) = Pp(F) =t (S7) =t (T3 Tr)?) = > |{fi, fi)|* =PM(F) . (3.4)
1,7 €L,

A

Para ¢ € Conv(R>() y para un subespacio de dimensién finita W C H, PQ,/V (F) es una medida de la
dispersion de los autovalores del operador de marco de F. Es decir, bajo ciertas hipétesis de normalizacién
de la familia F, cuanto menor es el valor de PJ,/V (F), més concentrados estan los autovalores de Sr|yy €
L(W)™T. Esta es la motivacién principal para considerar estos potenciales convexos (ver [46, 48, 51, 53]).

3.1. Potenciales convexos para sucesiones de traslaciones en FSIT’s

En esta seccién extendemos la nocién de potencial convexo a sistemas generados por traslaciones
enteras de familias finitas F = {f; }ic1, € W', donde W es un FSIT y mostramos como primera aplicacién
del Teorema 2.3.2, que bajos ciertas condiciones, estos potenciales convexos, detectan marcos ajustados
para W como sus minimos (ver Teorema 3.1.7).

Definicién 3.1.1. Sea W un FSIT en L?(R*), sea F = {f;}ic1, € W", tal que E(F) es una sucesién
de Bessel y consideremos ¢ € Conv(R>(). El potencial convexo asociado a (¢, W) de E(F), denotado
PgV(E(]-")), esta dado por

PY(E(F)) = /T ) PV F () da, (3.5)

donde PS;]W(:E)(F}'(m)) = tr (©(Srz@)) [Pwle) es el potencial convexo asociado a (¢, Jyy(x)) de la sucesién
T F(x) = {T fi(x)}ic1, en (2(ZF) para cada x € T ctp. A

Observacién 3.1.2. Consideremos las notaciones de la Definicion 3.1.1. Veamos que el lado derecho en la
Eq. (3.5) estd bien definido. En efecto, por el Lema 2.1.7 tenemos la representacién espectral de [S E( ]_—)](,),
como en la Eq. (2.9), en término de las funciones medibles y acotadas A;(-) : T¥ — Rs, para j € L. Si
consideramos la funcién medible y acotada d(z) = dim Jyy () para x € T entonces, usando la Eq. (3.3)
vemos que
PO F(x) = Y ¢(\(z)) para zeTh ctp.
J€La(a)
Asi, la funcién no-negativa

T" > 2 — PV (T F(2))

es medible, acotada y por lo tanto integrable en T*. Esto muestra que el potencial convexo P;/V (E(F)) es
un numero real no-negativo bien definido. A

La observacién anterior muestra que si ¢(0) = 0, el potencial convexo P;/V = P, no depende del FSIT

W.
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3.1. Potenciales convexos en FSIT’s

Ejemplo 3.1.3. Sea W un FSIT de L?(R*) y sea F = {fi}ic1, € W". Si fijamos ¢(z) = 2% para z € R,
entonces el correspondiente potencial de E(F) que denotamos PM (E(F)), estd dado por

PM (E(F)) = /T tr(SPrqy) do= /1r D IRVAGRVAGNECS

i, 7€,
Asi, (ver Eq. (3.4)), PM (E(F)) es una extensién natural del potencial de marco de Benedetto-Fickus. A

Observacién 3.1.4. Sea W un SIT de L?(R*) y sea A € L(¢%(Z*))" un operador positivo: en [27], E.
Dutkay introduce la funcién traza local de A relativa a W, notada my 4 : TF — [0,¢], vy dada de la
siguiente manera: para z € T*

™w, A(z) = tr (A[Pw]z),

donde tr (+) denota la traza usual (semi-finita) en L(¢?(Z*)). Podemos extender la nocién de funcién traza
local, como describimos arriba, en el siguiente conexto: dado T' € L(L?(R¥))* un operador positivo y SP,
la funcidn traza local de T respecto a WV esta dada por

w,r(x) =tr (7], [Pwl) «e€TF. (3.6)

Notemos que, si A € L(¢*(Z*))* y T € L(L*(R¥))* es el tinico operador positivo SP, tal que [T], = A
para = € T*, entonces
™w, a(z) = 1w, ().

Si ademds asumimos que W es un FSIT y consideramos ¢ € Conv(R>g) y F = {fi}ic1, € W", entonces
tenemos que

7-W#P(SE(I))(QC) dz,

PEE) = [

Tk
donde ¢(Sp(r)) € L(L*(R¥))T se obtiene por cdlculo funcional. En efecto, observemos que en este caso
©(Sg(r)) es un operador SP tal que

[o(Se)]e = ¢([SE@))e) = ¢(SrF@)  para  z €T ctp. A

Sea W un FSIT. En lo que sigue mostramos que bajos ciertas condiciones, los potenciales convexos
P;/V (E(F)) para sucesiones finitas F € W™, detectan marcos ajustados para ¥V como sus minimos (ver
Teorema 3.1.7). A la vez, este hecho motiva el estudio de la estructura de los minimos de potenciales con-
vexos para sucesiones finitamente generadas en L?(R¥) (bajo ciertas restricciones), ya que estos minimos
pueden considerarse como sustitutos naturales de marcos ajustados. Con el fin de establecer los resultados
relacionados a estos hechos, introducimos las siguientes nociones y notaciones.

Observacién 3.1.5. Sea (X, X, ux), (Y,V, uy) dos espacios de medida; consideramos su suma directa,
notada X @Y, dada por el triplete (X @Y, X P YV, ux ® py), donde

d
1. XY = X UY, es la unién disjunta de los conjuntos. Ademads, consideramos las inclusiones
candnicas Nx : X - X dY yny:Y - XPY de X e Y en la unién disjunta, respectivamente. Por
lo tanto nx y ny son funciones inyectivas, tales que nx(X)Nny (Y) =0y nx(X)Uny(Y) =X @Y.

2. XPY={AeB=nx(A)Uny(B): A€ X, Be Y}
3. pux @ py es la medida dada por pux & py (A ® B) = pux(A) + py (B);

Usando las funciones nx y ny consideramos a X e Y como subespacios de X &Y . JAN
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Notacion 3.1.6. En lo que sigue consideramos:
1. Un FSIT no nulo de L2(R*¥) de longitud ¢, notado W;
2. F ={fitier, € W" tal que E(F) es una sucesién de Bessel;
3. d(z) = dim Jyy(z) < ¢, para z € TF;
4. La medida de Lebesgue en R¥ notada |-|; X; =d~ (i) CTF y p; = | Xs|, i € 1.
5. Notamos por Cyy = 3y, i - pi > 0.

6. El espectro de W es el conjunto medible Spec(W) = Uy, Xi = {z € T* : d(z) # 0}. A

Como primera aplicaciéon del Teorema 2.3.2 mostramos en el item 2. del siguiente resultado, la exis-
tencia de marcos ajustados uniformes generados por traslaciones enteras para un FSIT arbitrario.

Teorema 3.1.7. (Estructura de los minimos de P;/V con restricciones de norma) Con las Notaciones 3.1.6
y considerando n > sup esc,crr d(x). Entonces:

1. Para cualquier familia finita G = {gi}icr, € W™, con Y ,; lgil|* = 1 tal que E(G) es una sucesién
de Bessel, y para cada ¢ € Conv(R>() tenemos que:

PV(E(G)) = Cw ¢(Cyy)) - (3.7)

Ademas, si asumimos que ¢ € Convs(R>g), entonces PZV(E(Q)) = Ow ¢(Cy)) siy sélo si E(G) es
un marco ajustado (uniforme) para VW con cota de marco C;\,l, ie.

Seg) = Cyy Pw- (3.8)

2. Existe una familia finita F = {f;};e1, € W, tal que || f;||> = n~! para i € I, y tal que E(F) es un
marco ajustado (uniforme) para W. Notemos que la cota inferior en la Eq. (3.7) se alcanza en F.

Demostracion. Para probar el item 1 consideremos el siguiente triplete (X;;, Xjj, pi;) donde X;; =
Xi, Xij = X es la o-élgebra de conjuntos de Borel en X; y p;j; = |- |; como antes, es la medida de
Lebesgue de X;, para j € I; y para ¢ € I,. Con las notaciones de la Observacion 3.1.5, consideramos el

espacio de medida
(X, X, 1) = @@ ij> Xij» | - lig) -
i€ly jel;

Para j € I; y para ¢ € I, también consideramos las inclusiones canénicas n; ; : X; ; — X. Asi, para cada
x € X existen tnicos i € Iy, j € I; y € X; j = X; tales que 7, j(Z) = x. Notemos que, por construccién,
(X)) =3 e, i pi=Cw.
Sea Ag(g) : X — Rx¢ la funcién medible de autovalores de E(G) definidos de la siguiene manera: para
r e X,sean (i, j) €, xI; y 2 € X;; = X; (determinados univocamente) tales que 7; j(Z) = x; en este
caso establecemos
Apg)(®) = A ([SEg)lz) = Ai(Srg)) »

donde X;([Spg)z) € (64 (ZF) )i es la estructura espectral fina de E(G) (ver Definicién 2.3.1). Si ¢ €
Conv(R>p), entonces

PPEG) = [ o)) dute). (3:9)
X
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3.1. Potenciales convexos en FSIT’s

En efecto, por la Eq. (3.5)
PW(E(G)) = / PIW@(TG(x)) di = / PIW@(TG(x)) da
Tk Spec(W)

donde PJW (I'G(x)) es el potencial convexo asociado a (¢, Jyy(z)), respecto de la sucesién finita I'G(x) =

{T gi(2) }ic1, € (?(ZF), definido como en la Eq. (3.3) (notemos que PJW(I)(FQ(:E)) = 0 para x € TF\
Spec(W)). Por lo tanto, si € X; para algin ¢ € [, entonces se tiene que

PJW @(rG(x Z @\ (Srga)

Para ¢ € I, tenemos que
/ PO (DG (2) do — / S o0 (Srate) do — / el (@) due) .
X’L z ] 1 ;':1Xij

Por otro lado, ya que SpecOW) = U X; vy X = ®icr, Bjen, Xij
i€ly

Z/ PIOTGa)de =Y [

i€l i€l @J 1

o) (@) dpa() = /X o) (@) dia(x)

Xij

que prueba la Eq. (3.9). Si G es como el del item 2, entonces >,y [lgi[|* = 1 y en particular, si tomamos
o(x) =z en la Eq. (3.9), tenemos que

/X Ab(g)(@) du(x) = / tr (Sro() do = / S IPg @) de = 3 il =

i€l i€l

Considerando la medida de probabilidad f = C’;\} . Entonces, como en el Ejemplo 1.4.14, obtenemos
/X Npo) (@) djiz) = G} = Oyt - 1x < A (en (X, X.0)). (3.10)
Si tomamos ¢ € Conv(R>() entonces, usando el hecho previo y el Teorema 1.4.13, tenemos que
PO = [ (il 1x) di < [ ele)(@) dta)
= O [ elhig)@) dute) = G P (B(9),

que prueba la Eq. (3.7). Si ¢ € Convg(R>) y ademds P;/V(E(g)) = @(C;Vl) Cy , usando la Eq. (3.9) y la
relacién de mayorizacién en la Eq. (3.10), tenemos que

[ el dito) = [ el di.
X X
Asi, por la Proposicion 1.4.15,

()‘E(g))* = C;\} 1[071] - >\i( [SE(Q)]QC) = C;\,l para i € Hd(z) y x € Tk ctp.
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Por lo tanto, Sgg) = C';\,l Py i.e. E(G) es un marco ajustado para Y. Reciprocamente, notemos que si
SE@G) = C;Vl Pyy la cota inferior en la Eq. (3.7) se alcanza.

Para probar el item 2. notar que, por hipétesis Spec(W) = Uz‘eﬂn Z;. Para x € T*, fijamos a(z) = 0 si
x € Tk \ Spec(W) y:
i tn-Cw)Tt st xeZj y pj>0
Oé(l‘) T { 0 si xz€ Zj y pbj = 0 (3'11)
Entonces, es facil ver que (a(2))jer, < (Cw)jel,,, Para j € I, y x € T* ctp. Por lo tanto, por el Teorema
2.3.2 existe F = {f;}ier, € W" tal que ||I'fi(2)||* = a(x) para i € I, y tal que Spr(,) = o5% Py (x), Para
€Tk ctp. Asi, SE(]—') = C;\}l Py y

1517 = [ ala) do = ncw) ™ Y

J€ln

/Zjdx:(nCW)l Zj-pj:nfl.
j

J€ln

3.2. Water-filling en espacios de medidas

Como lo anticipamos, los resultados del Capitulo 2 surgieron como motivacién para mostrar que dada
una sucesion de nimeros positivos ag > ..., > a;, > 0, un funciéon ¢ : R>g = R>oy W C L?*(R%) un FSIT
existen vectores f; € W tales que ||f;]|> = o; para i € I, y tal que la sucesién de Bessel SG inducida por
estos vectores minimizan el potencial convexo asociado al par (¢, W) (ver Definicién 3.1.1) entre todas
las sucesiones finitas (este problema se resuleve en la Seccién 3.3). Como herramienta para tratar este
problema, consideramos la construccién del water-filling (llenado con agua 6 principio de compuertas)

en términos de mayorizacién en espacios de probabilidad.

El water-filling tiene sus origenes en el trabajo de Shanon [57], como solucién al problema de distri-
bucién espectral éptima (ver [25]). Sus técnicas también han sido la herramienta principal en el disefio de
canales con capacidad éptima (ver [59] y los trabajos més recientes sobre técnicas iterativas de water-filling
[52, 56]).

Como primer paso hacia una extension de esta construccién, examinamos su contraparte escalar,
en el contexto general de espacios de medidas. En la proxima seccién mostraremos que las técnicas de
water-filling producen soluciones 6ptimas en el contexto general (no-conmutativo) de campos medibles de
matrices semidefinidas positivas.

A lo largo de esta Seccién (X, X, u) denotard un espacio de propabilidad y L>®(X, )™ denotard el
conjunto de todas las funciones positivas en L (X, u).

Definicién 3.2.1 (Water-filling a nivel ¢). Sea f € L*®°(X,u)". Dado ¢ > infesc f > 0, consideramos
fe € L®(X,u)", dada por f. = max{f, ¢} = f+(c—f)", donde g™ denota la parte positiva de la funcién
real g. A

Con el fin de estudiar las propiedades de submayorizacién de la funcién f. obtenida por water-filling,
consideramos el siguiente resultado, en el cual obtenemos una relacién sencilla entre la reordenada decre-
ciente de fy fe..

Lema 3.2.2. Sea f € L®°(X, )" y sea ¢ > infesc f > 0. Consideremos el nimero

* y < .
so=p{reX: f(x)>c}. Entonces, f[fi(s)= { / C(s) Z 20_<88<<8(1)’ (3.12)
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3.2. Water-filling en espacios de medidas

Demostracion. Notemos que por la Eq. (1.24), para 0 < s < s¢ tenemos

f*(s) = sup{t€R>p: pfr e X: f(x) >t} > s}
= sup{t€Rsp: p{z e X: f(z)>t}>s y t>c}
= sup{t€Rsp: p{r e X: fo(x) >t} >s y t>c}

= sup{t€R>o: p{z e X fo(x) >t} > s} = fi(s).

T

Es facil ver que si sp < s < 1, entonces f(s) = c. O

Para probar el Teorema 3.2.5, que se enuncia mas adelante, necesitamos una versién re-parametrizada
de algunos resultados basicos de la Seccion 1.4.2:

Lema 3.2.3. Sean a, b € R tales que a < by sea k € L>([a, b], ¥)T una funcién continua a derecha
no-creciente, donde v = (b — a)~! dt es la medida normalizada en [a, b]. Entonces

1. La reordenada decreciente k*(t) = k((b—a)t+a), para t € [0, 1).

2. Fijemos la constante ¢ € R. Si
b s
(b—a)cg/ k(t)dt = (s—a)cﬁ/ k(t)dt para s€a,bd].

Demostracion. En primer lugar consideramos la funcién k dada por
k(t)=k((b—a) t+a) para te€]0,1),

y luego consideramos los conjuntos

{ue|0,1):k(u)>s}=10,8) y A{relabd):k(r)>s}=]a,a).

Notemos que, por el hecho que k y k son no-crecientes y continuas a derecha y por la definicién de /:J,
tenemos que o = (b — a) + a. Asi

k*(t) = sup {s €Rso: v{rela,b): k(r) > s} >t}
= sup {s€R>p: {rea,b): k(r)>s}>t(b—a)}
— sup {s€Rso: [{ue0,1): k(u) > s}| >t}
= (R

Pero es sencillo verificar que (k)* = k, por lo tanto

k() =k(t)=k((b—a)t+a) para t€][0,1).

Para probar el item 2, consideremos k € L*>([a,b], ) y aplicamos el item 1, asi
E'(t)=k((b—a)t+a) para tel0,1).

Notemos que por hipétesis,

0<c<L k dv .
[a,]
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Por el Ejemplo 1.4.14 concluimos que ¢ <,, k. Como ¢* = ¢, entnces para s € (a, b] tenemos que

s—a s—a

(s—a)e = (b—a)/ob_ac* dtg(b—a)/o”‘“k*(t) dt

s—a

— (b—a)/obak((b—a)t—l—a) dt:/sk(t) dt .

O

Con las notaciones del Lema 3.2.3 notemos que el item 2 es una reformulacién (usando la re-parametriza-
ci6n del item 1 de las desigualdades de submayorizacién) correspondientes a ¢ <, k en ([a, b], ), siempre
que ¢ < f[a o R dv (ver Ejemplo 1.4.14).

Observacién 3.2.4. Sea f € L*°(X, u)*. Consideremos la funcién ¢ : [inf esc f, 00) — R>¢, dada por
— [ gedu= [ (1@ + (e~ F@)"] duta).
X X
Entonces, es facil ver que ¢ tiene las siguientes propiedades:
1. ¢(infesc f) = [y f dp y im0 ¢(c) = 400;

2. ¢ es continua y estrictamente creciente.

Por lo tanto, para cada w > fX f dp existe un dnico c(w) = ¢ > infesc f, tal que

blc(w)) = / Fotwy dp=w . (3.13)

A

Teorema 3.2.5 (<y-optimalidad del water-filling). Sea f € L*°(X, u)*, consideremos w > [ v [ duyla
constante ¢(w) = ¢ como en la Observacién 3.2.4. Entonces, para cada h € L™ (X, u)*,

f<h y /hduzw e f<uh
X

Demostracion. Asumamos que f < h'y [y h du > w. Si consideramos so = p{z € X : f(x) > c}
entonces, por el Lema 3.2.2, tenemos que Eq. (3.12) se verifica. Asi, usando la Observacién 1.4.11, vemos

que si 0 < s < s¢, entonces
/ £ dt = / P di < / B*(1) db (3.14)
0 0 0

Fijado sgp < s < 1, consideramos

50 50 1
a:/ B (t) dt—/ FE0) dE=0 y k=ht e L0, di)*
0 0 — 90

Notemos que k es una funcién continua y no-creciente. En este caso, obtenemos que

/:k(t) dt = /slh*(t) dt + a

_ /Slh*(t)dtJr(/o B (¢ dt—/ £t dt)

> w—(w—(1=s0)c)=(1—=s0p)c
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Asi, el Lema 3.2.3 (aplicado a la funcién k|4, ;) implica que

S — S0

(s —s0)c< / k(t) dt :/ h*(t) dt + a paracada s € ]sp, 1] .
S0 S0

1—80

Por lo tanto, usando la desigualdad anterior y el Lemma 3.2.2, concluimos que, para sg < s < 1

/Osf:(t) _ /Osoh*(t) dt —a+ (s — so) ¢

/ h* (1) dt+(8_80—1> ag/ RH(t) dt .
0 1—sp 0

Este tltimo hecho junto a la Eq. (3.14), muestran que f. <y, h. O

IN

El Teorema 3.2.5, implica una familia de desigualdades integrales en término de funciones convexas
involucrando el water-filling de la funcién f a nivel c. Vamos a necesitar estos hechos con el fin de mostrar
las propiedades de optimalidad de la version no-conmutativa del water-filling.

Corolario 3.2.6. Con las notaciones del Teorema 3.2.5, si ¢ € Conv(R>() es no-decreciente, entonces

/gpofcd,ug/goohdu. (3.15)
X X

Si existe ¢ € Convs(R>p) no-decreciente tal que se verifica la igualdad de la Eq. (3.15) entonces h = f..

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de la relaciéon de submayorizacién en el Teorema
3.2.5 y del Teorema 1.4.13. Si, ademds, asumimos que ¢ € Convg(R>() es tal que se verifica la igualdad
en la Eq. (3.15), entonces por la Proposicién 1.4.15, vemos que f = h*. Sea B={x € X : f(x) > c} tal
que so = u(B). Asi, es ficil probar que

(f'lB)*(s)_{ f*(s) si sel0,s0);

0 si s€sg,1).

En particular, notemos que (f - 15)* = 1|9 4y - fo'- Por un lado, tenemos (h-15)* = 1|9 4 - (h - 15)*. Por
lo tanto, como h > h -1 > f - 1p, por la Observacién 1.4.11 tenemos que

h* > (h-1B)" = ljgs) - (h-1B)" > (f-1B)" =194 - fo = (h-1p)" =(f-1B)".

Asi, usando una vez mas la Observacion 1.4.11, obtenemos que h-1p = f-1p = f.- 15 > ¢- 15, donde el
ultimo hecho se sigue de la Definicion 3.2.1. Finalmente, notar que

ph™H({e}) = 1) (e = ()T {eh)l =1 - u(B) ,

esto muestra que h - 1y\p = ¢+ 1x\ g, entonces h = f.. O

3.3. Marcos 6ptimos con normas predeterminadas para FSIT’s

Antes de describir el problema principal de esta seccién, introducimos la siguiente definicién:

Definicién 3.3.1. Sea W un FSIT de L?(R*¥) y sea o = (a;)jer, € (RZ)*. Consideramos
Bo(W) = {F = {fi}ict, € W": E(F) es sucesién de Bessel , ||fil|> = o, i € L.}, (3.16)

el conjunto de las familias finitas con normas predeterminadas por a que generan sucesiones de Bessel SG
en W. A
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Notemos que las restricciones sobre las familias F = {fi}ic1, € Ba(W) (esto es, ||fil|*> = a; para
i € I,,) son de naturaleza global. Nuestro problema es tratar de describir las F € B,(W), tales que sus
correspondientes sucesiones de Bessel E(F) sean marcos para W lo mas estables posible. Lo ideal, serfa
buscar sucesiones F tales que E(F) sean marcos ajustados para WW. Sin embargo, el Teorema 2.3.2 indica
que hay algunos obstéculos para la existencia de tales sucesiones (este es el caso del Teorema 3.3.5, que
enuciaremos y demostraremos mds adelante).

Por un simple argumento de re-escaleo, podemos asumir que Zieﬂn a; = 1; entonces el Teorema 3.1.7
muestra que si existe Fy € Bo(W) tal que E(Fp) es un marco ajustado para W, entonces E(Fp) es el
minimo de cualquier potencial convexo PJO/V (ver Definicién 3.1.1) para cualquier funcién convexa ¢ €
Conv(R>q) y P;/V(E(}“o)) =Cw cp(C;vl). Por otra parte, si ¢ € Convg(R>() es una funcién estrictamente
convexa, dicha F € B, (W) para la cual P%/V(E(}")) = P&/V(E(}"Q)), es tal que E(Fp) es un marco ajustado.
Esto muestra que en el caso general, con el fin de buscar las familias F € B,(W) tales que los esquemas
de codificacion asociados a sus correspondientes sucesiones de Bessel F(F) sean lo méas estables posible,
podemos estudiar los minimos del potencial convexo P;/V asociado a ¢ € Convg(R>p).

Por lo tanto, dada ¢ € Conv(R>g), en lo que sigue mostramos la existencia de sucesiones finitas
FP € B,(W), tales que

PY(E(F?)) = min{P)Y(E(F)): F € Ba(W)}.

Ademis, si ¢ € Convg(R>q) describimos la estructura espectral fina del operador de marco de E(F°P). Si
¢(z) = 22, nuestros resultados se extienden a resultados de [9, 16, 46], para el potencial de marco en el
contexto de sucesiones de Bessel SG que viven en W FSIT.

En la Seccién 3.3.1 consideramos el caso uniforme, en el que la dimensién de las fibras de W son
constantes en Spec(W). Una vez resuelto el caso uniforme, reducimos la existencia de sucesiones de Bessel
SG optimas a un modelo finito dimensional: nos ocupamos de este modelo en la Seccién 3.3.2. El caso
general del problema de diseno 6ptimo con normas predeterminadas en un FSIT es estudiado en la Seccion
3.3.3.

3.3.1. El caso de dimensién uniforme

Consideramos las Notaciones 3.1.6. En esta seccién obtenemos la estructura espectral fina de los mini-
mos de los potenciales convexos en B, (W) bajo el supuesto que d(z) = d para x € Spec(W) ctp. Para
describir este caso particular, usamos nociones y construcciones de water-filling desarrolladas en la Seccién
3.2.

Con la idea de simplificar la notacién, consideramos la siguiente observacion:

Observacién 3.3.2. Sea (Z, Z, | - |) un espacio de medida (no nulo) de (T*, B, | - |) y consideramos
(L, P(I.),#(-)) i.e, I, dotado de la medida de conteo. En adelante consideramos el espacio producto

X ¥ Z x 1, dotado de la medida producto p = | - | X #(+). También notemos que el espacio producto
se puede escribir como X = P, Z. A

Lema 3.3.3. Consideremos las notaciones de la Observacién 3.3.2 y sea o : Z — R” una funciéon medible.
Sea & : X — R dada por

a(r,i) =a;(x) para i€l, y =x€e€Z .

Entonces, & es una funciéon medible y se tiene que:
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1. Si ¢ € Conv(Rxo) entonces [y wod& du=3 e [, elai(x)) da.

2. Sea 8 : Z — R" una funcién medible y sea B : X — R una funcién construida de forma andloga a
la funcién a. Si

alx) < B(z) para x€ Z ctp. = & <3 en (X, X, @),
donde ji = (r-|Z)"'
3. Andlogamente, a(x) <y S(z) para x € Z ctp. implica que & <, B en (X, X, ).

Demostracion. Para probar que & es medible, basta ver como fue definida. La prueba del item 1 pasa por
realizar la siguiente cuenta

Z/ (ai(x dx—Z/X{}poa )dm:/ZXHr(gpod)(x)dx:/Xpo&d,u.

i€l i€l

Para probar el ftem 2 notemos que si ¢ € Conv(R>o), entonces a(z) < #(z) implica que ) ;o p(ai(z)) <
> icr, ¢(Bi(w)) para x € Z, ctp. Entonces, usando el ftem 1 tenemos que

/Xgpoovzdﬂ Z))” /Zg@az Ndx < (r-|Z])” /Zwﬁz dm—/gpoﬁdu

i€l i€l

Como ¢ € Conv(R>g) es arbitraria, a partir del Teorema 1.4.13 tenemos que & < B.

Finalmente el item 3. se prueba usando argumentos similares, basados en la caraterizacién de la subma-
yorizacién en términos de desigualdades entre integrales involucrando funciones convexas no-decrecientes
dada en el Teorema 1.4.13 (ver también [20]). O

Lema 3.3.4. Sea (X, X, 1) un espacio de probabilidad y sean f, g € L>(X, )" tales que f <, g. Sean
¢, d > 0 tales que fX fe du = fX ga du, donde f. y gq denotan los water-fillings de f y ¢ a nivel ¢ y d,
respectivamente. Entonces, f. < gq en (X, u).

Demostracion. Consideremos so = u{r € X : f(x) > ¢} € [0,1]. Notemos que, por construccién g < gq
en X por lo tanto g* < (gq)* en [0, 1]. Asi, para s € [0, so] tenemos

[ ra= [ ras [ gas [ @ (3.17)
0 0 0 0
Po otra parte,

S0 S0 S0 S0 S0
/ (gq)* dt > / g* dt > / ffdt = « ::/ (gq)* dt —/ frdt>0.
0 0 0 0 0

Usando la Observacién 3.2.4 y la hipétesis, tenemos que

«

S0 E) 1 1
/0 fr dt—l—(l—so)c:/o (94)" dt—i—/ (9q)" dt = (1—80)0:/ [(ga)" + ] dt.

S0 S0 1-— S0

Asi, por el Lema 3.2.3 se tiene que para s € [sg, 1]:

(S—SO)CS/S[(gd)*‘f'l < | dt = (5—30)c</s(gd)* dt + o

S0 — 50 50
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Esta tultima identidad muestra que para s € [sg, 1], tenemos

/O (f) dt = /O ga)* dt—at (s — so)e < /0 " (ga)* dt + / :<gd>* i (3.18)

El Lema es una consecuencia de las Egs. (3.17) y (3.18). O
El Teorema que sigue es el primer resultado importante de este capitulo.

Teorema 3.3.5 (Existencia de sucesiones 6ptimas en B,(W)). Consideremos las notaciones 3.1.6. Sea
a = (ai)ier, € (R%)¥, asumamos que W es tal que d(z) = d para x € Spec(W) ctp. y consideremos
r = min{n,d}. Sea p = p; = |Spec(W)|. Entonces, existen ¢ = ¢(«, d, p) > 0y F°P € B,(W) tales que:

1. Para = € Spec(W) ctp. tenemos que

méx{%, ¢} si jel;

Ai([SE(For)]s) = { 0 G el (3.19)

En particular, si d < n (i.e. 7 = d) se tiene que E(F°P) es un marco para W.

2. Para cada ¢ € Conv(R>g) se verifica

p- Z gp(méx{% ,c})+p(d—r1)p(0) = P;/V(E(}'Op)) < P:O/V(E(]:)) , para cada F € B,(W).
jel,
(3.20)

Demostracion. Consideramos Spec(WW) como un subespacio de medida del T* dotado de la medida de
Lebesgue (no-vacio, de otra manera el resultado es trivial). Asi consideramos X = Spec(W) xI,. dotado con
la medida producto p = |-| X #(-), donde #(-) denota la medida de conteo en I, (como en la Observacién
3.3.2). Consideramos también la medida normalizada i = z% pen X. Sea F = {fi}icr, € Ba (W), fijamos

Bi(x) = |Tfj(z)||* para j € I, y x € Spec(W) ctp. Notemos que
/ Bi(x) dz = |f;|*=a;, para jeEI,. (3.21)
Spec(W

Sean 7, B:X — R>( funciones medibles determinadas por

o . Qa5 < . .
Y(z,7) = ?j y B(z,j) =pBj(z) para x€Spec(W) y jel.

Consideramos la funcién D : L>®(X, i) — L*°(X, i) dada por

D(h)(w,j):r-/ hd/]:/ h(z,j) dv  para x € Spec(W) vy jel,.
Spec(W)x{j} P Jspec(w)

Entonces, es facil ver que D es positivo, unital y preserva traza, i.e. D es una transformacién doble

estocastica. Por otra parte, por la Eq. (3.21) tenemos que D(B) = 4 y por el Teorema 1.4.13 concluimos
que ¥ < B .

Ahora, consideramos la funcién medible a valores vectoriales f%(z) = (ﬂj(m)) jel,» que se obtiene re-
ordenando las entradas del vector 3(x) = (B;(2))jer, para z € Z independientemete. Por construccién
obtenemos la relacién de submayorizacion (8;(x))jer, <w (/Bj(.’ﬂ))jeﬂr para cada x € Z (notemos que
consideramos las primeras r entradas de estas n-uplas).
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Asi, si consideramos la funcién medible f% : X — R>¢, determinada por Bi(q:, Jj) = Bj(a:) six €
Spec(W) y j € L, entonces el Lema 3.3.3 muestra que B < 3% en (X, it). Por transitividad, concluimos

que ¥ <y Bi. Por la Observacion 3.2.4 existe un tnico b > inf esc,c x Bi(x) tal que el water-filling de B¢
a nivle b, notado (), satisface

/X(ﬂui) div=(r-p)~ Z%:ozz_/ﬁid/j.

Andlogamente, sea ¢ > inf esc e x ¥(x) tal que el water-filling de % a nivel ¢, notado (%), satisface

[eean=tn Yoz [ 5an

i€l
Asi, usando el Lema 3.3.4 vemos que

(He < (B en  (X,fi) . (3.22)

Por el Lema 2.1.7 existen funciones medibles \; : TF — R>q para j € I tales que tienen una representacion
de [Sg(r)z = SrF() como en la Eq. (2.9), en término de ciertos campos medibles de vectores v; : T —
(2(ZF) para j € I, tales que {vj(z)};e1, es una BON de Jyy(x) para z € Spec(W) ctp. En tal caso
Aj(xz) =0para j>r+1yax e Spec(W) ctp.

Si consideramos e(z) > 0 determinado por la condicién

Zmax{ﬁ‘L x)} = Z Ai(x) (= Z Ai(z)), para x € Spec(W) ctp.

i€l i€l i€ly

entonces, por [46] (ver también [48, 49, 50]) tenemos que

(Gi(2))ier, = (mix{B(x), e(x)})ier, < (Nilx))ier, , para  « € Spec(W) ctp. (3.23)

Notemos que el vector (J;(x));er,. puede considerarse como el water-filling (discreto) del vector (,Bj(m)) jel,

a nivel e(z), para = € Spec(W) ctp. Si d, A: X — Rxq son funciones medibles determinadas por

v

oz,j) =6i(z) y S\(m,j) = \j(z) para z€SpecW) y jel,

entonces, por el Lema 3.3.3 tenemos que 5<Xen (X, it). Notemos que por construccién, ) > Bi y

/5d,u, (r-p)~ Zaz

ZEHn

Por lo tanto, por el Teorema 3.2.5, tenemos que (ﬂw)b < 4. Juntando todas las relaciones de mayorizacién,
vemos que

He = (B =<d=<X, en (X,j). (3.24)

Recordemos que por construccion, tenemos que

(F)e(z) = mzix{%, ¢}, para zeSpeeW)x{j}cX y jel,. (3.25)
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Entonces, es ficil verificar que
-1 v ~ -1 (s 9y ] ey
(r-p) Z ;= / (Ve dip=7r"""- Z max{—, ¢} = (—) = (max{—, c})jer, - (3.26)
i€l j€l,
De esta forma, por el Teorema 2.3.2, existe una sucesiéon F°P = {fP},cr, € W™ tal que la estructura
espectral fina ()\j([SE(].‘Op)]x))' N satisface la Eq. (3.19) y tal que |TfP(z)|* = %, para i € Iy
je

z € Spec(W) ctp. En particular, ||f*||*> = a; para i € I, es decir F°P € B,(W). Si ¢ € Conv(R>q)
entonces, por las relaciones de mayorizacién en (X, i) de la Eq. (3.24) y por el Lema 3.3.3,

44 °p = max o) c —r T = o (% —r
P (E(F?)) = /Spec(w)[j%;@( {p7 B+ (d—=r)p(0)] d /Xso (Ve du+p(d—1)p(0)

< / poXdu+p(d—r)p(0) = / > e(\j(@) + (d—7) p(0)] da
X Spec(W) jel,
_ w
= P, (E(F)).
De esta forma, F°P satisface los {ftems 1 y 2 del Teorema. (|

El resultado previo muestra que efectivamente existen marcos estructurados optimos con normas
predeterminadas, en el sentido que estos marcos minimizan cualquier potencial de marco en B, (W).
Ademsds, hemos mostrado algunas relaciones de mayorizacion que permiten describir la estructura espectral
de cualquier marco 6ptimo por la Eq. (3.19).

Teorema 3.3.6 (Estructura fina de sucesiones 6ptimas en B,(W)). Con las hipétesis y notaciones del
Teorema 3.3.5, asumimos que F € B, (W) es tal que existe ¢ € Convs(R>g) para la cual P;/V(E(]-')) =
PgV(E(.FOP)). Entonces, para x € Spec(W) ctp. tenemos que

max{<, c} = max{B}(z), c} si jeEl;

. (3.27)
0 st g>r+1,

N ([Se@r)lz) = {

donde B%(a:) > ... B4 (x) > 0 se obtienen re-ordenando la sucesién
Bx) = (Bi(2),.. -, Ba(2)) = (ITfi(@)|,- .., ITfu(x)|®) € R"
en orden no-creciente, independientemente para z € Spec(W).

Demostracion. Continuamos usando las notaciones y terminologias de la prueba del Teorema 3.3.5. Asu-
mimos, ademds, que F € B,(WV) es tal que existe ¢ € Convs(R>g) con

P D e(max{ZL, c}) +p(d ) p(0) = PL(EF)).
jelr

Entonces, usando este ultimo hecho y el Lema 3.3.3 vemos que

(r'p)/XSOO('V)’)cdﬂ:(T-p)/Xgpoj\dﬂ.

Por lo tanto, por la Eq. (3.24) tenemos que

/ch('?)cdﬂ—/w(Bi)bdﬂ—/cpoédﬁ_/wﬂdﬁ.
X X X X
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Asf, por [20] las funciones (¥)c, (8), 8, A son equi-medibles. Por un lado, la Eq. (3.23) junto a la igualdad
anterior, implican que méx{ﬁj-(x), e(x)} = \j(z), para € Spec(W) ctp. y j € I,. Por lo tanto, por
construccién, § = A. Por otra parte, por el Corolario 3.2.6 también tenemos que (Bvi)b = 0. Asi, (Bi)b =
5 = \; en particular, obtenemos que méx{ﬁj-(:n), b} = \j(x), para j € I, y € Spec(W) ctp.

Notemos que, como (§). y A son equi-medibles, entonces |5\_1(méx{%, )| = |(’“y)c_1(méx{%, e}l
para j € I.. Asi, A toma los valores méx{q;j, c} para j € I,. Como Ay (7). son inducidas por las funciones
a valores vectoriales

Spec(W) 3 = — (m:ix{%, c}) € ( Tzo)i y  Spec(W) >z +— (/\](JZ)> e ( go)i

j€l, jel,

respectivamente, concluimos que

méx{%, c} =(Aj(z)) = méx{ﬁj(m), b} ,  para x € Spec(W) ctp.
b jé€l,

jeL, J€ly

A partir de este dltimo hecho, elegimos b = ¢ y el resultado se verifica. O

Observaciéon 3.3.7. Consideremos las notaciones y terminologia del Teorema 3.3.5. Vemos que existe
una férmula sencilla para la constante c. En efecto, notemos que si F°P € B, (W) es la solucién estructural
del problema de optimizacién considerado en el Teorema 3.3.5, entonces

> Xi([Se@Ew)lz) =tr ([Spromle) = > ITf(@)|I°  para 2 € TF ctp.

jel, J€ln

Por lo tanto,
s
> mix{—Z, ¢} = a5, (3.28)
i€l p j€ln

y esto muestra que c¢ se obtiene por la condicién previa de water-filling discreto. En particular, podemos
deducir las siguientes condiciones para la existencia de marcos SG ajustados con normas predeterminadas
dadas por a: A

Corolario 3.3.8. Consideremos las hipétesis y notaciones del Teorema 3.3.5. En el caso de dimension
uniforme, en particular con d(z) = d para z € Spec(W) ctp. Tenemos que

existen marcos ajustados en B,(W) <= d=r<n y d-a; < Z aj.
J€Eln

Demostracion. Es una consecuencia directa de las Egs. (3.19) y (3.28). O

3.3.2. Una reduccién al modelo finito-dimensional

El Teorema 3.3.5 permite reducir el estudio de la estructura espectral de los minimos de potenciales
convexos en FSIT’s con restricciones de norma a un model finito dimensional. En efecto, consideramos las
Notaciones 3.1.6 y, por una cuestién de simplicidad, asumimos que p; > 0 para cada i € I,. Consideramos
a € (R2)' vy sea F € B, (W). Para cada i € I sea W; C L?(R¥) el FSIT y cerrado cuyas fibras
coinciden con las fibras de W en Z; = d~'(i) y coinciden con el subespacio nulo en otra parte, y sea
Fi ={fij}jer, € W} determinada por

I'fij(x) =xz(x) I'fij(xr) para xe€ " ctp. 'y jel,,

Departamento de matemética - UNLP Hoja 51 de 96



52

donde Yz denota la funcién caracteristica del conjunto medible Z C T*. Fijamos una funcién ¢ €
Conv(R>p). Como cada W; es un FSIT uniforme, satisface las hipétesis del Teorema 3.3.5. Entonces
concluimos que para cada i € [, existe ]-"Z-dis =1 ff}s}jenn € W/ tal que

IFEFIP =1 figl? para jel, vy BYM(EFR®) < PY(E(F)) paa i€l

Podemos reconstruir la familia inicial 7 = {f;}ien, pegando las familias F; para ¢ € [, . Andlogamente,
si pegamos las familias F3 obtenemos la familia F4 (de manera que (F4); = F&S € W como antes
para i € I;). Notemos que F45 € B,(W) ya que

IFS02 = D IERIP = /il = i para i€l ,
j€l,
usando el hecho que los subespacios {W;}ic1, son mutuamente ortogonales. Ademas

dels ZPW fdls < ZPW f)) = P;/V(E(F)) :

i€l i€l

Ahora, la estructura espectral fina de ffis es de naturaleza dicreta (como se describi6é en el Teorema

3.3.5). Por otra parte, esta estructura fina esté explicitamente determinada en términos de la matriz
B = (p; ' | fijl1))ien,, jer, € RQXO" que verifica la identidad  p’ B = o, (3.29)

conp= (pi)ieh y @ = (;)qe1, - Notemos que tales matrices constituyen un conjunto convexo y compacto
de RZ; ™. La ventaja de este enfoque es que podemos usar herramientas sencillas como convexidad,
compacidad y continuidad en un contexto de dimensién finita, para mostrar la existencia de una estructura
espectral 6ptima en nuestro modelo reducido. Sin embargo, el modelo reducido tiene un caracter bastante
combinatorio (ver la definicién de Aa’p(d) dada més adelante), por lo tanto lo construimos en etapas.

Notacién 3.3.9. Con el fin de simplificar la exposicién del proximo resultado, introducimos las siguientes
notaciones que son motivadas por las observaciones anteriores. Sean m, n € N:

1. Inspirados en la Eq.(3.29), para sucesiones finitas o € (R%)¥ y p = (p;)ier,, € R7, consideramos el
conjunto de particiones ponderadas

Wa,p = {BeRZ™:p" B=a}.

Es facil verificar que W, ,(m) es un conjunto compacto y convexo (con las operaciones vectoriales
entrada a entrada y la topologia producto).

2. Dado d € N definimos la funcién Ly : RY, — (]R‘éo)i dada por

o ' <
Li(y) & { (maxiqvgi,oc;(’y))})lend : Z; Z para cada v € RY,, (3.30)
Y —n

donde la constante c4(y) € R>q estd determinada univocamanete por tr (Lg(y)) = tr(7), en caso
que d < n.

3. Sea 0 = (di)ier,, € N™ tal que 1 < d; < ... < dp,. Para cada B € W, , consideramos

B; = [Ldi(Ri(B))]ieHm € H (R%O)i ) (3.31)

1€lm
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donde R;(B) € RY, denota la i-ésima fila de B. Por otra parte, usando las notaciones previas
introducimos el modelo reducido (para el espectro 6ptimo)

AP, (0) = {Bs: BeWa,}C [ ®RE).
i€y,

En general, Ag’p(d) no es un conjunto convexo y la estructura de este conjunto parece més bien
compleja. A

Para la prueba de la siguiente proposicién ver [46].

Proposicién 3.3.10. Dado d € N sea Ly : RY; — (R%OV la funcién definida en el item 2. de las
Notaciones 3.3.9. Entonces se verifica que:

Loy < La(v),
2. Ly4(y) < B para cada [ € R%O tal que v < B.
O

El siguiente resultado describe la existencia y unicidad de la solucién a un problema de optimacion
convexa para una ¢ € Conv(R>¢) fija, que corresponde a un modelo reducido de la minimizacién del
potencial convexo PJ;V en B, (W) para un FSIT W y una sucesién de pesos a € (R2)¥. Este resultado
serd necesario para probar el Teorema 3.3.14.

Teorema 3.3.11. Sean m,n € N, a € (R2)Y, p = (pi)ier,, € R v 6 = (d;)ier,, € N™ tales que
1<dy <...<dp. Sipe Conv(Rsg), entonces existe ¥P = [1h7P];cr, € Aarp(0) tal que

)

D opitr(e(W®) < Y pitr(p(v)  paracada ¥ = [ilier, € AZ,(0).

€Ly 1€l
Mais ain, si ¢ € Convg(R>p), entonces ¥°P es tnico.
Demostracion. Consideremos el conjunto
def d;
Aa,p(d) = U M(B) C H (Rzo)i )
BEWa, p i€l

donde
M(B) = {[Alier, € [] ®RE) : Ri(B) < Ai, i €L} .

1€l
Notemos que por construccién Ao’y (8) C Ag p(8).

Veamos que A, »(0) es un conjunto convexo: en efecto, sean [A)ier,, € M(B1) y [pilier,, € M(Bs)
para By, By € W, ,(m) y t € [0,1]. Tomamos la matrix B =t B; + (1 —t) By € Wy, (ya que W, , es
un conjunto convexo). Entonces

[iliet,, = [t A + (1 = t) pi Jier,, € M(B) C Aq,p(6) :
por un lado, v; € (Rgo)i para i € I, y por otro lado, por el Teorema 1.4.8 tenemos que, para cada i € I,

Ri(B) =t Ry(B1) + (1 — t) Ri(By) < t Ry(B1)* + (1 — t) Ri(B2)* € (Rxo)* .
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Por las hipétesis (y la definicién de mayorizacién) se deduce que
RZ'(Bl)‘L <\ y Ri(BQ)i < W = RZ(B) %t)\i—k(l—t) Wi = Vi

para cada i € I,,, . Esto prueba que Ay, ,() es un conjunto convexo. Mds aun, por la compacidad de W, ,
y por las condiciones que definen a M (B) para B € W, , se sigue que A, ,(0) es un conjunto compacto.
Sea

0p i Aa,p(6) = Rso  dadopor ¢, () = > pitr (p(vy))

1€lm

para U = [¢)ilicr,, € Aq, p(0). Es facil ver que ¢, es convexa, y es estrictamente convexa siempre que
¢ € Convg(R>p). Usando este ultimo hecho se deduce que existe Uy € Ay, ,(0) tal que

0p(Po) < @p(¥) paracada VeA,,(©),

y tal que ¥q es tnico siempre que ¢ € Convg(R>(). Notemos que por construccién existe alguna B € W, ,
tal que Wo = [¢9);e1,, € M(B). Entonces, por el item 2 de las Notaciones 3.3.9,

Ri(B) < ¢} = Lg,(Ri(B)) <9 = tr(p(Lg,(Ri(B)))) <tr(p(¢y)) para i€l .

Por lo tanto, la sucesién B; definida en la Eq. (3.31) usando la matriz B satisface que ¢,(B5s) < ¢p(Wo).

Asi definimos ¥°P & B; € A p(0) C Aq, p(d), que tiene las propiedades deseadas. Finalmente, las
observaciones previas muestran que ¥y = U°P € AP, (4) siempre que ¢ € Convg(R>q).

Corolario 3.3.12. Considerando las notaciones y terminologia del Teorema 3.3.11. Asumimos que n > d,,
y que ¢ € Convs(R>g) es diferenciable en R>(. Entonces

P e [T ®E)*.

1€1m

Demostracidn. Sea WP = [¢7]ier,, donde cada vector ¢;* € (]Rgoﬂ7 y asumimos que existe ig € I,
tal que ¥ = (Y;);)jer 4 satisface que ¢y, = 0 para algin 1 < k < d;,. Sea 1 < ko < dj, el mds
pequeno de dichos indices y B € W, , tal que Bs = ¥°P. Recordemos de la Eq. (3.30) que, si denotamos
¢i = cq,(Ri(B)) para cada i € I, , entonces

d’?or:j = Ldio (Rio (B))J = méX{Rio (B)jv Cio} para  j € lg

ig 7

ya que n > d;, por hipétesis. Por lo tanto, en este caso ¢;, = 0y RiO(B)tO = 0. Sea jy € I, tal que

0 = R;, (B)t0 = By, j, - Por construccion ) ;1 p; B j, = aj, > 0, por lo tanto existe i1 € I, tal que
Bi, i, > 0. Sea {e;}ic1, la base canénica de R". Para cada t € I = [0, 61-1,;7.0171-1] se considera la matriz
20

B(t) definida por sus filas de la siguiente manera:

o Riy(B(1)) = Riy(B) + tey,

o Ry (B(t)) = Ry, (B) — 2ot ¢,

Piy

o Ri(B(t)) = Ri(B) para i € L, \ {io, i1}.
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Es facil verificar que B(t) € W,,, parat € I y que B(0) = B. Consideramos W (t) = [¢;(t)]ic1,, = B(t)s €
APy (8) para t € I y notar que ¥(0) = ¥°P. Ahora consideramos dos casos:

Case 1: B, j, > ¢;, (vecordar que ¢;” ; = Lg, (R (B)); = méx{Ril(B)j, ¢, }). Ast By, 4, = Ril(B)i
para algin 1 < k < d;, y consideramos 1 < k1 < d;, el més grande de tales indices k. En este caso existe
e > 0 tal que

i, (t) = wfop +ter, and ay, (t) =P — % tey, para te][0,¢€.

i1
i1

Por lo tanto, para t € [0, €] tenemos que

f(t) = gop(\Il(t)) - (pp(q,Op) = Pig (So(t) - 90(0)) + Piy (90(Bi1,j0 - %t) - SO(Bihjo)) .

Asi f(0) =0 y por hipétesis f(t) > 0 para t € [0, €]. Por otra parte,
F'(0) =iy (¥'(0) = ¢'(Biy, jo)) <0

ya que por hipétesis ¢’ es estrictamente creciente y B;, j, > 0. Esta condicién contradice el hecho previo
sobre f. Por lo tanto los vectores de W°P tienen entradas no nulas.

Case 2: B, j, < c;,. Por lo tanto, en este caso 0 < ¢;; y existe 0 <r < d;; — 1 tal que

WP = (R, (B)Y, ..., Riy(B):, ciy ..., ciy)

1

por lo que existe ¢ > 0 tal que para t € [0, ] tenemos que

() — (R (B C(BY Y Pict A
Val®) = Ba(B) .o Ba(B)tcasoea) = i 3 e

Asi, para t € [0, €] tenemos que
f(t) = op(W(1) — op(VP) = piy ((t) — ¢(0)) +piy (d—7) (plei; — m) —p(ci)) -

Como antes, f(0) =0y f(t) > 0 para t € [0,€]; un cédlculo sencillo muestra que en este caso también
tenemos que f’(0) < 0, que contradice el resultado previo. Asi, los vectores en WP tienen entradas no
nulas. O

3.3.3. El caso general: existencia y estructura de los minimos de PJO/V en B,W)
Sea W un FSIT arbitrario de L?(R¥) y sea o = (a;)ier, € (R%)*. Recordemos que
Bo(W) = {F = {fi}icr, € W": E(F) es una sucesién de Bessel , || fi||* = ai, i € I,}.

Dada ¢ € Conv(R>g), en lo que sigue mostraremos la existencia de sucesiones finitas F°P € B, (W) tales
que
PY(E(F?)) = min{P)Y(E(F)): F € Ba(W)}.

Mais ain, si ¢ € Convg(R>p), entonces describimos la estructura espectral fina del operador de marco de
E(F°P).

Con el fin de enunciar y probar el resultado principal de esta seccién (Teorema 3.3.14) consideramos
las siguientes notaciones:
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Notacién 3.3.13. Con las Notaciones 3.1.6, sea a = (;)4e1, € (R’;O)i. Entonces, consideramos:

1. IW = {iEH@ : pi>0}ym:mw dZEf #(Iw),

2. dy & (dy,...,dm) € (N™)¥ obtenidos re-nombrando a (di)ier,, , tales que di < ...<dpm;

3. Z1,..., Zy C TF tal que Z; = d~'(d;) para i € I, ; por lo tanto Spec(W) = User, Zi

def ~

4. pw = (P1,-..,Pm) € RY, tal que p; = |Zl|, para i € Iy, ;

5. Para ¢ € Conv(R>g) tenemos [¢;"];cr,, = TP (= UP(a, W, ¢)) € AP}, (d) como en el Teorema
3.3.11, i.e. tal que

S Bt () < S pitr (p())  paracada W = [ilier, €A%, () -

1€lm 1€lm
. . Op . Op JZ .
En este caso escribimos ;" = (wm)jeﬂ@ € (Rzo)i, para i € I, . A

Teorema 3.3.14. Sea a = (a;)ier, € (R%)* y consideremos las Notaciones 3.1.6 y 3.3.13, para una
¢ € Conv(R>p) fija. Entonces, existe F°P € B,(W) tal que:

L X ([Sprerle) = ¢ paraw € Zi, j €1y y i € L

2. Para cada F € B,(WV) tenemos que

Y Bitr(0(v?) = PY(E(F®) < P (E(F)) .

Si asumimos que ¢ € Convg(Rxo) y si F € Bo(W) es tal que P)V(E(F)) = P)Y(E(F°P)) entonces
Sg(F) tiene la misma estructura espectral fina que Sg(rop). Si asumimos ademaés que ¢ € Convs(R>o) es
diferenciable en R>g y que n > czj para j € I,,, entonces F(F) es un marco para W.

Demostracion. Sea F = {fi}ier, € Ba(W). Parai €1, y j € I, consideramos

o 1 .
Bij £ — / ITfi (@) dx = ply B=Y_ 5i By, =/ ITfi(@)I? dx = |1 £51° = ay
pi Jz ek Spec(WV)

para cada j € I, . Usando las Notaciones 3.3.9 tenemos que B € W, p,,, -

Ahora, para un i € I, fijo, consideramos los pesos ' = p; R;(B)* € R, . Por razones de simplicidad
asumimos, sin pérdida de generalidad, que 8° = p; R;(B). Para i € I, ,_sea W; un FSIT cuyas fibras
coinciden con las de W en Z; y son el subespacio nulo en otra parte. Asf, Spec(W;) = Z; y dim Jw, () = d;
para x € Spec(W;). Para i € I,,, sea F; = {f; ;}jer, donde T'f; j(z) = T'fj(x) para x € Z; y T'fij(x) = 0
en otra parte; entonces F; € Bgi(W;) y

[SE(]:Z)]QC = SF.E(Q:) = [SE(]:)].Z’ para I &€ Zz = Spec(WZ-) , 1€1l,.

Si consideramos la minimizacién de P;/Vi en B (W;) entonces, el Teorema 3.3.5 y la Observacion 3.3.7
implican que existe ¢; > 0 tal que
pi Y emix{B;;, ¢;}) <PY(E(F) vy > méx{Bij,c}=> Bij. (3.32)
jGHJi jEId"i i€l
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Usando las Notaciones 3.3.9 y la Eq. (3.26), tenemos que para i € I,
Ly (Ri(B)) = (max{Bi;, ¢i})jer; = Bsy, = [(méx{Bi;, ¢i})jer; Jiet, € Adp,, (Ow) -
Notemos que W = @jer,, Wi (suma ortogonal) y por lo tanto
Z i Z p(max{B;; , ¢;}) < Z PY(E = P)V(E(F)).
i€l jely i€l
Sea [¢;Pier,, = VP (= U°P(a, W)) € AP}, (6)1) como en las Notaciones 3.3.13. Entonces

Z Pitr ( Z Di Z maX{B”, ci}) < PW(E(-F)) . (3.33)

1€lm i€l JEl; d;

Recordemos que por construccion, existe BP = (7i ;) (i, j)elux1, € Wa,py tal que Bgf\} = U, En este
€aso,
;" = Li ((vijjer,) = (Vig)jer, <¢;° para i€l

Sea 7 : Spec(W) — R™ dada por y(z) = R;(B°?) = (Vij)jer, si x € Z;, para i € L, ; andlogamente, sea
At Spec(W) = [lier,, Ré Az) =P siz € Z;, para i € I,,, . Entonces, por las observaciones previas

tenemos que y(x) < A(z) para @ € Spec(WV). Asf, por el Teorema 2.3.2 existe FP = {f*}jer, tal que

ICFP@)P =75 v A([Sp@emle) =97 si x€Z; para i€l

Ya que B°? € W, ,,, entonces
17717 = / ICfP@)? de =) pivig=ca; para jel, = FP e Ba(W)
Spec(W) i€,
y
(3 33)
PY(E(F°P)) =/ tr(p(A(@))) do =Y p; tr(p(¥®) == PY(E(FP) < PY(E(F)). (3.34)
Spec(W) iel,,

Como F € B,(W) era arbitrario, los hechos previos muestran que F°P satisface los items 1. y 2. del
enunciado.

Asumimos ademds, que ¢ € Convg(R>o) y F € B,(W) es tal que PgV(E(]:)) = PgV(E(]:Op)).
Entonces, por las Egs. (3.32), (3.33) y (3.34) vemos que

pi Z p(méx{B;;, ¢;}) = PY{(E(F;)) para i€l .
jeﬂczi
Por lo tanto, por el caso de igualdad en el Teorema 3.3.6 y la unicidad de W°P del Teorema 3.3.11
concluimos que

Aj([SE(]:)]z) = /\j([SE(]:Z)]g;) = ZI; para T & ZZ', je I[Czi , 1€y,

Finalmente, en el caso que ¢ € Convg(R>() es diferenciable en R>o y n > d,,, entonces, por la
Proposicién 3.3.12, vemos que Sg(r) es acotado por arriba en W (pues, los vectores en WP tienen entradas
no nulas) y por lo tanto E(F) es un marco para W. O

Finalizamos el capitulo con la siguiente observacién. Con las notaciones del Teorema 3.3.14, notemos
que la familia 6ptima F°P € B,(WV) depende de una funcién convexa ¢ € Conv(R>q), que fue fijada con
anterioridad. Es decir, a diferencia del caso uniforme, no hemos podido mostrar que existe F™ € B,(WV)
tal que FUY es un minimo de P;,/V en B, (W) para cada ¢ € Conv(R>¢). Es natural preguntarse si existe
una solunién universal de este tipo F™V ¢ B,(W). Conjeturamos que este es siempre el caso.
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Capitulo 4

Estructura espectral de duales oblicuos

En este capitulo obtenemos una parametrizacién conveniente del conjunto de los duales oblicuos de
un marco dado y usamos esto para calcular los posibles autovalores de los operadores de marcos de los
duales oblicuos. Esto se puede ver en la Proposicion 4.1.4 para el caso de duales oblicuos en dimensién
finita y en la Proposicién 4.2.3 para el caso de duales oblicuos SG en FSIT’s. A partir de estos resultados
calculamos la estructura espectral fina de los duales oblicuos en términos de relaciones de entrelace (ver
Teorema 4.1.6 y Teorema 4.2.4). Con todos estos resultados, en el Capitulo 5 mostramos que dentro de
la clase de duales que satisfacen ciertas restricciones de normas, existe una subfamilia cuyos miembros
minimizan cada potencial convexo. Estos duales éptimos estan lo méas cercanos a ser marcos ajustados
entre todos los duales oblicuos con restricciones de normas.

El capitulo consta de dos secciones, en la primera describimos la estructura espectral de los duales oblicuos
6ptimos en dimensién finita y en la segunda seccién la estructura espectral fina de los duales oblicuos SG
en FSIT’s.

4.1. Estructura espectral de duales oblicuos 6ptimos en dimensién fi-
nita

Sean V y W subespacios cerrados de un espacio de Hilbert 4 tales que W+ @ V = H. Bajo estos
supuestos tiene sentido hablar de dualidad oblicua (ver Seccién 1.3 para los preliminares de dualidad
oblicua en dimensién finita). Consideremos F = {fi}icr € VW una sucesiéon que es marco para W y
recordemos que el conjunto de los V-duales oblicuos de F, estd dado por

Dy(F) =4{G = {gi}ier es un V-dual de F} .

En lo que sigue vamos a considerar una parametrizacién de Dy (F) en términos de Dyy(F) = D(F),
i.e. el conjunto de los marcos duales cldsicos para F en W.

Proposicién 4.1.1 ([24]). Sean V y W subespacios cerrados de H tales que W@V = H. Sea F = {f; }icr
un marco para W. La funcién

D(F) 2 {gitier = {Py) w1 gitier € Dyu(F)
es una biyeccién (lineal) entre D(F) y Dy(F) que manda a F# en ]-'# .

99
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Demostracion. Consideremos G = {g;}ic1 € D(F) y G' = {Py; 1 gitier, entonces Tgr = Py py1 Tg y
por lo tanto

Asi, G’ € Dy(F) y la funcién estd bien definida. Para verificar que la funcién es inyectiva, sean G = {g; }ier
y K = {ki}ie1 € D(F) tales que Py, y19; = Py/pyok; para i € I. Entonces,

Pero ademéas R(Tg — Tx) € W, entonces R(Tg —Tx) = {0} y Tg = Tk -

Finalmente, para probar la suryectividad de la funcién, recordemos que W+ @V = H, por lo tanto, la
funcién Py, 1w : W — V es un isomorfismo lineal y acotado. Asf, dado K = {k;}ie1 € Dy(F) existe una
Ginica sucesién de Bessel G = {g;}ier en W tal que P y19; = k; para i € I. Entonces, Py 1 Tg = T
y por lo tanto

Pv//wj_ :T}CT;—:PV//WJ_TQT;: - Pv//WJ_(TgT;-—PW) =0.

Ya que R(Tg Tx — Pyw) € W la ecuacién previa implica que Tg T3 — Py = 0. Entonces G € D(F) es tal
que {PV//WJ_ gi}ieﬂ =K. O

El resultado previo permite obtener otras representaciones de los V-duales de F a partir de la teoria
clasica de los marcos duales para F en W. El siguiente resultado es un ejemplo de este fenémeno.

Corolario 4.1.2. Sean V y W subespacios cerrados de H tales que W @V = H. Sea F = {fi}icr
un marco para W con marco V-dual canénico Fif = { f# ; Yier definido en la Eq. (1.10). Dado cualquier
G € V! entonces G € Dy(F) <= existe una sucesién de Bessel Z = {z;};c1 € V! tal que

TzTr f = Z(f,fﬁ zi=0paracadafeH y G= {fiﬁéz + zi tier -
i€l
Demostracion. Sea K = {k;}ie1 € D(F) tal que G = {Py,/yy1 ki}ic1 como en la Proposicién 4.1.1. Ya que
K € D(F), es bien conocido que existe una sucesién de Bessel X = {x;};e1 en W tal que K = {fl-# + i bier
y tal que Ty Tx = 0, donde Ty denota el operador de sintesis de X' (ver por ejemplo [21]). Por lo tanto,
G = {Pywt (fz# + x;) bier lo que muestra que Tg = Tff + PypwiTx con (Py) 1 Tx)Ty = 0y el
resultado se verifica para Z = {P),) )y 1 z;}ier € V. El reciproco es directo. U

A partir de ahora, limitaremos nuestra atencion a sucesiones finitas de vectores en H; en consecuencia,
vamos a considerar descomposiciones W@V = H, donde V y W son subespacios de dimensién finita del
espacio de Hilbert H.

En lo que sigue, nos ocuparemos de las propiedades espectrales de los operadores de marco de los
V-duales de F. Asi, introducimos algunas notaciones y nociones convenientes:

Definiciéon 4.1.3. Sean V y W subespacios de dimensiéon finita de un espacio de Hilbert H tales que
WL @V =H. Sea F = {f;}ic1, un marco para W. Consideramos

SDy(F) = {Sg=TgT,: G €Dy(F)}C LH)",

el conjunto de todos los operadores de marco de los marcos V-duales de F. JAN
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Proposicién 4.1.4. Sean V y W subespacios de dimensién finita de un espacio de Hilbert H tales que
WL eV =HyseadimV =dimW = d. Sea F = {fi}ic1, un marco para W. Entonces,

SDWF) ={Sps +B: BeLO)*, RB)CV y tkB<n-—df.

Demostracion. Dado G € Dy(F), el Corolario 4.1.2 muestra que existe una sucesién de Bessel Z = {z; }ier,
en V tal que Tg = TJ—‘,’f +Tz y Tz T7 = 0. Notar que T]_.# = Pv//WL Try = Pv//WL STf Tr lo cual implica
que T'z T]*__# = 0. Por lo tanto,

\4

donde Sz € L(H)" es el operador de marco de Z, cuyo rango es finito. Como TzT5 = 0 entonces
dimker Tz > d. Por lo tanto, R(Sz) = R(Tz) de modo que R(Sz) CV yrkSz =rkTz <n—d.

Reciprocamente, sea B € L(H)* tal que R(B) CV y rk(B) < n — d. Entonces, existe Z € L(C", V),
tal que ZT5 =0y B = ZZ*: en efecto, como dim(R(T%)*) = n — d existe una isometrfa parcial W €
L(C™, V) con espacio inicial ker W+ C R(T%)* y espacio final R(B) = R(B'/?) de modo que Z = B'/?W
tiene las propiedades deseadas. Si {e; }ic1, denota la base canénica de C" y G = {(T'z# +Z)e; }ic1, entonces
G es una sucesién finita en V tal que Tg = Tff + Z de manera que Y

Por lo tanto G € Dy(F) y Sg = Sp# + ZZ* = Sp# + B, puesto que ZT;—_# =0. O
v % \%

Observacién 4.1.5. Sea Ag € My4(C)* y consideremos un entero m < d. Definimos
U(do, m) & {Ag+C: CeMy(C)F, rkC<d—m}. (4.1)

La estructura espectral del conjunto U(Ag, m) ha sido descripta en [48]. Recordemos que: dado u € (R%)¥
existe A = Ay + C € U(Ap, m) tal que \(A) = p (i.e. los autovalores de A, contando multiplicidades y
ordenados en forma no-creciente, coinciden con las entradas de p) si y sélo si

1. p; > Ni(Ap) parai € Iy, si m < 0;

2. i > N(Ag) para i € Iy y prg—m+i < Ai(Ag) para i € I, , si m > 1. A

Recordemos de la Eq. (1.1) que Ml C N puede ser M = I, o M = N de modo que dim’H = |[M|. En

adelante, Ei(M)¢ denota el espacio de las sucesiones A = (\;);em con A; > A; > 0 para ¢, j € M tal que
def

i <jytr(A) = YiemAi <o

Sea F = {f; }ic1, € H" una sucesién finita con operador de marco Sx € L(H)". Asi, Sz es un operador
semidefinido positivo y de rango finito, con rango W = Span{f; : i € I,} C H. Sea d = dim W, y sea
(Sx)yw € LOW)T la compresién de Sr a W. Asi, definimos

A(SF) = (N((SF)W))iery: Opa—a) € L1 (M)*

donde (\i((Sx)w))ier, € R%, denota el vector de autovalores de la compresién (Sx)w € L(W)*, contando
multiplicidades y ordenados en forma no-creciente. Es fécil verificar que A(Sx) € ¢4 (M)* coincide con el
vector de valores singulares (o s-niimeros) del operador compacto Sx € L(H)" (ver [58]).
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Teorema 4.1.6 (Estructura espectral de los V-duales). Sean V y W subespacios de dimensién finita de

un espacio de Hilbert H tal que W+ @V = H y sea dimV = dim W = d. Sea F = {f;}ic1, un marco para

W. Denotamos A\(S.#) = )\f,é = ()\#j)jeM y consideramos m = 2d — n. Dado p = (u;)iem € £ (M)Y, las
v ;

siguientes condiciones son equivalentes:
1. Existe G € Dy(F) tal que A(Sg) = u;
2. wiy=0parai>d+1y:
a. sim < 0, entonces pu; > /\ﬁi para i € I;
b. si m > 1, entonces u; > /\ﬁi parat €Iy y pg—m+i < )\ﬁ’i para i € I,.

Demostracion. Fijamos {v;}icr, BON de V. Sea Ay € My(C)* dada por Ag = ((S]__#vj, Vi))i, jel, Y sea
m = 2d — n (de modo que d — m = n — d). Entonces )\(Sf#) = (MAo), Opg—a) € (¢} (M))*. Usando la
Proposicién 4.1.4, a cada Sg = S]Fﬁ + B € SDy(F) podemos asociar el elemento Ag + C € U(Ap, m)
donde C = ((Bvj, vi) )i, je1, € Mq(C)T de forma que

A(Sg) = (AM(Ao + C), Opg—q) € L1 (M)* .

Reciprocamente, si Ao+ C € U(Ag, m), entonces existe G € Dy(F) tal que la matriz correspondiente
a Sg, como antes, es Ag + C. Luego, las observaciones previas muestran que

{A(Sg) : GeDy(F)} ={(MA), Opg—q) : A€ U(Ao, m)} . (4.2)
La prueba se sigue ahora de la Eq. (4.2) y de la Observacién 4.1.5. O

Observacién 4.1.7. Usando el Teorema 4.1.6, si V = W (i.e. dualidad cldsica) recuperamos la estructura
de los duales clésicos del marco F para el espacio de Hilbert W como se describe en [48]. A

Corolario 4.1.8. Existe G € Dy(F) Parseval en V si y sélo si:
(a) 1 2)\]7?1. para i € Iy, si m = 2d —n < 0;
(b) 1> A}, paraicly y 1=\, parai €y, sid—1>m=2d—n> 1.

Demostracion. Sea G un marco para V. Notemos que G es Parseval en V, i.e. Sg = Py, si y s6lo si
Ai(Sg) = 1 para cada i € I;. Asi, el resultado ahora se sigue del Teorema 4.1.6. (]

Observacién 4.1.9. Con las notaciones y terminologia del Teorema 4.1.6, notemos que el Corolario 4.1.8
puede escribirse como sigue: existe G € Dy (F) Parseval en V si y sélo si

Sex <Py y dimR(Pp—S]__#)Sd—m:n—d:dimkerT]:.
v v

Esta ultima formulacién de la existencia de marcos V-duales Parseval se asemeja formalmente a [33,
Proposicién 2.4] en el caso de dualidad clésica. A
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4.2. Estructura espectral fina de duales oblicuos SG en FSIT’s

Sean V y W FSIT’s de L%(R¥) tales que W+ @ V = L2(R¥). Sea F = {fi}ic1, tal que E(F) es un
marco para WV y recordemos que el conjunto de los V—duales SG de E(F) estd dado por

DYC(F) = DYY(E(F)) = {E(G) : E(G) es V — dual SG de E(F) }.

Sea E(G) € Dy (F) y sea Sk(g) el operador de marco de E(G). Recordemos que en este caso Sgg) es
un operador shift preserving (SP) tal que [Sgg)l: = Srg(z) para = € T* ctp, y la estructura espectral

fina de F(G) es la funcién T > x ()\j([SE(g)]z)) - donde ()\j([SE(g)]x)> - denota la sucesién de
J€ je

autovalores del operador positivo de rango finito [S E(g)}x, contando multiplicidades y ordenados en forma

no-creciente, para x € T* ctp.

En el siguiente resultado consideramos la funcién medible d : T* — {0,...,n} dada por
d(z) = dim Jyy(z) = dim Jy(z) para =€ TF ctp.

Lema 4.2.1. Sea G = {g;}ic1, € V" tal que E(G) es un marco para V. Sea B € L(L?(R¥))* un operador
SP tal que R(B) C V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe Z = {z;}ic1, € V" tal que B = Sg(z) vy Tgg) TE(Z) =0 para = € T* ctp.
2. 1k([B];) < n — d(z) para x € T* ctp.

Demostracion. En primer lugar considerando una particién finita conveniente de T* en conjuntos medibles
asumimos, sin pérdida de generlidad, que d(z) = d € N para z € T* ctp. Por el Lema 2.1.7 existen
campos medibles de vectores v; : TF — (*(Z*) para j € I, tal que si (X;(Srg(,)))jen = (A;())jen denota
la estructura espectral fina de E(G) entonces

[SE(Q)]x = Z )\j(l') Uj(fL') ® vj(:z:) , parax € T* ctp . (4.3)
Jj€lq

Luego, en este caso {vj(x)}jer, es una BON de Jy(x) para x € T*, ctp. Con las consideraciones anteriores,
comenzamos la prueba del lema.

2 = 1. Asumimos que B € L(L*(R¥))* es un operador SP tal que R(B) C V' y tal que rk([B],) <n—d
para x € T ctp. Veamos que existe Z = {z;}er, € V" tal que B = Seiz) ¥ Teg) TE(Z) = 0. En efecto,
como [B], € L(¢%(Z¥))* es tal que R([B],) C Jy(x) para z € T* ctp., consideramos el campo medible de
matrices representacién [[B],] € My(C)* de [B], respecto a {v;(x)}e1, BON de C%. Entonces usando los
campos medibles de vectores {vj(x)};er, como en la prueba del Lema 2.1.7 obtenemos campos medibles
w; : T8 — ¢2(ZF) para j € 1, tales que {w;(x)};er, es una BON de Jy(z) y [Bly wj(z) = A\j([Bls) wj(z)
para j € I; v « € T, ctp. En particular, vemos que
min{d,n—d}
([B].)"/? = Z )\j([B]w)l/2 wi(z) ® wi(z), parax €TV ctp.
j=1

Sea V : TF — L(C",¢*(Z*)) el campo medible de isometrias parciales dado por

wi_qg si d+1<j<d+min{d,n—d},
V) u(a) = { + min{d,n —d}
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Como V(z)V*(z) es la proyeccién ortogonal sobre span{w;(z) : j € Lnmfagn-a} ¥ R(V*(z)) C
ker V(z)* C span{uj(z) : d+1 < j <n} = Trg)V*(x) =0 para z € TF, ctp.

Para i € I, consideramos z; € V determinado univocamente por I'z(z) = ([B]s)Y/?V(zx)e; para
x € T*, ctp., donde {e;}ier, denota la BON canénica de C™. Si tomamos Z = {z; }sc1, entonces Trz() =
([B)2)Y? V(z) para x € T* ctp. Asi, usando la Eq. (1.16), vemos que

[Te@) Thz)le = Tro@ iz = TrowV*(@)([Bl)/? =0,  para  zeT" ctp.
Por otra parte, notemos que
[Se(z))e = Srz) = ([Ble)* V(@) V*(2) (Bl.)"* = [Bl, ,  para =z €T ctp.

1 = 2. Asumimos que existe Z = {z;};e1, € V" tal que B = Sg(z) v Tr(g) TE(Z) = 0. Entonces, por la
Eq. (1.16), tenemos que 0 = Trg(y) Tlfz(g;) y por lo tanto rk(Tli‘Z(m)) <n—r1k(Trg(z)) = n—d parax € Tk
ctp. Finalmente,

rk ([Sp(z))e) = rk(Srz(w) = tk(Trz@)) = tk(Trz(,) <n—d  para € T ctp. O

Definicién 4.2.2. Sea V C L?(R¥) un FSIT. Sea G = {g;}ic1, tal que E(G) es un marco para V con
operador de marco Sg(g). Recordemos que d(z) = dim Jy(,) para x € Tk. Entonces, consideramos

Uy(B(F)) = {SE(g) + B:Be L(LAR")" es SP, R(B) € V, 1k([Bl,) < n — d(z), z € ']chtp.} (4.4)

A

Recordemos el modelo aditivo para operadores SP cuyos rangos viven en FSIT’s, introducido en el
Capitulo 2 (ver Definicién 2.3.7):

UY(Sy) = {SO + B: B e L(L*(R*))" es SP, R(B) C V, 1k([B].) < d(z) — m(x) para z € TF ctp.} ,

notemos que Uy (E(F)) = U (Sp) cuando consideramos m(x) = 2d(z) —n 'y Sp = SE(G)-

Proposicién 4.2.3. Consideremos las notaciones de la Definicién 4.2.2. Sea E(}')?f =A{Ty f#i}(£7i)eszH7L
el V-dual canénico SG de E(F). Entonces,

{Sp) : E(G) € DYF(F)} = Up(B(F)F) . (4.5)

Demostracion. Sea G = {g;}ier, € V" tal que E(G) € DyY(F). Sea Z = {z;}ier, € V" dado por

zi = gi — f#i para i € I,. Entonces E(Z) = {T¢ zi} (s, j)ezr«1, €5 una sucesion de Bessel en V tal que

T = TE(I)# + Tg(z). En este caso, tenemos que Tg(z) TE(F) = 0y de esta forma Tgz) 1 =0,
4

E(F)Y
ya que R(TE(I)) = R(TE(F)\%). Asi,
Se@) = T + Tee) T + Te@)" = Sz + Se@) -
Luego, concluimos que B = Sgz) € L(L*(R¥))* es SP, R(Sgz)) € Vy, por el Lema 4.2.1, que
rk ([Sp(z))e) < n—d(x) para z € T, ctp.

Reciprocamente, si S € UV(E(}")?;) entonces S = SE(f)# +B, donde B € L(L?*(R¥))* es SP, R(B) C V
v
y tk([B]z) < n — d(x) para x € T* ctp. Por el Lema 4.2.1 vemos que existe Z = {z;}ie1, tal que
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Tr(z) TE(]_.) =0y B = Sg(z). Si fijamos G = {g; }ic1, dado por g; = fj'ti + z; para i € I, se tiene que

E(G) es una sucesién de Bessel en V tal que Tgg = TE(f)# + T'g(z). Usando que Tg(z) =0
%

T*
‘ E(F)}
concluimos, como antes, que

La Proposicién 4.2.3 muestra que el conjunto de los operadores de marco de los V-duales SG de un
marco fijo E(F) puede describirse en términos del modelo aditivo Uy (E(F )f ). Asi la estructura espectral

fina de los elementos de Uy (E(F )ﬁ ) puede describirse usando el Teorema 2.3.11. Como consecuencia de
esto, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.4 (Estructura espectral fina de los V-duales). Sean V y W FSIT’s de L?(RF) tales que

Wt eV = L2(RF). Sea F = {fi}ic1, tal que E(F) es un marco para W y E(]—')i el marco V-dual

canénico SG de E(F). Denotamos por A = SE(I)# y por )@ié J(x) = Ni([B]z) para i € Ny para x € TF
V k)

ctp. Sea m la funcién medible dada por m(x) = 2d(z) — n, para x € T*. Dada una funcién medible
p: TF — ¢Y(N) descripta como p = (u;)ien , las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe E(G) € DyY(F) tal que

Ai([Se)z) = pi(z), ieN, ze T* ctp.

2. p=0six ¢ Spec(V). Si x € Spec(V) entonces p;(z) =0 para j > d(z)+1y
a. Sim(z) <0: pi(x) > )\ﬁl(x) para i € Iy
b. Sim(z) > 1 pi(x) >N (@) para i € Ly ¥ fae)—m(@)+i(7) < N ;(2) para i € L.
Demostracion. Se deduce de la Proposicién 4.2.3 y del Teorema 2.3.11. ([

Como una consecuencia de la descripcién de la estructura espectral fina de los V-duales SG de E(F)
caracterizamos la existencia de los V-duales SG ajustados o tight de E(F), (comparar con [33]).

Corolario 4.2.5. Con las Notaciones del Teorema 4.2.4. Entonces, existe E(G) € D\S,G(]-") c— ajustado
si y sélo si

1. A:SE # <c-Py;
%

(F)
2. rk([e- Py — SE(F)#]QC) < min{d(z), n — d(z)} para x € Spec(V) ctp.
v
Demostracion. El Teorema 4.2.4 implica que existe un marco E(G) € DEG(]:) tal que Spgy =c- Py siy

s6lo si ¢ > Ni([A]:) para i € Iy v Ai([A]z) = ¢ para i € [, siempre que m(x) = 2d(z) —n > 1, para
x € Spec(V) ctp. Estas ltimas dos condiciones son equivalentes al hecho de que ¢- Py, > S BFE Y
v

rk([c- Py — A];) < d(z) —m(z) =n —d(z) siempre que m(z)>1.

Notemos también, que en el caso que m(x) < 0 se tiene n —d(x) > d(z) = dim Jy(z). La prueba se deduce
de estas observaciones. O

Observacion 4.2.6. Consideremos las notaciones del Teorema 4.2.4. Como consecuencia del Corolario
4.2.5, obtenemos la siguiente dicotomia relacionada con la existencia de los V-duales oblicuos ajustados
de E(F):
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1. Sin > 2d(z) para x € TF ctp., entonces para cada ¢ > ||SE(]_.)#H, existe E(G) € D% (F) que es un
v

marco c— ajustado para V.

2. Si existe N C T* tal que N tiene medida de Lebesgue positiva y n < 2d(x) para € N ctp.
Entonces: en caso de que exista E(G) € D{C(F) c— ajustado se tiene que ¢ = HSE(]_.)# I|. A
v
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Capitulo 5
Aliasing y disenos optimos

En el Capitulo 4 hemos estudiado la estructura espectral de los duales oblicuos de un marco dado y
hemos obtenido una descripcién explicita de los autovalores de los operadores de marco de estos duales
oblicuos. En este capitulo, calculamos la estructura de los <,, —minimos en el conjunto de los duales
oblicuos con restricciones de normas (ver Teorema 5.1.2 para el caso de duales oblicuos en dimensién
finita y el Teorema 5.2.1 para los duales oblicuos SG). Estos duales oblicuos 6ptimos poseen propiedades
importantes: por un lado, son los que minimizan simultaneamente los potenciales convexos; y por otro,
son lo mas cercanos a ser ajustados entre todos los duales oblicuos.

Por otro lado, se sabe que la posicién relativa de los subespacios W y V juega un papel importante
cuando comparamos dualidad oblicua con dualidad clasica. En la Seccién 5.1.3 damos una descripcion
detallada del roll de la geometria relativa de W y V en dimensién finita (ver Seccién 1.5 para los prelimi-
nares de geometria relativa de subespacios de dimensién finita). Nuestro anélisis se basa en el Teorema
1.4.9 (desigualdades de Lidskii multiplicativas).

Ademas consideramos dos problema intrinseco a la dualidad oblicua en dimensién finita. Primero
calculamos la rotacién rigida Uy de W tal que el dual oblicuo canénico (U - F )i es Optimo respecto a la
submayorizacién, entre todas las rotaciones rigidas. Esto implica una familia de desigualdades en términos
de potenciales convexos. Y en segundo lugar calculamos de forma exacta la norma aliasing, este resultado
no solo mejora los conocidos previamente, sino que nos permite estudiar el aliasing para pares duales y
sus minimos. Finalmente, en la Seccion 5.3.2 extendemos la nocién del aliasing para el caso de FSIT’s.

5.1. Disenos 6ptimos en dimensién finita

En ciertas situaciones aplicadas, se desea caracterizar la existencia (y encontrar métodos explicitos
de construccién) de marcos con algunos pardmetros predeterminados. Este tipo de problemas se conoce
como problemas de disenio de marcos, y ellos son el nicleo de la teoria de marcos finitos (ver por ejemplo
[9, 16, 31, 46, 48, 49, 53] y el libro reciente [19]). En la Seccién 4.1 hemos resuelto problemas de este tipo,
nuestro interés ahora es resolver problemas de disenos para marcos finitos con restricciones de norma.

5.1.1. Duales oblicuos 6ptimos con restricciones de norma

Sean W, V C H subespacios de dimensién finita tales que W @ V+ = H, y sea dim W = dimV = d.
Fijado un marco F = { f;}ic1,, € W" para W, nos preguntamos si existe G € Dy (F) con ciertos pardmetros
predeterminados; y si tal dual existe nos gustaria obtener un procedimiento para construirlos. Por ejemplo,
dado p € (RZ,)¥ nos preguntamos si existe G € Dy(F) con A(Sg) = p. Notemos que el Teorema 4.1.6
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de la seccién anterior resuelve completamente este problema. Mas atin, la prueba de la Proposicién 4.1.4
contiene un procedimiento para construir efectivamente tal dual.

Como una consecuencia de la descripcién de los espectros de los elementos en S(Dy(F)), vemos que
si G € Dy(F) entonces S # < Sg . Este ultimo hecho implica que el V-dual canénico es 6ptimo respecto
%

a diversos criterios (incluyendo potenciales convexos). Sin embargo, desde un punto de vista numérico el

V-dual oblicuo canénico podria no ser la mejor opcién entre los V-duales para F. Por ejemplo, el nimero

de condicién del operador de marco S # puede no ser minimo en Dy (F); de hecho, el Corolario 4.1.8
%

muestra que bajo ciertos supuestos podemos considerar un V-dual Parseval de F (que tiene el minimo

numero de condicién).

Con el fin de buscar V-duales que sean numéricamente méas estables que el dual oblicuo candnico,

f

procedemos de la siguiente manera: para t > tr (S #> consideramos
v

Dy (F) € {G=A{gi}ticr, € Dv(F): Y _lgill> >t}

1€l

#
'FV

preguntarse si existe un dual éptimo en Dy +(F). Usando la identidad

D lgill? =tr(Sg) =Y i, (5.1)

1€l i€lly

Notemos que si t > tr (S ) entonces el V-dual candnico no esta en Dy (F) y por lo tanto, es natural

donde A\(Sg) = i, vemos que el Teorema 4.1.6 proporciona una solucién completa al problema de diseno de
marco, en el sentido de que permite obtener una descripcién completa de los autovalores de los operadores
de marco de los elementos de Dy (F).

Observacién 5.1.1. Sea Ay € My(C)*t, t > tr (Ap) > 0 y consideremos un entero m < d. Se define
U(Ag, m) = {Ag+C: Ce My(C)F, 1k(C) <d—m, tr(Ag+C) >t} .

La estructura espectral y geométrica del conjunto U;(Ag, m) se describe en [48]. En particular, se muestra
que existe <,,-minimo en este conjunto. En efecto, usando las nociones previas, si A(Ag) = A = (A\j)ie1, €
(R%O)i, consideramos hy, : [Ag, 00) = R>o dada por

d

R (1) = S t=x)t,

i=méx{m,0}+1

donde z* representa la parte positiva de x. Notemos que h,, es estrictamente creciente; por lo tanto existe
un nico ¢y n,(t) = ¢ > Ag tal que h,,(c) =t —tr (A). Luego, se definen

Louxm() = (=M + A, ., (c= )T+ Ag) € R, sim <05

2. v m() = 1, e, A (€= A )T+ At s (6= AT+ M) €ERL L simo€ gy
Notemos que si t > tr (Ag) entonces vy ,,(t) € RY. Asi, resulta que (ver [48])

1. Existe A°P € U(A4p, m) tal que A(A°P) = vy ()%

2. Para cada A € Ui(Ag, m) se verifica que vy (t) <uw A(A);
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3. Si A= A+ B € Uy(Ag, m) entonces A\(A) = vy, (t) siy s6lo si vy m(t) = A(Ag) + AT(B) y existe
una BON {z;}e1, de C tal que

A(]:Z)\Z' Zi ® zi y B:Z)\d—i—i-l(B) 2; Q2 . AN

i€ly i€ly

El siguiente resultado muestra que existen minimos estructurales de potenciales estrictamente convexos
en Dy (F), i.e. duales G € Dy (F) que simultdneamente minimizen cada potencial convexo. Esto es
interesante desde el punto de vista de las aplicaciones, ya que las evaluaciones de los potenciales convexos
(e.g. el potencial de marco que se describié en la Eq. (3.1)) son generalmente mads faciles de calcular que
ciertos parametros estructurales, como por ejemplo la lista de autovalores o autovectores.

Teorema 5.1.2 (Duales 6ptimos en Dy (F)). Sean V y W subespacios de dimension finita de un espacio
de Hilbert H tal que W+ @V = H y sea d = dimV = dimW. Sea F = {f;}ic1, un marco para W y

denotamos )\ﬁ NS 7#). Para cada t > tr ()\T,E > existe v € ¢} (M)* con las siguientes propiedades de

%
minimalidad:

1. Existe GP € Dy +(F) tal que A(Sgor) = v;
2. Para cada funcién no-decreciente h € Conv(R>) se tiene que

Py(GP) < Pu(G) , G ={gi}ier, € Dy, «(F) . (5.2)

Maés atn, si ademas asumimos que h € Convs(R>0) ¥ G = {gi}ic1, € Dy, +(F) alcanza la igualdad en la
Eq. (5.2), entonces A\(Sg) = v y existe {z;}icr, BON para V, tal que

Sf#:Z)\ﬁ,ixi®xi y B:Sg—Sfée:Z)\d_iH(B)a:i@xi.

icly i€ly

Demostracion. Fijamos {v;};cr, una BON de V y consideramos Ay € M4(C)" dada por
AO = ( <S]__# Uj 5 'Ui> )i,jGHd .

Argumentando como en la prueba del Teorema 4.1.6, y teniendo en cuenta la identidad de la Eq. (5.1)
vemos que

{A(Sg) : G €Dy (F)} ={(AMA), Opgj—q) : A€ U(Ag, m)} . (5.3)

Consideremos A\ = A\(Ag) = (Aﬁi)ieﬂd € R4, notemos que t > tr (\). Tomamos m = 2d —n y vy m(t) €
Rio definido como en la Observacién 5.1.1. Finalmente, definimos

V= (V)\,m(t)vo|M|—d) € E}&—(M) .

Si h € Conv(R>() es una funcién no-decreciente entonces, por la Eq. (3.3), tenemos que

Py(G) =Y h(XNi(Sg)) = tr ((Sg)v)  para G € Dy(F) . (5.4)

i€ly

Asi, la prueba ahora se deduce de las Egs. (5.3) y (5.4), la Observacién 5.1.1 y de las relaciones entre
submayorizacién y funciones convexas no-drecrecientes desarrolladas en la Seccién 1.4.1. (]
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5.1.2. Una aplicacién: minimizando la distancia a los marcos ajustados en Dy (F)

Consideremos las notaciones y terminologia del Teorema 5.1.2. Como ya lo mencionamos anteriormente
(ver las Observaciones 3.0.14) el marco dual oblicuo éptimo G°P € Dy, +(F) es el que minimiza la dispersion
de los autovalores del operador de marco, entre todos los duales oblicuos G € Dy ¢(F). En este sentido,
describimos una medida natural de la dispersion de los autovalores, que cuantifica - de manera clara - lo
cerca que estd un marco de ser ajustado.

Antes recordemos que dado un espacio de Hilbert V, una norma unitariamente invariante (NUTI) ||| - |||
en L(V) es una norma que satisface
o TV = [IT

para cada U, V, T' € L(V) tal que U, V son operadores unitarios (ver Seccién 1.4.1).

Definicién 5.1.3. Sea V un subespacio de dimensién finita de un espacio de Hilbert H con d = dimV y

sea || - ||| una NUI en L(V). Dado G = {g;}ic1, € V" un marco para V definimos la distancia a los marcos
ajustados asociada a ||| - |||, notada ©(||| - ||| , G), por
Ol - 1Il, 9) = Mt [[|(Sg)y —cIvll,
c>0
donde (Sg)y € L(V) denota la compresién del operador de marco de G a su rango V. Si cog = ¢o(||| - |||) > O
estal que O(|||- ]Il , G) = ||(Sg)y — co Iy ||| entonces decimos que ¢ es la ||| - |||-constante 6ptima de ajuste
para G. AN
A partir de la Definicién 5.1.3, notemos que O(||| - |||, G) puede describirse como la ||| - |||-distancia

de la compresion (Sg)y del operador de marco de G al subconjunto Rsq - Iy C L(V). Es claro que la
distancia a los marcos ajustados mide la proximidad del marco G a los marcos ajustados, en término de
la dispersién (minima) de los autovalores de Sg con respecto a ¢ € R. Como mostramos en los ejemplos
que siguen, la constante 6ptima de ajuste (asi como la distancia a los marcos ajustados) de un marco fijo
depende de la NUI considerada.

Ejemplos 5.1.4. Sea V un subespacio de dimensién finita del espacio de Hilbert H y sea d = dim V. Sea
G = {gi}ie1, € V" un marco para V.

1. Si consideramos la 2-norma en L(V) entonces,

fle) = I(Sg)y — cly|3 = Z(/\z'(Sg) —¢)> para ¢>0

i€ly
alcanza su minimo en coo = 1/d- 3 ;; Xi(Sg) y O([ - |2, G) = (e, (Ni — co2)?)1/2.
2. Si consideramos la norma espectral en L()V) entonces,

F(e) = [(Sg)v — elv]| = max[Xi(Sg) — [ para  c>0

alcanza su minimo en ¢ oo = 1/2(A1(Sg) + Xa(Sg)) v O] - ||, G) = 1/2(M(Sg) — Aa(Sg))-

Notemos que tanto O(|| - ||2, G) como O(|| - ||, G) son nociones naturales de la dispersién del espectro de
(Sg)v- A
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Sea V un subespacio de dimensién finita de un espacio de Hilbert H y sea ||| - ||| una UNI en L(V).
Si G1, G2 € V" son marcos para V, es claro que la desigualdad O(||| - |||, G1) < O(]]| - ||| , G2) muestra
que la dispersién de los autovalores del operador de marco de G; es mas pequena que la dispersiéon de los
autovalores del operador de marco de G2, medidas con la NUI ||| - |||. Sin embargo, podria darse el caso
de que la desigualdad previa se invierta para una NUI diferente.

El corolario que sigue muestra que los duales éptimos con restricciones de norma del Teorema 5.1.2
minimizan la distancia a los marcos ajustados con respecto a todas las normas unitariamente invariantes,
proporcionando asi una ilustracion simple e intuitiva del hecho de que tales duales éptimos minimizan la
dispersion de sus correspondientes operadores de marco de un modo estructural.

Corolario 5.1.5. Sean V y W subespacios de dimensién finita de un espacio de Hilbert H tales que
WEoV =Hysead=dimV =dimW. Sea F = {f;}ic1, un marco para W, sea G = {g; }ic1, € Dy(F) y
definimos ¢ := >,y lgil|*. Si G € Dy, ;(F) es como en el Teorema 5.1.2 entonces, para cada NUIL || - ||
en L(V) tenemos que

1(Sgor)y — c Iy [l < [I(Sg)y —cIv[|  para cada ¢>0. (5.5)

En particular, ©(]|[ - ||, G°7) < O(|| - Il , ) para toda NUL [|| - |[|.

Demostracion. Fijemos G € Dy(F). De la definicién de ¢ se sigue que G € Dy (F). Asi, por el Teorema
5.1.2 tenemos que

Pr(GP) = h(Ai(Sger)) = tr (h(Sger)) < Pu(G) = > h(N; = tr (h(Sg))

leﬂd ’LG]Id

para cualquier h € Conv(R>() no-decreciente. Luego por el Teorema 1.4.3 (ver Seccién 1.4.1) tenemos
que

(Aj(Sger))jery <w (Mj(Sg))jel,-

Por otra parte, como tr (Sger) =t = Y _,cp |lgill*> = tr (Sg), la relacién de mayorizacién A(Sgor) < A(Sg)
se satisfacen en este caso. A partir del Teorema 1.4.2 tenemos que para cualquier funcién h € Conv(R>g)
(ver Seccién 1.4.1)

(h(A;j(Sger)) )jers =<w (R(A;(S6)) )jelL, - (5.6)

Si 0(T) = (0j(T'))ker, denota el vector de valores singulares de 7' € L(V) entonces, tenemos que
7((Sg)v — e v) = (IN(Sg) = cl)jer,  and  o((Sgow)v — e Iv) = (1Aj(Sgee) = el)jes, -
Por lo tanto, si elegimos h(t) = |t — ¢| para t € R>( entonces h € Conv(R>() y Eq. (5.6) implica que
o((Sg)y — e ly) <w a((Sger)y — ¢ ly) = [[[(Sger)y — cIv| < [I(Sg)v — cIvlll,

donde hemos usado el principio de dominacién de Ky-Fan (ver Teorema 1.4.6). De esta manera, se verifica
la Eq. (5.5) y el corolario se prueba a partir de este hecho. O

Cabe destacar, que ademas de su interpretaciéon simple, el Corolario 5.1.5 muestra una importante
caracteristica de G°P, que es la estabilidad numérica del esquema de codificacion - decodificaciéon basado
en el par dual oblicuo (F,G) mejorado por el esquema inducido por (F,G°P).
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5.1.3. Par (V,W)—dual oblicuo éptimo con parametros predeterminados

Se sabe que la posicién relativa de los subespacios YW y V juega un papel importante cuando compa-
ramos dualidad oblicua con dualidad cldsica. En esta Seccién damos una descripcién detallada del roll de
la geometria relativa de W y V en dimension finita.

Comenzamos fijando las siguientes notaciones:

Notacion 5.1.6. En lo que resta de esta seccién, vamos a considerar:
1. V, W C H dos subespacios de dimensién finita tales que V & W+ = .

2. ZL(V;W) = (0;)je1, € ([0,7/2)4)T dngulos principales, donde d = dim V = dim W (Ver Eq. (1.28) de
la Seccién 1.5).

3. {vj}jer, € v {wj}je, € W vectores principales en V y W, respectivamente, que satisfacen la
Eq. (1.32).

4. F = {fi}ier, € W™ un marco para W con

MSF) =A=Miem v ASpp) =) = (N i - A

Consideremos las Notaciones 5.1.6. Con el fin de tener una estimacién de )\éé notemos que
Ff=P . F# T4 = P Sk
v V/ /Wt = F¥ v/ /wt ©or LF

y por lo tanto

Syt = Poypwr Sk (Pyypws) = Poypw S5 By pys (5.7)

La observacién previa, junto con las desigualdades de Lidskii multiplicativas (ver Teorema 1.4.9), nos
permiten obtener las siguientes cotas en término de la estructura espectral de Sr y los angulos principales
(i.e. la geometria relativa) entre V y W. Mostramos que las cotas, dadas en el siguiente resultado, son
una medida cuantitativa de como la geometria relativa de los subespacios V y W impacta en la dualidad
oblicua.

Teorema 5.1.7. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Si 1 = (/\J_lj+1 cos™2(6;) )jeﬂd entonces

-1

d
H i < H )‘7\%,]‘ < H )\j COSZ(QJ‘) , kely. (5.8)
j€ly j€ly j=d—k+1
Miés atin, )\?}e = 4 (resp. A = ()\;Eﬂ_
principales {w; }ic1, entre V y W tal que

L €08 2(0g_j11) )jel[d ) siy solo si existe una BON en W de vectores

SF = Z Ad—j+1(SF) wi @ w;
J€ly

(resp. SF =3 jer, Ai(SF) wi @ w;).
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Demostracion. Consideremos la representacién de Sf# dada en la Eq. (5.7). Sea P,y = VM la
descomposicién polar (DP), donde M = |P, /Wt |. Notemos que R(M) =W, por lo tanto, M restringido
a W es inversible (i.e. W reduce a M). Por otro lado, como R(Sr%) = W entonces la restriccién de
Sry = STf a )V es también inversible (i.e. YW reduce a Sz4). De esta forma, la Eq. (5.7) implica que

Sy =V (MSLM) V™ (5.9)

Como Ves una isometria parcial con espacio inicial W y espacio final V, de la Eq. (5.9) se sigue que

A(Ss) = (A (M (S5 )w M), Opsa) (5.10)

donde, en general, Syy € L(W) denota la restriccién de S al subespacios W, asumiendo que W reduce a

S. Como A( (S})W) = (AN AT v A (M) (130 (cos(g)~L,. .., cos(61)~ 1), vemos que el resultado

es una consecuencia del Teorema 1.4.9 (desigualdades de Lidskii multiplicativas) y de la definicién de
log-mayorizacién. O

Considerando las Notaciones 5.1.6. El resultado anterior sugiere que podemos sacar ventaja de la
posicién relativa entre los subespacios V y W para construir esquemas de codificacién-decodificacion de
duales 6ptimos con propiedades predeterminadas. En efecto, sea U € L(#H) un operador unitario tal que
UMW) C W (i.e. W es U-invariante). Asi, consideramos el marco U - F = {U f;};c1, para W. Notemos
que U - F preserva esencialmente cada propiedad de F (e.g., relaciones lineales, lista de autovalores de su
operador de marco, normas de los elementos del marco, etc). En particular, (U - F)# = U - F# ya que
Su.r =UTrTrU* = USFU*. Esto es, el marco dual canénico (clasico) de U - F en W es la rotacién por U
del marco dual canénico para F en W. En particular, tenemos que Sy 7)# = USz4#U". Sin embargo, F'y
U - F pueden tener diferentes propiedades con respecto a la V-dualidad como mostramos a continuacién:

Ejemplo 5.1.8. SeaH = C3 y sea {e1, e2, e3} la base canénica de H. Sean V = {es, %} yW = {e1, ea}.

Notemos que en este caso tenemos que C3 =V @ W+, Consideremos

F1 = {ei; (cos(n/3),sin(n/3),0)} T W,
Fo = {eg; (cos(n/2+4 w/3),sin(w/2 +7/3),0)} CW .

Por lo tanto, o = U - F; donde U es la rotacién por (el dngulo) 7/2 en el plano W y tal que Ues = es.

Cuentas sencillas muestran que A(S, - \#) = (8/3;1;0) vy A(S, - \#) = (3,59;0,74;0). Este ultimo hecho
(]:l)v (}—2)\;

muestra que no existe un operador unitario U’ tal que U’(V) =V y tal que (.7-"2)]7@E = U’(]-"l)ff. A

El ejemplo previo muestra que las propiedades espectrales del V- dual canénico del marco U - F
dependen de U y motiva la construccién de operadores unitarios U € L(H) con U(W) = W, tales que el
par dual (U - F,(U - F )ff) induce un esquema de codificacién-decodificacién éptimo. Como una medida
de optimalidad podemos considerar la minimizacién del conjunto de potenciales convexos del par entre
todos los pares. Pero, como las propiedades espectrales de U - F son independientes de U, calculamos estos
operadores unitarios Uy € L(#H), con Up(W) = W, que minimizan - para una funcién h € Conv(R>()
no-decreciente - el potencial convexo P,[(U - F )ff ] entre todos los operadores unitarios U € L(H) tales
que U(W) = W. Como veremos, existen soluciones estructurales para este problema. En este sentido,
el Teorema 5.1.9 describe las rotaciones rigidas Uy que dejan invariante a W y tales que la estructura

espectral del V-dual oblicuo canénico de Uy - F es 6ptimo respecto a la log-mayorizacion.

Teorema 5.1.9. Considerando las Notaciones 5.1.6. Sea {z;}ic1, € W? una BON de W tal que Srz; =
Ajxj para cada j € Ig.
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1. Sea Uy € L(H) un operador unitario tal que Upx; = wq—j4+1 para cada j € I;. Entonces
1
(S . ry2) = <(Cos (0) A\ ) ber, 0\M|—d> . (5.11)
2. Si h € Conv(R>q) es no-decreciente entonces
Pr((Up - .7-")%%) = min{ P, ((U - ]-")?;) : U € L(H) es unitarioy , UMW) =W} . (5.12)

Mads atn, si asumimos que h € Convg(R>p) y U - F alcanza el minimo en la Eq (5.12) entonces existen
vectores principales {w}}jer, y una BON {a]}icr, de W tal que Spal, = \j2} y Uz, = wy ;. , para
jely.

Demostracion. Sea U € L(H) un operador unitario tal que U(W) =W y sea U-F = {U f; }ic1, . Entonces,
notemos que

(U - F)f =Pyyypys (U-F)F =Py pyu U-F*
y por lo tanto, en general tenemos que

Swrp =Poywi USea U Py 1 (5.13)

Argumentando como en la prueba del Teorema 5.1.7 y considerando M = |P), / /WJ_| (v la descomposicién
polar Py, /WL = V' M), concluimos que

(S ) = (A(MW(UST U )WMW) Opg—a) (5.14)

donde en general Syy € L(W) denota la restriccién del operador S al subespacio reductivo W. Usando la
Eq. (1.31), si Up es como en el item 1., entonces
My (Uy S} U)w My w; = cos () A;_lj_H w; para j€El;.
De esta forma, el resultado previo junto a la Eq. (5.14) muestran el item 1.
Si U € L(H) es un operador unitario tal que U(W) = W, el Teorema 5.1.7 implica que
H )\j(S(Um]—')\’f) < H )\j(S(UJ-')ff) , kely. (5.15)
JEl JEl
Como se explico en la Seccién 1.4.1, la Eq. (5.15) implica la siguiente desigualdad
> (S ) < > N Swrg) » kel (5.16)
J€l) j€ly
Si h € Conv(R>() es no-decreciente, por la relaciéon de submayorizacién en la Eq. (5.16), concluimos que
#
Bi( Zh Uo]-" Zh (U]-' #)) = B(U-F)})
J€ly Jj€lq

y esto prueba la Eq. (5.12). Anédlogamente, la afirmacién final del enunciado se deduce de la Eq. (5.14),
del Teorema 1.4.9 y de las propiedades de log-mayorizacién mencionadas en la Secciéon 1.4.1. U

Considerando las Notaciones 5.1.6, notemos que el Teorema 5.1.9 describe las rotaciones rigidas Uy
que dejan invariante a W y tales que la estructura espectral A\((Up - F )i) del V-dual oblicuo canénico de
Uy - F es 6ptimo respecto a la log-mayorizacion.
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Observacién 5.1.10 (Construccién de pares de subespacios en posicién general con geometria relativa
predeterminada). Consideremos un espacio de Hilbert H tal que dimH > 2d. Sea B = {e;};c una BON
de H, donde M es como en la Eq. (1.1). Con el fin de describir algunos ejemplos sobre los resultados
previos recordamos una construccién sencilla de un par de subespacios V y W en posicién general (i.e.
VaOw =vnwt =vtnaw = vinwt = {0}), dimV = dimW = d, con 4ngulos principales
predeterminados y tales que W = Span{e; : i € I3} (i.e. un subespacio ordenado respecto a B). Usamos
la notacién S @+ T para la suma directa de subespacios mutuamente ortogonales S 'y 7. Si A € L(S)
y B € L(T) escribimos A & B para notar la suma directa de operadores actuando en los subespacios
mutuamente ortogonales S y T .

Fijamos 0 < 01 < ... < 03 < 7/2. Para cada i € Iy, sea w; = e; y v; = cos(6;)e; + sin(6;) e;4q.
Entonces w;, v; € H; = Span{e;, e;14}, parai € lz; Sea Q; € B(H,;) la proyeccién oblicua sobre V; = C-v;,
correspondiente a la descompossicion V; @ (VVZ)L = H,;, donde W; = C - w;, para i € I;. Notemos que en
este caso Py, v; = cos(6;) w; y Py,w; = cos(6;) v;.

Entonces, el dngulo Z(V;; W;) = 0; v la matriz representacién de @; y su médulo |Q;] con respecto a
B; = {ei,eirq} (la BON de H;) estan dados por

@ = (qang, o) e Tl@idls = (V3" 1) (5.17)

respectivamente, para cada ¢ € 1.

Por construccion H; L. H; para i, j € Ig, ¢ # j. Por lo tanto, si tenemos V = @feﬂdvi yW = @f—eﬂdwi =
Span{e; : ¢ € [} entonces

LYeWwt=a (VieW) et Z="=H,donde Z = {e; : i€ lpg}™;

[\]

- Py s = @je,Qi &1 0, donde 0 € B(Z2).
3. Andlogamente, | Py, 1| = GBZ-LE]IJQZ'\ @+ 0, donde 0 € B(Z2).
4. Py = @ Py, @ 0y Py = @jp, Py, ® 0, donde 0 € B(Z).
Los hechos anteriores nos permiten concluir que Z(V; W) = (6;)ier, y que {w;}ic1, ¥ {vi}ie1, son direc-

ciones principales en YW y V respectivamente, que verifican la Eq. (1.32) (como en las Notaciones 5.1.6).
Finalmente, resaltamos que la Eq. (5.17) implica las siguientes representaciones en bloque

Iy 00 D. 0 0
[Pyywils=|De 0 0| v [IPywlls=|0 0 0
0 00 0 0 0

donde 14, Dy, D. € M4(C)y Dy, D, son matrices diagonales, cuyas diagonales principales son (tan(6;));cr,
y (1/cos(8;))ier, , respectivamente. A

Ejemplo 5.1.11. La Observacion 5.1.10 permite construir ejemplos relacionados a los resultados obteni-
dos hasta el momento, mostrando que esencialmente todos los casos son posibles. En efecto, fijamos d > 1
y0<6 <...<0g<7/2 Seap>2dyH=CP;sea B={ei}icr, la BON canénica de CP. Aplicando la
construccion descripta en la Observacién 5.1.10 obtenemos los subespacios W = Span{e; : i € I;} y V en
CP con geometria relativa predeterminada por (6;)ier,-
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Sea F = {fi}ic1, un marco para W y con (Sr)yy denotamos a la compresion del operador de marco
de F a W. Argumentando como en la prueba del Teorema 5.1.7 (ver Eq. (5.10)) vemos que

ASzz) = (AM(De [(SFIWg,, De)0p-a),

donde Byy = {e; : i € I3} es la BON de W formada por las direcciones principales de W, que satisface
(1.32), y D, € My4(C) es la matriz diagonal con diagonal principal (1/cos(6;))ier,; hemos usado que, con
las notaciones de la prueba del Teorema 5.1.7, [M]p,, = D, (ver el comentario final de la Observacién
5.1.10).

Podemos considerar C? C CP via z + (2,0,_4) y por lo tanto C? = W bajo esta convencién.
Adoptamos esto, con el fin de evitar escribir la cola de 0’s en los vectores. En efecto, consideramos d = 4,
n = 8 y fijamos p > 2 -d; sea ; = i/10m para i € I4. Sea F = {fi}ier; un marco para W = C* donde f;
es la i-ésima columna de la matriz T dada por

~0,8923 07793 —0,2450 —1,2525 0,8375 0,6204 1,8390  1,0051
~1,8153 —0,7316 —0,4738 —0,0409 1,0187 —1,3496 —0,6385 —0,9796
~1,6115 1,8009  1,0621 —0,2177 —0,8959 —1,5240 0,3411  0,0238
1,2038 —1,8622 11,1808 0,5853  0,7188 —0,0065 —1,1048 0,7963

T =

En este caso, los autovalores de S}l y S F# estan dados, respectivamente, por
v

A(SF1w) = (0,2959,0,1717,0,1033,0,0574) , A((Sp4)v) = (2,1984,0,3424,0,1697,0,1208) .

\Z
La matriz representaciéon de la compresiéon (Up)yy de la rotaciéon 6ptima como en el Teorema 5.1.9 con
respecto a Byy = {e1 }icr, estd dada por

0,4804  0,0480 0,424  0,7558
0,5244  0,6397 —0,5601 —0,0461
0,5660 —0,7505 —0,3167 —0,1267
—0,4169 —0,1590 —0,6247 0,6408

[(Uo)w]B,, =

M4s ain, el espectro del operador de marco de (Up - F )?f es

A((S(sy 2 )v) = (0,311, 0,2122, 0,1858, 0,1758).

Notemos que los nimeros de condicién de (Sp#)y vy (S(Uo~ ]__)#)V son (aproximadamente) 18,2 y 1,8,
\% %

respectivamente. Por otra parte, si consideramos la norma espectral || - || (como una NUI) entonces la
distancia a los ajustados (ver Definicién 5.1.3) de los marcos duales oblicuos canénicos son

o -II, Ff) ~ 1,04 and  O(||-|,(Uy- F)) ~0,14 .

Por lo tanto, las propiedades espectrales de ]:# son mejoradas por (U - F )ﬁ, que se obtiene mediante la

rotaciéon de F en W conforme a Uj. A

Consideremos las Notaciones 5.1.6. Para una rotacién rigida fija U que deja invariante a YW y para un

t>tr (S(U_]_.)#> fijo, el Teorema 5.1.2 describe la estructura espectral )\ﬁ (U - F) de los V-duales oblicuos
V bl

P(U) € Dy(U - F) que minimizan simultaneamente cada potencial convexo en el conjunto Dy(U - F). Es
t

natural preguntarse si siempre la estructura espectral )\fj (Uo-F) de G (Up) (dual éptimo con restricciones
de traza basada en una rotacién rigida éptima de F) tiene alguna propiedad de optimalidad. Para poder
abordar este problema, consideramos los siguientes resultados.
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Lema 5.1.12. Sean X\ = (\)ier, , 1t = (Ki)ien, € R‘io, sea m < 0 un entero y asumamos que A <, y. Si
consideramos a v ,,,(t) y a v, m(t) como en la Observacion 5.1.1 (basados en A y en p, respectivamente)
para algin t > tr () (> tr (X)), tenemos que vy n,(t) < vy m(1).

Demostracion. Recordemos que por construccién tr (vy,m(t)) = tr (vu,m(t)) = t. Por lo tanto, el caso
vx,m(t) = g - 1 del resultado se deduce por la conocida relacién % -1 < p para cada p € R? tal que
tr (p) = t. En cualquier otro caso (ver la Observacién 5.1.1), existe 1 <r < d — 1 tal que

Un,m(t) =1, ..., A\, c-1g—y) con c< A

Por otro lado, podemos escribir v, () = (a, ) € (IR%O)i donde

o= (pi+ (¢" — pi) " )izy € ( go)i y o B=(ui+ (¢ —p)")L r+1 € (Rior)

Asi, para cada k € I, tenemos que

DN <Y (it (=)t = Nier, <w

i€l i€l 1€l

en la primera desigualdad hemos usado que A\ <y, p. Por [47, Lemma 5.6] concluimos que vy m(t) <w
Yy, m(t). Finalmente el resultado se deduce a partir de la igualdad tr (vy n(t)) = tr (vu, m(t)). O

Teorema 5.1.13. Consideramos las Notaciones 5.1.6 y asumimos que n > 2d (i.e. 2d — n < 0). Sea
{zi}tier, € W% una BON de autovectores para Sz en W, i.e. tal que Sr xj = A\jx; para cada j € [;. Sea
Up € L(H) un operador unitario tal que Up x; = wq—;4+1 para cada j € I;. Entonces,

1. Si U € L(H) es un operador unitario tal que U(W) = W, entonces tr <S(U0.f)#> <tr (S(U.f)#)
v v

2. Sit>tr (S(U_F)#> y considerando GPP(U) € Dy 4(U - F) (vesp. GP(Ug) € Dy ¢(Up - F)) el dual
v

6ptimo, como en el Teorema 5.1.2, entonces para cada h € Conv(R>)
Pu(G;"(Uo)) < Pu(G;"(U)) - (5.18)

Demostracion. Como se explicé en la prueba del Teorema 5.1.9, si U y Uy son como arriba, entonces se
verifica la Eq. (5.16). En este caso

tr( Uof) D X(S o Pt < DN Swryg) tr(S(U'f)i)’

J€lg jely

lo cual muestra el item 1. Por otro lado, si t > tr (S(U,f)#> > tr (S( ) entonces la Eq. (5.16) junto
Vv

Uo-F)3
con el Lema 5.1.12 y el Teorema 5.1.2 (notar que en este caso m = 2d — n < 0) implican que
Z)\ SgDPU) Z)\ SgOP(U B ke]ld
JeEly J€ly

Por lo tanto, la Eq. (5.18) se deduce de las propiedades de mayorizacién, descriptas en la Seccién 1.4.1 y
de la Definicion 3.3. O
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5.2. Duales oblicuos SG 6ptimos con restricciones de norma

Consideremos V' y W dos FSIT’s de L?(RF) tales que Wt @V = L2(R¥) y F = {f; }ic1, tal que E(F)
es un marco para W.

En la Seccion 4.2 hemos descripto la estructura espectral fina de los elementos de ’Df'}G(}" ), y como
consecuencia hemos mostrado que el V—dual candénico SG es éptimo respecto a ciertos criterios. Sin
embargo, en determinadas situaciones aplicadas, el V—dual canénico SG puede no ser la mejor eleccion:
por ejemplo, nos puede interesar los duales oblicuos SG de E(F) tales que los espectros de sus operadores
de marco estén lo mas concentrado posible. Idealmente, queremos buscar marcos duales oblicuos SG
ajustados para E(F), aunque el Corolario 4.2.5 muestra que hay restricciones para la existencia de tales
duales.

Con el fin de buscar V-duales alternativos que son espectralmente mas estables, procedemos de la
siguiente manera: para w > Y Hf#l”Z, donde E(]—")f/E =A{T, ffi}(u)ezkxﬂn, consideramos

def

DO, (F) = DIS(E(F)) = {EG) € DI¥(F): G={gtier, v Y lgill®> = w} .

i€ln
Notemos que si w > >, Hff,bfLZH2 entonces E(]—')t£ ¢ Dg?w(}') y por lo tanto, es natural preguntarse si
existe un dual éptimo que cumpla con los requisitos anteriores. Usando la identidad

Slalf = [ S Ira@l o= [ o (Sel) do= [ Y wta) (5.19)

i€l i€l €N

donde A([Sgg)lz) = (pi(z))ien para x € T* ctp., hemos visto que el Teorema 4.1.6 da una solucién
completa al problema de diseno de marco en el sentido que permite obtener una descripcién completa
de la lista de autovalores de los operadores de marco de los elementos en D\%C,;w(]: ). Entonces, es natural
buscar aquellos duales oblicuos SG E(G) € Dg?w(}" ) que minimizan los potenciales convexos Pg , para
¢ € Conv(R>(); para esto usamos la construccién del water-filling en término de submayorizacién, en el
contexto general de espacios de medida desarrollada en la Seccién 3.2 (en particular ver Teorema 3.2.5).
A continuacién aplicamos los resultados de la Seccién 3.2 junto a las propiedades de submayorizacion
(ver Seccién 1.4.1) para concluir que existen duales oblicuos SG 6ptimos estructurales con restricciones
de norma. Estas soluciones 6ptimas se obtienen en términos del water-filling no-conmutativo.

Teorema 5.2.1 (Duales 6ptimos en Dg?w(f)). Sean V y W FSIT’s de L?(R¥) tales que W+ @V =
L%*(RF). Sea F = {fi}ic1, tal que E(F) es un marco para W y w > > iel, ”f#’iHQ, donde E(]—')iﬁE =
{T, fﬁi}(& ezkx, - Entonces, existe GP = {g7" }ier, € V" tal que:

B(GP) € DYS,(F) ¥ Lier, 19717 = w.

2. Para cada G = {g;}ier, tal que E(G) € Dg?w(]:) y cada funcién ¢ € Conv(R>() no-decreciente,
tenemos que

PJ(E(G*)) < Py (B(9)) -

Demostracion. Sea d(z) = dim Jy(x) = dim Jy,(x) para x € T*, ctp. Para cada i € I,,, sea X; = d~1(i) C
T* p; = |X;| (la medida de Lebesgue de X;) y 7; = min{n — 4, i}. Como E(F) es un marco para W
entonces Spec(V) = Spec(W) = ¢, Xi- Ademds, para j € I, y para i € I,, consideramos el espacio
de medida (Xjj, Xij, | - |ij), donde X;; = X;, Xj; = A&; denota la o-algebra de conjuntos de Borel en X;
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y |- lij = |- |i denota la medida de Lebesgue de X;. Luego, usando la Observacién 3.1.5, construimos el
espacio de medida
Y, Y, v) @ @ Xij» Vi, | - lij)-
i€l ]eHr

En particular, v(Y) = >,y i - p;. También consideramos las funciones de inclusién canénicas 7;; :
Xij — Y paraj€l, yparaic€l,.

Sea G = {gi}ic1, tal que E(G) € DyY(F). Por la Proposicién 4.2.3, Spg) = Sppr +B=A+B,

v

para algin B € L(L?(R¥))* SP, tal que R(B) C V y rk([B];) < n — d(z) para = € T* ctp. Seai € I,, y
x € X;, por el Teorema 1.4.8 (versién aditiva del Teorema de Lidskii) tenemos que

< (M(Sp@le) ) _ - (5.20)

JEL

(At (1S prygle) + Ai((Bl) )

J€EL;
mientras que \;([Sgg))]z) = 0 para j > i+ 1. Notemos que R([B],) C Jy(x) y rk([B].) < n —i. Por lo

tanto rk([B];) < min{n — i, i} = r;. Asi, para x € X; tenemos que

Mt ([Sprpple) FA([Ble) st 1< <mi;

A¢—j+1([SE(f)1%)]m)+/\j([B]x):{ A1 (S )e) G omal<j<il (5.21)

Ahora, la Eq. (5.20) junto con la Eq. (5.21) implican que, para cualquier ¢ € Conv(R>¢): si z € X;
entonces

i

Z()O()‘i*jJrl([SE( ) #]x )+>\ )+ Z ( i— ]+1 E(]_-)‘#f]x)> < Z‘P(A]([S’E(g)]m)) . (5.22)

Jj=1 Jj=ri+1 J€l;

Consideramos las notaciones previas. Para ¢ € Y, sea (i, j) € I, x I, y # € X;; = X; (determinados
univocamente) tal que 7; j(Z) = x; en este caso definimos la funcién medible i : Y — R>( dada por:

h(@) = N1 ([Sprpplz) + 2 ([Bla)-

Siwo = ) er, Hfj&lH2 y asumimos que E(G) € Dg?w(]:), entonces usando la Eq. (5.19) vemos que

/Tk tr ([Bly) dz = /Tk tr ([Sel — [Spmpple) de>w—wp >0

Consideramos ahora la funcién medible f : ¥ — R>( dada como antes por f(z) = Ai—j4+1([S B( f)#];z) para
N v

T e X;j=X;,con (i,j) €L, xL, tal que n;;(Z) = x. Argumentando como en la prueba del Teorema

3.1.7 obtenemos que
/fdz/— Z/ > Al Sprle ) dz. (5.23)

1€l v j€ly,

Por otra parte, por construccién se verifica que h > fy

/Y Z Z/ i ]+1 E(]-‘) # e )+)\j([B]m)) dx > (w—w0)+/yf(x) dv(x) der 1

ZGH ]E]I'r
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Consideremos el espacio de probabilidad (Y, Y, ), donde 7 = v(Y) ™! v. Sea ¢ = c(w’) > infesc f tal que
[y fe dv =’ (como el de la Observacién 3.2.4), donde fo = f + (¢ — f)T (ver Definicién 3.2.1). Por el
Corolario 3.2.6 y las observaciones previas vemos que si ¢ € Conv(R>g) es no-decreciente, entonces

/Ygoofcdljg/ygoohdu. (5.24)

Para j € I, consideramos las funciones medibles £; : Spec(V) — R~ definidas como sigue: para i € I, y
x e X;,

fe(nij(z)) = méx{c, )\HH([SE(]E)@&]JE)} si 1<j<mn
¢i(x) = Ai,ﬂl([SE(f)i]x) siorm+1<j<i (5.25)
0 sio i+1<j<n

Notemos que por construccion, si ¢ € Conv(R>() entonces
[eotear=3 [ 3 el . (5.26)
Y i€l, Xi j€ly,

Usando la definicién de f y las propiedades de f. de la Observacién 3.2.4, vemos que si € X; , entonces
existen \{P(z) > ... > AP (x) > 0 tales que

&i(z) = /\i—j+1([SE(F)ﬁ]$) +AP(r)  paracada j <. (5.27)

Sea 1 = (1) jen : TF — (1(N)* tal que: p;(z) = 0 para j € N siempre que z € T*\ Spec(V), mientras que
para i € I, y x € X; se tiene que p;(z) =0 paraj>i+1y

(Mj(fc))jeﬂi = [(«Sj(ﬂf))jeﬂi]i : (5.28)

Con todas las observaciones previas vemos que p = (f1;)jen satisface las condiciones del ftem 2 en el
Teorema 4.1.6. Asi, existe G = {7 }ie1, tal que E(G°P) € DY (F) y M [Sp(ger)le) = (1j(2))jen para
x € T* ctp. En este caso, si consideramos la Eq. (5.19), usando las Eqgs. (5.27), (5.28) y tomando o(z) = z
en la Eq. (5.26) obtenemos

Slal = [ Ywm@ =3 [ [T o@+ 3 AinlSpmgl) | do
jEN i

i€l icly, j€ly, j=ri+1
— / fc dv + Z/ Z )\i_j""l([SE(}')ff]x) dx
Y i€l Y X j=r;+1
= (w—wo)—i-/Tk tr([SE(f)fj]x> dr =w

donde también hemos utilizado la relacién de la Eq. (5.23), dada antes. En particular, GP satisface el
item 1 del Teorema. Ahora, si E(G) € Dg?w(}'), usando las Egs. (5.22), (5.24), (5.25) y (5.28) tenemos,

PUEQ) = [ponar+X [ 3 porn(Sypgl) do
Y i€l 7 X j=rit1
> / po fodv+ Z/ Z po >\i—j+1([SE(]:)§]x) dr = P;(E(gop))
v iel, Y Xi j=ri+1
donde usamos también la Eq. (5.26) y el hecho que A([Sp(ger)]z) = u(x) para z € T ctp. O
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Corolario 5.2.2 (Unicidad esencial del operador de marco de los V-duales 6ptimos con restricciones de
norma). Considerando las notaciones del Teorema 5.2.1, asumimos que G = {g; }ie1, es tal que E(G) €
DY (F) v que existe una funcién ¢ € Convg(R>g) no-decreciente tal que

PY(E(G*)) = PY(E(9)). (5.29)

A partir de la Propoosicién 4.2.3 sabemos que Sg(g) = SE(]—')Tf + B, con B € L(L*(R¥))* operador SP y
R(B) C V . Entonces,
L e, lgill* = w;

2. Existe ¢ > 0 y campos medibles de vectores v; : TF — (2(ZF) para i € I, tal que {vi(z) }iey,, s

una BON de Jy(z) para = € Spec(V) ctp.,

E(]—‘)# z = Z Ai( f)# 2) vi(z) @ vi(x) , para  x € Spec(V) ctp.
’Leﬂd(g;)
y tal que para x € Spec(V) ctp. tenemos que

d(z)
Bla= Y. (c=X[Spmele)) " vile) ®vila) |
i=r(z)+1

donde 7(x) = max{2d(x) — n, 0}, para = € T*.

La constante ¢ > 0 no depende de G. Por otra parte, en este caso PQ}))(E(Q')) = PJ(E(QOP)) para cada
1 € Conv(R>() no-decreciente.

Demostracion. Usando las notaciones y nociones empleadas en la prueba del Teorema 5.2.1 y argumen-
tando como en la parte final de la demostracién de dicho Teorema, vemos que la Eq. (5.29) implica

que
/soohdﬂ—/soofcdﬂ,
Y Y

donde 7 = v(Y) ! v es el espacio de probabilidad que se obtiene normalizando v. Por el Corolario 3.2.6
tenemos que h = f., donde ¢ = ¢(w’) es como el de la prueba del Teorema 5.2.1. Por lo tanto, para i € I,
y x € Xj, se tiene

méx{)\i_j+1([5 ]_-)#] ) } si 1< <y

Ai—j+1([SE(f)g]a:)+/\j([B]$):{ A (IS, (;)#]x) S rtl<i<i. (5.30)

Por otra parte, por la Eq. (5.22) y las propiedades de h tenemos que

PAE@) = X [ S et(Snol)) dr

i€l v jel;

cpohdu—i-z Z 00 Ni—j1([Syp#le) du = PY(E(G)) .
B(F)E

i€lly, 1] ri+1

A\

Asi, debemos tener la igualdad en la Eq. (5.22) para ¢ € I, y © € X; ctp. Como ¢ es estrictamente
convexa, entonces la relacién de mayorizacién en la Eq. (5.20) junto con el caso de igualdad en el Teorema
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de Lidskii aditivo (ver Teorema 1.4.8) implican que para i € I, y « € X; ctp, existe {zj(x)};e;, BON de
Jy(x) (no necesariamente de campos medibles de vectores como funciones de z) tal que

Sprgle => A( l2) 2(x) @ 2j(x) ¥ [Bla=>_ Xi—jr1([Blz) z(z) @ z(x). (5.31)

JEL; Jjel;
Sea P € L(L?(R*))* la proyeccién ortogonal sobre R = R(B), tal que P es SP y [P], = Pr(B),) para
cada z € T*. Sea p : T — N una funcién medible dada por p(x) = tr ([P];) para z € T*. Entonces, por

inspeccién de las Egs. (5.30) y (5.31) vemos que PSE(F) = SE(I)# P,
4 v

[Pls [Sppy#le [Pla +[Bla = c-[Pla paraz € T ctp.,
y,parat €, yz € X;

i—p(x)

E(]-‘)ff]f" [ —Pls = Z /\j([SE(]:)zf]z) zj(x) @ zj(w) .

Jj=1

[I_P}z[s

Como a + (¢ — a)* = méx{a, ¢} para a, ¢ > 0, estos ultimos hechos implican la existencia de campos
medibles de vectores v; : TF — ¢(2(ZF) para i € I, con las propiedades deseadas. En efecto, las identidada-
des previas muestran que solo tenemos que considerar campos medibles de autovectores de los operadores
PSE(F)# Py (I—-P) SE(]__)# (I — P), cuya existencia se deduce del Lema 2.1.7.

v v

Finalmente, si G°° es como en el Teorema 5.2.1, una inspeccién cuidadosa de la prueba de dicho
Teorema, muestra que

M [SE@)z) = AM([SEger))e)  para z € Spec(V) ctp.,
que implica las propiedades de optimalidad de E(G) para 1) € Conv(R>() no-decreciente. [l

Con las notaciones del Corolario 5.2.2, vemos que para x € T* ctp. tenemos

7(x) d(z)
[SE(gop)]x = Z;)‘i([SE(]:)ﬁ]x) vi(x) ® vi(x) + % 1méx{)\i([SE(f)t]z), c} vi(x) @ vi(x),
1= i=r(x)+

donde podemos usar que a + (¢ — a)* = méx{a, ¢} para a, ¢ > 0. En particular, notar que
)\d(:r:) ([SE(QOP)]QE) > méX{C, )‘d(:r:) ([SE(_F)\%]Z)}’

implica que el nimero de condicién de [Sg(gor)]. es menor o igual que el ntimero de condicién de [S B f)#] z
v
- ambos actuando sobre Jy(x) - para x € T ctp. Esto es, el dual oblicuo SG éptimo E(G°P) mejora la

estabilidad (espectral) del dual oblicuo SG canénico E(F )?f =F (]—"{é7E )

La representacién de [Sggor)]s, dada anteriormente, motiva la siguiente construccién, que también
caracteriza a todos los elementos de DgGw(]: ) que son minimos en el sentido del Teorema 5.2.1.

Definicién 5.2.3 ( Water-filling no-conmutativo a nivel ¢ en Uy(E(G))). Sea G = {g; }ie1, tal que E(G)
es un marco para )V con operador de marco Sgg) . Por el Lema 2.1.7 podemos considerar campos medibles
de vectores v : TF — ¢2(ZF) para j € I, tal que

[SE@G) e Z X ([Se@)lz) vi(z) @ vi(x), para =z € TFctp., (5.32)
J€l4(z)
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es una representacion espectral de [Sg(g)la v {v;(%)}jer,,, s una BON de Jy (), (d(z) = dim Jy(z) < n).

Dado ¢ > 0 definimos el water-filling (no-conmutativo) de Sgg) a nivel c respecto a la representacion de
la Bq. (5.32), notado (Sg(g))e € Up(E(G) ), como el tinico operador positivo SP tal que R((Sgg))e) C V
y

d(z)
[(SE(Q))CL = 3 M(Sp@le) vilm) @vi(z) + > max{Ai([Spgle)s ¢} vilz) ©vi(z)  (5.33)
Z'G]Ir(x) i:r(x)+1
donde r(x) = max{2d(x) — n,0} (recordar que Iy = §)) para = € T* ctp. A

Observacién 5.2.4. Considerando las notaciones de la Definicion 5.2.3:

1. Notemos que [(S E(g))ci| como se describié en la Eq. (5.33) es un campo medible bien definido de

operadores semi-definidos positivos que estan esencialmente acotados.

2. Observemos que en la representacién espectral de [(S E(Q))c} dada en la Eq. (5.33), los autovalores

no estan necesariamente dispuestos en orden no-creciente.

3. Finalmente, notemos que (SE(Q))C € Uy(E(G)), pues [(SE(Q))J —[SE(g)lx es un operador positivo
con rango a lo sumo d(x) — r(z) < n — d(z), para « € T*, ctp. A

Finalizamos la Seccion con los siguientes comentarios: con las ideas y notaciones del Teorema 5.2.1,

sea S R Y consideremos campos medibles de vectores v; : TF — ¢2(Z*), para i € I,,, tales que
4
Spergls = HZ Ai([SE(f)ﬁ]x) vi(7) @ vi(®), (5.34)
1€l ()

es una representacion espectral de [S B ], respecto a {vi(x) }bier 4y BON de autovectores, donde d(z) =

bk

dim(Jy(z)), para @ € T ctp. Sea ¢ > 0 tal que, si (S

E(F)ff)c es el water-filling de SE(]_-)\;Z& a nivel ¢ respecto

a la representacion en la Eq. (5.34) entonces,

/Tk " ([(SE(f)i)cL) dr =w .

Por construccién (S . € UV(E(]:)#) y por lo tanto, por la Proposicién 4.2.3, existe Gy € D¢ (F)

E(f)?f)
tal que Sg, = (S B f)#)c. Como ya lo hemos notado, G°P del Teorema 5.2.1 se construye de esta manera;
v
por lo tanto, en este caso tenemos que para cada ¢ € Conv(R>() no-decreciente,

PY(E(Go)) < PY(E(G)), vparacada G e Dy, (F).

Por otra parte, por el Corolario 5.2.2, cualquier marco con estructura éptima G € Dg?w (F) (i.e. tal que G es
un Pg -minimo en Dg?w(}" ) para cualquier ¢ € Conv(R>()) se obtiene de esta manera. Esto es, los marcos
V-duales SG con estructura éptima para E(F) con restricciones de norma, son exactamente aquellos

ge Dg?w (F) cuyos operadores de marco se construyen empleando el water-filling no-conmutativo, dado
en la Definicién 5.2.3.
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5.3. Aliasing

En esta secciéon consideramos la llamada norma aliasing correspondiente al muestreo asociado a los
subespacios V y W. La norma aliasing mide la incidencia del complemento ortogonal de W en la recos-
truccién consistente f — f = Qf, donde Q denota la proyeccién oblicua sobre W a lo largo de Y+ (ver
[29, 39]). Se sabe que la norma aliasing puede acotarse en términos del dngulo entre V y W (ver [61])
aunque esta cota no es 6ptima. Calculamos de forma exacta la norma aliasing del muestreo consistente.
También introducimos la nocién de aliasing para pares duales oblicuos (F,G) que mide la incidencia del
complemento ortogonal de W en el esquema (consistente) de codificacién-decodificacién correspondiente
a F y G. En este contexto calculamos las rotaciones rigidas éptimas Uy que minimizan el aliasing de los
pares duales (U - F, (U - }")ﬁ) para el marco fijo F.

5.3.1. Aliasing en dualidad oblicua

Sean W, V C H subespacios cerrados tales que Y+ @ W = H (o equivalentemente W+ @ V = H).
Recordemos que en este contexto la norma aliasing asociada al muestreo consistente

fF=Pypif , feH (5.35)
(ver [29, 39]) estd dada por

P, e
AWY) = sup 1Py v ell

cewnvgoy el 1B o Pl (5.36)

Notemos que la norma aliasing mide la incidencia del complemento ortogonal de VW en el esquema de
codificacién-decodificacién (oblicuo) general en la Eq. (5.35) basados en estos dos subespacios. Podemos
interpretar A(W,V) como una medida de la cantidad de ruido que nos darfa el esquema de codificacion-
decodificacién oblicuo, cuando se muestrea una sefial perturbada f +e que tiene una componente e € W+,
Este fenémeno es de interés, s6lo cuando V # W (pues AV, W) = 0).

Lema 5.3.1. Consideremos las notaciones 5.1.6. Entonces
1. |Py Py| v; = sin(6;) v; para cada i € 1.
2. [Py Py |2 w; = tan?(6;) w; para cada i € I.

Demostracion. Recordemos que con las Notaciones 5.1.6, {v; }ier, es una BON de V tal que |Py Py| v; =
cos(#;) v; , para i € I;. En este caso,

|PyoPyl> = Py — |PwPy|? = |PyLPy|v; =sin(f;)v; paracada i¢€ly. (5.37)

Para probar el {tem 2, fijemos ¢ € I;. Por la Eq. (1.32) sabemos que Py Py v; = Py v; = cos(#;) w; . Por
otro lado, recordemos de la Eq. (1.30) que

(Pyyywi)t = Pw Py = Py o wi = cos(6;) " v (5.38)
como v; € V = (ker Py Py)* y w; € W = R(Py Py). Anilogamente, obtenemos que

(5.38) _,

1.31
PW//VJ- v, = V/ /Wt (COS(Qi)PV//WJ_’wZ‘) = COS(GZ') ‘PV//WJ- |2 w;

(130 cos(6;) "t w; . (5.39)
Por otra parte,

[Py Py i [P = [Py Py Py [P = Py jpi [Py Pol® Py
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Asi, usando las observaciones previas y la Eq. (5.37) tenemos que, para cada i € [,

(5.38) _
‘PWJ-PV//WJ-Pwi == PW//VJ- |PWJ_PV‘2(COS(91') 1vi)

(5.37)  sin(6;)2 (5.39)
= cos((ei)) Py pprvi = tan?(6;) w; .

Esto completa la prueba. O

Consideremos las Notaciones 5.1.6, en particular asumamos que V y W son de dimension finita. Asi,
usando que [Py, po| = cos(fy)~! tenemos que AW,V) < cos(fg)! (i.e. con las notaciones de la
Observacién 1.5.1 tenemos A(V, W) < cos(f, )}, ver [61]). Sin embargo, la cota previa para A(W, V)
no es buena: en el caso que V = W se tiene que AW, W) = 0, pero cos(d4)~! = 1. A continuacién
calculamos de forma exacta el valor de la norma aliasing. Este resultado no sélo mejora los conocidos
previamente, sino que serd esencial para estudiar el aliasing de pares duales y sus minimos.

Corolario 5.3.2. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Entonces,
AW, V) = tan(by) .
Demostracion. A partir de la definicién de aliasing Eq. (5.36) y el Lema 5.3.1 tenemos que

AW, V) = [|Pyppr Py || = || [P Py | || = I}é&]};{ tan(0;) = tan(fq) . u

Consideremos las Notaciones 5.1.6. Sea G = {g; }ie1, € Dy(F), i.e. tal que Tr 15 = P/ /,1 . Entonces,
cuando aplicamos el esquema de codificacién-decodificacién inducido por el par (F,G), el complemento
ortogonal W+ también puede tener una incidencia en el proceso de muestreo. En el caso que V # W,
si muestreamos la perturbacién f + e para f € W y e € W existe una perturbacién correspondiente
de los coeficientes T f dada por Tje: en este caso, la norma al cuadrado de la perturbacién (energfa) es
|Tgell* = (Sg e, ). Asi, introducimos la siguiente definicién:

Definicién 5.3.3. Sean W, V C H subespacios cerrados tales que W @ Y+ = H. Sean F = {fi}ic1 ¥
G = {gi}ier marcos para W y V respectivamente, tales que G € Dy (F). Entonces, definimos el aliasing
relativo al par dual oblicuo (F,G), notado A(F,G) dado por

Tgell _ (Sge.c)f?

cewivpoy el cewivioy el

A(F,G) =

Con las notaciones de la Definicién 5.3.3, notemos que A(F,G) depende de F por el hecho de que
G € Dy(F). Por definicién, A(F,G) es una medida normalizada de la incidencia relativa de W+ en el
analisis de seniales perturbadas en términos de G, en el sentido que

TG el < A(F,G) llell , ecW™.

Existe una interpretacion alternativa del aliasing A(F, G) que es la siguiente: con las notaciones previas,
sea e € W: entonces

ITgel® =" Ie, gl =D Ile, Pwign)® = IIT5ell?

i€l i€l
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donde G = {P,y1 g; }ic1, es considerado como una sucesién finita en W-. Por lo tanto,

e, Pregd? ) IT% ]
A(F,G)= sup Z# =  sup G ’
cew\{0} \ 5 el cewi\yor el

puede considerarse como una medida de la energfa residual de muestreo (normalizada) de G = Pyy1 - G
i
en W-.

Asumimos ademés que F = {f; };e1 es un marco Parseval para W i.e. Sy = Pyy. Entonces, ]-'# € Dy(F)
es tal que Sfif = |Pw//vl‘2. Asi, en este caso

1/2
A(JT_‘ J—_‘#) — sup M — sup M — A(W V)
TV w0y [lell cewi\foy  lell ’

En oposicién a AW, V), el aliasing A(F,G) depende de la eleccién del par dual oblicuo (F, G) con-
siderado, y no sélo de los subespacios V y W. Entonces, es natural considerar el problema de disenar
marcos F y G para W y V respectivamente, tales que (F, G) sea un par dual oblicuo con A(F,G) minimo.

Observacién 5.3.4. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Dado G € Dy(F), es facil ver a partir de la
Definicién 5.3.3 que

A(F,G) = ITg By || = | By Sg Py ||V (5.40)

Por otro lado, como consecuencia de la Proposicién 4.1.4 vemos que S r# <S¢ = Py S # Py <
Vv v
Py1 Sg Py, . Por lo tanto

A(F,Ff) = “PWlefPWiHl/Q < | Py Sg Py ||V? = A(F,G) .

En este caso el par dual oblicuo canénico (F, ]-'# ) minimiza el aliasing entre todos los pares duales oblicuos
(F,G) para G € Dy(F). A

Consideremos las Notaciones 5.1.6 y sea U € L(H) un operador unitario tal que U(WW) = W. Como
se mostro en las secciones anteriores, la estructura espectral de S(U. At depende de la eleccion de tal
unitario. Por lo tanto, es natural considerar operadores unitarios U como antes, que minimizan el aliasing
AU - F,G), donde G € Dy(U - F). La Observacién 5.3.4 muestra que en este caso podemos restringir la
atencion a los pares duales oblicuos de la forma (U - F, (U - F )ff) para un operador unitario U € L(H)
tal que U(W) = W. El siguiente resultado corresponde al esquema de andlisis previo y enlaza soluciones

Optimas de este problema a soluciones éptimas del problema considerado en el Teorema 5.1.9.

Teorema 5.3.5. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Sea {x;}e1, € W9 una BON de autovectores de Sr
en W, i.e. tal que Srx; = \jx; para cada j € I4.

1. Si U € L(H) es un operador unitario tal que U(W) = W, entonces

A(U-F, (U PY) = mix tan(hj)
d—j+1
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2. Si U € L(H) es un operador unitario tal que Uy x; = wq—j4+1 para cada j € Iy, entonces

_ C# o tan(6;)
A(Uo- 7. (U~ FIY) = mix N

En particular, la cota inferior en el item 1. es éptima (6 ajustada).

Demostracion. Sea U € L(H) un operador unitario tal que U (W) = W. Entonces, como en la prueba del
Teorema 5.1.9, tenemos que

Swrg =Pvyws USee U Py

Por lo tanto, por la Eq. (5.40) deducimos que
2
A((U FELU- f) = | Py Py jyys U Sz U Py i Py || - (5.41)
Por otra parte, por el Lema 5.3.1, vemos que

|PWJ—PV//WJ—‘2wi = tan?(6;) w; paracada i€ly. (5.42)

def

En particular, tk(|Py. Py jwi|) = #({i € sy = 6; > 0}) = k. Sea P la proyeccién ortogonal sobre
N = R(|Py1 Py 1) . Entonces, por el Teorema 1.4.10 (Teorema de entrelace de Cauchy) tenemos que

los autovalores A ( P(USz4U") P) = (1i)iem satisfacen que:

[ > Nakiy(Sre) =Nty st 1<i<k y pi=0si i>k+1. (5.43)

Aplicando el Teorema 1.4.9 (versiéon multiplicativa del Teorema de Lisdkii) para el operador actuando en
N, donde |Pyy,1 Py, py1| actiia como un operador inversible, obtenemos

( tan®(0g—k+i) )l o (ti)ier, —w ()\z( [Py PV//WL\ (PUSr# U™ P) [Py PW//Vi’ ))

€l i€l

_ * k

= ()‘Z(PWLPV//WL US]:#U PW//VLPWL))ZEHIC ER 5
donde la ultima igualdad se deduce tomando la descomposicion polar de Py, Py, 1 . En particular,
usando la relacién de sub-mayorizacién, la Eq. (5.41) y las desigualdades en (5.43) vemos que

A(v-F, (U-Jf)?j)2 > e { ) g [0

i€y Ak—i+1 iely L Ad—j+1

que muestra el item 1. Fijamos el unitario Uy € L(H) del item 2. Entonces (Uy S 4 Ug)w; = )\;EZ.H w;
Vv

para i € I;. Recordemos de la Eq. (5.42) que [Py Py 1| w; = tan(f;) w; para i € I5. Entonces

. tan?(6;) v
A(‘PWLPV//WL| UOS]-‘#UO |PWLPW//VL‘): <<>\d+‘71> ,O‘M‘,d .
—J j€ly

Esto muestra que el par dual candnico correspondiente a Uy - F alcanza el aliasing minimo. (]
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Observacién 5.3.6. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Si G € Dy/(F), entonces la compresién
(Sg)wr = Pw1Sg |, € LV

de Sg a W+ es una medida (a valores operadores) de la incidencia de W+ en el esquema de codificacién-
decodificacién basado en el par dual oblicuo (F,G). Por la Eq. (5.40), se deduce que

A(F,G) = (Sg)w 12,

donde ||T|| representa la norma del operador T € L(WW"'). Podemos considerar otra medida (natural) a
valores escalares de la forma

Ap(F, G) = tr (M((Sg)w))

para h € Conv(R>() no-decreciente y tal que h(0) = 0 (que estd bien definida ya que (Sg)y. es un
operador positivo de rango finito y h(0) = 0). Una inspeccién cuidadosa de la prueba del Teorema 5.3.5
muestra que, con las notaciones anteriores,

A (Uo F, (Us - f)ﬁ) < A, (U F (U f)fj)

para cada operador unitario U € L(H) tal que U(W) = W, i.e. que la rotacién rigida Uy tiene otras
propiedades de optimalidad. A

5.3.2. Aliasing en FSIT’s

Sean V y W SIT’s de L?(R¥) tales que V @ W+ = L2(R¥). Sea F = {f;}ic1, tal que E(F) un marco
para V. En este contexto tiene sentido hablar tanto de dualidad oblicua (usual) como de dualidad oblicua
SG y para esto recordemos que

DYY(F) = DyY(E(F)) = {E(G) € Dy(E(F)) : G ={gi}ie1, € V"},

es el conjunto de los V-duales SG de E(F) (ver Seccién 1.3). Dado E(G) € Dy%(F) obtuvimos las
siguientes férmulas de reconstruccion: para cada f e Wy g € V,

f= > T Tfi vy 9= Y. (9Tf) Tvg.

(¢,1)EZF X1, (¢,7)€ZF X1y,

El siguiente Lema se deriva de resultados y técnicas de [2, 42, 43].

Lema 5.3.7. Sean V y W SIT de L?(RF¥) tales que VW' = L2(RF). Sean Jy, y Jyy las funciones rangos
de los SIT V y W, respectivamente. Entonces,

1. W+ es un SIT con funcién rango Jyy1 (7) = [y (z)]* para x € T* ctp.

2. 51Q = Py /w1 entonces @ es un operador SP.

3. Jy(x) @& Jw(x)t = (ZF) y [Qle = Pr2)/ /s (x)> Para x € T ctp.

4. E(G) € DYY(F) + I'G(z) is Jy(z) — dual de T F(z), para z € T* ctp.

Demostracion. Por hipétesis V y W son SIT de L?(RF) tales que V @ W+ = L2(RF).
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1. Sean v € W, w € Wt y £ € ZF entonces:

(Tyw,v) = (w, T_w) =0 .

2. Sea u € L?(R*) tal que u = f, + g, donde f, € V y g, € Wt. Dado £ € Z* tenemos, por hipétesis,
Ty fu€Vy Ty g, €W. Entonces,

Tou=Tfut+9) =T fu+Ts gu = Q Ly w)=T; fu=T;, (Q u), ¥V ue L*R").

3. Ya que la transformacién T + [T] es un C*-isomorfismo, vemos que [Q]. € L(¢*(Z*)) es una
proyeccién para = € T* ctp. Por lo tanto,

P Q=0Q = [k QL =[P Q.=

y como [Py]; = Py, ;) tenemos que R(Q(x)) C Jy(x). Por otra parte, se verifica que
QPV =P = [QPV]JS = [Q]x[PV]x = [PV];ta

entonces Jy(z) C R([Q]z), asf Jy(z) = R([Q]z). Andlogamente, como Q* = Py, y1 vemos que
R(([QL)") = R(Q"]z) = Jw(x) y esto implica que ker([Qla) = Jyy. (z) = Jw(z)" para z € T* ctp.

4. Ver [11, Teorema 2.3].
(]

Observacién 5.3.8. Consideremos el Lema 5.3.7. Sean S y T subespacios cerrados de L?(R¥). Con el fin
de caracterizar cuando la suma (algebraica) de estos subespacios es un subespacio cerrado, recordemos la
Eq. (1.35) donde definimos el 4ngulo de Dixmier entre S y T, notado por [S, T+]p € [0,7/2], y dado por

cos[S, Tlp = sup{|{v, w)|,v € S1,w € T1},

donde §; = {f € S : ||f|| = 1} (de forma similar para 77). Es bien sabido (ver [26]) que [S,T]p > 0siy
s6lo si SNT = {0} y S+ T es un subespacio cerrado de L?(R¥).

Asumimos ademés que S @ T = L? (]Rk) y que Q) = Ps/ 7 es su correspondiente proyeccion oblicua.
Entonces (ver [26])

1

Proposicién 5.3.9. Sean S, 7 C L?*(RF) SIT de L?(R*). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. So T+ = L2(RF);
2. Js(z) @ Jr(z)t = 2(ZF) para x € T* ctp. y sup esc,eqw 1Pg(2)) /07 ()2 | < 003
3. Js(z)t nJr(z) = {0} y inf esc,emn [Js(z), J7(z)]p > 0.

En este caso tenemos que [S,T+|p = inf esc, ek [Js(z), J7(z)*]p -
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Demostracion. 1 = 2. Es inmediata a partir del Lema 5.3.7.

2 = 1. Asumimos que Js(z) ® Jr(z)* = 2(ZF) y que [Q], = Pjo(2)// 77 (x)+ €s su correspondiente
proyeccién oblicua. Como la funcién [Q], : T% — [[ e L(Js(x), J7(z)) es debilmente medible y esen-
cialmente acotada entonces, por [11, Teorema 4.5] sabemos que existe una tunica transformacién lineal y
acotada @ = Ps/ /71 € L(S,T) que es SP y tal que [Qlz = Pyg(2)) /77 ()" -

1 = 3.SiS® T+ = L%(R¥), por el Lema 5.3.7 tenemos que Js(x) @ J.(x) = £2(Z¥), y por lo tanto
las dimensiones de Js(z) y J7(x) coinciden y son finitas, ademds ya que Js(z) N J7(x)~ = {0} se tiene
que [Js(z), Jr(z)*]p > 0.

3 = 1. Si asumimos que Js(x) N Jy(x)* = {0} y que infesc[Js(z), Jr(z)*]p > 0, notemos que
[S,T+]p = infesc[Js(x), J7(z)*]p. Esta tltima condicién es equivalente a que SNT = {0} y S+ T es
un subespacio cerrado de L%(R¥) (ver [26]). O

Como aplicacién de los resultados previos, calculamos el valor exacto de la norma aliasing (ver [29, 39])
en términos de la geometria relativa de los FSIT’s V y W. En efecto, recordemos que la norma aliasing
correspondiente al muestreo consistente

fr> =Py yof, parafeL*RF)

notado A(V, W), estd dado por

P
AWV, W) = su | W//VLGH

— o = [Bwyppr Pyl
cewt  |lel /

Definicién 5.3.10. Sean S, 7 C L?(R*) subespacios cerrados. Definimos la apertura entre S y T, notada
[S,T]* € [0,7/2), como el angulo determinado por

cos([S,7]*) = inf Psf] . A

(S.71 = _ it IPs/

Observaciéon 5.3.11. Consideremos las notaciones de la Definicién 5.3.10. En tal caso resulta que la
apertura [S, T]* coincide con la nocién de dngulo entre los subespacios S y T como se definié en la Eq.
(1.33) (y cos([S,T]*) que también se conoce como el coseno del dngulo mas chico en [42]). Se cumple la
siguiente relacién (ver [42, 43]):

cos([S,Tp)2 =1—rcos([S,T]?)? = [S,T]*==n/2—[S, T ]p.

Por lo tanto, usando las relaciones anteriores y la Proposicion 5.3.9 tenemos que si S, T C LQ(Rk) son
SIT tales que S+ @ T = L?(R*) entonces

[S,T]% =supesc[Js(x), Jr(z)]* < 7/2. A

z€Tk

Consideramos otra vez las notaciones de la Definicién 5.3.10 y asumimos, ademés que L?(R¥) = S&T+.
Entonces, de las Observaciones 5.3.8 y 5.3.11 vemos que

1 1

1Psyyrll = sin[S,TL]p  cos[S, T]e’

A partir de esto y como se hizo en la Seccién anterior, se obtiene la siguiente cota superior de la norma

aliasing (ver [61])
1
AS, T) < ||Psyjrell = cos[S, T]*
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Notemos que, como antes, esta cota conocida no es buena: si tomamos S = 7 entonces A(S, 7) = 0 pero

cos[S,T|* = 1.
A continuacién calculamos de forma exacta la norma aliasing.

Proposicién 5.3.12. Sean V y W FSIT’s de L%(R¥) tales que W @ V* = L?(RF). La norma aliasing
A(V, W) correspondiente al par oblicuo (V, W) estd dada por

AWV, W) = tan([V, W]*) .

Demostracion. Notemos que Jy(z) y Jy(x) son subespacios de dimensién finita de ¢2(ZF) y, por la
Proposicién 5.3.9, vemos que Jy(z)* @ Jy(xz) = £2(ZF) para 2 € T* ctp. Por lo tanto, aplicando el
Corolario 5.3.2, concluimos que

A(Jy(@), I (@) = 1P () /50 @) Pryyr | = tan([Jy(x), Jw(x)]*) ,  para z € T*  ctp.
Finalmente, usando la Observacién 5.3.11, tenemos que

AV, W) = [Py jpr Py = sup;sc tan([Jy(x), Jyw(2)]*) = tan([V, W]?). O

kIS
Conjetura 5.3.13. Conjeturamos que la Proposicién 5.3.12 se verifica para un muestreo consistente
de una descomposicién oblicua S @ 7+ = H en un espacio de Hilbert # arbitrario. Por los resultados
obtenidos en la Seccion 5.3.1 la conjetura es verdadera para S y T subespacios de dimensién finita. Por
la Proposicién 5.3.12 esta conjetura se verifica para algunos subespacios S y 7 de dimensién infinita, en
buena posicién. A

Consideramos las Notaciones 5.1.6 y los resultados previos, podemos definir el aliasing relativo al par
dual oblicuo (E(F), E(G)); tal como se hizo en la Seccién 5.3.1.

Definicién 5.3.14. Sean W, V C L?(RF) FSIT’s tales que W @ V+ = L2(R¥). Sean F(F) y E(G) marcos
para VW y V respectivamente tales que E(G) € DgG(]: ). Entonces, definimos el aliasing relativo al par
dual oblicuo (E(F), E(G)), notado por A(E(F), E(G)) y dado por

A(E(F), E(9)) = sup esc A(TF(),TG(2)) = || Ty P |l = | Povs Sigy P 112,
re
A
Teorema 5.3.15. Consideremos las Notaciones 5.1.6. Sean y; : T* — ¢2(Z*) campos medibles de vectores,
tales que {y;(2)}jer,,, es una BON de autovectores de [Sg(r)ls en Jw(z), ie. tal que [Spr)ls yj(z) =
Aj(x)yj(z) para cada jely y x € TF ctp.

1. Si U € L(H) es un operador unitario tal que U(W) = W, entonces

AU -E(F), (U BF)E) > méx supese 220i(@)

J€la  geTk )\;/_Qjﬂ(m)

para x € TF, ctp.

2. Sean w; : T¥ — ¢2(Z*) campos medibles de direcciones principales. Si Uy € L(H) es un operador
unitario tal que Uy y;j(x) = wq—;+1(x) para cada j € I;, entonces

A(UO E(]:)7 (UOE(-F))T;#) = méax SUPGSCM

j€ld etk )&/fjﬂ(x)

En particular, la cota inferior del item 1 se alcanza.
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Demostracion. De la Definicién 5.3.14 y argumentando como en la prueba del Teorema 5.3.5, se prueba
el Teorema. O

Observacién 5.3.16. Si asumimos que E(F) es marco Parseval para W (i.e. Sp(r) = Py). Entonces

E(]—")?f € DYY(E(F)) es tal que Sg

F)E = ‘Pw//vL|2. Asi, se tiene que
v

A(E(F), E(}')i) = supesc maxtan(f;(r)) = supesctan(fq(x))
zeTk J€la x€Tk

= tan([V,W]%) = A(V, W), para = € TF ctp.

Luego podemos concluir que A(V, W) se recupera al considerar el aliasing para el par (E (F), E(F )?f),

con E(F) marco Parseval.
A

Departamento de matemética - UNLP Hoja 92 de 96



Bibliografia

[1] A. Aldroubi, C. Cabrelli, D. Hardin, U. Molter, Optimal shift invariant spaces and their Parseval
frame generators. Appl. Comput. Harmon. Anal. 23 (2007), no. 2, 273-283.

[2] M. Anastasio, C. Cabrelli, Sampling in a union of frame generated subspaces. Sampl. Theory Signal
Image Process. 8 (2009), no. 3, 261-286.

[3] E. Andruchow, J. Antezana, G. Corach, Sampling formulae and optimal factorizations of projections.
Sampl. Theory Signal Image Process. 7 (2008), no. 3, 313-331.

[4] J. Antezana, P. Massey, M. Ruiz, D. Stojanoff, The Schur-Horn theorem for operators and frames
with prescribed norms and frame operator. Illinois J. Math. 51 (2007), no. 2, 537-560.

[5] J. Antezana, G. Corach. Singular value estimates of oblique projections. Linear Algebra Appl. 430
(2009), no. 1, 386-395.

[6] R. Bhatia, Matrix Analysis, Berlin-Heildelberg-New York, Springer 1997.

[7] M.J. Benac, P. Massey, D. Stojanoff, Aliasing and oblique dual pair designs for consistent sampling,
Linear Algebra Appl. 487 (2015) 112-145.

[8] M.J. Benac, P. Massey, D. Stojanoff, Convex potentials and optimal shift generated oblique duals in
shift invariant spaces (submitted).

[9] J.J. Benedetto, M. Fickus, Finite normalized tight frames. Frames. Adv. Comput. Math. 18 (2003),
no. 2-4, 357-385.

[10] C. de Boor, R. DeVore, A. Ron, The structure of finitely generated shift-invariant spaces in La(R%).
J. Funct. Anal. 119 (1994), no. 1, 37-78.

[11] M. Bownik. The structure of shift-invariant subspaces of L?(R™). J. Funct. Anal. 177 (2000), no. 2,
282-309.

[12] M. Bownik, J. Jasper, Characterization of sequences of frame norms. J. Reine Angew. Math. 654
(2011), 219-244.

[13] M. Bownik, J. Jasper, The Schur-Horn theorem for operators with finite spectrum, Trans. Amer.
Math. Soc. (in press).

[14] C. Cabrelli, V. Paternostro, Shift-invariant spaces on LCA groups. J. Funct. Anal. 258 (2010), no. 6,
2034-2059.

[15] J. Cahill, M. Fickus, D. Mixon, M. Poteet, N. Strawn, Constructing finite frames of a given spectrum
and set of lengths. Appl. Comput. Harmon. Anal. 35 (2013), no. 1, 52-73.

93



94

[16] P.G. Casazza, M. Fickus, J. Kovacevic, M.T. Leon, J.C. Tremain, A physical interpretation of tight
frames. Harmonic analysis and applications, 51-76, Appl. Numer. Harmon. Anal., Birkh&user Boston,
MA, (2006).

[17] P.G. Casazza, M. Leon, Existence and Construction of Finite Frames with a Given Frame Operator,
International Journal of Pure and Applied Mathematics, Vol. 63, No. 2 (2010), p. 149-158.

[18] P.G. Casazza, J. Kovacevic, Equal-norm tight frames with erasures, Advances in Computational
Mathematics, special issue on Frames, (2002).

[19] Eds. P. G. Casazza and G. Kutyniok, Finite Frames: Theory and Applications, Applied and Numerical
Harmonic Analysis. Birkhduser/Springer, New York, 2013.

[20] K.M. Chong, Doubly stochastic operators and rearrangement theorems. J. Math. Anal. Appl. 56
(1976), no. 2, 309-316.

[21] O. Christensen, An introduction to frames and Riesz bases. Applied and Numerical Harmonic Analy-
sis. Birkh&user Boston, Inc., Boston, MA, 2003.

[22] G. Corach, A. Maestripieri, Polar decomposition of oblique projections. Linear Algebra Appl. 433
(2010), no. 3, 511-519.

[23] O. Christensen, Y.C. Eldar, Oblique dual frames and shift-invariant spaces. Appl. Comput. Harmon.
Anal. 17 (2004), no. 1, 48-68.

[24] O. Christensen, Y.C. Eldar, Characterization of oblique dual frame pairs. EURASIP J. Appl. Signal
Process. (2006), 1-11.

[25] T.M. Cover, J.A. Thomas, Joy A. Elements of information theory. Second edition. Wiley-Interscience
[John Wiley & Sons|, Hoboken, N.J, 2006.

[26] F. Deutsch, The angle between subspaces of a Hilbert space. Approximation theory, wavelets and
applications (Maratea, 1994), 107-130, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math. Phys. Sci., 454, 1995.

[27] D. E. Dutkay, The local trace function of shift invariant subspaces, J. Operator Theory 52 (2004),
267-291.

[28] T.G. Dvorkind, Y.C. Eldar, Robust and Consistent Sampling. IEEE Signal Process. Lett. 16(9)
(2009), 739-742.

[29] Y.C. Eldar, Sampling with arbitrary sampling and reconstruction spaces and oblique dual frame
vectors. J. Fourier Anal. Appl. 9 (2003), no. 1, 77-96.

[30] Y.C. Eldar, T. Werther, General framework for consistent sampling in Hilbert spaces. Int. J. Wavelets
Multiresolut. Inf. Process. 3 (2005), no. 4, 497-509.

[31] M. Fickus, D. G. Mixon and M. J. Poteet, Frame completions for optimally robust reconstruction,
Proceedings of SPIE, 8138: 81380Q3/1-8 (2011).

[32] G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix Computations, 3rd ed., Johns Hopkins University Press,
Baltimore, MD, 1996.

Departamento de matemética - UNLP Hoja 94 de 96



Bibliografia

[33] D. Han, Frame representations and Parseval duals with applications to Gabor frames. Trans. Amer.
Math. Soc. 360 (2008), no. 6, 3307-3326.

[34] C. Heil, Y.Y. Koo, J.K. Lim, Duals of frame sequences, Acta Appl. Math. 107 (2009), No. 1-3 , 75-90.

[35] A.A. Hemmat, J.P. Gabardo. The uniqueness of shift-generated duals for frames in shift-invariant
subspaces. J. Fourier Anal. Appl. 13 (2007), no. 5, 589-606.

[36] A.A. Hemmat, J.P. Gabardo, Properties of oblique dual frames in shift-invariant systems. J. Math.
Anal. Appl. 356 (2009), no. 1, 346-354.

[37] R.B. Holmes, V.I. Paulsen, Optimal frames for erasures, Linear Algebra Appl. 377 (2004) 31-51.

[38] R.A. Horn, C.R. Johnson, Matrix analysis. Second edition. Cambridge University Press, Cambridge,
2013.

[39] A.J.E.M. Janssen, The Zak transform and sampling theorems for wavelet subspaces, IEEE Trans.
Signal Processing, 41 (1993), 3360-3364.

[40] A.V. Knyazev, M.E. Argentati, Principal angles between subspaces in an A-based scalar product:
algorithms and perturbation estimates. SIAM J. Sci. Comput. 23 (2002), no. 6, 2008-2040.

[41] V. Kaftal, G. Weiss, An infinite dimensional Schur-Horn theorem and majorization theory. J. Funct.
Anal. 259 (2010), no. 12, 3115-3162.

[42] H. O. Kim, R. Y. Lim and J. K. Lim, The infimum cosine angle between two finitely generated
shift-invariant spaces and its applications. Appl. Comput. Harmon. Anal. 19 (2005), no. 2, 253-281.

[43] H. O. Kim, R. Y. Lim and J. K. Lim, Characterization of the closedness of the sum of two shift-
invariant spaces, J. Math. Anal. Appl., 320 (2006), 381-395.

[44] A.W.Marshall, I. Olkin, B.C. Arnold, Inequalities: theory of majorization and its applications. Second
edition. Springer Series in Statistics. Springer, New York, 2011.

[45] P. Massey, M. Ruiz, Tight frame completions with prescribed norms, Samp. Theory in Sig. and Image
Proccesing 7(1) (2008), 1-13.

[46] P. Massey, M. Ruiz, Minimization of convex functionals over frame operators. Adv. Comput. Math.
32 (2010), no. 2, 131-153.

[47] P. Massey, M. Ruiz , D. Stojanoff, Duality in reconstruction systems. Linear Algebra Appl. 436
(2012), no. 3, 447-464.

[48] P. Massey, M. Ruiz , D. Stojanoff, Optimal dual frames and frame completions for majorization.
Appl. Comput. Harmon. Anal. 34 (2013), no. 2, 201-223.

[49] P. Massey, M. Ruiz, D. Stojanoff, Optimal Frame Completions with Prescribed Norms for Majoriza-
tion. J. Fourier Anal. Appl. 20 (2014), no. 5, 1111-1140.

[50] P. Massey, M. Ruiz, D. Stojanoff, Optimal frame completions. Adv. Comput. Math. 40 (2014), no.
5-6, 1011-1042.

[51] P. Massey, M. Ruiz , D. Stojanoff, Multiplicative Lidskii’s inequalities and optimal perturbations of
frames, Linear Algebra Appl. 469 (2015), 539-568.

Departamento de matemética - UNLP Hoja 95 de 96



96

[52] D.P. Palomar,J.R. Fonollosa, Practical algorithms for a family of waterfilling solutions. IEEE Trans.
Signal Process. 53 (2005), no. 2, part 1, 686-695.

[53] M. J. Poteet, Parametrizing finite frames and optimal frame completions, Doctoral thesis, Graduate
School of Engineering and Management, Air Force Institute of Technology, Air University.

[54] A. Ron, Z. Shen, Frames and stable bases for shift-invariant subspaces of Ly(R%). Canad. J. Math.
47 (1995), no. 5, 1051-1094.

[55] John V. Ryff, Orbits of L!'-functions under doubly stochastic transformations. Trans. Amer. Math.
Soc. 117 (1965) 92-100.

[56] G. Scutari, D.P. Palomar, S. Barbarossa, The MIMO iterative waterfilling algorithm. IEEE Trans.
Signal Process. 57 (2009), no. 5, 1917-1935.

[57] C.E. Shannon, Communication in the presence of noise. Proc. I.R.E. 37, (1949). 10-21.

[58] B. Simon, Trace ideals and their applications. Second edition. Mathematical Surveys and Mono-
graphs, 120. American Mathematical Society, Providence, RI, 2005.

[59] I. E. Telatar, Capacity of multi-antenna Gaussian channels, Eur. Trans. Telecommun., vol. 10, no. 6,
pp- 585-595, Nov-Dec. 1999.

[60] M. Unser, A. Aldroubi, A general sampling theory for nonideal acquisition devices, IEEE Trans Signal
Processing, vol. 42 (1994) no. 11, 2915-2925.

[61] M. Unser, J. Zerubia, Generalized sampling: Stability and performance analysis, IEEE Trans. Signal
Processing, 45 (1997), 2941-2950.

Departamento de matemética - UNLP Hoja 96 de 96



